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Streszczenie

W przypadku danych zaleznych (szeregéw czasowych) wnioskowanie statystyczne
oparte na rozktadach asymptotycznych nie zawsze moze by¢ podstawg efektywnych
procedur statystycznych. Nieznany rozktad statystyk lub estymatoréw mozna jednak
przybliza¢ bezposrednio za pomoca procedur zwanych ogoélnie resamplingiem. Ideg
tych metod jest otrzymywanie (w rézny sposob) replikacji estymatora, a nastepnie
obliczanie z tych replikacji rozktadu empirycznego. Podstawowym zagadnieniem teo-
retycznym jest tutaj problem zgodnodci, tzn. odpowiedZ na pytanie, czy ten rozktad
empiryczny, zwany rozkltadem resamplingowym, jest bliski prawdziwemu rozkltadowi.
Do tej pory procedury resamplingowe zostaly dobrze zbadane w przypadku danych
niezaleznych i szeregdéw czasowych stacjonarnych. Od niedawna natomiast prowadzo-
ne sg intensywne badania w tym zakresie w dziedzinie niestacjonarnych szeregéw cza-
sowych.

Glownym celem rozprawy jest zbadanie warunkéw zgodnosci metod resamplin-
gowych w dziedzinie czasu dla a-mieszajacych szeregdw czasowych o szczegdlnym
rodzaju niestacjonarnosci - tzn. o strukturze okresowej i prawie okresowej. Takie dane
pojawiaja sie¢ naturalnie w wielu dziedzinach, przykladowo w klimatologii, ekonomii
i telekomunikacji. Zaktadajac, ze rozpatrywany proces ma strukture (prawie) okre-
sowa, problemy wnioskowania statystycznego o np. funkcji autokowariancji mozemy
sprowadzi¢ do wnioskowania o wspotczynnikach Fouriera funkcji prawie okresowe;j.

W pracy zbadano cztery mozliwe sposoby resamplingowania. Sposoby te znane
sa z literatury, ale wczesniej nie byly stosowane w ogole do danych (prawie) okre-
sowych, albo jedynie do bardzo waskich modeli. Pierwsza procedura zwana subsam-
plingiem polega na wyborze wszystkich mozliwych podszeregéw o pewnej dlugosci
i przeliczeniu estymatora na tych podszeregach. Okazalto sie, ze potrzebna jest pewna
modyfikacja estymatora wspotczynnikow Fouriera, aby zachodzila zgodnosé. Druga
badana procedura jest bootstrap blokéw ruchomych. W tym przypadku punkt wyj-
Scia stanowi $rednia probkowa. Sformutowano takze wnioski dotyczace zgodnosci dla
przypadku wielowymiarowego, gtadkich funkcji §redniej oraz estymatoréw wspotczyn-
nikow Fouriera. Ostatnie dwie badane procedury, bootstrap blokéw sezonowych i okre-
sowych, wymagaja znajomosci dtugosci bloku. Pierwsza z nich jest zgodna w réownie
uniwersalnych sytuacjach jak bootstrap blokéw ruchomych. W pracy udowodniono, ze
druga z tych metod dziata dobrze tylko w przypadku tablic zmiennych losowych, dla
ktorych dtugosé okresu rosnie wraz z numerem wiersza.



Streszczenie

W drugiej kolejnosci rozprawa koncentruje sie na zastosowaniach i wynikach uzycia
wyzej opisanych technik resamplingowych do danych symulowanych i rzeczywistych.
Sformutowano nastepujace zagadnienia praktyczne, w ktorych stosowany moze by¢ re-
sampling: identyfikacja istotnych czestotliwosci, odréznianie dwoch okresow, testowanie
stacjonarnosci. Przedstawiono przyktady dla tych probleméw oraz poréwnania metod
resamplingowych.

Stowa kluczowe

bootstrap blokowy, okresowo i prawie okresowo skorelowane szeregi czasowe, prawie
okresowe funkcje, reprezentacja Fouriera, subsampling, test stacjonarnosci, wtas-
nos¢ a-mieszania, zgodnosé



Abstract

Statistical inference for time series data based on asymptotic distribution frequently
leads to statistical procedures that are very hard to apply in practice. However, the
unknown distribution of various statistics and estimators may be directly approxi-
mated by resampling procedures. The main idea is to obtain some replications of the
estimator. On the basis of these replications, empirical distribution is calculated. The
main theoretical challenge here is to prove that this empirical distribution tends to
the real one. Up until now resampling methods have been thoroughly investigated
for identically distributed independent data and stationary time series. Researchers’
efforts have recently been directed to investigate this problem for nonstationary time
series.

The main objective of the thesis is to establish conditions for consistency of resam-
pling methods in the area of a-mixing time series with periodic and almost periodic
structure. This kind of nonstationary data are gathered in many areas such as clima-
tology, economy or telecommunications. For (almost) periodic time series statistical
inference regarding e.g. autocovariance function is based on its Fourier representation.

This thesis considers four types of resampling techniques, known in the literature.
The focus here is to investigate these techniques in the general almost periodic setup.
The first procedure is called subsampling. It consists in recalculating estimator over
every possible subseries of some length. It is shown that the estimator of Fourier
coefficient needs some modification for the subsampling to be consistent. The second
method is moving block bootstrap. For this method sample mean is the starting point.
Then some corollaries are evaluated. They regard multivariate case, smooth functions
of the mean and estimators of Fourier coefficients. The two remaining procedures are
seasonal block bootstrap and periodic block bootstrap. In order to apply them one
needs to know the exact length of the period. The first of the two aforementioned
methods is consistent under general assumptions similar to moving block bootstrap
context. The other is shown to work only in the case of triangular random arrays with
the period increasing row-wise.

The second objective of the thesis are applications and comparisons of resampling
methods for simulated and real (almost) periodic data. These methods are successfully
applied in the problem of significant frequencies identification, testing for period and
stationarity. Some illustrative examples are presented.



Abstract

Key words

a-mixing property, almost periodic functions, block bootstrap, consistency, Fourier
representation, periodically and almost periodically correlated time series, statio-
narity test, subsampling



Wstep

W obecnych czasach obserwujemy ogromny rozwé6j metod wspomaganych kompute-
rowo w rozwiazywaniu réznego typu problemoéw. Naleza do nich metody resamplin-
gowe, czyli ponownego losowania, ktore stosowane sa w statystyce matematycznej. Do
metod resamplingowych zaliczamy m.in. testy permutacyjne, jackknife, metody boot-
strapowe i subsampling. Metody te umozliwiaja automatyczne przyblizanie nieznanych
rozktadow (lub ich charakterystyk) statystyk i estymatoréw, bez odwolywania sie do
postaci tych rozktadéw. Przyblizenia te uzywane sa p6zniej do konstrukeji przedzia-
tow ufnosci dla parametréw oraz do réznych problemoéw testowania hipotez statysty-
cznych. Mozna stwierdzi¢, ze rozwoj resamplingu zaczat sie w latach osiemdziesiatych
XX wieku od pracy Efrona (1979) poswieconej bootstrapowaniu danych niezaleznych.
Pod koniec tej dekady zaczeto interesowac¢ sie danymi zaleznymi. Gléwna idea re-
samplingu jest probkowanie z pewnego rozkladu P,, ktéry konstruujemy w oparciu
o probke (Xi,...,X,). W przypadku danych niezaleznych i o tym samym rozktadzie
byto dosy¢ jasne w jaki sposob nalezy konstruowac P,.Dla danych zaleznych (szeregow
czasowych) konstrukcja ta staje sie znacznie trudniejsza i bardziej skomplikowana.
W przelomowych pracach Singh (1981); Liu i Singh (1992); Kiinsch (1989) pokazano, ze
konieczne jest wtedy tworzenie rozktadu P, nie na podstawie pojedynczych danych, ale
ich blokéw. Mimo tych trudnosci mozliwo$é otrzymywania bezposrednio estymatorow
rozkltadow w przypadku szeregdw czasowych jest bardzo istotna. Dzieje sie tak dla-
tego, ze tradycyjne wnioskowanie statystyczne oparte na rozktadach asymptotycznych
nie zawsze moze by¢ podstawa efektywnych procedur statystycznych. Po pierwsze,
zbieznosé rozkladu estymatora do rozktadu granicznego jest wolna i wymaga bardzo
dtugich probek. W praktyce nie zawsze mamy mozliwos¢ otrzymania tak wielu danych
z powodu kosztu ich uzyskiwania lub ograniczen technicznych. Po drugie, rozktad
asymptotyczny bywa czesto skomplikowany lub zalezy od nieznanych parametrow,
ktore w przypadku danych zaleznych sa trudne do estymowania.

W latach dziewieédziesiatych zbadano dosy¢ doktadnie przypadek szeregéw stacjo-
narnych. Obecnie wysitki badaczy przenosza sie w kierunku szeregéw niestacjonarnych
(Fitzenberger, 1997; Gongalves i White, 2002). Jedna ze specyficznych postaci nie-
stacjonarnodci jest okresowos¢ i prawie okresowos$é. Rozwoj tej galezi, zapoczatkowany
przez prace Gladysheva (1961), zaowocowal wieloma rezultatami teoretycznymi i r6zno-
rodnymi zastosowaniami praktycznymi (Gardner i in., 2006). Jak do tej pory nie
polaczono w wystarczajacym stopniu dwoch powyzszych dziedzin. Aby uzasadnié, ze



Wstep

tematyka metod resamplingowych dla danych (prawie) okresowych jest stabo zbadana
podajmy, ze do niedawna ukazaly sie tylko dwie publikacje poruszajace ten problem:
Politis (2001) oraz Chan i in. (2004). Obie dotycza bardzo waskich modeli, a praca
Chan i in. (2004) jest dodatkowo bardzo nieformalna. Zacytujmy tutaj zdanie pocho-
dzace z tej pracy:

" Despite the volume of literature on the use of block bootstrap for time series
data, we know of no work that deals with periodic dependent data.”

(Pomimo duzej objetosci literatury na temat bootstrapu, nie znamy zadnej
pracy, ktora zajmuje sie okresowymi danymi zaleznymi).

Panuje wrecz opinia, ze podstawowe metody resamplingowe nie moga by¢ bezposre-
dnio uzywane do modeli okresowych i prawie okresowych. Przytoczmy fragment z pracy
Politis (2001):

"The Block Bootstrap (BB) method of Kiinsch (1989) is not directly applicable
[to periodic models], and the same is true for the different BB variations; see
e.g. Lahiri (1999) and the references therein.”

(Metoda bootstrapu blokowego Kiinscha (1989) nie jest bezposrednio stosowalna
[do modeli okresowych] i to samo dotyczy innych metod bootstrapu blokowego;
patrz np. Lahiri (1999) wraz z bibliografia.)

Glownym celem niniejszej rozprawy jest powiazanie teorii okresowych i prawie
okresowych szeregdéw czasowych z teorig nieparametrycznych metod resamplingowych.
Bedziemy chcieli przede wszystkim przedstawi¢ fundamentalne rezultaty teoretyczne
dotyczace zgodnosci metod resamplingowych oraz sposéb ich wykorzystania do prakty-
cznego wnioskowania w tej klasie modeli. Zajmiemy sie kilkoma rodzajami resamplin-
gowania, tzn. subsamplingiem, bootstrapem blokéw ruchomych, sezonowych i okre-
sowych.

W pierwszym rozdziale pracy przedstawimy jednolite definicje rozwazanych klas
szeregow czasowych wraz z kilkoma przyktadami modeli. Zaprezentujemy takze wtlas-
noéci funkcji prawie okresowych oraz podamy przyktady dziedzin, w ktérych maja
zastosowanie modele okresowe i prawie okresowe. Celem drugiego rozdziatu jest dostar-
czenie narzedzi, ktore beda uzywane w dowodzeniu zgodnosci metod resamplingowych.
Sa to nieréwnosci Rosenthala, centralne twierdzenia graniczne oraz prawa wielkich
liczb. W drugiej czesci tego rozdziatlu podajemy podstawowe wlasnosci estymatorow
wspotezynnikow Fouriera dla szeregéw prawie okresowo skorelowanych. Rozdziat trzeci
zawiera nasze glowne rezultaty teoretyczne dotyczace zgodnosci subsamplingu, boot-
strapu blokéw ruchomych, okresowych i sezonowych. Otrzymano zgodnosé dla $redniej
probkowej jednowymiarowej, wielowymiarowej, gladkich funkcji $redniej oraz esty-
matoréow wspotczynnikéw Fouriera. Ostatni, czwarty, rozdzial zawiera przyktadowe
zastosowania metod resamplingowych w problemie identyfikacji czestotliwos$ci oraz
testowania okresu i stacjonarnosci. Ponadto przedstawiono w nim symulacyjne wyniki
poréwnan réznych sposobow resamplingowania.

Przedstawione w pracy dowody pochodza od Autora oraz jego wspotpracownikow
zgodnie z zamieszczonym spisem literatury.



Rozdzial 1

Dane o strukturze okresowej i prawie
okresowej

Celem niniejszego rozdziatu jest zaprezentowanie klas szeregdéw czasowych, ktore
bedg rozwazane w dalszej czesci. Podajemy ujednolicone definicje szeregow czasowych
stacjonarnych, okresowych i prawie okresowych oraz podstawowe wtasnosci funkcji
prawie okresowych. Paragraf 1.3 opisuje natomiast przyktady danych, ktére moga by¢
modelowane za pomoca szeregéw czasowych o strukturze okresowej i prawie okresowe;.

1.1. Szeregi czasowe stacjonarne i okresowe

W pierwszej kolejnosci przedstawiamy definicje szeregéw stacjonarnych w sensie
wezszym 1 szerszym. Stacjonarnosé jest zatozeniem o niezmienniczosci rozktadow lub
momentoéw odpowiedniego rzedu. W ponizszych definicjach dtugos$é okresu 7' i parametr
rzedu r sa liczbami naturalnymi.

Definicja 1.1. Szereg czasowy {X; : t € Z} nazywamy Scisle stacjonarnym rzedu
r (strictly stationary of order r, SS(r)), jesli dla kazdego t, 71,7, ..., 7r—1 € Z i dla
kazdego h € Z,

d
(Xt7 Xt+7'1a s 7Xt+7'r—1> = (Xt+h> Xt+T1+h7 s 7Xt+7'r_1+h) :

Definicja 1.2. Szereg czasowy {X; : t € Z} nazywamy $cisle stacjonarnym (SS), jesli
jest on SS(r) dla kazdego r € N.

Definicja 1.3. Szereg czasowy {X; : t € Z} nazywamy stacjonarnym w sensie szer-
szym rzedu r (weakly stationary of order r, WS(r)), jesli E|X|" < oo i dla kazdych
L, T1, T2y .y Tro1 € Z 1 dla kazdego h € Z,

E(XiXeir - Xipr ) = B (XegnXiorn -+ Xegr, iin) -



1.1. Szeregi czasowe stacjonarne i okresowe

W dalszej kolejnosci podajemy definicje okresowych szeregdéw czasowych.

Definicja 1.4. Szereg czasowy {X; : t € Z} nazywamy Scisle okresowym rzedu r
(strictly periodic of order r, SP(r)) z okresem T, jesli r-wymiarowe tqczne rozktady sq
okresowe, czyli dla kazdego t, 7,79, ..., Tr_1 € 7,

d
(Xt7 Xt—l—’ru s 7Xt+7'7-71) - (Xt—i-T; Xt+7'1+T7 s 7Xt+T7-71+T) .

Definicja 1.5. Szereg czasowy {X; : t € Z} nazywamy Scisle okresowym (SP) z
okresem T, jesli jest on SP(r) z okresem T dla kazdego r € N.

Nastepujacy rezultat pokazuje, ze klasa szeregéw SP jest dosy¢ obszerna.

Twierdzenie 1.1 (Synowiecki, 2007b). Niech szereg czasowy {X; : t € Z} posiada
nastepujgcq strukture
Xt = F(Zt7 f(t))a

gdzie funkcja f jest okresowa z okresem T' € N, szereg czasowy {Z} jest SS(r) i funkcja
F(-, f(t)) : R — R jest borelowsko mierzalna dla kazdego t. Wtedy szereq {X;} jest
SP(r) z okresem T .

Dowod. Wezmy dowolne t, 1y, ..., 7,1 € Z. Korzystajac z wtasnosci $cistej stacjonarnosci

szeregu {Z;} mamy

d
(Zt7 Zt+T1 R Zt-i—Trfl) = (Zt-‘rTa Zt+Tl+T s 7Zt+TT71+T)~

Korzystajac z mierzalnosci funkeji F(-, f(t)) dostajemy natychmiast

(F(Zu f(0), F(Zuar, FE+70), o, F(Zigr, o F(E+70)))

g (F<Zt+T7 f(t))a F<Zt+~r1+Ta f(t + 7—1))7 s 7F(Zt+7'r—1+T7 f(t + Tr—l))>'

7, okresowosci funkcji f otrzymujemy

(F(Zu () F (Zuirs F(E+70), s F(Zir, oy, [+ 701)))

L (F(Zuoy, FE+ D), FZogrrir, f(E+ 10+ T)), oo, F(Zigr, i, f(E+ 71 + 1)),

. . d
co daje nam, ze (X;, Xyiry s Xogry) = (Xewr, Xevrpar -+, Xigryy41)- [ |

Definicja 1.6. Szereg czasowy {X; : t € Z} nazywamy okresowym w sensie szerszym
rzedu 1 (weakly periodic of order r, WP(r)) z okresem T, jesli E|X;|” < oo i dla
kazdych t, 7,10, ...,Tr_1 € Z,

E(XXpir o Xipr ) = B (XprXeimyr - Xopr 1)

Latwo wida¢, ze dla dwoch liczb naturalnych takich, ze r < 79, mamy SP(r;) C
SP(ry) C SP. Ponadto okresowos¢ (stacjonarnosé¢) w sensie szerszym jest implikowana
przez okresowos¢ (stacjonarnosé) w sensie wezszym pod warunkiem istnienia momen-
tow odpowiedniego rzedu. Dodajmy, ze klasa szeregow czasowych, ktore sa WP(1)
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1.2. Funkcje i szeregi czasowe prawie okresowe

i WP(2) jest identyczna z klasg szeregow okresowo skorelowanych (periodically cor-
related, PC) w sensie Gladyshewa (1961). Przyktadem jest model PARMA (model
ARMA z okresowymi wspoltczynnikami) postaci

Xt Z Xt k—zbk‘ €t—k,

k=1

gdzie ag(t) = ar(t +T) 1 be(t) = br(t + T'). Szereg powyzszy jest PC przy pewnych
warunkach ograniczonosci na wspotezynniki ay, i b, (Wytomanska, 2005). Innymi czesto
spotykanymi w zastosowaniach modelami sg tzw. modulacja amplitudy X; = f(¢)Z;
oraz modulacja fazy X, = Z,, ), ktore posiadaja wlasnos¢ PC, o ile szereg czasowy
{Z;} jest WS(1) i WS(2), a funkCJa f jest funkcja okresows.

2. Funkcje i szeregi czasowe prawie okresowe

Zaczynamy ten paragraf od formalnej definicji funkcji prawie okresowe;j.

Definicja 1.7 (Besicovitch, 1932; Corduneanu, 1989). Niech A C R. Funkcje [ :
A — R nazywamy prawie okresowq (almost periodic, a.p.), jesli dla kazdego € > 0
istnieje liczba dodatnia l. taka, ze w kazdym przedziale o dlugosci wiekszej niz l. istnieje
liczba p., ze

sup [ f(t +pe) — f(t)] <e.

teA

Funkcje prawie okresowe stanowia istotne uogélnienie funkcji okresowych przy za-
chowaniu podobnych wtasnosci takich jak jednostajna ograniczonosé czy reprezentacja
Fouriera. Jako przyktad rozpatrzmy funkcje

f(t) = cos(At).

Jesli A = R, jest ona okresowa z okresem T = 27/\. Jedli jednak A = Z i A #
21my /me, gdzie my, ms € Z, to funkcja f nie jest okresowa, ale jest prawie okresowa.
Nastepujacy fakt podaje relacje miedzy funkcjami prawie okresowymi argumentu dys-
kretnego i ciagtego.

Twierdzenie 1.2 (Corduneanu, 1989). Cigg {a,,}>2, jest prawie okresowy wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje prawie okresowa funkcja f : R — R taka, zZe f(n) = a, dla
wszystkich n € N.

Przestrzen funkcji a.p. jest zamknieta ze wzgledu na sumy, iloczyny oraz jedno-
stajne granice. Ponadto dla kazdej funkcji z tej klasy mozemy zdefiniowaé jej warto$é

Srednia, czyli wielko§é
s+n 1

My(f(t)) = Tim - 3 10

n—oo N,

Powyzsza granica istnieje i jest jednakowa Jednostajnle ze wzgledu na s (Besicovitch,
1932; Corduneanu, 1989). Indeks dolny ¢ w symbolu M; wskazuje nam na zmienng
wzgledem ktorej nastepuje usrednianie.

Kolejnym waznym faktem dotyczacym tej klasy funkcji jest to, ze zbior

Ay ={xe[0,2m) : My(f(t)e ™) # 0}

11



1.2. Funkcje i szeregi czasowe prawie okresowe

jest przeliczalny. Jesli zbior Ay jest skonczony, to funkcja f posiada dodatkowe poza-
dane wlasnosci. Po pierwsze, (uogélniona) reprezentacja Fouriera jest wtedy rownoscia
(Besicovitch, 1932; Corduneanu, 1989), tzn.

ft)y =3 a(ne™,

)\EAf

gdzie a(\) = M;(f(t)e~*). Tozsamosé ta jest bardzo wazna we wnioskowaniu statysty-
cznym dla klas szeregéw czasowych przez nas rozwazanych. Po drugie, zachodzi po-
nizszy lemat, ktory jest dyskretna wersja Lematu 2 z pracy Cambanis i in. (1994).

Lemat 1.1. Jesli funkcja f : Z — R jest prawie okresowa i zbior Ay = {\ € [0,27) :
M (f(t)e=™) £ 0} jest skoriczony, wtedy

1 Jtb-1 1 2
E tZ:; f(t) - Mt(f(t))| < 5 (/\611{1?\){%} {2(} ) Z ]a()\)|) )

sup
1 —cos ) AEAL\{0}

JEZ.

Dowdd. Poniewaz zbiér Ay jest skonczony, mamy

ft)y =3 a(n)e™

AEA
i dlatego
1 b=t 1 itb=1 4
P> f(t)—Mt(f(t))‘ -5 X Agfa<x>e“t—Mt<f<t>>|
1 dtbt

=13 Z Z a(\)e™

t=j AeAp\{0}

1 Jrb-1
== > alN) > et

b AEAL\{0} t=j

1 1= iAb
<t Y e |ev—5S

b AEAL\{0} L—e
1 2Ja()|

b reAn{oy /2(1 —cos )

1 2
< - max —— Z |a()\)] .
b \ xerp\{o} 2(1 —cosA) ) aeapfo}

Zauwazmy, ze dla funkcji okresowej z okresem T'
27k . _
Apc{%t:k=0,... T-1},
i ten zbior jest zawsze skoriczony. Podajemy jeszcze jedna prosta wlasno$é omawianej

klasy funkcji.
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1.3. Przyktady danych

Lemat 1.2. Niech funkcja f : A — R bedzie prawie okresowa. Zatozimy, zZe zbior
Ay ={N€0,2m) : My(f(t)e ™) #£ 0} jest skoriczony. Jesli mamy

M(f2(t)) = M (f (1)),
to funkcja f jest stata.
Dowad. Korzystajac z reprezentacji Fouriera dla funkcji prawie okresowych mozemy

napisac .
f&)= 3" a(he™.

)\EAf

Dlatego mamy

MUf(1) = Y alNa(2rm — A).

)\EAf

Poniewaz a(2m — ) = a()), zalozenie implikuje, ze a®(0) = Xyea, [a(N)[?, wiee Ay =
{0}. ]

Definicja 1.8. Szereg czasowy {X; : t € Z} nazywamy prawie okresowym w sensie
szerszym rzedu r (weakly almost periodic of order r, WAP(r)), jesli E|X;|" < oo oraz
dla kazdych t, 7, T, ..., 7,1 € Z funkcja

E (X Xiir X, )

jest prawie okresowa wzgledem zmiennej t.

Latwo wida¢, ze WP(r) C WAP(r). Ponadto, szereg czasowy, ktory jest jednoczesnie
WAP(1) i WAP(2) nazywamy prawie okresowo skorelowanym (almost periodically cor-
related, APC). Pojecie to zostalo wprowadzone w pracy Hurd (1991). Jako przyktad
mozna podaé szereg autoregresyjny postaci

X =a X1 + €,

gdzie zmienne {¢;} sa niezalezne, maja zerowe wartosci oczekiwane i skoriczone wa-
riancje, a ciag {a;} jest prawie okresowy (patrz Hurd i in., 2002). Innymi czesto spo-
tykanymi w zastosowaniach modelami sa modulacja amplitudy X; = f(¢)Z; i modu-
lacja fazy Xy = Zy, s, ktore posiadajg wlasnos¢ APC, o ile szereg czasowy {Z;} jest
PC, a funkcja f jest funkcja prawie okresowa. Podstawy wnioskowania statystycznego
dla procesow APC zostaly opracowane m.in. w publikacjach: Hurd i Leskow (1992b);
Dehay i Leskow (1996a,b); Leskow (2001).

1.3. Przyklady danych

Wiele zjawisk mozna opisa¢ za pomoca wzorca, ktory jest zaburzany losowo i po-
jawia sie okresowo lub prawie okresowo. Obserwujac takie zjawisko zbieramy dane
o (prawie) okresowych charakterystykach jak momenty czy rozktady. Mozna je zatem
modelowaé za pomoca szeregdéw czasowych (prawie) okresowo skorelowanych lub $cisle
okresowych. Wyroznimy trzy kategorie takich danych:
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1.3. Przyktady danych

dane pochodzace ze zjawisk naturalnych

Zrodlem okresowosci jest tutaj ruch postepowy i obrotowy Ziemi. Powoduje
on kolejne nastepowanie po sobie dnia i nocy oraz poér roku. Przyktadem
danych zwigzanych z tym zjawiskiem sa dane meteorologiczne. Interesu-
jace analizy poziomu ozonu atmosferycznego mierzonego przez stacje Arosa
w Szwajcarii mozna znalez¢ w pracach Bloomfield i in. (1994) oraz Lund i in.
(1995). W pracy Bayandin (1991) modelowano ptywy morskie za pomoca
szeregow PC. Pisarenko i in. (2001) modelowali i prognozowali natomiast
przeptywy w duzych rzekach europejskich i azjatyckich. Pokazano tutaj, ze
modele PC z powodzeniem moga konkurowaé z sieciami neuronowymi.
dane ekonomiczne

Sezonowos¢ wystepuje w wielu zjawiskach ekonomicznych. Rozwazmy przy-
ktadowo sprzedaz detaliczng. Zwykle obserwujemy wzrost od sierpnia do
wrzesnia z maksymalnymi wartosciami w okolicach Swiat Bozego Naro-
dzenia. Innym przyktadem sa chwilowe ceny energii elektrycznej (tzw. spot
prices). Zwykle w nocy ceny spadaja, a w godzinach szczytu rosna. Dzieki
temu zarabia¢ moga elektrownie szczytowo-pompowe, ktore pobieraja ener-
gie w nocy i wytwarzaja w dzien. Ceny energii elektrycznej byty modelowane
za pomocy szeregbw PARMA w pracy Broszkiewicz-Suwaj i Wyltomarska
(2004), a pewne wyniki symulacyjne zawiera tez praca Broszkiewicz-Suwaj
iin. (2004).

dane mechaniczne i telekomunikacyjne

Zrodlem okresowosci w danych mechanicznych moze byé na przyktad praca
silnikow. W publikacji Capdessus i in. (2000) na podstawie teorii losowych
proceséw okresowych opracowano metode wczesnej diagnostyki urzadzen.
Bardzo duzo zastosowan modeli okresowych i prawie okresowych pojawia
sie w teorii sygnalow (urzadzenia telekomunikacyjne, telemetria, radary,
sonary). Zwiazane jest to z modulacjami, probkowaniem (sampling) czy
kodowaniem (Gardner i in., 2006). Jako przyklad podajmy sygnal filtrowany
postaci

X, = / h(t, u) Zy du.
R

Jesli proces stochastyczny {Z; : t € R} jest stacjonarny, a funkcja h jest
okresowa, tzn. h(t+7T,u+T) = h(t,u), to proces lub szereg { X, } bedzie okre-
sowo skorelowany. Specjalnym przypadkiem filtrowania jest efekt Dopplera,
ktory powstaje w przypadku kiedy zrodto sygnatu i odbiornik poruszaja
sie wzgledem siebie. Niech D(t) oznacza opdznienie w chwili ¢ miedzy tymi
dwoma cialami. Wtedy w wyniku efektu Dopplera powstaje sygnat filtrowany
z funkcja
h(t,u) = d(u —t + D(t)),

gdzie § jest delta Diraca. W pracy Izzo i Napolitano (2002) pokazano, ze
dla przypadku statej predkosci wzglednej, czyli

D(t) == do + dlt,

14



1.3. Przyktady danych

jesli nadajnik wysyta sygnal APC, to odbiornik odbiera nieco przeksztatcony
sygnal APC. W przypadku, gdy wzgledny ruch jest jednostajnie przys$pie-
szony, czyli

D(t) = dy + dit + daot?,

obierany sygnal nalezy do szerszej klasy uogdlnionych sygnatow APC. Ob-
serwujac jednak taki sygnal (proces stochastyczny) w czasie dyskretnym,
otrzymujemy szereg czasowy APC.

Aby zrozumieé¢ jak glteboka wtasnoscig danych statystycznych jest okresowosé rozwaz-
my nastepujacy przyktad (Synowiecki, 2005). Rysunek 1.1(a) przedstawia wilgotnosé

600
500 100
400 _
300
-100
200
-200
100 200 300 400 500 600 700
(a) Dane zrodtowe. (b) Dane po eliminacji $rednich sezonowych.
4501 110
100
400} 90
350¢ 80
300F 70
250 60
] 50
5 10 15 20 5 10 15 20
(c) Srednie probkowe dla kazdej godziny. (d) Odchylenia standardowe dla kazdej godziny.

Rysunek 1.1. Wilgotnos$¢ powietrza. Pomiary dokonywano co godzine od 24-tego maja 1991
do 22-go czerwca 1991 (30 okresow, 720 danych). Dane pochodza ze strony internetowej
instytutu Taconite Intel Project Site.

powietrza. Pomiary przeprowadzano co godzine przez 30 dni. Mozemy przyjac, ze dtu-
gosé okresu wynosi T' = 24, co zwiazane jest ze zmiang nastonecznienia i temperatury.
Rysunek 1.1(c) obrazuje $redni poziom wilgotnosé dla kazdej godziny. Podobnie jak
odchylenie standardowe (Rysunek 1.1(d)), ma on przebieg okresowy. Zatem mozemy
przypuszczad, ze w danych tych okresowos¢ wystepuje na poziomie pierwszych i drugich
momentoéw. Oczywiscie w tym momencie nie mozemy stwierdzi¢, czy réznice pomiedzy
poszczegdlnymi godzinami sg istotne. Statystyczna ocena bedzie mozliwa natomiast
dzieki technikom opartym na metodach resamplingowych, ktére zaprezentujemy w dal-
szej czescl pracy.



Rozdzial 2

Rezultaty asymptotyczne i pomocnicze

W tym rozdziale przedstawimy gléwne narzedzia potrzebne do analizy zgodnosci
metod resamplingowych. Zaczniemy od pojecia a-mieszania oraz podstawowych wtas-
nosci szeregébw a-mieszajacych. Nastepnie podamy cztery rézne wersje nieréwnosci
Rosenthala znane z literatury oraz nowe sformutowania praw wielkich liczb dla tablic
a-mieszajacych. Sformulowania te oparte sa na pracach Synowiecki (2007a); Leskow
i Synowiecki (2008). Paragraf 2.4 cytuje natomiast centralne twierdzenia graniczne,
ktore beda stosowane do estymatorow oraz w dowodach zgodnosci metod resamplin-
gowych. Paragrafy 2.5 1 2.6 poswiecone sg szeregom czasowym PC i APC. Przedsta-
wiaja jednostajng zbiezno$é wariancji sum tych szeregdéw oraz centralne twierdzenia
graniczne dla estymatorow wspotczynnikéw Fouriera. Wyniki te oparte sg na pracach
Leskow 1 Synowiecki (2006) oraz Lenart i in. (2008a,b).

2.1. Wlasnos$é a-mieszania

Zaltozenia mieszania sg formalizacjg intuicyjnego pojecia "zapominania” w szeregu
czasowym. Oznacza to, ze dalekie obserwacje sa zmiennymi losowymi niemal nieza-
leznymi. Dzieki takim zalozeniom mozliwe jest otrzymywanie rezultatéw granicznych.
W literaturze znane sa rézne pojecia mieszania, m.in. a, 3, ¢, ¢-mieszanie (Doukhan,
1994; Bradley, 2005). Najbardziej rozpowszechnionym i najstabszym jest a-mieszanie.
W ponizszej definicji oznaczamy jako F(t1,ty) o-cialo generowane przez obserwacje
{Xt . tl < t < tg}

Definicja 2.1 (Doukhan, 1994). Dla szerequ czasowego {X; : t € Z} definiujemy
funkcje (cigg) a-mieszania jako

ax(T) = sup sup |P(AN B) — P(A)P(B)|,
t€EZ AeFx(—oo,t)
BeFx (t+7,00)
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2.1. Wtasnosé a-mieszania

gdzie 7 € N. Szereg czasowy {X;} nazywamy a-mieszajgcym, gdy ax(r) — 0 dla
T — 00.

Szczegbdlnym przypadkiem szeregdéw a-mieszajacych sa szeregi m-zalezne, czyli takie,
dla ktorych obserwacje odlegte o wiecej niz m jednostek czasowych sg niezalezne. Jako
przyktad podajmy szereg postaci

A&::g(U5[%+1'”7[@+m)

gdzie g : R™" — R jest funkcja borelowsko mierzalng i deterministyczna, a ciag
zmiennych losowych {U;} jest i.i.d. W pracy Kolmogorov i Rozanov (1960) pokazano
natomiast, ze jesli dowolny szereg {X;} jest gaussowski i stacjonarny, to warunkiem
wystarczajacym a-mieszania jest ciaglo$é i dodatnio$¢ gestosci spektralnej. Interesu-
jacym aspektem badani jest nastepujacy problem: pod jakimi warunkami model auto-
regresyjny

X =aX;1 + e, (2.1)

gdzie |a| < 11 reszty {€} sa i.i.d., jest a-mieszajacy? Zgodnie z rezultatami pracy
Andrews (1983) wiadomo, ze o wlasnosciach a-mieszania tego modelu AR(1) decyduje
gestos¢ f wzgledem miary Lebesgue’a rozktadu reszt {e;}. Wystarczy, aby gestosé¢ f
byta ograniczona oraz musi istnie¢ taki skonczony podzial R na przedzialy, ze gestosé
f jest (stabo) monotoniczna na kazdym z przedziatow (Twierdzenie 2, Andrews, 1983).
Warunki te spetnia wiekszo$é¢ ze standardowych rozktadéw ciaglych na prostej, m.in.
rozktad normalny, wyktadniczy, czy jednostajny. Gdy jednak rozktad innowacji ma
atomy, wlasnos$¢ a-mieszania moze nie zachodzi¢. W pracach Andrews (1983, 1984)
pokazano, ze jesli reszty maja rozktad dwupunktowy na zbiorze {0, 1}, to model (2.1)
nie jest a-mieszajacy dla a € (0,0.5]. W pracy Liebscher (2005) badano natomiast
a-mieszanie dla innych modeli niz (2.1), m.in. dla modeli typu ARCH.

Wiasnosé a-mieszania daje oszacowania dla autokowariancji szeregu, ktore przed-
stawiamy w dwoch ponizszych lematach. Zdefiniujmy p-ta norme zmiennej losowej jako

I1X|l, = (E|X[?)7, gdzie 0 < p < oco.

Lemat 2.1 (Doukhan, 1994). Niech {X; :t € Z} bedzie szeregiem czasowym o funkcji
a-mieszania ax (+) 1 niech zmienne losowe &, m bedq odpowiednio Fx(—oo,t) i Fx(t +
T,00) mierzalne. Zatoimy, ze E|P < oo i E|n|? < oo, gdzie min{p,q} > 1 oraz
1/p+1/q < 1. Wtedy

1—1_
P

[Cov(&,m)] < 8ll&llpllnlly ax ™ (7).

Lemat 2.2 (Doukhan, 1994). Niech {X, : t € Z} bedzie szeregiem czasowym o funkcji
a-mieszania ax (+) 1 niech zmienne losowe &, m bedq odpowiednio Fx(—oo,t) i Fx(t +
T,00) mierzalne. Zatozmy, ze || < Cy i |n| < Cy prawie na pewno. Wtedy

|Cov(§,m)| < 4C1Cy ax(T).
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2.2. Nieréwnosci Rosenthala

Glowna wada a-mieszania jest to, ze nie mozna w praktyce sprawdzi¢ czy dane
posiadaja te wlasnosé. Zatozenie to pozwala jednak na udowadnianie wielu rezultatow
dla danych zaleznych takich jak centralne twierdzenie graniczne, prawa wielkich liczb,
iterowanego logarytmu i wreszcie zgodnos$é metod resamplingowych.

2.2. Nierownosci Rosenthala

Rosenthal (1970) po raz pierwszy udowodnit, ze dla ciagu niezaleznych zmiennych
losowych o tym samym rozkladzie zachodzi nastepujace oszacowanie E| Y1 X|*" =
O(n") dlar € N. Odtad nieréwnosci tego typu nazywane sa w literaturze nieréwnoscia-
mi Rosenthala. Opracowano wiele wersji tych nieréwnosci. Badania szty w kierunku
poprawiania stalych (np. Ibragimov i Sharakhmetov, 2001; Latata, 1997) oraz zmien-
nych zaleznych (np. Doukhan, 1994; Kim, 1994; Fazekas i in., 2000). W niniejszym
paragrafie skoncentrujemy sie nad nieréwnoscia Rosenthala dla zmiennych a-miesza-
jacych.

Lemat 2.3 (Fazekas i in., 2000). Niech {X; : t € Z} bedzie a-mieszajgeym szeregiem
czasowym o zerowej wartosci oczekiwanej (EX; = 0 dla kazdego t € 7). Zaldzmy, zZe
dla pewnegol > 1146 >0

(i) sup,eq B| X" < oo,

(ii)

ZTh 2 h+6 <OO,

gdzie h jest najmniejszq lz'czb@ cafkowth parzystq takg, ze h > 1.
Wtedy dla kazdego ciggu liczb naturalnych {k,} i dla kazdego t € 7Z,

k-1 |
Z Xj <C- D(l7 5),
j=t
gdzie
L(1,0), dla 1 € (0,1],
D(1,6) =« L(1,9), dla l € (1,2],

max{L(l,0), L"/*(2,6)}, dlal> 2.
oraz L(1,8) = (supez, || Xtl|}is)kn- Stata C' zalezy tylko od ciggu {ax(7)} oraz L.

Nieco inne oszacowanie zostalo uzyskane w pracy Kim (1994). Zalozenie doty-
czace tempa a-mieszania jest stabsze, ale oszacowanie to dotyczy tylko momentow
parzystych.

Lemat 2.4 (Kim, 1994). Niech {X; : t € Z} bedzie a-mieszajgcym szeregiem cza-
sowym o zerowej wartosci oczekiwanej. Niech r € N i zatozmy, ze dla pewnego d > 0
(i) Sup;ey, E|Xt]27"+‘S < 00,
(i) 272,77 1aF% (1) < oo,
Wtedy dla kazdego ciggu liczb naturalnych {k,} i dla kazdego t € 7Z,

2r

<C (1 + Z g (T)) sup || X137,
teZ

T7=1

1 t+k3n —1

Bl = %
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2.3. Stabe prawa wielkich liczb

gdzie stata C' zalezy tylko od r.
Nastepny lemat dotyczy zmiennych losowych ograniczonych prawie na pewno.

Lemat 2.5 (Twierdzenie 2.2, Rio, 2000). Niech {X; : t € Z} bedzie a-mieszajgcym
szeregiem czasowym o zerowej wartosci oczekiwanej. Zatozmy, ze
(1) zmienne X; sq prawie na pewno jednostajnie wzgledem t ograniczone,

(1) ax(t)=0(T"").

Wtedy dla kazdego ciggu liczb naturalnych {k,} i dla kazdego t € 7Z,

1 t+kn—1 2r

N2

gdzie stata C zalezy od r i ciggu {ax(7)}.

< C,

Zauwazmy ze dla § = co Lemat 2.4 wymaga, aby >-2°, 7" (1) < oo, zatem Lemat

2.5 daje stabsze ograniczenie na tempo mieszania dla szeregéw czasowych jednostajnie
ograniczonych prawie na pewno.
W ostatniej kolejnosci prezentujemy oszacowanie dla szeregu czasowego m-zaleznego.

Lemat 2.6 (Romano i Wolf, 2000). Niech {X; : t € Z} bedzie szeregiem czasowym
m-zaleznym o zerowej wartosci oczekiwanej. Zatdzmy, ze sup,e, E| X' < oo dla pew-
nego |l > 2. Wtedy dla kazdego ciggu liczb naturalnych {k,} takiego, ze k, > 2m i dla
kazdego t € 7Z,

1 t+kn—1 !

Bl = %

gdzie stata C' zalezy tylko od I.

< Cm? - sup E|X,|
tez

Nieréwnosci Rosenthala s wykorzystywane w dowodach réznych wersji centralnego
twierdzenia granicznego oraz, co bedzie doktadnie pokazane w Rozdziale 3, w dowodach
zbieznosci bootstrapu.

2.3. Stabe prawa wielkich liczb

Rozwazmy tablice zmiennych losowych {X,; : t = 1,...,d,}, gdzie {d,} bedzie
zawsze ciggiem liczb naturalnych rozbieznym do nieskoniczonosci. W tym paragrafie
podajemy dwa nowe sformutowania prawa wielkich liczb dla takich tablic. Beda one
uzyteczne w Rozdziale 3 w dowodach zgodnosci metod resamplingowych. Pierwszy
lemat dotyczy tablic trojkatnych Scisle okresowych. Jest to rozszerzenie Lematu 1
z pracy Radulovi¢ (1996). Drugi lemat dotyczy natomiast ogolnych tablic niestacjonar-
nych. Przypomnijmy, ze rodzine zmiennych losowych {X; : t € I}, gdzie I jest dowol-
nym zbiorem indekséw, nazywamy jednostajnie catkowalna, jesli

hm sup F (‘Xt|1\Xt|>C) =0,

C—o0 el
gdzie 1g jest indykatorem zdarzenia S.

Lemat 2.7. Niech {X,;:t=1,...,d,} bedzie tablicg trijkatng zmiennych losowych,
ktora jest wierszowo SP(1) z tym samym okresem T. Zalézmy, Ze:
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2.3. Stabe prawa wielkich liczb

(i) dlat = 1,...,T szeregi czasowe {X,;}72, sq jednostajnie catkowalne (ozna-
czamy Xp.n, joko pierwszy element w t-tej kolumnie tablicy {Xn+}),
(i1) istniejg skoriczone granice

po = lim EX,
po = lim EX, o,

T = lim EXn,Ty

11) 1stnieje tablica trojkgtna {a, . : 7=0,...,d, — 1} ztozona z nieujemnych licz
1) istnieje tablica trojkgt , 0 d, — 1} ztoz EU] h liczb
taka, ze

1 dn—1

d—Zan’T—N) dla n — oo

n =0

i dla kazdego A€ R, t=1,...., T i7=0,1,...,d, —t,

2
‘COU(Xn,t1|Xn,t|<A7Xn,t+71|xn,t+7|<,4)‘ <A Qnp,r-

Wtedy mamy
1 & P
T2 Xns ——
dn i

gdzie jp = (1/T) X0 pur-
Dowaod. Zaczniemy od nastepujacego lematu.

Lemat 2.8. Jesli szereg czasowy {X; : t € Z} jest SP (lub SP(r)) z okresem T,
a funkcja f : R — R jest borelowsko-mierzalna, wtedy szereq czasowy {f(X;) : t € Z}
jest rowniez SP (lub SP(r)) z tym samym okresem T .

Dowad. Dla dowolnego r € N zdefiniujmy funkcje g : R™ — R" jako

g(:cl, - 7331") = (f(x1>7 .- 7f(xr))

Poniewaz dla kazdych ¢, 7y,..., 7.1 € Z

d
(Xta Xt+7'1> s 7Xt+7'7-71) - (Xt+T7 Xt+T1+T7 B 7Xt+7'7»71+T)7

obliczajac wartosci tych wektorow wzgledem mierzalnego odwzorowania g otrzymu-
jemy, ze

(S, F(Xin)s oo f(Xir ) 2 (FXain), f(Kaimin)s o f(Xiar,41))

Oznaczmy Y,,; = X, — EX,, ;. Dzieki okresowosci £'X,,, wystarczy pokazac, ze

IS8

1 n
- Yn,t L) O

d, =

o~
Il
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2.3. Stabe prawa wielkich liczb

Niech ?n,t = Yoy, <4, 1 Yo = Yoy, >4, gdzie {A,} jest dowolnym ciggiem.
Powyzsza zbieznos¢ wynika z nastepujacych dwoch zbieznosci:

1 & - -
— > Yoy — EY,y) —— 0 (2.2)
dy, t=1
oraz
1 dn — P
4 (Yn,t - EYn,t) — 0. (2.3)
n t=1

Aby udowodni¢ (2.2) zauwazamy, ze dla kazdego € > 0,

1 dn - . 1 dn _ _
P ( df Z(Y”ht — EYn,t) > 6) < WV@T ( (Yn,t — EYn,t))
n t=1 n € t=1
2 dp dn—t N N
< ’COU<Yn,t7 Yn,t+7’)‘
d,*e? t=1 7=0
2 dpn dp—1 9 dn—1
< A2 n,T — A2 n,T
d,*e = = e dpe? ;::0 e
Ktadac
1 dpn—1 _%
An = | 7 Z QA )
dn 7=0

widzimy, ze A,, — 0o oraz

1 dn - 2 (1 &t :
Pl|— Z(Yn,t —EY,)|>€¢]| < |5 Z an,| — 0dlan— oo.
dn 1= e \dn 75

Aby udowodni¢ (2.3), zauwazmy, ze z Lematu 2.8 z funkcja f(x) = 21554 mamy dla
kazdego € > 0

1 & - 1| &
Pll—Y (Y, —EY,)|>c| < —E (Yo — EY,,)
dy =" " ’ dpe i
2 In
< - E ‘Yn,t‘
dne =
2(|&|+1) T
< Q:;J ) Y EYail Ly, 24,
n€ t=1
Korzystajac teraz z jednostajnej catkowalnodci ciagow { X, }o2,, dlat = 1,...,T,
otrzymujemy wymagang zbieznos¢ do zera. |

Lemat 2.9. Niech {X,::t=1,...,d,} bedzie tablicq zmiennych losowych. Zatdzmy,
ze
(i) istnieje ¢ > 0 taka, ze sup,,, E|X,|'*¢ < oo,
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2.3. Stabe prawa wielkich liczb

(i1) { Xt} jest wierszowo a-mieszajgca, przy czym

1 dn—1

di Z Oén(T) - 07

n =0

(iii)
1 &
n t=1

Wtedy,
1 &
=Y X L L
dn i

Dowdd. Niech j(vm = Xnilx, <A, 1 X = Xntlix, >4, gdzie {A,} jest dowolnym
ciggiem. Teza lematu wynika tatwo z nastepujacych dwoch zbieznodci:

1 3 —
T2 (Knp = EXyy) —— 0 (2.4)
n t=1
oraz
1 dn J— P
df (Xn,t - EXn,t) — 0. (25)
n t=1

1 & ~
— > (X — EXoy)| >

P
( dn t=1

1 — —
6) < m‘/ar (Z(Xnﬂg — EXnﬂf))

2 dn dp—t N .
< 535 |Cov( Xty X tsr)|
dp"€ 15 150
8 dn dn—1 8 dn—1
< Ao, (1) = Ao, (T
= dn2€2t < = n n( ) dn€2 7;) n n( )

Ktadac

widzimy, ze A, — 0o oraz

1 & . 8 (1 bzl :
P - Y (Xt —EXpy)| >€] < 5 T Y an(r)| —0dan— oco.
n t=1 € n =0

Pokazalismy zatem, ze zachodzi zbieznosé (2.4). Aby pokazaé¢ zbieznosé (2.5), stosu-
jemy nieréwnosci Holdera i Czebyszewa
e) < E

1
2 d
< e 2 B Xud

1 & _
d—Z(Xm—EXm) >

n t=1

Z(Xn,t - Eyn,t)

=1
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2.4. Centralne twierdzenia graniczne

2
< — X 1
< g 2o Ul (Il )
2su X, dn
< 2P nalliee 5% pas 1, > 4,)
n€ t=1

¢
2sup; , | Xnill14¢ & (B X, T
S dne Z ALte

2.4. Centralne twierdzenia graniczne

W dalszych rozwazaniach bedziemy korzystali z kilku typow centralnego twierdze-
nia granicznego (CTG) dla sum zmiennych losowych. Pierwszy rezultat dotyczy niesta-
cjonarnych szeregéw czasowych.

Twierdzenie 2.1 (Twierdzenie 3.3.1, Guyon, 1995). Niech {X; : t € Z} bedzie
szeregiem czasowym c-mieszajgeym o zerowej wartosci oczekiwanej. Zatozmy, ze dla
pewnego 6 > 0

(i) sup, BX,[*** < oo,

(i1) £, 37 () < oc,

(1i1)
1 n
rl—=Y "X, | — o? dlan — o,
(ﬁ; )

gdzie 0% > 0.
Wtedy zachodzi CTG, tzn.

15 _4 2
\/ﬁ;Xt N(0,07).

Kolejne twierdzenie graniczne moéwi o zbieznosci sum wyrazéw ogdlnych tablic
zmiennych losowych. Zalozenie dotyczace tempa a-mieszania jest nieco silniejsze niz
w Twierdzeniu 2.1. Poza tym wystepuje dodatkowe zatozenie o jednostajnej zbieznosci
wariancji.

Twierdzenie 2.2 (Twierdzenie B.0.1, Politis i in., 1999). Niech {X;:t =1,...,d,}
bedzie tablicg zmiennych losowych o zerowej wartoSci oczekiwanej. Zatozmy, ze dla

pewnego 6 > 0
(Z) Supt M E‘X ‘2+25 < 0,

(ii) 2,7 aé”( ) < o0,
(11) wariancja jest zbiezna jednostajnie, tzn. dla kazdego ciggu {k,} rozbieznego do
nieskonczonosci i takiego, zZe k, < d, mamy

1 s+kn—1
su X, — o?
S:L...,dnlj— \/ n Z nt
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2.4. Centralne twierdzenia graniczne

gdzie 0% > 0.
Wtedy zachodzi CTG, tzn.

ZXM —L 5 N(0,02).

”tl

Uwaga 2.1. Korzystajac z Lematu 2.4 w powyzszym twierdzeniu zatozenia (i) oraz
(ii) mozna zastapié¢ zalozeniem, ze dla pewnego § > 0

)
su1pE]Xm|Jr oraz ZTCM4+6 T) < 0.

T=1

Twierdzenie 2.3 (Berk, 1973). Niech {X,;:t=1,...,d,} bedzie tablicq zmiennych
losowych o zerowej wartosci oczekiwanej. Niech tablica ta bedzie wierszowo my,-zalezna.

Zatozmy, ze dla pewnego § > 0
(i) sup,, E|Xn[** < o0,
(11) wariancja jest jednostagnie ograniczona, tzn. dla kazdego ciggu {k,} takiego, ze

k, < d,
1 S—‘rkzn—l X
sup ,
S:L...,dn—k‘n—‘rl \/ n mt \

gdzie stata C' nie zalezy od n,
(iii) ma 3 /d, — 0,
(iv)

Wtedy zachodzi CTG, tzn.

! ZXt—>N(OO')

ntl

Ostatnie twierdzenie nie jest zwigzane z a-mieszaniem, lecz z pojeciem infinitezy-
malnych tablic zmiennych losowych (patrz zatozenie (iii)). Rezultat ten bedzie miat
kluczowe znaczenie przy udowadnianiu zgodnosci bootstrapu.

Twierdzenie 2.4 (Wniosek 4.8, Araujo i Giné, 1980). Niech {X,: :t = 1,...,d,}
bedzie tablicg zmiennych losowych wierszowo niezaleznych takq, ze istniejg liczby a, o €
R oraz v > 0 takie, zZe

(i)
dn
i (Z B (Xnilixoiisr) = a") -
t=1
(it)
lim ZVCLT ( nt]‘an,t|<l/> = 027

n—oo
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2.5. Jednostajna zbieznos¢ wariancji dla sum szeregéw APC

(ii1) dla kazdego € > 0,

dn
JLIEOZP“X”” >¢€) =0.
t=1

Wtedy
d'VL
ZXn,t —an, SN N(a,d?).
t=1

2.5. Jednostajna zbiezno$¢ wariancji dla sum szeregow APC

Celem tej czesci jest pokazanie bardzo waznej wlasnosci wariancji sum szeregoéw
APC, tzn. jej jednostajnej zbieznosci do wariancji granicznej. Wtasnos$é ta bedzie klu-
czowa w uzyskaniu CTG oraz zgodnosci metod resamplingowych. Oznaczmy funkcje
autokowariancji szeregu {X; : t € Z} jako B(t,7) = Cov(Xy, Xi4r).

Lemat 2.10. Niech szereg czasowy {X; : t € Z} bedzie APC. Zalézmy, ze funkcja
autokowariancji jest jednostajnie sumowalna, tzn. istnieje sumowalny cigg {c,} liczb
rzeczywistych taki, ze |B(t,7)| < ¢;. Wtedy istnieje liczba o = My(3>2_ B(t, 7))
taka, ze dla kazdego ciggu {b,} rozbieinego do nieskoriczonosci

Var (\/_nbnilX)

Dowod. W ponizszym dowodzie opuszczamy indeks n w b,,. Przypomnijmy, ze sumy
i jednostajne granice funkcji prawie okresowych sa prawie okresowe. Dlatego funkcja

S B(ir

T=—00

sup — 0 dla n — oc.

teZ

jest dobrze zdefiniowana i a.p. oraz istnieje jej warto$é¢ érednia czyli liczba o2 =

M;(L(j)). Zmieniajac kolejnos¢ sumowania otrzymujemy

bti—1 1 b1 bt-1 1 bht=1bH=1—j
Va’r( Z X) - > > Cov(X;,X),) = Z > B(j,T
Jj=t T=t—j

=t ja=t
oraz
b+t 1b+t—1—75 b+t 1b+t—1—j5 b+t 1 oo
Z > B Z > BUD-; % 3 B
= T=t—j = T=t—j j=t T=—00
1b+t 1

;2 L

Drugi sktadnik zbiega jednostajnie Wzglqdem t do 0. Dla pierwszego sktadnika mamy
natomiast (' = b— j w ostatnim oszacowaniu)

b—l—t 1b+t—1—35 b+t 1 oo

Z >, BG7) -3 Z > B

= T=t—j Jj=t T=—00

1 b+t—1 t— b+t 1 00

<3 2 > |p |+ > 2 IBG7)
j=t T=—00 j=t T=b+t—j
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2.5. Jednostajna zbieznos¢ wariancji dla sum szeregéw APC

1 b—1 —j—1 1 b—1 oo
<32 2 IBUG+EDI+ > > [BG+17)
Jj=07=—00 7J=071=b—j
1 b—1 —j—l 1 b oo
<3 e
j:OT:—OO : :]

Korzystajac z sumowalnosci ciagu {c,} i Lematu Toeplitza otrzymujemy wymagana
zbiezno$é jednostajng do zera. |

Wprowadzimy teraz wlasnosé tacznej prawie okresowej korelacji oraz udowodnimy
jednostajng zbieznosé¢ aukowariancji sum takich szeregéw.

Definicja 2.2. Dwa szeregi czasowe {X; : t € Z}, {Y; : t € Z} nazywamy tqacznie okre-
sowo skorelowanymi (jointly almost periodically correlated, JAPC), jesli dla kazdego
t € Z, E|X;]* < 00, E|Y}|* < 00, oraz funkcja Bxy(t,7) = Cov(Xy, Yii,) jest prawie
okresowa wzgledem t dla kazdego ustalonego T € Z.

Zauwazmy, ze jesli f(-) jest a.p., to funkcja f(- + ¢) jest takze a.p. dla dowolnego
¢ € R. Dlatego, poniewaz Bxy (t,7) = By x(t+7, —7), kolejnos¢ szeregéw w powyzszej
definicji nie ma znaczenia.

Lemat 2.11. Niech szeregi czasowe {X; : t € Z}, {Y, : t € Z} bedqg JAPC. Zatdzmy,
ze funkcja tgcznej kowariancyi jest jednostajnie sumowalna, tzn. istnieje sumowalny
cigg {c;} liczb rzeczywistych taki, Ze |Bxy (t,7)| < c¢.. Wtedy istnieje liczba oxy =
M,(>-2 . Bxy(t, 7)) taka, ze dla kazdego ciggu {b,} rozbieinego do nieskoriczonosci

bp+t—1 bp+t—1
Cov \/_n Z i \/_n Z Y;| —oxy
Dowdd. Podobnie jak w dowodzie Lematu 2.10, funkcja

i Bxy(j,7)

T=—00

sup — 0 dla n — oo.

teZ

jest dobrze zdefiniowana i a.p. Dlatego liczba oxy = M;(L(j)) istnieje. Zmieniajac
kolejnos¢ sumowania otrzymujemy

Ji=t  ja2=t
1b+t 1b+t—1—j

*Z Z BXY]a
j=t T=t—j

b 4t—1 byt —1 !
C’ov(\/_n Z \/_n Z ) Z Z Cov(Xj,,Y),)

oraz
1b+t71b+t—1—j 1b+t 1b+t—1—j 1b+t 1 oo
. 2
gz > Bxy(4,7) - <gz Y. Bxy(j,7) Z > Bxyv(j,7)
j=t T=t—j j=t T=t—j j=t T=—00
b+t 1

ZL —ny.
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2.6. Problem estymacji

Drugi sktadnik zbiega jednostajnie wzgledem ¢ do 0. Dla pierwszego sktadnika mamy
natomiast

1 b+t—1b+t—1—j b+t 1 oo
g Z Z BXY], Z Z BXY]a
= T=t—J j=t T=—00
1b+t 1t—5—-1 b+t1 0o
<* > > IBxy(4i7) |+ Yo D Bxy(h7)]
j=t T=—00 j=t T=b+t—j
1b17] 1 1b1 00
<o X Byt + 330 3 [Bxy(i+17)]
j=0T=—00 j 07=b—j
161*] 1
AT T ey
j =0 T7=—00 ] 17=j

Korzystajac z sumowalnosci ciagu {c,} i Lematu Toeplitza otrzymujemy wymagana
zbiezno$é¢ jednostajna do zera. |

Zalozenia Lematow 2.101 2.11 sg spetnione przy standardowych warunkach momen-
tow-mieszania, tzn.

)
sup F|X,|*™ < oo oraz Za2+5 T) < 00
teZ =1

dla pewnego 6 > 0. Wtedy korzystajac z Lematu 2.1 mamy
)
B0 < 8 (sup 1By ) a7 ).

2.6. Problem estymacji

Jesli nie zakltadamy zadnego konkretnego modelu dla szeregu czasowego APC,
wnioskowanie statystyczne oparte jest na reprezentacji Fouriera funkcji wartosci oczeki-
wanej u(t) = EX; i funkeji autokowariancji B(t,7) = Cov(Xy, X¢ir), tzn.

) ~ 3 by (2.6)

oraz

B(t,7) ~ > a(A 1)e™. (2.7)

AEA -
Zbiory I' = {7 : b(7y) # 0} oraz A, = {\ : a(\, 7) # 0} sa przeliczalne oraz

b(v) = My (u(t)e ™), a(\,7) = M, (B(t,7)e™).

W dalszej czesci bedziemy zaktadaé, ze zbiory I'i A sa skoniczone. Wtedy reprezentacje
(2.6) i (2.7) staja sie rownosciami. Jezeli dysponujemy probka (X, Xo, ..., X)) z sze-
regu czasowego {X; : t € Z}, ktory jest APC, naturalne estymatory parametrow b(7)
oraz a(\, 7) sa nastepujace (Hurd, 1989; Hurd i Leskow, 1992a,b):

1 ,
S e
ni4
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2.6. Problem estymacji

oraz
1 n—max{7,0} N
i)=Y (X () (X — (7)), (28)
n -
t=1—min{r,0}
gdzie

fin(t) =D bu(7)e™”
vyel
jest estymatorem wartosci oczekiwanej u(t). Oczywiscie, jesli wiadomo, ze EX; = 0,
to

n—max{r,0}
an(A\T)== Y X Xpe ™M
n t=1—min{7,0}
W calej pracy bedziemy zaktada¢ bez straty ogélnosci, ze 7 > 0.

Podkreslmy, ze estymator (2.8) moze by¢ obliczony jesli znamy zbior I'. Taka
sytuacja ma przykltadowo miejsce jesli wartosé oczekiwana ma silng okresowosé (fakt
ten mozna tatwo zaobserwowaé z wykresu danych), ale nie wiemy nic na temat stru-
ktury prawie okresowej kowariancji. Struktury tej nie mozna wywnioskowaé¢ z wykresu
danych. Problem identyfikacji czestotliwosci jest kolejnym waznym problemem we
wnioskowaniu statystycznym dla szeregow APC (np. Hurd i Dehay, 1996). W Rozdziale
4 podamy przyktad testu graficznego na wykrywanie istotnych czestotliwosci.

Zaprezentujemy teraz wielowymiarowe centralne twierdzenie graniczne dla estyma-
toréw Gy, 1 by,. Podobne rezultaty prezentowane byty w pracach Hurd i Leskow (1992b)
oraz Dehay i Leskow (1996a) dla przypadku ¢-mieszajacych proceséw stochastycznych
o zerowej wartosci oczekiwanej. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia b (y) = Re(b(y)),
b (v) = Im(b(7)), a®(A,7) = Re(a(A, 7)), a’ (X, 7) = Im(a(X, 7)) i analogicznie bR(~) =
Re(bn<7))7 bé(’y) = Im(bn(v)), CALE()\, T) = Re(&n()"T))v d{L()\7 T) = Im(‘in(Av T)) Ozna-

czmy teraz

—bR(’Vl)_ [ GR()\l,Tl) |

bI(”Yl) GI()\1,7'1)

zl :\\1 :1 b"(72) a™ (A, 1)

Y= ’ ) A= :2 , T = ’ s b("}’) — bl(/y2) s CL(A, 7') = al<)\27 7-2)
VK Ak TK bR(’YK) CLRO\K,TK)

10! (vk) ] La’( Ak, TK)

Analogicznie definiujemy wiclowymiarowe estymatory b, () oraz dn, (X, 7).

Twierdzenie 2.5. Niech szereg czasowy {X;: t € Z} bedzie APC i a-mieszajgcy.
Zatozmy, ze zbior T jest skoriczony i istnieje liczba 6 > 0 taka, Ze
(i) sup,eq B|X;|*7° < o0,
)

(i) 32, a5’ (1) < 0.

=1

Wtedy zachodzi wielowymiarowa zbieznosé

Vi (ba(y) = b)) = Naxe (0, 5(%)).

Elementy asymptotycznej macierzy kowariancyi

2(’7) = [Uk,l]k,lzl,...,QK
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2.6. Problem estymacji

sq nastepujqgce

M, (322 sin(yt) sin(y,(t + 7)) Bx (¢, 7')) dla k=2r, | =2s,
My (322 cos(yt) cos(v(t + 7)) Bx(t, T)) dla k=2r—1,1=2s—1,

=4y 22:';oosmmt)cosm(t+r>>BX<t,r> dia b=2r, 1=25 =1,

— My (320 cos(vyt)sin(y(t + 7))Bx(t, 7)) for k=2r—1, [ =2s,

gdzie k,l € {1,2,..., K}.

Dowdd. Wezmy dowolny wektor ¢ = [c),co, ..., cox], gdzie ¢; € R. Korzystajac

z twierdzenia Craméra-Wolda wystarczy pokazaé, ze
Vi €™ (b, (v) = b)) == N(0,™S(v)e).
Rozwazmy nastepujaca dekompozycje

Vi e (b, (v) = b)) = v "R (bu(v) — Ebu(v)) + v/n "H(Eby () — b(7))
= Sn(')’) + En(')’)-

Stosujac Lemat 1.1 po wspotrzednych otrzymujemy, ze ||e, ()| — 0. Dlatego wystar-
czy pokaza¢ asymptotyczna normalnosé wielkosei S, (7). Mozna zapisaé, ze

Sulr) = VA () — i) = = 3 gy (1)

t=1
gdzie
K
Gy (t) = D _(car—1 cos(t) — car sin(ut)),
k=1

oraz Y; = X; — pu(t). Zauwazmy, ze

Var(Sa(v)) = "™ Var (Va(ba(v) = Eb,(7))) ¢ = ¢"5(7)e.

Powyzsza zbieznos¢ wynika z Lematow 2.10 oraz 2.11, ktére mozna zastosowaé z racji
jednostajnej sumowalnosei funkeji autokwariancji dla sktadowych wektora S, (7). Su-
mowalnos$¢ ta wynika z oszacowania (Lemat 2.1)

= R
Bx(t7)] < 8 (sup | X0) ™ a3 ().

Asymptotyczna normalnosé wielkosci S, () wynika zatem z Twierdzenia 2.1 zasto-
sowanego do szeregu czasowego {¢~(t)Y; : t € Z}, ktory ma zerowa wartos¢ oczeki-
wana.

Twierdzenie 2.6. Niech szereg czasowy {X; : t € Z} bedzie APC, WAP(3), WAP(4)
i a-mieszajqgcey. Zatozmy, ze zbiory U i A, sq skoniczone i istnieje liczba & > 0 taka, zZe
(i) sup,eq E| X% < o0,
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2.6. Problem estymacji

(it) £, a3 (7) < oo.
Wtedy zachodzi wielowymiarowa zbieznosé

Vi (an (A, T) = a(A, 7)) —2 Noge (0, S(A, 7).
Elementy asymptotycznej macierzy kowariancyi

SN T) = [0k )=

-----

sq nastepujqgce

M, (Zzo—foo sin(Art) sin(\i(t + £))Cov(Y:Yiir,, Y2+5Y2+n+m)>

dla k=2r, [ =2s,
M, (E?ifoo cos(Axt) cos(Ni(t + k) Cov(YiYiir,, Y2+HYt+n+n))

dla k=2r—1, 1 =2s—1,
— M, (Z?—foo sin(Axt) cos(Ai(t + &) Cov(YiYiyr,, Yt+nYt+n+n))

dla k=2r, | =2s—1,
=My (252 cos(Akt) sin(\i(t + £))Cov(ViViir,, ViesYinin))

dla k=2r—1, | = 2s,

Okl =

gdzie k,l € {1,2,..., K} oraz Y, = X, — EX;.
Dowadd. Zaczniemy od nastepujacego lematu.

Lemat 2.12. Niech {X, : t € Z} bedzie a-mieszajacym szeregiem czasowym o zerowej
wartosci oczekiwanej. Zatozimy, ze dla pewnego d > 0
(1) sup,ey E|Xt|2+5 < 00,
(i) T2} (r) < .
Zdefiniugmy wielko$é
1 thbi—lttba—1

Sb1 ba, t(V W m Z Z XX GWJGMk

J=t k=t
Wtedy dla kazdego v,w € R,

sup E|Sb1,b2,t(ya w)| < C,
b1,b2€N, teZ

1>t oraz ciggu {ax(7)}.

Dowaod. 7 nieréwnosci Schwartza mamy nastepujace oszacowanie

gdzie stata C zalezy tylko od sup, F| X,

t+b1—1 t+ba—1
E‘Sblbe:t(V7w>| = m Z X ewj Z Xke
j=t

1 t+b1—1

<l X X

|| t+by—1

\/_22Xke

2

< (‘ \/1_ Zl X cos(vj) 2—|— \/1— Zl Xy sin(vk) 2)
( \/1_ i X cos(wy) 2—|— ‘\/1_2 22: X, sin(wk) 2)
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2.6. Problem estymacji

Aby otrzymaé teze wystarczy zastosowaé¢ oddzielnie dla kazdej sumy Lemat 2.4. W

Zacznijmy od nastepujacej dekompozycji
dN<)" T) = dﬁ(/\a T) - Tn(/\a T) - Un()‘a T) + Wn(/\; 7_)7
gdzie

1 n—T

Ta(\7) = — > (Xe = u()) (fon(t +7) — pult + 7)™,

Ual07) = - 3 (Ko = 4 7)) ) — u(0)e™,
WaAr) = = 5 (ult 4+ 7) — finlt + 7)) (u(8) — fin(£))e,

oraz

) = 13 (X (1) Kooy — plt 7))

Pokazemy najpierw, ze T,,(\, 7) + Un,(\, 7) + W, (A, 7) = op(n~Y/2). Dla T,, mamy

1 =T ) .
Tn()\,T) = E (Xt — M(t)) Z(b ( ) _ b( )) iy t+7-) 2\t
t=1 ~yel
1 n—rtT N . A y
=~ 30 (X — alt)(ba(y) = Bba(y))e e
vel t=1
1 n—r . A A
T (X; — p(t))(Eby(y) — b(y))e" e
n vel t=1
1 n—r n ‘ A |
=2 (X = (1)) D2 (X — palw))e= el VienT
n el t=1 u=1
1\ 12 )t
+3°0(5) 2 X (K= ()
n;/, n =1

- Z Snn 7'1 =, — )\)ei’YT + 0P<n71/2)7

761“

gdzie

1 n n—T

Z ZXthe—ws i(y— )\)

s=1 t=1

Sn,n—'r,l( Y,y — )\

3 \

Korzystajac z Lematu 2.12 otrzymujemy, ze T,(\, 7) = op(n~"/?). W taki sam sposob
udowadniamy, ze U(X, 7) = op(n~"/?). Dla W,, mamy natomiast

W< LS (Z(ém - b(v))ew“w) (Z Gur') - bmw) ‘
<0(L) S Walh) = bl Vi () =)

v el v'el’
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2.6. Problem estymacji

Korzystajac z Twierdzenia 2.5 mamy, ze W, (\,7) = op(n~'/?). Zauwazmy teraz, ze
poniewaz {X;} jest WAP(4) i a-mieszajacy, to szereg Yi(7) = (X; — pu(t))(Xppr — pu(t +
7)) jest APC i a-mieszajacy ze wspotczynnikami ay (7) = ax(t — 7). Ponadto dla
kazdych 7y, 7o € Z szeregi {Y;(m1)} oraz {Y;(73)} sa JAPC. Z zalozenia (i) i nier6wnosci
Schwartza otrzymujemy natomiast, ze sup, E|Y;(7)|>*° < co. Dlatego asymptotyczna
normalnos$é estymatora a5 (A, 7) wynika z twierdzenia Cramera-Wolda i Twierdzenia
2.1 zastosowanych w podobny sposob jak w dowodzie Twierdzenia 2.5. ]

Pewna trudnos$é¢ zwiazana jest tez z tym, ze wariancja asymptotyczna moze by¢
rowna zero, czyli nastepuje degenerowanie rozktadu asymptotycznego. Pokazemy przy-
ktad takiej sytuacji.

Przyktad 2.1. Niech szereg {X; : t € N}, ktory jest PC, sklada sie z niezaleznych
trojek zmiennych losowych, tzn. ma nastepujaca strukture

Xt = Ymod(t,S) r(t,3)

gdzie mod(t, 3) oznacza wynik z dzielenia catkowitoliczbowego ¢ : 3, a r(t, 3) jest reszta
z tego dzielenia. Zalozymy, ze trojki (Yiq1, Yo, Yio) dlat € NU{0} sa niezalezne z tego
samego trojwymiarowego rozkltadu z nastepujaca macierza kowariancji

1 a b
I(a,b,c)=|a 1 ¢
b ¢ 1

Przesledzimy teraz wartosci asymptotycznej wariancji unormowanego estymatora Z;,
ktora z Twierdzenia 2.5 posiada nastepujaca warto$¢ graniczng

~ 1 X2 )
Var(yv/n by(y :Var< Xe“t>—>2fy,
(W) = Var (=32 )
gdzie

o1 () = M, ( i cos(vt) cos(y(t + 7))Cov (Xt,XHT)) ,

T=—00

o12(7) = on(y) = =M, ( i sin(~yt) cos(y(t 4+ 7))Cov (Xt,XHT)) ,

T=—00

o22(y) = M, ( i sin(~t) sin(y(t 4+ 7))Cov (Xt,XHT)) .

T=—00

Funkcja Cov (X;, X;1,) jest okresowa z okresem T = 3 i jej wartosci przedstawiamy
w ponizszej tabeli

T=—2717=—-1 7=0 7=1 7=2 |7|>2
t=1 0 0 1 a b 0
t=2 0 a 1 c 0 0
t=3 b c 1 0 0 0
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2.6. Problem estymacji

Dlatego mamy

o0

> cos(yt) cos(y(t + 7)) Cov (X¢, Xi1r)
cos?(yt) + acos(yt) cos(y(t + 1)) + beos(yt) cos(y(t +2)) dlat=1,4,7,...
= ¢ cos?(yt) + acos(vyt) cos(y(t — 1)) + ccos(yt) cos(y(t + 1)) dlat=2,58,...
cos®(yt) + beos(yt) cos(y(t — 2)) + ccos(yt) cos(y(t — 1)) dlat=3,6,9,...

Wezmy teraz dwa specjalne rozklady I'ty = T'(1,1,1) oraz 'y = I'(3, — 2, 5) Przypadek
I'1 moze by¢ tatwo uzyskany, jesli wezmiemy Y;; jako i.i.d. z rozktadu jednostajnego
na przedziale [0,1/12] oraz Y;o = Y, = Y; ;. Aby otrzymaé rozktad z macierza kowa-
riancji 'y wezmy Uy 1, U2 1 U3 jako trzy niezalezne ciggi i.i.d. zmiennych losowych
z rozktadow jednostajnych na przedziale [0, v/12]. Zdefiniujmy

V2 V2
Yii= TUt,l + 7Ut,37

V2 V2

Yio = 7Ut,2 + 7Ut,37
V2 V2
Yio = _TUM + TUtﬂ-

Model ten wykorzystamy do symulacji w nastepnym rozdziale.
Wezmy vy = 2m/3. Dla I'; mamy

3
s

t) cos(5(t — 2)) + cos(

N

> cos(3t) cos(%(t 4 7))Cov (X, Xisr)
cos?(&t) 4 cos(&t) cos(Z (t 4 1)) 4 cos(&t) cos(&(t +2)) dlat=1,4,7,...
= ¢ cos?(3t) + cos(%t) cos(3F(t — 1)) + cos(3t) cos(F(t+1)) dlat=2,58,...
¥ 5

3
s

t)cos(5(t—1)) dlat=3,6,9,...

N

WeZmy vy = 7. Dla I'y mamy

[e.9]

> cos(mt) cos(m(t + 7)) Cov (X, Xiyr)

cos?(mt) + 5 cos(mt) cos(m(t + 1)) — 5 cos(nt) cos(n(t +2)) dlat=1,4,7,...
= ¢ cos?(mt) + & cos(mt) cos(m(t — 1)) + 5 cos(mt) cos(m(t + 1)) dlat=2,58,...

cos?(mt) — 3 cos(mt) cos(m(t — 2)) + & cos(nt) cos(nw(t — 1)) dlat=3,6,9,...

=0.
Latwo zatem wida¢, ze zarowno dla I'y jak i 'y

011(70) = 012(70) = 021(70) = 022(70) =0,

zatem asymptotyczna wariancja jest réowna 0 i rozktad asymptotyczny z ciggiem nor-
mujacym /n degeneruje sie. Rysunek 3.3 pokazuje zachowanie asymptotycznej warian-
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2.6. Problem estymacji

2 1
1.75
0.8
15
1.25 o6
1
0.75 0.4
0.5
0.2
0.25 P
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
(a) Wartosei graniczne wielkosci  (b) Wartosei graniczne wielkosci
Var(yv/n Re(bn(v))) ze wzgledu na Var(y/n Re(b,(y))) ze wzgledu na
v € [0,27) dla modelu I’y =T'(1,1,1). 7 € [0,27) dla modelu I', =T'(, -1, ).

Rysunek 2.1. Przykladowe zachowanie asymptotycznej wariancji.

¢ji normalizowanego estymatora l;n(y) jako funkcje czestotliwosci . Wartosci wa-
riancji zostaly obliczone numerycznie. Aby wylaczy¢ niepozadang sytuacje degeneracji
rozktadu asymptotycznego musielibySmy wprowadzi¢ dodatkowe zalozenia o struk-
turze wyzszego rzedu szeregu { X;}. Niestety, bylyby one bardzo trudno weryfikowalne
w praktyce.

Podsumujmy ten paragraf stwierdzeniem, ze posta¢ asymptotycznej wariancji es-
tymatorow b oraz d jest skomplikowana i zalezy od struktury drugich badz czwartych
momentéw. Dlatego trudno bytoby stosowaé rozktad asymptotyczny w praktyce. To
uzasadnia badania nad metodami resamplingowymi, ktére umozliwiaja bezposrednia
konstrukcje przedzialow ufnosci bez odwolywania sie do postaci rozktadu asymptoty-
cznego.



Rozdzial 3

Metody resamplingowe i ich zgodnos¢

Niniejszy rozdzial zawiera najwazniejsze rezultaty dotyczace zgodnosci metod re-
samplingowych. Paragraf 3.2 poswiecony jest subsamplingowi i oparto go na pracach
Synowiecki (2007b); Lenart i in. (2008a,b). Paragrafy 3.3 i 3.5 dotycza zgodnosci
odpowiednio bootstrapu blokéw ruchomych i okresowych, przy czym zawierajg wyniki
z prac Synowiecki (2007a) oraz Leskow i Synowiecki (2008).

3.1. Procedury resamplingowe

Metody resamplingowe polegaja na wielokrotnym przeliczaniu otrzymanej probki
w celu uzyskania przyblizen rozktadu estymatora. Implementacja tych metod wymaga
uzycia zaawansowanych narzedzi obliczeniowych. Dlatego powstanie i rozw6j metod
resamplingowych jest $cisle zwiazane z rozwojem komputerow.

Niech x,, = (X1,..., X,) bedzie probka z szeregu czasowego {X; : t € Z}, ktory ma
taczny rozktad P. Na podstawie probki z,, obliczamy wielkosé¢ losowa T,, = t,,(x,,, P),
prayktadowo T, = v,(0,(X1,..., X,) — 0(P)), gdzie v, jest pewnym ciggiem nor-
mujacym. Naszym celem jest aproksymowanie rozkladu G,, = £(T,) lub jego chara-
kterystyk, np. momentéw. Wersja bootstrapowa T,, ma posta¢ Ty = tn(z),, Fy),
gdzie F), jest rozktadem w oparciu o ktéry powstaje probka z7,. Estymatorem G,
jest zas G, = G, = LT, ). W metodzie bootstrap po raz pierwszy przedsta-
wionej w pracy Efron (1979) przyjeto, ze F,, jest rozktadem jednostajnym na zbiorze
{X1,..., X, } im = n. Poniewaz znamy Ty, to rozklad Fj, zmiennych X jest tez znany
1 mozna teoretycznle otrzymaé rozktad G. Jednakze praktyczne wyznaczenie G jest
trudne, poniewaz liczba mozliwych prob bootstrapowych x}, rosnie bardzo szybko (dla
bootstrapu i.i.d. w tempie O(n™)). Dlatego rozktad T}, , aproksymujemy zwykle za
pomoca Monte Carlo probkujac pewna ilosé razy z rozktadu F,.

Lata osiemdziesigte ubiegtego wieku byly czasem intensywnego badania metod
resamplingowych dla danych i.i.d. Dla kontrastu, w latach dziewieédziesiatych gtowny
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3.1. Procedury resamplingowe

nacisk w metodach resamplingowych zostat potozony na dane zalezne. Nalezy pod-
kresli¢ istotna roéznice miedzy metodami resamplingowymi dla danych zaleznych i nieza-
leznych. Bardziej formalne rozwazania zaczynamy od omoéwienia przyktadu, ktory
pokazuje te roznice. Przyktad ten pojawil sie w po raz pierwszy w pracy Singh (1981).

Przyktad 3.1. Niech (Xj,...,X,) bedzie probka z szeregu czasowego {X; : t € Z},
ktory jest o zerowej sredniej, m-zalezny i WS(2). Zalozmy, ze probka (X7,..., X))
zostala wygenerowana za pomoca losowania ze zwracaniem pojedynczych obserwacji
(bootstrap Efrona). Mozemy napisaé, ze

— 1 n
Var*(vn X,) = EVCLT* (Z X;‘)
=1
1 1\’
=Var'X; ==-> X} — (ZXt> L Var(Xy).
=1 =1

Tymczasem latwo sprawdzi¢, ze Var(y/n X,) — X7 Cov(Xy, X14,), zatem esty-
mator bootstrapowy nie estymuje prawdziwej wariancji asymptotyczne;j.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze resampling dla danych zaleznych musi by¢ inaczej
zdefiniowany. Aby otrzymac¢ zgodnos¢ nalezy resamplingowaé nie pojedyncze dane, ale
bloki danych o dtugosci zwiekszajacej siec wraz ze zwickszajaca sie dhugoscia probki.

W pierwszej kolejnosci oméwimy procedure subsamplingu.

Procedura 3.1.1. Subsampling

Niech (Xi,...,X,) bedzie obserwowana probka. Wersje subsamplingowa, estyma-
tora 0, jest obliczana na podszeregu (Xi,..., X1, 1), najczesciej jako én,b,t =
éb(Xt, ..., Xi1p-1). Rozklad empiryczny

1
Lop(@) = o Loy ni—br<e

stosujemy jako aproksymacje rozktadu wielkosci T, = ’Un(én —0).

Piekno subsamplingu polega na jego duzej ogélnosci. Musimy wiedzie¢ jedynie, ze
istnieje niezdegenerowany rozkltad graniczny wielkosci Un<é — #) i nie musimy znaé
doktadnie jego postaci. Ogolne warunki zgodnosci tej metody zostaty opublikowane
w pracy Politis i Romano (1994), a wyczerpujacy opis zawiera monografia Politis i in.
(1999)

Aby omoéwi¢ metody bootstrapowe, oznaczmy blok b kolejnych danych jako B(j,b) =
(Xj Ce 7Xj+b—1)'

Procedura 3.1.2. Bootstrap ruchomych blokéw (moving block bootstrap, MBB)
Niech (X3,...,X,) bedzie obserwowang probka. Wybieramy pewna dtugos¢ bloku
b = b, i zakladamy bez straty ogolnosci, ze k = n/b € N.
e Zdefiniujmy zmienne losowe iy, is, ..., jako i.i.d. z nastepujacego rozktadu

1

Pl=0=0 05

dlat=1,...,n—b+ 1.
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3.1. Procedury resamplingowe

e lLaczac bloki
(B(i1,b), B(ig,b), ..., B(i,b))

otrzymujemy probke MBB w postaci (X7, X5, ..., X}).

Pionierem w dziedzinie bootstrapu dla danych zaleznych byt Carlstein (1986), ktory
udowodnil zgodnosé dla blokéow nie nasuwajacych sie (non-overlapping). Procedure
MBB wprowadzono niezaleznie w pracach Liu i Singh (1992) oraz Kiinsch (1989).

Procedura 3.1.3. Bootstrap sezonowych blokéw (seasonal block bootstrap, SBB)
Niech (X7,...,X,) bedzie obserwowana probka, ktora jest okresowa (np. w sensie
momentow) z okresem 7. Wybieramy pewna dlugosé¢ bloku b = b,, i zaktadamy bez
straty ogoélnosci, ze n = 0Tk, gdzie k € N.
e Zdefiniujmy zmienne losowe i1, s, ..., jako i.i.d. z nastepujacego rozktadu

P(ij =1+1T) = dlat=0,...,(k—1)b.

(k—1)b+1
e laczac bloki
(B(ih bT)7 B(i% bT)? S B(lka bT))

otrzymujemy probke SBB w postaci (X7, X5, ..., X7).

Jak wida¢ SBB jest modyfikacja procedury MBB polegajaca na tym, ze bierzemy
pod uwage bloki o dtugosci i poczatkach bedacymi wielokrotnosécia dtugosci okresu.
Przedstawiamy teraz metode sformutowana w pracy Chan i in. (2004). Dla utatwienia
ilustrujemy idee tej metody na Rysunku 3.1.

Procedura 3.1.4. Bootstrap okresowych blokow (periodic block bootstrap, PBB)
Niech (X7, ..., X,) bedzie obserwowana probka, ktora pochodzi z okresowego (w sen-
sie momentow lub rozkladéw) z okresem T szeregu czasowego. Dzielimy okres T na
L € N przedziatéow o dtugosci b. Jesli T' nie jest podzielne przez b, wtedy zostawiamy
ostatni przedzial krotszy, dlatego mozemy zatozy¢ dla uproszczenia, ze T' = Lb. Bez
straty ogoélnosci zaktadamy tez, ze n = rT', gdzie r € N.
e Zdefiniujmy zmienne losowe 4,1, y2, - - . , iy, jako 1.i.d. (i jako niezalezne dla kaz-
dego u) z nastepujacego rozktadu

1
Pli,j=bu+tT+1)==dlat=0,...,r —1,
T

gdzieu=0,...,L —1.
e taczac bloki

(B(iﬁ,la b>7 B(il,lv b)a s 7B(7:L—1,17 b)7 B(iO,ZJ b>7 B(i1,27 b)7 RN} B(iL—l,Qa b)a
..., Bl(igs,b), B(i1,b),...,B(ig—1,,b))

otrzymujemy probke PBB w postaci (X7, X5,..., X5, ..., X}).
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3.2. Zgodnos¢ subsamplingu

(a) Dane zZrodtowe. Dzielimy kazdy okres na odpowiadajace i nie zazebiajace sie na
siebie bloki A, B i C.

(b) Probka bootstrapowa; AF ~ Uniform{Ai, As, A3}, Bf ~ Uniform{B, Bs, B3},
Cf ~Uniform{Ci,Cs,Cs}.

Rysunek 3.1. Idea bootstrapu okresowych blokow.

Procedura PBB zostata wprowadzona w pracy Chan i in. (2004), a jej zgod-
nos$¢ przedstawia opracowanie Leskow i Synowiecki (2008). Wyniki te zaprezentujemy
szczegdbltowo w Paragrafie 3.4. Bardzo wazne jest to, ze metody PBB i SBB wymagaja
precyzyjnej znajomosci dtugosci okresu i nie moga byé¢ stosowane dla danych prawie
okresowych. Natomiast procedury subsamplingu i ruchomych blokéw nie wymagaja
znajomosci dtugosci okresu i moga tez by¢ stosowane do danych prawie okresowych.

3.2. Zgodno$¢ subsamplingu

Zaczniemy od precyzyjnego wyjasnienia (na podstawie Politis i in., 1999) co oz-
nacza zgodnos¢ subsamplingu. Oznaczmy J jako rozktad asymptotyczny wielkosci
Un (én — 9), a przez J(x) dystrybuante tego rozktadu w punkcie z € R. Przypomnijmy,
ze subsampling polega na obliczeniu rozktadu empirycznego

1 n—b+1

Ln’b<x) = n—~ab +1 tz—:l 1Ub(én,b,t—én)<$’
gdzie én,b,t jest wersja estymatora 0, obliczona na podszeregu (X, ..., Xy1p_1). MOwimy,

ze subsampling jest zgodny jesli zachodza nastepujace warunki:
(C1) Jesli x jest punktem ciagtosci J(-), wtedy

Lyp(x) _r, J(x).
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3.2. Zgodnos¢ subsamplingu

(C2) Jesli J(-) jest ciagta, wtedy

sup | Ly () — J(z)| —=— 0.

zeR

(C3) Jesli J(-) jest ciagta w (1 — ), wtedy
P (Un(én —0) < cup(l— a)) —1—q,
gdzie o € (0,1) oraz

Cnp(l—a) =inf{z : L,,(x) > 1 — a},
c(l—a)=inf{z: J(z)>1-a}.

Aby sformutowaé zgodnos¢ subsamplingu dla parametru i estymatora k-wymiarowego,

zdefiniujmy wektory losowe 7, i Z jako L(Z,) = L,y oraz L(Z) = J. Zgodnosé

oznacza, ze dla kazdej J-prawie wszedzie ciagtej funkcji f : RF — R i dla kazdej
metryki p metryzujacej staba zbieznos¢ na R mamy

P(L(f(Z0)), L(f(Z))) —— 0.

Zbieznos¢ ta pozwala otrzymywac subsamplingowe przyblizenia kwantyli wielkosci
an(en - 0)H za, pomocg kwantyli z rozktadu empirycznego

1 n—b+1
LnabvnH(x) = n — b _|_ 1 ; 1||'Ub(én,b,t_én)||<x'

W celu udowadniania zgodnosci subsamplingu uzywaé¢ bedziemy ogblnego warunku
wystarczajacego, ktory zostat sformutowany dla niestacjonarnych szeregdéw czasowych
w Twierdzeniu 4.2.1, Politis i in. (1999). Zal6zmy, ze szereg { X, : t € Z} jest a-miesza-
jacy, b = b, — oo ale b/n — 0 oraz v, /v, — 0. Warunek wystarczajacy zgodnosci sub-
samplingu jest nastepujacy: dla kazdego punktu ciggltosci x dystrybuanty granicznej
J(x) i dla kazdego ciagu {ty} liczb naturalnych takich, ze t, <n — b+ 1,

Inpt, () = J(x) dla n — oo, (3.1)

gdzie

Jn,b,tb (33') = P(’Ub(en@t — (9) < .I')
Powyzszy warunek jest bardzo ogélny i dotyczy estymatorow dowolnej postaci. W dal-
szej czesci paragrafu odpowiemy na pytanie, czy zachodzi on dla wspotczynnikow
Fouriera funkcji autokowariancji.
W ponizszych rozwazaniach az do odwotania zaktadamy dla uproszczenia, ze EX; =
0. Sugerujac sie wskazowkami z monografii Politis i in. (1999) subsamplingowa wersje
estymatora 6,, = én(Xl, ..., X,) definiujemy jako émb’t = éb(Xt, ooy Xigpo1), czyli

1 b—T1 o
npi(\,T) = ; SNX(t—1++7)X(t— 1+ j)e ™. (3.2)

j=1
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3.2. Zgodnos¢ subsamplingu

Okazuje si¢ jednak, ze tak zdefiniowana wersja subsamplingowa prowadzi do nie-
zgodnosci procedury. W pracy Synowiecki (2007b) pokazano, ze dla tego estymatora
warunek (3.1) nie zachodzi, a wykonane symulacje sugeruja brak zgodnosci. Ponizej
podajemy doktadne wyjasnienie tej sytuacji.

Zaczynamy od rezultatu dotyczacego asymptotyki estymatora a, (A, 7) dla usta-
lonego t.

Lemat 3.1. Niech {X; : t € Z} bedzie szeregiem czasowym APC spetniajocym za-
tozenia Twierdzenia 2.6. Wtedy dla kazdego X € [0,27), T € Z, t € N oraz dowolnego
ciggu {b,} rozbieznego do nieskoniczonosci i takiego, ze b = b, < n,

Vb (anpe (A7) = €2 Na(d, 7)) = N (0, 5\, 7)),
gdzie i\, 7) = E, (NS, 7)ETE(N),

| cos(A(t—1)) —sin(A(t—1))
B0 = [ sin(A(t— 1))  cos(A(t— 1)) ] ’

a macierz X(\, T) jest asymptotyczng wariancje wielkosci /n (a, (A, 7) — a(A, 7)).
Dowod. W pierwszym kroku

VB (a2, 7) = €20 a(2, 7))
) 1 n—rt . .
— A ( Z Xt—1+j+7)X(t—-1 —I—j)@*z)\(t71+1) _ a()\’T))

n i
= ei’\(t_l)Rn()\, 7).
7 Twierdzenia 2.6 mamy

R.(\ ) SN N2(0,5(A, 7)).

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze

Var (ei’\(t_l)Rn()\,T)) =Var ([ C9S( (t=1) - Sing\)ét N B) ]

sin(A(t —1)) cos(A(t—1))
=3\, 7) dla n — oo.

[ cos(A(t — 1)) —sin(A(t—1))

Powyzszy wniosek pokazuje, ze pojedyncza replikacja estymatora a, (A, 7) nie jest
zgodna do parametru a(\, 7). Efekt ten powoduje niezgodnos$é subsamplingu.

Wnhniosek 3.1. Niech {X; : t € Z} bedzie a-mieszajgcym szeregiem czasowym, ktory
jest SP z okresem T > 1. Zalézmy, ze dla estymatora a,(\,7) zachodzi CTG, tzn.

Vi (@A 7) — a(A, 7)) =2 N5 (0, )
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3.2. Zgodnos¢ subsamplingu

i dla kazdego t =2,3,...,T — 1 mamy (patrz Rysunek 3.2)
Re(a(A,7)(e*D = 1)) > 0 tub Im(a(A, 7)(e*") = 1)) > 0, (3.3)

Wtedy dla kazdego ciggu {b,} takiego, ze b — oo, ale b = o(n), subsampling dla
estymatora a,(\, 7) z replikacjami (3.2) jest niezgodny.

(a) T=3 (b) T =4 (c)T=5 (d) T =10

Rysunek 3.2. Stozki na ptlaszczyznie (Re(a(\, 7)), Im(a(X,7))), w ktorych subsampling jest
niezgodny dla szeregdéw czasowych Scisle okresowych.

Dowad. Nieréwnosci miedzy liczbami zespolonymi bedziemy rozumieé jako nieréwnosci
miedzy czesciami rzeczywistymi i urojonymi (po wspotrzednych). Dla dowolnego 2 € C
zdefiniujmy wielkosé

Un,b(.ﬁ(]) = m tzzl \f anbt()\"') ()\T))

Korzystajac z wlasnosci a-mieszania i dowodu Twierdzenia 4.2.1 z monografii Politis
iin. (1999) mamy, ze

Var(Uyp(xz)) — 0 dla n — oo.
Oznaczmy teraz L = |(n—b+1)/T|. Latwo wida¢, ze L/(n—b+1) — 1/T dlan — oc.
Korzystajac z wlasnosci SP mozemy napisaé

n—b+1

B(Unsle)) = =g 2 P(VBansahm) a0 7) <)
- S PV al0r) <)

1 n—b+1 )

+ m t%-s—l P(\/B(an’b’t()\’ T) B a()\, T) S x)
L .
- mp (Vo(auna(r7) — a(h7) < 2)
bt 3 P(VB(ansl7) — Va0 ) € VB a0 - 1)

+o(1) = We(z) + Vi () + o(1)
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3.2. Zgodnos¢ subsamplingu

Z Lematu 3.1 otrzymujemy, ze
1
Wy(z) — Tj(x, P) dla n — oo.

Ponadto, korzystajac z zatozenia (3.3) mamy, ze Vj(z) — 0 dla dowolnego = € C. Stad

wynika zbieznos¢ U, ,(x) £, 1J(z), ktora implikuje (patrz dow6d Twierdzenia
4.2.1, Politis i in., 1999), ze L, 4(z) £, +J(z, P) # J(z, P). Zbieznos¢ ta wyklucza
zgodnos¢ subsamplingu. |

W ponizszym przyktadzie pokazemy, ze zbidr szeregéw czasowych spetniajacych
zalozenie (3.3) jest niepusty.

Przyktad 3.2. Rozwazmy szereg czasowy {X; : t € Z} postaci X; = cos(vt)Z;, gdzie
szereg czasowy {Z; : t € Z} jest SS, a-mieszajacy 1 ma zerows warto$¢ oczekiwana.
Jesli wybierzemy czestotliwosé v = 2rk/T, gdzie k, T € N, wtedy szereg {X;} jest SP
z okresem T'. Zauwazmy, ze

a(\, 1) = M, (cos(*yt) cos(y(t + T))BZ(T)e’“‘t)
_ BZT(T)Mt ((emt 4+ 64%) (em(t+r) + e*i’y(t+T)) efiAt)
— BZT(T) (eiW'Mt (eit(Qw—A)) + (e—i'y’r + 61'77') Mt(e—i)\t) + e—ivTMt (e—it(27+)\)>) )

Zatem mamy, ze a(2v,7) = €7 Bz(7)/4. Mozemy tak dobra¢ parametr 7 oraz 7, zeby
liczba ta nalezata do dowolnie wybranego stozka.

Powyzsze rozwazania pokazuja, ze wybierajac replikacje estymatora zgodnie z (3.2)
nasza procedura nie bedzie zgodna. Replikacje te mozna uzy¢ natomiast, aby otrzymaé
zgodnos¢ (patrz Lenart i in., 2008a) dla estymatora |a, (A, 7)|. Rozklad subsamplin-
gowy ma wtedy postac

1
Lop(®) = -2 L i =i Or))<e

Okazuje sie jednak, ze mozliwe jest zmodyfikowanie estymatora w taki sposéb, aby
zgodnos¢ zachodzita nawet bez wartosci bezwzglednych. Dla dowolnego (niekoniecznie
o zerowej Sredniej) szeregu APC wprowadzmy nastepujace oznaczenia

. 1 b+t—1 A . R ' iy
af,b,t(A,T) = b Z (Xj - MS,b,t(]))(XjJrr - Ns,b,t(] +7))e /\j7
j=t
gdzie
s ~g o ~g 1 t+b—1 o
fin b () = D b e (7)€ oraz by ,,(v) = i > Xje
vyl J=t
i analogicznie dla x € R
1 n—b+1

S - _ -
Ln,b,H,”(ﬂJ) T h—br1 ; 1”\/E(ag,b,t()\,r)—an()\n-))ng'

Roznica w stosunku do estymatora (3.2) polega na tym, ze teraz wyktadnik eksponenty
jest zgodny z indeksem sumowania.
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3.2. Zgodnos¢ subsamplingu

Twierdzenie 3.1. Niech { X, : t € Z} bedzie szeregiem czasowym APC, ktory spetnia
zatozenia Twierdzenia 2.6. Zatézmy ponadto, zZe dla pewnego § > 0
(1) sup,ey E|Xt|4+45 < 00,

(ii) S22 17'2043‘{”( ) < o0,
oraz, ze rozktad asymptotyczny wielkosci \/n (a (X, T) — a(X, 7)) nie degeneruje sie
do wektora zerowego. Wezmy blok o dtugosci b — oo ale b = o(n). Wtedy subsampling
oparty o replikacje dﬁ,b,t(% T) jest zgodny.

Dowdd. W oparciu o Twierdzenie 4.2.1 z monografii Politis i in. (1999) wystarczy
pokaza¢ warunek (3.1) czyli, ze

Vb (a5, (A7) —a(X 7)) == N(0,2(A, 7)),

gdzie {t,} jest dowolnym ciagiem liczb naturalnych. Podobnie jak przy dowodzie
Twierdzenia 2.6 korzystajac z Lematu 2.12 mozemy napisa¢, ze

Vb (@7, (A7) = a(A, 7)) = Vb (@75, (A7) — a(A, 7)) + op(1),
gdzie wektor losowy diﬁtb()\, T) jest ztozony z czesci rzeczywistych i urojonych zmien-
nych losowych
1 b+t—Tp "~
bt (Vs Th) = 5 2 (X5 = pO)(Xjare — (G +7))e .
=t

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

Tmaz = MaX{Ti, To, ..., T2k },

Zj(11) cos(Arj)

Y. _Zj(Tl) Sin()‘lj)

Y]; Zj(m2) cos(Aaj)

Y,Ar) = | 7 | =] ~Zr)sin(a)) |,

Y, : .

52K Z;(tr) cos( Ak j)

L —Zj(TK) sin()\Kj) 1

1 at+kn—1

Tnkna<>\7- \/—n Z Y )\T

gdzie Z;(17) = (X; —p(j) (Xjpr —p(j+7)) — BX(], T)oraz 1 < a <n—Kkp—Tmas + 1.
Z ograniczonosci momentéw szeregu {Z;(7)} oraz z Lematu 1.1 mamy, ze

Vb (d;j’b’tb()\, T) —a(A, T)) = Thpt, +op(1).
Za pomoca twierdzenia Craméra-Wolda pokazemy teraz zbiezno$é

Toviy (A7) —2 N(0,2(A, 7)) dla n — oo, (3.4)
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3.2. Zgodnos¢ subsamplingu

gdzie X(A,T) = [0k (N, T)]ki=12,. 2k jest odpowiednia asymptotyczna macierza ko-
wariancji o elementach

1 tHbal 1 el
ok A, T) = hm supC'ov \/_ Z Yk,\/_ Z Y

W tym celu wezmy dowolny 2K wymiarowy wektor ¢ = [c1, Co, . . ., cax] T zlozony z
liczb rzeczywistych i oznaczmy macierz

Yna( A, T) = Var(cTRkama).

Korzystajac z naszych zalozen szeregi czasowe {Y;, : j € Z} oraz {Y;, : j € Z} sa
JAPC dla dowolnych k,l =1,...,2K. Z nieréwnosci Schwartza otrzymujemy natych-
miast, ze sup; , E|Y; >t < 0o, a z Lematu 2.1 mamy, ze

)

2
2+3
|Cov(Yjp, Yiir)| <8 <Sukp E|Yj,k|2+5> ax (T = Tonaa)-
-]7

Korzystajac z sumowalnodci ciggu a-mieszania mozemy skorzysta¢ z Lematow 2.10
i 2.11, aby otrzyma¢ zbieznos¢ dla dowolnego rozbieznego do nieskonczonosci ciagu
liczb naturalnych {k,}

k=11l=1
2K 2K

— Z Z CkClO'k’l<A, T) = CTRE<A, T)C.
k=11=1

2K 2K tkn—1 1 tHka—1
Y kna X, T) = Z chcl Cov (\/_ Z \/_ Z )

Powyzsza zbieznosé jest jednostajna wzgledem punktu startu t. Zauwazmy, ze szereg
czasowy {c™Y;} jest a-mieszajacy ze wspotczynnikami {ax (T —Tyaz) } oraz ma jedno-
stajnie ograniczone momenty rzedy 2-+20. Dlatego zbieznosé (3.4) wynika bezposrednio
z Twierdzenia 2.2.

|

Upraszczajac odpowiednio powyzszy dowod mozemy otrzymac tatwo zgodnos¢ sub-
samplingu dla estymatora b, () z replikacjami

1 t+b—1
b Z Xje™,

Na koniec paragrafu chcielibySmy powrdcié do problemu degenerowania sie asymp-
totycznej wariancji. W takim przypadku nie mozemy stosowa¢ procedury subsam-
plingu. Powstaje zatem pytanie: jak w praktyce sprawdzac¢, ze wariancja asymptoty-
czna jest wieksza od zera? W pracy Dehay i Leskow (1996b) zaproponowano pewne
estymatory wariancji asymptotycznej estymatorow an) ia,(A 7). My jednak chcemy
sie tutaj skoncentrowa¢ na metodzie resamplingowej omoéwionej w pracy Carlstein
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3.2. Zgodnos¢ subsamplingu

(1986) oraz Fukuchi (1999). Dla uproszczenia zajmiemy sie czescia rzeczywista esty-
matora. Nasz punktowy estymator wariancji ma postac

X b n—b+1 . 9
an () = T > (Re(b7,,() = Re (85,.(7)))
t=1
gdzie
~g 1 n—b+1 ~g
by (V) = n—b+1 ; by b2 (7)-

Warunki wystarczajace zgodnosci w sensie L? dla niestacjonarnych szeregéw czasowych
zostaly sformutowane w Twierdzeniu 1 w pracy Fukuchi (1999) (patrz rowniez Lemat
4.6.1, Politis i in., 1999).

1 1
0.8 0.8 \ \
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

(a) Rozmiar probki wynosi n = 400, a dtu- (b) Rozmiar probki wynosi n = 2000, a
gos¢ bloku b = 80. dtugosé bloku b = 200.

Rysunek 3.3. Estymator Carlsteina-Fukuchi wariancji asymptotycznej estymatora
wspolezynnika Fouriera jako funkcja czestotliwosci v € [0,27). Dane pochodza z modelu
opisanego w Przykladzie 2.1 dla I's = F(%, —%, %)

Wnhniosek 3.2. Niech {X; : t € Z} bedzie szeregiem czasowym, ktory jest APC i spetnia
zatozenia Twierdzenia 2.5. Zatozmy dodatkowo, ze dla pewnego 6 >0 4 ¢ > 0

(i) Sup,ez E|Xt|4+‘5+< < 00,

(i) Y20, T 04)6{5 < 0.
Wtedy estymator wariancji estymatora a,(\, ) jest zgodny w sensie L, tzn.

N L?
o2 ,(7) —— o1.1(7),

gdzie o1 (7) = limy_o Var(y/nRe(b,(7))).

Dowdd. Aby skorzysta¢ z Twierdzenia 1 z pracy Fukuchi (1999) musimy udowodnié,
7€

n — 2 + 1 ng Var (\/— R’e( nbt( ))) - 0-1,1(3/) (35)

oraz, ze ciag zmiennych losowych

{A,} = {( néjl X, cos(M\) — EX, cos()\t)>4}
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3.3. Zgodnos¢ bootstrapu ruchomych blokéw (MBB) dla sredniej prébkowe;

jest jednostajnie catkowalny. Zbieznosé (3.5) wynika natychmiast z Lematu 2.10. Ponie-
waz zachodzi CTG (w przypadku, gdy 011 = 0 mamy najwyzej zbieznosé¢ do 0),
wystarczy zauwazy¢, ze sup,, E/ |An|1+% < 00, co wynika z Lematu 2.3. [ |

Okazuje sie zatem, ze do estymacji wariancji estymatora potrzebujemy nieco sil-
niejszych zaltozen niz do aproksymacji jego rozktadu. Czes¢ te konczymy podajac na
Rysunku 3.3, w odniesieniu do Przykladu 2.1, wykres estymatora wariancji /7 b, ()
jako funkcji czestotliwosci v w poréwnaniu z jego teoretyczna wartoscia. Wykresy takie
moga pomodc w zlokalizowaniu punktéw, w ktorych rozktad sie degeneruje.

3.3. Zgodno$é bootstrapu ruchomych blokéw (MBB) dla
Sredniej probkowej

Literatura dotyczaca bootstrapu blokowego jest dosyé¢ bogata. Po raz pierwszy
idea ta pojawila sie w pracy Carlsteina (1986), w ktorej zaproponowano losowanie
z blokéw roztacznych, czyli E(z, b) = (X1, -, X@1), t = 0,...,n/b—1. Procedura
taka nazwana zostata bootstrapem blokow nienaktadajacych sie (nonoverlapping block
bootstrap). Dzieki rezultatom pracy Lahiri (1999) wiadomo, ze dopuszczenie nakladania
sie blokéw poprawia efektywnosé bootstrapu blokowego, a MBB dopuszcza wtasnie
bloki z maksymalnym mozliwym naktadaniem sie. Bootstrap blokéw ruchomych zostat
wprowadzony niezaleznie w pracach Kiinsch (1989) oraz Liu i Singh (1992). Obydwie
prace dotycza Sredniej probkowej szeregu $cisle stacjonarnego. Rezultatem Liu i Singha
(1992) byta zgodnosé dla m-zaleznych szeregéw czasowych o ograniczonych momentach
rzedu wyzszego niz cztery i dlugoéci bloku b = o(n'/?). Kiinsch (1989) przedstawit
natomiast rezultaty zgodnosci dla a-mieszajacych szeregow czasowych zaktadajac dla
pewnego § > 0

oo [

E[X,|°" < 00 oraz Y r*af’ (1) < oo. (3.6)

=1
Lahiri (1992) otrzymal takie rezultaty dla niestacjonarnych szeregow, jednakze z pe-
wnymi dodatkowymi zalozeniami na rozktady, wykltadniczo zanikajacym ciagiem a-
-mieszania i blokiem b = o(n!/*). Kolejna wazna praca byta praca Radulovica (1996)
dotyczaca takze przypadku a-mieszajacego i Scisle stacjonarnego, w ktorej pokazano,
ze dla szeregow, ktore spetniaja centralne twierdzenie graniczne dla sredniej, zachodzi
takze CTG w przestrzeni bootstrapowej. Stad juz blisko do uzyskania uzytecznej
w praktyce zgodnosci MBB. Rezultat z pracy Radulovié (1996) pozwolil polepszy¢
warunki (3.6) do zaltozenia

)

o0
E|X\"" < ccoraz Y a¥’ (1) < 0.

=1

Mozna powiedzie¢, ze w tym momencie procedura MBB zostala dobrze zbadana dla
przypadku $cisle stacjonarnego. Od korica lat dziewieédziesiatych XX wieku zaczeto sie
pojawia¢ coraz wiecej rezultatéow dotyczacych niestacjonarnych szeregdéw czasowych.
Fitzenberger (1997) otrzymatl nastepujace warunki zgodnogci dla b = o(n'/?)

446
sup F| X,|*7¢ < oo oraz ax (1) = O(17"), gdzie A > ;,
t
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3.3. Zgodnos¢ bootstrapu ruchomych blokéw (MBB) dla sredniej prébkowe;

przy czym nie zakladal stacjonarnosci, ale stalg wartos¢ oczekiwana. Podobnym przy-
padkiem zajmowal sie Politis i in. (1999) (Twierdzenie 4.4.2), ktory otrzymal zgodnosé
przy zatozeniu

)
supE|X #1720 < o0 oraz ZT ay’ (1) < oo.
T=1

Sjostedt (2000) badala natomiast przypadek tablic zmiennych losowych wierszowo
m-zaleznych ze stalym m, dopuszczajac zmienna warto$é oczekiwana (asymptoty-
cznie rowna i gladko zmieniajgca si¢ rednia). Zakladala sup,,, E|X,|*™ < oo oraz
b = o(n/Inn). Rezultaty te dopuszczaja przypadek okresowy i prawie okresowy dla
zmodyfikowanego MBB, ktory polega na generowaniu probki nb elementowej. Wreszcie
Gongalves i White (2002) rozwazali nieco ogélniejsze zalozenie niz a-mieszanie, tzn.
near epoch dependence, ktére dopuszcza tez szeregi czasowe, ktore sa funkcjami pro-
cesOW a-mieszajacych. Ich rezultaty wymagaja jednostajnej ograniczono$ci momentow
rzedu wyzszego niz sze$é¢ oraz tego, ze

SEES

n n 2
Z(EXt—leXt> — 0 dla n — oc.

=1 N4

Jednakze,

SRS
S\H

n n 2
S(EX? - (LY EX)
Nz

t=1

3 <EXt 1y EXt>
t=1 =1

i jesli wartos¢ oczekiwana jest funkcja prawie okresowa, nie mamy wymaganej zbieznosci
do zera (patrz Lemat 1.2).

Zastosowane ponizej techniki rozwijaja metodologie dowodu zgodno$ci bootstrapu
zaproponowana przez Giné i Zinn (1989); Arcones i Giné (1989) oraz Radulovi¢ (1996).
Uscislijmy, Ze naszym parametrem zainteresowania bedzie M;(FE X;) szeregu czasowego
{X:}, ktory jest przynajmniej WAP(1). Parametr M;(EX};) jest estymowany przez
X, = (1/n) 7, X;. Nastepnie przeniesiemy rezultat zgodnosci na estymatory wspol-
czynnikow Fouriera.

Pierwsze twierdzenie dotyczy przypadku $cisle okresowego.

Twierdzenie 3.2. Niech {X; : t € Z} bedzie cisle okresowym z okresem T, a-miesza-
jacym szeregiem czasowym. Niech X[ bedq obserwacjami generowanymi za pomocq
procedury MBB przy uzyciu blokéw o diugosci b — oo, ale b = o(n). Zatézmy, zZe

(1) funkcja kowariancji jest sumowalna, czyli

Z |CO'U(Xt,Xt+T)| < 00

7=0

dla wszystkich t =1,...T,
(11) zachodzi centralne twierdzenie graniczne, czyli

Vi (X, — 1) = N(0,0%), (3.7)

gdzie p = My(EXy) i 0 > 0.
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3.3. Zgodnos¢ bootstrapu ruchomych blokéw (MBB) dla sredniej prébkowe;

Wtedy procedura MBB jest zgodna, czyli
Var* (\/ﬁ 7;) N
oraz
sup’P( (Yn—u)<a:)—P*(\/ﬁ(X —E*X)<a:)’—>0.
zeR
Dowod. Zaczniemy od nastepujacego lematu.

Lemat 3.2. Niech (X1,...,X,) bedzie probkq z szeregu czasowego {X; : t € Z},
ktory jest SP z okresem T. Wtedy tablica {Y,; :t =1,...,n —b+ 1}, gdzie Y,,; =
Xi+ ...+ Xypq gest wierszowo SP z tym samym okresem T dla kazdego ciggu liczb
naturalnych {b,} takiego, ze b =10, < n.

Dowaod. Zauwazmy, ze dla kazdych r € N, t,7,...,7._1 € Z mamy
(Xt7 Xt+17 s 7Xt+b717 Xt+71>Xt+T1+17 s >Xt+T1+b*17
. aXt-‘rTrfp Xt+’rr71+17 C ’Xt-‘rTrfl-i-b—l)
= (XH-Ta s >Xt+T+b—1’ Xt+T1+T7 s 7Xt+T1+T+b—17 - >Xt+Tr—1+T’ < >Xt+Tr—1+T+b—1)'

Wobec powyzszego, obliczajac na tych wektorach wartosci odwzorowania borelowsko
mierzalnego, ktore sumuje b kolejnych elementéow wektora rb elementowego otrzymu-
jemy, ze
d
(Yn,ty Yn,t—i—na s 7Yn,t+n71) = (Yn,t—‘rTa Yn,t—&-n—i—Ta ce ’Yn,t+TT71+T)'

Na poczatku zauwazmy, ze bez straty ogdlnosci mozna zatozy¢, ze p = 0. Oczywi-
ascie nie oznacza to, ze FX; = 0. Dla kazdegon € Nit =1,...,n—b+1 (pamietajmy,
ze b =10b,) oznaczmy Z;, = Xy + ...+ Xy4p—1. Zmienne losowe Z*b sa warunkowo pod
warunkiem proby niezalezne o tym samym rozktadzie dyskretnym

1
P*( ;’b:Zt’b):m dla t:1,,n—b—|—1

Korzystajac z Twierdzenia 2.4 wystarczy pokazac, ze

k 1 P
S P —|z P, .
j=1 <\/ﬁ| J’b| g U) " <3 8)

S * 71 * d 1 * * P
jzl E (\/ﬁZj»th}:bK\/ﬁV) - ]Zl \/ﬁE ( j,b) — 0, (39)
oraz

ZVCLT (\/_ ]bl\z f> L2 (3.10)

gdzie v jest dowolna hczbq dodatnia. W ponizszym rozwazaniu wyjasnimy doktadniej
dlaczego wystarczy udowodni¢ powyzsze zbieznosci.
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Wiemy, ze ciag zmiennych losowych {X,,}5°, zbiega wg. prawdopodobieristwa do
pewnej zmiennej losowej X wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego rozbieznego do
nieskonczonosci ciagu liczb naturalnych {c, }5°, istnieje taki podciag {d,}32,, ze ciag
zmiennych losowych { X, }2° | jest zbiezny prawie na pewno do X. Naszym celem jest
udowodnienie zbieznoéci

d (L (Vn(X, — E'X})), N (0,0%)) —— 0, (3.11)

gdzie d jest dowolng metryka metryzujaca staba zbieznosé rozktadéw okreslonych na
(R, B(R)). W tezie Twierdzenia 3.2 zgodno$¢ zapisaliSmy za pomoca metryki supre-
mum. Wezmy zatem dowolny rozbiezny do nieskonczonosci ciag liczb naturalnych {¢, }.
Majac zbieznosci (3.9), (3.10) i (3.8) mozemy wybra¢ do ciagu {c,} podciag {d,,} taki,
ze

Z pP* (\/_|Z;b(dn)| > u> 20,

1 1 p.n

Z E<¢— Jb(dn>1|z > Z (Zi ) — 0,
oraz
k(dn)
p.n. 2

1
Z Var® (\/d— o V12 ><¢m> - 7

Korzystajac teraz z Twierdzenia 2.4 wnioskujemy, ze
4 (L (VX5 - X)) N(0,6%)) —220,

co oznacza, ze (3.11) zachodzi.
Aby udowodni¢ (3.8) zauwazmy, ze poniewaz rozktad zmiennych losowych Z7, jest
dyskretnym rozktadem jednostajnym, to:

> (5 .
P —\|Z7,] > V) = K1z, 1> vav-
N n—b+1 = [Ze,0]>

Oznaczmy przez

Un,t = k1\2t7b|>\/ﬁu
i rozwazmy tablice {U,: : t = 1,...,n — b + 1}. Korzystajac z Lematu 3.2 oraz
Lematu 2.8 z funkcja f(x) = kljy>c otrzymujemy, ze ta tablica jest wierszowo SP.
Aby pokazaé, ze spelnia ona zalozenia Lematu 2.7, zdefiniujmy druga tablice {V,,; :

t=1,...,n—0b+1} jako
1

b
Latwo widaé, ze dla kazdego ustalonego t =1,...,T

1 Zipri—1 VO+t—=1  Zi; 4 ¢

YRV = = Y A

2
Vn’t - Zt,b'

N (%)
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3.3. Zgodnos¢ bootstrapu ruchomych blokéw (MBB) dla sredniej prébkowe;

oraz
1 1 1
E (bZtQ,b) = Var (\/[;Zt,b> + E2 <\/[;Zt’b> .
Zbieznosé E2((1/v/b)Zy,) — 0 wynika z Lematu 1.1 - przypomnijmy tylko, ze p = 0.
Zbieznosé Var((1/v/0)Z;,) do o wynika natomiast z Lematu 2.10. Dlatego ciagi

{le}zo:nl? SRR {VWT}ZO:nT
sa jednostajnie catkowalne. Zauwazmy teraz, ze poniewaz Z1€2,b > nv? dla Uy, # 0,
otrzymujemy nastepujace oszacowanie
2
t7
0 < [Ung| = klth,b|>ﬁu < 2) Ith|>fu |Vnt\

z ktorego wynika, ze ciggi

{Uml}?f:nl? ) {Un,T}?Lo:nT

sa takze jednostajnie catkowalne. Korzystajac nastepnie z jednostajnej catkowalnosci
ciagu {V,,;} 1 oszacowania

Z by 1
0< E|Ups| = E (kl\zt,b|>ﬁy) <E g Hzslsviv | = QE‘Vnyt‘1|Vn,z|>kV2

otrzymujemy, ze EU,; — 0 dla n — oo i ustalonego t = 1,...,7. W ten sposob
pokazalismy, ze dla tablicy {U, .} spelnione jest zalozenie (ii) Lematu 2.7. Wyko-
rzystujac wlasnosé a-mieszania szeregu czasowego {X;} pokazemy teraz, ze zachodzi
rowniez zalozenie (iii). Zauwazmy, ze tablica {U, .} jest wierszowo a-mieszajaca ze
wspolezynnikami oy, (1) = ax(max{r — b+ 1,0}), gdzie ax jest funkcja mieszania
szeregu {X;}. Z Lematu 2.2 mamy oszacowanie

’COU(Un,t1|Un,t|<A7 Un,t+Tl|Un,t+T|<A)’ < 414206[]” (T)a
a poniewaz

1 n=b b
e — < 0dl ,
n—b+1ZaU”(T) n—b+1+n—b+lz&X - an o

zalozenie (iii) Lematu 2.7 jest spelnione ze wspolczynnikami a,, , = 4ay, (7).

Aby udowodni¢ (3.9) zauwazmy, ze

k 1 1 n—b+1
E* | —=Z,1 k’ Z 1
jzl <\/ﬁ 7,b Zj1b|<\/ﬁl/> Z jb b—l-l Z o4 Zy p|>y/mv-

t=1

Oznaczmy

Ui = k’\/—th1|th|>fu
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3.3. Zgodnos¢ bootstrapu ruchomych blokéw (MBB) dla sredniej prébkowe;

i rozwazmy tablice {U;, : t = 1,...,n — b+ 1}. Z Lematu 3.2 oraz Lematu 2.8
z funkcja f(x) = (k/\/n)rlysc, otrzymujemy, Ze jest ona wierszowo SP. Ponadto,
poniewaz Z7, > nv? dla U/, # 0,

1 1., 12} 1
<|Upil = kﬁ’Zt,bll\zt,bl>\/ﬁv < kEZt,b =0 ;Vn,b
czyli ciagi

{ l}n n17"'7{ T}n nr

sa jednostajnie catkowalne. Poniewaz zachodzi oszacowanie

| t| = <k n ) < lE (|Vn7t|1|Vn,t|>kl/2) )

v
mamy, ze EU; ; — 0 dla n — oo i ustalonego ¢t = 1,...,T. Stosujac te same kroki jak
w ostatniej czqéci dowodu zbieznosci (3.8), wnioskujemy, ze mozna zastosowaé¢ Lemat
2.7 do tablicy {Uj, ;} i otrzymujemy zbieznos¢ (3.9).

Aby udowodnié (3.10) zauwazmy, ze

ZVaT (f ZipLiz; b<ﬁﬂ> (3.12)

2

1 n—b+11 9 1 n—b+1
= — —Z41 — E( 1
n—b+1 Z p ot Zepl< Vv ( b1 \/— Zip |th|<fu>

t=1

Dla pierwszego sktadnika mamy

n—>bal s N
n — b + 1 =1 b ) | ,b
1 nbil g 1 n=b+l |
Tn—b+1 T2l - ~Z%1
n—b+1 ; b t,b n—b+1 ; b tb | Zy p|>v/mv
1 n bl 1 n—b+1

o . !
n—b+1 Z Vi n—>b+1 Z Vi

t=1 t=1

gdzie

1
{Vn/’tft: 1,7n—b+1} = {bzzbllzt,b|>\/ﬁll:t: 1,7n_b_|_1}
Zauwazmy, ze z jednostajnej catkowalnosci ciagow

{Vn 1}n nyy {VnT}n nr?

zbieznosci EV,; — o2 dla kazdego ustalonego t = 1,..., T, oraz réwnosci
!
th - Vn,t1|Vn,t|>kV27

otrzymujemy takze zbieznos¢ EV,, — 0 dla n — oo i kazdego ustalonego t. Na
podstawie Lematu 2.7 zastosowanego do tablic {V;,;} oraz {V,,,;} mozemy stwierdzic,
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3.3. Zgodnos¢ bootstrapu ruchomych blokéw (MBB) dla sredniej prébkowe;

ze pierwszy sktadnik prawej strony réwnania (3.12) dazy wg. prawdopodobienstwa do
o%. Dla drugiego sktadnika mamy natomiast

1 n—b+1 1
n—b+1 Z \/_thl‘ztb|<fy

1 nb+1 1 n—b+1
n—b+1 ; b b—l—l Z \/’tb |Z¢,p|>~/nv -

Rozwazmy teraz tablice

1
T,::t=1,....n—b+1} = Zip:t=1,...,.n—b+1
{ ,t } {\/B t,b - }

oraz

1
/L _ — P — _
{Tm.t—l,...,n b+1}_{\/th,byzwﬁ,,.t_1,...,n b+1}.

Poniewaz przyjelismy, ze u = 0, korzystajac z Lematu 1.1 mamy

1 1
E(Tn7t) —_- —F= (Xt + e +Xt+b—1) — O (

Vb NG,
7 nieréwnosci Cauchy-Schwartza otrzymujemy, ze ciggi
{Tnal}fzo:np R/ {TWT}'ZO:nTa
{Tﬁg}?:np MR {Tr/L,T}?zo:nTv

sy takze jednostajnie catkowalne. Stosujac Lemat 2.7 mamy, ze

>—>Odlan—>oo.

1 n—b+1 P
n_b+1 Z th1|th\<\/ﬁV 0

Uwaga ta konczy dowod zbieznosci (3.10). |

Powyzsze twierdzenie jest uogélnieniem Twierdzenia 2 z pracy Radulovié¢ (1996)
z przypadku Scisle stacjonarnych na $cisle okresowe szeregi czasowe. Zakladamy okre-
sowa, strukture wszystkich tacznych rozktadoéw, ale nie wymagamy zadnego konkre-
tnego tempa zbieznosci funkcji a-mieszajacej. W tym kontekscie zalozenia te mozna
okredli¢ jako minimalne.

Whniosek 3.3. Niech {X; : t € Z} bedzie a-mieszajgcym szeregiem czasowym, ktory
jest scisle okresowy z okresem T. Niech X; bedq obserwacjami generowanymi za po-
mocq procedury MBB przy uzyciu blokéw o dtugosci b — oo, ale b = o(n). Zaldzmy, ze
dla pewnego 6 > 0

(1) E|Xt\2+6 <oodlat=1,...,T,

fii) £, a5 (7) < oc.
Wtedy zachodzi centralne twierdzenie graniczne (3.7) oraz procedura MBB jest zgodna
w sensie Twierdzenia 3.2.
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3.3. Zgodnos¢ bootstrapu ruchomych blokéw (MBB) dla sredniej prébkowe;

Dowdd. CTG jest zagwarantowane w tym przypadku dzieki Twierdzeniu 2.1. Korzy-
stajac z okresowosci mamy

sup F|X|*™ < oo,
tez

a korzystajac z Lematu 2.2

6

S |Cou(Xe Xur)| < 8 (Sup E| X, \M) g S0 (1) < co.

=0 =0

Teza wynika zatem z Twierdzenia 3.2. |

Nastepnym krokiem bedzie sformutowanie ogélnego twierdzenia dotyczacego zgod-
nosci bootstrapu blokéw ruchomych dla niestacjonarnych szeregéw czasowych z prawie
okresowa funkcja wartosci oczekiwane;j.

Twierdzenie 3.3. Niech szereg czasowy {X; : t € Z} bedzie APC i a-mieszajgcy.
Niech X[ bedg obserwacjami generowanymi za pomocq procedury MBB przy uzyciu
blokow o diugosci b — oo, ale b= o(n). Zatozmy, zZe
(i) zbior istotnych czestotliwosci T = {r € [0,2m) : My(EX,e="") # 0} jest skori-
czony,
(i1) funkcja autokowariancyi jest jednostajnie sumowalna, czyli istnieje sumowalny
cigg {c;}22 taki, ze |Cov(Xy, Xiyr)| < ¢,
(ii1) istnieje ¢ > 0 taka, Ze

t+b—1 2+
t:L.s”’unpib+1 \/_ Z (X; — EXj) < K, (3.13)
gdzie stata K nie zalezy od b i n.
(iv) zachodzi centralne twierdzenie graniczne
Vi (X, — 1) = N(0,0%), (3.14)

gdzie p = My (EXy).
Wtedy procedura MBB jest zgodna, czyli

Var* (\/ﬁ Y:L) P2
oraz

sup ’P( (Yn - u) < SB) - P (\/E(YZ —E'X)) < :B)’ L.

zeR

Dowadd. Stosujac te same kroki, co w w dowodzie Twierdzenia 3.2, wystarczy pokazaé
nastepujace stabe prawa wielkich liczb:

1 n—b+1 I
—— > Uy —0,
n—b+1 = ’
n—b+1 =
7 1 n—)o- )
n—b+1 = * K
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3.3. Zgodnos¢ bootstrapu ruchomych blokéw (MBB) dla sredniej prébkowe;

1 n—b+1
n—b+1 ;

1 n—b+1 P
— Thy — 1,
n—b+1 ; & a

1 n—b+1
n—b+1 ;

gdzie wszystkie tablice sa takie, jak w dowodzie Twierdzenia 3.2. Bedziemy stosowaé
Lemat 2.9. Zauwazmy, ze kazda z tych tablic jest wierszowo a-mieszajaca przy czym

(1) < ax(max{r — b+ 1,0}),

dlatego zalozenie (ii) Lematu 2.9 jest spetnione. Wystarczy zatem pokaza¢ ograniczo-
noé¢ i zbieznos¢ momentoéw. Bedziemy korzysta¢ z nieréwnosci Czebyszewa i Holdera
otrzymujac oszacowania jednostajne ze wzgledu na n i ¢t. Dla tablicy {U,;} mamy

¢ ¢
E|Un |5 = E (K51, 15000)

= kP (\th| > vy/n)
24¢

th = 0(1)

1
<T
4

2+C \/‘
Dla tablicy {U), ;} mamy

1+5

E|U7,L,t|1+%: iR

’\[ O

1+§1

2+C\ 2+¢ 143
) (P (1%0] > i)

=o(1).

Dla tablicy {V,;} mamy

Dla tablicy {V, ,} mamy

¢ 1
ElV, "t =E ‘bZZb]'Zt,b|>l/\/ﬁ

1
< | BE|—=Z
( ‘\/B t,b

2+C

2+¢ 2+g 3¢
) (P (12l > w/))

2+¢

S
aY
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3.3. Zgodnos¢ bootstrapu ruchomych blokéw (MBB) dla sredniej prébkowe;

Dla tablicy {7, ;} mamy

E|Tn7t’2+< - th - O(l)

el ]

Dla tablicy {7, ;} mamy

<
E|T, | =E |\/_Zt,b1|Zt,b|>1/\/ﬁ

E|U, | = o(1).

k2+<

Zatem dla wszystkich tablic zalozenie (i) Lematu 2.9 jest spelnione. Zauwazmy, ze
powyzsze oszacowania implikuja nastepujace zbieznosci

1 n—b+1
———— Y EU., -0,
n—b+1 = ’

1 n—b+1
— Y EU,,—0
n—b+1 =

1 n—b+1

V

n—b+1 Z

1 n— b+1

n—b+1 Z ET,

Dla tablicy {T,,;} zachodzi

1 n—b+1 1 n—b+1 1
ET,, = —— —FZiy — 0,
n—b+1 tz:; T n—b+1 tz:; Vb bh

co wynika z Lematu 1.1. Natomiast dla tablicy {V},+},

1 n—b+1 1 nb+11 )
EV,) = ——— A
n—b+1 ; Tn—b+1 ; [

1 n—b+1

== ; (Var (\}E(Xt +.. 4 Xt+b1)>

1
(EX,+ ...+ EXH“)Q) — 02,

T
co wynika z Lematow 1.1 1 2.10. |

Zalozenia Twierdzenia 3.3 dotyczace ograniczonosci momentow (zalozenie (iii))
oraz CTG (zalozenie (iv)) moga by¢ zagwarantowane poprzez odpowiednie tempo
funkcji a-mieszania (warunki typu moment-mieszanie). Korzystajac z Lematow 2.3,
2.4, 2.5 oraz Twierdzenia 2.1 otrzymujemy nastepujacy wniosek.
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Wnhniosek 3.4. Niech szereq {X; : t € Z} bedzie APC i a-mieszajqcy dla ktorego zbior
istotnych czestotliwosci T = {y € [0,27) : My(EXe=") = 0} jest skoriczony. Niech
X[ bedg obserwacjami generowanymi za pomocq procedury MBB przy uzyciu blokow
o dtugosci b — oo, ale b = o(n). Zatozmy, ze lim,_ ., Var (\/ﬁ Yn> > 0 oraz, Ze
zachodzi jeden z trzech ponizszych warunkow:

5
(i’) supey, B X [*T10 < 00 oraz 352, T30y (1) < o0, gdzie ¢ >0 i 6 >0,
[

(i) sup,ey E| X4 < 00 oraz S22, Tay’ (1) < oo, gdzie § > 0,
(i”) Supsey | Xi| < oo prawie na pewno oraz ax(t) = O(t7%).
Wtedy procedura MBB jest zgodna w sensie Twierdzenia 3.3.

Powyzszy wniosek jest takze ulepszeniem istniejacych w literaturze twierdzen doty-
czacych przypadku statej funkcji wartosci oczekiwanej. Zakladajac (i’) oraz dowolna
strukture niestacjonarng taka, ze

1 t—%—l )
sup Var | — X;| — o7
Vb2

otrzymujemy zgodnos¢ MBB przy zaltozeniu jednostajnej ograniczono$ci momentow
rzedu wyzszego niz dwa. Dotychczasowe rezultaty dla takiego przypadku wymagaja
zalozenia ograniczonosci momentow rzedu przynajmniej wyzszego niz cztery (Lahiri,
1992; Fitzenberger, 1997; Politis i in., 1999; Gongalves i White, 2002). Przy zatozeniu
(ii’) Wniosek 3.4 polepsza natomiast tempo zbieznosci a-mieszania w Twierdzeniu
4.4.2, Politis i in. (1999).

3.4. Zgodnosci MBB dla przypadku wielowymiarowego
i gladkich funkcji sredniej

Zgodnos¢ MBB mozna tatwo przenie$é¢ na wektorowy szereg czasowy oraz parame-
try wielowymiarowe, o ile przypadek jednowymiarowy jest juz zbadany. Niech {X; : ¢ €
Z} bedzie takim szeregiem, tzn. X; = (Xy4,...,X,,), gdzie {X;, : t € Z} sa jedno-
wymiarowymi szeregami czasowymi. Jesli dostepne sa obserwacje (Xi,...,X,), to
probka bootstrapowa powstaje poprzez probkowanie z odpowiednich blokéw ztozonych
z tych wektorow. Nierownosci typu x < y, gdzie z,y € RP, bedziemy traktowac¢ zawsze
jako nieréwnosci po wspotrzednych.

Twierdzenie 3.4. Niech {X; : t € Z}, gdzie X; € R", bedzie a-mieszajgcym wek-
torowym szeregiem czasowym. Niech kazda sktadowa {X;, : t € Z} spetnia wszystkie
zatozenia Twierdzenia 3.3. Zalozmy tez, Ze dowolne dwie sktadowe {X;, . : t € Z},
{Xj,+ 1 t € L}, gdzie j1,52 = 1,...,r, sg¢ JAPC i spetniajq zatozenia Lematu 2.11,
oraz, ze zachodzi wielowymiarowe CTG, czyli

VX, — ) — N0, 5).

Niech X} bedqg obserwacjami generowanymi za pomocq procedury MBB przy uzyciu
blokéw o dtugosci b, gdzie b — oo, ale b = o(n). Wtedy procedura MBB jest zgodna,
czyli

sup
TSN

P* (x/ﬁ(iz —-B'X)) < x) - P (\/ﬁ (Xn — p,) < :z;)‘ 2o
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Dowdd. 1dea dowodu polega na zastosowaniu warunkowego twierdzenia Craméra-Wol-
da i wykorzystaniu zgodno$ci jednowymiarowej. Bedziemy potrzebowaé¢ nastepujacego
rezultatu, ktory jest rozszerzeniem twierdzenia Lévy’ego-Craméra o cigglosci.

Lemat 3.3 (Twierdzenie A, Athreya, 1987). Niech {H, (z,w)}>2, bedzie ciggiem loso-
wych dystrybuant zwigzanych z przestrzeniq probabilistyczng (Q, F, P). Oznacza to, ze
dla kazdego zdarzenia w € Q, H,(z,w) jest dystrybuantg na R". Zatéimy, ze dla
kazdego n € NU{0} i x € R" H,(z,-), jest odwzorowaniem mierzalnym z przestrzeni
(Q, F) na przestrzen ([0, 1], B([0,1])). Niech ¢, (t,w) = [ e H, (dx,w) bedzie funkcjq
charakterystyczng H,. Wtedy nastepujgce dwa warunki sq rownowazne

(1) dla kazdego v € R”

H,(z,w) —* Hy(z,w),
(11) dla kazdego t € R"
¢n(t> w) —d_> ¢0(t7 w)'

Role ciagu H, w naszym przypadku petnil bedzie rozktad bootstrapowy, a role
dystrybuanty granicznej (nielosowej) rozktad normalny. Zauwazmy, ze poniewaz

Hy(z,) = P*(Vn(X, — E'X,) <) = B'L mx_pexetycon

odwzorowanie H,(z,-) jest zawsze mierzalne wzgledem o-ciala generowanego przez
obserwacje (X1,...,X,). Uwaga ta dotyczy zaréwno bootstrapu jednowymiarowego
jak 1 wielowymiarowego. Przypomnijmy takze, ze zbiezno$é wedtug rozktadu do statej
jest zbieznoscia wedlug prawdopodobieristwa.

Najpierw pokazemy punktows zbieznos¢ wg. prawdopodobienistwa funkcji charak-
terystycznej wielowymiarowego rozktadu bootstrapowego. W tym celu zauwazmy, ze
dla kazdego wektora ¢ € R"

O m—px) () = O ez —px;) (1)

Szereg {Y; : t € Z} = {c™X,; : t € Z} jest szeregiem APC spekiajacym wszystkie
zalozenia Twierdzenia 3.3. Zatem dla tego szeregu MBB jest zgodne i ponadto

Var (\/ﬁ 7n> — ¢ Ryc

oraz
ViV, — E'Y}) = i <™, — E'X).
Korzystajac ze zgodnosci bootstrapu dla szeregu {Y;} i Lematu 3.3 mamy, ze

% P
¢\/g CTR(XZ,E*XZ)(1> - ¢N(O,CTREC)(1) = ¢N(0,E) (C)

Korzystajac jeszcze raz z Lematu 3.3 otrzymujemy, ze dla dowolnego z € R”
pr (\/E(X; - E'X,) < 95) — Fyos)(2),
gdzie Fy (o) jest dystrybuanta rozktadu N (0, ). Zbieznosé jednostajng otrzymujemy

z twierdzenia Polya zastosowanego w identyczny sposob jak w dowodzie punktu (ii)
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Twierdzenia 3.2.1 w monografii Politis i in. (1999). Ostatnim kokiem jest zapisanie
nieréwnosci trojkata

sup |P* (\/E(KZ —-E'X)) < w) - P (\/ﬁ(in — ) < a:)‘
z€R"
< SUp P* (\/E(K:L - E'X)) < a:) — FN(O’E)(I')‘
rER"
+ sup P (ﬁ(in — ) < m) — Fyoz)(2)],
rER”
ktora implikuje teze. ]

Stosunkowo szeroka klase parametréw stanowia parametry beda gladkimi fun-
kcjami sredniej. W kontekscie szeregéw czasowych prawie okresowych maja one postaé
0 = H(M,(EX,)). Jako naturalny estymator parametru 6 mozna przyjac 6, = H(X,,).
Jezeli funkcja H jest odpowiednio gladka, to metoda delta podaje postaé¢ asymptoty-
cznego rozktadu wielkosci v/n(H (X)) — H(M;(EX,))). Rozklad ten mozna przybliza¢
za pomocg MBB w sytuacji opisanej przez ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.5. Niech {X, : t € Z} bedzie APC szeregiem czasowym spelniajgcym
zatozenia Twierdzenia 3.3. Dla pewnego odwzorowania H : R — R zatozmy, ze
(1) H jest rézniczkowalne w zbiorze

Ng={z e R: |z — pu| < 2n},
gdzie p = My(EX,) orazn > 0,
(i) H'() # 0,
(111) H spetnia warunek Lipschitza rzedu k > 0 na Ny, tzn. istnieje stata rzeczywista
C, ze dla kazdych x,y € Ny
|H(z) — H(y)| < Clz —yl".

Wtedy procedura MBB z blokiem o diugosci b — oo, ale b = o(n/Inn), jest zgodna,
czyli

N

:)3) 2 0.

sup| P (Vin(H(X,) = H(E'X)) < ) = P (vVa(H(X,) — H(w)

Dowdd. 7 niewielkimi modyfikacjami dowdd opiera sie na dowodzie Twierdzenia 4.1,
Lahiri (2003). Rozwazmy nastepujaca dekompozycje

Vi (H(X,) - H(E'X))) = Vi H'(n)(X, — E'X,,) + R,

Reszta R} jest definiowana poprzez powyzsze rownanie. Korzystajac z warunkowego
lematu Stuckiego (Lemat 4.1, Lahiri, 2003, str. 77) wystarczy pokazaé, ze dla dowol-
nego € > 0

P* (IR > ¢) £ 0.
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3.4. Zgodnosci MBB dla przypadku wielowymiarowego i gtadkich funkgji $redniej

Oznaczmy t, = |E*X,, — p1|. Wielko$¢ ta jest nielosowa wzgledem P*. Zauwazmy, zZe
na zbiorze {t, <n}N{|X, — E*X,| < n} zachodzi nastepujace oszacowanie

Byl = |V (H(X,) — H(E'X,)) — v H'(1)(X,, — E*X,)
= Vi |H (X, + (1 - OE"X,) (X, — E'X,) — H'(1)(X, — E'X,)
= || |H (X, + (1 - @E*Y*) — H'(p)|
< CIEX, + (1= OEX, — pl*|Ty|
= ClE(X, — B°X,) + (E°X,, — )| T
<l (IX, - B+ 1) 1],

W powyzszym oszacowaniu & jest pewna liczbg z przedmalu [0, 1] i jej istnienie wynika
z twierdzenia Lagrange’a, natomiast 7, = \/H(X — E*X,). Aby oszacowaé z gory
wielkos¢ P*(|R}| > €) zauwazmy, ze
{I7,] > e} ={IR}| > e.tn <n}U{|R}| > €.t > n}
C IR > € |X, = "X, | <.t <1}
U{IR;| > €, |X, — E*X, | > n,tn <} U{|R}| > €1, > n}
C{IRy] > ¢, |X,, — E*X, | <n,tn <} U{|X, = E*X,| > 0} U{t, > n}.

n

Poniewaz wielko$¢ t,, jest nielosowa wzgledem rozktadu P*, korzystajac z powyzszej
inkluzji mamy oszacowanie

PY(|R;| > €) < P*(|R;| > € [X,, = E'X,| < 7) Ly,
+ Loy + P (X, - E°X| > 1)
<P (C(IX,, = B X" + )| | > e
+ Loy + P (X, = E°X| > 1)
<P (Cn BT > ) + P (CS|Ty ] > 5)
+ 1y + P (02T > 7).

Korzystajac teraz z relacji

{cenmy) > s} < {tn > 1M}u{|7;;‘|>20, lnn}

oraz z faktu, ze dla duzych argumentéw funkcja logarytmiczna ro$nie wolniej niz pote-
gowa, mozemy ostatecznie napisac, ze

P(|Ry| > €) <3P (|T;| > C(e,x,m)Inn) +2-1,

>lnn

Ze zgodno$ci bootstrapu pierwszy sktadnik prawej strony powyzszej nierownosci jest

rzedu op(1). Aby zbadaé¢ zbiezno$é wielkosci 1, _ _n  zauwazmy, ze

t"l

(1,2 ) <P(t>3%) <

>1nn

lnanti.
U
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3.4. Zgodnosci MBB dla przypadku wielowymiarowego i gtadkich funkgji $redniej

oraz
Bt <2B|X, — X,|* +2E|X,, — pul?. (3.15)

Z zalozenia o jednostajnej ograniczonosci momentéw rzedu 2 + ¢ otrzymujemy, ze
E|X, —p* = O(1/n). Pierwszy skladnik prawej strony nieréwnosci (3.15) oszacujemy
nastepujaco

2

b—1
e n
EX —-X,?<E ’ 1‘X + ) (Xi + X
L = o - 0 X+ X

AN 4 b—1 2 b—1 2
SO\ |EX, + 57— | E b—1t) X E (b—1t) X, .
(%) 2 e (P (500 ¢ (2 )

Latwo widaé, ze EYZ = O(1). Dla pozostalych sktadnikéw mamy oszacowanie wynika-
jace z ograniczono$ci momentow

2 _ 2

b—1 b—1
B(X0-0%) =B (X 0-0X00m) -0,
t=1 t=1
Z powyzszych rozwazaii otrzymujemy, ze Et2 = O(1/n) + O(b*/n?), a zatem

1 n_ :Op<1).

t">1nn

Powyzsze twierdzenie moze by¢ takze zapisane tatwo w wersji wielowymiarowej dla
odpowiednio gtadkiej funkcji H : R"™ — R*. W dowodzie nalezy zamieni¢ odpowiednio
moduty na normy.

Pokazemy teraz, ze otrzymane rezultaty zgodnosci MBB dla sredniej probkowej
moga zosta¢ tatwo przeniesione na wspotczynniki Fouriera. W pierwszej kolejnosci
rozwazmy szereg czasowy {X; : t € Z}, dla ktorego EX; = 0. Zdefiniujmy wektorowy
szereg czasowy {Wi(\,7) : t € Z} jako

Wt()\, 7') = XtXt+T€7i)\t.

Funkcja wartosci oczekiwanej tego szeregu jest funkcja prawie okresowsa. Latwo widac,
ze

M;(EW(\, 7)) = lim — ZE X Xpem™MY = a(\, 1)
oraz

W r(\,T) =

LN W = ).

n—17.,3

Dlatego mozemy uzy¢ procedury MBB, aby estymowaé¢ M (EW (A, 7)) czyli a(A, 7).
Niech (Wi (A, 7),...,Wr__(\ 7)) bedzie probka MBB otrzymana z obserwacji

Wi 7)o W) = (X Xrre ™, Xy Xy 0
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3.5. Zgodnos¢ bootstrapu sezonowych blokéw (SBB)

Wersje MBB estymatora a, (A, 7) definiujemy jako

— 1
a(Nm)=W,_ _(\71)= Z WA, 7).

Ponizszy wniosek dotyczy zgodnosci estymatora @ (A, 7).

Wnhniosek 3.5. Niech szereg czasowy {X; : t € Z} bedzie APC i WAP(}). Zatoimy, Ze
EX; =0 oraz dla pewnego 6 > 0 spetnione sq¢ nastepujgce warunksi
(i) zbior istotnych czestotliwosci Ay = {\ € [0,27) : My(B(t,7)e” ) # 0} jest
skonczony,
(i5) supyey B| X8 < o0,
)

(iii) S22, Tax” (1) < oo,
(i) det(X) # 0, gdzie
¥ = lim Var (\/ﬁ dn()\,T)) .

n—oo

Wtedy procedura MBB z blokiem o dlugosci b — oo, ale b = o(n), dla estymatora
an (X, 7) jest zgodna, czyli

sup

swp [P (i@, 0 7) — B(@;00 7)) < o)

—P (Vi (an(\7) = a(A, 7)) < z) | —— 0.

Powyzszy rezultat dotyczy przypadku zerowej wartosci oczekiwanej szeregu { X, }.
Zatozmy teraz, ze Srednia jest funkcja prawie okresowg i ma zbior czestotliwosci I' =
{7,...,7K}. Aby otrzymac¢ zgodnos¢ MBB zauwazmy, ze estymator a, (A, 7) mozna
zapisaé¢ jako funkcje sredniej probkowej szeregdw

{XiXiircos(At) i t € Z}, { X Xiirsin(At) : t € Z},
{Xicos(mt) : t € Z},{X;sin(nt) : t € Z},
{Xicos((y1 — AN)t) it € Z},{ Xysin((y — AN)t) : t € Z},

{Xt cos(yxt) 1 t € Z},{ Xysin(vykt) : t € Z},
{Xicos((vg — AN)t) 1t € Z}, { Xy sin((yx — A)t) : t € Z},

ktore sa APC 1 JAPC jesli zalozymy, ze {X; : t € Z} jest APC, WAP(3) oraz WAP(4).

3.5. Zgodno$é bootstrapu sezonowych blokéw (SBB)

Zauwazmy, ze dla szeregu okresowo skorelowanego w wyniku procedury MBB otrzy-
mujemy probke, dla ktorej
E* Xy # E" X{
Jesli procedure MBB zmodyfikujemy w ten sposob, ze bedziemy probkowaé z blokow
Bipy = (X4, ..., Xiyp—1), dla i = 1,...,n definiujac X,,4; = X; (cykliczny MBB), to
wtedy E*X;} = X, (warunkowa stacjonarnos¢). Mozemy zatem stwierdzi¢, ze proces
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3.5. Zgodnos¢ bootstrapu sezonowych blokéw (SBB)

resamplingowania nie replikuje okresowos$ci w danych. Poniewaz gtéwng ideg resam-
plingu jest to, aby jak najlepiej zachowywal cechy probki, pojawia sie pytanie o taki
sposob resamplingowania, ktory replikuje okresowosé. Mozna si¢ spodziewac, ze taka
procedura bytaby by¢ moze bardziej efektywna. Jak do tej pory zaproponowano dwa
specjalne sposoby resamplingowania danych okresowych: bootstrap blokéw sezonowych
(SBB), dla ktorego E*X; = E*X} 7, oraz bootstrap blokéw okresowych (PBB), dla
ktorego E*X; = E*X/ ;. W niniejszym paragrafie skoncentrujemy si¢ na pierwsze;
metodzie.

Bootstrap blokéw sezonowych zostal opisany w pracy Politis (2001). Rezultatem tej
pracy jest zgodnosé dla modelu X; = f(t) + Z;, gdzie funkcja f jest okresowa a szereg
czasowy {Z; : t € 7} &cisle stacjonarny. Okazuje sie, ze rozwiniete w poprzednich
paragrafach techniki umozliwiaja rozszerzenie tego rezultatu.

Twierdzenie 3.6. Niech szereg czasowy {X; : t € Z} bedzie PC i a-mieszajgcy.
Zatozmy, ze spetnia on zatozenia (ii)-(iv) z Twierdzenia 3.3. Niech X} bedq obserwa-
cjami generowanymsi za pomocq procedury SBB przy uzyciu blokéw o dtugosci Th, gdzie
b — 00, ale b = o(n). Wtedy procedura SBB jest zgodna, czyli

Var* (\/ﬁ Y:L) P52

oraz

sup’P( (Yn—,u)<m)—P*(\/ﬁ(X —E*X)<m)’—>0

z€R

Dowdd. Dowdd przeprowadzamy analogicznie do dowodu Twierdzenia 3.3 uwzgled-
niajgc réznice migdzy MBB i SBB. Przypomnijmy, ze n = bTk i oznaczmy Z;;, =
Xirp1+ ...+ X4, gdzie j = 0,..., (k—1)b. Probkowanie przeprowadzamy w opar-
ciu o nastepujacy rozktad

1
P*(Z;b:Zt’b) - m, dlat:(),,(k—l)b

Pokazujemy, ze dla dowolnego v > 0

ZP*( Z7| >u> £ 50, (3.16)

k k
1 1 P
E* | —Z51 4« < m,) — —FE*(Z7,) — 0,
2 (Jritaies) - U
oraz
E Var* IZ <y _r, 02,
\/— Jb |Z3 |<vn

za pomocy technik uZytyCh w dowodach Twierdzen 3.2 1 3.3. Przyktadowo dla zbieznosci
(3.16) mozemy napisac

ZP*( b\>y>:kP*<\/_\Zlb|>u>

1 (k—1)b
= 77 N 1 1 v/n
(k—1)b+1 tz:(:) |Z4 b >v/1
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3.6. Zgodnos¢ bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

i dalej
i (k=1)b k (k—1)b 1 /i
Pl—+———— 1 i | € 57— P —=|Zip| > vVEk
(k—1)b+1 t:ZO Zeal=/m S = 1)b + 1 t:ZO (Jﬁ ol > )
- ) 24¢
k (ki)b E ﬁZt,b‘ _0 <>
Sk—1b+1 & v kS)

Otrzymujemy zatem w tatwy sposob zgodnosé bootstrapu blokoéw sezonowych w tych
samych sytuacjach co dla MBB. Oprécz Twierdzenia 3.6 mozemy sformutowaé¢ ana-
logiczne twierdzenia dla SBB przy warunkach z Twierdzenia 3.2, Wniosku 3.3 oraz
Whiosku 3.4.

3.6. Zgodnosé bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

W pracy Chan i in. (2004) zaproponowano metode bootstrapowania dla danych
okresowych zwanag bootstrapem blokéw okresowych (PBB). Publikacja Chan i in.
(2004) koncentruje sie glownie na przykladzie zastosowania do danych opisujacych
degradacje materialow wystawionych na dziatanie czynnikow zewnetrznych (slorice,
wiatr, wilgo¢, itp.). Autorzy zaktadaja nastepujace warunki o szeregu {X;}:

() jest on $cisle okresowy rzedu pierwszego (SP(1)) i okresowo skorelowany
z okresem T,

(ii) jest on m-zalezny, przy czym m jest duzo mniejsze niz dtugosé okresu 7',

(iii) funkcja autokowariancji B(t,T) jest nieujemna.

Przy powyzszych warunkach otrzymano w sposob nieformalny, ze procedura PBB dzia-
ta ”w przyblizeniu”. Praca Chan i in. (2004) zostawia zatem do rozwiazania nastepujace
problemy:

e asymptotyczna zgodnosé bootstrapowego estymatora wariancji i bootstrapowych
kwantyli,

e przypadek a-mieszajacy,

e pordéwnanie efektywnosci PBB i M BB.

W tym paragrafie bedziemy sie starali rozwiaza¢ dwa pierwsze problemy. Dzieki pra-
com Singh (1981); Liu i Singh (1992) oraz Kiinsch (1989) wiemy, ze bootstrapowanie
danych zaleznych za pomoca blokéw, ktérych dtugoséé nie dazy do nieskoriczonosci moze
powodowaé klopoty ze zgodnoscig. W przypadku PBB dlugo$é bloku jest mniejsza niz
okres i dlatego nie moze dazy¢ do nieskoriczono$ci. Dlatego przeniesiemy najpierw idee
PBB na przypadek tablic okresowych z okresem, ktéry zwieksza sie wraz z numerem
wiersza. Otrzymane wyniki sformalizuja rezultaty Chan i in. (2004) oraz pozwola wy-
snu¢ wnioski na temat szeregdéw czasowych.

W dalszej czesci bedziemy si¢ zajmowac tablica zmiennych losowych {X,,; : t =
1,...,dn}, gdzie d, — oo. Zalozmy, ze funkcja wartosci oczekiwanej p,; = E(X, ;)
w tej tablicy jest wierszowo okresowa z okresem 7}, w n-tym wierszu. Obserwujac kolej-
no wiersze tej tablicy obliczamy $rednia probkowa X, = (1/d,,) X%, Xo.t, ktora esty-
muje wielkosé 1, = (1/Ty,) 312, pins- Nastepnie stosujemy wierszowo bootstrap blokow
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3.6. Zgodnos¢ bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

okresowych otrzymujac bootstrapowa wersje tego estymatora X, = (1/d,) X%, X
Oznaczmy {a,(7) : 7 = 0,1,...} jako funkcje a-mieszania w n-tym wierszu tablicy
{Xnﬂf} oraz Bn(ta T) = CO’U(th, Xn,t—i—T)'

Twierdzenie 3.7. Niech {X,;:t=1,...,d,} bedzie wierszowo WP(1), gdzie pi,+ =
E(X,+) jest funkcjq okresowq zmiennej t z okresem T,,. Zaldzmy, Ze

(1) T,, = Lyby, d, =1, T,,, T, — o0 i1, — 00 dlan — o0,

(ii) istnieje 6 > 0 takie, ze

sup E|Xn7t|4+5 = My, s <00 oraz sup Z TCY4+5 =K < o0,
t,n

(111) wariancja jest zbiezna jednostajnie, tzn. dla kazdego ciggu {k,} rozbieinego do
nieskonczonosci 1 takiego, ze k, < d,, mamy

s=1,....dp—kn+1

( 1 s+kn—1
sup Var Z Xot | — o’
\Y, TL

gdzie o > 0.
Wtedy zachodzi centralne tunerdzenie graniczne, tzn.

\/d? (Yn — yn> —L L N(0,0?)

v PBB z blokami o dtugo$ci b, takiej, ze b, — oo jest zgodny, czyli

Var* (\/dTL X:) P52

oraz

sup |P* (o, ~ EX(X,)) < ) = P (Vdu(X i) < )

Dowdd. Centralne twierdzenie graniczne jest implikowane bezposrednio przez Twierdze-
nie 2.2 oraz Uwage 2.1. Dla przejrzystosci dowodu bedziemy czasami opuszezac indeks
nw b,,d, oraz T,. Niech Z; = X; + ... + X¢1p_1. Poniewaz

1 Lpn—1rp—1 _

X, g Z Z b+gT+1a

nuO]O

mozemy powiedzie¢, ze estymator YZ jest suma niezaleznych zmiennych losowych
pochodzacych z L,, réznych rozkladéw (dla réznych czesci okresu mamy rozne u =
0,...,L,—1)

. 1
P (Ziyyrin = Zubsirsr) = — =0, -1,

n
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3.6. Zgodnos¢ bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

gdzie j = 0,...,7, — 1 jest numerem okresu. Korzystajac z tego, ze E*X, = X,
mozemy zapisac

Lyp—1r,—1 Ly,—17r,—1
Vo (5, - ) = (1 P NER S SN

" u=0 7=0 n u=0 7=0
1 Ln—l Tn—l _
7%
V ( ub+jT+1 — EZyir4+1)
n u= 0 7=0
1 Lp—1r,—1 _
—— 3 N Zuirr — EZuprjr1)
" u=0 j=0
1 Ln 1T‘n 1 1 Lp—1r,—1
=\/d, b+jT+1 Z Z Zub+jT+15 | 5
” u= 0 j= O n u=0 5=0

gdzie Zt = Xt — EXt + Ce —|— Xt+b71 — EXt+b,1 oraz

1
Pr (ZZbJroJrl - ZUb+tT+1) = 77 t=0,....,rpn— 1
n
Widzimy, ze skutkiem idealnego replikowania okresowosci w probce bootstrapowe;j jest
to, ze mozemy zatozy¢, ze probkujemy z blokow Z,;,. 4711 0 zerowej wartosci oczeki-
wanej.
7 Twierdzenia 2.4 wystarczy pokazac, ze

Lp—17rn,—1
n n 1 b
P —|z: .|>ﬂ——aa (3.17)
1;] jz% < /dn b+3T+1
Ln—lTn—l
=0 =0 / ub+35T+1 f'Zub+JT+1|>V ,
oraz
Ln—lTn—l . i
7»;) ]ZO Var: (\/ Ub+JT+11f|Zub+JT+1|<V> — 0, (319)

gdzie v jest dowolng liczba dodatniag. W dowodach tych zbieznosci wykorzystamy
nastepujace oszacowanie

4
E ‘LZubHETJrl) 1
P(% >M%)< /b ~0 ,
| Zub+ir41] v (V2L )2 r2L2
ktore wynika z nieréwnosci Czebyszewa, Lematu 2.4 oraz jest jednostajne wzgledem u
it.
Aby udowodni¢ (3.17) zauwazmy, ze

Ln—17n—1 Ln—1
P*( , |>1/>: rP*( |z |>7/>
UE:O ]z:o \/_ b+JT+1 Z n \/— ub+1
Ln—17n—1
= Z Z 1|Zub+tT+1\> dnv
u=0 t=0
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3.6. Zgodnos¢ bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

oraz

Z Z 1|Zub+tT+1|> dnv > €
u=0 t=0

u=0 t=0
TLLTL

Aby udowodni¢ (3.18) zauwazmy, ze

u=0 7=0

Ly,—1r,—1 L —1r,—1
P( ) < - > P <|Zub+tT+1\ > @V)

\/— ub+]T+11|Z;b+jT+l|>V\/dn>

Ly,—1
_ *
= Z ) < — ub+1 | g1l dnu>
Ln 1rn 1
= Z Z ,— ub+tT+11|Zub+tT+1\>uﬁ
u=0 t=0 ”
oraz
(Ln 1rp,—1
Z Z ub+tT+1 1|Zub+tT+1 |>7/\/ dn )
u=0 t=0 V ”
1Ln 1r,—1
Z Z 12 \/_ZUb+tT+11|Zub+tT+l|>VVd"
u=0 t=0
Ln 1r,—1 (H )
Z ’ub+tT+1 (H ‘Z b+tT+1 )
u=0 t=0 EVL n \[[ VD '

0<rn )

Aby udowodni¢ (3.19) zauwazmy, ze

Ly,—1r,—1
Z Z Var* (

u=0 7=0
Lp—1 ( 1
* *
= § r,Var — ub+11\z* |<Vdnv
=0 d ub+1 n

Lnp—1 { 1 ™=l q

\/_ ub+jT+11|Zub+JT+1|< dm/)

Z I'n Z d Z2b+tT+11\Zub+tT+1\§ dnv
(3.20)

Tn =9 an
1 rp—1 2
( Z /_ “b+tT+11|Zub+tT+1|<v dnl/>

T'n =0
Lyp—1r,—1 1 Ly,—17r,—1 1

Z Z b+tT+1 Z Z b+tT+1 |Zub+tT+1|> dnv

uOtOn

u=0 t=0 n
1 Ln=1 fra-1 2

o Z Z Ub+tT+11|Zub+tT+1\< dnv =Up— Vo — W,
Tn +=0 \i=o Vdn
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3.6. Zgodnos¢ bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

Dla wielkosci V,, mamy oszacowanie

Ln—lT'n—l
P (|Va] > €) Z > E( 2 1l dny)
u=0 t=0
1 Ly,—1r,—1 1 1 ,
€ . 3.21
1;) g Lnrn (anZUbHT+1 2 (HllzubthT+1\>\/£V 2) ( )

1
=0 (rnLn> '

Dla W,, natomiast mozna napisa¢, ze dla pewnego ( > %

Lo—1  fro—1 2
P([W,| >¢€) < Z E(Z Nz» ub+tT+1)

T'n u=0
4 Ln,—1 rp—1 1
+— E ——=ZuptiT+11 7
€rn, uz%] 2 /dn | ZuwprtT4+1|>Vdnv

2
1
3.22
- (\/%ZUb+tT+11|Zub+tT+1|> dn’/> ) } ( )

4 Lpn—1 (rn—1 2
> {Z E( Zup+tr+11)z > ,,)}
1/ ub+tT+1 n

Ernuo =0

1
_0<Tn> +0<rn> +O<7~2Lg> 0,

poniewaz korzystajac z Lematu 2.1 oraz zalozenia (ii) mamy

1 Ln= ra—1 2
NS E(z 7 )

E’I"nuo

Ly—1r,—17r,—1—t

2.2 X

n u=0 t=0 7=0

1
COU U ) Zu T
<\/b_ b+tT+1 \/E b+(t+ )T+1>|
Lp—1rp,—1r,—1—t

N 1/2
Z Z Z (sup E‘\/_ Wbt T4 1 ) a}/z(TTn—bn—l—l)

n u=0 t=0 71=0
1y _ 'l 1 1

<Za1/27T—b+)+O()\ <+O<>.

Tn =2 T'n TnTlTCT T'n

Pokazalismy zatem, ze obie te wielkosci zbiegaja do zera wg. prawdopodobienistwa.
Bedziemy chcieli teraz udowodnié, ze U,, dazy wg. prawdopodobiefistwa do o2. W tym
celu zdefiniujmy tablice {Y,,; : ¢t =0,...,r, — 1}, gdzie

\
7"2L

\
TQL

1 Ln? 1

T Z b+tT+1~

n u=0 n
Bedziemy chcieli pokazaé, ze dla tej tablicy spelnione sa zatozenia Lematu 2.9. W pierw-
szej kolejnosci zauwazmy, ze z zalozenia (iii) mamy

1 rn—1 Lp—1r,—1
— Z EYTLt Z Z Var ( ub+tT+1> i 0'2. (323)
Tn 3= 0 Ln Tno = 0 t=0 \/b_
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3.6. Zgodnos¢ bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

Nastepnie, poniewaz

1 1
‘COU (bZ51b+tT+1a bZ32b+tT+1)‘ < Oy,

mozemy napisac, ze

2

1 2t 2 Inl g
ElY,[* <2E I > 0 (ZZb—i-tT—i-l - EZZb—l—tT—i—l) I > FEZSb+tT+1 =0(1).
n oy=Q “n nou=0 "N

Zatem tablica {Y,,:} ma jednostajnie ograniczone drugie momenty. Jest ona takze
wierszowo a-mieszajaca ze wspotezynnikami oy, (7) < ap,((1 — 1)T,, + 1). [ |

Ze wszystkich zalozen Twierdzenia 3.7 najbardziej ograniczajace jest zatozenie (iii),
gdyz nie pozwala funkcji autokowariancji na okresowo$é. Przyktadem modelu, ktory
spetnia zatozenie (iii) jest X,,; = f.(t)+Z;, gdzie funkcja f,, jest okresowa z okresem 75,
a szereg czasowy {Z;} jest WS(2). Zaprezentujemy teraz rezultat, w ktorym zatozymy
nieco inny, mniej ograniczajacy warunek.

Wnhniosek 3.6. W Twierdzeniu 3.7 zatozenie (iii) moze byc zastgpione nastepujgcym
zatozeniem
(111°) tablica {X,,:t=1,...,d,} jest wierszowo PC z okresem T,, (T,, — 00) oraz

1 &
Var | — Y X,.: | — o2,
(g
gdzie 0® > 0. Ponadto sup, {7+ ai (1)} < oo dla pewnego ¢ > 0.

Dowadd. Zaczniemy od pewnej modyfikacji Twierdzenia 2.2.

Lemat 3.4. Niech {X,;:t=1,...,d,} bedzie tablicg zmiennych losowych o zerowych
wartosciach oczekiwanych, ktora jest wierszowo PC' z okresem T,. Zatozmy, Ze
(a) istnieje 6 > 0 takie, Ze

o 5
Stup E|Xt,n‘4+6 = My, s <00 oraz sup Z Tan (1) = K < 00
n nor=1

i ponadto, istnieje pewna liczba ( > 0 taka, Ze sup,, {7'7a!/?(1)} = K’ < oo,
(b) Var (ﬁ S Xn’t) — 02, gdzie 0 > 0,
(c¢) d,)T, — .

Wtedy zachodzi centralne twierdzenie graniczne

1 &
W ZXth L N(O,O’2).
n t=1

Ponadto wariancja asymptotyczna dana jest nastepujgcg formutq

1 Th 0

o? :T}LHOIOTZ > B,(t,7). (3.24)

n t=1 1=—00
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3.6. Zgodnos¢ bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

Dowadd. Zalozymy bez straty ogdlnosci, ze d,, jest podzielne przez T,,. Zdefiniujmy
nowa tablice {Y,,;:t =1,...,7,}, gdzie r,, = d,,/T,, — o0 oraz

(S
Yn,t = = Xn7j-
T, G=(t—1)Tn+1

Mamy oczywidcie, ze
1 dn 1 Tn

oraz tablica {Y,,;} jest wierszowo WS(2) i a-mieszajaca ze wspotczynnikami ay, (7) =
a,((r — 1)T,, + 1). Dowod tezy mozna uzyska¢ dowodzac CTG dla tablicy {Y,.}
za pomoca krokow z dowodu Twierdzenia 2.2 7z uwzglednieniem Uwagi 2.1 (patrz
Politis i in., 1999). Jedyna roznica jest taka, ze nie zaktadamy zalozenia jednostaj-
nej zbieznosci wariancji (zatozenie (ii) w Twierdzeniu 2.2). Dlatego musimy wyjasnic¢
dlaczego dla tablicy {Y,,;} zachodzi zbieznos¢ (B.6) ze str. 324 monografii Politis i in.
(1999). Poniewaz tablica {Y,,:} jest wierszowo WS(2) wystarczy pokazac, ze

C (]

anr ; Yot — o2,

Wykorzystamy nastepujace oszacowanie

L

Var Z Y+ —o?

AT &
1 \;T?LMJ 1 Tn 1 Tn
< wVar Z Yoi:| —— Var <Z Ymt) + |—Var (Z Yn7t> — .
T'n J t=1 T'n t=1 T'n t=1

Drugi sktadnik prawej strony tej nieréwnosci dazy do zera z zalozenia (b). Niech
By, (1) = Cov(Yy 1, Y 14r). Korzystajac ze stacjonarnosci w wierszach {Y,,;} i zamiany
zmiennych w sumach otrzymujemy

] T
MVM" ; Yoi | — 7“1,1 Var (Z Yn7t>

n

{rf/“J -1 7' - 7'
=02 Y (1 — W) By, (1) =2 <1 - ) By, (1) (3.25)

T=1 T=1 Tn
= 2 Tzl 2 [
<2 ), |By(n)|+ - ZT|BYH<T)|+37/4 S 7|By, (7).
- ViMJ ™ 41 V” J —
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3.6. Zgodnos¢ bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

Z Lematu Kim (1994) mamy, ze sup,,, F Y,,(t)|* < o0, a z Lematu 2.1 otrzymujemy
natomiast nieréwnos¢

1/2
By, (r)] < 8 (supE\Y (t) ) o2((7 = 1), + 1)

Korzystajac teraz z zalozenia (a) mozemy szacowac.

1 rpn—1 1 rn—1 TK/
- B < —
. Zl 7| By (7 " ; (r — )T, + 1)<
1 1 1™ 7K’
<o(2)+ et & i
T + T r, ;2 (1 — 1)<
1 1 1 12l K
—0(=)+0 — E—— )}
(rn> - (Té“r,) * Thtr, TZZQ r—1¢

Aby pokazaé, ze zachodzi formuta (3.24), skorzystamy z krokéw podobnych do
dowodu Lematu 2.10. Zdefiniujmy

i B, (t, 7).

Wykorzystujac sumowalno$é¢ wspotczynnikéw mieszania mozna stwierdzi¢, ze liczba
L, (t) jest skonczona oraz L, (t + T,) = L,(t). Dlatego mamy

dn 1 Thn
Var ( ZXM) — —Z

Ln(
Vd, = t=1
1 dp dnp—t 1 dn, )
Z Z By (t,T) Z Z By (t,T)
dn (= -5 e
1 dn, 1 dn [
ZL ——Z > B,(t,7)
n t=1 n] 17=—00
1 dn —t
T2 2 B tr!+f2 S Bt
”t 17=—00 nt 17=d,+1—t
1 dp 00 dp 00
= S S Bt 4 - S [Bu(ds 4 17)
n =1 7=t dn (572
16 dp 00 1/2
< d—zz <supE|Xn,t|4> (1) =0,
ng=17=t \ L
co wynika ze standardowej wersji lematu Toeplitza. |

Poniewaz zatozyliSmy, ze d,, jest podzielne przez T,,, mamy

Vo (Xoi—1,) = Jdu (dl i(xn,t - EXn,a) .
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3.6. Zgodnos¢ bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

Dlatego CTG jest natychmiastowa konsekwencja Lematu 3.4 (tablica o zerowej wartosci
oczekiwanej i wierszowo PC). Korzystajac z zatozenia (iii’) i dowodu Twierdzenia 3.7
wystarczy pokazaé, ze

1 Ly,—17ry,—1

LnTn uz:o % Var <\/b_ ub-‘rtT-i—l)

Lp—17r,—1
—VGT< T 1 Z Z ub+tT+1> — 0.
“ n u=0 t=0 \/_

Wariancje sumy mozemy rozpisa¢ w nastepujacy sposob

Lp—1r,—1
(z L )
n

u=0 t=0

Lp—1L,—1rp—17r,—1 1
Z Z Z Z Cov <\/b_ u1b+t1T+17\/b—Zu2b+t2T+1>

u1=0 u2=0 t1=0 t2=0

Ln—1 Lp—1 rp—1r,—1 1
=2 Z Z Z Z Cov <\/6_ u1b+t1T+1a\/b—Zu2b+t2T+1>

u1=0 uo=u1+1 t1=0 t2=0

R, =

Lp—1ry,—1r,—1
n n n 1
+ 3> Y COU<\/b_ ub+t1T+1;\/EZub+t2T+l>

u=0 t1=0 t2=0

Lpn—1L,—1—urp—1r,—1 1
=2 Z Z Z Z Cov <\/b_ ub+t1T+17\/b—Z(u+H)b+t2T+1>

k=1 t1=0 t2=0

Lpn—17rp—1 rp—1
n n n 1
+2) > > Co <\/b— ub+t1T+1a\/EZub+t2T+1>

u=0 t1=0 to=t1+1
Ly,—17r,—1

S Var( - WM)

u=0 t=0
Dlatego mamy oszacowanie

Ry,

Ln,—1L,—1—urp—1r,—1

PIEDIED DS

Lnrn =0 i3 t1=0 t2=0

Lp—1rp—1rp—1—t 1
Z Z Z Cov (\/— ub+tT+17\/b—Zub+(t+T)T+1>‘
Ln—1Ln—1—u [rn—17r,—1 rn—1 rp—1
SEE(ESE Y

1
COU <\/b_ ub+t1T+15 \/b—nZ(u—Hi)b-‘rtzT-‘rl)’

Lrn

u=0 t=0 7=1
u=0 k=1 t1=0 ta=t1 to=0 t1=ta+1

1 1
C 7Zu aizu K 2
‘ ov <\/E b+t1T+1 \/E (utr)b+t T+1>’

Ly—1rp—1r,—1—t 1
Cov U ) Zu T
L T (\/b_ b+tT+1 \/E b+ (t+ )T—i—l)‘

Lil Lni urni—:lrni t

u=0 k=1 t=0 7=1

1 1
C 7Zu ) ——Z u+kK T
L T ov <\/b_n b+tT+1 \/b_n (u+k)b+(t+ )T+l>’
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3.6. Zgodnos¢ bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

Ln—1Ly,—1—-ur,—1

IIEDIEDD

"T” u=0 k=1 t=0
Lp—1Ly—1—urp—1r,—1—t

Lorn =0 2 =0 =
Lp—1rp—1r,—1—t

SYY jb_zubwm)]

Cov < Zub
T 415
Loty 120 =0 =1 Vb, n

=2U, +2W,, + 2V, + 2Z,.

W dalszej czesci uzyjemy nieréwnosci
1 >|

1
C 7Zu ) 7Zu K T
’ ov <\/E b+tT+1 \/E (u+k)b+(t+7)T+1
N2
) @ (1T, +by(k—1)+ 1)

1
COU(\/— ub+tT+17\/EZ(u+n)b+tT+1>‘
1 )‘

Cov u T ; Zu K
<\/b_ b+(t+7)T+1 \/E (u+k)b+tT+1

<8 (supl ‘ ZubiT+1
( v

— Cag (T + bu(k — 1) + 1),

z ktorej wynika, ze
Ln—1rp,—1rp,—1—7Ly—1—k
Z Z C al(rT 4 by(k — 1) + 1)

> 2

L nTn k=1 7=1
rn—1 Ly—1 / rn—1 ’
— < CK o CK 1
< —— 0.
Tz—l 2::1 (7T + b (rk — 1))1+C 1+< 2:: I <L%b3f€ ) -
Ponadto
Ln—1Ly,—1—kr,—1 1
W, L r 22 ZO ZO Cov <\/b_ ub+tT+1; \/b—Z(u+ﬁ)b+tT+1>’
n k= u= t= n
Lp—21p—1 1
L z% Zo Cov <\/b_ ub+tT+1a\/b—Z(u+1)b+tT+1>|
nT'n u=0 t= n
oraz
Ln—1Ly,—1—xsrn—1 1
C u I Zu K
L T ,;; uz% tz[:) ov (\/b_ b+tT+1 \/E (u+ )b+tT+1>|
<C Z a2 (by(k—1)+1)
1 = C’K’ 1
Przypadek k = 1 potraktujemy osobno rozpisujac
Ln—2r,—1 1
Cov < ZuptT+1, =L (ut1 b+tT+1> ’
Ln—271n—1 q (u+1)bn+tTn (u+2)bp+tTh,
) |Cov(Xp,is Xinj)l

Ln?”n =0 =0 Un wbn+tTy+1 j=(ut1)bp+tTn+1
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3.6. Zgodnos¢ bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

Ly,—2r,—1

>

Lnrn u=0 t=0

1 1

bf Z |COU(Xn7i, Xn,j)‘ + bf Z |CO’U(Xn7i, Xn,j>| s
n (i,j)eAn,u,t n (i:j)eBn,u,t

gdzie
At = {(z‘,j) € N2 - uby + 1Ty +1 < i < (u+ Dby + 1T,
(- Dby + T+ 1< j < (1 +2)by + T, i — ] <b§z},
B = {(i,j) € N ub, + 1T, + 1 <i < (u+1)b, + 1T,
(w+ Dby + 1Ty + 1< § < (u+2)by, + tTn} \ A

Korzystajac teraz z zatozenia (i) mamy nastepujace oszacowania jednostajne wzgledem
uit:

1 1
— Z |OOU(Xn’i,Xn’j)| < @) <1/3> — 0
" (4,5)EAn,u,t br
oraz
1 1 by, (u+1)bp+tTy
" (i,§)€ Bt r=|by/ | t=ubn T+l

1

2by,
<8M; > al*(r)—0,
r=[b,/°]

gdzie My = sup, ,, E|X,,4|* < co. Podobnie mozna pokaza¢ zbieznosci V,, — 01 Z,, —

0. |

Nasz nastepny rezultat dotyczy tablic zmiennych losowych, ktére sa wierszowo
my-zalezne, przy czym m, wzrasta do nieskonczonosci wraz z n. Takie tablice sa
wprawdzie wierszowo a-mieszajace, ale nie musi zachodzi¢ jednostajna sumowalnosé
wspolezynnikéw mieszania, tzn. moze byé sup, 2% | a,(7) = oco. Dlatego tablice takie
nie spetniaja zatozenia (i) w Twierdzeniu 2.2 oraz 3.7. Pomimo tej trudnosci mozna
udowodni¢ CTG (Berk, 1973; Romano i Wolf, 2000) oraz, jak pokazemy ponizej, zgod-
nos¢ bootstrapu blokow okresowych.

Twierdzenie 3.8. Niech {X,,; :t = 1,...,d,} bedzie my-zalezng tablicg zmiennych
losowych, dla ktorej funkcja wartosci oczekiwanej pu,; = E(X,;) jest okresowa wzgle-
dem zmiennej t z okresem T,. Zatozmy, zZe

(i) T,, — oo wraz zn — oo, T,, = Lyby,, d,, = r,T,,, orazm? /L, = O(1),

(i) Uy B Xl < o0,

(111) wariancja jest jednostajnie ograniczona, tzn. dla kazdego ciggu {k,} takiego,

ze k, < d,, mamy

1 s+kn—1
sup = Z Xoi | <C,
5:17---7dn n+1 'I’L
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3.6. Zgodnos¢ bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

gdzie stata C nie zalezy od n i ciggu {k,},

(iv)
dn =
gdzie 0% > 0.

Wtedy zachodzi centralne twierdzenie graniczne oraz procedura PBB z bokami o diu-
gosci by, takiej, ze b,/m? — oo ale b, — oo, jest zgodna w sensie Twierdzenia 3.7.

Dowdd. Poniewaz mamy m? /d,, — 0, CTG wynika bezposrednio z Twierdzenia 2.3.
W dalszej czesci powtarzamy kroki z dowodu Twierdzenia 3.7 oraz Wniosku 3.6 z uwz-
glednieniem faktu m,-zaleznosci tablicy {X,, .}

7 Lematu 2.6 mamy, ze

4

~0 ()

1
E ‘\/EZthTH

i dlatego
Lp—17r,—1

1 m?2
P ——|Z2,. o).
S8 P (gl ral) =0 (25)
Takie samo oszacowanie zachodzi dla (3.18) i (3.21). Musimy teraz pokazac, ze W,
dazy do 0 i U, dazy do 0% wg. prawdopodobienstwa, gdzie wielkosci W,, oraz U,

zostaly zdefiniowane rownoscia (3.20). Korzystajac z niezaleznosci zmiennych losowych
ZuptT41 OTAZ Zypy (14)r4+1 dla 7 > 1, nierownosci (3.22) i zatozenia (iii), mamy

Lp—1rp—1

55 vor (=i

2
ELrnuOtO

P([Wal > €) <

Ln—1r,—1

EL r2 z% z(:) Var <\/_ “b+tT+11|Zub+tT+1>vng>
n u t

Ln—1 (rn—1 2
EL r2 Z {Z E (\/_ “b+tT+11|Zub+tT+1>rV>}

n u=0 t=0
m?2 ma
_O<7’n>+0<L r2> +O<Lg7«g>'

Zastosujemy teraz Lemat 2.9 do tablicy {Y,,;:t =0,...,r, — 1}, ktéra zdefiniowana
zostala w dowodzie Twierdzenia 3.7. Zauwazmy, ze jest ona wierszowo l-zalezna i,
z Lematu 2.6, mamy nastepujace oszacowanie

1 Ln_l 1 1 Ln—ll
E|Yn,t|2 S2E I Z b (ZQb+tT+1 _EZSb+tT+1> +2 T Z ~EZ b+tT+1
nou=0 “n Ln 355

o) sou.
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3.6. Zgodnos¢ bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

Ostatnim krokiem jest pokazanie, ze zdefiniowana w dowodzie Wniosku 3.6 wielkosé
R, jest zbiezna do 0. Wykorzystujemy w tym celu niezalezno$é zmiennych losowych
ZubiT+1 1 Ziuywyppir+1 dla k> 1 oraz oszacowanie

1 1 m?2
Cov ﬁzubﬁfT—l-la\/EZ(u—i—l)b—i-tT-&-l =0 o)

Mozna powiedzie¢, ze powyzsze twierdzenie formalizuje rezultaty pracy Chan i in.
(2004), gdyz zaktadamy tutaj, ze dtugosé “okna zaleznosci” jest mata (w odpowiednim
tempie) w stosunku do dtugosci bloku i okresu. Jesli ponadto zatozymy jak w pracy
Chan i in. (2004), ze B(t,7) > 0, to zalozenie (iv) bedzie implikowalo zalozenie
(iii). Zalozenia m2/L, = O(1) i b,/m? — oo sa pewnymi ograniczeniami na to jak
mozemy dzieli¢ okresy. W tym kontekscie Twierdzenie 3.7 i Wniosek 3.6 daja mniejsze
ograniczenia niz Twierdzenie 3.8.

Chcemy teraz wyttumaczy¢ bardziej formalnie, dlaczego zatozenie T,, — oo jest
konieczne do zgodnosci PBB. W dowodzie Twierdzenia 3.7 i Wniosku 3.6 wymagalismy;,
aby jednostajnie wzgledem u i ¢

( 1 (uHD)ba+tTn 1 (u+2)bn+tTy
Cov|l— >  X;,—— > X;| —o0.
\/E J=ubn+tTh+1 \/E j=(u41)bp+tTp+1

Powyzsza zbieznosé nie zachodzi jednak dla danych zaleznych jesli nie mamy b,, — oo,
co implikuje 7,, — oo. Pokazujemy ten efekt dokltadniej w ponizszym przyktadzie.

Przyktad 3.3. Niech {X; : t € N} bedzie szeregiem czasowym spetniajacym warunki
moment-mieszanie z Twierdzenia 3.7. Dla uproszczenia zatézmy, ze

Xt = f(t> +Zt7

gdzie funkcja f jest okresowa z okresem T i szereg czasowy {Z;} ma zerowa $rednia,
jest WS(2) oraz m-zalezny, gdzie m < b < T. Wiadomo, ze wtedy

o’ = i Byz(T).

T=—m

Jednakze z dowodu Twierdzenia 3.7 (patrz zbieznosé (3.23)) dostajemy, ze
— 2n
Var* (\/ﬁ Xn> Ny i > TBy(7),
=1

co oznacza, ze PBB jest asymptotycznie niezgodny, o ile >, 7Bz (1) # 0.

Zatem metoda PBB nie jest tak uniwersalna jak MBB. Ponizej przestawiamy dwie
praktyczne sytuacje, w ktorych bootstrap blokéw okresowych mozna stosowaé i jedna
w ktorej zalozenia przedstawionych twierdzen nie sg spetnione.
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Rysunek 3.4. Przyklad sygnatu chirp.

Przyktad 3.4 (Sygnal typu down-chirp). Sygnaly typu chirp, to sygnaly w ktorych
czestotliwosé maleje (down-chirp) lub wzrasta (up-chirp) wraz z czasem. Sa czesto spo-
tykane w radarach, efektach Dopplera i dyspersji. Typowym przykladem jest sygnat
f(t) = sin (27t /T}) , gdzie T; jest funkcja rosnaca o niezbyt szybkim tempie przyrostu.
Jesli obserwujemy sygnal down-chirp fragmentami (patrz Rysunek 3.4), mozemy za-
tozy¢, ze w kazdym oddzielnym fragmencie okres jest staly. Okres ten wzrasta dla
kolejnych fragmentow. Dlatego jesli obserwujemy w ten sposob zaszumiony sygnat
down-chirp, mozemy stosowaé¢ bootstrap blokéw okresowych.

Przyklad 3.5 (Lanicuch komunikatorow). Zalozmy, ze obserwowany sygnat interferuje
kolejno z innymi okresowymi sygnatami. Sygnal ten moze byé¢ zatem przedstawiony
jako

Xnr= )+ ...+ fult) + Zny,

gdzie fi,..., f, sa funkcjami z okresami T1,...,T,, a {Z,,t} jest pewnym szumem.
Po interferencji z n sygnatami okres sygnatu {X,,;} wynosi NWW (T, ...,T,) i moze
wzrasta¢ w kolejnych krokach.

Przyktad 3.6 (Probkowanie procesu stochastycznego). Rozwazmy okresowo z okre-
sem T skorelowany proces stochastyczny {Y; : t € R} i estymacje wielkosci (1/7T)
fOT EX,; dt. Zalozmy, ze probkujemy ten proces coraz gesciej, tzn. w n-tym kroku
dostepne sa r,, okresy i wartosci w punktach odlegtych o T;, /w,, gdzie w, jest pewnym
ciggiem rosnacym do nieskonczonosci. Otrzymujemy w ten sposéb tablice zmiennych
losowych {X,,;:t =1,...,d,}, gdzie d,, = r,w, oraz X,,; = Y, r . Tablica ta jest wier-
szowo PC z okresem w,, — oo. Niestety dla takiego procesu préugkowania nie zachodza
prezentowane twierdzenia o zgodnosci, gdyz mamy tutaj problem z rosnaca zaleznoscia
w tablicy {X,}. Jesli ay jest funkcja mieszania procesu {Y;}, to oy, (t) = ay(t-2).
Zalozmy bez straty ogolnosci, ze ay (1) > 01 ze ta funkcja mieszania jest nieroanga.
Mamy nastepujace oszacowanie dla dowolnej liczby p € R,

il ol ()

I
M8
L

N

\]
|~

N———
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3.6. Zgodnos¢ bootstrapu okresowych blokéw (PBB)

Zatem nie sg spetnione warunki jednostajnej sumowalnosci wspotczynnikéw mieszania.
Nawet jesli zatozy¢, ze proces {Y;} jest m-zalezny, to tablica {X,:} jest wierszowo
m,, = mw, /T zalezna, a wiec niemozliwe jest aby b, /m? — oo.



Rozdzial 4

Zastosowania i poréwnania

Pokazemy na przyktadach jak metody resamplingowe moga wspoméc wnioskowanie
statystyczne dla szeregdéw czasowych okresowych i prawie okresowych. W Paragrafie 4.1
w oparciu o prace Synowiecki (2007a) resampling wykorzystamy w problemie graficznej
identyfikacji czestotliwosci, a nastepnie w problemie testowania (odrézniania) okresu
oraz testowanie stacjonarnosci (Lenart i in., 2008a). Podkreslmy, ze jak do tej pory
w literaturze opisano niewiele efektywnych narzedzi statystycznych, ktore moglyby
by¢ uzyte w tych zagadnieniach. Ostatnie dwa paragrafy po$wiecone sg poréwnaniom
metod resamplingowych.

4.1. Test graficzny na stacjonarnosé i identyfikacje
czestotliwo$ci

Zaczniemy od zilustrowania w jaki sposob procedura MBB moze by¢ uzyta do de-
tekeji istotnych czestotliwosei funkeji autokowariancji (czyli zbioru A;) . W przypadku
szeregbw czasowych okresowo skorelowanych problem ten jest réwnowazny z pro-
blemem identyfikacji okresu. W praktyce inzynierskiej (Yeung i Gardner, 1996; De-
hay i Leskow, 1996b; Gardner i in., 2006) oblicza sie wartosci estymatora a, (A, T)
dla A € [0,27). Nastepnie czestotliwosci, ktore daja duze piki wybierane sa jako
istotne. Wybor ten jest problematyczny - decyzja czy dany pik powinien byé¢ uz-
nany za istotny powinna by¢ oparta o przedziaty ufnosci. Poniewaz asymptotyczna
macierz wariancji estymatora a, (X, 7) jest skomplikowana (Twierdzenie 2.6 oraz De-
hay i Leskow, 1996a; Leskow i Synowiecki, 2006), przedzialy asymptotyczne oparte
o rozklad graniczny moga by¢ malo wiarygodne. Dlatego proponujemy uzycie pro-
cedury MBB, dzieki ktorej otrzymujemy w sposob efektywny przedzialy ufnosci bez
odwolywania sie do dokltadnej postaci rozktadu asymptotycznego. Dodajmy, ze naj-
bardziej pozadane bylyby przedzialy ufnosci dla parametru a(\,7) jednoczesne ze
wzgledu na A. W pracy Dehay i Leskow (1996a) sformutowano funkcjonalne CTG
wzgledem 7. Jednakze, jak dotad nie ma takich wynikéw wzgledem .
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4.1. Test graficzny na stacjonarnos¢ i identyfikacje czestotliwosci

W celu przeprowadzenia symulacji rozwazmy nastepujacy model PAR(1)
Xt = atXt_l + €, (41)

gdzie funkcja

ar = 2 + 3 sin(3gt)
jest okresowa z okresem T' = 3, a reszty €1, €2, ... 53 1.i.d. ze standardowego rozktadu
normalnego. Model ten jest PC z okresem 7' = 3 (Bloomfield i in., 1994) oraz posiada
funkcje a-mieszania zbiezng do zera w tempie geometrycznym. Rysunek 4.1 przed-

stawia przyktadowa realizacje tego modelu. Gdyby szereg ten posiadat silng okresowosé

Rysunek 4.1. Przykladowa realizacja szeregu czasowego z modelu (4.1), dlugosé¢ probki
wynosi n=100.

na poziomie wartosci oczekiwanej, dtugos¢ okresu mozna by odgadywaé¢ na podstawie
takiego wykresu. Symulowany szereg ma jednak zerowa warto$¢ oczekiwana, a okre-
sowos¢ wystepuje na poziomie drugich momentéw i nie jest mozliwe “odgadniecie”
dtugodci okresu na podstawie wykresu danych. Rysunek 4.2 przedstawia czesé rzeczy-
wista 1 urojona estymatora a,(A, 1) jako funkcje czestotliwosci A € [0, 7]. Poniewaz

an (2 — A\, T) = an(\, 1),

nie musimy przedstawia¢ wartosci w przedziale (7,27). Na tym etapie nie jestesmy
w stanie rozstrzygnac, ktore czestotliwosci sg rzeczywiscie istotne, gdyz obserwujemy
kilkanascie pikéw o zblizonym poziomie. W celu rozwiazania tego problemu rozwazmy
nastepujace zagadnienie testowania

Hy: a(\7)=0

Hy: a(\71)#0.
Aby zweryfikowa¢ hipoteze Hy uzyjemy statystyki T,,(A,7) = /n Re(an(\, 7)) (od-
dzielnie dla czesci rzeczywistej 1 urojonej), ktora przy hipotezie Hy ma scentrowany
rozktad normalny, a przy H; dazy do plus lub minus nieskoriczono$ci. Kwantyle statys-
tyki T,,(\,7) otrzymujemy przy pomocy procedury MBB, czyli aproksymujemy za
pomoca Monte Carlo kwantyle jej wersji bootstrapowej

T3 (A7) = vn (Re(ay (A, 7)) = Re(an(A, 7)) -

79



4.1. Test graficzny na stacjonarnos¢ i identyfikacje czestotliwosci

W naszych symulacjach wzielidmy diugosé bloku b = 30. Rysunek 4.3 przedstawia
wartosci estymatora a,(\, 1) (linia kropkowana) w poréwnaniu z kwantylami boot-
strapowymi rzedu 0.05 i 0.95 statystyki 7T,, przeskalowanymi przez y/n (linia ciagta).
Jesli w jakim$ punkcie linia przerywana wychodzi poza granice wyznaczona przez linie
ciggte, to w tym punkcie odrzucamy hipoteze Hy. Jak wida¢ z rysunku, jedynymi punk-
tami, gdzie taka sytuacja ma miejsce sa A &~ 2.1 ~ 27/3 oraz A ~ 0. Dlatego mozemy
wnioskowaé, ze nasz szereg ma okres T = 3, poniewaz wtedy A, C {0,27/3,47/3}.
Gdybyémy nie zaobserwowali innej niz A = 0 istotnej czestotliwosci dla zadnego T,
mogliby$smy stwierdzi¢, ze obserwowany szereg jest stacjonarny. Z tej perspektywy
procedura ta moze by¢ uzywana jako graficzny test stacjonarnosci w klasie szeregdéw
czasowych APC.

20

15

10

-10+

-15!L
(a) Wartosci estymatora Re (G, (), 1)) wzgledem A € [0, 7].
20

15}

10+

(b) Wartosci estymatora Im (@, (A, 1)) wzgledem A € [0, 7].

Rysunek 4.2. Proba detekeji istotnych czestotliwosci dla symulowanego szeregu czasowego.
Dtugosé probki wynosi n = 300.
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4.1. Test graficzny na stacjonarnos¢ i identyfikacje czestotliwosci

20¢

15}

(b) Wartosci estymatora Im (a,, (A, 1)) (linia kropkowana) oraz przedziaty ufnosci oparte na proce-

durze MBB (linia ciagla) wzgledem A € [0, 7].

(a) Wartosci estymatora Re (d, (A, 1)) (linia kropkowana) oraz przedzialy ufnosci oparte na proce-

durze MBB (linia ciagta) wzgledem A € [0, 7.

Rysunek 4.3. Detekcja istotnych czestotliwodci dla symulowanego szeregu czasowego przy

s 2

wykorzystaniu procedury MBB. Dtugos¢ probki wynosi n = 300, a bloku b = 30.
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4.2. Test na odréznianie okreséw

4.2. Test na odréznianie okresow

W niektorych sytuacjach diugosé okresu nie jest doktadnie znana, ale wiadomo
na przyktad, ze moze ona przyjmowaé tylko dwie mozliwe wartosci. Mozemy zatem
sformutowaé¢ nastepujacy problem testowania

Hy: Bx(-,7) jest okresowa z okresem Tp,

Hy: Bx(,7) jest okresowa z okresem 77,

gdzie 7 € Z i jest ustalone. Bedzie uzywaé statystyki testowej

Un(T) = \/ﬁ( > lan (A,T)I) :

AeAT, \Ar,
gdzie dla kazdego T € N,
AT:{%J{;:O,...,T—Q.
Statystyka ta jest postaci U, (1) = v,t, (X1, ..., X,), gdzie v, = \/n oraz

(X, X)) = S an(h 7).

)\EATl \ATO

Z twierdzenia o odwzorowaniu ciagltym i Twierdzenia 2.6 przy H, statystyka U, (1)
zbiega do pewnego rozktadu J'(P). Ponadto przy Hy mamy

ta(X1,..., X,) —2—0,

a przy H;
ta(X1,.. ., X)) —2— ¢(P),

gdzie
t(P) = Z la(\, T)] > 0.
AeAT, \AT,
Przy zalozeniu, ze rozktad J'(P) jest niezdegenerowany (moze sie zdegenerowac tylko,
jesli dla kazdego A € Ar \Ag, wariancja statystyki \/n|a,(A, 7)| zbiega do zera),
kwantyle U, (7) moga by¢ aproksymowane za pomoca procedury subsamplingu, tzn.
przez rozktad empiryczny

1 n—b+1

Ln’b(x) - m ; 1\/I;Z>\EAT1\ATO('as,b,t(A7T)I_Id"()\’T)|)<x.

(4.2)

Duze wartosci statystyki U, (7) §wiadeza na korzysé Hy. Zaktadajac nominalny poziom
a, warto$¢ krytyczna wynosi ¢, (1 — «), gdzie

Cnp(l—a) =inf{z: L, () > 1 —a}.

Zauwazmy, ze zgodnos$¢ subsamplingu dla estymatora |a, (A, 7)| mozna uzyskaé¢ stosu-
jac identyczne kroki jak w dowodzie Twierdzenia 3.1. Réznica polega na dodatkowym
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4.2. Test na odréznianie okreséw

zastosowaniu twierdzenia o odwzorowaniu ciagltym dla przypadku |a(\, 7)| = 01 metody
delta dla przypadku |a(A, 7)| # 0 z funkcja f(z,y) = /2% + y2. Dlatego przy hipotezie
Hy

Probp (Upn(T) > ¢up(l —a)) — a dlan — oo,

podczas gdy przy H;
Probp (Up(T) > cup(l —a)) — 1 dlan — oo,

co oznacza, ze nasz test jest asymptotycznie zgodny.

Powyzszy test moze oczywiscie byé¢ zastosowany dla pewnego skoriczonego zbioru
argumentow {7,..., 7k} ze statystyka U, = Zszl Uy, (7;). Zauwazmy, ze poniewaz
lan(A\, 7)| = |an(\, —7)|, statystyka U, (7) jest parzysta wzgledem 7. Wezmy Ty =
1ir e {0,1,...,K}, gdyz dla szeregow z krotka pamiecia mozna postulowaé, ze
B(t,7) = 0 dla duzych |7|. Otrzymujemy zatem test, ktory odroznia szereg stacjonarny
(T'=1) od szeregu PC z okresem 7" > 1, tzn.

Hy: {X;:t € Z} jest WS(2), rownowaznie T' = 1 lub Ay = {0},
Hy:{X;:te€Z} jest PCz okresem T, gdzie T' > 1.

Podkreslmy, ze jak do tej pory nie ma ogdlnych procedur testowania stacjonarnosci.
Pewne sposoby opracowane zostaty w klasie modeli liniowych. Najbardziej znany jest
test pierwiastkow jednostkowych (patrz np. Kwiatkowski i in., 1992). Dla modeli li-
niowych okresowych Vecchia i Ballerini (1991) opisali procedure testowania okresowosci
dla funkcji autokorelacji. Hurd i Gerr (1990) oraz Broszkiewicz-Suwaj i in. (2004) za-
prezentowali pewne testy graficzne dotyczace struktury okresowej w dziedzinie czesto-
tliwosci. Pomyst zastosowania w tym problemie kwantyli estymatora a,, (A, 7) pochodzi
z prac Dandawate i Giannakis (1994); Dehay i Leskow (1996b). Sugerowali oni esty-
macje wariancji asymptotycznej i uzycie kwantyli z rozkladu x? do studentyzowanej
wersji tego estymatora. Porownanie tego podejscia z subsamplingiem znajduje sie w os-
tatniej czesci niniejszego paragrafu.

Aby zobaczy¢ jak subsamplingowy test odrézniania okresow dziala w praktyce
ograniczymy sie do modeli PC postaci

2
X, = (2 4 sin (;ﬁ)) Z, (4.3)
gdzie T' € N i szereg czasowy {Z; : t € N} pochodzi z modelu AR(1), tzn.
Zt =05 Zt—l + €.

Innowacje {¢; : t € N} sg niezalezne i pochodza z rozktadu standardowego normalnego,
jednostajnego na przedziale [—\/5, \/§], i scentrowanego wyktadniczego o jednostkowe]
wariancji. Szereg czasowy {X; : t € N} spelnia wszystkie zalozenia Twierdzenia
3.1 1 ma okresowe momenty dowolnego rzedu. Zalézmy, ze natura obserwowanego
zjawiska dopuszcza dwie mozliwe dlugosci okresu: 6 i 7. Rozwazmy nastepujacy pro-
blem testowania:

Hy: B(-,0) jest okresowa z okresem 6,

H,: B(-,0) jest okresowa z okresem 7.
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4.2. Test na odréznianie okreséw

(b) Realizacja przy H;.

Rysunek 4.4. Przyktadowe realizacje szeregu czasowego z modelu (4.3), dtugos$é probki wynosi
n=150.

Przykltady realizacji modelu (4.3) przedstawione sa na Rysunku 4.4. Oczywiscie nie
bylibyémy w stanie odgadnaé¢ z tych realizacji dtugosci okresow. Rysunek 4.5 przed-
stawia prawdopodobieristwo btedu pierwszego rodzaju i moc testu dla dtugosci bloku
b = 1.5y/n. Charakterystyki te zostaly uzyskane za pomoca symulacji Monte Carlo.
Aby otrzymaé¢ prawdopodobieristwo btedu pierwszego rodzaju 1000 razy symulowano
probki o dltugoéci n z hipotezy Hj. Nastepnie zliczono ile razy test odrzuca te hipoteze.
Aby otrzymaé¢ moc testu symulowano z H;. Widaé, ze test subsamplingowy bardzo
dobrze odroznia okresy. Poziom nominalny o = 5% jest utrzymywany dla wszystkich
trzech rozkladéw innowacji i probek szeregu {X;} od dtugosci od n = 100. Moc testu
natomiast jest bliska 100% dla reszt z rozkladu jednostajnego dla n > 200. Z drugiej
strony, jesli rozktad innowacji jest skosny (Rysunek 4.5(b)), moc testu rosnie znacznie
wolniej.

Rysunki 4.5(a) i 4.6 pokazuja z kolei charakterystyki testu subsamplingowego dla
roznych wyboréow dtugosci bloku b. Mozemy zauwazy¢, ze zwiekszenie tempa b powodu-
je wiecksza liberalno$é testu. Oznacza to, ze test czedciej odrzuca hipoteze Hy zaréwno
przy H; jak i przy H,. Jak do tej pory nie ma zadnych sposobéw na optymalny
wybor bloku dla metod resamplingowych stosowanych do niestacjonarnych szeregow
czasowych. Dla przypadku stacjonarnego sa pewne rezultaty dotyczace optymalnego
tempa. Okazuje sie (Hall i in., 1995), ze zalezy ono od tego, co chcemy aproksymowaé
i wynosi b = Cyn'/? dla wariancji, b = Cyn'/* dla kwantyla jednostronnego i b = Csn!/?
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4.2. Test na odréznianie okreséw

dla kwantyla obustronnego. State C, Cs, C5 zaleza od nieznanych charakterystyk sze-
regu czasowego. Pewne empiryczne sposoby doboru dtugosci bloku zostaty zaprezen-
towane w Rozdziale 9 monografii Politis i in. (1999).

0.5 T
0.4 0.8
0.3 0.6
0.2 0.4
0.1 0.2
50 100 150 200 250 300 350 50 100 150 200 250 300 350

(a) Innowacje z rozktadu normalnego.

0.5 e
0.4 0.8
0.3 0.6
0.2 0.4
0.1 0.2
50 100 150 200 250 300 350 50 100 150 200 250 300 350

(b) Innowacje z rozktadu wykladniczego.

50 100 150 200 250 300 350 50 100 150 200 250 300 350

(c¢) Innowacje z rozktadu jednostajnego.

Rysunek 4.5. Aproksymacje charakterystyk subsamplingowego testu odrézniajacego okresy
otrzymane za pomoca Monte Carlo. Dtugosé bloku wynosi b = 1.5y/n dla probek o dtugosci
od n = 10 do 350. Lewa i prawa kolumna przedstawiaja odpowiednio prawdopodobienistwo
odrzucenia hipotezy Hy pod warunkiem prawdziwosci Hy (lewa) i pod warunkiem Hp (prawa).

W dalszej kolejnosci bedziemy chcieli przedstawi¢ poréwnanie testu subsamplin-
gowego i asymptotycznego (Dehay i Leskow, 1996b) stacjonarnosci przy alternatywie
PC. Bedziemy testowa¢ problem

Hy: Bx(-,0) jest okresowa z okresem 1 (stacjonarnosc) ,

Hi: Bx(+,0) jest okresowa z okresem 11

dla modelu (4.3). Do poréwnania wybierzemy pojedyncza czestotliwosé A = 27/11
oraz 7 = (. Statystykami testowymi sa U,, = y/n|a,(\, 7)| dla testu subsamplingowego
oraz Z, = n|C;V2(\, 7, 7)an (A, 7)|? dla testu asymptotycznego, gdzie Cy,(\, 7, 7) jest
estymatorem macierzy wariancji asymptotycznej (str. 208, Dehay i Leskow, 1996b).
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4.2. Test na odréznianie okreséw

0.5 e
0.4 0.8
0.3 0.6
0.2 0.4
0.1 0.2
50 100 150 200 250 300 350 50 100 150 200 250 300 350

(a) Innowacje z rozkladu normalnego, b = /n.

0.5 s
0.4 0.8
0.3 0.6
0.2 0.4
0.1 0.2
50 100 150 200 250 300 350 50 100 150 200 250 300 350

(b) Innowacje z rozktadu normalnego, b = 24/n.

Rysunek 4.6. Aproksymacje charakterystyk subsamplingowego testu odrézniajacego okresy
dla réznych dtugosci blokow.

Rysunki 4.7 i 4.8 przedstawiaja prawdopodobienistwo btedu pierwszego rodzaju
i moce testow dla reszt gaussowskich i wyktadniczych. W przypadku gaussowskim
prawdopodobienstwo odrzucenia Hy pod warunkiem Hj jest podobne dla obu statystyk
U, i Z,. Moc natomiast wskazuje na przewage testu asymptotycznego. W przypadku
wyktadniczym test subsamplingowy zachowuje si¢ znacznie lepiej niz asymptotyczny.
Prawdopodobienstwo odrzucenia Hy przy Hy dla testu asymptotycznego jest zbyt duze
nawet dla probek o wielko$ci 1000-2000, czego nie obejmuje juz Rysunek 4.8. Efekt
ten moze byé¢ zwigzany z tym, ze aproksymacja rozkladem y? i estymator wariancji
asymptotycznej nie sprawdzaja sie dla danych skosnych. Mozemy zatem stwierdzi¢,
ze subsampling lepiej dziata dla tych danych. Dodajmy, ze w pracy Dehay i Leskow
(1996b) nie podano jak nalezy stosowaé te procedure, zeby uwzgledni¢ kilka czesto-
tliwodci A\ 1 wartosci 7 jednocze$nie. Ponadto procedura asymptotyczna wymaga moc-
niejszych zalozen o wyjsciowym szeregu czasowym {X;} (momenty rzedu osiem) oraz
obliczania numerycznego rozktadu Cholesky’ego i odwracania macierzy losowej. Opera-
cje te moga by¢ niestabilne numerycznie.
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4.2. Test na odréznianie okreséw

100 200 300 400 500

(a) Prawdopodobienistwo odrzucenia Hy pod
warunkiem H, dla testu subsamplingowego,

b=0.8yn.

0.5

100 200 300 400 500

(c) Prawdopodobienistwo odrzucenia Hy pod
warunkiem Hj dla testu asymptotycznego.

100 200 300 400 500

(b) Prawdopodobienistwo odrzucenia Hy pod
warunkiem H; dla testu subsamplingowego,

b=0.8y/n.

100 200 300 400 500

(d) Prawdopodobienistwo odrzucenia Hy pod
warunkiem H; dla testu asymptotycznego.

Rysunek 4.7. Poréwnanie subsamplingowego i asymptotycznego testu stacjonarnosci dla in-
nowacji z rozktadu normalnego w modelu (4.3).

100

200 300 400 500

(a) Prawdopodobieristwo odrzucenia Hy pod
warunkiem H, dla testu subsamplingowego,

b=14yn.

0.5

100 200 300 400 500

(c) Prawdopodobienistwo odrzucenia Hy pod
warunkiem Hj dla testu asymptotycznego.

100 200 300 400 500

(b) Prawdopodobienistwo odrzucenia Hy pod
warunkiem H; dla testu subsamplingowego,

b=14mn.

100 200 300 400 500

(d) Prawdopodobienistwo odrzucenia Hy pod
warunkiem H; dla testu asymptotycznego.

Rysunek 4.8. Poréwnanie subsamplingowego i asymptotycznego testu stacjonarnosci dla in-
nowacji z rozktadu wyktadniczego w modelu (4.3).
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4.3. Przyktad dla danych rzeczywistych

4.3. Przyklad dla danych rzeczywistych

Pokazemy teraz jak subsampling pomaga wykrywaé¢ strukture okresowa na przy-
ktadzie danych autentycznych. Bedziemy analizowaé¢ graficznie zachowanie estymatora
|a, (A, 7)| 1 sprawdzac, czy wartosci tego estymatora sa istotne. Za pomoca subsam-
plingu otrzymamy przedzialy ufnosci dla parametrow |a(A, 7)| oddzielnie dla czestotli-
wosci A € A i wartosci 7.

Analizowane dane przedstawiaja przeptyw rzeki Bay du Nord w Nowej Fundlandii
(Hipel i McLeod, 1994). Rysunek 4.9(a) przedstawia przeplyw za kazdy miesiac w la-
tach 1953-1981 (348 obserwacji).
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100 |
75 |

=

[ AL
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(b) Dane z usunietg sezonowoscia poprzez roznicowanie sezonowe.

Rysunek 4.9. Miesieczny przeptyw w rzece Bay du Nord.
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4.3. Przyktad dla danych rzeczywistych

Latwo zauwazy¢, ze dane posiadaja okresowosé¢ (T = 12) w wartosci oczekiwane;.
Poniewaz jesteSmy zainteresowani okresowoscia w momentach drugiego rzedu, mozemy
uzy¢ estymatora a, (A, 7) w wersji dla niezerowej wartosci oczekiwanej. Mozemy tez
usunaé okresowos¢ w wartosci oczekiwanej za pomoca réznicowania z opdznieniem
T = 12. Roznicowanie takie jest czesto stosowane podczas modelowania danych (stan-
dardowa procedura w pakietach statystycznych). Do zréznicowanego szeregu stosuje
sie model sezonowy ARMA (p,q), ktory jest postaci

p q
Xy — Z ax Xi—kr = € — Z b€k
k=1 k=1

Szereg ten jest jednak stacjonarny (WS(2)) i nie modeluje okresowosci w drugich
momentach. Zatem testowanie stacjonarnosci przeciwko alternatywie PC jest w tym
momencie bardzo istotne pod katem dalszej analizy i modelowania danych. Dlatego
procedure subsamplingu zastosujemy do szeregu o zerowej wartosci oczekiwanej, ktory
powstaje przez réznicowanie sezonowe.

la@.nl n aa.nl " 8@, A
ﬁz o \\\\// N A N ,/R \ T~
75 N ~ , 30 ) v/ 40 \/’\\//
50 A \\\ ! 20 H H » H
R I [ 1 Ll H HHHH
001 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
(a) A= 27/12 (b) A = dr/12 () A = 67/12
aa,nl \ aa,nl s a0 %6
120 o //\ 120 \\
1:2 o - // \\ lz \\
60 ///H\ N B o N N H // ‘- & \\
T HHHMH IR
0 1 2 3 4 5 6 7 8 001 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
(d) A = 8m/12 (€) A = 107/12. () A = 127/12.

Rysunek 4.10. Estymator |a, (X, 7)| (stupki) wraz z 95% przedzialem ufnosci otrzymanym za
pomoca subsamplingu (linia przerywana).

W tym celu obliczymy wartosci a,(\,7) dla A\ = 27k/12, k = 1,...,6 oraz 7 =
0,1,...,8. Wybor czestotliwosci A odpowiada przypuszczalnej dtugoscei okresu T' = 12.
Rysunek 4.10(a) pokazuje, ze wartosé¢ estymatora a,(27/12,0) jest istotna, poniewaz
|G, (27 /12,0)| lezy powyzej wartosci krytycznej obliczonej za pomoca subsamplingu z
blokiem o dlugosci b = 100. W podobny sposob za pomoca Rysunku 4.10(c) i 4.10(d)
mozemy wnioskowaé, ze wartosci estymatorow |a,(67/12,0)|, |a,(67/12,2)| oraz
|a,,(87/12,0)| sa istotne. Rysunek 4.11 przedstawia test okresowosci oparty na staty-
styce Uy, (7). Widzimy, ze m.in. wartosci U,,(0) jest istotna, co $§wiadczy o silnej okre-
sowosci wariancji szeregu czasowego. Ostatnim elementem analizy jest obliczenie staty-
styki zbiorczej
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4.4. Poréwnanie btedu sredniokwadratowego dla metod bootstrap
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Rysunek 4.11. Wartosci statystyki U, (7) (stupki) wraz z 95% przedzialem ufnosci otrzy-
manym za pomoca subsamplingu (linia przerywana).

Jej wartos¢ wynosi 231877, podczas gdy 95% kwantyl subsamplingowy jest rowny
211698. Mamy zatem potwierdzenie, ze Rysunek 4.9 przedstawia szereg, ktory jest
okresowo skorelowany i nie moze by¢ modelowany przez modele stacjonarne.

4.4. Poréwnanie bledu Sredniokwadratowego dla metod
bootstrap

Najbardziej uniwersalna metoda bootstrapowania, ktéra dziala zaréwno dla sze-
regdw okresowych jak i prawie okresowych jest bootstrap blokéw ruchomych. Dla
danych okresowych omoéwiliémy natomiast trzy rozne sposoby bootstrapowania, tzn.
bootstrap blokéw ruchomych (MBB), blokéw sezonowych (SBB) i blokéw okresowych
(PBB). Pojawia sie zatem naturalne pytanie o poroéwnanie wlasnosci i efektywnosci
tych metod. Naszym celem jest uzyskanie symulacyjnych porownan. Wykorzystamy tu-
taj kryterium, ktore stosowal Lahiri (1999) w celu poréwnania metod bootstrapowania
dla szeregéow stacjonarnych. Jezeli zachodzi CTG dla sredniej probkowej, tzn.

V(X — ) = N(0,02),

to miarg efektywnosci bootstrapu jest btad sredniokwadratowy estymatora bootstrapo-
wego wariancji, tzn. wielkos¢

MSE = E (Var*(X}) - 0*) .

Wielkos¢ te aproksymujemy za pomoca symulacji Monte Carlo jako funkcje dlugosci
bloku b.

Zgodnos¢ metody PBB byla rozwazana w kontekscie tablic zmiennych losowych
wierszowo okresowych ze zwickszajacym sie okresem. Mimo, ze zgodnos¢é MBB byta
dowiedziona tylko dla szeregéw czasowych, za pomoca technik zaprezentowanych w po-
przednim rozdziale mozna ja rozszerzy¢ takze na tablice. Dlatego w celu przeprowa-
dzenia symulacji porownujacych MBB i PBB rozwazmy model

Xn,t = fn(t)Zn,t + gn(t)a
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4.4. Poréwnanie btedu sredniokwadratowego dla metod bootstrap

gdzie
t+m—1

Zn,t - Un,j-

Jj=t

Bk

Funkcje f, 1 g, sa okresowe z okresem T},, a {U,, ; } jest tablica zmiennych losowych i.i.d.
Tablica { X+ } jest wierszowo m-zalezna i okresowo skorelowana z funkcja autkowarian-
cji

Ba(t) = 5l0utt+7) (1= 1) 1)

Do naszych symulacji przyjmiemy m = 5 oraz

. (2wt
fult) =1+ sin <T> - gult) = 3£u(8). (4.4)
Model ten charakteryzuje sie silng okresowoscig w $redniej i kowariancji. Jedna z re-
alizacji zostata uzyta do sporzadzenia Rysunku 3.1. Korzystajac z Lematu 3.4 mozna
policzy¢ teoretyczng warto$é wariancji asymptotycznej

1 T ']

o2 :ngolo?z > B,(t,T)~ 7.5,

n t=1 1=—00

Do poréwnan uzyliSmy kilku réznych rozktadéw innowacji {U,;}, tzn. rozklad
wyktadniczy, gaussowski i jednostajny. Dla wszystkich rozktadéw wyniki byly podobne.
Przyktadowy przebieg btedéw $redniokwadratowych przedstawiony jest na Rysunku
4.12. Mozemy zaobserwowac, ze procedura PBB jest w pewnych zakresach lepsza niz
MBB. Co bardzo istotne, PBB zachowuje sie w sposéb duzo bardziej stabilny wzgle-
dem dlugosci boku. Nie mozemy tego powiedzie¢ o procedurze MBB, gdyz w tym
przypadku blad silnie zalezy od tego, czy dtugos¢ bloku jest wielokrotnoscig okresu.
Zjawisko to jest bardzo widoczne na Rysunku 4.12(b) i 4.13(b), gdzie mozna wrecz
moéwié o pikach pomiedzy wartosciami b = 50, 100, 150, 200. Obserwowany efekt wydaje
sie by¢ zwigzany z faktem, ze dla tych wartosci b procedura w mniejszym stopniu
zaburza okresowo$¢ danych. Interesujacym punktem jest b = T'. Tutaj procedura MBB
ma mniejszy btad, co jest prawdopodobnie zwigzane z wickszym stopniem naktadania
sie blokow, z ktorych probkujemy.

W celu poréwnania metod MBB i SBB rozwazmy szereg czasowy {X; : t € Z},
gdzie

Xt = fao(t)Zi 4 goao(t)

i funkcje foo, goo dane sa przez (4.4). Korzystajac z Lematu 2.10 mozemy obliczy¢
teoretyczna wartos¢ wariancji asymptotycznej

120 o]

0'2 = 2702 Z Bgo(t,T> ~ 7.04.

t=1717=—00

Obie metody mozna poréwna¢ tylko w punktach bedacych wielokrotnoscia okresu.
Analizujac Rysunek 4.14 mozna stwierdzi¢, ze w punktach tych btedy sa poréwny-
walne. Wydaje sie, ze procedury SBB i MBB beda asymptotycznie réwnowazne. Dla
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(a) Dlugosé probki wynosi d,, = 200, dtugosé okresu jest rowna T, = 20.
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(b) Dlugosé probki wynosi d,, = 1000, dlugosé okresu jest rowna T,, = 50.

Rysunek 4.12. Poréwnanie btedow sredniokwadratowych M SFEy,pp (linia ciaglta) i MSEppp
(linia kropkowana) jako funkcji dtugosci bloku by,.

procedury MBB dla mniejszych dtugosci bloku mamy znowu efekt pikow pomiedzy
warto$ciami bedacymi wielokrotno$ciami dtugosci okresu. Dla wiekszych b efekt ten
zanika. Z Rysunku 4.14 widzimy, ze optymalna dlugos$¢ bloku w rozwazanym modelu
dla probki o licznosci n = 200 wynosi b = 20, a dla probki o licznosci n = 1000
najmniejszy btad generuja bloki o dlugosciach b = 20 i b = 40.
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4.4. Poréwnanie btedu sredniokwadratowego dla metod bootstrap

3000 .
2500 ¢
2000 ¢
1500 ¢
1000 ¢
500 ¢

20 40 60 80 100
(a) Dlugosé probki wynosi n = 200, dlugosé okresu jest rowna T,, = 20.
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(b) Dlugos¢ probki wynosi n = 1000, dtugos$é okresu jest rowna T, = 50.

Rysunek 4.13. Btad $redniokwadratowy M S Ey;pp jako funkcja dtugosci bloku b, dla danych
okresowych.
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(a) Dlugosé probki wynosi n = 200, dlugosé okresu jest rowna T' = 20.
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(b) Dtugosé probki wynosi n = 1000, dtugosé okresu jest rowna T = 50.

Rysunek 4.14. Poréwnanie btedow sredniokwadratowych M SFEj/pp (linia ciaglta) i MSEppp
(linia kropkowana) jako funkcji dtugosci bloku b,.

93



4.5. Poréwnanie subsamplingu i bootstrapu

4.5. Poréwnanie subsamplingu i bootstrapu

Poréwnujac subsampling i bootstrap blokéw ruchomych powinnismy przyja¢ inne
kryterium efektywnosci, poniewaz estymatory bootstrapowy i subsamplingowy wa-
riancji sa sobie réwne. Dlatego badaliSmy prawdopodobieristwo pokrycia subsamplin-
gowych i bootstrapowych przedziatow ufnosci. Wyniki kilku przeprowadzonych symu-
lacji nie pozwalajg wysnué¢ jednoznacznego wniosku o wyzszo$ci MBB nad subsam-
plingiem lub odwrotnie w klasie niestacjonarnych szeregéw czasowych o strukturze
okresowej i prawie okresowej. W Tablicy 4.1 przedstawiamy wynik przyktadowej symu-
lacji. W wierszach nazwanych jako "MBB” i ”Subs.” przedstawiono aproksymacje praw-
dopodobienstw pokrycia 95% przedzialow ufnosci w modelu opisanym w poprzed-
nim paragrafie. Aproksymacje te otrzymane zostaly przez obliczenie proporcji tych
przedziatow ufnosci, ktore zawieraja prawdziwa wartosé¢ M, (E X;). Przecietna dtugosé
przedzialéw ufnosci znajduje sie w wierszach bedacych ponizej. Jak wida¢ subsamplin-

b= 2] 4] 6 | 8 [10]12]14[16] 18] 20 [22]25]30]
MBB [0.98[0.99]0.9910.990.990.99|0.99|0.93|0.91[0.91|0.890.95|0.74
1.11{1.33]1.43|1.46|1.39|1.22 | 1.06 | 0.88 | 0.75 | 0.70 | 0.73 | 0.87 | 0.91

Subs. | 0.94 [0.96 [ 0.98 | 0.98 10.99 [0.98 |0.97|0.95|0.92|0.88/0.92|0.95|0.97
099117126 {1.281.25|1.15|1.03]0.89]0.74]0.65|0.72 ] 0.86 | 0.93

Tablica 4.1. Aproksymacja prawdopodobienstwa pokrycia dla 95% przedzialéw ufnosci oraz
ich przecietna dtugosé.

gowe przedzialy ufnosci sa nieco wezsze i o mniejszym prawdopodobieristwie pokrycia.
Co ciekawe, efekt stabej zbieznosci do wariancji asymptotycznej bootstrapowego es-
tymatora wariancji dla dtugosci blokéw nie bedgcymi wielokrotno$ciami okresu nie
ma duzego przelozenia na utrzymywanie prawdopodobienistw pokrycia przedziatow
ufnosci. Mozemy jedynie stwierdzié, ze przedziaty ufnosci dla blokéw bedacych wielokro-
tnosciami okresu sa znacznie krotsze.

Warto wspomnie¢, ze w literaturze znane sa wyniki dotyczace szybkosci zbieznosci
do zera wielkosci

Sy = sup ‘Ln’b(x) — P(v/n(X, —pu) < x)’
dla subsamplingu oraz
B, = sup |P*(Va(X,, — E'X})) = P(Va(X,, — ) < )

dla bootstrapu. Oszacowania te otrzymano dla zmiennych niezaleznych i stacjonarnych
szeregow czasowych za pomocg tzw. rozwinie¢ Edgewortha. Wynika z nich, ze wielkos¢é
B,, zanika szybciej niz S,,, czyli bootstrap jest efektywniejszy od subsamplingu. Jak
dotad nie rozszerzono tych wynikéw na niestacjonarne szeregi czasowe.

Poréwnujac bootstrap i subsampling trzeba tez wspomnie¢ o wiekszej uniwersal-
nosci drugiej z tych metod. Przyktadowo w tescie na odroznianie okreséw uzywalisSmy
statystyki U, (1) = v/n|a, (A, 7)|. Jej wersja bootstrapowa ma postac

Un(r) = vn(la, (A, 7)] = | Eaq (A, 7)),
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4.5. Poréwnanie subsamplingu i bootstrapu

Aby otrzymac zgodnosé bootstrapu cheieliby$my zastosowaé Twierdzenie 3.5 z funkcja
H(z,y) = v/ + y?. Jednakze w przypadku a(\, 7) = 0 (a taka sytuacja ma miejsce
przy Hy) nastepuje zerowanie sie obydwu pochodnych czastkowych funkeji H, czyli
tak naprawde nie mozna stosowaé tego twierdzenia. Rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przyktad 4.1 (Modyfikacja przyktadu z pracy Babu, 1984). Niech Uy, ..., U, beda dla
uproszczenia niezaleznymi obserwacjami z rozktadu N (u, 1). Zatozmy, ze p = 0. Ob-

serwacje (Ur,...,U’) powstaja przez losowanie ze zwracaniem (bootstrap nieparame-
tryczny i.i.d.). Bedziemy zainteresowani dzialaniem bootstrapu dla statystyki
kwadrat ktorej ma rozklad y? o jednym stopniu swobody. Poniewaz E*U:; = U,,

zgodnos¢ bootstrapu oznacza w tym przypadku, ze
P (v(|T,| = [U.]) < 2) —— Fi(2?), (4.5)

gdzie I} jest dystrybuanta rozkladu 2 i jednym stopniu swobody. Przypomnijmy, ze
wielkosé /n(U, — U,) ma warunkowy rozklad asymptotyczny normalny. Korzysta-
jac z prawa iterowanego logarytmu mamy, ze limsup/n U, = oo prawie na pewno
i dlatego dla dowolnego x > 0

limsup P* (n(|0,| - U] < 2)) > limsup P* (Va[T,,| < v/n|T,|)
> limsup P* (0 > Vn(U, = U,) > —2vn U,,)

_1
5-

Powyzsze oszacowanie jest sprzeczne z (4.5) dla z € (0, 0.6] gdyz z tablic odczytujemy,

ze F1(04) < % Oznacza to, ze bootstrap jest niezgodny.

Mozemy zatem podejrzewaé, ze kwantyli statystyki U, (7) nie da sie aproksymowaé
za pomocg MBB. Podsumujmy zatem ten paragraf stwierdzeniem, ze metody boot-
strapowe dziataja glownie dla statystyk o asymptotycznym rozkladzie normalnym.
Natomiast subsampling nie jest w wrazliwy na posta¢ rozktadu granicznego.



Whnioski koncowe

W pracy zaprezentowano nowe wyniki dotyczace zgodnosci nieparametrycznych
metod resamplingowych w dziedzinie czasu dla niestacjonarnych szeregéw czasowych
o strukturze okresowej i prawie okresowej. Otrzymano uniwersalna zgodno$¢ subsam-
plingu, bootstrapu blokowego i sezonowego dla $redniej probkowej, gtadkich funkcji
sredniej oraz estymatorow wspotczynnikéw Fouriera. Pokazano, ze metoda bootstrapu
blokéw okresowych nie jest uniwersalnie zgodna. Procedura ta moze by¢ stosowana je-
dynie do danych o zwiekszajacej sie dtugosci okresu. Przedstawione w pracy przyktady
pokazuja duzy potencjal metod resamplingowych we wnioskowaniu statystycznym
w klasie modeli okresowych i prawie okresowych. Umozliwiaja one m.in. identyfikacje
istotnych czestotliwosci, odréznianie okresu oraz testowanie stacjonarnosci. Dalsze
badania w tej tematyce moga byé¢ prowadzone m.in. w nastepujacych kierunkach:

e Zbadanie teoretyczne i symulacyjne istniejacych oraz nowych technik doboru
dhugosci bloku w klasie modeli okresowych i prawie okresowych.

o Rozszerzenie wynikow na przypadek funkcji prawie okresowych z nieskon-
czonym zbiorem czestotliwosci.

e Rozwiniecie technik wnioskowania dla modelu autoregresyjnego

Xy = a; Xio1 + €,

gdzie {a;} jest ciagiem prawie okresowym. Zbadanie mozliwosci zastosowa-
nia bootstrapu reszt oraz bootstrapu sitowego (Biihlmann, 1997) dla au-
toregresyjnych modeli okresowych i prawie okresowych.

e Zbadanie mozliwosci resamplingowania w dziedzinie spektralnej oraz poréw-
nanie z resamplingiem w dziedzinie czasu.
Przeniesienie wynikéw zgodnosci na kontekst niestacjonarnych poél losowych.
Zastapienie zalozenia a-mieszania innymi zatozeniami, np. zalozeniami typu
stabej zaleznosci (tzw. weak dependence).

Poniewaz wiele zjawisk jakie obserwujemy charakteryzuje sie okresowoscia, bardzo
wazne jest rozwijanie narzedzi statystycznych dla modeli okresowych i prawie okre-
sowych. Nasze wyniki dostarczaja zgodnych i efektywnych procedur statystycznych
dotyczacych przedzialow ufnosci oraz testowania dla tych modeli.
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Oznaczenia 1 skroty

a.p. prawie okresowa (funkcja)

SS Scisle stacjonarny (szereg czasowy)

WS stacjonarny w sensie szerszym (szereg czasowy)
SP Scisle okresowy (szereg czasowy)

WP okresowy w sensie szerszym (szereg czasowy)
WAP prawie okresowy w sensie szerszym (szereg czasowy)
pPC okresowo skorelowany (szereg czasowy)

APC prawie okresowo skorelowany (szereg czasowy)
ii.d. niezalezne i o tym samym rozkladzie (dane)
MBB bootstrap blokéw ruchomych

SBB bootstrap blokéw sezonowych

PBB bootstrap blokéw okresowych

d

= rownos$é wedhug rozktadu
M, (f(t)) wartosé¢ srednia funkcji f(+)

™, zbiezno&¢ prawie na pewno

SN zbiezno$é¢ wedtug prawdopodobieristwa
LN zbieznos¢ w LP

4, zbiezno$é wedtug rozktadu

C zbioér liczb zespolonych
N zbioér liczb naturalnych
R zbior liczb rzeczywistych
Z zbior liczb catkowitych

7 jednostka urojona

R

e(z) czeS¢ rzeczywista liczby zespolonej z
Im(z2) czes¢ urojona liczby zespolonej z
14 funkcja indykatorowa zbioru A

O(by,) cn = O(by,) jesli istnieje stata C, ze |c,| < C|by|
o(byn) ¢n = o(by) jesli ¢, /b, — 0

op(by) ¢n = op(by) jesli ¢, /b, — 0 wedlug prawdopodobieristwa
L(X) rozklad zmiennej losowej X
B(E) o-algebra zbioréw borelowskich przestrzeni metrycznej E

N,(0,%) p-wymiarowy rozklad normalny o zerowym wektorze wartosci
oczekiwanej i macierzy kowariancji X
ATR transpozycja macierzy A
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