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Wstęp

W latach 60-tych ubiegłego stulecia Anderson, Chernawski, Kirby i Edwards
pokazali, że grupa wszystkich homeomorfizmów na gładkiej rozmaitości homo-
topijnych z Id jest grupą prostą. Wówczas Smale postawił hipotezę, że tak
samo jest w przypadku grupy Diffrc(M)0 dyfeomorfizmów klasy Cr dyfeoto-
pijnych z Id przez Cr-dyfeotopie o zwartych nośnikach, r = 0, 1, . . . ,∞.

W 1970 r. Epstein [6] pokazał, że wystarczy w tym celu udowodnić doskona-
łość grupy Diffrc(M)0, gdyż jej komutator jest grupą prostą. Wniosek ten jest
prawdziwy także w wielu innych przypadkach, jeśli jest spełniony warunek
tranzytywności i rozważamy homeomorfizmy o zwartych nośnikach.

W 1971 r. Herman [9] udowodnił, wykorzystując twierdzenie Sergeraeta
o funkcji uwikłanej [29], że grupa Diff∞(T n)0 jest doskonała i prosta, gdzie T n
jest n-wymiarowym torusem. Następnie Thurston [31] rozszerzył ten rezultat
na przypadek dowolnej rozmaitości. Ideą dowodu było wykorzystanie włas-
ności homologicznych grupy dyfeomorfizmów. Równocześnie odkryte zostały
pewne związki między homologiami grup dyfeomorfizmów i własnościami topo-
logicznymi przestrzeni klasyfikujących Haefligera dla foliacji, gdzie zostało za-
stosowane wspomniane twierdzenie. Opis wymienionych faktów można znaleźć
w [4] i [31].

Inną metodę zaprezentował Mather. W pracach [17] i [18] pokazał, że grupa
Diffrc(M)0 jest doskonała dla r skończonego, r 6= n + 1, gdzie n jest wymia-
rem rozmaitości M . Epstein [7] rozszerzył ten dowód na przypadek r = ∞.
W obu przypadkach wykorzystane zostało twierdzenie Schaudera-Tichonowa
o punkcie stałym. Dla r = n + 1 Mather [19], [20] podał argumenty sugeru-
jące, że odpowiedź jest negatywna, jednak problem pozostaje otwarty. Uwagi
na ten temat przedstawimy w podrozdziale 3.6. W przypadku r = 0, czyli dla
grupy homeomorfizmów dowód przedstawił Mather [16], używając własności
fragmentacji dla homeomorfizmów [5].

Metoda Mathera nie wymaga takich zaawansowanych środków jak dowód
Hermana-Thurstona, jednak składa się na nią wiele subtelnych argumentów.
Istotne jest tutaj zastosowanie operatorów rozszerzania i zwijania, co powodu-
je, że nie można jej użyć w przypadku grup ze strukturami geometrycznymi
takimi jak formy symplektyczne i elementy objętości. Natomiast wydaje się,
że jest to możliwe w przypadku grupy kontaktomorfizmów.

Dowody dla grupy C∞-symplektomorfizmów i C∞-dyfeomorfizmów zacho-
wujących objętość zostały przedstawione przez Banyagę [3] i Thurstona [30]
przy użyciu metody Hermana-Thurstona. Grupy homologii w tych przypad-
kach nie są trywialne, lecz wyrażają się poprzez pewne niezmienniki topologi-
czne.



WSTĘP 5

W omawianym zagadnieniu bada się także grupy dyfeomorfizmów bez za-
łożenia o zwartości nośników. Przypadki te wymagają użycia zupełnie innych
metod niż wspomniane powyżej. Istotny wkład wniosła tutaj McDuff, która
udowodniła doskonałość grupy Diffr(M)0 dyfeomorfizmów Cr-dyfeotopijnych
z Id, gdzie r = 0, 1, . . . ,∞. Podała także warunki opisujące jak wygląda
pierwsza grupa homologii grupy C∞-dyfeomorfizmów zachowujących objętość.
W szczególności jest ona trywialna dla M = Rn i n ≥ 3. Rezultaty te zostały
przedstawione w pracach [21], [22], [23] i opierają się na rozważaniach za-
prezentowanych przez Segala [28]. Metoda ta została również użyta w [11]
do badania doskonałości innych grup tego typu oraz związku między nimi
a grupami dyfeomorfizmów o zwartych nośnikach.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie zagadnienia doskonałości grup
dyfeomorfizmów o zwartych nośnikach na dwóch ważnych typach rozmaitości,
tzn. rozmaitości z foliacją i rozmaitości z narożami. Wykorzystywane dowody
opierają się na metodzie Mathera.

Na rozmaitości z foliacją rozważamy grupę Diffrc(M,F)0 dyfeomorfizmów
działających wzdłuż liści. Przypadek r = ∞ został udowodniony przez Ry-
bickiego [25] z wykorzystaniem koncepcji Hermana-Thurstona. Ponadto przy-
padek r < k jest prostym wnioskiem z dowodu Mathera [18], gdzie k jest
wymiarem foliacji F . Dla r ≥ k problem jest trudniejszy, gdyż jego pozyty-
wne rozwiązanie wymaga obniżenia gładkości odwzorowań w kierunku trans-
wersalnym do liści.

Prezentowana praca wprowadza klasę Cr,s-odwzorowań i przedstawia dowód
doskonałości grupy Diffr,sc (M,F)0 dla r−s > k+1. Wynik ten, opublikowany
w [12], wymaga zbadania wspomnianego typu odwzorowań oraz opracowa-
nia dowodów własności topologicznych grupy Diffr,sc (M,F)0. W przypadku
Lematu 2.16 jest to spowodowane faktem, że dla rozmaitości z foliacją nie
istnieje odwzorowanie exp (porównaj z [4]). Natomiast dowód Lematu 2.15
można przeprowadzić jak w [15] lub [24], jednak wymagałoby to zdefiniowa-
nia pojęcia (r, s)-żetów, co dodatkowo komplikowałoby rozumowanie. Stąd
została przedstawiona jego inna wersja.

Odwzorowania używane w konstrukcji operatora Mathera są zgodne ze struk-
turą foliacji co pozwala na przeformułowanie metody. Zauważmy także, że
doskonałość grupy na rozmaitości z foliacją jest związana z doskonałością
grupy na zwykłej rozmaitości. Na końcu rozdziału trzeciego podane zostały
wnioski mogące w ten sposób prowadzić do rozwiązania przypadku r = n+ 1.

Drugim rozważanym zagadnieniem jest doskonałość grupy dyfeomorfizmów
na rozmaitości z narożami. Przedstawiony został dowód dla r = ∞. Analo-
giczne rozumowanie można przeprowadzić dla r > n + 1. Oba przypadki
są opisane w [13].
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Operator Mathera można zastosować jedynie wzdłuż krawędzi rozmaitości.
Stąd konieczne było użycie dodatkowo innej metody, nazwanej rozkładem re-
gularnym. Dowód polega na połączeniu obu rozwiązań i zachodzi dla roz-
maitości wymiaru n ≥ 2. Dla n = 1 rozważana grupa nie jest doskonała,
co wynika z [8].

Należy dodać, że rodzina rozważanych problemów jest o wiele szersza niż
wspomniane powyżej. Przykładowo znane są wyniki dotyczące doskonałości
grup homeomorfizmów Lipschitzowskich [1], [2], dyfeomorfizmów zachowują-
cych punkt [8], czy też homeomorfizmów ekwiwariantnych [27]. Wiele z nich
to jedynie częściowe rezultaty. W szczególności pozostaje otwarty problem
grup Cr-symplektomorfizmów i Cr-kontaktomorfizmów w przypadku gdy r
jest skończone. Dokładniejsze omówienie tych kwestii przekracza ramy niniej-
szego opracowania.

Praca składa się z czterech rozdziałów. Pierwszy zawiera podstawowe in-
formacje, wykorzystywane w dalszej części. Przedstawione zostały własności
modułów ciągłości, oszacowania seminorm dla przypadku zwykłej rozmaitości,
a także własności topologiczne grup dyfeomorfizmów na Rn.

Rozdziały drugi i trzeci dotyczą doskonałości pewnych grup dyfeomorfizmów
na rozmaitości z foliacją. Najpierw zdefiniowane zostały odwzorowania kla-
sy Cr,s oraz pokazano ich podstawowe własności. Następnie udowodniono,
że grupa Diffr,sc (M,F) jest grupą topologiczną oraz własność fragmentacji
dla rozmaitości z foliacją. Informacje te stanowią przygotowanie do dowodu
Twierdzenia 3.2.

Rozdział trzeci opisuje dowód Twierdzenia 3.2 podzielony na kilka etapów.
Najważniejszymi są konstrukcja operatora zwijania oraz operatora Mathera.
Dowód Lematu 3.6 w podrozdziale 3.3 nie jest potrzebny do zrozumienia po-
zostałych części. Na końcu rozdziału znajdują się uwagi dotyczące przypadku
r = n+ 1.

W rozdziale czwartym przedstawiono dowód doskonałości składowej spójnej
identyczności grupy C∞-dyfeomorfizmów o zwartym nośniku na rozmaitości
z narożami. Przypomniane zostały podstawowe definicje i opisane potrzebne
własności. Następnie przeprowadzono konstrukcję operatora Mathera [7] i za-
prezentowano rozumowanie dotyczące rozkładu regularnego. Podsumowaniem
tej części jest dowód głównego twierdzenia. Uzyskany wniosek został przed-
stawiony w Twierdzeniu 4.5. Ostatni podrozdział opisuje przypadek roz-
maitości z narożami, która ma wierzchołki.

W pracy używane są standardowe oznaczenia na zbiory liczbowe N, Z, R.
Przez |x| będziemy rozumieć normę elementu x w Rn. Symbol n jest zarezer-
wowany na oznaczenie wymiaru rozważanej przestrzeni, a k na wymiar foliacji
lub wymiar krawędzi rozmaitości. Ponadto litery r, s służą do opisu klasy
odwzorowań.
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W tekście pojawia się wiele różnych przestrzeni odwzorowań i dyfeomor-
fizmów. Są one oznaczane według schematu Cr

c (M,M), Diffr,αK (M)0, gdzie
indeks górny oznacza klasę rozważanych odwzorowań, symbol 0 - składową
spójną przestrzeni w danej topologii, a c i K - przestrzenie odwzorowań
o nośnikach odpowiednio zwartych i zawartych w K. Konkretne definicje są
podane w miarę pojawiania się poszczególnych przestrzeni.



1. Podstawowe wiadomości

1.1. Moduły ciągłości i odwzorowania klasy Cr,α

Definicja 1.1. Funkcję α : [0,∞) → [0,∞) nazywamy modułem ciągłości
jeśli jest ciągła, silnie rosnąca, α(0) = 0 oraz α(st) ≤ sα(t) dla każdego s ≥ 1
i t ≥ 0.

Definicja 1.2. Niech X, Y będą przestrzeniami metrycznymi. Mówimy, że
odwzorowanie f : X → Y jest α-ciągłe jeśli istnieją stałe C > 0 i δ > 0 takie,
że dla x, y ∈ X warunek dX(x, y) ≤ δ pociąga za sobą nierówność

dY (f(x), f(y)) ≤ Cα(dX(x, y)).

Ponadto mówimy, że f jest lokalnie α-ciągłe jeśli dla każdego punktu x ∈ X
istnieje otoczenie U tego punktu takie, że f |U jest α-ciągłe.

Zauważmy, że jeśli moduły ciągłości α, β pokrywają się w otoczeniu zera, to
α-ciągłość jest równoważna β-ciągłości. Ponadto prawdziwa jest następująca
własność.

Własność 1.3. Niech X, Y będą przestrzeniami metrycznymi i niech α będzie
modułem ciągłości. Jeśli odwzorowanie f : X → Y jest α-ciągłe, to jest
α-ciągłe po zamianie metryk na równoważne.

Dowód. Niech d1, d2 oraz %1, %2 będą parami metryk równoważnych odpowied-
nio w przestrzeni X i Y , tzn. zachodzą oszacowania

mdd1(x1, x2) ≤ d2(x1, x2) ≤Mdd1(x1, x2), x1, x2 ∈ X,
m%%1(y1, y2) ≤ %2(y1, y2) ≤M%%1(y1, y2), y1, y2 ∈ Y,

dla pewnych stałych md,Md,m%,M% > 0. Możemy założyć, że md,m% < 1
i Md,M% > 1.

Jeśli f jest α-ciągłe względem metryk d1, %1 ze stałymi C1 > 0, δ1 > 0, to
dla x1, x2 ∈ X takich, że d2(x1, x2) ≤ δ2 = δ1md mamy

%2(f(x1), f(x2)) ≤M%%1(f(x1), f(x2)) ≤M%C1α(d1(x1, x2))

≤M%C1α

(
1

md

d2(x1, x2)

)
≤ M%

md

C1α(d2(x1, x2)).

Przyjmujemy C2 = M%

md
C1. �

Przedstawimy teraz własności modułów ciągłości, które zostaną wykorzy-
stane w dalszych rozważaniach.
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Lemat 1.4. Niech X będzie zwartym, wypukłym podzbiorem przestrzeni unor-
mowanej, a Y przestrzenią metryczną. Jeśli f : X → Y jest odwzorowaniem
ciągłym, to istnieje moduł ciągłości α taki, że odwzorowanie f jest α-ciągłe.

Dowód. Definiujemy funkcję

α̃(t) = sup
|x1−x2|≤t

d(f(x1), f(x2)).

Jest ona dobrze określona, bo zbiór X jest zwarty. Ponadto jest niemalejąca,
α̃(0) = 0 oraz

d(f(x1), f(x2)) ≤ α̃(|x1 − x2|)
dla każdego x1, x2 ∈ X. Pokażemy, że funkcja α̃ jest ciągła.

Niech t1 > 0 i ε > 0. Z ciągłości f i ze zwartości X istnieje δ > 0 takie, że
dla x1, x2 ∈ X, |x1 − x2| ≤ δ mamy d(f(x1), f(x2)) ≤ ε

2
.

Wybieramy t2 > 0 takie, że |t1 − t2| ≤ δ. Dla x1, x2 ∈ X, |x1 − x2| ≤ t1
istnieją x′1, x′2 ∈ X takie, że |x′1 − x′2| ≤ t2 oraz |x1 − x′1| ≤ δ i |x2 − x′2| ≤ δ.
Stąd mamy oszacowanie

d(f(x1), f(x2)) ≤ d(f(x1), f(x′1)) + d(f(x′1), f(x′2)) + d(f(x′2), f(x2))

≤ ε+ d(f(x′1), f(x′2)).

Biorąc supremum po obu stronach otrzymujemy |α̃(t1)− α̃(t2)| ≤ ε.
Skonstruujemy moduł ciągłości α taki, że

d(f(x1), f(x2)) ≤ α̃(|x1 − x2|) ≤ α(|x1 − x2|),
czyli taki, że f jest α-ciągłe.

Ze zwartości X istnieje B > 0 i t0 > 0 takie, że α̃(t) = B dla t ≥ t0. Bie-
rzemy ciąg {ti}i∈N spełniający warunek α̃(ti) = B

2i , i ∈ N. Definiujemy funkcję

α(t) =


t+B t ∈ [t0,∞)

t+ B
2i + t

∑i
l=1

B
2ltl

t ∈ [ti+1, ti)

0 t = 0

.

Jest ona ciągła i silnie rosnąca. Pozostało sprawdzić warunek α(st) ≤ sα(t).
Bierzemy s ≥ 1 i t > 0. Zakładamy, że t ∈ [tj+1, tj) i st ∈ [ti+1, ti) dla pewnych
i, j ∈ N, i ≤ j. Wówczas

B

2i
+ st

i∑
l=1

B

2ltl
=
B

2j
+

j∑
l=i+1

B

2l
+ st

i∑
l=1

B

2ltl
≤ B

2j
+ st

j∑
l=1

B

2ltl
,

bo tj < . . . < ti+1 ≤ st. Stąd

α(st) = st+
B

2i
+ st

i∑
l=1

B

2ltl
≤ st+ s

B

2j
+ st

j∑
l=1

B

2ltl
= sα(t).

Analogicznie postępujemy, gdy st ∈ [t0,∞). �



1. PODSTAWOWE WIADOMOŚCI 10

Lemat 1.5. Niech X, Y , Z będą przestrzeniami metrycznymi. Jeśli odwzo-
rowanie f : X → Y jest α-ciągłe i g : Y → Z jest β-ciągłe, to złożenie
g ◦ f : X → Z jest β ◦ α-ciągłe.

Dowód. Niech Cf , Cg > 0 i δf , δg > 0 będą stałymi z definicji α i β-ciągłości
odpowiednio dla f i g. Zakładamy, że Cf ≥ 1.

Wybieramy δ ≤ δf takie, że Cfα(δ) ≤ δg. Wówczas dla dX(x1, x2) ≤ δ
mamy

dY (f(x1), f(x2)) ≤ Cfα(dX(x1, x2)) ≤ Cfα(δ) ≤ δg.

Teraz możemy zapisać

dZ((g ◦ f)(x1), (g ◦ f)(x2)) ≤ Cgβ(dY (f(x1), f(x2)))

≤ Cgβ(Cfα(dX(x1, x2)))

≤ CgCf (β ◦ α)(dX(x1, x2)).

�

Uwaga 1.6. Dla dowolnego t ≤ s mamy α(s) = α( s
t
t) ≤ s

t
α(t). Stąd funkcja

t
α(t)

jest niemalejąca i odwzorowanie Id jest α-ciągłe względem każdego modułu
ciągłości α. Ponadto dowolne odwzorowanie jest Id-ciągłe wtedy i tylko wtedy
gdy spełnia warunek Lipschitza.

Z tych dwóch faktów i z Lematu 1.5 wynika, że funkcja spełniająca warunek
Lipschitza jest α-ciągła względem każdego modułu ciągłości α. W szczegól-
ności funkcja klasy C1 jest lokalnie α-ciągła dla każdego α.

Lemat 1.7. Niech X, Y1, . . . , Yl będą przestrzeniami metrycznymi i niech
fi : X → Yi będą funkcjami α-ciągłymi, i = 1, . . . , l. Określamy metrykę
produktową dY na Y = Y1 × . . .× Yl wzorem

dY (x, y) =
l∑

i=1

dYi
(xi, yi),

dla x, y ∈ Y . Wówczas zestawienie f = (f1, . . . , fl) : X → Y jest α-ciągłe.
Z Własności 1.3 wniosek pozostaje prawdziwy po zamianie metryk na równo-
ważne.

Dowód. Przyjmując δ ≤ min{δfi
: i = 1, . . . , l}, dla dX(x, y) ≤ δ mamy

dY (f(x), f(y)) =
l∑

i=1

dYi
(fi(x), fi(y)) ≤

(
l∑

i=1

Cfi

)
α(dX(x, y)),

gdzie Cfi
> 0, δfi

> 0 są stałymi z definicji α-ciągłości dla odwzorowania fi,
i = 1, . . . , l. �
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Lemat 1.8. Niech X będzie przestrzenią metryczną i niech V1, . . . , Vl,W będą
skończenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi. Ponadto zakładamy, że
odwzorowania gi : X → Vi, i = 1, . . . , l, są α-ciągłe o ograniczonych obrazach
i f : V1 × . . .× Vl → W odwzorowaniem l-liniowym. Wówczas f ◦ (g1, . . . , gl)
jest α-ciągłe.

Dowód. Odwzorowanie f jest l-liniowe, więc jest lokalnie Lipschitzowskie. Po-
nadto zbiór Im(g1)× . . .× Im(gl) jest zwarty. Stąd f jest Lipschitzowskie.
Z Uwagi 1.6 wynika, że f jest Id-ciągłe. Korzystając z Lematów 1.7 i 1.5
otrzymujemy tezę. �

Lemat 1.9. Niech X będzie przestrzenią metryczną, a Y przestrzenią unor-
mowaną. Jeśli f1, f2 : X → Y są α-ciągłe oraz a1, a2 ∈ R, to odwzorowanie
f = a1f1 + a2f2 : X → Y jest α-ciągłe.

Dowód. Przy oznaczeniach jak wcześniej ustalamy δ ≤ min{δf1 , δf2}. Wówczas

‖f(x)− f(y)‖ ≤ |a1|‖f1(x)− f1(y)‖+ |a2|‖f2(x)− f2(y)‖
≤ |a1|Cf1α(dX(x, y)) + |a2|Cf2α(dX(x, y))

= (|a1|Cf1 + |a2|Cf2)α(dX(x, y))

dla dX(x, y) ≤ δ. �

Niech r ≥ 0, n,m ≥ 1 i niech α będzie modułem ciągłości. W dalszej części
pracy symbol [α] będzie oznaczał α lub nic. Ponadto przez I w przypadku
dyfeotopii będziemy rozumieć przedział [0, 1].

Niech f, g : Rn → Rn będą odwzorowaniami klasy Cr. Wówczas zachodzą
znane wzory na pochodne złożenia odwzorowań

(1.1) D(f ◦ g) = (Df ◦ g) ·Dg
oraz

(1.2)
Dr(f ◦ g) = (Drf ◦ g) · (Dg × . . .×Dg) + (Df ◦ g) ·Drg

+
∑

Ci,j1,...,ji(D
if ◦ g) · (Dj1g × . . .×Djig)

dla r ≥ 2, gdzie suma przebiega po 1 < i < r, j1 + . . . + ji = r i jl ≥ 1,
l = 1, . . . , i. Stałe Ci,j1,...,ji są liczbami naturalnymi niezależnymi od f i g.

Jeśli f : Rn → Rn jest dyfeomorfizmem klasy Cr, to

(1.3) D(f−1) = (Df ◦ f−1)−1

oraz
(1.4)
Dr(f−1) = −D(f−1) · (Drf ◦ f−1) · (D(f−1)× . . .×D(f−1))

−D(f−1)
∑

Ci,j1,...,ji(D
if ◦ f−1) · (Dj1(f−1)× . . .×Dji(f−1))

dla r ≥ 2.



1. PODSTAWOWE WIADOMOŚCI 12

Ostatni wzór uzyskujemy z (1.2) przyjmując g = f−1. Istotnie, wówczas

0 = Dr(f ◦ f−1) = (Drf ◦ f−1) · (D(f−1)× . . .×D(f−1))

+ (Df ◦ f−1) ·Dr(f−1)

+
∑

Ci,j1,...,ji(D
if ◦ f−1) · (Dj1(f−1)× . . .×Dji(f−1)).

Mnożąc to równanie lewostronnie przez (Df ◦f−1)−1 i przenosząc drugi skład-
nik na lewą stronę otrzymujemy (1.4).

W dalszej części złożenie odwzorowań będziemy zazwyczaj zapisywać w po-
staci fg, a iloczyn jako f · g.

Definicja 1.10. Mówimy, że odwzorowanie f : Rn → Rm jest klasy Cr,α jeśli
jest klasy Cr i pochodna Drf jest lokalnie α-ciągła. Jeśli dodatkowo f−1 jest
klasy Cr,α, to f nazywamy Cr,α-dyfeomorfizmem.

Definicja 1.11. Odwzorowanie H : Rn× I → Rn nazywamy Cr,[α]-dyfeotopią
od Id do f jeśli H jest klasy Cr,[α], Ht jest dyfeomorfizmem klasy Cr,[α] dla
każdego t ∈ I oraz H0 = Id i H1 = f .

Własność 1.12. Niech r ≥ 1 i niech α będzie modułem ciągłości. Zakładamy,
że odwzorowania f, g : Rn → Rn są klasy Cr,α. Wówczas złożenie f ◦ g jest
klasy Cr,α. Ponadto, jeśli odwzorowanie f ma odwrotność klasy C1, to f jest
Cr,α-dyfeomorfizmem.

Dowód. Niech f i g będą odwzorowaniami klasy Cr,α. Wystarczy pokazać, że
pochodna Dr(f ◦ g) jest lokalnie α-ciągła.

Dla r = 1 wykorzystamy wzór (1.1). Odwzorowanie g jest klasy C1, więc
z Uwagi 1.6 jest lokalnie Id-ciągłe i z Lematu 1.5 odwzorowanie Df ◦ g jest
lokalnie α-ciągłe. Mnożenie jest dwuliniowe i rozważamy α-ciągłość lokalnie,
więc możemy skorzystać z Lematu 1.8. Stąd i ze wzoru (1.1) odwzorowanie
D(f ◦ g) jest lokalnie α-ciągłe.

Gdy r ≥ 2, rozważamy wzór (1.2). Uzasadniamy jak wyżej, że pierwszy
i drugi składnik tego wzoru to odwzorowania lokalnie α-ciągłe. Trzeci składnik
zawiera tylko odwzorowania klasy C1, więc z Uwagi 1.6 są one również lokalnie
α-ciągłe. Korzystając z Lematu 1.9 otrzymujemy tezę.

Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy w przypadku dyfeomorfizmu,
wykorzystując wzory (1.3) i (1.4). �

Przez Cr,[α](Rn,Rn) oznaczamy przestrzeń odwzorowań f : Rn → Rn kla-
sy Cr,[α]. Ponadto przez Cr,[α]

c (Rn,Rn) będziemy oznaczać jej podprzestrzeń
złożoną z odwzorowań o zwartych nośnikach, a przy pomocy indeksu K,
C
r,[α]
K (Rn,Rn), podprzestrzeń odwzorowań o nośnikach w K ⊂ Rn. Analogi-

cznie określamy grupę Diffr,[α](Rn) dyfeomorfizmów klasy Cr,[α] na Rn z dzia-
łaniem składania odwzorowań oraz jej podgrupy Diffr,[α]

c (Rn) i Diff
r,[α]
K (Rn).
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1.2. Definicje i oszacowania seminorm

Niech r ≥ 0, n,m ≥ 1 i niech α będzie modułem ciągłości.
Dla odwzorowania f : Rn → Rm definiujemy seminormy

µr(f) = sup
x∈Rn

‖Dr(f − Id)(x)‖,

µr,α(f) = sup
x 6=y∈Rn

‖Drf(x)−Drf(y)‖
α(|x− y|)

oraz
‖f‖r = sup

x∈Rn

‖Drf(x)‖,

gdzie ‖ · ‖ oznacza standardową normę w przestrzeni odwzorowań r-liniowych
Lr(Rn,Rm). Ponadto dla r ≥ 1 określamy

Mr(f) = sup{µi(f) : i = 1, . . . , r},
Mr,α(f) = sup{µi(f), µi,α(f) : i = 1, . . . , r}.

Niech K ⊂ Rn będzie zbiorem domkniętym. Definiujemy stałą

RK = sup
x∈Rn

dist(x,Rn \K).

Zauważmy, że µ1(f) ≤ ‖f‖1 + 1 i ‖f‖1 ≤ µ1(f) + 1 oraz µr(f) = ‖f‖r dla
r ≥ 2. Ponadto zachodzi następujący lemat.

Lemat 1.13. Niech r ≥ 1 i niech α będzie modułem ciągłości.
(1) NiechK ⊂ Rn będzie zbiorem domkniętym takim, że RK <∞. Wówczas

istnieje stała C > 0 zależna od RK i α taka, że

µr(f) ≤ Cµr+1(f), µr(f) ≤ Cµr,α(f), µr,α(f) ≤ Cµr+1,α(f)

dla dostatecznie regularnego f : Rn → Rn takiego, że Dr(f − Id) = 0

na Rn \K.
(2) Niech 1 ≤ i ≤ n. Istnieje stała C ≥ 1 zależna od α taka, że

µr(f) ≤ Crµr+1(f), µr(f) ≤ Crµr,α(f), µr,α(f) ≤ Crµr+1,α(f)

dla dostatecznie regularnego f : Rn → Rn okresowego względem i-tej
współrzędnej o okresie 1.

Dowód. Niech x ∈ Rn. Wybieramy y ∈ Rn \K takie, że |x − y| ≤ RK .
Wówczas otrzymujemy

(1.5)

‖Dr(f − Id)(x)‖ = ‖Dr(f − Id)(x)−Dr(f − Id)(y)‖

=

∥∥∥∥∫ 1

0

Dr+1(f − Id)(tx+ (1− t)y) · (x− y) dt

∥∥∥∥
≤ µr+1(f)|x− y| ≤ RKµr+1(f).
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Ponadto

(1.6)
‖Dr(f − Id)(x)‖ =

‖Dr(f − Id)(x)−Dr(f − Id)(y)‖
α(|x− y|)

α(|x− y|)

≤ α(RK)µr,α(f).

Aby udowodnić trzecie oszacowanie z (1) pokażemy, że

(1.7) µr,α(f) ≤ C̃µr+1(f)

dla pewnej stałej C̃ > 0 zależnej od RK i α.
Niech x, y ∈ Rn, x 6= y. Z Uwagi 1.6 funkcja t

α(t)
jest niemalejąca, więc

całkując jak w (1.5) mamy

(1.8)
‖Drf(x)−Drf(y)‖

α(|x− y|)
≤ µr+1(f)|x− y|

α(|x− y|)
≤ 1

α(1)
µr+1(f)

dla |x − y| ≤ 1. Jeśli |x − y| > 1, to wybieramy x0, y0 ∈ Rn \K takie, że
|x− x0| ≤ RK , |y − y0| ≤ RK i szacujemy

(1.9)

‖Drf(x)−Drf(y)‖
α(|x− y|)

≤ ‖D
rf(x)−Drf(x0)‖+ ‖Drf(y0)−Drf(y)‖

α(|x− y|)

≤ µr+1(f)

α(1)
(|x− x0|+ |y − y0|) ≤

2RK

α(1)
µr+1(f).

Stąd prawdziwa jest nierówność (1.7). Stosując oszacowania (1.6) i (1.7) otrzy-
mujemy (1).

Aby udowodnić (2) przeprowadzamy rozważania na pochodnych cząstkowych.
Dla uproszczenia zapisu przyjmujemy i = 1.

Niech i1, . . . , ir, l ∈ {1, . . . , n}. Bierzemy x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. Z okre-
sowości f istnieje punkt y = (y1, x2, . . . , xn) ∈ Rn taki, że ∂r(f−Id)l

∂xi1
...∂xir

(y) = 0

i |x1 − y1| ≤ 1. Wówczas mamy∥∥∥ ∂r(f−Id)l

∂xi1
...∂xir

(x)
∥∥∥ =

∥∥∥ ∂r(f−Id)l

∂xi1
...∂xir

(x)− ∂r(f−Id)l

∂xi1
...∂xir

(y)
∥∥∥

≤
∥∥∥∥∫ 1

0

∂r+1(f−Id)l

∂x1∂xi1
...∂xir

(tx+ (1− t)y) · (x1 − y1, 0, . . . , 0) dt

∥∥∥∥
≤ µr+1(f)|x1 − y1| ≤ µr+1(f).

Sumując po wszystkich pochodnych cząstkowych otrzymujemy

µr(f) = sup
x∈Rn

‖Dr(f − Id)(x)‖ ≤
∑

sup
x∈Rn

∥∥∥ ∂r(f−Id)l

∂xi1
...∂xir

(x)
∥∥∥

≤
∑

µr+1(f) = nr+1µr+1(f).
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Podobnie, wykonując przekształcenie jak w (1.6), możemy zapisać

(1.10) µr(f) ≤
∑

sup
x∈Rn

∥∥∥ ∂r(f−Id)l

∂xi1
...∂xir

(x)
∥∥∥ ≤∑α(1)µr,α(f) = nr+1α(1)µr,α(f).

Teraz niech x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn i y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn, x 6= y.
Jeśli |x− y| ≤ 1, to zachodzi oszacowanie (1.8).

Załóżmy, że |x−y| > 1. Z okresowości f dla każdego i1, . . . , ir, l ∈ {1, . . . , n}
istnieją punkty x0 = (x0

1, x2, . . . , xn) ∈ Rn i y0 = (y0
1, y2, . . . , yn) ∈ Rn takie, że

∂r(f−Id)l

∂xi1
...∂xir

(x0) = ∂r(f−Id)l

∂xi1
...∂xir

(y0) = 0 oraz |x1 − x0
1| ≤ 1 i |y1 − y0

1| ≤ 1. Wtedy
szacując jak w (1.9) otrzymujemy

‖Drf(x)−Drf(y)‖
α(|x− y|)

≤
∑∥∥∥ ∂r(f−Id)l

∂xi1
...∂xir

(x)− ∂r(f−Id)l

∂xi1
...∂xir

(y)
∥∥∥

α(1)

≤
∑ 2

α(1)
µr+1(f) = nr+1 2

α(1)
µr+1(f),

gdzie również sumujemy po wszystkich pochodnych cząstkowych. W ten spo-
sób udowodniliśmy, że

µr,α(f) ≤ nr+1 2

α(1)
µr+1(f).

Korzystając dodatkowo z (1.10) mamy ostatnią nierówność z (2). �

Definicja 1.14. Wielomianem pierwszego rodzaju nazywamy wielomian jed-
nej zmiennej o nieujemnych współczynnikach i bez wyrazu wolnego. Jeśli do-
datkowo nie ma on wyrazu liniowego, to mówimy że jest to wielomian drugiego
rodzaju. Będziemy je oznaczać odpowiednio przez G i F .

Wzory (1.1)-(1.4) pozwalają nam udowodnić następujące lematy.

Lemat 1.15. (1) Niech l ≥ 1. Dla f1, . . . , fl ∈ C1(Rn,Rn) mamy

µ1(f1 . . . fl) ≤ l( sup
1≤i≤l

µ1(fi))(1 + sup
1≤i≤l

µ1(fi))
l−1.

(2) Niech r ≥ 2 i l ≥ 1. Istnieje wielomian drugiego rodzaju F zależny
od r i l taki, że

µr(f1 . . . fl) ≤ l( sup
1≤i≤l

µr(fi))(1 + sup
1≤i≤l

µ1(fi))
r(l−1) + F ( sup

1≤i≤l
Mr−1(fi))

dla dowolnych f1, . . . , fl ∈ Cr(Rn,Rn).

Dowód. Dowód poprowadzimy przez indukcję. Dla l = 1 własności (1) i (2)
są oczywiście spełnione. Załóżmy, że l ≥ 2 i zachodzą one dla j = 1, . . . , l− 1.
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Korzystając ze wzoru (1.1) i z indukcji otrzymujemy

‖D(f1 . . . fl − Id)(x)‖ = ‖D(f1 . . . fl−1)(fl(x)) ·Dfl(x)− Id ‖
≤ ‖D(f1 . . . fl−1)(fl(x))− Id ‖‖Dfl(x)‖+ ‖Dfl(x)− Id ‖
≤ µ1(f1 . . . fl−1)‖fl‖1 + µ1(fl)

≤ (l − 1)( sup
1≤i≤l−1

µ1(fi))(1 + sup
1≤i≤l−1

µ1(fi))
l−2(1 + µ1(fl)) + µ1(fl)

≤ (l − 1)( sup
1≤i≤l

µ1(fi))(1 + sup
1≤i≤l

µ1(fi))
l−1

+ µ1(fl)(1 + sup
1≤i≤l

µ1(fi))
l−1

≤ l( sup
1≤i≤l

µ1(fi))(1 + sup
1≤i≤l

µ1(fi))
l−1.

Podobnie, dla r ≥ 2 ze wzoru (1.2) mamy

‖Dr(f1 . . . fl)(x)‖ ≤ ‖Dr(f1 . . . fl−1)(fl(x))‖‖Dfl(x)‖r

+ ‖D(f1 . . . fl−1)(fl(x))‖‖Drfl(x)‖

+
∑

Ci,j1,...,ji‖Di(f1 . . . fl−1)(fl(x))‖
∏

1≤m≤i

‖Djmfl(x)‖

≤ µr(f1 . . . fl−1)‖fl‖r1 + ‖f1 . . . fl−1‖1µr(fl)

+
∑

Ci,j1,...,jiµi(f1 . . . fl−1)‖fl‖j1 . . . ‖fl‖ji
≤ (l − 1)( sup

1≤i≤l−1
µr(fi))(1 + sup

1≤i≤l−1
µ1(fi))

r(l−2)(1 + µ1(fl))
r

+ F1( sup
1≤i≤l−1

Mr−1(fi))(1 + µ1(fl))
r

+

(
1 + (l − 1)( sup

1≤i≤l−1
µ1(fi))(1 + sup

1≤i≤l−1
µ1(fi))

l−2

)
µr(fl)

+
∑

Ci,j1,...,jiµi(f1 . . . fl−1)Mr−1(fl)(1 +Mr−1(fl))
i−1,

gdzie F1 jest pewnym wielomianem drugiego rodzaju. Ostatni składnik otrzy-
mujemy korzystając z faktu, że co najmniej jeden z indeksów j1, . . . , ji jest
większy od 1.

Z indukcji względem r wynika, że

µi(f1 . . . fl−1) ≤ (l − 1)( sup
1≤j≤l−1

µi(fj))(1 + sup
1≤j≤l−1

µ1(fj))
i(l−2)

+ F ( sup
1≤j≤l−1

Mi−1(fj))

≤ G̃( sup
1≤j≤l−1

Mi−1(fj))
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dla pewnego wielomianu pierwszego rodzaju G̃. W efekcie ostatni składnik
powyższego oszacowania możemy zapisać jako wielomian drugiego rodzaju.
Stąd i z nierówności Bernoulliego otrzymujemy

‖Dr(f1 . . . fl)(x)‖ ≤ (l − 1)( sup
1≤i≤l

µr(fi))(1 + sup
1≤i≤l

µ1(fi))
r(l−1)

+

(
1 + (l − 1)( sup

1≤i≤l
µ1(fi))

)
(1 + sup

1≤i≤l
µ1(fi))

l−2µr(fl)

+ F2( sup
1≤i≤l

Mr−1(fi))

≤ (l − 1)( sup
1≤i≤l

µr(fi))(1 + sup
1≤i≤l

µ1(fi))
r(l−1)

+ (1 + sup
1≤i≤l

µ1(fi))
l−1(1 + sup

1≤i≤l
µ1(fi))

l−2µr(fl)

+ F2( sup
1≤i≤l

Mr−1(fi))

≤ l( sup
1≤i≤l

µr(fi))(1 + sup
1≤i≤l

µ1(fi))
r(l−1) + F2( sup

1≤i≤l
Mr−1(fi))

dla pewnego wielomianu drugiego rodzaju F2. �

Lemat 1.16. (1) Niech f ∈ Diff1(Rn) i µ1(f) ≤ 1
2
. Wówczas

µ1(f−1) ≤ 2µ1(f).

(2) Niech r ≥ 2. Istnieje wielomian drugiego rodzaju F zależny od r taki,
że

µr(f
−1) ≤ µr(f)(1 + 2µ1(f))r+1 + F (Mr−1(f))

dla każdego f ∈ Diffr(Rn) takiego, że µ1(f) ≤ 1
2
.

Dowód. Jeśli f ∈ Diff1(Rn) i µ1(f) < 1, to zachodzi wzór

(1.11) (Df(x))−1 =
∞∑
m=0

(−(Df(x)− Id))m.

Stąd i ze wzoru (1.3) otrzymujemy

(1.12)

µ1(f−1) = sup
x∈Rn

‖D(f−1)(x)− Id ‖ = sup
x∈Rn

‖(Df(f−1(x)))−1 − Id ‖

= sup
x∈Rn

∥∥∥∥∥
∞∑
m=0

(−(Df(f−1(x))− Id))m − Id

∥∥∥∥∥
≤

∞∑
m=1

sup
x∈Rn

‖Df(f−1(x))− Id ‖m =
∞∑
m=1

sup
x∈Rn

‖Df(x)− Id ‖m

≤
∞∑
m=1

(µ1(f))m =
µ1(f)

1− µ1(f)
≤ 2µ1(f).
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Ostatnia nierówność zachodzi dla µ1(f) ≤ 1
2
.

Niech teraz r ≥ 2 i µ1(f) ≤ 1
2
. Korzystając z (1.4) i (1) mamy

‖Dr(f−1)(x)‖ ≤ ‖D(f−1)(x)‖‖Drf(f−1(x))‖‖D(f−1)(x)‖r

+ ‖D(f−1)(x)‖
∑

Ci,j1,...,ji‖Dif(f−1(x))‖
∏

1≤l≤i

‖Djl(f−1)(x)‖

≤ µr(f)‖f−1‖r+1
1 + ‖f−1‖1

∑
Ci,j1,...,jiµi(f)‖f−1‖j1 . . . ‖f−1‖ji

≤ µr(f)(1 + 2µ1(f))r+1

+ (1 + 2µ1(f))
∑

Ci,j1,...,jiµi(f)µjl0 (f−1)
∏
1≤l≤i
l 6=l0

(1 + µjl(f
−1)),

gdzie l0 jest tak wybrane, że jl0 ≥ 2.
Z indukcji wynika, że prawdziwe są nierówności

µj(f
−1) ≤ G̃(Mj(f)) ≤ G̃(Mr−1(f))

dla każdego j = 1, . . . , r−1 i pewnego wielomianu pierwszego rodzaju G̃. Stąd
istnieje wielomian drugiego rodzaju F zależny od r taki, że

‖Dr(f−1)(x)‖ ≤ µr(f)(1 + 2µ1(f))r+1

+ (1 + 2µ1(f))
∑

Ci,j1,...,jiµi(f)G̃(Mr−1(f))(1 + G̃(Mr−1(f)))i−1

≤ µr(f)(1 + 2µ1(f))r+1 + F (Mr−1(f))

dla f ∈ Diffr(Rn) spełniających warunek µ1(f) ≤ 1
2
. �

Lemat 1.17. Niech r ≥ 1 i niech α będzie modułem ciągłości.

(1) Istnieje wielomian pierwszego rodzaju G zależny od r i α taki, że

µr,α(fg) ≤ µr,α(f) + µr,α(g) +Mr,α(f)G(Mr,α(g))

dla f, g ∈ Cr,α(Rn,Rn).
(2) NiechK ⊂ Rn będzie zbiorem domkniętym takim, że RK <∞. Wówczas

istnieją stałe δ1 > 0 i C1 > 0 zależne od r, RK i α takie, że

µr,α(fg) ≤ µr,α(f) + µr,α(g) + C1µr,α(f)µr,α(g)

dla dowolnych f, g ∈ Cr,α(Rn,Rn) takich, że µr,α(f), µr,α(g) ≤ δ1

i D(f − Id) = D(g − Id) = 0 na Rn \K.

Dowód. Dowód przeprowadzimy jednocześnie dla obu własności, gdyż (2) wynika
z (1) przy wykorzystaniu Lematu 1.13 (1).
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Niech r = 1. Ze wzoru (1.1) oraz z oszacowania ‖g‖1 ≤ 1 + µ1(g) mamy

(1.13)

µ1,α(fg) = sup
x 6=y∈Rn

‖Df(g(x)) ·Dg(x)−Df(g(y)) ·Dg(y)‖
α(|x− y|)

≤ sup
x 6=y

‖Df(g(x))−Df(g(y))‖
α(|x− y|)

‖Dg(x)‖

+ sup
x 6=y
‖Df(g(y))‖‖Dg(x)−Dg(y)‖

α(|x− y|)

≤ sup
x 6=y

‖Df(g(x))−Df(g(y))‖
α(|g(x)− g(y)|)

α(‖g‖1|x− y|)
α(|x− y|)

‖g‖1

+ ‖f‖1µ1,α(g)

≤ µ1,α(f)(1 + µ1(g))2 + ‖f‖1µ1,α(g)

≤ µ1,α(f)(1 + µ1(g))2 + (1 + µ1(f))µ1,α(g)

≤ µ1,α(f) + µ1,α(g) +M1,α(f)G(M1,α(g))

dla pewnego wielomianu pierwszego rodzaju G zależnego od α.
Jeśli są spełnione założenia własności (2), to korzystając z Lematu 1.13 (1)

istnieje stała C1 > 0 zależna od RK i α taka, że

µ1,α(fg) ≤ µ1,α(f) + µ1,α(g) + C1µ1,α(f)µ1,α(g)

dla małych µ1,α(f), µ1,α(g).
Niech r ≥ 2. Wykorzystamy wzór (1.2). Możemy zapisać nierówności

‖((Dif ◦ g) · (Dj1g × . . .×Djig))(x)− ((Dif ◦ g) · (Dj1g × . . .×Djig))(y)‖
α(|x− y|)

≤ ‖D
if(g(x))−Dif(g(y))‖
α(|g(x)− g(y)|)

α(‖g‖1|x− y|)
α(|x− y|)

‖Dj1g(x)‖ . . . ‖Djig(x)‖

+ ‖Dif(g(y))‖‖D
j1g(x)−Dj1g(y)‖
α(|x− y|)

∏
2≤l≤i

‖Djlg(x)−Djlg(y)‖

≤ µi,α(f)(1 + µ1(g))‖g‖j1 . . . ‖g‖ji + 2i−1‖f‖iµj1,α(g)µj2(g) . . . µji(g).

W ostatnim oszacowaniu wykorzystaliśmy zależność

(1.14) ‖Djlg(x)−Djlg(y)‖ = ‖Djl(g − Id)(x)−Djl(g − Id)(y)‖ ≤ 2µjl(g).
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Teraz ze wzoru (1.2) otrzymujemy

(1.15)

µr,α(fg) ≤ µr,α(f)(1 + µ1(g))‖g‖r1 + 2r−1‖f‖rµ1,α(g)(µ1(g))r−1

+ µ1,α(f)(1 + µ1(g))‖g‖r + ‖f‖1µr,α(g)

+
∑

Ci,j1,...,ji

(
µi,α(f)(1 + µ1(g))‖g‖j1 . . . ‖g‖ji

+ 2i−1‖f‖iµj1,α(g)µj2(g) . . . µji(g)
)

≤ µr,α(f)(1 + µ1(g))r+1 + 2r−1µr(f)µ1,α(g)(µ1(g))r−1

+ µ1,α(f)(1 + µ1(g))µr(g) + (1 + µ1(f))µr,α(g)

+
∑

Ci,j1,...,ji

(
µi,α(f)(1 + µ1(g))µjl0 (g)

∏
1≤l≤i
l 6=l0

(1 + µjl(g))

+ 2i−1µi(f)µj1,α(g)µj2(g) . . . µji(g)
)
,

gdzie l0 jest wybrane tak, że jl0 ≥ 2. Stąd

(1.16) µr,α(fg) ≤ µr,α(f) + µr,α(g) +Mr,α(f)G(Mr,α(g)),

gdzie G jest wielomianem pierwszego rodzaju zależnym od r i α.
W sytuacji (2) zbiór Rn \ K jest otwarty i niepusty, gdyż RK < ∞. Stąd

Dj(f−Id) = 0 na Rn \K dla j = 1, . . . , r i możemy zastosować Lemat 1.13 (1)
do (1.16). Otrzymujemy stałą C1 > 0 zależną od r, RK i α taką, że

µr,α(fg) ≤ µr,α(f) + µr,α(g) + C1µr,α(f)µr,α(g)

dla dostatecznie małych µr,α(f), µr,α(g). �

Lemat 1.18. Niech r ≥ 1 i niech α będzie modułem ciągłości.
(1) Istnieje wielomian drugiego rodzaju F zależny od r i α taki, że

µr,α(f−1) ≤ µr,α(f) + F (Mr,α(f))

dla f ∈ Diffr,α(Rn) i µ1(f) ≤ 1
6
.

(2) NiechK ⊂ Rn będzie zbiorem domkniętym takim, że RK <∞. Wówczas
istnieje stała δ2 > 0 zależna od r, RK i α taka, że

µr,α(f−1) ≤ 2µr,α(f)

dla każdego f ∈ Diffr,α(Rn) takiego, że µr,α(f) ≤ δ2 i D(f − Id) = 0

na Rn \K.

Dowód. Jak w poprzednim dowodzie większość oszacowań jest identyczna dla
(1) i (2).
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Niech µ1(f) ≤ 1
2
. Ze wzorów (1.3) oraz (1.11) otrzymujemy

µ1,α(f−1) = sup
x 6=y∈Rn

‖D(f−1)(x)−D(f−1)(y)‖
α(|x− y|)

= sup
x 6=y

‖(Df(f−1(x)))−1 − (Df(f−1(y)))−1‖
α(|x− y|)

≤
∞∑
m=0

sup
x 6=y

‖(−(Df(f−1(x))− Id))m − (−(Df(f−1(y))− Id))m‖
α(|x− y|)

=
∞∑
m=1

sup
x 6=y

‖(Df(f−1(x))− Id)m − (Df(f−1(y))− Id)m‖
α(|x− y|)

.

Oznaczmy I(x) = Df(f−1(x))−Id. Dla macierzy kwadratowych prawdziwy
jest wzór

Am −Bm =
m−1∑
l=0

Am−l−1(A−B)Bl.

Stąd

µ1,α(f−1) ≤
∞∑
m=1

sup
x 6=y

∑m−1
l=0 ‖I(x)‖m−l−1‖I(x)− I(y)‖‖I(y)‖l

α(|x− y|)

≤
∞∑
m=1

m−1∑
l=0

(µ1(f))m−1 sup
x 6=y

‖I(x)− I(y)‖
α(|x− y|)

≤
∞∑
m=1

m(µ1(f))m−1 sup
x 6=y

‖Df(f−1(x))−Df(f−1(y))‖
α(|f−1(x)− f−1(y)|)

α(‖f−1‖1|x− y|)
α(|x− y|)

≤

(
∞∑
m=1

m(µ1(f))m−1

)
µ1,α(f)(1 + µ1(f−1)).

Suma ostatniego szeregu wynosi
∞∑
m=1

m(µ1(f))m−1 =
1

(1− µ1(f))2
.

Ostatecznie, korzystając z Lematu 1.16 (1) otrzymujemy oszacowanie

µ1,α(f−1) ≤ 1 + 2µ1(f)

(1− µ1(f))2
µ1,α(f) ≤ (1 + 6µ1(f))µ1,α(f) ≤ 2µ1,α(f)

dla µ1(f) ≤ 1
6
. Aby uzyskać (2) wystarczy przyjąć µ1,α(f) ≤ 1

6C
, gdzie C jest

stałą z Lematu 1.13 (1).
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Załóżmy teraz, że r ≥ 2 oraz µ1(f) ≤ 1
6
. Z indukcji istnieje wielomian

pierwszego rodzaju G1 taki, że

(1.17) µj,α(f−1) ≤ G1(Mj,α(f)) ≤ G1(Mr,α(f))

dla j = 1, . . . , r − 1.
Do dowodu wykorzystamy wzór (1.4). W tym celu wprowadzamy oznaczenia

I1 =

∥∥∥∥(D(f−1) · (Drf ◦ f−1) · (D(f−1)× . . .×D(f−1))
)∣∣∣x

y

∥∥∥∥
α(|x− y|)

,

I2 =

∥∥∥∥(D(f−1)
∑
Ci,j1,...,ji(D

if ◦ f−1) · (Dj1(f−1)× . . .×Dji(f−1))
)∣∣∣x

y

∥∥∥∥
α(|x− y|)

,

gdzie h
∣∣x
y

= h(x)− h(y). Teraz możemy zapisać

I1 ≤
‖D(f−1)(x)−D(f−1)(y)‖

α(|x− y|)
‖Drf(f−1(x))‖‖D(f−1)(x)‖r

+ ‖D(f−1)(y)‖‖D
rf(f−1(x))−Drf(f−1(y))‖

α(|x− y|)
‖D(f−1)(x)‖r

+ ‖D(f−1)(y)‖‖Drf(f−1(y))‖‖D(f−1)(x)−D(f−1)(y)‖
α(|x− y|)

· ‖D(f−1)(x)−D(f−1)(y)‖r−1

≤ µ1,α(f−1)µr(f)‖f−1‖r1

+ ‖f−1‖1
‖Drf(f−1(x))−Drf(f−1(y))‖

α(|f−1(x)− f−1(y)|)
α(‖f−1‖1|x− y|)

α(|x− y|)
‖f−1‖r1

+ ‖f−1‖1µr(f)µ1,α(f−1)(2µ1(f−1))r−1,

gdzie wykorzystaliśmy (1.14). Korzystając z (1.17) i z Lematu 1.16 (1) mamy

I1 ≤ G1(Mr,α(f))µr(f)(1 + 2µ1(f))r + µr,α(f)(1 + 2µ1(f))r+2

+ (1 + 2µ1(f))µr(f)G1(Mr,α(f))(4µ1(f))r−1

≤ µr,α(f) + F1(Mr,α(f)),

gdzie F1 jest wielomianem drugiego rodzaju zależnym od r i α.
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Podobnie szacujemy wyrażenie I2, otrzymując

I2 ≤
∑

Ci,j1,...,ji

(
‖D(f−1)(x)−D(f−1)(y)‖

α(|x− y|)
‖Dif(f−1(x))‖

· ‖Dj1(f−1)(x)‖ . . . ‖Dji(f−1)(x)‖

+ ‖D(f−1)(y)‖‖D
if(f−1(x))−Dif(f−1(y))‖
α(|f−1(x)− f−1(y)|)

α(‖f−1‖1|x− y|)
α(|x− y|)

· ‖Dj1(f−1)(x)‖ . . . ‖Dji(f−1)(x)‖

+ ‖D(f−1)(y)‖‖Dif(f−1(y))‖‖D
j1(f−1)(x)−Dj1(f−1)(y)‖

α(|x− y|)

·
∏

2≤l≤i

‖Djl(f−1)(x)−Djl(f−1)(y)‖
)
,

a następnie

I2 ≤
∑

Ci,j1,...,ji

(
µ1,α(f−1)µi(f)‖f−1‖j1 . . . ‖f−1‖ji
+ ‖f−1‖1µi,α(f)(1 + µ1(f−1))‖f−1‖j1 . . . ‖f−1‖ji
+ 2i−1‖f−1‖1µi(f)µj1,α(f−1)

∏
2≤l≤i

µjl(f
−1)
)

≤
∑

Ci,j1,...,ji

(
µ1,α(f−1)µi(f)

∏
1≤l≤i

(1 + µjl(f
−1))

+ µi,α(f)(1 + µ1(f−1))2µjl0 (f−1)
∏
1≤l≤i
l 6=l0

(1 + µjl(f
−1))

+ 2i−1(1 + µ1(f−1))µi(f)µj1,α(f−1)
∏

2≤l≤i

µjl(f
−1)
)
,

gdzie l0 jest takie, że jl0 ≥ 2.
Z Lematu 1.16 istnieje wielomian pierwszego rodzaju G2 taki, że

µ1(f−1) ≤ 2µ1(f) ≤ G2(Mr,α(f))

oraz

µj(f
−1) ≤ µj(f)(1 + 2µ1(f))j+1 + F (Mj−1(f)) ≤ G2(Mr,α(f)),

j = 2, . . . , r, dla µ1(f) ≤ 1
2
.
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Wykorzystując powyższe oszacowania oraz (1.17) mamy

I2 ≤
∑

Ci,j1,...,ji

(
G1(Mr,α(f))µi(f)

(
1 +G2(Mr,α(f))

)i
+ µi,α(f)(1 + 2µ1(f))2G2(Mr,α(f))

(
1 +G2(Mr,α(f))

)i−1

+ 2i−1(1 + 2µ1(f))µi(f)G1(Mr,α(f))(G2(Mr,α(f)))i−1
)

≤ F2(Mr,α(f))

dla µ1(f) ≤ 1
6
, gdzie F2 jest wielomianem drugiego rodzaju zależnym od r i α.

Podsumowując obie części powyższych rozważań otrzymujemy

µr,α(f−1) ≤ µr,α(f) + F1(Mr,α(f)) + F2(Mr,α(f))

dla każdego f ∈ Diffr,α(Rn) takiego, że µ1(f) ≤ 1
6
, co kończy dowód (1).

Przy spełnieniu założeń własności (2), z Lematu 1.13 (1) istnieje wielomian
pierwszego rodzaju G zależny od r, RK i α taki, że

µr,α(f−1) ≤
(

1 +G(µr,α(f))
)
µr,α(f) ≤ 2µr,α(f)

dla dostatecznie małego µr,α(f). �

1.3. Własności topologiczne grup dyfeomorfizmów na Rn

Teraz przedstawimy własności Cr-topologii (Whitney’a) potrzebne w naszych
rozważaniach. Informacje na ten temat można znaleźć w [10] i [24].

Zakładamy, że r ≥ 0 i n ≥ 1.

Definicja 1.19. Niech 0 ≤ p ≤ r. W przestrzeni Cr(Rn,Rn) wprowadzamy
Cp-topologię przy pomocy pełnego układu otoczeń

βpf (K, ε) = {h ∈ Cr(Rn,Rn) : ‖Djh(x)−Djf(x)‖ < εi,

0 ≤ j ≤ p, x ∈ Ki, i ∈ I},

gdzie f ∈ Cr(Rn,Rn), K = {Ki}i∈I jest lokalnie skończonym pokryciem Rn

złożonym ze zbiorów zwartych oraz ε = {εi}i∈I rodziną stałych dodatnich.

Wprowadzone wcześniej przestrzenie wyposażamy w Cr-topologię induko-
waną z przestrzeni Cr(Rn,Rn). Składową spójną przestrzeni X oznaczamy
przez X0.

Własność 1.20. Niech U ⊂ Rn będzie zbiorem otwartym, K ⊂ U zbiorem
zwartym i niech f : U → Rn będzie zanurzeniem klasy C1. Wówczas istnieje
ε > 0 takie, że jeśli g : U → Rn jest immersją klasy C1, ‖Dg(x)−Df(x)‖ < ε
i |g(x)− f(x)| < ε dla x ∈ K, to g|K jest injekcją.
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Dowód. Załóżmy, że istnieje {gi}i∈N, gi : U → Rn, ciąg immersji klasy C1,
które nie są injekcjami taki, że ‖Dgi(x) − Df(x)‖ → 0 i |gi(x) − f(x)| → 0
jednostajnie na K. Wówczas istnieją ciągi {xi}i∈N, {yi}i∈N ⊂ K takie, że
gi(xi) = gi(yi), i ∈ N. Możemy przyjąć, że xi → x ∈ K i yi → y ∈ K. Stąd

|f(xi)− f(yi)| ≤ |f(xi)− gi(xi)|+ |gi(yi)− f(yi)| → 0,

więc f(x) = f(y). Z injektywności f mamy x = y.
Określamy vi = xi−yi

|xi−yi| , i ∈ N. Wybierając podciąg możemy przyjąć, że
ciąg {vi}i∈N jest zbieżny do pewnego elementu v ∈ Sn−1, gdzie Sn−1 oznacza
(n− 1)-wymiarową sferę jednostkową w Rn. Ze wzoru Taylora otrzymujemy

|Df(yi).vi| ≤ |Df(yi).vi −Dgi(yi).vi|+ |Dgi(yi).vi|

= |Df(yi).vi −Dgi(yi).vi|+
|gi(xi)− gi(yi)−Dgi(yi).(xi − yi)|

|xi − yi|
,

gdzie prawa strona dąży do zera. Z drugiej strony Df(yi).vi → Df(y).v. Stąd
Df(y).v = 0, co jest sprzeczne z immersyjnością f . �

Lemat 1.21. Niech r ≥ 1. Wówczas zbiór Diffrc(Rn) jest otwarty w Cr
c (Rn,Rn)

w C1-topologii.

Dowód. Dowód wystarczy przeprowadzić dla r = 1, gdyż

Diffrc(Rn) = Diff1
c(Rn) ∩ Cr

c (Rn,Rn).

Najpierw pokażemy, że zbiór zanurzeń klasy C1, Emb1
c(Rn,Rn), jest otwarty

w C1
c (Rn,Rn).

Niech f ∈ Emb1
c(Rn,Rn). Bierzemy K = {Ki}i∈I lokalnie skończone pokry-

cie Rn złożone ze zbiorów zwartych i takie, że {IntKi}i∈I też jest pokryciem.
Niech i ∈ I. Zbiór {Df(x) : x ∈ Ki} jest zwarty i składa się z izomor-

fizmów. Zbiór izomorfizmów w L(Rn,Rn) jest otwarty, więc istnieje εi > 0
takie, że Dh(x), x ∈ Ki, jest izomorfizmem dla każdego h ∈ C1

c (Rn,Rn) speł-
niającego warunek ‖Dh(x) − Df(x)‖ < εi, x ∈ Ki. Biorąc rodzinę stałych
ε = {εi}i∈I otrzymujemy otoczenie β1

f (K, ε) odwzorowania f złożone z immer-
sji.

Następnie bierzemy {Li}i∈I lokalnie skończone pokrycie Rn złożone ze zbio-
rów zwartych takie, że Li ⊂ IntKi, i ∈ I. Odwzorowanie f jest zanurzeniem,
więc dla każdego i ∈ I istnieje zbiór otwarty Vi ⊂ Rn taki, że f(Li) ⊂ Vi
i f(Rn \Ki) ⊂ Rn \ V i. Możemy zmniejszyć εi > 0 tak, by

(1.18) h(Li) ⊂ Vi i h(Rn \Ki) ⊂ Rn \ V i,

dla każdego h ∈ β1
f (K, ε). Ponadto z Własności 1.20 możemy założyć, że h|Ki

jest injekcją, i ∈ I, gdzie przyjmujemy U = Rn i K = Ki. Pokażemy, że
wówczas zbiór β1

f (K, ε) składa się z zanurzeń.
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Niech h ∈ β1
f (K, ε). Bierzemy x, y ∈ Rn, x 6= y takie, że x ∈ Li dla

pewnego i ∈ I. Mamy h(x) 6= h(y). Dla y /∈ Ki wynika to z (1.18), a dla
y ∈ Ki korzystamy z faktu, że h|Ki

jest injekcją. Stąd h jest injekcją. Ponadto
ma ono zwarty nośnik, więc jest domknięte i h : Rn → h(Rn) jest homeomor-
fizmem. To oznacza, że h jest zanurzeniem i zbiór Emb1

c(Rn,Rn) jest otwarty
w C1

c (Rn,Rn) w C1-topologii.
Analogicznie jak w przypadku immersyjności pokazujemy, że zbiór submer-

sji, Sub1
c(Rn,Rn), jest otwarty w C1

c (Rn,Rn).
Oczywiście każdy dyfeomorfizm jest zanurzeniem i submersją. Odwrot-

nie, niech g ∈ Emb1
c(Rn,Rn) ∩ Sub1

c(Rn,Rn). Odwzorowanie g ma zwarty
nośnik, więc jego obraz jest domknięty. Ponadto obraz submersji jest otwarty.
Ze spójności przestrzeni Rn odwzorowanie g jest surjekcją i jako surjektywne
zanurzenie jest dyfeomorfizmem. W ten sposób pokazaliśmy, że

Diff1
c(Rn) = Emb1

c(Rn,Rn) ∩ Sub1
c(Rn,Rn)

co oznacza, że zbiór Diff1
c(Rn) jest otwarty w C1

c (Rn,Rn) w C1-topologii. �

Lemat 1.22. Niech 0 ≤ p < r ≤ ∞. Wówczas zbiór Cr(Rn,Rn) jest gęsty
w Cp(Rn,Rn). Ponadto jeśli f ∈ Cp(Rn,Rn) jest odwzorowaniem klasy Cr

w otoczeniu zbioru domkniętego L ⊂ Rn, to w dowolnym Cp-otoczeniu odwzo-
rowania f w Cp(Rn,Rn) istnieje g ∈ Cr(Rn,Rn) takie, że g = f na L.

Dowód. Dla każdego δ > 0 istnieje funkcja γδ : R → [0, 1] klasy C∞ taka, że
supp(γδ) = [−δ, δ]. Określamy funkcję ϑδ ∈ C∞(Rn, [0,∞)) wzorem

ϑδ(x) =
γδ(|x|)∫

B(0,δ)
γδ(|z|) dz

,

gdzie B(0, δ) jest kulą w Rn o środku w 0 i promieniu δ. Z definicji mamy
supp(ϑδ) = B(0, δ) i

∫
Rn ϑδ(x) dx = 1.

Dla h : Rn → Rn określamy odwzorowanie ϑδ ∗ h : Rn → Rn wzorem

(ϑδ ∗ h)(x) =

∫
B(0,δ)

ϑδ(y)h(x− y) dy.

Niech f ∈ Cp(Rn,Rn) i niech K = {Ki}i∈I będzie lokalnie skończonym
pokryciem Rn złożonym ze zbiorów zwartych oraz ε = {εi}i∈I rodziną stałych
dodatnich. Pokażemy, że

βpf (K, ε) ∩ C
r(Rn,Rn) 6= ∅.

Niech i ∈ I. Odwzorowanie f jest ciągłe wraz ze swymi pochodnymi, więc
dla każdego ε̃i > 0 istnieje δi > 0 takie, że dla x ∈ Ki, y ∈ Rn, |x − y| < δi
mamy ‖Djf(x)−Djf(y)‖ < ε̃i, 0 ≤ j ≤ p. Bierzemy ϑi = ϑδi i gi = ϑi ∗ f .
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Dla każdego 1 ≤ j ≤ r i x ∈ Rn mamy

Djgi(x) = Dj

(∫
B(0,δi)

ϑi(y)f(x− y) dy

)
= Dj

(∫
B(x,δi)

ϑi(x− z)f(z) dz

)
= Dj

(∫
Rn

ϑi(x− z)f(z) dz

)
=

∫
Rn

Djϑi(x− z)f(z) dz

=

∫
B(0,δi)

Djϑi(y)f(x− y) dy = (Djϑi ∗ f)(x),

czyli gi ∈ Cr(Rn,Rn). Niech x ∈ Ki i 0 ≤ j ≤ p. Zauważmy, że

Djgi(x) = Dj

(∫
B(0,δi)

ϑi(y)f(x− y) dy

)
=

∫
B(0,δi)

ϑi(y)Djf(x− y) dy.

Stąd otrzymujemy

‖Djgi(x)−Djf(x)‖ =

∥∥∥∥∫
B(0,δi)

ϑi(y)Djf(x− y) dy −
∫
B(0,δi)

ϑi(y)Djf(x) dy

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫
B(0,δi)

ϑi(y)
(
Djf(x− y)−Djf(x)

)
dy

∥∥∥∥
≤
∫
B(0,δi)

ϑi(y)‖Djf(x− y)−Djf(x)‖ dy < ε̃i.

Bierzemy λ = {λi}i∈I lokalnie skończony rozkład jedynki klasy C∞ na Rn

skojarzony z K i określamy odwzorowanie g : Rn → Rn klasy Cr wzorem

g(x) =
∑
i∈I

λi(x)gi(x).

Z lokalnej skończoności pokrycia K możemy przyjąć, że dla x ∈ Ki powyższa
suma przebiega po zbiorze skończonym Ii = {l ∈ I : Kl ∩ Ki 6= ∅}, i ∈ I.
Ponadto istnieje rodzina C̃ = {C̃i}i∈I stałych dodatnich zależnych od λ, p
i {Ii}i∈I takich, że dla każdego x ∈ Ki i 0 ≤ j ≤ p mamy

‖Djg(x)−Djf(x)‖ ≤
∑
l∈Ii

‖Dj(λlgl − λlf)(x)‖

≤
∑
l∈Ii

j∑
q=0

(
j

q

)
‖Dqλl(x)‖‖Dj−qgl(x)−Dj−qf(x)‖

<
∑
l∈Ii

C̃lε̃l < εi

dla dostatecznie małych ε̃i > 0, i ∈ I. Stąd g ∈ βpf (K, ε) ∩ Cr(Rn,Rn),
co kończy dowód pierwszej części lematu.
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Teraz załóżmy, że f ∈ Cp(Rn,Rn) jest klasy Cr w otoczeniu W zbioru
domkniętego L ⊂ Rn i niech βpf (K, ε) będzie otoczeniem f z bazy.

Bierzemy rozkład jedynki {ψ1, ψ2} klasy C∞ na Rn taki, że supp(ψ1) ⊂ W
i supp(ψ2) ⊂ Rn \L. Z pierwszej części dowodu dla każdej rodziny ε̃ = {ε̃i}i∈I
stałych dodatnich istnieje h ∈ Cr(Rn,Rn) takie, że h ∈ βpf (K, ε̃). Określamy
odwzorowanie g = ψ1f + ψ2h ∈ Cr(Rn,Rn). Wówczas g = f na L oraz
dla każdego i ∈ I istnieje stała C̃i > 0 zależna od ψ2 i p taka, że

‖Djg(x)−Djf(x)‖ = ‖Dj(ψ2(h− f))(x)‖

≤
j∑
l=0

(
j

l

)
‖Dlψ2(x)‖‖Dj−lh(x)−Dj−lf(x)‖

< C̃iε̃i < εi

dla każdego x ∈ Ki i 0 ≤ j ≤ p oraz dostatecznie małego ε̃i>0. W szczegól-
ności g ∈ βpf (K, ε). �

Wniosek 1.23. Niech r ≥ 1 i niech K będzie zbiorem zwartym, wypukłym
w Rn. Wówczas zbiór Diffr+1

K (Rn) jest gęsty w DiffrK(Rn).

Dowód. Możemy przyjąć, że 0 ∈ IntK, bo sytuacja nie zależy od wyboru
układu współrzędnych. Niech f ∈ DiffrK(Rn). Z Lematu 1.21 istnieje U
otoczenie f w Cr(Rn,Rn) w C1-topologii złożone z dyfeomorfizmów. Niech
βrf (K

′, ε) ⊂ U będzie zbiorem z bazy. Dla 0 < t < 1 określamy odwzorowanie

ft : Rn 3 x 7→ tf(1
t
x) ∈ Rn.

Jest to dyfeomorfizm klasy Cr i supp(ft) ⊂ IntK. Ze zwartości K istnieje
δ > 0 takie, że dla x ∈ K ′i, y ∈ Rn, |x−y| < δ mamy ‖Djf(x)−Djf(y)‖ < εi

4
,

0 ≤ j ≤ r. Stąd dla t = tδ dostatecznie bliskiego 1 otrzymujemy

‖Djft(x)−Djf(x)‖ ≤
∥∥t1−jDjf(1

t
x)−Djf(1

t
x)
∥∥+

∥∥Djf(1
t
x)−Djf(x)

∥∥
< |t1−j − 1|‖f‖j +

εi
4
≤ εi

2

dla x ∈ K ′i i 0 ≤ j ≤ r, czyli ft ∈ βrf (K
′, ε

2
). Z Lematu 1.22 w otoczeniu

βrft
(K ′, ε

2
) odwzorowania ft istnieje g ∈ Cr+1(Rn,Rn) takie, że supp(g) ⊂ K.

Z powyższych uwag mamy g ∈ βrf (K ′, ε) ∩Diffr+1
K (Rn). �

Własność 1.24. Niech r ≥ 1. Grupa Diffrc(Rn)0 składa się z dyfeomorfizmów
dyfeotopijnych z Id przez Cr-dyfeotopie o zwartych nośnikach.

Dowód. Z Lematu 1.21 istnieje otoczenie β1
Id(K, ε) identyczności w Cr

c (Rn,Rn)
takie, że β1

Id(K, ε) ⊂ Diffrc(Rn)0.
Niech f ∈ β1

Id(K, ε). Określamy odwzorowanie

H : Rn × I 3 (x, t) 7→ tf(x) + (1− t)x ∈ Rn.
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Wówczas Ht ∈ β1
Id(K, ε) ⊂ Diffrc(Rn)0, t ∈ I. Stąd H jest Cr-dyfeotopią

od Id do f o zwartym nośniku. Grupa Diffrc(Rn) jest grupą topologiczną, więc
teraz wystarczy pokazać, że Cr-dyfeotopijność z Id jest zgodna ze składaniem
odwzorowań.

Niech f, g ∈ Diffrc(Rn)0 będą dyfeotopijne z Id przez Cr-dyfeotopie F i G
o zwartych nośnikach. Wówczas odwzorowanie

Ht(x) = Ft(G
−1
1 (G1−t(x)))

jest Cr-dyfeotopią od Id do fg−1.
Odwrotnie, niech f będzie dyfeomorfizmem dyfeotopijnym z Id przez

Cr-dyfeotopię H o zwartym nośniku. Z definicji dyfeotopii odwzorowanie

I 3 t 7→ Ht ∈ Diffrc(Rn)

jest ciągłe w Cr-topologii, więc f = H1 ∈ Diffrc(Rn)0. �

Własność 1.25. Niech r ≥ 1. Wówczas Diffrc(Rn) = Diffrc(Rn)0. W szczegól-
ności dla zbioru zwartego, wypukłego K ⊂ Rn mamy DiffrK(Rn) = DiffrK(Rn)0.

Dowód. Bierzemy f ∈ Diffrc(Rn). Zakładamy, że supp(f) ⊂ IntK ′, gdzie
K ′ ⊂ Rn jest zbiorem zwartym. Określamy odwzorowanie H : Rn × I → Rn

wzorem

H(x, t) =

{
tf
(

1
t
x
)

t 6= 0

x t = 0
.

Jest to C0-dyfeotopia od Id do f o nośniku w IntK ′. Możemy przeskalować t
tak, by Ht = Id dla t ∈ [0, ε

2
], gdzie 0 < ε < 1

2
. Przyjmujemy Ht = Id dla

t ≤ 0 i Ht = f dla t ≥ 1 i definiujemy odwzorowanie

Ĥ : Rn × R 3 (x, t) 7→ (Ht(x), t) ∈ Rn × R.

Jest ono klasy Cr poza (IntK ′)× ( ε
2
, ε). Z Lematu 1.22 w każdym C0-otocze-

niu Ĥ w C0(Rn+1,Rn+1) istnieje Ĥ ′ ∈ Cr(Rn+1,Rn+1) takie, że Ĥ ′ = Ĥ poza
K ′ × ( ε

3
, 2ε).

Z konstrukcji w Lemacie 1.22 wynika, że Ĥ ′ jest postaci Ĥ ′(x, t) = (H ′t(x), t),
gdyż funkcja ϑi, i ∈ I, jest stała na sferach o środku w 0. W szczególności
odwzorowanie H ′ : Rn × R → Rn jest klasy Cr i H ′ = H poza K ′ × ( ε

3
, 2ε).

Dla dostatecznie małego otoczenia H mamy H ′t ∈ Diffrc(Rn), t ∈ I. Stąd
H ′|Rn×I jest Cr-dyfeotopią od Id do f o nośniku w K ′ i z Własności 1.24
mamy f ∈ Diffrc(Rn)0.

Załóżmy teraz, że f ∈ DiffrK(Rn). Przyjmujemy, że 0 ∈ IntK. Z wypukłości
zbioru K istnieje a > 0 takie, że [−a, a]n ⊂ K.

Z pierwszej części dowodu wynika, że istnieje Cr-dyfeotopia H ′ od Id do f
o nośniku w pewnym zbiorze [−b, b]n, gdzie b > a. Zakładamy, że H ′t = f
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dla t ∈ [1
2
, 1]. Bierzemy funkcję λ ∈ C∞([0, 1], [1, b

a
]) taką, że λ(t) = b

a
dla

t ∈ [0, 1
2
] i λ(1) = 1. Wówczas odwzorowanie

H(x, t) =
1

λ(t)
H ′(λ(t)x, t)

jest Cr-dyfeotopią od Id do f o nośniku w K. �

Własność 1.26. Niech r ≥ 1 i niech α będzie modułem ciągłości. Ponadto
zakładamy, że K ⊂ Rn jest zbiorem zwartym, wypukłym. Wówczas funkcja
d(f, g) = µr,α(f − g) jest metryką na Diffr,αK (Rn). Topologię przez nią indu-
kowaną nazywamy Cr,α-topologią. Grupa Diffr,αK (Rn) wyposażona w tę topo-
logię jest spójną grupą topologiczną. W szczególności Diffr,αK (Rn) = Diffr,αK (Rn)0.

Dowód. Najpierw pokażemy, że d jest metryką.
Niech f, g ∈ Diffr,αK (Rn). Odwzorowanie Dr(f − g) jest lokalnie α-ciągłe

i f − g = 0 na Rn \K, więc ze zwartości zbioru K supremum jest osiągnięte
oraz µr,α(f − g) <∞.

Dla f = g mamy µr,α(f − g) = 0. Odwrotnie, niech µr,α(f − g) = 0. Stąd
Dr(f − g) = 0, czyli f − g jest wielomianem. Ale f − g = 0 na Rn \K, więc
f = g na Rn. Prawdziwość pozostałych warunków wynika z własności norm.

Udowodnimy teraz ciągłość składania odwzorowań w Diffr,αK (Rn) względem
pierwszej współrzędnej.

Niech f1, f2, g ∈ Diffr,αK (Rn). Mamy Di(f1 − f2) = 0 na Rn \K, 1 ≤ i ≤ r
i RK < ∞. Postępując jak w przypadku drugiej i trzeciej nierówności w do-
wodzie Lematu 1.13 (1) otrzymujemy oszacowania
(1.19) ‖f1 − f2‖i ≤ Cµi,α(f1 − f2), µi−1,α(f1 − f2) ≤ Cµi,α(f1 − f2),

1 ≤ i ≤ r, gdzie C jest stałą z Lematu 1.13 (1).
Aby uzyskać (1.13) i (1.15) nie korzystamy z założeń Lematu 1.13, więc

prawdziwe jest poniższe rozumowanie.
Z (1.13) i (1.19) oraz stosując Lemat 1.13 (1) dla g możemy zapisać

µ1,α(f1g − f2g) ≤ µ1,α(f1 − f2)(1 + µ1(g))2 + ‖f1 − f2‖1µ1,α(g)

≤
(

(1 + Cµ1,α(g))2 + Cµ1,α(g)
)
µ1,α(f1 − f2).

Dla r ≥ 2, z pierwszego oszacowania w (1.15) mamy
µr,α(f1g − f2g) ≤ µr,α(f1 − f2)(1 + µ1(g))‖g‖r1

+ 2r−1‖f1 − f2‖rµ1,α(g)(µ1(g))r−1

+ µ1,α(f1 − f2)(1 + µ1(g))‖g‖r + ‖f1 − f2‖1µr,α(g)

+
∑

Ci,j1,...,ji

(
µi,α(f1 − f2)(1 + µ1(g))‖g‖j1 . . . ‖g‖ji

+ 2i−1‖f1 − f2‖iµj1,α(g)µj2(g) . . . µji(g)
)
.
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Korzystając z (1.19) i z Lematu 1.13 (1) otrzymujemy

µr,α(f1g − f2g) ≤ µr,α(f1 − f2)(1 + µ1(g))r+1

+ 2r−1Cµr,α(f1 − f2)µ1,α(g)(µ1(g))r−1

+ µ1,α(f1 − f2)(1 + µ1(g))µr(g) + Cµ1,α(f1 − f2)µr,α(g)

+
∑

Ci,j1,...,ji

(
µi,α(f1 − f2)(1 + µ1(g))

∏
1≤l≤i

(1 + µjl(g))

+ 2i−1Cµi,α(f1 − f2)µj1,α(g)µj2(g) . . . µji(g)
)

≤ C̃µr,α(f1 − f2),

gdzie C̃ > 0 jest pewną stałą zależną od g, r, RK i α.
Analogicznie pokazujemy ciągłość składania względem drugiej współrzęd-

nej. Stąd odwzorowania

Rf : Diffr,αK (Rn) 3 h 7→ hf ∈ Diffr,αK (Rn),

Lf : Diffr,αK (Rn) 3 h 7→ fh ∈ Diffr,αK (Rn),

są ciągłe względem Cr,α-topologii.
Następnie oznaczamy przez comp i inv składanie i odwracanie odwzorowań

w Diffr,αK (Rn). Z Lematów 1.17 i 1.18 wynika, że odwzorowania te są ciągłe
odpowiednio w (Id, Id) i Id.

Niech teraz (f0, g0) ∈ Diffr,αK (Rn) × Diffr,αK (Rn). Dla (f, g) z dostatecznie
małego Cr,α-otoczenia (f0, g0) mamy

fg = Lf0 ◦Rg0 ◦ comp ◦(Lf−1
0
, Rg−1

0
)(f, g),

więc składanie jest ciągłe względem Cr,α-topologii w punkcie (f0, g0). Podob-
nie

f−1 = Lf−1
0
◦ inv ◦Rf−1

0
(f)

dla f z pewnego Cr,α-otoczenia f0 w Diffr,αK (Rn). Stąd odwracanie odwzorowań
jest ciągłe w Cr,α-topologii i Diffr,αK (Rn) jest grupą topologiczną.

Pozostało wykazać, że grupa Diffr,αK (Rn) jest spójna. W tym celu zakładamy,
że f należy do otoczenia β1

Id(K, ε) ⊂ Diffr,αK (Rn)0 w C1-topologii w Cr,α
K (Rn,Rn)

i określamy Cr,α-dyfeotopię od Id do f o nośniku w K wzorem

H : Rn × I 3 (x, t) 7→ tf(x) + (1− t)x ∈ Rn.
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Dla t1, t2 ∈ I mamy oszacowanie

µr,α(Ht1 −Ht2) = sup
x 6=y∈Rn

‖Dr(Ht1 −Ht2)(x)−Dr(Ht1 −Ht2)(y)‖
α(|x− y|)

= sup
x 6=y

‖(t1 − t2)Drf(x)− (t1 − t2)Drf(y)‖
α(|x− y|)

≤ µr,α(f)|t1 − t2|,
czyli odwzorowanie I 3 t 7→ Ht ∈ Diffr,αK (Rn) jest ciągłe w Cr,α-topologii
i grupa Diffr,αK (Rn) jest lokalnie spójna.

Niech f ∈ Diffr,αK (Rn) ⊂ DiffrK(Rn). Z Wniosku 1.23 zbiór Diffr+1
K (Rn) jest

gęsty w DiffrK(Rn). Stąd w dowolnym Cr-otoczeniu f w Diffr,αK (Rn) istnieje
g ∈ Diffr+1

K (Rn) ⊂ Diffr,αK (Rn). Dla dostatecznie małego otoczenia z lokalnej
spójności Diffr,αK (Rn) istnieje Cr,α-dyfeotopia od g do f o nośniku w K. Po-
nadto z Własności 1.24 i 1.25 wynika, że grupa Diffr+1

K (Rn) jest spójna i istnieje
Cr+1-dyfeotopia od Id do g o nośniku w K. Stąd otrzymujemy Cr,α-dyfeotopię
od Id do f o nośniku w K, co kończy dowód. �



2. Grupa Cr,s-dyfeomorfizmów na rozmaitości
z foliacją

2.1. Odwzorowania klasy Cr,s

Zakładamy, że r ≥ 1, s ≥ 0, 1 ≤ k ≤ n i 1 ≤ l ≤ m są ustalonymi liczbami
naturalnymi. Niech f : U → V będzie dowolnym odwzorowaniem między
zbiorami otwartymi U ⊂ Rn i V ⊂ Rm.

Definicja 2.1. Mówimy, że pochodna cząstkowa rzędu r odwzorowania f jest
typu (r, s) jeśli istnieje p = 0, . . . , s takie, że różniczkowanie odbywa się r − p
razy względem pierwszych k współrzędnych i p razy względem ostatnich n−k
współrzędnych, przy czym kolejność różniczkowania jest dowolna.

Niech x ∈ U . Przez Dr,sf(x) oznaczamy odwzorowanie r-liniowe, które
w interpretacji macierzowej ma postać Dr,sf(x) = [ali1,...,ir ]l=1,...,m

i1,...,ir=1,...,n, gdzie

ali1,...,ir =

{
∂rfl

∂xi1
...∂xir

(x) #{j : ij > k, j = 1, . . . , r} ≤ s

0 poza tym
.

Operator
Dr,sf : U → Lr(Rn,Rm)

nazywamy (r, s)-tą pochodną odwzorowania f . Dodatkowo wprowadzamy
oznaczenie D0,sf = f dla s ≥ 0.

Zauważmy, że dla r ≤ s mamy Dr,sf = Drf . W szczególności będziemy
pisać Df zamiast D1,sf .

Definicja 2.2. Niech f : U → V będzie postaci f(x, y) = (f1(x, y), f2(y)),
gdzie x ∈ Rk, y ∈ Rn−k oraz f1(x, y) ∈ Rl, f2(y) ∈ Rm−l. Mówimy, że f jest
klasy Cr,s jeśli istnieje i jest ciągłe odwzorowanie Dr,sf . Jeśli dodatkowo Dr,sf
jest lokalnie α-ciągłe, to f nazywamy odwzorowaniem klasy Cr,s,α.

Dla s ≥ 1, m = n i l = k mówimy, że odwzorowanie f jest dyfeomorfizmem
klasy Cr,s (Cr,s,α) jeśli jest klasy Cr,s (Cr,s,α) i ma odwrotność klasy C1.

Przez (Rn,Fk) oznaczamy rozmaitość z foliacją wymiaru k, której liście
mają postać L = Rk × {pt}. Dla odwzorowania klasy Cr,s przez parametry k
i l będziemy zawsze rozumieć wymiary foliacji odpowiednich rozmaitości.

Podamy teraz podstawowe własności wprowadzonych odwzorowań.

Lemat 2.3. Niech r ≥ 1, s ≥ 0 i niech U , V , W będą podzbiorami otwartymi
odpowiednio w (Rn,Fk), (Rm,Fl) i (Rp,Fq). Jeśli odwzorowania f : V → W
i g : U → V są klasy Cr,s, to złożenie f ◦ g : U → W jest klasy Cr,s.
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Dowód. Dowód przeprowadzimy indukcyjnie ze względu na r i s.
Niech r = 1 i s = 0. Z definicji pochodnej, podobnie jak w podstawowym

dowodzie dla odwzorowań różniczkowalnych pokazujemy, że istnieją pochodne
cząstkowe ∂(f◦g)t

∂xi
oraz zachodzi wzór

(2.1)
∂(f ◦ g)t
∂xi

=

(
l∑

j=1

∂ft
∂xj
◦ g

)
· ∂gj
∂xi

,

dla i = 1, . . . , k i t = 1, . . . , q. Odwzorowania po prawej stronie wzoru (2.1)
są ciągłe, więc pochodne ∂(f◦g)t

∂xi
są ciągłe i f ◦ g jest klasy C1,0.

Gdy r ≥ 2, to pochodne cząstkowe po prawej stronie wzoru (2.1) są typu
(r − 1, 0). Z założenia indukcyjnego i z dwuliniowości mnożenia pochodna
po prawej stronie też jest typu (r − 1, 0). Stąd f ◦ g jest klasy Cr,0.

Niech s ≥ 1. Macierz pochodnych odwzorowania h = (h1, h2) klasy Cr,s

można zapisać w postaci

Dh =

[
Dxh1 Dyh1

0 Dyh2

]
.

Dla r = 1 teza wynika ze standardowego dowodu. W szczególności otrzy-
mujemy wzór (1.1), czyli[

Dx(f ◦ g)1 Dy(f ◦ g)1

0 Dy(f ◦ g)2

]
=

[
Dxf1 ◦ g Dyf1 ◦ g

0 Dyf2 ◦ g

]
·
[
Dxg1 Dyg1

0 Dyg2

]
.

Stąd mamy
Dx(f ◦ g)1 = (Dxf1 ◦ g) ·Dxg1,(2.2)
Dy(f ◦ g)1 = (Dxf1 ◦ g) ·Dyg1 + (Dyf1 ◦ g) ·Dyg2,(2.3)
Dy(f ◦ g)2 = (Dyf2 ◦ g) ·Dyg2.(2.4)

Rozważamy wzór (2.2). Wszystkie pochodne cząstkowe w macierzach Dxf1

i Dxg1 są typu (r − 1, s). Z indukcji i z dwuliniowości mnożenia pochodne
cząstkowe w macierzy Dx(f ◦g)1 też są typu (r−1, s). Analogicznie wszystkie
pochodne cząstkowe w macierzach ze wzorów (2.3) i (2.4) są typu (r−1, s−1).
To oznacza, że istnieją i są ciągłe wszystkie pochodne cząstkowe typu (r, s)
odwzorowania f ◦ g. Stąd otrzymujemy tezę. �

Lemat 2.4. Niech r, s ≥ 1 i niech U , V będą zbiorami otwartymi w (Rn,Fk).
Jeśli f : U → V jest klasy Cr,s i jego odwrotność jest klasy C1, to f−1 jest
klasy Cr,s.

Dowód. Niech r ≥ 2. Zakładamy indukcyjnie, że f−1 jest klasy Cr−1,s. Ze wzo-
ru (1.3) mamy

D(f−1) =

[
I1 −I1 · (Dyf1 ◦ f−1) · I2

0 I2

]
,
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gdzie I1 = inv ◦Dxf1 ◦ f−1 i I2 = inv ◦Dyf2 ◦ f−1. Odwzorowanie inv oznacza
operator odwracania macierzy i jest klasy C∞. Korzystając z indukcji, pokazu-
jemy jak w poprzednim dowodzie, że istnieją wszystkie pochodne cząstkowe
typu (r, s) odwzorowania f−1. Stąd f−1 jest klasy Cr,s. �

Dla r ≤ s prawdziwe są wzory (1.1)-(1.4). Dla r > s wzory (1.2) i (1.4)
nie zachodzą, mamy jednak następujący lemat.

Lemat 2.5. Niech r, s ≥ 1 i niech U , V ,W będą zbiorami otwartymi w (Rn,Fk).
Zakładamy, że odwzorowania f : V → W i g : U → V są klasy Cr. Wówczas
pochodnej cząstkowej typu (r, s) po lewej stronie wzoru (1.2) (lub (1.4)) odpo-
wiada wyrażenie składające się tylko z pochodnych cząstkowych typu (i, s),
1 ≤ i ≤ r, po prawej stronie tego wzoru. W szczególności dla odwzorowań
klasy Cr,s prawdziwe są nierówności
(2.5)
‖Dr,s(f ◦ g)(x)‖ ≤ ‖(Dr,sf ◦ g)(x)‖‖Dg(x)‖r + ‖(Df ◦ g)(x)‖‖Dr,sg(x)‖

+
∑

Ci,j1,...,ji‖(Di,sf ◦ g)(x)‖‖Dj1,sg(x)‖ . . . ‖Dji,sg(x)‖,

(2.6)
‖Dr,s(f−1)(x)‖ ≤ ‖D(f−1)(x)‖‖(Dr,sf ◦ f−1)(x)‖‖D(f−1)(x)‖r

+ ‖D(f−1)(x)‖
∑

Ci,j1,...,ji‖(Di,sf ◦ f−1)(x)‖
∏

1≤l≤i

‖Djl,s(f−1)(x)‖,

dla x ∈ Rn, gdzie ‖ · ‖ oznacza standardową normę w przestrzeni odwzorowań
r-liniowych Lr(Rn,Rn).

Dowód. Niech f i g będą odwzorowaniami klasy Cr. Korzystając ze wzoru (1.2)
pochodną cząstkową rzędu r odwzorowania f ◦ g możemy zapisać w postaci
(2.7)
∂r(f ◦ g)l
∂xq1 . . . ∂xqr

=
n∑

m1,...,mr=1

(
∂rfl

∂xm1 . . . ∂xmr

◦ g
)
·
(
∂gm1

∂xq1
× . . .× ∂gmr

∂xqr

)

+
n∑

m1=1

(
∂fl
∂xm1

◦ g
)
· ∂rgm1

∂xq1 . . . ∂xqr

+
∑

Ci,j1,...,ji

n∑
m1,...,mi=1

(
∂ifl

∂xm1 . . . ∂xmi

◦ g
)

·

(
∂j1gm1

∂xq1 . . . ∂xqj1
× . . .× ∂jigmi

∂xqr−ji+1
. . . ∂xqr

)
,

gdzie l = 1, . . . , k oraz q1, . . . , qr ∈ {1, . . . , n}.
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Jeśli pochodna po lewej stronie powyższego wyrażenia jest typu (r, s), to
po prawej stronie występują tylko pochodne typu (i, s), 1 ≤ i ≤ r, odwzorowa-
nia g. Ponadto jeśli składnik po prawej stronie wyrażenia (2.7) zawiera pochod-
ną cząstkową rzędu i odwzorowania f , która nie jest typu (i, s), 1 ≤ i ≤ r,
to jest on równy zero. Wynika to z faktu, że wówczas więcej niż s spośród
indeksów m1, . . . ,mi jest większych od k. Z drugiej strony co najwyżej s
spośród indeksów q1, . . . , qr może być większych od k. Tymczasem z postaci
odwzorowania g mamy ∂gl

∂xj
= 0 dla każdego l = k + 1, . . . , n i j = 1, . . . , k.

Z powyższych uwag wynika, że wzór (2.7) pozostaje prawdziwy dla pochod-
nych cząstkowych typu (r, s), gdy i-te pochodne we wzorze (1.2) zastąpimy
(i, s)-tymi pochodnymi, i = 1, . . . , r. Pozostałe elementy macierzy Dr,s(f ◦ g)
są zerami, więc otrzymujemy (2.5).

Analogiczne rozumowanie możemy przeprowadzić dla nierówności (2.6). �

Niech (Rn,Fk) będzie rozmaitością z foliacją produktową wymiaru k, której
liście mają postać L = Rk × {pt}.

Dla r, s ≥ 1 i modułu ciągłości α przez Cr,s,[α](n, k) oznaczamy przestrzeń
odwzorowań f : (Rn,Fk) → (Rn,Fk) klasy Cr,s,[α] działających wzdłuż liści,
tzn. postaci f(x, y) = (f1(x, y), y), gdzie x ∈ Rk, y ∈ Rn−k. Ponadto przy po-
mocy indeksu c będziemy oznaczać jej podprzestrzeń złożoną z odwzorowań
o zwartych nośnikach, a przez K podprzestrzeń odwzorowań o nośnikach
w zbiorze K ⊂ Rn.

Analogicznie określamy grupy Cr,s,[α]-dyfeomorfizmów na (Rn,Fk) działają-
cych wzdłuż liści, Diffr,s,[α](n, k), Diffr,s,[α]

c (n, k) i Diff
r,s,[α]
K (n, k). Dodatkowo

wprowadzamy symbole Diff∞(n, k) i Diff∞c (n, k) dla ich podgrup złożonych
z dyfeomorfizmów klasy C∞. Fakt, że są to grupy wynika z poniższego
wniosku.

Wniosek 2.6. Niech r, s ≥ 1. Wówczas zbiory Diffr,s,[α](n, k), Diffr,s,[α]
c (n, k)

i Diff
r,s,[α]
K (n, k) są grupami z działaniem składania odwzorowań.

Dowód. Złożenie odwzorowań działających wzdłuż liści jest oczywiście odwzo-
rowaniem działającym wzdłuż liści, więc dla Diffr,s(n, k) teza wynika z Lema-
tów 2.3 i 2.4. W przypadku przestrzeni Diffr,s,α(n, k) dowód wygląda jak
we Własności 1.12, przy czym rozważania przeprowadzamy na pochodnych
cząstkowych. Korzystamy tutaj ze wzoru (2.7) i jego odpowiednika dla po-
chodnych odwzorowania odwrotnego.

W pozostałych przypadkach dowód jest oczywisty. �
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2.2. Własności seminorm

Niech r ≥ 0, s ≥ 1 i niech α będzie modułem ciągłości. Dla odwzorowania
f : (Rn,Fk)→ (Rm,Fl) klasy Cr,s,[α] definiujemy seminormy

µr,s(f) = sup
x∈Rn

‖Dr,s(f − Id)(x)‖,

µr,s,α(f) = sup
x 6=y∈Rn

‖Dr,sf(x)−Dr,sf(y)‖
α(|x− y|)

oraz
‖f‖r,s = sup

x∈Rn

‖Dr,sf(x)‖,

gdzie ‖ · ‖ oznacza standardową normę w przestrzeni odwzorowań r-liniowych
Lr(Rn,Rm). Ponadto określamy

Mr,s,α(f) = sup{µi,s(f), µi,s,α(f) : i = 1, . . . , r}.

Dla zbioru domkniętego K ⊂ Rn wprowadzamy oznaczenie

R′K = sup
x∈Rn

dist(x,Rn \K ∩ Lx),

gdzie Lx ∈ Fk jest liściem zawierającym x. W poniższych lematach będziemy
zakładać, że zbiór K spełnia jeden z warunków

(2.8) K = [a1, b1]× . . .× [an, bn] lub Ri−1 × Z× Rn−i ⊂ Rn \K,

dla pewnego i = 1, . . . , k, gdzie aj, bj ∈ R, aj < bj, j = 1, . . . , n. Zauważmy,
że wówczas R′K <∞. Zbiór K ⊂ Rn spełniający pierwszy warunek nazywamy
kostką w Rn.

Mamy ‖f‖1,s ≤ µ1,s(f) + 1, µ1,s(f) ≤ ‖f‖1,s + 1 oraz ‖f‖r,s = µr,s(f)
dla r ≥ 2. Zachodzi także następujący odpowiednik Lematu 1.13.

Lemat 2.7. Niech r, s ≥ 1 i niech α będzie modułem ciągłości.
(1) Niech K ⊂ Rn będzie zbiorem domkniętym postaci (2.8). Wówczas

istnieje stała C > 0 zależna od R′K i α taka, że

µr,s(f) ≤ Cµr,s,α(f), µr,s,α(f) ≤ Cµr+1,s,α(f)

dla dostatecznie regularnego f ∈ C1,s(n, k) takiego, że Dr,s(f − Id) = 0

na Rn \K.
(2) Niech 1 ≤ i ≤ k. Istnieje stała C ≥ 1 zależna od α taka, że

µr,s(f) ≤ Crµr,s,α(f), µr,s,α(f) ≤ Crµr+1,s,α(f)

dla dostatecznie regularnego f ∈ C1,s(n, k) okresowego względem i-tej
współrzędnej o okresie 1.
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Dowód. Pierwszą nierówność z (1) i (2) dowodzimy jak w Lemacie 1.13, tzn. ma-
my oszacowania

(2.9) µr,s(f) ≤ α(R′K)µr,s,α(f), µr,s(f) ≤ nr+1α(1)µr,s,α(f).

Dowód drugiego oszacowania z (1) przeprowadzimy w trzech krokach.
Najpierw niech (x, y1), (x, y2) ∈ Rn, y1 6= y2, gdzie x ∈ Rk, y1, y2 ∈ Rn−k.

Z postaci zbioru K istnieje punkt x0 ∈ Rk taki, że (x0, y1), (x0, y2) ∈ Rn \K
i |x− x0| ≤ R′K . Wtedy zachodzi równość
(2.10)

Dr,sf(x, y1)−Dr,sf(x0, y1) =

∫ 1

0

Dr+1,sf(tx+ (1− t)x0, y1) · (x− x0, 0) dt.

Oznaczmy It(a, b) = ta+ (1− t)b. Wówczas mamy
(2.11)
‖Dr,sf(x, y1)−Dr,sf(x, y2)‖

= ‖Dr,sf(x, y1)−Dr,sf(x0, y1) +Dr,sf(x0, y2)−Dr,sf(x, y2)‖

=

∥∥∥∥∫ 1

0

(
Dr+1,sf(It(x, x

0), y1)−Dr+1,sf(It(x, x
0), y2)

)
· (x− x0, 0) dt

∥∥∥∥
≤ sup

t∈[0,1]

‖Dr+1,sf(It(x, x
0), y1)−Dr+1,sf(It(x, x

0), y2)‖|x− x0|

≤ sup
z∈Rk

‖Dr+1,sf(z, y1)−Dr+1,sf(z, y2)‖|x− x0|.

Stąd otrzymujemy
(2.12)
‖Dr,sf(x, y1)−Dr,sf(x, y2)‖

α(|(x, y1)− (x, y2)|)
≤ sup

z∈Rk

‖Dr+1,sf(z, y1)−Dr+1,sf(z, y2)‖
α(|y1 − y2|)

|x− x0|

≤ R′Kµr+1,s,α(f).

Teraz bierzemy (x1, y), (x2, y) ∈ Rn, x1 6= x2, gdzie x1, x2 ∈ Rk, y ∈ Rn−k.
Gdy |x1 − x2| ≤ 1, z (2.10) mamy

(2.13)
‖Dr,sf(x1, y)−Dr,sf(x2, y)‖

α(|x1 − x2|)
≤ µr+1,s(f)|x1 − x2|

α(|x1 − x2|)
≤ µr+1,s(f)

α(1)
,

gdyż funkcja t
α(t)

jest niemalejąca. Jeśli |x1−x2| > 1, to wybieramy z1, z2 ∈ Rk

takie, że (z1, y), (z2, y) ∈ Rn \K i |x1−z1| ≤ R′K , |x2−z2| ≤ R′K . Korzystając
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ponownie z (2.10) i z monotoniczności α możemy zapisać nierówności

(2.14)

‖Dr,sf(x1, y)−Dr,sf(x2, y)‖
α(|x1 − x2|)

≤ ‖D
r,sf(x1, y)−Dr,sf(z1, y)‖+ ‖Dr,sf(z2, y)−Dr,sf(x2, y)‖

α(1)

≤ µr+1,s(f)

α(1)
(|x1 − z1|+ |x2 − z2|) ≤ 2R′K

α(1)
µr+1,s(f).

Stosując pierwszą nierówność z (2.9) otrzymujemy szukane oszacowanie.
Gdy punkty (x1, y1), (x2, y2) ∈ Rn są dowolne, to bierzemy punkt (x1, y2)

i wykonujemy oba powyższe kroki.
Dowód drugiej nierówności z (2) również dzielimy na trzy części. Dla

uproszczenia zapisu zakładamy, że i = 1. Ponadto poniższe rozumowanie
przeprowadzamy dla pochodnych cząstkowych typu (r, s).

Bierzemy x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn i y = (x1, y2, . . . , yn) ∈ Rn, x 6= y.
Odwzorowanie f(x) − f(y) jest okresowe jako funkcja 1-ej zmiennej, więc
dla każdego i1, l ∈ {1, . . . , n} istnieją punkty x0 = (x0

1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

i y0 = (x0
1, y2, . . . , yn) ∈ Rn takie, że ∂(f−Id)l

∂xi1
(x0)− ∂(f−Id)l

∂xi1
(y0) = 0.

Postępując indukcyjnie, dla każdego r ≥ 1 oraz i1, . . . , ir, l ∈ {1, . . . , n}
istnieją punkty x0 = (x0

1, x2, . . . , xn) ∈ Rn i y0 = (y0
1, y2, . . . , yn) ∈ Rn takie, że

∂r(f−Id)l

∂xi1
...∂xir

(x0) − ∂r(f−Id)l

∂xi1
...∂xir

(y0) = 0. Punkty x0, y0 zależą od x, y i pochodnej
cząstkowej, którą liczymy.

Wybierając punkty x0 i y0 jak wyżej tak, by |x1 − x0
1| ≤ 1 i |y1 − y0

1| ≤ 1,
dla każdej pochodnej cząstkowej możemy wykonać oszacowanie jak w (2.11)
i (2.12). Stąd otrzymujemy

‖Dr,sf(x)−Dr,sf(y)‖
α(|x− y|)

≤
∑∥∥∥ ∂r(f−Id)l

∂xi1
...∂xir

(x)− ∂r(f−Id)l

∂xi1
...∂xir

(y)
∥∥∥

α(|x− y|)
≤
∑

µr+1,s,α(f) ≤ nr+1µr+1,s,α(f),

gdzie suma przebiega po wszystkich pochodnych cząstkowych typu (r, s).
Teraz niech x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn i y = (y1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, x 6= y.

Dla |x−y| ≤ 1 zachodzi oszacowanie (2.13). Gdy |x−y| > 1, to z okresowości f
istnieją punkty x0 = (x0

1, x2, . . . , xn) ∈ Rn i y0 = (y0
1, x2, . . . , xn) takie, że

Dr,sf(x0) = Dr,sf(y0) oraz |x1 − x0
1| ≤ 1 i |y1 − y0

1| ≤ 1. Możemy wykonać
oszacowanie jak w (2.14) otrzymując

‖Dr,sf(x)−Dr,sf(y)‖
α(|x− y|)

≤ 2

α(1)
µr+1,s(f).

W obu przypadkach stosujemy dodatkowo drugie oszacowanie z (2.9).
Ogólną sytuację sprowadzamy do dwóch powyższych. �
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Możemy udowodnić analogiczne własności jak w Lematach 1.15-1.18, ko-
rzystając z Lematów 2.5 i 2.7 (1). W szczególności będziemy używać osza-
cowań dla odwzorowań α-ciągłych. Zostały one przedstawione w poniższych
lematach.

Lemat 2.8. Niech r, s ≥ 1 i niech α będzie modułem ciągłości.

(1) Istnieje wielomian pierwszego rodzaju G zależny od r i α taki, że

µr,s,α(fg) ≤ µr,s,α(f) + µr,s,α(g) +Mr,s,α(f)G(Mr,s,α(g))

dla dowolnych f, g ∈ Cr,s,α(n, k).
(2) Istnieje wielomian drugiego rodzaju F zależny od r i α taki, że

µr,s,α(f−1) ≤ µr,s,α(f) + F (Mr,s,α(f))

dla każdego f ∈ Diffr,s,α(n, k) takiego, że µ1,s(f) ≤ 1
6
.

Lemat 2.9. Niech r, s ≥ 1 i niech α będzie modułem ciągłości. Zakładamy,
że K ⊂ Rn jest zbiorem domkniętym postaci (2.8).

(1) Istnieją stałe δ1 > 0 i C1 > 0 zależne od r, R′K i α takie, że

µr,s,α(fg) ≤ µr,s,α(f) + µr,s,α(g) + C1µr,s,α(f)µr,s,α(g)

dla dowolnych f, g ∈ Cr,s,α(n, k) takich, że µr,s,α(f), µr,s,α(g) ≤ δ1 oraz
D(f − Id) = D(g − Id) = 0 na Rn \K.

(2) Istnieje stała δ2 > 0 zależna od r, R′K i α taka, że

µr,s,α(f−1) ≤ 2µr,s,α(f)

dla każdego f ∈ Diffr,s,α(n, k) takiego, że µr,s,α(f) ≤ δ2 i D(f− Id) = 0

na Rn \K.

Uwaga 2.10. Spośród powyższych oszacowań konieczne jest użycie tylko tych
z Lematów 2.7 (2) i 2.8. Jednak wówczas Lemat 2.7 (2) trzeba udowodnić
w dwóch wersjach, tzn. dla odwzorowań spełniających założenia z (1) lub (2).
W związku z tym wygodniej posługiwać się dwoma oddzielnymi warunkami.

Ponadto, korzystając z Lematu 2.8 zamiast 2.9 otrzymujemy oszacowania
jak dla przypadku grupy C∞-dyfeomorfizmów [7]. W szczególności uzysku-
jemy analogiczne nierówności jak w Lematach 4.18 (5) i 4.19 (3). Tutaj za-
prezentujemy wersję charakterystyczną dla r skończonego, czyli jak w dowodzie
Mathera [17], gdzie stosowany jest Lemat 2.9.

W dalszej części będziemy używać Lematów 2.7 (1) i 2.9 wszędzie tam gdzie
jest to możliwe.
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2.3. Własności topologiczne grupy Diffr,s
c (M,F)

Zakładamy, że (M,F) jest n-wymiarową, spójną rozmaitością z foliacją,
dimF = k.

Niech f : (M,F)→ (M,F) będzie odwzorowaniem zachowującym foliację,
tzn. f(Lx) ⊂ Lf(x) dla każdego x ∈ M , gdzie Lz ∈ F oznacza liść zawiera-
jący z.

Definicja 2.11. Mówimy, że odwzorowanie f jest klasy Cr,s jeśli dla każdego
x ∈ M istnieją mapy (U,ϕ), (V, ψ) takie, że x ∈ U , f(x) ∈ V i f(U) ⊂ V
oraz odwzorowanie ψfϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) jest klasy Cr,s. Ponadto
f jest dyfeomorfizmem klasy Cr,s jeśli jest odwzorowaniem klasy Cr,s i dyfeo-
morfizmem klasy C1.

Definicja nie zależy od wyboru map co wynika z Lematów 2.3 i 2.4. Za-
uważmy też, że zdefiniowane odwzorowanie ma lokalnie postać

(ψfϕ−1)(x, y) = ((ψfϕ−1)1(x, y), (ψfϕ−1)2(y)).

Przez Cr,s
c (M,M ;F) i Diffr,sc (M,F) oznaczamy przestrzenie odpowiednio

odwzorowań i dyfeomorfizmów f : (M,F) → (M,F) klasy Cr,s o zwartych
nośnikach, które działają wzdłuż liści, tzn. f(Lx) ⊂ Lx, x ∈ M . Z Lema-
tów 2.3 i 2.4 wynika, że Diffr,sc (M,F) jest grupą.

Na rozmaitościM×I wprowadzamy foliację F ′ = {L×{t} : L ∈ F , t ∈ I}.

Definicja 2.12. Odwzorowanie H : M × I → M nazywamy Cr,s-dyfeotopią
od Id do f jeśli jest klasy Cr,s, Ht ∈ Diffr,sc (M,F) dla każdego t ∈ I oraz
H0 = Id i H1 = f .

Definicja 2.13. Niech 0 ≤ p ≤ r. W przestrzeni Cr,s
c (M,M ;F) wprowadzamy

Cp,s-topologię przy pomocy pełnego układu otoczeń

βp,sf (ϕ, ψ,K, ε)

= {h ∈ Cr,s
c (M,M ;F) : ‖Dj,s(ψihϕ

−1
i )(x)−Dj,s(ψifϕ

−1
i )(x)‖ < εi,

h(Ki) ⊂ Vi, 0 ≤ j ≤ p, x ∈ ϕi(Ki), i ∈ I},

gdzie f ∈ Cr,s
c (M,M ;F), ϕ = {(Ui, ϕi)}i∈I jest lokalnie skończonym atlasem

na (M,F), ψ = {(Vi, ψi)}i∈I zbiorem map na (M,F), K = {Ki}i∈I lokalnie
skończonym pokryciem M złożonym ze zbiorów zwartych takich, że Ki ⊂ Ui,
i ∈ I, oraz ε = {εi}i∈I rodziną stałych dodatnich.

Przestrzeń Diffr,sc (M,F) wyposażamy w Cr,s-topologię indukowaną
z Cr,s

c (M,M ;F). Przy pomocy indeksu 0 będziemy oznaczać składowe spójne
tych przestrzeni.
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Lemat 2.14. Niech r, s ≥ 1. Zbiór Diffr,sc (M,F) jest otwarty w Cr,s
c (M,M ;F)

w C1,s-topologii.

Dowód. Dowód przeprowadzamy jak w Lemacie 1.21 używając lokalnego opisu
odwzorowań. W szczególności korzystając z Własności 1.20 stwierdzamy, że
ψihϕ

−1
i |ϕi(Ki) jest injekcją, gdzie przyjmujemy U = ϕi(Ui) i K = ϕi(Ki), czyli

h|Ki
jest injekcją. �

Lemat 2.15. Niech 1 ≤ p ≤ r i s ≥ 1. Zachodzą własności
(1) Składanie odwzorowań

comp : Cr,s
c (M,M ;F)× Cr,s

c (M,M ;F) 3 (f, g) 7→ fg ∈ Cr,s
c (M,M ;F)

jest ciągłe w Cp,s-topologii.
(2) Odwracanie

inv : Diffr,sc (M,F) 3 f 7→ f−1 ∈ Diffr,sc (M,F)

jest ciągłe w Cp,s-topologii.
W szczególności grupa Diffr,sc (M,F) jest grupą topologiczną.

Dowód. Niech f0, g0 ∈ Cr,s
c (M,M ;F). Bierzemy zbiór βp,sf0g0(ϕ, ψ,K, ε) z bazy

Cp,s-topologii, gdzie ϕ = {(Ui, ϕi)}i∈I jest lokalnie skończonym atlasem na
(M,F), ψ = {(Vi, ψi)}i∈I rodziną map na (M,F), K = {Ki}i∈I lokalnie
skończonym pokryciem M złożonym ze zbiorów zwartych takich, że Ki ⊂ Ui,
i ∈ I, oraz ε = {εi}i∈I rodziną stałych dodatnich.

Możemy przyjąć, że istnieje lokalnie skończony atlas ϕ′ = {(U ′i , ϕ′i)}i∈I na
(M,F) wraz z pokryciem K ′ = {K ′i}i∈I złożonym ze zbiorów zwartych takich,
że K ′i ⊂ U ′i oraz

(2.15) g0(Ui) ⊂ IntK ′i i f0(K ′i) ⊂ Vi,

dla i ∈ I.
W przeciwnym przypadku można przeprowadzić następującą konstrukcję.

Niech i ∈ I. Z ciągłości odwzorowań f0 i g0 można wybrać pokrycie skoń-
czone {Ũ j

i }j∈Ji
zbioruKi wraz z rodziną map {(U j

i , ϕ
j
i )}j∈Ji

i zbiorów zwartych
{Kj

i }j∈Ji
takich, że Ũ j

i ⊂ Ui, Kj
i ⊂ U j

i oraz g0(Ũ j
i ) ⊂ IntKj

i i f0(Kj
i ) ⊂ Vi,

j ∈ Ji. Określamy ϕ̃ji = ϕi|Ũj
i
, ϕ̃ = {(Ũ j

i , ϕ̃
j
i )}i∈I, j∈Ji

, K̃ = {K̃j
i }i∈I, j∈Ji

oraz
przyjmujemy ε̃ = {εi}i∈I, j∈Ji

i ψ̃ = {(Vi, ψi)}i∈I, j∈Ji
.

Wówczas otrzymujemy otoczenie βp,sf0g0(ϕ̃, ψ̃, K̃, ε̃) ⊂ βp,sf0g0(ϕ, ψ,K, ε) i ro-
dziny ϕ′ = {(U j

i , ϕ
j
i )}i∈I, j∈Ji

, K ′ = {Kj
i }i∈I, j∈Ji

takie, że g0(Ũ j
i ) ⊂ IntKj

i

i f0(Kj
i ) ⊂ Vi dla i ∈ I, j ∈ Ji. Jeśli nie tworzą one pokrycia rozmaitości,

to rozszerzamy je dookreślając zbiory tak, by otrzymać lokalnie skończone
pokrycia ϕ′′ iK ′′, a w poniższym rozumowaniu bierzemy f ∈ βp,sf0 (ϕ′′, ψ,K ′′, ε′′)
i g ∈ βp,sg0 (ϕ, ϕ′, K, ε′). Poza tym dowód pozostaje bez zmian.
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Zakładamy, że zachodzi sytuacja jak w warunku (2.15). Pokażemy, że można
dobrać rodziny ε′′ = {ε′′i }i∈I i ε′ = {ε′i}i∈I stałych dodatnich tak, że dla każdego
f ∈ βp,sf0 (ϕ′, ψ,K ′, ε′′) i g ∈ βp,sg0 (ϕ, ϕ′, K, ε′) mamy fg ∈ βp,sf0g0(ϕ, ψ,K, ε) .

Dla uproszczenia zapisu lokalnie odwzorowania będziemy zapisywać przy
pomocy daszka, tzn. dla h ∈ βp,sf0 (ϕ′, ψ,K ′, ε′′) oznaczamy ĥ = ψih(ϕ′i)

−1.
Niech i ∈ I. Odwzorowanie f0 jest ciągłe wraz ze swymi pochodnymi, więc

dla każdego ε′′i > 0 istnieje δi > 0 takie, że dla dowolnych x, y ∈ ϕ′i(K
′
i),

|x − y| < δi mamy ‖Dj,sf̂0(x) − Dj,sf̂0(y)‖ < ε′′i , 0 ≤ j ≤ p. Bierzemy
ε′i ≤ min{δi, ε′′i }.

Niech f ∈ βp,sf0 (ϕ′, ψ,K ′, ε′′) i g ∈ βp,sg0 (ϕ, ϕ′, K, ε′). Automatycznie zachodzi
warunek fg(Ki) ⊂ f(K ′i) ⊂ Vi, i ∈ I. Niech i ∈ I i x ∈ ϕi(Ki). Wtedy

(2.16) |ĝ(x)− ĝ0(x)| < ε′i ≤ δi,

czyli możemy zapisać oszacowanie

|f̂ ĝ(x)− f̂0ĝ0(x)| ≤ |f̂ ĝ(x)− f̂0ĝ(x)|+ |f̂0ĝ(x)− f̂0ĝ0(x)| < ε′′i + ε′′i = 2ε′′i .

Z rozważań Lematu 2.5 wynika, że dla pochodnych cząstkowych typu (r, s)
zachodzi równość we wzorze na pochodną złożenia. Stąd, jak w (2.5) otrzy-
mujemy

‖Dj,s(f̂ ĝ)(x)−Dj,s(f̂0ĝ0)(x)‖

≤
∑

Cl,j1,...,jl

(
‖Dl,sf̂(ĝ(x))−Dl,sf̂0(ĝ0(x))‖‖Dj1,sĝ(x)‖ . . . ‖Djl,sĝ(x)‖

+‖Dl,sf̂0(ĝ0(x))‖‖Dj1,sĝ(x)−Dj1,sĝ0(x)‖ . . . ‖Djl,sĝ(x)−Djl,sĝ0(x)‖
)
,

dla 1 ≤ j ≤ p, gdzie sumujemy po 1 ≤ l ≤ j, j1 + . . . + jl = j i jm ≥ 1,
m = 1, . . . , l.

Korzystając z (2.16), dla każdego m = 1, . . . , p mamy

‖Dm,sf̂(ĝ(x))−Dm,sf̂0(ĝ0(x))‖ ≤ ‖Dm,sf̂(ĝ(x))−Dm,sf̂0(ĝ(x))‖

+ ‖Dm,sf̂0(ĝ(x))−Dm,sf̂0(ĝ0(x))‖
< ε′′i + ε′′i = 2ε′′i

oraz

‖Dm,sĝ(x)‖ ≤ ‖Dm,sĝ(x)−Dm,sĝ0(x)‖+ ‖Dm,sĝ0(x)‖ < ε′i + ‖Dm,sĝ0(x)‖.

Ze zwartości nośników odwzorowań f0 i g0 istnieje stała C1 > 0 zależna od
f0, g0 i p taka, że

‖Dj,s(f̂ ĝ)(x)−Dj,s(f̂0ĝ0)(x)‖ ≤
∑

Cl,j1,...,jl
(
2ε′′i (ε

′
i + C1)l + C1(ε′i)

l
)
< εi,

1 ≤ j ≤ p, dla dostatecznie małych ε′′i , ε′i. W ten sposób udowodniliśmy
ciągłość składania odwzorowań.



2. GRUPA Cr,s-DYFEOMORFIZMÓW NA ROZMAITOŚCI Z FOLIACJĄ 44

Aby pokazać ciągłość odwracania zauważmy, że

f−1 = Lf−1
0
◦ inv ◦Rf−1

0
(f),

gdzie

Rf : Diffr,sc (M,F) 3 h 7→ hf ∈ Diffr,sc (M,F),

Lf : Diffr,sc (M,F) 3 h 7→ fh ∈ Diffr,sc (M,F).

Na podstawie powyższych rozważań odwzorowania Rf i Lf są ciągłe, więc
wystarczy udowodnić ciągłość odwzorowania inv w Id.

Niech βp,sId (ϕ, ϕ,K, ε) będzie zbiorem z bazy, gdzie ϕ = {(Ui, ϕi)}i∈I jest
lokalnie skończonym atlasem na (M,F), K = {Ki}i∈I lokalnie skończonym
pokryciem M złożonym ze zbiorów zwartych takich, że Ki ⊂ Ui, i ∈ I, oraz
ε = {εi}i∈I rodziną stałych dodatnich.

Wystarczy ograniczyć rozważania do takiej sytuacji, gdyż dla dowolnego
zbioru βp,sId (ϕ, ψ,K, ε) z bazy, gdzie ϕ = {(Ui, ϕi)}i∈I i ψ = {(Vi, ψi)}i∈I , mamy
Ki ⊂ Ui ∩ Vi. Stąd biorąc ϕ′ = {(U ′i , ϕ′i)}i∈I , gdzie U ′i = Ui ∩ Vi i ϕ′i = ϕi|U ′i ,
dla małych ε′i ≤ εi, i ∈ I, otrzymujemy βp,sId (ϕ′, ϕ′, K, ε′) ⊂ βp,sId (ϕ, ψ,K, ε).

Podobnie jak wyżej oznaczamy ĥ = ϕihϕ
−1
i dla h ∈ βp,sId (ϕ, ϕ,K, ε). Niech

K ′ = {K ′i}i∈I będzie lokalnie skończonym pokryciem M złożonym ze zbiorów
zwartych takich, że Ki ⊂ IntK ′i ⊂ K ′i ⊂ Ui. Bierzemy ε′i ≤ min{εi, 1}, i ∈ I.
Zmniejszając ε′i możemy przyjąć, że dla h ∈ βp,sId (ϕ, ϕ,K ′, ε′) zachodzi warunek
h−1(Ki) ⊂ IntK ′i.

Niech f ∈ βp,sId (ϕ, ϕ,K ′, ε′). Pokażemy, że f−1 ∈ βp,sId (ϕ, ϕ,K, ε).
Niech i ∈ I i x ∈ ϕi(Ki). Mamy f−1(Ki) ⊂ K ′i ⊂ Ui. Stąd f̂−1(x) ∈ ϕi(K ′i)

i otrzymujemy

|f̂−1(x)− x| = |f̂−1(x)− f̂(f̂−1(x))| < ε′i ≤ εi.

Następnie postępując jak w (1.12) możemy zapisać

‖D(f̂−1)(x)− Id ‖ ≤
∞∑
m=1

‖Df̂(f̂−1(x))− Id ‖m

<
∞∑
m=1

(ε′i)
m =

ε′i
1− ε′i

< 2ε′i < εi

dla dostatecznie małego ε′i > 0.
Zakładamy indukcyjnie, że istnieje stała C2 > 0 zależna od p taka, że

‖Dm,s(f̂−1)(x)−Dm,s Id(x)‖ < C2ε
′
i ≤ C2
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dla m = 1, . . . , j − 1. Ze wzoru (2.6) otrzymujemy

‖Dj,s(f̂−1)(x)‖ ≤ ‖D(f̂−1)(x)‖‖Dj,sf̂(f̂−1(x))‖‖D(f̂−1)(x)‖j

+ ‖D(f̂−1)(x)‖
∑

Cl,j1,...,jl‖Dl,sf̂(f̂−1(x))‖

· ‖Dj1,s(f̂−1)(x)‖ . . . ‖Djl,s(f̂−1)(x)‖

< ε′i(1 + C2ε
′
i)
j+1 +

∑
Cl,j1,...,jlε

′
i(1 + C2ε

′
i)
l+1

≤ ε′i

(
(1 + C2)j+1 +

∑
Cl,j1,...,jl(1 + C2)l+1

)
< εi,

2 ≤ j ≤ p, dla dostatecznie małego ε′i > 0, gdzie sumujemy po 1 < l < j,
j1 + . . .+ jl = j i jm ≥ 1, m = 1, . . . , l.

Stąd f−1 ∈ βp,sId (ϕ, ϕ,K, ε). �

Lemat 2.16. Istnieje ϕ = {(Ui, ϕi)}i∈I lokalnie skończony atlas na (M,F)
oraz V = V(ϕ) i U = U(ϕ) ⊂ V otoczenia Id w Diff1,s

c (M,F)0 w C1,s-topologii
takie, że dla każdego f ∈ V ∩ Diffr,sc (M,F)0 istnieje m ∈ N i dyfeomor-
fizmy g1, . . . , gm ∈ U ∩ Diffr,sc (M,F)0 spełniające warunki f = g1 . . . gm oraz
supp(gj) ⊂ Ui(j), j = 1, . . . ,m.

Dowód. Z Lematu 2.14 istnieje U otoczenie Id w C1,s
c (M,M ;F) w C1,s-topologii

takie, że dla każdego h ∈ U mamy h ∈ Diff1,s
c (M,F)0.

Korzystając z metryki riemannowskiej d na (M,F) możemy wybrać pokrycie
rozmaitości (M,F) mapami (B(x, εx), ϕx), gdzie B(x, εx) oznacza kulę o środ-
ku x i promieniu 0 < εx < 1, a ϕx jest izometrią, x ∈M . Następnie wybieramy
pokrycie lokalnie skończone K ′′ = {K ′′i }i∈I , gdzie K ′′i = B(xi,

1
64
εi) i εi = εxi

,
i ∈ I. Definiujemy także pokrycia K ′ = {K ′i}i∈I , K = {Ki}i∈I i U = {Ui}i∈I
wzorami K ′i = B(xi,

1
4
εi), Ki = B(xi,

1
2
εi) i Ui = B(xi, εi) oraz oznaczamy

ϕi = ϕxi
: Ui → ϕi(Ui), i ∈ I, tworząc atlas ϕ = {(Ui, ϕi)}i∈I .

Niech ε = {εi}i∈I . Określamy zbiory z bazy C1,s-topologii wzorami

U1 = β1,s
Id (ϕ, ϕ,K ′′, ε),

U2 = β1,s
Id (ϕ, ϕ,K ′, 1

2
ε),

U3 = β1,s
Id (ϕ, ϕ,K, 1

8
ε),

V = β1,s
Id (ϕ, ϕ,K, 1

64
ε).

Możemy przeskalować rodzinę ε tak, by V ⊂ U1 ⊂ U .
Niech f ∈ V ∩ Diffr,sc (M,F)0. Ze zwartości nośnika f możemy przyjąć, że

supp(f) ∩ IntKi 6= ∅ tylko dla skończonego zbioru indeksów i = 1, . . . ,m.
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Dla i = 1, . . . ,m określamy odwzorowania

f̂i = ϕif |Ki
(ϕi|Ki

)−1 : ϕi(Ki)→ ϕi(Ui),

Ĥ i
t = tf̂i + (1− t) Id : ϕi(Ki)× I → ϕi(Ui),

H i
t = ϕ−1

i Ĥ i
tϕi : Ki × I → Ui.

Następnie definiujemy H : M × I →M wzorem

Ht(x) =

{
H i
t(x) x ∈ Ki

x x /∈ K1 ∪ . . . ∪Km

.

Niech x ∈ Ki ∩ Kj, i, j = 1, . . . ,m, i 6= j. Z powyższych definicji mamy
f(x) = ϕ−1

i f̂iϕi(x) = ϕ−1
j f̂jϕj(x), czyli

f̂j(ϕj(x)) = ϕjϕ
−1
i f̂iϕiϕ

−1
j (ϕj(x)).

Teraz z izometryczności ϕjϕ−1
i otrzymujemy

H i
t(x) = ϕ−1

i Ĥ i
tϕi(x) = ϕ−1

i (tf̂i + (1− t) Id)ϕi(x)

= ϕ−1
j (ϕjϕ

−1
i )
(
tf̂i + (1− t) Id

)
(ϕiϕ

−1
j )ϕj(x)

= ϕ−1
j

(
tϕjϕ

−1
i f̂iϕiϕ

−1
j + (1− t) Id

)
ϕj(x)

= ϕ−1
j (tf̂j + (1− t) Id)ϕj(x) = ϕ−1

j Ĥj
tϕj(x) = Hj

t (x).

Stąd H jest dobrze określone.
Wszystkie odwzorowania w konstrukcji są klasy Cr,s we wnętrzu swoich

dziedzin i supp(f) ⊂ IntK1 ∪ . . . ∪ IntKm, więc H jest klasy Cr,s.
Dla każdego x ∈ ϕi(IntKi) i t ∈ I mamy

|Ĥ i
t(x)− x| = |tf̂i(x) + (1− t)x− x| ≤ t|f̂i(x)− x| < 1

64
εi

oraz
‖DĤ i

t(x)− Id ‖ ≤ t‖Df̂i(x)− Id ‖ < 1

64
εi,

i = 1, . . . ,m. Stąd Ht ∈ V ⊂ U . Ponadto Ht działa wzdłuż liści, bo lokalnie
w konstrukcji używamy tylko jednej mapy, więc Ht ∈ Diffr,sc (M,F) i H jest
dyfeotopią od Id do f o zwartym nośniku.

Zauważmy, że powyższa konstrukcja zachodzi w przypadku dowolnego zbioru
z bazy w C1,s

c (M,M ;F) postaci β1,s
Id (ϕ, ϕ,K, ε) ⊂ U . W szczególności jeśli

h ∈ U1 ∩Diffr,sc (M,F), to h ∈ Diffr,sc (M,F)0.
Bierzemy {λi}i∈I rozkład jedynki klasy C∞ naM skojarzony z pokryciemK

taki, że ‖D(λiϕ
−1
i )(x)‖ ≤ 4 dla każdego x ∈ ϕi(Ki), i ∈ I. Istnienie takiego

rozkładu wynika z postaci powyższych pokryć. Definiujemy funkcje γ0 = 0
i γl =

∑l
j=1 λj, l = 1, . . . ,m.
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Niech l = 0, . . . ,m. Określamy odwzorowanie

fl : M 3 x 7→ Hγl(x)(x) ∈M.

Jest ono klasy Cr,s i supp(fl) ⊂ K1 ∪ . . .∪Kl. Dalej, dla x ∈ ϕi(Ki) otrzymu-
jemy

|ϕiflϕ−1
i (x)− x| = |ϕiH(γlϕ

−1
i )(x)ϕ

−1
i (x)− x| = |Ĥ i

(γlϕ
−1
i )(x)

(x)− x|

= |(γlϕ−1
i )(x) · (f̂i(x)− x)|

≤ |γlϕ−1
i (x)||f̂i(x)− x| < 1

64
εi

oraz

‖D(ϕiflϕ
−1
i )(x)− Id ‖ = ‖D((γlϕ

−1
i ) · (f̂i − Id))(x)‖

≤ ‖D(γlϕ
−1
i )(x)‖|f̂i(x)− x|+ |(γlϕ−1

i )(x)|‖D(f̂i − Id)(x)‖

< 4
1

64
εi +

1

64
εi <

1

8
εi,

i = 1, . . . ,m. Stąd fl ∈ U3 ⊂ U i fl ∈ Diffr,sc (M,F)0.
Dla l = 1, . . . ,m określamy dyfeomorfizmy gl = f−1

l−1fl ∈ Diffr,sc (M,F).
Mamy γl−1 = γl na M \Kl, więc fl−1 = fl na M \Kl i supp(gl) ⊂ Kl ⊂ Ul,
l = 1, . . . ,m. Pozostało wykazać, że gl ∈ U1. Wówczas gl ∈ Diffr,sc (M,F)0

i f = g1 . . . gm jest szukanym rozkładem.
Niech h1, h2 ∈ U3. Pokażemy, że h−1

1 h2 ∈ U1. Użyjemy zapisu ĥ1 = ϕih1ϕ
−1
i

i ĥ2 = ϕih2ϕ
−1
i , i = 1, . . . ,m.

Niech i = 1, . . . ,m. Jeśli x ∈ ϕi(Ui) \ ϕi(Ki), to

|ĥ1(x)− ϕi(xi)| ≥
∣∣∣|x− ϕi(xi)| − |ĥ1(x)− x|

∣∣∣ > 1

2
εi −

1

8
εi >

1

4
εi.

To oznacza, że ĥ1(x) ∈ ϕi(Ui) \ ϕi(K ′i), czyli h1(Ki) ⊃ K ′i i h
−1
1 (K ′i) ⊂ Ki.

Teraz dla x ∈ ϕi(K ′i) mamy ĥ−1
1 (x) ∈ ϕi(Ki) i możemy zapisać

|ĥ−1
1 (x)− x| = |ĥ−1

1 (x)− ĥ1(ĥ−1
1 (x))| < 1

8
εi.

Ponadto, szacując jak w (1.12) otrzymujemy

‖D(ĥ−1
1 )(x)− Id ‖ ≤

∞∑
j=1

‖Dĥ1(ĥ−1
1 (x))− Id ‖j

<

∞∑
j=1

(
1

8
εi

)j
=

1
8
εi

1− 1
8
εi
<

1

4
εi,

czyli h−1
1 ∈ U2.



2. GRUPA Cr,s-DYFEOMORFIZMÓW NA ROZMAITOŚCI Z FOLIACJĄ 48

Następnie, niech x ∈ ϕi(K ′′i ). Wówczas

|ĥ2(x)− ϕi(xi)| ≤ |ĥ2(x)− x|+ |x− ϕi(xi)| <
1

8
εi +

1

64
εi <

1

4
εi.

Stąd ĥ2(x) ∈ ϕi(K ′i) i mamy oszacowanie

|ĥ−1
1 ĥ2(x)− x| ≤ |ĥ−1

1 (ĥ2(x))− ĥ2(x)|+ |ĥ2(x)− x| < 1

2
εi +

1

8
εi < εi

oraz
‖D(ĥ−1

1 ĥ2)(x)− Id ‖ ≤ ‖Dĥ−1
1 (ĥ2(x))− Id ‖‖Dĥ2(x)‖+ ‖Dĥ2(x)− Id ‖

<
1

2
εi

(
1 +

1

8
εi

)
+

1

8
εi < εi.

Nierówności te oznaczają, że h−1
1 h2 ∈ U1. �

Wniosek 2.17. Grupa Diffr,sc (M,F)0 składa się z dyfeomorfizmów, które są
dyfeotopijne z Id przez Cr,s-dyfeotopie o zwartych nośnikach.

Dowód. Z poprzedniego dowodu wynika, że odwzorowania z V∩Diffr,sc (M,F)0

są dyfeotopijne z Id przez Cr,s-dyfeotopie o zwartych nośnikach. Z Lematu 2.15
grupa Diffr,sc (M,F) jest grupą topologiczną, więc tezę otrzymujemy jak w przy-
padku Własności 1.24, korzystając z Lematów 2.3 i 2.4. �

Na zakończenie tego rozdziału przedstawimy kilka faktów dotyczących roz-
maitości (Rn,Fk), gdzie Fk = {Rk × {pt}}. Będziemy używać oznaczeń
wprowadzonych na końcu podrozdziału 2.1. Analogicznie jak wcześniej in-
deks 0 oznacza składową spójną danej przestrzeni.

Lemat 2.18. Niech 0 ≤ p < r. Zbiór Cr,r(n, k) jest gęsty w Cp,p(n, k).
Ponadto jeśli f ∈ Cp,p(n, k) jest klasy Cr,r w otoczeniu zbioru domkniętego
L ⊂ Rn, to w dowolnym Cp,p-otoczeniu odwzorowania f w Cp,p(n, k) istnieje
g ∈ Cr,r(n, k) takie, że g = f na L.

Dowód. Przeprowadzamy konstrukcję jak w Lemacie 1.22. Pokażemy, że uzy-
skane w ten sposób odwzorowania działają wzdłuż liści. W tym celu ozna-
czamy f(x) = (f1(x), . . . , fk(x), xk+1, . . . , xn) dla x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Zauważmy, że odwzorowanie ϑi, i ∈ I, jest stałe na sferach o środku w 0,
czyli funkcja ϑi(y)yl jest nieparzysta jako funkcja zmiennej yl, l = 1, . . . , n.
Stąd dla l = k + 1, . . . , n mamy

(gi)l(x) =

∫
B(0,δi)

ϑi(y)fl(x− y) dy =

∫
B(0,δi)

ϑi(y)(xl − yl) dy

= xl

∫
B(0,δi)

ϑi(y) dy −
∫
B(0,δi)

ϑi(y)yl dy = xl,

czyli gi działa wzdłuż liści. Dla pozostałych odwzorowań z konstrukcji jest to
oczywiste. �
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Lemat 2.19. Niech 1 ≤ s < r i niech K będzie zbiorem zwartym, wypukłym
w Rn. Zbiór Diffr,rK (n, k) jest gęsty w Diffs,sK (n, k).

Dowód. Analogicznie jak we Wniosku 1.23, korzystając z Lematów 2.14 i 2.18.
Rozumowanie jest poprawne, gdyż z postaci odwzorowania f również od-
wzorowanie ft działa wzdłuż liści. �

Własność 2.20. Niech r ≥ 1 i niech K ⊂ Rn będzie zbiorem zwartym, wy-
pukłym. Wówczas grupy Diffr,rc (n, k) i Diffr,rK (n, k) są spójne w Cr,r-topologii.

Dowód. Postępujemy jak w dowodzie Własności 1.25, stosując Lemat 2.18
i Wniosek 2.17. �

Na podstawie Lematów 2.7 (1) i 2.9 otrzymujemy

Własność 2.21. Niech 1 ≤ s < r i niech α będzie modułem ciągłości. Za-
łóżmy, że zbiór K jest kostką w Rn. Wówczas grupa Diffr,s,αK (n, k) z metryką
d(f, g) = µr,s,α(f − g) jest spójną grupą topologiczną. Topologię indukowaną
przez wprowadzoną metrykę nazywamy Cr,s,α-topologią.

Dowód. Dowód przebiega analogicznie jak w przypadkuWłasności 1.26. Mody-
fikacji wymaga jedynie dowód spójności grupy Diffr,s,αK (n, k).

Z Lematu 2.19 zbiór Diffr,rK (n, k) jest gęsty w Diffs,sK (n, k), więc w dowolnym
Cs,s-otoczeniu f ∈ Diffr,s,αK (n, k) ⊂ Diffs,sK (n, k) istnieje g ∈ Diffr,rK (n, k). Jak
w dowodzie Własności 1.26 uzyskujemy lokalną spójność grupy Diffr,s,αK (n, k),
czyli istnieje Cr,s,α-dyfeotopia od g do f o nośniku w K. Z Własności 2.20
i Wniosku 2.17 grupa Diffr,rK (n, k) jest spójna i istnieje Cr,r-dyfeotopia od Id
do g o nośniku w K. Stąd grupa Diffr,s,αK (n, k) jest spójna. �



3. Dowód doskonałości grupy Diffr,sc (M,F)0

3.1. Przedstawienie problemu

Zakładamy, że 1 ≤ k < n.

Definicja 3.1. Grupę G nazywamy doskonałą jeśli jest równa swojemu ko-
mutatorowi, czyli grupie [G,G] generowanej przez iloczyny elementów postaci
[f, g] = fgf−1g−1, gdzie f, g ∈ G. W języku homologii grup oznacza to, że
H1(G) = G/[G,G] = {0}.

Naszym celem jest udowodnienie następującego twierdzenia.

Twierdzenie 3.2. Niech r, s ≥ 1, 1 ≤ k < n i niech (M,F) będzie n-wymia-
rową rozmaitością z foliacją, dimF = k. Rozważamy grupę Diffr,sc (M,F)0

dyfeomorfizmów klasy Cr,s na (M,F) działających wzdłuż liści i dyfeotopijnych
z Id przez Cr,s-dyfeotopie o zwartych nośnikach. Wówczas grupa Diffr,sc (M,F)0

jest doskonała dla r − s > k + 1.

Z Lematów 2.15, 2.16 i Wniosku 2.17 wynika, że wystarczy udowodnić
Twierdzenie 3.2 tylko dla f ∈ U ∩ Diffr,sc (M,F)0 takich, że supp(f) ⊂ Ui
dla pewnego i ∈ I, gdzie U i ϕ = {(Ui, ϕi)}i∈I są obiektami z Lematu 2.16.
Wtedy biorąc mapę (Ui, ϕi) mamy

(ϕifϕ
−1
i )(x, y) = ((ϕifϕ

−1
i )1(x, y), y),

czyli można ograniczyć rozważania do przypadkuM = Rn i F = {Rk×{pt}}.
Co więcej, wystarczy pokazać, że dla każdego modułu ciągłości α zachodzi

warunek

(3.1) Diffr,s,αK (n, k)0 ⊂ [Diffr,s,αc (n, k)0,Diffr,s,αc (n, k)0],

gdzie K jest pewną kostką w Rn. Wynika to z poniższego rozumowania.
Niech (Rn,Fk) będzie rozmaitością z foliacją produktową Fk = {Rk×{pt}}.

Zachodzi następujący lemat.

Lemat 3.3. Niech r, s ≥ 1. Wówczas

Diffr,sc (n, k)0 =
⋃
α

Diffr,s,αc (n, k)0,

gdzie suma przebiega po wszystkich modułach ciągłości α.

Dowód. Oczywiście mamy Diffr,s,αc (n, k)0 ⊂ Diffr,sc (n, k)0 dla każdego modułu
ciągłości α.
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Odwrotnie, niech f ∈ Diffr,sc (n, k)0 i niech H będzie Cr,s-dyfeotopią od Id
do f o nośniku zawartym w pewnej kuli domkniętej K ′. Odwzorowanie

Dr,sH : Rn × I → Lr(Rn × R,Rn)

jest ciągłe oraz supp(Dr,sH) ⊂ K ′ × I. Z Lematu 1.4 istnieje moduł cią-
głości α taki, że Dr,sH jest α-ciągłe. Stąd H jest Cr,s,α-dyfeotopią, czyli
f = H1 ∈ Diffr,s,αc (n, k)0. �

Niech f ∈ Diffr,sc (n, k)0 i niech K będzie kostką w Rn. Z Lematu 3.3 istnieje
moduł ciągłości α taki, że f ∈ Diffr,s,αc (n, k)0. Ponadto, istnieje dyfeomorfizm
g : Rn → Rn klasy C∞ zależny od f i postaci g(x, y) = (g1(x, y), g2(y)) taki,
że supp(gfg−1) ⊂ K. Jeśli jest spełniony warunek (3.1), to

[gfg−1] = [Id] ∈ H1(Diffr,s,αc (n, k)0),

czyli istnieje m ∈ N i dyfeomorfizmy h1, . . . , h2m ∈ Diffr,s,αc (n, k)0 takie, że
gfg−1 = [h1, h2] . . . [h2m−1, h2m]. Stąd mamy rozkład

f = [g−1h1g, g
−1h2g] . . . [g−1h2m−1g, g

−1h2mg]

na komutatory elementów z Diffr,s,αc (n, k)0, co dowodzi Twierdzenia 3.2.
W poniższym dowodzie przyjmujemy K = [−2, 2]n.

3.2. Operator zwijania

Zakładamy, że A ≥ 1 jest liczbą naturalną i K = [−2, 2]n. Dla i = 0, . . . , k
definiujemy zbiory

Ki = [−2, 2]i × [−2A, 2A]k−i × [−2, 2]n−k,

K ′i = [−2, 2]i−1 × S1 × [−2A, 2A]k−i × [−2, 2]n−k,

K ′′i = [−2, 2]i−1 × R× [−2A, 2A]k−i × [−2, 2]n−k,

gdzie S1 ∼= R/Z jest okręgiem jednostkowym z działaniem indukowanym z R.
Zachodzą inkluzje

K = [−2, 2]n ⊂ Kk−1 ⊂ . . . ⊂ K0 = [−2A, 2A]k × [−2, 2]n−k.

Niech i = 1, . . . , k. Definiujemy zbiory Bi = Ri−1 × S1 × Rn−i oraz rzu-
towania nakrywające πi : Rn → Bi. Rzutowania te określają lokalny układ
współrzędnych w otoczeniu każdego punktu przestrzeni Bi zgodny z foliacją
Fk = {Ri−1 × S1 × Rk−i × {pt}}. Odwzorowania przejścia są translacjami
wzdłuż liści. Stąd definicje seminorm przenoszą się na Bi.

Przestrzenie odwzorowań i dyfeomorfizmów klasy Cr,s,[α] na Bi działają-
cych wzdłuż liści oznaczamy odpowiednio przez Cr,s,[α](Bi, k) i Diffr,s,[α](Bi, k).
Ponadto przez Ti : Rn → Rn będziemy oznaczać translację o wektor jedno-
stkowy względem i-tej współrzędnej.
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Dla f ∈ Diff1,s
K0

(n, k)0 spełniającego warunek µ0,s(f) ≤ 1
2
określamy od-

wzorowanie Γi,A(f) : Bi → Bi w następujący sposób:
Dla ϑ ∈ Bi wybieramy x ∈ Rn takie, że πi(x) = ϑ i xi < −2A. Następnie

wybieramy N ∈ N takie, że ((Tif)N(x))i > 2A, gdzie indeks i oznacza i-tą
współrzędną. Wówczas definiujemy

Γi,A(f)(ϑ) = πi((Tif)N(x)).

Wartość odwzorowania Γi,A(f) nie zależy od wyboru x i N .

Lemat 3.4. Niech r, s ≥ 1, A ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k i niech α będzie modułem
ciągłości. Istnieje U otoczenie Id w Diff1,s

c (n, k)0 takie, że
(1) Γi,A zachowuje Id.
(2) Odwzorowanie

Γi,A : U ∩Diffr,s,αKi−1
(n, k)0 → Diffr,s,αK′i

(Bi, k)0

jest ciągłe w Cr,s-topologii.
(3) Istnieje stała δ > 0 zależna od r, A i α taka, że

µr,s,α(Γi,A(f)) ≤ 12Aµr,s,α(f)

dla każdego f ∈ U∩Diffr,s,αKi−1
(n, k)0 spełniającego warunek µr,s,α(f) ≤ δ.

Dowód. Z Lematu 2.14 istnieje 0 < ε ≤ 1
2
takie, że dla każdego f ∈ C1,s

c (n, k),
µ0,s(f), µ1,s(f) < ε mamy f ∈ Diff1,s

c (n, k)0. Definiujemy

U = {f ∈ Diff1,s
c (n, k)0 : µ0,s(f), µ1,s(f) < ε}.

Niech f ∈ U ∩ Diffr,s,αKi−1
(n, k)0. Lokalnie możemy wybrać N stałe, więc

Γi,A(f) jest odwzorowaniem klasy Cr,s,α jako złożenie odwzorowań klasy Cr,s,α.
Określamy (Γi,A(f))−1 następująco: dla ϑ ∈ Bi wybieramy x ∈ Rn takie, że
πi(x) = ϑ i xi > 2A oraz N ∈ N takie, że ((Tif)−N(x))i < −2A. Wówczas
definiujemy

(Γi,A(f))−1(ϑ) = πi((Tif)−N(x)).

Stąd Γi,A(f) ∈ Diffr,s,αK′i
(Bi, k).

Z postaci otoczenia U wynika, że odwzorowanie

H : Rn × I 3 (x, t) 7→ tf(x) + (1− t)x ∈ Rn

jest Cr,s,α-dyfeotopią od Id do f w U ∩ Diffr,s,αKi−1
(n, k)0. Stąd Γi,A(H) jest

Cr,s,α-dyfeotopią od Id do Γi,A(f) w Diffr,s,αK′i
(Bi, k) i Γi,A(f) ∈ Diffr,s,αK′i

(Bi, k)0.
Ciągłość operatora Γi,A w Cr,s-topologii wynika z Lematu 2.15 (1). W ten

sposób otrzymujemy (2).
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Dla dowodu (3) niech f ∈ U ∩ Diffr,s,αKi−1
(n, k)0 i N ∈ N. Bierzemy ε > 0

takie, że
N−1∑
j=0

(1 + ε)j ≤ N + 1.

Dla każdego x /∈ [−2, 2]i−1 × [−2A−N, 2A]× [−2A, 2A]k−i × [−2, 2]n−k oraz
m = 1, . . . , N mamyD((Tif)m−Id)(x) = 0, więc można zastosować Lemat 2.9.

Bierzemy stałe δ1, C1 z Lematu 2.9 (1) i niech 0 < δ ≤ min{ δ1
N+1

, ε
C1
}.

Pokażemy indukcyjnie, że

(3.2) µr,s,α((Tif)m) ≤
m−1∑
j=0

(1 + ε)jµr,s,α(f)

dla m = 1, . . . , N i µr,s,α(f) ≤ δ.
Jeśli m = 1, to µr,s,α(Tif) = µr,s,α(f).
Niech m ≥ 2. Ponieważ δ ≤ δ1

N+1
, to z założenia indukcyjnego mamy

µr,s,α((Tif)m−1) ≤ δ1. Teraz z Lematu 2.9 (1) otrzymujemy

µr,s,α((Tif)m) ≤ µr,s,α(Tif) + µr,s,α((Tif)m−1) + C1µr,s,α(Tif)µr,s,α((Tif)m−1).

Z warunku δ ≤ ε
C1

i ponownie z indukcji wynika, że

µr,s,α((Tif)m) ≤ µr,s,α(f) +
m−2∑
j=0

(1 + ε)jµr,s,α(f) + ε
m−2∑
j=0

(1 + ε)jµr,s,α(f)

≤
m−1∑
j=0

(1 + ε)jµr,s,α(f)

dla µr,s,α(f) ≤ δ, co dowodzi nierówności (3.2). W szczególności dla m = N
mamy

µr,s,α((Tif)N) ≤ (N + 1)µr,s,α(f).

W definicji Γi,A(f) możemy wziąść x takie, że −2A − 1 ≤ xi < −2A.
Najmniejsze przesunięcie względem i-tej współrzędnej przez odwzorowanie Tif
wynosi 1

2
, czyli N musi być takie, że xi + N

2
> 2A lub inaczej N > 4A− 2xi.

Stąd wystarczy wziąść N > 8A+ 2 ≥ 4A− 2xi.
Zakładamy, że N = 8A+3. Wtedy z powyższego oszacowania otrzymujemy

µr,s,α(Γi,A(f)) = µr,s,α((Tif)N) ≤ (N + 1)µr,s,α(f) ≤ 12Aµr,s,α(f),

dla µr,s,α(f) ≤ δ, co kończy dowód Lematu 3.4. �
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3.3. Lemat o sprzężeniu

Niech A ≥ 1 i 1 ≤ i ≤ k. Wybieramy χ̃A ∈ C∞(R, [0, 1]) takie, że
supp(χ̃A) = [−2A− 1, 2A+ 1] oraz χ̃A = 1 na [−2A, 2A]. Definiujemy funkcję
χA : Rn → [0, 1] wzorem χA(x) = χ̃A(x1) . . . χ̃A(xk) dla x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
Mamy χA ∈ C∞(Rn, [0, 1]), supp(χA) = [−2A−1, 2A+1]k×Rn−k oraz χA = 1
na [−2A, 2A]k × Rn−k.

Określamy odwzorowanie

%i,A : Ω% 3 (x1, . . . , xn) 7→ ϕχA∂i
xi

(x1, . . . , 0, . . . , xn) ∈ Rn,

gdzie

Ω% = (−2A− 1, 2A+ 1)i−1 × R× (−2A− 1, 2A+ 1)k−i × Rn−k

i niech τi,A = ϕχA∂i
1 ∈ Diff∞(n, k)0. Symbol ∂i oznacza jednostkowe pole

wektorowe na Rn w kierunku i-tej współrzędnej, a ϕXt - 1-parametrową grupę
transformacji pola X.

Będziemy używać rzutowań

qi : Bi 3 (x1, . . . , xi−1, ϑi, xi+1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ∈ Rn−1,

q̃i : Rn 3 (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ∈ Rn−1,

pri : Rn 3 (x1, . . . , xi, . . . , xn) 7→ xi ∈ R.

Określamy działanie S1 ×Bi → Bi wzorem

β · (x1, . . . , ϑi, . . . , xn) = (x1, . . . , β + ϑi, . . . , xn)

oraz grupę

Gr,s,α
i = {h ∈ Diffr,s,αc (Bi, k)0 : h(β · ϑ) = β · h(ϑ) ∀ β ∈ S1 ∀ϑ ∈ Bi}.

Lemat 3.5. Zachodzą własności
(1) %i,A działa tylko wzdłuż i-tej współrzędnej oraz |(%−1

i,A(x))i| ≥ |xi| dla
x ∈ (−2A− 1, 2A+ 1)k × Rn−k.

(2) %i,A = Id na [−2A, 2A]k × Rn−k.
(3) %i,A ∈ Diff∞(Ω%, (−2A− 1, 2A+ 1)k × Rn−k).
(4) %∗i,A(χA∂i) = ∂i.
(5) τi,A = %i,ATi%

−1
i,A.

(6) Dla (x1, . . . , xn) ∈ [−2A, 2A]i−1 × R × [−2A, 2A]k−i × Rn−k mamy
(%i,A(0, . . . , xi, . . . , 0))i = (%i,A(x1, . . . , xn))i.

Dowód. Własności (1), (2) i (6) są konsekwencją tego, że pole wektorowe χA∂i
działa tylko wzdłuż i-tej współrzędnej, χA∂i = ∂i na [−2A, 2A]k × Rn−k oraz
0 ≤ χA ≤ 1.

Do dowodu (3) zauważmy, że odwzorowanie %i,A jest klasy C∞ jako za-
cieśnienie 1-parametrowej grupy transformacji pola χA∂i. Ponadto mamy
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supp(χA) = [−2A − 1, 2A + 1]k × Rn−k, więc z jednoznaczności istnienia
krzywej całkowej odwzorowanie %i,A jest bijekcją. Ze związku między polami
wektorowymi i 1-parametrowymi grupami transformacji otrzymujemy

(3.3)

∂%i,A
∂xi

(x1, . . . , xn) =
∂ϕχA∂i

xi

∂xi
(x1, . . . , 0, . . . , xn)

= (χA∂i)(ϕ
χA∂i
xi

(x1, . . . , 0, . . . , xn))

= (0, . . . , χA(%i,A(x1, . . . , xn)), . . . , 0).

Następnie dla j 6= i mamy ∂%i,A

∂xj
(x1, . . . , xn) = (0, . . . , 1, . . . , 0), bo %i,A jest

stałe wzdłuż j-tej współrzędnej. Stąd

det(D%i,A(x)) = χA(%i,A(x)) 6= 0,

więc %i,A jest C∞-dyfeomorfizmem.
Pozostało wykazać (4) i (5). Korzystając z (3.3) mamy

%∗i,A(χA∂i)(x) =
∂%−1

i,A

∂xi
(χA∂i(%i,A(x))) =

∂%−1
i,A

∂xi

(
∂%i,A
∂xi

(x)

)
= ∂i(x).

Następnie zauważmy, że jeśli ϕχA∂i
t jest 1-parametrową grupą transforma-

cji pola χA∂i, to %−1
i,Aϕ

χA∂i
t %i,A jest 1-parametrową grupą transformacji pola

%∗i,A(χA∂i). Stąd otrzymujemy

τi,A = ϕχA∂i
1 = %i,Aϕ

%∗i,A(χA∂i)

1 %−1
i,A = %i,Aϕ

∂i
1 %
−1
i,A = %i,ATi%

−1
i,A.

�

Pozostałą część tego podrozdziału poświęcimy dowodowi lematu o sprzęże-
niu, którego wypowiedź jest przedstawiona poniżej.

Lemat 3.6. Niech r, s ≥ 1, A ≥ 1 i 1 ≤ i ≤ k oraz niech α będzie modułem
ciągłości. Istnieje U ′A otoczenie Id w Diff1,s

c (n, k)0 zależne od A takie, że od-
wzorowania τi,Af i τi,Ag są sprzężone dla dowolnych f, g ∈ U ′A∩Diffr,s,αK0

(n, k)0

spełniających warunek Γi,A(f)(Γi,A(g))−1 ∈ Gr,s,α
i , gdzie sprzężenie oznacza

równość [τi,Af ] = [τi,Ag] ∈ H1(Diffr,s,αc (n, k)0).

Niech U ′A = U będzie otoczeniem Id z Lematu 3.4. Wówczas Γi,A(h) jest
dobrze określone dla każdego h ∈ U ′A.

Bierzemy f, g ∈ U ′A∩Diffr,s,αK0
(n, k)0. Definiujemy odwzorowanie L : Rn → Rn

następująco: dla x ∈ Rn wybieramy N ∈ N takie, że ((Tig)−N(x))i < −2A
i określamy

L(x) = (Tif)N(Tig)−N(x).

Wartość L nie zależy od wyboru N i jest to odwzorowanie klasy Cr,s,α, gdyż
lokalnie można ustalić N .
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Analogicznie możemy zdefiniować L−1, tzn. dla x ∈ Rn wybieramy N ∈ N
takie, że ((Tif)−N(x))i < −2A i wtedy przyjmujemy

L−1(x) = (Tig)N(Tif)−N(x).

Stąd L ∈ Diffr,s,α(n, k) oraz

(3.4) supp(L) ⊂ [−2A, 2A]i−1 × [−2A,∞)× [−2A, 2A]k−i × [−2, 2]n−k.

Zachodzi następująca własność.

Własność 3.7. Dyfeomorfizm

%i,AL%
−1
i,A : (−2A− 1, 2A+ 1)k × Rn−k → (−2A− 1, 2A+ 1)k × Rn−k

spełnia warunek

(%i,AL%
−1
i,A)τi,Ag(%i,AL%

−1
i,A)−1 = τi,Af.

Dowód. Niech x ∈ Rn i niech N ∈ N będzie takie, że ((Tif)−N(x))i < −2A.
Wówczas

(3.5) LTigL
−1(x) = (Tif)N+1(Tig)−N−1Tig(Tig)N(Tif)−N(x) = Tif(x).

Teraz niech x ∈ (−2A− 1, 2A+ 1)k ×Rn−k. Z Lematu 3.5 (1), (2) i (5) dla
każdego h ∈ U ′A, supp(h) ⊂ K0 mamy

(3.6) τi,Ah(x) = %i,ATi%
−1
i,A%i,Ah%

−1
i,A(x) = %i,ATih%

−1
i,A(x).

Z (3.5) i (3.6) otrzymujemy

(%i,AL%
−1
i,A)τi,Ag(%i,AL%

−1
i,A)−1(x) = %i,AL%

−1
i,A%i,ATig%

−1
i,A%i,AL

−1%−1
i,A(x)

= %i,ALTigL
−1%−1

i,A(x)

= %i,ATif%
−1
i,A(x) = τi,Af(x).

�

Pokażemy, że można rozszerzyć %i,AL%−1
i,A do odwzorowania L̂ takiego, że

L̂ ∈ Diffr,s,αc (n, k)0. Wówczas dla każdego x /∈ (−2A − 1, 2A + 1)k × Rn−k

mamy

(3.7) L̂τi,AgL̂
−1(x) = x = τi,Af(x),

gdyż supp(f), supp(g) ⊂ K0 i supp(τi,A) ⊂ (−2A− 1, 2A+ 1)k × Rn−k. Stąd

L̂τi,AgL̂
−1 = τi,Af

na Rn, czyli otrzymujemy tezę Lematu 3.6.
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Zacieśniamy U ′A tak, by µ0,s(h) < 1
32A

dla każdego h ∈ U ′A. Wtedy dla
x ∈ Rn, 2A+ 1

2
< xi ≤ 2A+ 3

2
i N = 4A+ 2 mamy

−2A− 7

4
< 2A+

1

2
−
(

1 +
1

32A

)
N < ((Tig)−N(x))i

≤ 2A+
3

2
−
(

1− 1

32A

)
N < −2A

oraz

((Tif)N(Tig)−N(x))i > −2A− 7

4
+

(
1− 1

32A

)
N > 2A.

Stąd (L(x))i > 2A dla każdego x ∈ Rn, xi > 2A+ 1
2
i N ≥ 4A+ 2.

Dla x i N jak wyżej otrzymujemy

(3.8)
πiL(x) = πi((Tif)N(Tig)−N(x)) = Γi,A(f)πi((Tig)−N(x))

= Γi,A(f)(Γi,A(g))−1(πi(x)).

Podnosimy Γi,A(f)(Γi,A(g))−1 do odwzorowania Γ̃ ∈ Diffr,s,α(n, k) spełnia-
jącego warunek

(3.9) πiΓ̃ = Γi,A(f)(Γi,A(g))−1πi.

Na podstawie (3.8) możemy przyjąć, że Γ̃ = L na Ri−1 × (2A+ 1
2
,∞)×Rn−i.

Określamy działanie R na Rn wzorem

R× Rn 3 (t, x) 7→ tei + x ∈ Rn,

gdzie ei jest i-tym wektorem bazy kanonicznej. Z (3.9) oraz z założenia
Γi,A(f)(Γi,A(g))−1 ∈ Gr,s,α

i mamy

πi(Γ̃(tei + x)) = Γi,A(f)(Γi,A(g))−1(πi(tei + x))

= Γi,A(f)(Γi,A(g))−1(p(t) · πi(x))

= p(t) · Γi,A(f)(Γi,A(g))−1(πi(x))

= p(t) · πi(Γ̃(x)) = πi(tei + Γ̃(x)),

dla każdego x ∈ Rn i t ∈ R, gdzie p = pri ◦πi : Rn → S1 jest rzutowaniem
nakrywającym. To oznacza, że t 7→ Γ̃(tei+x) i t 7→ tei+Γ̃(x) są podniesieniami
tej samej krzywej. Są one równe dla t = 0, więc Γ̃(tei + x) = tei + Γ̃(x) dla
każdego x ∈ Rn i t ∈ R. Teraz możemy zapisać

(Γ̃− Id)(tei + x) = Γ̃(tei + x)− tei − x = tei + Γ̃(x)− tei − x = (Γ̃− Id)(x),

czyli Γ̃−Id jest stałe na krzywych całkowych pola wektorowego χA∂i. W szcze-
gólności z Lematu 3.5 (1) mamy

(3.10) (Γ̃− Id)%−1
i,A = Γ̃− Id .
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Określamy funkcję γ̃ : Rn → R wzorem γ̃(x) = ((Γ̃ − Id)(x))i. Bierzemy
x ∈ Rn takie, że |xj| > 2A, j = 1, . . . , k, j 6= i oraz |xj| > 2, j = k + 1, . . . , n.
Możemy przyjąć, że xi > 2A + 1

2
, bo γ̃ jest stała na krzywych całkowych

pola χA∂i. Wtedy z założenia o Γ̃ otrzymujemy

γ̃(x) = ((Γ̃− Id)(x))i = ((L− Id)(x))i = 0,

czyli

supp(γ̃) = supp(Γ̃) ⊂ [−2A, 2A]i−1 × R× [−2A, 2A]k−i × [−2, 2]n−k.

Określamy Cr,s,α-dyfeotopię od Id do Γ̃ wzorem

H : Rn × I 3 (x, t) 7→ tΓ̃(x) + (1− t)x ∈ Rn

oraz przyjmujemy Ht = Id dla t ≤ 0 i Ht = Γ̃ dla t ≥ 1. Mamy

(3.11) supp(H) ⊂ [−2A, 2A]i−1 × R× [−2A, 2A]k−i × [−2, 2]n−k.

Definiujemy odwzorowanie σ̃i : Rn−1 → Rn wzorem

σ̃i(x1, . . . , xn−1) = (x1, . . . , xi−1, 0, xi, . . . , xn−1).

Mamy σ̃iq̃i(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) dla (x1, . . . , xn) ∈ Rn

oraz q̃iσ̃i = Id.
Teraz możemy udowodnić

Własność 3.8. Odwzorowanie L̂ : Rn → Rn określone wzorem

L̂(x) =


%i,AL%

−1
i,A(x) x ∈ (−2A− 1, 2A+ 1)k × Rn−k

σ̃iq̃iH2A+3−xi
(x) + (ϕχA∂i

γ̃(x) (x))iei x ∈ Ri−1 × (2A+ 1
2
,∞)× Rn−i

x poza tym

jest Cr,s,α-dyfeomorfizmem, L̂ ∈ Diffr,s,αc (n, k)0 oraz

(3.12) supp(L̂) ⊂ [−2A, 2A]i−1 × [−2A, 2A+ 3]× [−2A, 2A]k−i × [−2, 2]n−k.

Dowód. Wszystkie odwzorowania w definicji są klasy Cr,s,α i działają wzdłuż
liści, więc L̂ ∈ Cr,s,α(n, k).

Z Własności 3.7 i z (3.7) wynika, że odwzorowanie L̂ po zacieśnieniu do
zbioru Ri−1 × (−∞, 2A + 1) × Rn−i jest dyfeomorfizmem klasy Cr,s,α. Dalej,
niech x ∈ Ri−1 × [2A+ 1,∞)× Rn−i. Wówczas

L̂(x) = σ̃iq̃iH2A+3−xi
(x) + xiei,

gdyż supp(χA) = [−2A−1, 2A+1]k×Rn−k. Ponieważ Ht jest dyfeomorfizmem
dla każdego t ∈ R i σ̃iq̃i(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , 0, . . . , xn), więc L̂ jest bijekcją
na Ri−1×(2A+1,∞)×Rn−i oraz det(DL̂(x)) 6= 0. Stąd L̂ jest dyfeomorfizmem
klasy Cr,s,α na Rn. Ponadto zauważmy, że dla x ∈ Rn, xi > 2A + 3, mamy
H2A+3−xi

(x) = x, więc z (3.4) i (3.11) otrzymujemy (3.12).
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Pozostało wykazać, że L̂ jest dobrze określone. W tym celu pokażemy, że

q̃i(%i,AL%
−1
i,A(x)) = q̃iH2A+3−xi

(x),

(%i,AL%
−1
i,A(x))i = (ϕχA∂i

γ̃(x) (x))i

dla x ∈ (−2A, 2A)i−1 × (2A+ 1
2
, 2A+ 1)× (−2A, 2A)k−i × (−2, 2)n−k. W po-

zostałych przypadkach poprawność określenia wynika z postaci nośników uży-
tych odwzorowań.

Bierzemy x jak wyżej. Z (3.10) i z warunku q̃i%i,A = q̃i%
−1
i,A = q̃i mamy

q̃iΓ̃%
−1
i,A(x) = q̃i(Γ̃− Id)(x) + q̃i%

−1
i,A(x) = q̃iΓ̃(x),

a następnie

q̃i(%i,AL%
−1
i,A(x)) = q̃iL%

−1
i,A(x) = q̃iΓ̃%

−1
i,A(x) = q̃iΓ̃(x) = q̃iH2A+3−xi

(x),

gdyż 2A+ 3− xi > 1.
Funkcja γ̃ jest stała na krzywych całkowych pola χA∂i. Stąd
∂

∂t
(ϕγ̃χA∂i

t (x)) = (γ̃χA∂i)(ϕ
γ̃χA∂i
t (x)) = γ̃(ϕγ̃χA∂i

t (x))(χA∂i)(ϕ
γ̃χA∂i
t (x))

= γ̃(x)(χA∂i)(ϕ
γ̃χA∂i
t (x))

oraz
∂

∂t
(ϕχA∂i

γ̃(x)t)(x) = γ̃(x)
∂ϕχA∂i

γ̃(x)t(x)

∂t
= γ̃(x)(χA∂i)(ϕ

χA∂i

γ̃(x)t(x)).

Ponadto ϕγ̃χA∂i
0 (x) = ϕχA∂i

0 (x) = x, więc ϕχA∂i

γ̃(x)t(x) = ϕγ̃χA∂i
t (x) dla każdego

x ∈ Rn i t ∈ R. Korzystając z Lematu 3.5 (1) i (4) mamy

%∗i,A(γ̃χA∂i)(x) =
∂%−1

i,A

∂xi
(γ̃χA∂i(%i,A(x))) = γ̃(%i,A(x))

∂%−1
i,A

∂xi
(χA∂i(%i,A(x)))

= γ̃(x)%∗i,A(χA∂i)(x) = γ̃∂i(x).

Teraz możemy zapisać

(3.13) ϕχA∂i

γ̃(x) (x) = ϕγ̃χA∂i
1 (x) = %i,Aϕ

%∗i,A(γ̃χA∂i)

1 %−1
i,A(x) = %i,Aϕ

γ̃∂i
1 %−1

i,A(x).

Funkcja γ̃ jest stała na krzywych całkowych pola ∂i, więc zachodzi warunek

(Γ̃(x))i = γ̃(x) + xi = (ϕγ̃∂i
1 (x))i.

Stąd i z Lematu 3.5 (6) oraz z (3.13) otrzymujemy

(%i,AL%
−1
i,A(x))i = (%i,AΓ̃%−1

i,A(x))i = (%i,Ap̃iΓ̃%
−1
i,A(x))i

= (%i,Ap̃iϕ
γ̃∂i
1 %−1

i,A(x))i = (%i,Aϕ
γ̃∂i
1 %−1

i,A(x))i

= (ϕχA∂i

γ̃(x) (x))i,

gdzie p̃i(x1, . . . , xn) = (0, . . . , xi, . . . , 0). �
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3.4. Konstrukcja operatora Mathera

W tym rozdziale przedstawimy konstrukcję operatora Ψi,A. Zauważmy, że
wszystkie odwzorowania uzyskane w dowodzie działają wzdłuż liści.

Lemat 3.9. Niech r, s ≥ 1, A ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k i niech α będzie modułem
ciągłości. Istnieje UA otoczenie Id w Diff1,s

c (n, k)0 zależne od A oraz operator

Ψi,A : UA → Diff1,s
c (n, k)0

takie, że
(1) Ψi,A zachowuje Id.
(2) Odwzorowanie

Ψi,A : UA ∩Diffr,s,αKi−1
(n, k)0 → Diffr,s,αKi

(n, k)0

jest ciągłe w Cr,s-topologii.
(3) Dla każdego f ∈ UA ∩Diffr,s,αKi−1

(n, k)0 mamy

[f ] = [Ψi,A(f)] ∈ H1(Diffr,s,αc (n, k)0).

(4) Istnieją stałe δ > 0 zależna od r, A i α oraz Qr ≥ 2r
2 zależna od r i α

takie, że
µr,s,α(Ψi,A(f)) ≤ QrAµr,s,α(f)

dla każdego f ∈ UA ∩Diffr,s,αKi−1
(n, k)0 takiego, że µr,s,α(f) ≤ δ.

Niech UA = U ′A będzie otoczeniem Id z Lematu 3.6. Dla f ∈ UA definiujemy
odwzorowanie h ∈ C1,s

K′i
(Bi, k) wzorem

h(x1, . . . , ϑi, . . . , xn) = ϑi · Γi,A(f)(x1, . . . , 0, . . . , xn).

Zależy ono w sposób ciągły od f w C1,s-topologii oraz Γi,A zachowuje Id,
więc możemy zacieśnić UA tak, by h ∈ Diff1,s

K′i
(Bi, k)0 dla każdego f ∈ UA.

Określamy dyfeomorfizm g = h−1Γi,A(f) ∈ Diff1,s
K′i

(Bi, k)0. Mamy h = Γi,A(f)

i g = Id na {ϑ ∈ Bi : ϑi = 0}. Ponadto g, h ∈ Diffr,s,αK′i
(Bi, k)0 oraz h ∈ Gr,s,α

i

dla f ∈ UA ∩ Diffr,s,αKi−1
(n, k)0. Fakt, że g i h należą do składowej spójnej

przestrzeni Diffr,s,αK′i
(Bi, k) wynika stąd, że są one Cr,s,α-dyfeotopijne z Id,

co otrzymujemy jak w dowodzie Lematu 3.4 dla Γi,A(f).
Zauważmy, że h− Id = (Γi,A(f)− Id)p̂i, gdzie

p̂i : Bi 3 (x1, . . . , ϑi, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , 0, . . . , xn) ∈ Bi.

Mamy Dp̂i = Id i Dj,sp̂i = 0 dla j ≥ 2. Stąd

µr,s,α(h) ≤ sup
x 6=y

‖Dr,s(Γi,A(f)− Id)(x)−Dr,s(Γi,A(f)− Id)(y)‖
α(|x− y|)

= µr,s,α(Γi,A(f))
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dla każdego f ∈ UA ∩Diffr,s,αKi−1
(n, k)0.

Teraz z Lematu 2.8 mamy

µr,s,α(h−1) ≤ µr,s,α(h) + F (Mr,s,α(h))

oraz

µr,s,α(g) = µr,s,α(h−1Γi,A(f))

≤ µr,s,α(h−1) + µr,s,α(Γi,A(f)) +Mr,s,α(h−1)G(Mr,s,α(Γi,A(f)))

≤ µr,s,α(h) + F (Mr,s,α(h)) + µr,s,α(Γi,A(f))

+
(
Mr,s,α(h) + F (Mr,s,α(h))

)
G(Mr,s,α(Γi,A(f)))

≤ 2µr,s,α(Γi,A(f)) + F1(Mr,s,α(Γi,A(f)))

dla µ1,s(h) ≤ 1
6
, gdzie F1 jest pewnym wielomianem drugiego rodzaju zależnym

od r i α. Z Lematów 3.4 (3) i 2.7 (1) istnieje stała δ > 0 zależna od r, A i α
taka, że

(3.14) µr,s,α(g) ≤ 24Aµr,s,α(f) + F1(12ACrµr,s,α(f)) ≤ 36Aµr,s,α(f)

dla każdego f ∈ UA ∩Diffr,s,αKi−1
(n, k)0 i µr,s,α(f) ≤ δ. Korzystamy tutaj z tego,

że F1(x) = xG̃(x) dla pewnego wielomianu pierwszego rodzaju G̃.
Możemy podnieść g do odwzorowania g̃ ∈ Diff1,s

K′′i
(n, k)0 takiego, że gπi = πig̃

oraz g̃ = Id na {x ∈ Rn : xi ∈ Z}. Odwzorowanie takie jest jedyne oraz g̃
zależy w sposób ciągły od g. Mamy µr,s,α(g̃) = µr,s,α(g).

Bierzemy funkcję okresową ξ ∈ C∞(R, [0, 1]) o okresie 1 taką, że ξ = 0
w otoczeniu m i ξ = 1 w otoczeniu m+ 1

2
, m ∈ Z.

Definiujemy odwzorowania g̃1, g̃2 ∈ C1,s
K′′i

(n, k)0 wzorami

g̃1 = (ξ ◦ pri) · (g̃ − Id) + Id, g̃2 = g̃−1
1 g̃.

Są one okresowe o okresie 1 względem i-tej współrzędnej oraz g̃1 = Id w otocze-
niu Ri−1 × {m} ×Rn−i i g̃2 = Id w otoczeniu Ri−1 × {m+ 1

2
} ×Rn−i, m ∈ Z.

Ponadto g̃1 i g̃2 zależą w sposób ciągły od f w C1,s-topologii i g̃1 = g̃2 = Id dla
f = Id, więc możemy zacieśnić UA tak, by g̃1, g̃2 ∈ Diff1,s

K′′i
(n, k)0 dla f ∈ UA.

W szczególności g̃1, g̃2 ∈ Diffr,s,αK′′i
(n, k)0 dla f ∈ UA ∩Diffr,s,αKi−1

(n, k)0.
Niech x = (x1, . . . , xi, . . . , xn) ∈ Rn. Bierzemy y = (x1, . . . , yi, . . . , xn) ∈ Rn

takie, że yi ∈ Z i |xi − yi| ≤ 1. Całkując względem i-tej współrzędnej mamy

|(g̃ − Id)(x)| = |(g̃ − Id)(x)− (g̃ − Id)(y)| ≤ µ1,s(g̃)|xi − yi|,

czyli µ0,s(g̃) ≤ µ1,s(g̃). Ponadto możemy przeprowadzić rozumowanie jak
w dowodzie Lematu 2.7 (1) otrzymując µ0,s,α(g̃) ≤ 2µ1,s,α(g̃).
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Wykonujemy oszacowanie

µr,s,α(g̃1) = sup
x 6=y

‖Dr,s((ξ ◦ pri) · (g̃ − Id))(x)−Dr,s((ξ ◦ pri) · (g̃ − Id))(y)‖
α(|x− y|)

≤
r∑
j=0

(
r

j

)
sup
x6=y

∥∥∥∥(Dj,s(ξ ◦ pri) ·Dr−j,s(g̃ − Id)
)∣∣∣x

y

∥∥∥∥
α(|x− y|)

≤
r∑
j=0

(
r

j

)(
sup
x 6=y

‖Dj,s(ξ ◦ pri)(x)−Dj,s(ξ ◦ pri)(y)‖
α(|x− y|)

µr−j,s(g̃)

+ sup
x 6=y
‖ξ ◦ pri ‖j,s

‖Dr−j,s(g̃ − Id)(x)−Dr−j,s(g̃ − Id)(y)‖
α(|x− y|)

)
≤ µ0,s,α(ξ ◦ pri)µr,s(g̃) + ‖ξ ◦ pri ‖0,sµr,s,α(g̃)

+
r−1∑
j=1

(
r

j

)(
µj,s,α(ξ ◦ pri)µr−j,s(g̃) + ‖ξ ◦ pri ‖j,sµr−j,s,α(g̃)

)
+ µr,s,α(ξ ◦ pri)µ0,s(g̃) + ‖ξ ◦ pri ‖r,sµ0,s,α(g̃)

≤ Q1Mr,s,α(g̃)

dla pewnej stałej Q1 ≥ 2r
2 zależnej od r i α, gdzie h̃

∣∣x
y

= h̃(x)− h̃(y).
Z Lematu 2.7 (2) i z (3.14) otrzymujemy

(3.15) µr,s,α(g̃1) ≤ Q1C
r2µr,s,α(g̃) ≤ 36Q1C

r2Aµr,s,α(f),

gdzie wykorzystujemy równość µr,s,α(g̃) = µr,s,α(g).
Zauważmy, że wyrażenie (3.14) jest ograniczone dla µr,s,α(f) ≤ 1

A
. Stąd

i z Lematów 2.8 (1) i 2.9 (2) istnieje stała Q2 ≥ 2r
2 zależna od r i α taka, że

(3.16)
µr,s,α(g̃2) ≤ µr,s,α(g̃−1

1 ) + µr,s,α(g̃) +Mr,s,α(g̃−1
1 )G(Mr,s,α(g̃))

≤ 2µr,s,α(g̃1) + µr,s,α(g̃) + 2Mr,s,α(g̃1)G(Mr,s,α(g̃))

≤ 2Q1C
r2µr,s,α(g̃) + µr,s,α(g̃) + 2Q1C

r2µr,s,α(g̃)G(Cr2µr,s,α(g̃))

≤ Q2µr,s,α(g̃) ≤ 36Q2Aµr,s,α(f)

dla f ∈ UA ∩Diffr,s,αKi−1
(n, k)0 i dostatecznie małego µr,s,α(f).

Określamy zbiory

E1 = {x ∈ Rn : 0 < xi < 1}, E2 =

{
x ∈ Rn : −3

2
< xi < −

1

2

}
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oraz operator Ψi,A : UA → Diff1,s
c (n, k)0 wzorem

Ψi,A(f)(x) =


g̃1(x) x ∈ E1

g̃2(x) x ∈ E2

x poza tym
.

Pokażemy, że Ψi,A spełnia tezę Lematu 3.9.
Własności (1) i (2) wynikają z faktu, że wszystkie wprowadzone odwzorowa-

nia zależą w sposób ciągły od f w C1,s-topologii i działają wzdłuż liści oraz
wykonywane operacje są ciągłe w Cr,s-topologii.

Aby pokazać (3) zauważmy, że istnieją dyfeomorfizmy g1, g2 ∈ Diff1,s
K′i

(Bi, k)0

takie, że g1πi = πig̃1 i g2πi = πig̃2. Wówczas g̃1g2 = g̃1g̃2 = g̃, gdzie g̃1g2 jest
podniesieniem g1g2 takim, że g̃1g2 = Id na {x ∈ Rn : xi ∈ Z}. Stąd g1g2 = g.

Z ciągłej zależności od f w C1,s-topologii możemy zacieśnić UA tak, by
Ψi,A(f) ∈ U ′A dla f ∈ UA, gdzie U ′A jest otoczeniem Id z Lematu 3.6.

Bierzemy ϑ ∈ Bi. Wybieramy x ∈ Rn takie, że πi(x) = ϑ i xi < −2A oraz
N ∈ N takie, że ((TiΨi,A(f))N(x))i > 2A. Z powyższych uwag i z definicji
operatora Ψi,A otrzymujemy

Γi,A(Ψi,A(f))(ϑ) = πi
(
(TiΨi,A(f))N(x)

)
= g1g2 = g.

Stąd zachodzi warunek

Γi,A(f)(Γi,A(Ψi,A(f)))−1 = Γi,A(f)g−1 = h ∈ Gr,s,α
i

dla każdego f ∈ UA ∩ Diffr,s,αKi−1
(n, k)0. Z Lematu 3.6 odwzorowania τi,Af

i τi,A(Ψi,A(f)) są sprzężone, czyli

[f ] = [Ψi,A(f)] ∈ H1(Diffr,s,αc (n, k)0).

Pozostało wykazać (4). Niech x ∈ E1 i y ∈ E2. Bierzemy punkty x0, y0 ∈ Rn

leżące na odcinku łączącym x i y takie, że x0
i = 0 i y0

i = −1
2
. Wówczas

Dr,s(g̃1 − Id)(x0) = Dr,s(g̃2 − Id)(y0) = 0 i mamy

‖Dr,s(Ψi,A(f))(x)−Dr,s(Ψi,A(f))(y)‖
α(|x− y|)

≤ ‖D
r,sg̃1(x)−Dr,sg̃1(x0)‖

α(|x− x0|)

+
‖Dr,sg̃2(y0)−Dr,sg̃2(y)‖

α(|y0 − y|)
≤ µr,s,α(g̃1) + µr,s,α(g̃2).

Analogiczne oszacowanie otrzymujemy w pozostałych przypadkach. Stąd

µr,s,α(Ψi,A(f)) ≤ µr,s,α(g̃1) + µr,s,α(g̃2).

Z (3.15) i (3.16) otrzymujemy tezę.
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3.5. Dowód głównego twierdzenia

Zakładamy, że r − s > k + 1. Bierzemy odwzorowanie ζA ∈ Diff∞c (n, k)0

takie, że ζA = (A · Id, Id) na K = [−2, 2]n.
Niech UA będzie otoczeniem Id w Diff1,s

c (n, k)0 z Lematu 3.9. Dla dyfeo-
morfizmów f, g ∈ Diff1,s

K (n, k)0 z C1,s-otoczenia Id określamy odwzorowania

g0 = ζAfgζ
−1
A i gi = Ψi,A(gi−1),

i = 1, . . . , k. Z ciągłej zależności tych odwzorowań od f i g istnieje VA otocze-
nie Id w Diff1,s

c (n, k)0 zależne od A takie, że g0, g1, . . . , gk ∈ UA dla f, g ∈ VA.
W szczególności dla f, g ∈ VA ∩ Diffr,s,αK (n, k)0 mamy gi ∈ Diffr,s,αKi

(n, k)0,
i = 0, . . . , k.

Możemy teraz udowodnić następujący lemat.

Lemat 3.10. Niech r − s > k + 1 i niech α będzie modułem ciągłości.
Wówczas istnieje A0 ≥ 1 i ε0 > 0 takie, że dla dowolnego 0 < ε < ε0

i f, g ∈ Diffr,s,αK (n, k)0 spełniających warunek µr,s,α(f), µr,s,α(g) ≤ ε mamy
f, g ∈ VA0 i µr,s,α(gk) ≤ ε.

Dowód. Niech Qr będzie stałą z Lematu 3.9 (4). Mamy 1 − r + s + k < 0.
Stąd istnieje A0 ≥ 1 takie, że 3Qk

rA
1−r+s+k
0 ≤ 1.

Z Lematu 2.7 (1) istnieje ε0 > 0 takie, że dla każdego h ∈ Diffr,s,αK (n, k)0

i µr,s,α(h) ≤ ε0 mamy h ∈ VA0 . Dla dostatecznie małego ε0 z Lematu 2.9 (1)
otrzymujemy

(3.17) µr,s,α(fg) ≤ µr,s,α(f) + µr,s,α(g) + C1µr,s,α(f)µr,s,α(g) ≤ 3ε

dla każdego 0 < ε ≤ ε0 i f, g ∈ Diffr,s,αK (n, k)0 takich, że µr,s,α(f), µr,s,α(g) ≤ ε.
Niech (x, y) ∈ K0, gdzie x ∈ Rk, y ∈ Rn−k. Wtedy ζA0(x, y) = (A0x, y) oraz

(ζA0fgζ
−1
A0

)(x, y) = (A0(fg)1( 1
A0
x, y), y).

Każdy niezerowy element macierzy

I(x, y) = Dr,s(fg)( 1
A0
x, y) · (Dζ−1

A0
(x, y)× . . .×Dζ−1

A0
(x, y))

ma postać

∂r(fg)l
∂xi1 . . . ∂xir

( 1
A0
x, y) ·

∂(ζ−1
A0

)i1
∂xi1

(x, y) · . . . ·
∂(ζ−1

A0
)ir

∂xir
(x, y),

gdzie i1, . . . , ir ∈ {1, . . . , n}, #{ij : ij > k, j = 1, . . . , r} ≤ s i l = 1, . . . , n.
Stąd co najwyżej s pochodnych cząstkowych odwzorowania ζ−1

A0
w powyższym

iloczynie jest równa 1, a pozostałe A0.
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Bierzemy (x1, y1), (x2, y2) ∈ K0. Z przedstawionych uwag i z rozważań
Lematu 2.5 otrzymujemy
‖Dr,s(ζA0fgζ

−1
A0

)(x1, y1)−Dr,s(ζA0fgζ
−1
A0

)(x2, y2)‖
α(|(x1, y1)− (x2, y2)|)

≤ A0
‖I(x1, y1)− I(x2, y2)‖
α(|(x1, y1)− (x2, y2)|)

≤ A1−r+s
0

‖Dr,s(fg)( 1
A0
x1, y1)−Dr,s(fg)( 1

A0
x2, y2)‖

α(|( 1
A0
x1, y1)− ( 1

A0
x2, y2)|)

≤ A1−r+s
0 µr,s,α(fg),

gdzie wykorzystaliśmy nierówność

|(x1, y1)− (x2, y2)| ≥ |( 1
A0
x1, y1)− ( 1

A0
x2, y2)|

oraz monotoniczność α. Dla (x, y) /∈ K0 mamy

Dr,s(ζA0fgζ
−1
A0

)(x, y) = 0 = Dr,s(fg)( 1
A0
x, y),

bo supp(f), supp(g) ⊂ K, więc powyższe oszacowanie zachodzi dla dowolnych
punktów z Rn.

Teraz korzystając z (3.17) otrzymujemy

(3.18) µr,s,α(g0) ≤ A1−r+s
0 µr,s,α(fg) ≤ 3A1−r+s

0 ε

dla 0 < ε ≤ ε0 oraz f, g ∈ Diffr,s,αK (n, k)0 takich, że µr,s,α(f), µr,s,α(g) ≤ ε.
Zacieśniamy ε0 tak, by 3Qi

rA
1−r+s+i
0 ε0 ≤ δ dla każdego i = 0, . . . , k, gdzie δ

jest stałą z Lematu 3.9 (4).
Niech i = 1, . . . , k. Z (3.18) możemy założyć indukcyjnie, że

µr,s,α(gi−1) ≤ 3Qi−1
r A

1−r+s+(i−1)
0 ε ≤ δ.

Wówczas z Lematu 3.9 (4) mamy

µr,s,α(gi) ≤ QrA0µr,s,α(gi−1) ≤ 3Qi
rA

1−r+s+i
0 ε ≤ δ.

W szczególności
µr,s,α(gk) ≤ 3Qk

rA
1−r+s+k
0 ε ≤ ε

dla każdego 0 < ε ≤ ε0. �

Niech A0 ≥ 1 i ε0 > 0 będą stałymi z Lematu 3.10. Określamy zbiór

L = {h ∈ Diffr,s,αK (n, k)0 : µr,s,α(h) ≤ ε0},
który wyposażamy w Cr,s-topologię. Ustalamy f ∈ L i definiujemy operator

Φ : L 3 g 7→ gk ∈ L.
Z Lematu 3.10 jest on dobrze określony. Z Lematów 2.15 (1) i 3.9 (2) od-
wzorowanie Φ jest ciągłe w Cr,s-topologii. Ponadto zachodzi następujące
twierdzenie.

Twierdzenie 3.11. Niech r − s > k + 1. Wówczas zbiór L z Cr,s-topologią
posiada własność punktu stałego, tzn. każde odwzorowanie ciągłe L → L ma
punkt stały.
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Dowód. Definiujemy zbiór

L′ = {h ∈ Cr,s,α
K (n, k)0 : µr,s,α(h) ≤ ε0}.

Będziemy go traktować jako podzbiór przestrzeni Cr,s
K (n, k)0 z normą ‖ · ‖r,s.

Topologia generowana przez ‖ · ‖r,s na Cr,s
K (n, k)0 pokrywa się z Cr,s-topo-

logią. Stąd odwzorowanie L 3 h 7→ h− Id ∈ L′ jest homeomorfizmem.
Bierzemy ciąg {hi}i∈N ⊂ L′ zbieżny w Cr,s

K (n, k)0 do pewnego h. Wówczas
dla każdego x, y ∈ Rn mamy lim

i→∞
Dr,shi(x) = Dr,sh(x) oraz

‖Dr,shi(x)−Dr,shi(y)‖
α(|x− y|)

≤ µr,s,α(hi) ≤ ε0.

Stąd
‖Dr,sh(x)−Dr,sh(y)‖

α(|x− y|)
≤ ε0,

czyli µr,s,α(h) ≤ ε0 i h ∈ L′. W ten sposób pokazaliśmy, że zbiór L′ jest
domknięty w Cr,s

K (n, k)0.
Następnie określamy operator

S : (Cr,s
K (n, k)0, ‖ · ‖r,s) 3 h 7→ Dr,sh ∈ (C0

K(Rn, Lr(Rn,Rn)), ‖ · ‖sup),

gdzie ‖ · ‖sup oznacza normę supremum. Jest to izometria, bo

‖Sh‖sup = sup
x∈Rn

‖Dr,sh(x)‖ = ‖h‖r,s

dla h ∈ Cr,s
K (n, k)0. Stąd zbiór S(L′) jest domknięty w C0

K(Rn, Lr(Rn,Rn)).
Rodzina {Sh : h ∈ L′} jest wspólnie ograniczona, bo z Lematu 2.7 (1)

mamy
‖Sh‖sup = µr,s(h) ≤ Cµr,s,α(h) ≤ Cε0

dla h ∈ L′. Jest także jednakowo ciągła, co wynika z oszacowania

‖Sh(x)− Sh(y)‖ =
‖Dr,sh(x)−Dr,sh(y)‖

α(|x− y|)
α(|x− y|) ≤ ε0α(|x− y|),

h ∈ L′ i x, y ∈ Rn.
Zbiór K = [−2, 2]n jest zwarty, więc z twierdzenia Arzeli-Ascoliego zbiór

S(L′) jest względnie zwarty w C0
K(Rn, Lr(Rn,Rn)). Wcześniej wykazaliśmy,

że jest on domknięty, a S jest izometrią. Stąd zbiory S(L′) i L′ są zwarte.
Zbiór L′ jest zwartym, wypukłym podzbiorem przestrzeni Banacha, więc

z twierdzenia Schaudera-Tichonowa każde odwzorowanie ciągłe L′ → L′ ma
punkt stały. Z homeomorficzności L i L′ otrzymujemy tezę. �

Z Twierdzenia 3.11 operator Φ ma punkt stały. Wobec tego istnieje g ∈ L
takie, że gk = g. Teraz z Lematu 3.9 (3) otrzymujemy

[fg] = [ζAfgζ
−1
A ] = [g0] = . . . = [gk] = [g] ∈ H1(Diffr,s,αc (n, k)0),
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czyli
[f ] = [Id] ∈ H1(Diffr,s,αc (n, k)0)

dla każdego f ∈ L. Z Własności 2.21 zbiór L generuje Diffr,s,αK (n, k)0, więc

Diffr,s,αK (n, k)0 ⊂ [Diffr,s,αc (n, k)0,Diffr,s,αc (n, k)0],

co należało dowieść.

3.6. Przypadek grupy Cn+1-dyfeomorfizmów

Niech r ≥ 1, n ≥ 1 i niech M będzie rozmaitością wymiaru n. Przez
Diffrc(M)0 oznaczamy grupę Cr-dyfeomorfizmów na M dyfeotopijnych z Id
przez Cr-dyfeotopie o zwartych nośnikach.

Dowód Mathera [17], [18] doskonałości grupy Diffrc(M)0 działa przy założe-
niu, że r 6= n + 1. Dla r = n + 1 problem pozostaje nadal otwarty. Poniżej
przedstawimy argumenty przemawiające za tym, że grupa Diffn+1

c (M)0 nie jest
doskonała. Pokażemy także jak przypadek rozmaitości z foliacją wiąże się
z pozytywnym rozwiązaniem tego zagadnienia.

W 1985 r. Mather [20] udowodnił, że grupa G złożona z C1-dyfeomorfizmów
na R o zwartych nośnikach, których pierwsze pochodne mają ograniczone wa-
riacje nie jest doskonała. W tym celu Mather pokazał, że można skonstruować
homomorfizm π : (G, ◦) → (R,+) będący epimorfizmem. Tymczasem gdyby
grupa G była doskonała, to każdy taki homomorfizm byłby odwzorowaniem
zerowym. W dowodzie zostały wykorzystane własności miar Radona.

Wcześniej, w [19] Mather rozważał własności pewnych operatorów wskazu-
jące, że przypadek r = n+1 różni się od pozostałych. Streścimy przedstawione
tam rozumowania.

Niech
T n = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn : |z1| = . . . = |zn| = 1}

będzie n-wymiarowym torusem. Dla liczby całkowitej A > 1 określamy od-
wzorowanie

Γ : T n 3 (z1, . . . , zn) 7→ (zA1 , . . . , z
A
n ) ∈ T n.

Przez X r(T n) oznaczamy przestrzeń pól wektorowych klasy Cr na T n i de-
finiujemy operator Tr : X r(T n)→ X r(T n) wzorem

Tr(X)(x) =
∑

y∈Γ−1(x)

Γ∗(Xy),

gdzie X ∈ X r(T n) i x ∈ T n. Odwzorowanie Γ jest lokalnym dyfeomorfizmem,
więc Tr jest dobrze określone. Wówczas mamy
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Twierdzenie 3.12. Zachodzą własności

(1) Jeśli r > n+ 1, to Tr− Id jest izomorfizmem.
(2) Jeśli r < n+ 1, to Tr− Id jest surjekcją oraz dim ker(Tr− Id) =∞.
(3) Jeśli r = n + 1, to Tr− Id nie jest surjekcją, ale jest injekcją i obraz

odwzorowania Tr− Id jest zbiorem gęstym w X r(T n).

Teraz przyjmujemy oznaczenia z podrozdziału 3.5 i zakładamy, że odwzoro-
wania f, g, g0, . . . , gn ∈ Diffrc(Rn)0 są z małego C1-otoczenia Id, gdzie r > n+1
(przypadek r < n+ 1 jest analogiczny).

Z Lematu 3.6 dla każdego i = 1, . . . , n istnieje Li ∈ Diffrc(Rn)0 takie, że

τi,Agi−1 = Liτi,AgiL
−1
i .

Stąd mamy gi−1 = τ−1
i,ALiτi,AgiL

−1
i oraz

f = ζ−1
A g0ζAg

−1 = ζ−1
A (τ−1

1,AL1τ1,A)g1L
−1
1 ζAg

−1

= ζ−1
A (τ−1

1,AL1τ1,A) . . . (τ−1
n,ALnτn,A)gnL

−1
n . . . L−1

1 ζAg
−1.

Możemy przyjąć, że gn = g dla pewnego g. Wyznaczając ζAfζ−1
A i dokonując

linearyzacji otrzymujemy

(ζA)∗f̂ = ((τ−1
1,A)∗(L̂1)− L̂1) + . . .+ ((τ−1

n,A)∗(L̂n)− L̂n) + (ĝ − (ζA)∗(ĝ)),

gdzie f = f̂ + Id i f̂ traktujemy jak pole wektorowe na Rn.
Bierzemy prostsze równanie

A∗f̂ = ((T−1
1 )∗(L̂1)− L̂1) + . . .+ ((T−1

n )∗(L̂n)− L̂n) + (ĝ − A∗(ĝ)),

gdzie A oznacza operator mnożenia przez A, a Ti translację o wektor jed-
nostkowy względem i-tej współrzędnej. Zastępując jego lewą stronę przez
F (L̂1, . . . , L̂n, ĝ) otrzymujemy odwzorowanie, którego surjektywność oznacza,
że powyższe równanie ma rozwiązanie dla każdego f̂ .

Mather udowodnił, że F jest surjekcją wtedy i tylko wtedy gdy A 6= 1
i r 6= n + 1. Nie wiadomo, czy analogiczny fakt zachodzi dla odwzorowań
ζA, τ1,A, . . . , τn,A.

Na zakończenie pokażemy jak można badać omawiany problem przy pomocy
rozmaitości z foliacją.

NiechM będzie n-wymiarową rozmaitością. Z Lematu 2.16 możemy przyjąć,
że M = Rn i f ∈ Diffrc(Rn)0 oraz f jest z małego C1-otoczenia Id. Wówczas
istnieje rozkład f = (f1, f2) na dyfeomorfizmy g = (g1, g2) ∈ Diffrc(Rn,Fk)0

i h = (h1, h2) ∈ Diffrc(Rn,F ′n−k)0 takie, że f = gh, gdzie Fk = {Rk × {pt}}
oraz F ′n−k = {{pt} × Rn−k}.
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Istotnie, określając h(x, y) = (x, f2(x, y)) i g(x, y) = (f1(h−1(x, y)), y) dla
x ∈ Rk, y ∈ Rn−k mamy

(gh)(x, y) = (g1(h(x, y)), g2(h(x, y))) = ((f1h
−1)(h(x, y)), h2(x, y))

= (f1(x, y), f2(x, y)) = f(x, y).

Istnienie takiego rozkładu oznacza, że z doskonałości grupy Diffrc(Rn,F)0,
gdzie F jest dowolną foliacją produktową, wynika doskonałość grupy Diffrc(Rn)0.
W szczególności wniosek taki zachodzi dla r = n+ 1.

W niniejszej pracy pokazaliśmy, że dowód Mathera działa dla odwzorowań
klasy Cr,s. Transwersalnie następuje utrata gładkości, więc Twierdzenie 3.2
jest prawdopodobnie najlepszym wynikiem jaki można uzyskać dla foliacji.



4. Rozmaitości z narożami

4.1. Wprowadzenie

Niech r ≥ 1, 0 ≤ k ≤ n i 0 ≤ l ≤ m. Oznaczamy Rn
k = Rk × [0,∞)n−k.

Ponadto przez ∂X będziemy oznaczać brzeg zbioru X.
Mówimy, że punkt x ∈ Rn

k jest indeksu j, j = 0, . . . , n− k, jeśli dokładnie j
spośród ostatnich n− k współrzędnych punktu x jest równych 0.

Definicja 4.1. Niech U ⊂ Rn
k i V ⊂ Rm

l będą zbiorami otwartymi. Mówimy,
że odwzorowanie f : U → V jest klasy Cr jeśli istnieją i są ciągłe wszy-
stkie pochodne cząstkowe odwzorowania f do rzędu r włącznie. W przypadku
punktów należących do ∂Rn

k rozważamy pochodne jednostronne. Ponadto f
nazywamy dyfeomorfizmem klasy Cr jeśli f jest klasy Cr i ma odwrotność
klasy C1.

Przez Drf : U → Lr(Rn,Rm) będziemy oznaczać r-tą pochodną odwzo-
rowania f . Dodatkowo przyjmujemy D0f = f .

Z twierdzenia Whitney’a o rozszerzeniu odwzorowanie f jest klasy Cr wtedy
i tylko wtedy gdy można je przedłużyć do odwzorowania f̂ : Ũ → Rm klasy Cr,
gdzie Ũ jest otwarty w Rn i U = Ũ ∩ Rn

k . Dowód tego faktu można znaleźć
w [14], [32] lub [33].

Przez Cr(n, k) oznaczamy przestrzeń odwzorowań f : Rn
k → Rn

k klasy Cr

takich, że f(∂Rn
k) ⊂ ∂Rn

k . Ponadto przez Dr(n, k) będziemy oznaczać grupę
Cr-dyfeomorfizmów na Rn

k . Dyfeomorfizm przeprowadza punkty indeksu j
na punkty indeksu j dla j = 0, . . . , n − k, więc warunek f(∂Rn

k) ⊂ ∂Rn
k jest

zawsze spełniony.

Definicja 4.2. Przestrzeń Hausdorfa M wymiaru n nazywamy rozmaitością
z narożami klasy Cr jeśli jest wyposażona w strukturę różniczkową klasy Cr

generowaną przez atlas {(Ui, ϕi)}i∈I , gdzie Ui jest zbiorem otwartym w M ,
a ϕi : Ui → ϕi(Ui) homeomorfizmem na zbiór otwarty w Rn

j(i) dla pewnego
j(i) = 0, . . . , n, i ∈ I.

W dalszej części będziemy zakładać, że M jest n-wymiarową, spójną roz-
maitością z narożami klasy C∞.

Definicja 4.3. Odwzorowanie f : M → M na rozmaitości z narożami jest
klasy Cr (dyfeomorfizmem klasy Cr) jeśli dla każdego x ∈ M istnieją mapy
(U, u), (V, v) na M takie, że x ∈ U , f(x) ∈ V , f(U) ⊂ V i vfu−1 jest klasy Cr

(dyfeomorfizmem klasy Cr).
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Mówimy, że punkt x ∈ M jest indeksu j, j = 0, . . . , n, jeśli istnieje mapa
(U,ϕ) na M taka, że x ∈ U i ϕ(x) jest indeksu j. Indeks punktu nie zależy
od wyboru mapy. Spójne składowe zbioru punktów o indeksie j nazywamy
krawędziami wymiaru n−j. Są to podrozmaitości (bez brzegu) wymiaru n−j
rozmaitości M . Punkty indeksu n będziemy nazywać wierzchołkami.

Przez Cr(M,M) oznaczamy przestrzeń odwzorowań klasy Cr na M ta-
kich, że f(∂M) ⊂ ∂M , a przez Dr(M) grupę Cr-dyfeomorfizmów na M ,
r = 0, . . . ,∞.

Analogicznie jak wcześniej indeksów c, K, 0 będziemy używać na oznaczenie
odpowiednich podprzestrzeni.

Definicja 4.4. Mówimy, że odwzorowanie H : M × I → M klasy Cr jest
Cr-dyfeotopią od Id do f jeśli Ht ∈ Dr(M) dla każdego t ∈ I oraz H0 = Id
i H1 = f .

Udowodnimy następujące twierdzenie dotyczące doskonałości.

Twierdzenie 4.5. Niech n ≥ 2 i niech M będzie n-wymiarową rozmaitością
z narożami klasy C∞. Przez D∞c (M)0 oznaczamy grupę C∞-dyfeomorfizmów
dyfeotopijnych z Id przez C∞-dyfeotopie o zwartych nośnikach. JeśliM nie ma
wierzchołków, to grupa D∞c (M)0 jest doskonała.

Zaczniemy od przedstawienia podstawowych informacji dotyczących tego
przypadku.

Niech r ≥ 0. Dla odwzorowania f : Rn
k → Rm

l definiujemy seminormy

µr(f) = sup
x∈Rn

k

‖Dr(f − Id)(x)‖,

‖f‖r = sup
x∈Rn

k

‖Drf(x)‖,

oraz
Mr(f) = sup{µi(f) : i = 1, . . . , r}.

Niech K ⊂ Rn
k będzie zbiorem zwartym. Wówczas oznaczamy

RK = sup{dist(x,Rn
k \K) : x ∈ Rn

k} <∞.
Oczywiście mamy ‖f‖1 ≤ µ1(f) + 1 i µ1(f) ≤ ‖f‖1 + 1 oraz ‖f‖r = µr(f)

dla r ≥ 2.
Zastępując Rn przez Rn

k w dowodzie Lematu 1.13 otrzymujemy następujący

Lemat 4.6. Niech r ≥ 1.
(1) Niech K ⊂ Rn

k będzie zbiorem zwartym. Wówczas istnieje stała C > 0
zależna od RK taka, że

µr(f) ≤ Cµr+1(f)

dla każdego f ∈ Cr+1(n, k) takiego, że Dr(f − Id) = 0 na Rn
k \K.
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(2) Niech 1 ≤ i ≤ k. Istnieje stała C ≥ 1 taka, że

µr(f) ≤ Crµr+1(f)

dla każdego f ∈ Cr+1(n, k) okresowego względem i-tej współrzędnej
o okresie 1.

Uwaga 4.7. Podobnie jak w poprzedniej części, nierówność z (1) można
sprowadzić do oszacowania postaci (2). Nie zmienia to rozumowania, jednak
również tutaj wygodniej będzie używać dwóch odrębnych warunków.

Dla odwzorowań z przestrzeni Cr(n, k) otrzymujemy analogiczne wzory jak
w (1.1)-(1.4). Stąd będziemy się do nich odwoływać w naszych rozważaniach.
Postępując jak w Lematach 1.15 i 1.16 otrzymujemy

Lemat 4.8. (1) Niech l ≥ 1. Dla f1, . . . , fl ∈ C1(n, k) mamy

µ1(f1 . . . fl) ≤ l( sup
1≤i≤l

µ1(fi))(1 + sup
1≤i≤l

µ1(fi))
l−1.

(2) Niech r ≥ 2 i l ≥ 1. Istnieje wielomian drugiego rodzaju F zależny
od r i l taki, że

µr(f1 . . . fl) ≤ l( sup
1≤i≤l

µr(fi))(1 + sup
1≤i≤l

µ1(fi))
r(l−1) + F ( sup

1≤i≤l
Mr−1(fi))

dla dowolnych f1, . . . , fl ∈ Cr(n, k).
(3) Dla f ∈ D1(n, k) i µ1(f) ≤ 1

2
mamy

µ1(f−1) ≤ 2µ1(f).

(4) Niech r ≥ 2. Istnieje wielomian drugiego rodzaju F zależny od r taki,
że

µr(f
−1) ≤ µr(f)(1 + 2µ1(f))r+1 + F (Mr−1(f))

dla każdego f ∈ Dr(n, k) takiego, że µ1(f) ≤ 1
2
.

4.2. Własności topologiczne grupy Drc(M)

Definicja 4.9. Niech 0 ≤ p ≤ r. W przestrzeni Crc(M,M) wprowadzamy
Cp-topologię przy pomocy pełnego układu otoczeń

βpf (ϕ, ψ,K, ε) = {h ∈ Crc(M,M) : ‖Dj(ψihϕ
−1
i )(x)−Dj(ψifϕ

−1
i )(x)‖ < εi,

h(Ki) ⊂ Vi, 0 ≤ j ≤ p, x ∈ ϕi(Ki), i ∈ I},

gdzie f ∈ Crc(M,M), ϕ = {(Ui, ϕi)}i∈I jest lokalnie skończonym atlasem naM ,
ψ = {(Vi, ψi)}i∈I zbiorem map na M , K = {Ki}i∈I lokalnie skończonym
pokryciem M złożonym ze zbiorów zwartych takich, że Ki ⊂ Ui, i ∈ I, oraz
ε = {εi}i∈I rodziną stałych dodatnich.
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Na C∞(M,M) wprowadzamy C∞-topologię indukowaną przez ciąg inkluzji
C∞(M,M) → Cr(M,M), r = 0, 1, . . .. Ponadto grupę Dr(M) wyposażamy
w Cr-topologię indukowaną z Cr(M,M), r = 0, . . . ,∞.

Analogicznie jak w Lemacie 1.21 uzyskujemy

Lemat 4.10. Niech r ≥ 1. Wówczas zbiór Drc(M) jest otwarty w Crc(M,M)
w C1-topologii.

Przeprowadzając rozumowania jak w Lematach 2.15, 2.16 i Wniosku 2.17
otrzymujemy poniższe rezultaty. Istotny jest tutaj fakt, że odwzorowania
użyte w konstrukcji zachowują krawędzie rozmaitości.

Lemat 4.11. Niech 1 ≤ p ≤ r ≤ ∞. Wówczas
(1) Składanie odwzorowań

comp : Crc(M,M)× Crc(M,M) 3 (f, g) 7→ fg ∈ Crc(M,M)

jest ciągłe w Cp-topologii.
(2) Odwracanie

inv : Drc(M) 3 f 7→ f−1 ∈ Drc(M)

jest ciągłe w Cp-topologii.
W szczególności grupa Drc(M) jest grupą topologiczną.

Lemat 4.12. Niech 1 ≤ r ≤ ∞ i niech M będzie rozmaitością z narożami.
Istnieje ϕ = {(Ui, ϕi)}i∈I lokalnie skończony atlas na M oraz V = V(ϕ)
i U = U(ϕ) ⊂ V otoczenia Id w D1

c(M)0 w C1-topologii takie, że dla każdego
f ∈ V ∩ Drc(M)0 istnieje m ∈ N i dyfeomorfizmy g1, . . . , gm ∈ U ∩ Drc(M)0

spełniające warunki f = g1 . . . gm oraz supp(gj) ⊂ Ui(j), j = 1, . . . ,m.

Wniosek 4.13. Niech 1 ≤ r ≤ ∞. Grupa Drc(M)0 składa się z dyfeomor-
fizmów dyfeotopijnych z Id przez C∞-dyfeotopie o zwartych nośnikach.

Teraz przedstawimy uwagi dla rozmaitości M = Rn
k .

Lemat 4.14. Niech 0 ≤ p < r ≤ ∞. Wówczas zbiór Cr(n, k) jest gęsty
w Cp(n, k). Ponadto jeśli f ∈ Cp(n, k) jest klasy Cr w otoczeniu zbioru
domkniętego L ⊂ Rn

k , to w dowolnym Cp-otoczeniu odwzorowania f w Cp(n, k)
istnieje g ∈ Cr(n, k) takie, że g = f na L.

Dowód. Dowód wymaga modyfikacji rozumowania z Lematu 1.22.
Niech f ∈ Cp(n, k) i bierzemy otoczenie βpf (K, ε), gdzie K = {Ki}i∈I

jest lokalnie skończonym pokryciem Rn
k złożonym ze zbiorów zwartych oraz

ε = {εi}i∈I rodziną stałych dodatnich.
Z twierdzenia Whitney’a rozszerzamy f do odwzorowania f̃ ∈ Cp(Rn,Rn).

Jeśli supp(f̃) ∩ ∂Rn
k = ∅, to możemy zastosować Lemat 1.22. Zakładamy, że

supp(f̃) ∩ ∂Rn
k 6= ∅.
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Niech i ∈ I. Możemy przyjąć, że supp(f̃i) ⊂ Rk×(− ε̃i

3
,∞)n−k, gdzie f̃i = f̃ .

W przeciwnym przypadku bierzemy f̃i = γif̃ , gdzie γi : Rn → R jest funkcją
klasy C∞, γi = 1 na Rn

k i supp(γi) ⊂ Rk × (− ε̃i

3
,∞)n−k.

Odwzorowanie f̃i jest ciągłe wraz ze swymi pochodnymi, więc dla każdego
ε̃i > 0 istnieje 0 < δi <

ε̃i

3
takie, że dla x ∈ Ki, y ∈ Rn, |x − y| < δi mamy

‖Dj f̃i(x) − Dj f̃i(y)‖ < ε̃i

2
, 0 ≤ j ≤ p. Określamy f̂i : Rn → Rn wzorem

f̂i(x) = f̃i(x) + ( ε̃i

2
, . . . , ε̃i

2
). Wtedy supp(f̂i) ⊂ Int Rn

k , czyli f̂i(∂Rn
k) ⊂ ∂Rn

k .
Określamy funkcję ϑi = ϑδi ∈ C∞(Rn, [0,∞)) jak w Lemacie 1.22 i definiu-

jemy odwzorowanie g̃i : Rn → Rn wzorem g̃i = ϑi ∗ f̂i. Z założenia o δi mamy
supp(g̃i) ⊂ Int Rn

k .
Dla 1 ≤ j ≤ r i x ∈ Rn mamy

Dj g̃i(x) = (Djϑi ∗ f̂i)(x),

czyli g̃i ∈ Cr(Rn,Rn). Ponadto dla x ∈ Ki i 0 ≤ j ≤ p otrzymujemy

‖Dj g̃i(x)−Djf(x)‖ ≤ ‖Dj g̃i(x)−Dj f̂i(x)‖+ ‖Dj f̂i(x)−Dj f̃i(x)‖

≤
∫
B(0,δi)

ϑi(y)‖Dj f̂i(x− y)−Dj f̂i(x)‖ dy +
ε̃i
2

≤
∫
B(0,δi)

ϑi(y)‖Dj f̃i(x− y)−Dj f̃i(x)‖ dy +
ε̃i
2
< ε̃i.

Niech λ = {λi}i∈I będzie lokalnie skończonym rozkładem jedynki klasy C∞
na Rn

k skojarzonym z K. Bierzemy gi = g̃i|Rn
k

: Rn
k → Rn

k i definiujemy
odwzorowanie g : Rn

k → Rn
k wzorem

g(x) =
∑
i∈I

λi(x)gi(x).

Postępując jak w Lemacie 1.22 otrzymujemy oszacowanie

‖Djg(x)−Djf(x)‖ < εi

dla każdego x ∈ Ki, 0 ≤ j ≤ p i dla dostatecznie małych ε̃i > 0, i ∈ I. Stąd
g ∈ βpf (K, ε) ∩ C

r(n, k).
Drugą część tezy dowodzimy analogicznie jak w Lemacie 1.22. �

Własność 4.15. Niech 1 ≤ r ≤ ∞ i niech K będzie zbiorem zwartym, wy-
pukłym w Rn

k . Wówczas grupy Drc(n, k) i DrK(n, k) są spójne.

Dowód. Przeprowadzamy rozumowanie jak w dowodzie Własności 1.25, ko-
rzystając z Wniosku 4.13 i Lematu 4.14. �

Z Lematów 4.11, 4.12 oraz Wniosku 4.13 wynika, że Twierdzenie 4.5 wystar-
czy udowodnić w przypadku M = Rn

k , k = 1, . . . , n. Dla k = n otrzymujemy
rozmaitość Rn. Doskonałość grupy D∞c (Rn)0 wynika z dowodu Epsteina [7].
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Dla k = n−1, czyli dla rozmaitości z brzegiem dowód przedstawił Rybicki [26].
W obu przypadkach można też użyć poniższej metody. W dalszej części za-
kładamy, że k = 1, . . . , n− 1.

Niech K ⊂ Rn
k będzie zbiorem zwartym, wypukłym oraz 0 ∈ IntK. Wtedy

dla każdego f ∈ D∞c (n, k)0 istnieje g ∈ D∞c (n, k)0 takie, że supp(gfg−1) ⊂ K.
Twierdzenie 4.5 wynika teraz z warunku

D∞K (n, k)0 ⊂ [D∞c (n, k)0,D∞c (n, k)0],

gdyż wówczas mamy
[f ] = [gfg−1] = [Id] ∈ H1(D∞c (n, k)0).

4.3. Konstrukcja operatora Mathera

Niech A ≥ 1 i 1 ≤ k ≤ n− 1. Definiujemy zbiory K = [−2, 2]k × [0, 2]n−k,

K0 = [−2A, 2A]k × [0, 2A]n−k,

K ′0 = S1 × [−2A, 2A]k−1 × [0, 2A]n−k,

K ′′0 = R× [−2A, 2A]k−1 × [0, 2A]n−k,

K1 = [−2, 2]× [−2A, 2A]k−1 × [0, 2A]n−k.

Określamy zbiór B = S1 ×Rn−1
k−1 oraz rzutowanie nakrywające π : Rn

k → B,
gdzie S1 jest okręgiem jednostkowym. Wprowadza ono lokalny układ współ-
rzędnych w otoczeniu każdego punktu przestrzeni B i odwzorowania przej-
ścia są translacjami wzdłuż pierwszej współrzędnej, więc definicje seminorm
przenoszą się na B.

Przez Cr(B, k) i Dr(B, k) będziemy oznaczać odpowiednio przestrzenie od-
wzorowań i dyfeomorfizmów klasy Cr na B. Ponadto przez T oznaczamy
translację o wektor jednostkowy względem pierwszej współrzędnej.

Niech f ∈ D1
K0

(n, k)0 i µ0(f) ≤ 1
2
. Dla ϑ ∈ B wybieramy x ∈ Rn

k takie,
że π(x) = ϑ i x1 < −2A oraz N ∈ N takie, że ((Tf)N(x))1 > 2A. Wówczas
określamy odwzorowanie ΓA(f) : B → B wzorem

ΓA(f)(ϑ) = π((Tf)N(x)).

Jego wartość nie zależy od wyboru x i N .

Lemat 4.16. Niech r ≥ 1 i A ≥ 1. Istnieje U otoczenie Id w D1
c(n, k)0 takie,

że
(1) ΓA zachowuje Id.
(2) Odwzorowanie

ΓA(f) : U ∩ DrK0
(n, k)0 → DrK′0(B, k)0

jest ciągłe w Cr-topologii.
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(3) Istnieje wielomian drugiego rodzaju F zależny od r i A taki, że

µ1(ΓA(f)) ≤ 11Aµ1(f)(1 + µ1(f))11A

oraz

µr(ΓA(f)) ≤ 11Aµr(f)(1 + µ1(f))11Ar + F (Mr−1(f)),

gdy r ≥ 2, dla każdego f ∈ U ∩ DrK0
(n, k)0.

Dowód. Własność (1) jest oczywista, a (2) dowodzimy jak w Lemacie 3.4.
Aby wykazać (3) wykorzystamy fakt, że w definicji ΓA(f) wystarczy wziąść

N = 8A + 3. Mamy µr(Tf) = µr(f) dla r ≥ 1, więc z Lematu 4.8 (1)
otrzymujemy

µ1(ΓA(f)) = µ1((Tf)N) ≤ Nµ1(Tf)(1+µ1(Tf))N−1 ≤ 11Aµ1(f)(1+µ1(f))11A.

Podobnie z Lematu 4.8 (2) możemy zapisać

µr(ΓA(f)) = µr((Tf)N) ≤ Nµr(Tf)(1 + µ1(Tf))r(N−1) + F (Mr−1(Tf))

≤ 11Aµr(f)(1 + µ1(f))11Ar + F (Mr−1(f))

dla r ≥ 2. �

Teraz wprowadzimy pojęcia potrzebne w dalszej części. W tym celu przez ϕXt
oznaczamy 1-parametrową grupę transformacji polaX, a przez ∂1 jednostkowe
pole wektorowe na Rn

k w kierunku pierwszej współrzędnej.
Niech A ≥ 1. Bierzemy funkcję χ̃A ∈ C∞(R, [0, 1]) spełniającą warunki

supp(χ̃A) = [−2A − 1, 2A + 1] i χ̃A = 1 na [−2A, 2A]. Następnie określamy
χA ∈ C∞(Rn

k , [0, 1]) wzorem χA(x1, . . . , xn) = χ̃A(x1) dla (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
Mamy supp(χA) = [−2A − 1, 2A + 1] × Rn−1

k−1 i χA = 1 na [−2A, 2A] × Rn−1
k−1 .

Określamy τA = ϕχA∂1
1 ∈ D∞(n, k)0.

Definiujemy działanie S1 ×B → B wzorem

β · (ϑ1, x2, . . . , xn) = (β + ϑ1, x2, . . . , xn)

oraz grupę

G∞ = {h ∈ D∞c (B, k)0 : h(β · ϑ) = β · h(ϑ) ∀ β ∈ S1 ∀ϑ ∈ B}.

Analogicznie jak w Lemacie 3.6 otrzymujemy

Lemat 4.17. Niech r ≥ 1 i A ≥ 1. Istnieje U ′A otoczenie Id w D1
c(n, k)0

zależne od A takie, że odwzorowania τAf i τAg są sprzężone w D∞c (n, k)0 dla
f, g ∈ U ′A ∩ D∞K0

(n, k)0 spełniających warunek ΓA(f)(ΓA(g))−1 ∈ G∞ .

W pozostałej części tego podrozdziału przedstawimy konstrukcję operatora
Mathera ΨA. Będziemy go stosować tylko względem pierwszej współrzędnej,
czyli wzdłuż krawędzi rozmaitości Rn

k .
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Lemat 4.18. Niech r ≥ 1 i A ≥ 1. Istnieje UA otoczenie Id w D1
c(n, k)0

zależne od A oraz operator

ΨA : UA → D1
c(n, k)0

taki, że
(1) ΨA zachowuje Id.
(2) Odwzorowanie

ΨA : UA ∩ DrK0
(n, k)0 → DrK1

(n, k)0

jest ciągłe w Cr-topologii.
(3) Dla każdego f ∈ UA ∩ D∞K0

(n, k)0 mamy

[f ] = [ΨA(f)] ∈ H1(D∞c (n, k)0).

(4) Istnieje stała C ≥ 1 niezależna od r i wielomian pierwszego rodzaju G
zależny od r i A takie, że

µ1(ΨA(f)) ≤ CAµ1(f)

oraz
µr(ΨA(f)) ≤ CrAµr(f) +G(Mr−1(f))

gdy r ≥ 2, dla każdego f ∈ UA ∩ DrK0
(n, k)0.

(5) Istnieje stała Qr ≥ 2r
2 zależna od r i wielomian drugiego rodzaju F

zależny od r i A takie, że

µr(ΨA(f)) ≤ QrAµr(f) + F (Mr−1(f))

gdy r ≥ 2, dla każdego f ∈ UA ∩ DrK0
(n, k)0.

Dowód. Wponiższym dowodzie przez C ≥ 1 z kolejnymi indeksami oznaczamy
stałe niezależne od r, przez Q ≥ 2r

2 stałe zależne od r, a przy pomocy G i F
wielomiany odpowiednio pierwszego i drugiego rodzaju zależne od r i A.

Niech UA = U ′A będzie otoczeniem Id z Lematu 4.17. Dla f ∈ UA definiu-
jemy odwzorowanie h ∈ C1

K′0
(B, k) wzorem

h(ϑ1, x2, . . . , xn) = ϑ1 · ΓA(f)(0, x2, . . . , xn).

Jest ono zależne w sposób ciągły od f w C1-topologii i ΓA zachowuje Id, więc
możemy zacieśnić UA tak, by h ∈ D1

K′0
(B, k)0 dla każdego f ∈ UA. Wówczas

h ∈ G∞ dla f ∈ UA ∩ D∞K0
(n, k)0. Określamy g = h−1ΓA(f) ∈ D1

K′0
(B, k)0.

Mamy h = ΓA(f) i g = Id na {ϑ ∈ B : ϑ1 = 0}. Ponadto g, h ∈ DrK′0(B, k)0

dla f ∈ UA ∩ DrK0
(n, k)0, gdyż można pokazać jak w Lemacie 3.4, że odwzo-

rowania g i h są Cr-dyfeotopijne z Id.
Biorąc rzutowanie

p̂ : B 3 (ϑ1, x2, . . . , xn) 7→ (0, x2, . . . , xn) ∈ B
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mamy h− Id = (ΓA(f)− Id)p̂ oraz Dp̂ = Id i Dj p̂ = 0 dla j ≥ 2. Stąd

µr(h) ≤ sup
x∈Rn

k

‖Dr(ΓA(f)− Id)(x)‖‖Dp̂(x)‖r = µr(ΓA(f))

dla każdego r ≥ 1 i f ∈ UA ∩ DrK0
(n, k)0.

Zacieśniamy UA tak, by µ1(f) ≤ 1
A

i µ1(ΓA(f)) ≤ 1
2
dla każdego f ∈ UA.

Z Lematu 4.8 (1), (3) i z Lematu 4.16 (3) otrzymujemy

(4.1)

µ1(g) ≤ 2
(
µ1(h−1) + µ1(ΓA(f))

)(
1 + µ1(h−1) + µ1(ΓA(f))

)
≤ 2
(

2µ1(h) + µ1(ΓA(f))
)(

1 + 2µ1(h) + µ1(ΓA(f))
)

≤ 6µ1(ΓA(f))
(
1 + 3µ1(ΓA(f))

)
≤ 15µ1(ΓA(f))

≤ 15 · 11Aµ1(f)(1 + µ1(f))11A ≤ C1Aµ1(f),

gdzie C1 jest niezależne od A. Korzystamy tutaj z faktu, że (1 + 1
A

)A jest
ograniczone dla każdego A.

Niech r ≥ 2. Mamy µ1(h) ≤ µ1(ΓA(f)) ≤ 1
2
. Stąd i z Lematu 4.8 (3), (4)

zachodzi oszacowanie

(4.2)

µj(h
−1) ≤ µj(h)(1 + 2µ1(h))j+1 + F (Mj−1(h))

≤ 2j+1µj(h) + F (Mj−1(h))

≤ 2j+1µj(ΓA(f)) + F (Mj−1(ΓA(f)))

dla j = 2, . . . , r.
Teraz z Lematu 4.8 (2), (3) i z (4.2) możemy zapisać

µr(g) ≤ 2
(
µr(h

−1) + µr(ΓA(f))
)(

1 + µ1(h−1) + µ1(ΓA(f))
)r

+ F (Mr−1(h−1) +Mr−1(ΓA(f)))

≤ 2
(

2r+1µr(ΓA(f)) + F (Mr−1(ΓA(f))) + µr(ΓA(f))
)(5

2

)r
+ F (Mr−1(h−1) +Mr−1(ΓA(f)))

≤ Cr
2µr(ΓA(f)) + F1(Mr−1(ΓA(f))).

Korzystając z Lematu 4.16 (3) mamy

(4.3)
µr(g) ≤ 11Cr

2Aµr(f)(1 + µ1(f))11Ar + Cr
2F (Mr−1(f))

+ F1(Mr−1(ΓA(f)))

≤ Cr
3Aµr(f) + F2(Mr−1(f))

dla każdego f ∈ UA ∩DrK0
(n, k)0. Ponownie wykorzystaliśmy tutaj ograniczo-

ność wyrażenia (1 + 1
A

)A.
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Podnosimy g do odwzorowania g̃ ∈ D1
K′′0

(n, k)0 takiego, że gπ = πg̃ i g̃ = Id

na {x ∈ Rn
k : x1 ∈ Z}. Jest ono wyznaczone jednoznacznie i zależy w sposób

ciągły od g̃. Mamy µr(g̃) = µr(g) i g̃ ∈ DrK′′0 (n, k)0 dla f ∈ UA ∩ DrK0
(n, k)0.

Bierzemy funkcję okresową ξ ∈ C∞(R, [0, 1]) o okresie 1 taką, że ξ = 0
w otoczeniu m i ξ = 1 w otoczeniu m + 1

2
, m ∈ Z. Następnie określamy

odwzorowania

g̃1 = (ξ ◦ pr1) · (g̃ − Id) + Id, g̃2 = g̃−1
1 g̃,

gdzie pr1 : Rn
k → R jest rzutowaniem na pierwszą współrzędną. Są one okre-

sowe o okresie 1 względem pierwszej współrzędnej oraz g̃1 = Id w otoczeniu
{m} × Rn−1

k−1 i g̃2 = Id w otoczeniu {m + 1
2
} × Rn−1

k−1 , gdzie m ∈ Z. Odwzo-
rowania g̃1 i g̃2 zależą w sposób ciągły od f w C1-topologii i g̃1 = g̃2 = Id
dla f = Id, więc możemy zacieśnić UA tak, by g̃1, g̃2 ∈ D1

K′′0
(n, k)0. Wówczas

g̃1, g̃2 ∈ DrK′′0 (n, k)0 dla f ∈ UA ∩ DrK0
(n, k)0.

Niech x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn
k . Bierzemy y = (y1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

k takie,
że y1 ∈ Z i |x1 − y1| ≤ 1. Stąd

|(g̃ − Id)(x)| = |(g̃ − Id)(x)− (g̃ − Id)(y)| ≤ µ1(g̃)|x1 − y1|,

czyli µ0(g̃) ≤ µ1(g̃). Ze wzoru na pochodną iloczynu, z równości µr(g̃) = µr(g)
i z (4.1) mamy

(4.4)

µ1(g̃1) = sup
x∈Rn

k

‖D((ξ ◦ pr1) · (g̃ − Id))(x)‖

≤ ‖ξ ◦ pr1 ‖1µ0(g̃) + ‖ξ ◦ pr1 ‖0µ1(g̃)

≤ C4µ1(g̃) ≤ C4C1Aµ1(f).

Następnie dla r ≥ 2 otrzymujemy

(4.5)

µr(g̃1) = sup
x∈Rn

k

‖Dr((ξ ◦ pr1) · (g̃ − Id))(x)‖

≤
r∑
j=0

(
r

j

)
sup
x∈Rn

k

‖Dj(ξ ◦ pr1)(x)‖‖Dr−j(g̃ − Id)(x)‖

≤
r∑
j=0

(
r

j

)
‖ξ ◦ pr1 ‖jµr−j(g̃)

= µr(g̃) +
r−1∑
j=1

(
r

j

)
‖ξ ◦ pr1 ‖jµr−j(g̃) + µ0(g̃)

≤ µr(g̃) +Q1Mr−1(g̃).
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Użyjemy (4.5) na dwa sposoby. Z (4.1) i (4.3) mamy oszacowanie

(4.6)

µr(g̃1) ≤ Cr
3Aµr(f) + F2(Mr−1(f))

+Q1C
r
3AMr−1(f) +Q1F2(Mr−1(f))

≤ Cr
3Aµr(f) +G1(Mr−1(f)).

Podobnie, z Lematu 4.6 (2) oraz z (4.1) i (4.3) wynika, że

(4.7)

µr(g̃1) ≤ µr(g̃) +Q1C
r2µr(g̃)

≤ (1 +Q1C
r2)Cr

3Aµr(f) + (1 +Q1C
r2)F2(Mr−1(f))

≤ Q2Aµr(f) + F3(Mr−1(f))

dla każdego f ∈ UA ∩ DrK0
(n, k)0.

Korzystamy z warunku µ1(f) ≤ 1
A

dla (4.1) i (4.4). Wtedy z Lematu 4.8
(1), (3) prawdziwe są nierówności

(4.8)

µ1(g̃2) = µ1(g̃−1
1 g̃) ≤ 2

(
2µ1(g̃1) + µ1(g̃)

)(
1 + 2µ1(g̃1) + µ1(g̃)

)
≤ 2
(
2C4µ1(g̃) + µ1(g̃)

)
(1 + 2C4C1 + C1)

≤ C5µ1(g̃) ≤ C5C1Aµ1(f).

Dalej, z Lematu 4.8 (4) oraz z (4.4) i (4.5) mamy

µj(g̃
−1
1 ) ≤ µj(g̃1)(1 + 2µ1(g̃1))j+1 + F (Mj−1(g̃1))

≤ (1 + 2C4C1)j+1µj(g̃1) + F (Mj−1(g̃1))

≤ (1 + 2C4C1)j+1µj(g̃) + (1 + 2C4C1)j+1Q1Mj−1(g̃) + F4(Mj−1(g̃))

≤ C6µj(g̃) +Q3Mj−1(g̃) + F4(Mj−1(g̃))

dla każdego j = 2, . . . , r, gdzie C6 ≥ 1 jest stałą niezależną od j, Q3 ≥ 2j
2

stałą zależną od j i F4 wielomianem drugiego rodzaju zależnym od j i A.
Teraz z Lematu 4.8 (2), (3) oraz z (4.4) możemy zapisać

(4.9)

µr(g̃2) ≤ 2(µr(g̃
−1
1 ) + µr(g̃))(1 + µ1(g̃−1

1 ) + µ1(g̃))r

+ F (Mr−1(g̃−1
1 ) +Mr−1(g̃))

≤ 2(µr(g̃
−1
1 ) + µr(g̃))(1 + 2C4C1 + C1)r

+ F (Mr−1(g̃−1
1 ) +Mr−1(g̃))

≤ Cr
7µr(g̃) +Q4Mr−1(g̃) + F5(Mr−1(g̃)).

Ostatecznie, korzystając z (4.1) i (4.3) otrzymujemy

(4.10)

µr(g̃2) ≤ Cr
7µr(g̃) +G2(Mr−1(g̃))

≤ Cr
7C

r
3Aµr(f) + Cr

7F2(Mr−1(f)) +G2(Mr−1(g̃))

≤ Cr
8Aµr(f) +G3(Mr−1(f)).
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Możemy też dodatkowo użyć Lematu 4.6 (2), co prowadzi do oszacowania

(4.11)

µr(g̃2) ≤ Cr
7µr(g̃) +Q4C

r2µr(g̃) + F5(Mr−1(g̃))

≤ (Cr
7 +Q4C

r2)Cr
3Aµr(f) + (Cr

7 +Q4C
r2)F2(Mr−1(f))

+ F5(Mr−1(g̃))

≤ Q5Aµr(f) + F6(Mr−1(f))

dla każdego f ∈ UA ∩ DrK0
(n, k)0.

Definiujemy zbiory

E1 = {x ∈ Rn
k : 0 < x1 < 1}, E2 =

{
x ∈ Rn

k : −3

2
< x1 < −

1

2

}
oraz operator ΨA : UA → D1

c(n, k)0 wzorem

ΨA(f)(x) =


g̃1(x) x ∈ E1

g̃2(x) x ∈ E2

x poza tym
.

Własności (1)-(3) Lematu 4.18 uzasadniamy jak w dowodzie Lematu 3.9.
Następnie zauważmy, że

µr(ΨA(f)) = max{µr(g̃1), µr(g̃2)}

dla każdego r ≥ 1. Stąd własność (4) jest oczywistym wnioskiem z oszacowań
(4.4), (4.8) oraz (4.6), (4.10). Natomiast (5) wynika z (4.7) i (4.11). �

4.4. Rozkład regularny

Niech A ≥ 1. Bierzemy dyfeomorfizm ζA ∈ D∞c (n, k)0 taki, że ζA = A · Id
na K = [−2, 2]k × [0, 2]n−k.

Dla f, g ∈ D1
K(n, k)0 z C1-otoczenia Id określamy odwzorowania

g0 = ζAfgζ
−1
A i g1 = g1,1 = ΨA(g0).

Niech UA będzie otoczeniem Id w D1
c(n, k)0 z Lematu 4.18. Istnieje VA

otoczenie Id w D1
c(n, k)0 zależne od A takie, że dla każdego f, g ∈ VA mamy

g0, g1 ∈ UA. Ponadto supp(g1) ⊂ K1 = [−2, 2] × [−2A, 2A]k−1 × [0, 2A]n−k.
Możemy przyjąć, że µ1(f), µ1(g) są ograniczone dla f, g ∈ VA.

Bierzemy funkcję okresową η ∈ C∞(R, [0, 1]) o okresie 2 taką, że η = 1
w otoczeniu 2m i η = 0 w otoczeniu 2m+ 1, m ∈ Z.

Przez pri : Rn
k → R oznaczamy rzutowanie na i-tą współrzędną, i = 1, . . . , n.

Określamy odwzorowania g2,1, g2,2 ∈ C1
K1

(n, k) wzorami

g2,1 = (η ◦ pr2) · (g1,1 − Id) + Id, g2,2 = g−1
2,1g1,1.
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Zacieśniając VA mamy g2,1, g2,2 ∈ D1
K1

(n, k)0 dla f, g ∈ VA. Nośniki tych
odwzorowań zawarte są w sumie skończonej ilości zbiorów rozłącznych, co za-
piszemy w postaci

supp(g2,1) ⊂ [−2, 2]×
(⋃

[2m+ 1, 2m+ 3]
)
× [−2A, 2A]k−2 × [0, 2A]n−k,

supp(g2,2) ⊂ [−2, 2]×
(⋃

[2m, 2m+ 2]
)
× [−2A, 2A]k−2 × [0, 2A]n−k,

gdzie sumujemy po m ∈ Z ∩ [−A− 1, A− 1].
Analogicznie definiujemy

gj,2i−1 = (η ◦ prj) · (gj−1,i − Id) + Id, gj,2i = g−1
j,2i−1gj−1,i

dla j = 3, . . . , n i i = 1, . . . , 2j−1. Jak wcześniej, możemy zacieśnić VA tak, by
gj,2i−1, gj,2i ∈ D1

K1
(n, k)0 dla każdego f, g ∈ VA.

Nośnik dyfeomorfizmu gn,i, i = 1, . . . , 2n−1, zawiera się w skończonej sumie
kostek w Rn postaci

(4.12) I = [−2, 2]× [m2,m2 + 2]× . . .× [mn,mn + 2],

gdzie ml, l = 2, . . . , n, jest parzystą lub nieparzystą liczbą całkowitą z prze-
działu [−2A − 1, 2A − 1] dla l = 2, . . . , k i [−1, 2A − 1] dla l = k + 1, . . . , n.
To czy ml jest liczbą parzystą czy nieparzystą zależy od gn,i. W dalszej części
przez I będziemy rozumieć I ∩ Rn

k .
Niech Ji będzie zbiorem kostek postaci (4.12) zawierających nośnik dyfeo-

morfizmu gn,i. Moc zbioru Ji jest ograniczona z góry przez (2A + 1)n−1.
Dokładna wartość zależy od k, jednak nie jest to istotne w naszych rozważa-
niach.

Dla kostki I ∈ Ji, i = 1, . . . , 2n−1, określamy dyfeomorfizm gI wzorem
gI = gn,i na I i gI = Id poza tym. Mamy gn,i =

∏
I∈Ji

gI oraz zachodzi
równość

g1 = gn,1 . . . gn,2n−1 .

Z tego względu będziemy pisać g1 =
∏

I∈J gI , gdzie J = J1 ∪ . . . ∪ J2n−1 .
Elementy ostatniej sumy są parami różne i #J ≤ 2n−1(2A+ 1)n−1.

Dla każdego I ∈ J bierzemy dyfeomorfizm τI ∈ D∞c (n, k)0 taki, że od-
wzorowanie hI = τIgIτ

−1
I spełnia warunek supp(hI) ⊂ K = [−2, 2]k× [0, 2]n−k

oraz τI jest translacją na supp(gI). Istnienie takiego dyfeomorfizmu wynika
z faktu, że gI = Id w pewnym otoczeniu ∂Rn

k lub I ∩ ∂Rn
k 6= ∅ i przesunięcie

może odbywać się tylko równolegle do brzegu.
Ostatecznie, dla każdego f, g ∈ VA otrzymujemy dyfeomorfizm

h =
∏
I∈J

hI ∈ D1
K(n, k)0

oraz mamy h ∈ DrK(n, k)0 dla każdego f, g ∈ VA ∩ DrK(n, k)0.
Na podstawie przeprowadzonej konstrukcji możemy udowodnić następujący
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Lemat 4.19. Niech r ≥ 2 i A ≥ 1. Istnieje VA otoczenie Id w D1
c(n, k)0 takie,

że
(1) Dla każdego f, g ∈ VA ∩ D∞K (n, k)0 mamy h ∈ D∞K (n, k)0 oraz

[fg] = [h] ∈ H1(D∞c (n, k)0).

(2) Istnieje stała C ≥ 1 niezależna od r i wielomian pierwszego rodzaju G
zależny od r i A takie, że

µr(h) ≤ CrA1−r+n(µr(f) + µr(g)) +G(Mr−1(f) +Mr−1(g))

dla każdego f, g ∈ VA ∩ DrK(n, k)0.
(3) Istnieje stała Qr ≥ 2r

2 zależna od r i wielomian drugiego rodzaju F
zależny od r i A takie, że

µr(h) ≤ QrA
1−r+n(µr(f) + µr(g)) + F (Mr−1(f) +Mr−1(g))

dla każdego f, g ∈ VA ∩ DrK(n, k)0.

Dowód. Jak w dowodzie Lematu 4.18 przez C ≥ 1 będziemy oznaczać stałe
niezależne od r, przezQ ≥ 2r

2 stałe zależne od r, aG i F oznaczają wielomiany
odpowiednio pierwszego i drugiego rodzaju zależne od r i A.

Własność (1) wynika z przeliczenia

[fg] = [ζAfgζ
−1
A ] = [g0] = [g1] =

∏
I∈J

[gI ] =
∏
I∈J

[hI ] = [h],

gdzie korzystamy z Lematu 4.18 (3).
Niech f, g ∈ VA ∩ DrK(n, k)0. Dla x ∈ K mamy DζA(x) = A · Id oraz

Dr(ζAfgζ
−1
A )(x) = DζA(x) · (Dr(fg)( 1

A
x)) · (Dζ−1

A (x)× . . .×Dζ−1
A (x)).

Stąd i z Lematu 4.8 (1), (2) otrzymujemy

(4.13)
µ1(g0) = sup

x∈Rn
k

‖D(fg)( 1
A
x)‖ = µ1(fg)

≤ 2(µ1(f) + µ1(g))(1 + µ1(f) + µ1(g)) ≤ C1(µ1(f) + µ1(g))

oraz

(4.14)

µr(g0) = A1−r sup
x∈Rn

k

‖Dr(fg)( 1
A
x)‖ = A1−rµr(fg)

≤ 2A1−r(µr(f) + µr(g))(1 + µ1(f) + µ1(g))r

+ F (Mr−1(f) +Mr−1(g))

≤ Cr
1A

1−r(µr(f) + µr(g)) + F (Mr−1(f) +Mr−1(g))

gdzie korzystamy z ograniczoności µ1(f), µ1(g).
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Analogicznie jak w (4.4), (4.8) i (4.5), (4.9) otrzymujemy oszacowania

(4.15) µ1(gj,l) ≤ C2µ1(gj−1,i)

oraz

(4.16) µr(gj,l) ≤ Cr
2µr(gj−1,i) +Q1Mr−1(gj−1,i) + F1(Mr−1(gj−1,i)),

gdzie l = 2i− 1, 2i, dla każdego j = 2, . . . , n i i = 1, . . . , 2j−1.
Stosując indukcyjnie (4.15) i (4.16) mamy

(4.17) µ1(gn,l) ≤ C2µ1(gn−1,i) ≤ Cn−1
2 µ1(g1,1)

oraz

(4.18)
µr(gn,l) ≤ Cr

2µr(gn−1,i) +Q1Mr−1(gn−1,i) + F1(Mr−1(gn−1,i))

≤ C
(n−1)r
2 µr(g1,1) +Q2Mr−1(g1,1) + F2(Mr−1(g1,1)),

gdzie l = 2i− 1, 2i, dla i = 1, . . . , 2n−1.
Teraz, niech I ∈ Ji, i = 1, . . . , 2n−1. Mamy DτI = Id i DjτI = 0 dla j ≥ 2

na supp(gI). Stąd

(4.19) µr(hI) = µr(τIgIτ
−1
I ) = µr(gI) ≤ µr(gn,i)

dla każdego r ≥ 1.
Zacieśniamy VA tak, by µ1(hI) ≤ 1

An dla każdego f ∈ VA. Wówczas wyraże-
nie (1 + 1

An )A
n jest ograniczone i z Lematu 4.8 (2) otrzymujemy

µr(h) ≤ (4A+ 2)n−1(sup
I∈J

µr(hI))(1 + sup
I∈J

µ1(hI))
r(4A+2)n−1

+ F (sup
I∈J

Mr−1(hI))

≤ Cnr
3 An−1(sup

I∈J
µr(hI)) + F3(sup

I∈J
Mr−1(hI)).

Teraz, korzystając z (4.17), (4.18) i (4.19) możemy zapisać nierówność

(4.20)
µr(h) ≤ Cnr

3 An−1( sup
1≤i≤2n−1

µr(gn,i)) + F3( sup
1≤i≤2n−1

Mr−1(gn,i))

≤ Cr
4A

n−1µr(g1,1) +Q3A
n−1Mr−1(g1,1) + F4(Mr−1(g1,1)).

Zapisując razem drugi i trzeci składnik powyższego wyrażenia, na podstawie
Lematu 4.18 (4) otrzymujemy

µr(h) ≤ Cr
4A

n−1µr(g1,1) +G1(Mr−1(g1,1))

≤ Cr
4C

rAnµr(g0) + Cr
4G(Mr−1(g0)) +G1(Mr−1(g1,1))

≤ Cr
4C

rAnµr(g0) +G2(Mr−1(g0)),

gdzie C jest stałą z Lematu 4.18.
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Analogicznie wykorzystując Lematy 4.6 (1) i 4.18 (5) do (4.20) mamy

µr(h) ≤ Cr
4A

n−1µr(g1,1) +Q3A
n−1Crµr(g1,1) + F4(Mr−1(g1,1))

≤ (Cr
4 +Q3C

r)QrA
nµr(g0) + (Cr

4 +Q3C
r)An−1F (Mr−1(g0))

+ F4(Mr−1(g1,1))

≤ Q4QrA
nµr(g0) + F5(Mr−1(g0)),

gdzie C jest stałą z Lematu 4.6 (1). Istotny jest tutaj fakt, że supp(g1) ⊂ K1,
więc stała C jest niezależna od A.

Stosując (4.13) i (4.14) do dwóch ostatnich oszacowań otrzymujemy tezę.
�

4.5. Dowód doskonałości

Niech r0 ≥ n + 2 i niech Qr0 i C będą stałymi z Lematu 4.19. Wówczas
istnieje A0 ≥ 1 takie, że

Qr0A
1−r0+n
0 ≤ 1

4
i CiA1−i+n

0 ≤ 1

4

dla każdego i > r0. Wystarczy wziąść A0 ≥ max{4Qr0 , 4C
n+2}, gdyż wtedy

CiA1−i+n
0 = Cn+2A−1

0

(
C

A0

)i−n−2

≤ 1

4
.

Z Lematu 4.6 (1) istnieje εr0 > 0 takie, że dla każdego h ∈ D∞K (n, k)0

spełniającego warunek µr0(h) ≤ εr0 mamy h ∈ VA0 .
Bierzemy f, g ∈ D∞K (n, k)0 takie, że µr0(f), µr0(g) ≤ εr0 i niech hg = h

będzie dyfeomorfizmem uzyskanym z przedstawionej konstrukcji. Wykorzy-
stamy oszacowanie z Lematu 4.19 (3).

Ponieważ F jest wielomianem drugiego rodzaju, to możemy zmniejszyć
εr0 > 0 tak, by F (Mr0−1(f) + Mr0−1(g)) ≤ εr0

2
dla każdego f, g ∈ D∞K (n, k)0

takiego, że µr0(f), µr0(g) ≤ εr0 . Wówczas z Lematu 4.19 (3) otrzymujemy

µr0(hg) ≤ Qr0A
1−r0+n
0 (µr0(f) + µr0(g)) + F (Mr0−1(f) +Mr0−1(g))

≤ 1

4
2εr0 +

εr0
2

= εr0 .

Lemat 4.20. Niech εr0 > 0 będzie stałą jak wyżej. Jeśli f ∈ D∞K (n, k)0 spełnia
warunek µr0(f) ≤ εr0, to istnieje ciąg {εi}i>r0 stałych dodatnich zależny od f
taki, że dla każdego g ∈ D∞K (n, k)0 i µi(g) ≤ εi, i ≥ r0, mamy µi(hg) ≤ εi
i µi(f) ≤ εi, i ≥ r0.
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Dowód. Niech f ∈ D∞K (n, k)0 i µr0(f) ≤ εr0 . Pierwszy krok indukcji wynika
z powyższych rozważań. Następnie zakładamy, że istnieją stałe εr0+1, . . . , εi−1

zależne od f takie, że dla µj(g) ≤ εj, j = r0, . . . , i − 1 mamy µj(f) ≤ εj
i µj(hg) ≤ εj, j = r0, . . . , i− 1 . Rozważamy oszacowanie z Lematu 4.19 (2).

Istnieje ai > 0 zależne od f, εr0 , . . . , εi−1 takie, że dla każdego g ∈ D∞K (n, k)0

i µj(g) ≤ εj, j = r0, . . . , i−1, zachodzi nierówność G(Mi−1(f)+Mi−1(g)) ≤ ai.
Przyjmujemy εi = µi(f) + 2ai. Wówczas z Lematu 4.19 (2) mamy

µi(hg) ≤ CiA1−i+n
0 (µi(f) + µi(g)) +G(Mi−1(f) +Mi−1(g))

≤ 1

4
(2µi(f) + 2ai) + ai =

1

2
µi(f) +

3

2
ai < εi

dla każdego g ∈ D∞K (n, k)0 takiego, że µi(g) ≤ εi. �

Ustalamy f ∈ D∞K (n, k)0 takie, że µr0(f) ≤ εr0 i bierzemy ciąg {εi}i>r0
jak w Lemacie 4.20. Definiujemy zbiór

Lf = {h ∈ D∞K (n, k)0 : µi(h) ≤ εi, i ≥ r0}.

Twierdzenie 4.21. Zbiór Lf wyposażony w C∞-topologię posiada własność
punktu stałego.

Dowód. Określamy zbiór

L′f = {h ∈ C∞K (n, k)0 : ‖h‖i ≤ εi, i ≥ r0}.

Jest to podzbiór przestrzeni C∞K (n, k)0 z topologią indukowaną przez ciąg norm
{‖ · ‖i}i∈N. Topologia ta pokrywa się z C∞-topologią. Stąd odwzorowanie
Lf 3 h 7→ h− Id ∈ L′f jest homeomorfizmem.

Normy ‖ · ‖i są ciągłe, i ∈ N, więc zbiór L′f jest domknięty. Określamy
operatory

Si : (C∞K (n, k)0, {‖ · ‖i}i∈N) 3 h 7→ Dih ∈ (C0
K(Rn

k , L
i(Rn,Rn)), ‖ · ‖sup),

gdzie ‖ · ‖sup oznacza normę supremum. Dla każdego i ≥ 1 mamy

(4.21) ‖Sih‖sup = sup
x∈Rn

k

‖Dih(x)‖ = ‖h‖i.

Stąd są to odwzorowania ciągłe i rodzina {Sih : h ∈ L′f} jest wspólnie ogra-
niczona dla i ≥ r0, a z Lematu 4.6 (1) również dla i < r0. Ponadto dla każdego
h ∈ L′f i x, y ∈ Rn

k prawdziwe jest oszacowanie

‖Sih(x)− Sih(y)‖ = ‖Dih(x)−Dih(y)‖ ≤ ‖h‖i+1|x− y| ≤ εi+1|x− y|,
co oznacza jednakową ciągłość.

Zbiór K jest zwarty, więc z twierdzenia Arzeli-Ascoliego zbiór Si(L′f ) jest
względnie zwarty w C0

K(Rn
k , L

i(Rn,Rn)) dla każdego i ∈ N. Pokażemy, że zbiór
L′f jest zwarty.
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Niech {hi}i∈N będzie ciągiem w L′f . Zbiór S1(L′f ) jest względnie zwarty,
więc możemy wybrać podciąg {h1

i }i∈N ciągu {hi}i∈N taki, że {S1(h1
i )}i∈N jest

zbieżny w C0
K(Rn

k , L
1(Rn,Rn)). Postępując indukcyjnie względem j, ze względ-

nej zwartości zbioru Sj(L′f ) istnieje podciąg {hji}i∈N ciągu {hj−1
i }i∈N taki, że

{Sj(hji )}i∈N jest zbieżny w C0
K(Rn

k , L
j(Rn,Rn)), j ≥ 2.

Otrzymujemy ciąg {hii}i∈N taki, że {Sj(hii)}i∈N jest zbieżny dla każdego
j ∈ N. Z (4.21) ciąg {hii}i∈N jest ciągiem Cauchy’ego w C∞K (n, k)0 z normą
‖ · ‖j, j ∈ N. Ponieważ L′f jest domkniętym podzbiorem przestrzeni Frécheta,
to ciąg {hii}i∈N jest zbieżny w L′f . Stąd L′f jest zbiorem zwartym.

Zbiór L′f jest zwartym, wypukłym podzbiorem przestrzeni Frécheta, więc
z twierdzenia Schaudera-Tichonowa o punkcie stałym każde odwzorowanie
ciągłe L′f → L′f ma punkt stały. Z homeomorficzności między Lf i L′f otrzy-
mujemy tezę. �

Określamy operator
Φ : Lf 3 g 7→ hg ∈ Lf .

Z Lematu 4.20 wynika, że jest on dobrze określony. Ponadto operacje użyte
w konstrukcji dyfeomorfizmu hg są ciągłe w Cr-topologii dla każdego r ≥ 1,
więc odwzorowanie Φ jest ciągłe w C∞-topologii. Z Twierdzenia 4.21 istnieje
g ∈ Lf takie, że hg = g. Teraz z Lematu 4.19 (1) mamy

[fg] = [hg] = [g] ∈ H1(D∞c (n, k)0),

czyli
[f ] = [Id] ∈ H1(D∞c (n, k)0)

dla każdego f ∈ D∞K (n, k)0 takiego, że µr0(f) ≤ εr0 . Zbiór

{f ∈ D∞K (n, k)0 : µr0(f) ≤ εr0}

generuje przestrzeń D∞K (n, k)0, więc

D∞K (n, k)0 ⊂ [D∞c (n, k)0,D∞c (n, k)0].

W ten sposób udowodniliśmy Twierdzenie 4.5.

4.6. Przypadek rozmaitości z wierzchołkami

NiechM będzie rozmaitością z narożami wymiaru n ≥ 1. Zakładamy, że ma
ona wierzchołki. Wówczas można pokazać, że grupa Drc(M)0, r = 1, . . . ,∞,
dyfeomorfizmów klasy Cr dyfeotopijnych z Id przez Cr-dyfeotopie o zwartych
nośnikach nie jest doskonała. Z wcześniejszych rozważań wynika, że wystarczy
zbadać przypadek M = Rn

0 = [0,∞)n.
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Niech f, g ∈ Drc(Rn
0 )0. Wówczas z (1.1) i (1.3) mamy

D(f ◦ g)(0) = Df(0) ·Dg(0)

oraz
D(f−1)(0) = (Df(0))−1.

Stąd otrzymujemy
D[f, g](0) = D(fgf−1g−1)(0) = Df(0) ·Dg(0) · (Df(0))−1 · (Dg(0))−1 = Id .

To oznacza, że dyfeomorfizmy h ∈ Drc(Rn
0 )0 takie, że Dh(0) 6= Id nie należą

do grupy komutatorów, czyli grupa Drc(Rn
0 )0 nie może być doskonała. Poka-

żemy jak wyznaczyć jej pierwszą grupę homologii w przypadku n = 1 i r =∞.
Niech G(n) = D∞c (Rn, 0)0 będzie grupą C∞-dyfeomorfizmów na Rn dyfeo-

topijnych z Id przez C∞-dyfeotopie o zwartych nośnikach i zachowujących 0.
Określamy epimorfizm

Φ : G(n) 3 f → Df(0) ∈ GL+(n,R),

gdzie GL+(n,R) oznacza podgrupę grupy liniowej GL(n,R) o wyrazach ma-
jących dodatnie wyznaczniki.

Fukui [8] udowodnił, że zachodzi warunek ker Φ = [ker Φ, G(n)]. Ponadto
mamy ciąg dokładny

{Id} → ker Φ→ G(n)
Φ→ GL+(n,R)→ {Id}.

Stąd otrzymujemy ciąg dokładny
{0} = ker Φ/[ker Φ, G(n)]→ H1(G(n))→ H1(GL+(n,R))→ {0},

czyli H1(G(n)) ∼= H1(GL+(n,R)). Wiadomo, że grupa GL+(n,R) jest izomor-
ficzna z R×SL(n,R), gdzie SL(n,R) oznacza specjalną grupę liniową i jest to
grupa prosta. To oznacza, że H1(G(n)) ∼= R.

Z twierdzenia Whitney’a o rozszerzeniu każdy element z G(1) możemy trak-
tować jako przedłużenie pewnego odwzorowania z D∞c (R1

0)0 i są to dyfeomor-
fizmy zachowujące 0. Stąd mamy H1(D∞c (R1

0)0) ∼= R. Ponadto zauważmy, że
jeśli D∞([0, 1])0 oznacza grupę C∞-dyfeomorfizmów na [0, 1] zachowujących
orientację, to z powyższych wniosków otrzymujemy H1(D∞([0, 1])0) ∼= R2.
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