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Wstep

W latach 60-tych ubiegtego stulecia Anderson, Chernawski, Kirby i Edwards
pokazali, ze grupa wszystkich homeomorfizméw na gltadkiej rozmaitosci homo-
topijnych z Id jest grupa prosta. Wowczas Smale postawit hipoteze, ze tak
samo jest w przypadku grupy Diff] (M), dyfeomorfizmow klasy C” dyfeoto-
pijnych z Id przez C"-dyfeotopie o zwartych nosnikach, r = 0,1, ... co.

W 1970 r. Epstein [6] pokazal, ze wystarczy w tym celu udowodnié¢ doskona-
tosé¢ grupy Diff] (M), gdyz jej komutator jest grupa prosta. Wniosek ten jest
prawdziwy takze w wielu innych przypadkach, jesli jest spelniony warunek
tranzytywnosci i rozwazamy homeomorfizmy o zwartych nosnikach.

W 1971 r. Herman [9] udowodnil, wykorzystujac twierdzenie Sergeraeta
o funkcji uwiktanej [29], ze grupa Diff > (7™), jest doskonala i prosta, gdzie T"
jest n-wymiarowym torusem. Nastepnie Thurston [31] rozszerzyl ten rezultat
na przypadek dowolnej rozmaitosci. Idea dowodu bylo wykorzystanie wtas-
no$ci homologicznych grupy dyfeomorfizméw. Roéwnoczesnie odkryte zostaty
pewne zwiazki miedzy homologiami grup dyfeomorfizméw i wtasnosciami topo-
logicznymi przestrzeni klasyfikujacych Haefligera dla foliacji, gdzie zostato za-
stosowane wspomniane twierdzenie. Opis wymienionych faktow mozna znalezé
w [4] 1 [31].

Inng metode zaprezentowal Mather. W pracach [17] i [18] pokazal, ze grupa
Diff’(M)o jest doskonala dla r skoriczonego, r # n + 1, gdzie n jest wymia-
rem rozmaitosci M. Epstein [7] rozszerzyl ten dowod na przypadek r = oo.
W obu przypadkach wykorzystane zostalo twierdzenie Schaudera-Tichonowa
o punkcie statym. Dla r = n 4+ 1 Mather [19], [20] podal argumenty sugeru-
jace, ze odpowiedz jest negatywna, jednak problem pozostaje otwarty. Uwagi
na ten temat przedstawimy w podrozdziale 3.6. W przypadku r = 0, czyli dla
grupy homeomorfizméw dowod przedstawil Mather [16], uzywajac wlasnosci
fragmentacji dla homeomorfizmow |[5].

Metoda Mathera nie wymaga takich zaawansowanych srodkéw jak dowod
Hermana-Thurstona, jednak sktada sie na nia wiele subtelnych argumentow.
Istotne jest tutaj zastosowanie operatoréw rozszerzania i zwijania, co powodu-
je, ze nie mozna jej uzy¢ w przypadku grup ze strukturami geometrycznymi
takimi jak formy symplektyczne i elementy objetosci. Natomiast wydaje sie,
ze jest to mozliwe w przypadku grupy kontaktomorfizmow.

Dowody dla grupy C*°-symplektomorfizméw i C'*°-dyfeomorfizméw zacho-
wujacych objetos¢ zostaly przedstawione przez Banyage [3] i Thurstona [30]
przy uzyciu metody Hermana-Thurstona. Grupy homologii w tych przypad-
kach nie sg trywialne, lecz wyrazaja sie poprzez pewne niezmienniki topologi-
czne.
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W omawianym zagadnieniu bada sie takze grupy dyfeomorfizméw bez za-
tozenia o zwartosci nosnikow. Przypadki te wymagaja uzycia zupeknie innych
metod niz wspomniane powyzej. Istotny wklad wniosta tutaj McDuff, ktora
udowodnita doskonatosé grupy Diff" (M), dyfeomorfizméw C”-dyfeotopijnych
z Id, gdzie r = 0,1,...,00. Podala takze warunki opisujace jak wyglada
pierwsza grupa homologii grupy C'*°-dyfeomorfizméw zachowujacych objetosé.
W szczegolnodci jest ona trywialna dla M = R™ i n > 3. Rezultaty te zostaly
przedstawione w pracach [21], [22], [23] 1 opieraja sie na rozwazaniach za-
prezentowanych przez Segala [28|. Metoda ta zostala réwniez uzyta w [11]
do badania doskonatosci innych grup tego typu oraz zwiazku miedzy nimi
a grupami dyfeomorfizméw o zwartych nosnikach.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie zagadnienia doskonato$ci grup
dyfeomorfizméw o zwartych nosnikach na dwoch waznych typach rozmaitosci,
tzn. rozmaitosci z foliacjg i rozmaitosci z narozami. Wykorzystywane dowody
opieraja sie na metodzie Mathera.

Na rozmaitosci z foliacja rozwazamy grupe Diff] (M, F)y dyfeomorfizmow
dzialajacych wzdtuz lici. Przypadek r = oo zostal udowodniony przez Ry-
bickiego |25] z wykorzystaniem koncepcji Hermana-Thurstona. Ponadto przy-
padek r < k jest prostym wnioskiem z dowodu Mathera [18], gdzie k jest
wymiarem foliacji F. Dla r» > k problem jest trudniejszy, gdyz jego pozyty-
wne rozwiazanie wymaga obnizenia gtadkosci odwzorowan w kierunku trans-
wersalnym do lisci.

Prezentowana praca wprowadza klase C™*-odwzorowan i przedstawia dowod
doskonalosci grupy Diff* (M, F)q dla r — s > k+ 1. Wynik ten, opublikowany
w [12], wymaga zbadania wspomnianego typu odwzorowar oraz opracowa-
nia dowodéw wlasnosci topologicznych grupy Diff*(M, F)o. W przypadku
Lematu 2.16 jest to spowodowane faktem, ze dla rozmaitosci z foliacja nie
istnieje odwzorowanie exp (poréwnaj z [4]). Natomiast dowod Lematu 2.15
mozna przeprowadzi¢ jak w [15] lub [24], jednak wymagaloby to zdefiniowa-
nia pojecia (r,s)-zetow, co dodatkowo komplikowatoby rozumowanie. Stad
zostalta przedstawiona jego inna wersja.

Odwzorowania uzywane w konstrukcji operatora Mathera sg zgodne ze struk-
tura foliacji co pozwala na przeformutowanie metody. Zauwazmy takze, ze
doskonatos¢ grupy na rozmaitosci z foliacja jest zwiazana z doskonaloscia
grupy na zwyklej rozmaitosci. Na koncu rozdziatu trzeciego podane zostaly
wnioski mogace w ten sposob prowadzi¢ do rozwigzania przypadku r = n + 1.

Drugim rozwazanym zagadnieniem jest doskonalto$é grupy dyfeomorfizmow
na rozmaitosci z narozami. Przedstawiony zostal dowdd dla r = co. Analo-
giczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla r > n + 1. Oba przypadki
sa opisane w [13].
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Operator Mathera mozna zastosowaé jedynie wzdtuz krawedzi rozmaitosci.
Stad konieczne byto uzycie dodatkowo innej metody, nazwanej rozktadem re-
gularnym. Dowdd polega na polaczeniu obu rozwigzan i zachodzi dla roz-
maitoéci wymiaru n > 2. Dla n = 1 rozwazana grupa nie jest doskonata,
co wynika z [8].

Nalezy doda¢, ze rodzina rozwazanych probleméw jest o wiele szersza niz
wspomniane powyzej. Przyktadowo znane sg wyniki dotyczace doskonatosci
grup homeomorfizméw Lipschitzowskich [1], [2], dyfeomorfizméw zachowuja-
cych punkt [8], czy tez homeomorfizméw ekwiwariantnych [27]. Wiele z nich
to jedynie czeSciowe rezultaty. W szczegdlnos$ci pozostaje otwarty problem
grup C"-symplektomorfizméw i C"-kontaktomorfizméw w przypadku gdy r
jest skoriczone. Dokladniejsze omdwienie tych kwestii przekracza ramy niniej-
szego opracowania.

Praca sklada sie z czterech rozdziatlow. Pierwszy zawiera podstawowe in-
formacje, wykorzystywane w dalszej czesci. Przedstawione zostaly wlasnosci
moduléw cigglosci, oszacowania seminorm dla przypadku zwyktej rozmaitosci,
a takze wlasnosci topologiczne grup dyfeomorfizméw na R™.

Rozdziaty drugi i trzeci dotycza doskonatosci pewnych grup dyfeomorfizmow
na rozmaitosci z foliacja. Najpierw zdefiniowane zostaly odwzorowania kla-
sy C™*® oraz pokazano ich podstawowe wtlasnosci. Nastepnie udowodniono,
ze grupa Diftf*(M,F) jest grupa topologiczna oraz wlasnosé fragmentacji
dla rozmaitosci z foliacja. Informacje te stanowia przygotowanie do dowodu
Twierdzenia 3.2.

Rozdzial trzeci opisuje dowdéd Twierdzenia 3.2 podzielony na kilka etapow.
Najwazniejszymi sa konstrukcja operatora zwijania oraz operatora Mathera.
Dowd6d Lematu 3.6 w podrozdziale 3.3 nie jest potrzebny do zrozumienia po-
zostatych czesci. Na koncu rozdzialu znajduja sie uwagi dotyczace przypadku
r=n+ 1.

W rozdziale czwartym przedstawiono dowod doskonatosci sktadowej spojne;j
identycznosci grupy C'*°-dyfeomorfizméw o zwartym nosniku na rozmaitosci
z narozami. Przypomniane zostaly podstawowe definicje i opisane potrzebne
wtasnosci. Nastepnie przeprowadzono konstrukcje operatora Mathera [7] 1 za-
prezentowano rozumowanie dotyczace rozktadu regularnego. Podsumowaniem
tej czesci jest dowodd glownego twierdzenia. Uzyskany wniosek zostal przed-
stawiony w Twierdzeniu 4.5. Ostatni podrozdzial opisuje przypadek roz-
maitosci z narozami, ktéra ma wierzchotki.

W pracy uzywane sg standardowe oznaczenia na zbiory liczbowe N, Z, R.
Przez |z| bedziemy rozumie¢ norme elementu x w R™. Symbol n jest zarezer-
wowany na oznaczenie wymiaru rozwazane]j przestrzeni, a k na wymiar foliacji
lub wymiar krawedzi rozmaitosci. Ponadto litery r, s stuza do opisu klasy
odwzorowan.



WSTEP 7

W tekscie pojawia sie wiele roznych przestrzeni odwzorowan i dyfeomor-
fizmoéw. Sa one oznaczane wedlug schematu C7 (M, M), Diff " (M),, gdzie
indeks goérny oznacza klase rozwazanych odwzorowan, symbol 0 - sktadowa
spojna przestrzeni w danej topologii, a ¢ i K - przestrzenie odwzorowan
o no$nikach odpowiednio zwartych i zawartych w K. Konkretne definicje sa
podane w miare pojawiania sie poszczegdlnych przestrzeni.



1. Podstawowe wiadomosci

1.1. Moduly ciagglosci i odwzorowania klasy C"“

Definicja 1.1. Funkcje « : [0,00) — [0, 00) nazywamy modutem ciggtosci
jesli jest ciagla, silnie rosnaca, a(0) = 0 oraz «(st) < sa(t) dla kazdego s > 1
it>0.

Definicja 1.2. Niech X, Y beda przestrzeniami metrycznymi. Moéwimy, ze
odwzorowanie f : X — Y jest a-ciggle jesli istniejg state C' > 01§ > 0 takie,
ze dla x,y € X warunek dy(z,y) < § pociaga za soba nieréwnosé

dy (f(2), f(y)) < Caldx(z,y)).
Ponadto méwimy, ze f jest lokalnie a-ciggle jesli dla kazdego punktu x € X

istnieje otoczenie U tego punktu takie, ze f|y jest a-ciagle.

Zauwazmy, ze jesli moduly ciagltosci o, 3 pokrywaja sie w otoczeniu zera, to
a-cigglodé jest rownowazna (3-ciggtoéci. Ponadto prawdziwa jest nastepujaca
wlasnosé.

Wtasno$é 1.3. Niech X, Y bedqg przestrzeniami metrycznymi i niech o bedzie
modutem ciggtosci. Jesli odwzorowanie f : X — Y jest a-ciggte, to jest
a-ciggte po zamianie metryk na rownowazne.

Dowad. Niech dy, ds oraz g1, g2 beda parami metryk réwnowaznych odpowied-
nio w przestrzeni X i Y, tzn. zachodzg oszacowania

mady (11, 2) < da(x1,m2) < Mady(21,22), 71,72 € X,
mo01(y1,y2) < 02(y1,y2) < Moo1(y1,92), y1.y2 €Y,
dla pewnych statych mg, My, my, M, > 0. Mozemy zalozy¢, ze mgy,m, < 1
1 Md, MQ > 1.
Jesli f jest a-ciagle wzgledem metryk dy, o1 ze stalymi C; > 0, 6; > 0, to
dla z1, 9 € X takich, ze dy(z1,22) < 02 = d1my mamy
02(f (1), f(22)) < Moor(f(21), f(72)) < MoCrov(di(a1, 22))

1 M,
S MQC’loz (Edg((l}l,xg)) S —gCla(dQ(xl,xg)).

d mg
Przyjmujemy Cy = %—C‘;C’l. U

Przedstawimy teraz wtasnosci modutéw ciagtosci, ktore zostana wykorzy-
stane w dalszych rozwazaniach.
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Lemat 1.4. Niech X bedzie zwartym, wypuktym podzbiorem przestrzeni unor-
mowanej, a Y przestrzenig metryczng. Jesli f : X — Y jest odwzorowaniem
ciggtym, to istnieje modul ciggtosci o taki, ze odwzorowanie f jest a-ciggte.

Dowdd. Definiujemy funkcje
a(t) = sup d(f(z1), f(x2)).
|z1—z2|<t
Jest ona dobrze okreslona, bo zbior X jest zwarty. Ponadto jest niemalejaca,
&(0) = 0 oraz
d(f(21), f(22)) < a(|zr — 22f)
dla kazdego =1, 2o € X. Pokazemy, ze funkcja & jest ciagla.
Niech t; > 0ie > 0. Z ciaglosci f i ze zwartosci X istnieje 6 > 0 takie, ze
dla 21,29 € X, |21 — 25| < 6 mamy d(f(z1), f(22)) < 5.
Wybieramy ¢y > 0 takie, ze [t; —ta| < J. Dla z1,29 € X, |11 — 2] < t4
istnieja x), 25 € X takie, ze |x] — )| <ty oraz vy — 2| < 51 |zg — xhy| < 6.
Stad mamy oszacowanie

d(f (1), f(x2)) < d(f(21), (1)) + d(f (1), f(23)) + d(f(23), f(z2))
<e+d(f(xh), f(x3)).

Biorac supremum po obu stronach otrzymujemy |a(t;) — a(tqe)| < e.
Skonstruujemy modut cigglosci o taki, ze

d(f (1), f(x2)) < aller — 22f) < afler — 2),
czyli taki, ze f jest a-ciggle.
Ze zwartosci X istnieje B > 01ty > 0 takie, Ze a(t) = B dlat > tg. Bie-

rzemy ciag {t; };en spelniajacy warunek é(t;) = £, i € N. Definiujemy funkcje

t+B t € [to, 00)
a(t) = qt+g+td 5 tE [tip,t) .
0 t=0

Jest ona ciggta i silnie rosnaca. Pozostalo sprawdzi¢ warunek a(st) < sa(t).
Bierzemy s > 11t > 0. Zakladamy, ze t € [tj1,t;)1st € [tiy1,t;) dla pewnych
1,7 € N, i < 7. Woéwcezas

B ‘B B
§+S;Qltl ot Z +Stz2lt_2ﬂ+t221t

l= H—l
bot; < ... <t <st. Stad

B B .. B
afst) = st + —I—st2—<st+s—j—|—st2—:sa(t).

Analogicznie postepujemy, gdy st € [tg, 00). 0
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Lemat 1.5. Niech X, Y, Z bedq przestrzeniami metrycznymi. Jesli odwzo-
rowanie f : X — Y jest a-cigglte 1 g : Y — Z jest B-ciggle, to ztozenie
go f: X — Z jest B o «a-ciggle.

Dowdd. Niech Cy,Cy > 01 65,0, > 0 beda statymi z definicji a i S-ciagtosci
odpowiednio dla f i g. Zaktadamy, ze C; > 1.

Wybieramy § < §y takie, ze Cra(d) < 6,. Wowczas dla dx(z1,22) < 6
mamy

dy (f(21), f(z2)) < Cra(dx(r1,22)) < Cra(d) <4,

Teraz mozemy zapisac

dz((g 0 [)(@1), (g0 f)(w2)) < Cofldy(f(21), f(22)))
< CyB(Cra(dx(z1,22)))
< CyCr(B o a)(dx(x1, x2)).
]

Uwaga 1.6. Dla dowolnego t < s mamy a(s) = a(3t) < fa(t). Stad funkcja
% jest niemalejaca i odwzorowanie Id jest a-ciggle wzgledem kazdego modutu
cigglosci a. Ponadto dowolne odwzorowanie jest Id-ciagle wtedy i tylko wtedy
gdy spehlia warunek Lipschitza.

Z tych dwoch faktow i z Lematu 1.5 wynika, ze funkcja spetniajaca warunek
Lipschitza jest a-ciagla wzgledem kazdego modutu ciagtosci a. W szczegol-

nosci funkcja klasy C! jest lokalnie a-ciggla dla kazdego .

Lemat 1.7. Niech X,Y7,....Y; bedqg przestrzeniami metrycznymi © niech
fi + X =Y, bedg funkcjami a-ciggtymi, v = 1,...,1. Okreslamy metryke
produktowg dy na'Y =Y x ... XY, wzorem

l
dy(l", ?/) = Z in(ﬂfi, yi)>
i=1

dla x,y € Y. Wowczas zestawienie f = (f1,...,fi)) : X — Y jest a-ciggle.
Z Wtasnosci 1.3 wniosek pozostaje prawdziwy po zamianie metryk na rowno-
wazne.

Dowdd. Przyjmujac 6 < min{dy, : i =1,...,1}, dla dx(x,y) < J mamy

dy (/@) S)) = D dv(fila) fi(w) < (Z cfi) a{dx(r. 1),

gdzie Cy, > 0, 65, > 0 sg stalymi z definicji a-ciaglosci dla odwzorowania f;,
1=1,...,1. O
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Lemat 1.8. Niech X bedzie przestrzeniqg metryczng i niech Vi, ..., V;, W bedqg
skonczenie wymiarowyma przestrzeniami wektorowymsi. Ponadto zaktadamy, ze
odwzorowania g; - X — Vi, 1 =1,...,1, sqg a-ciggle o ograniczonych obrazach
i f:Vix...x V= W odwzorowaniem l-liniowym. Wowczas f o (g1,...,91)
jest a-ciggte.

Dowdd. Odwzorowanie f jest [-liniowe, wiec jest lokalnie Lipschitzowskie. Po-
nadto zbior Im(g;) x ... x Im(g;) jest zwarty. Stad f jest Lipschitzowskie.
Z Uwagi 1.6 wynika, ze f jest Id-ciagle. Korzystajac z Lematéw 1.7 i 1.5
otrzymujemy teze. 0

Lemat 1.9. Niech X bedzie przestrzeniq metryczng, a Y przestrzenig unor-
mowang. Jesli f1, fo : X — Y sq a-ciggle oraz ay,ay € R, to odwzorowanie
f=aifi+asfs: X =Y jest a-ciggte.

Dowdd. Przy oznaczeniach jak wezesniej ustalamy 6 < min{dy,,ds, }. Wowczas

1 (2) = fF@) < laalllf1(z) = AW + lazll fo(z) = f2(m)]
< |aa|Cpaldx(z,y)) + |as|Cryaldx (2, y))
= (laa[Cy, + la2|Cp, )a(dx (z,y))
dla dx(z,y) < 6. O
Niech » > 0, n,m > 1 i niech a bedzie modutem cigglosci. W dalszej czesci
pracy symbol [a] bedzie oznaczal « lub nic. Ponadto przez I w przypadku
dyfeotopii bedziemy rozumieé¢ przedzial [0, 1].
Niech f,g: R* — R" beda odwzorowaniami klasy C”. Woéwczas zachodza
znane wzory na pochodne ztozenia odwzorowan

(1) D(fog) = (Dfog) - Dg
oraz
D'(fog)=(D"fog) - (Dgx...x Dg)+(Dfog)-D'g
+Y Cijigi(Difog) - (Dg x ... x Dlig)
dla r > 2, gdzie suma przebiega po 1 < i <r, j1+...+7 =rij > 1,

l=1,...,i. Stale C;, ., sa liczbami naturalnymi niezaleznymi od f i g.
Jesli f: R™ — R" jest dyfeomorfizmem klasy C", to

(13 DY) = (Df o f~)"
(L4)
D'(F) = —D(f)- (D' f o ) - (D(f) x ... x D(F))

~D(f )Y Cijpgi(Df o f71) (DI (f1) x ..o x DI (f7Y))

(1.2)

dla r > 2.
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Ostatni wzor uzyskujemy z (1.2) przyjmujac g = f~!. Istotnie, wowczas
0=D"(fof™)=(D"fof™)-(D(f")x...x D(f))
+(Dfof™)-D(f)
+ Y Cijrng (D f o f7H) (D (f7) x ox D).

Mnozac to réwnanie lewostronnie przez (D fo f~1)~! i przenoszac drugi sklad-
nik na lewa strone otrzymujemy (1.4).

W dalszej czedci ztozenie odwzorowan bedziemy zazwyczaj zapisywaé w po-
staci fg, a iloczyn jako f - g.

Definicja 1.10. Méwimy, ze odwzorowanie f : R” — R™ jest klasy C™* jesli
jest klasy C” i pochodna D" f jest lokalnie a-ciggla. Jesli dodatkowo f~! jest
klasy C™%, to f nazywamy C"*-dyfeomorfizmem.

Definicja 1.11. Odwzorowanie H : R” x I — R” nazywamy C"®-dyfeotopig
od Id do f jesli H jest klasy C™®l, H, jest dyfeomorfizmem klasy C™ dla
kazdego t € [ oraz Hy=1di H; = f.

Wtasno$é 1.12. Niech r > 1 ¢ niech o bedzie modutem ciggtosci. Zaktadamy,
ze odwzorowania f,g : R — R" sq klasy C™*. Wowczas ztozenie f o g jest
klasy C™*. Ponadto, jesli odwzorowanie f ma odwrotnosé klasy C*, to f jest
C™*-dyfeomorfizmem.

Dowdd. Niech f i g bedg odwzorowaniami klasy C™. Wystarczy pokazaé, ze
pochodna D" (f o g) jest lokalnie a-ciagta.

Dla r = 1 wykorzystamy wzor (1.1). Odwzorowanie g jest klasy C', wiec
z Uwagi 1.6 jest lokalnie Id-ciagle i z Lematu 1.5 odwzorowanie D f o g jest
lokalnie a-ciagle. Mnozenie jest dwuliniowe i rozwazamy a-cigglto$é lokalnie,
wiec mozemy skorzysta¢ z Lematu 1.8. Stad i ze wzoru (1.1) odwzorowanie
D(f o g) jest lokalnie a-ciagte.

Gdy r > 2, rozwazamy wzor (1.2). Uzasadniamy jak wyzej, ze pierwszy
i drugi sktadnik tego wzoru to odwzorowania lokalnie a-ciagle. Trzeci sktadnik
zawiera tylko odwzorowania klasy C*, wiec z Uwagi 1.6 sa one réwniez lokalnie
a-cigglte. Korzystajac z Lematu 1.9 otrzymujemy teze.

Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy w przypadku dyfeomorfizmu,
wykorzystujac wzory (1.3) i (1.4). O

Przez C®(R™ R™) oznaczamy przestrzeri odwzorowan f : R* — R™ kla-
sy C™el. Ponadto przez CL)(R", R™) bedziemy oznaczaé jej podprzestrzen
ztozona z odwzorowan o zwartych nosnikach, a przy pomocy indeksu K,
C’;’[a] (R™,R™), podprzestrzenn odwzorowan o nosnikach w K C R™. Analogi-
cznie okreslamy grupe Diff"l! (R™) dyfeomorfizmoéw klasy C™[ na R™ z dzia-
taniem sktadania odwzorowari oraz jej podgrupy Diff "l (R") i Diff;;[a] (R™).
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1.2. Definicje i oszacowania seminorm

Niech » > 0, n,m > 1 i niech o bedzie modutem ciagtosci.
Dla odwzorowania f : R" — R™ definiujemy seminormy

e (f) = sup |D"(f — 1d) ()],
| D" f(x) — D" f(y)|

pra(f) = sup
e aryerr |z —yl)
oraz
[f[lr = sup [|1D"f ()],
TER™
gdzie || - || oznacza standardowa norme w przestrzeni odwzorowan r-liniowych

L"(R",R™). Ponadto dla r > 1 okreslamy

M, (f) =sup{pi(f) : i=1,...,7},
M, o(f) = sup{pi(f), pia(f) - i=1,...,r}
Niech K C R" bedzie zbiorem domknietym. Definiujemy stata
Ry = sup dist(z,R" \ K).

zeR™
Zauwazmy, ze pi(f) < [[fli + 11 |[flly < pa(f) + 1 oraz pe(f) = || f[|» dla
r > 2. Ponadto zachodzi nastepujacy lemat.
Lemat 1.13. Niech r > 1 i niech o bedzie modutem ciggtosci.

(1) Niech K C R" bedzie zbiorem domknietym takim, ze R < co. Wowczas
istnieje stata C > 0 zalezna od Ri i « taka, ze

Mr(f) < C:uT-i—l(f)a :uv"(f) < Cur,a(f)v Mr,a(f) < CMT+1,Ot(f>
dla dostatecznie reqularnego f : R™ — R"™ takiego, ze D"(f —1d) = 0
na R™\ K.
(2) Niech 1 < i < n. Istnieje stata C' > 1 zalezna od « taka, zZe
e (f) < Ciria )y 1 (f) S CTra(f)y - pra(f) < CTptrs1a(f)

dla dostatecznie regularnego f : R™ — R™ okresowego wzgledem i-tej
wspotrzednej o okresie 1.

Dowdd. Niech x € R". Wybieramy y € R\ K takie, ze |x — y| < Rk.
Wobwezas otrzymujemy

|1D"(f = 1d)(2)|| = | D"(f = Id)(z) — D"(f —1d)(v)||
/0 D (f —1d)(tz + (1 —t)y) - (z — y) dtH

< pr1(f)lz =yl < Rgpiria (f).

(1.5) —
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Ponadto
|1 D"(f —1d)(z) — D"(f —1d)(y)||

O‘(RK)Nr,a(f)'
Aby udowodnié trzecie oszacowanie z (1) pokazemy, ze
(1'7) ,ur‘,a<f) < é,urJrl (f)

dla pewnej stalej C>0 zaleznej od Rk i a.
Niech z,y € R", x # y. Z Uwagi 1.6 funkcja a—) jest niemalejaca, wiec
catkujac jak w (1.5) mamy

ID"f(x) = D" fW)l _ pra(f)]z — 9]
afle —yl) — oz —yl)

1
1. <
( 8) = Oé(l)lur+1<f)
dla |z —y| < 1. Jesdli |z — y| > 1, to wybieramy z¢,yp € R*\ K takie, ze
|z — 20| < R, |y — yo| < Ry 1 szacujemy
|D"f(@) = D )l _ D" f(x) = D" f (o)l + D" f(yo) = D" f(y)]
a(lz —yl) - a(lz —yl)

< f o= aul 1y = o) < 2

(1.9)

Stad prawdziwa jest nieréwnosé (1.7). Stosujac oszacowania (1.6) i (1.7) otrzy-
mujemy (1).

Aby udowodnié (2) przeprowadzamy rozwazania na pochodnych czastkowych.
Dla uproszczenia zapisu przyjmujemy ¢ = 1.

Niech iy,...,4,, 01 € {1,...,n}. Bierzemy x = (z1,29,...,2,) € R". Z okre-
sowosci f istnieje punkt y = (y1,2,...,2,) € R™ taki, ze %(y) =0

i|zy — 1| < 1. Wowezas mamy

Oty (py  O7(JTd) (y)H

Ow;, ...0x;, 0xi, ...0x;,

" (f—1d), (x)H _ ‘

0z, ...0z;,

'r+1
H/ a?claxf Iadx)f (tx + (1 —=1t)y) - (r1 —11,0,...,0) dtH

<t (Plzr =yl < g ().
Sumujac po wszystkich pochodnych czastkowych otrzymujemy

o (1) = sup 17 (f = 1) (@) < 37 sup |7

rER?

SZMTJrl(f):n ,ur+1(f)'

O (f-1d), H

szr
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Podobnie, wykonujac przeksztatcenie jak w (1.6), mozemy zapisac

(1.10) () < 3 sup | 2650 @) | < 37 a(Dpgalf) = 0" oDl

z€R™

Teraz niech x = (x1,29,...,2,) € R" 1y = (y1,92,...,yn) € R", z # y.
Jesli |z — y| < 1, to zachodzi oszacowanie (1.8).

Zalozmy, ze |x—y| > 1. Z okresowosci f dla kazdego iy, ..., i,,l € {1,...,n}
istnieja punkty 2° = (29, 29,...,2,) € R"19° = (49, 40,...,y,) € R" takie, ze
O 0y = DU 00y — () orag |z — 29 < 1 |y — 49 < 1. Wtedy

8:17i1...3$1‘r 81‘118$1r
szacujac jak w (1.9) otrzymujemy

0z ...0Ti, 0z ...0T,.

" (f-1d), () — " (f-1d), (y)”

D7) = D fW)] _ 5~ |

alz —yl) O‘(D
2

= Z #r+1 n’"“murﬂ(f),

gdzie réwniez sumujemy po Wszystkich pochodnych czastkowych. W ten spo-
sob udowodnilismy, ze
2
et <nt! T .
o, (f)— a(l)ﬂ +1(f)

Korzystajac dodatkowo z (1.10) mamy ostatnia nieréwnoscé z (2). O

Definicja 1.14. Wielomianem pierwszego rodzaju nazywamy wielomian jed-
nej zmiennej o nieujemnych wspoétczynnikach i bez wyrazu wolnego. Jesli do-
datkowo nie ma on wyrazu liniowego, to moéowimy ze jest to wielomian drugiego
rodzaju. Bedziemy je oznacza¢ odpowiednio przez G'i F'.

Wzory (1.1)-(1.4) pozwalaja nam udowodni¢ nastepujace lematy.
Lemat 1.15. (1) Niechl > 1. Dia fi,..., f; € C{R" R") mamy

p(fi - fi) < Usup pa(fi))(1+ sup g (f;)

1<i<l 1<i<l

(2) Niech r > 2 il > 1. Istnieje wielomian drugiego rodzaju F zalezny
odr il taki, Ze

Nr(fl---fl) < l( sup Nr(fi))(l_'_ sup ,ul(fz)) rt=1) +F< sup M, 1<fz))

1<i<l 1<i<l 1<i<l
dla dowolnych f1,..., f; € C"(R" R™).

Dowdd. Dowod poprowadzimy przez indukcje. Dla [ = 1 wtasnosci (1) i (2)
sa oczywiscie spelnione. Zatézmy, ze [ > 2 i zachodza onedla j =1,...,1—1.
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Korzystajac ze wzoru (1.1) i z indukeji otrzymujemy

ID(fr-.. fi=1d) ()| = |D(f1... fisr)(filx)) - D fi(z) —1d ||
<|[D(fi... fir1)(fi(z)) = I ||[| D fi(2)[| + [| D fi(x) — 1d ||
< p(fi-- Sl fille+ pa (1)
<=1 sup pa(fi))(L+ sup pa(fi) 721+ p(f) + pa(f)

1<i<I-1 1<i<l—-1

< (I—1)(sup pa(fi)(1 + sup pa(f:))' ™"

1<i<l 1<i<l

()1 + sup u(f)

< U(sup jun(F))(1+ sup pu(£)

Podobnie, dla r > 2 ze wzoru (1.2) mamy
1D (fr--- @I < ID"(fr - fic) (S HID ful) [
HD - S L) D" fil=@)]]
5 Cons D ) (D) T 107 o)

1<m<i

< (oo DAY+ L fioallop (F)
+ > Cijorgittilfr - o)l fillgy - 1Al
<=1 sup w(fi)A+ sup pa(f) A+ m(f)

1<i<l-1 1<i<i—-1
+ P sup Moo (fi) (X + pa(f1)"
1<i<i—1

+ (1 + (1 =1)( sup i (fi)(1+ sup Ml(fi))H) e (f1)

1<i<l-1 1<i<l-1
+ 3 Cigrvegitilfr - i) Mooy ()1 + Moy (£))7

gdzie F} jest pewnym wielomianem drugiego rodzaju. Ostatni sktadnik otrzy-
mujemy korzystajac z faktu, ze co najmniej jeden z indekséw ji,...,7; jest
wiekszy od 1.

Z indukcji wzgledem r wynika, ze

wilfi o fio) A =1)( sup p(f)(A+ sup p(f;)) 2

1<5<i-1 1<y<i-1

+ F( sup M;1(f;))
1<j<-1

<G( sup M;1(f5))

1<j<i-1
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dla pewnego wielomianu pierwszego rodzaju G. W efekcie ostatni sktadnik
powyzszego oszacowania mozemy zapisaé¢ jako wielomian drugiego rodzaju.
Stad i z nieréwnosci Bernoulliego otrzymujemy

1D"(fr- - f) (@) < (1= 1)(183121 pe(fi)) (L4 sup g (f))7Y

1<i<i

+(1+u—mwmunm»)u+suuuﬁwQMUU

1<i<i 1<i<i
+ F2(1S<1?<)z M,—1(fi))
< (= D(sup e (f))(1+ sup ju 1(fi)rtY
(14 lilﬁgl”l(fi))l_l(l + 1S<111<)lﬂl(fi))l_2ﬂr(fl)
- Fz(lsggl M,—1(fi))

< U(sup pe(£i)) (1 + sup g (f:))" D + F(sup M,_1(f;))

1<i<l 1<i<l 1<i<i

dla pewnego wielomianu drugiego rodzaju F5. 0
Lemat 1.16. (1) Niech f € Diff '(R") i pi(f) < 4. Wowezas
m(f71) < 2m(f).

(2) Niech r > 2. Istnieje wielomian drugiego rodzaju F' zalezny od r taki,
ze
e (F7) < () (L4 20 () + F(M-a(f))
dla kazdego f € Diff"(R™) takiego, ze py(f) < %

Dowdd. Jesli f € Diff'(R™) i u,(f) < 1, to zachodzi wzor

[e.e]

(1.11) (D)™ =Y (—(Df(x) =)™

m=0

Stad i ze wzoru (1.3) otrzymujemy
p(f™h) = sup ID(f ) (@) —1d | = sup I(Df(f~ () —1d||

= sup | > (=(Df(f7 (@) ~ 1) ~ 1d
(1.12) o
< 2 sup [IDF(/7! @) — 14" = ZsupHDf —1d ™
- m lh(f)
< m:1(u1(f)) = To i Sl
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Ostatnia nieréwnos¢ zachodzi dla p(f) < 1.
Niech teraz v > 21y (f) < 5. Korzystajac z (1.4) i (1) mamy

ID"(f D @)l < [|1D(f ’1)( )HHDT (f 'z ))|||ID( ’1)(x)Hr
D@D Cien @)l TT 107 (= (@)l

1<i<i
(O 170D o gatta GO g 1L
< fir (f)(1 + 2 (f))
1 + 2M1 Z C’Ul ----- Juuz :Umo (f ) H (1 + sz(f_l))’

1<I<i
I#ly

gdzie [y jest tak wybrane, ze j;,, > 2.
Z indukcji wynika, ze prawdziwe sa nieréwnosci

wi(f7) < GM;(f) < G(M—i(f))

dla kazdego j = 1,...,r—1 1 pewnego wielomianu pierwszego rodzaju G. Stad
istnieje wielomian drugiego rodzaju F' zalezny od r taki, ze

ID"(f (@)l < Mr(f)(l +2pu (f)
(14 2m(f) D Ciorgutta( G My () (1 + G(M, 1 (£))
< Mr(f)(1+2ul(f))T+l+F( ~1(f))
dla f € Diff" (R") speliajacych warunek 4, (f) < 3. O

Lemat 1.17. Niech r > 1 1 niech a bedzie modutem cigglosci.

(1) Istnieje wielomian pierwszego rodzaju G zalezny od r i o taki, ze

pra(f9) < pira(f) + pralg) + Mro(f)G(Ma(g))

dla f,g € C™*(R",R").
(2) Niech K C R™ bedzie zbiorem domknietym takim, ze R < co. Wowczas
istniejg state &1 > 0 i C1; > 0 zalezne od v, Rk i « takie, Ze

Lra(f9) < pra(f) + tra(g) + Crtra(f)ira(9)

dla dowolnych f,g € C"*(R™ R") takich, ze pi.o(f), tralg) < 0
i D(f—1d)=D(g—1d) =0 na R*\ K.

Dowdd. Dowo6d przeprowadzimy jednoczesnie dla obu whasnosci, gdyz (2) wynika
z (1) przy wykorzystaniu Lematu 1.13 (1).
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Niech r = 1. Ze wzoru (1.1) oraz z oszacowania ||g||1 < 1+ p1(g) mamy

IDf(g(x)) - Dg(x) — Df(g(y)) - Dg(y)||

:ul,a(fg) = Sup

S alle =)
< D152 = DI
+§gu0f<<>w“DﬁzL Dol

(1.13) IDf(g(x)) — Df(g(w)]| a(llglli ]z — y])
R (7 o, e (e
1 lpale)
< ol F) (L + (@) + Iflstral9)
< al£) 1+ (@) + (14 1 (F)yira(o)
< tiralf) + H1a(g) + Mia(F)C(Mra(9))

dla pewnego wielomianu pierwszego rodzaju G zaleznego od a.
Jesli sa spelnione zalozenia wlasnosci (2), to korzystajac z Lematu 1.13 (1)
istnieje stata C7 > 0 zalezna od Rk i « taka, ze

f1.a(f9) < pra(f) + p1.a(9) + Crpgna(f)p,a(9)

dla matych i1 (f), p1,a(9)-
Niech r > 2. Wykorzystamy wzor (1.2). Mozemy zapisa¢ nieréwnosci

[((D'fog)-(D"'gx...x Dig))(x) = ((D'fog) - (D'gx...x DVig))(y)|

ol =)
1D o(@) = D' sl allglhle =9
<D = Dl 5 D7 9@ | Do)
a2 L= DI TT pig(a) - gy

2<1<s

+ 27 fllittgn (9 (9) - - 15, (9)-

< pia (S + pa(g)llgls -

W ostatnim oszacowaniu wykorzystaliSmy zalezno$é

(1.14) ||D7g(x) — D7g(y)ll = |1D7(g — 1d)(z) — D' (g — 1d)(y)|| < 2u;,(9)-
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Teraz ze wzoru (1.2) otrzymujemy

tira(f9) < tra(F) (L4 (@)l 4+ 2" fllrpa.a(g) (pa(g)"
+ 1,0 ()X + (@) gl + 1 f 1144, (9)

+ 3 Cugi (130D + (gD gl - gl
27 it al9)ria(9) - 115.(9) )
(1.15) < ira(F) L+ 11 (9) 4+ 27 1 () a(9) (1a(9))

+ pra ()L + (9w (g9) + (1 + pa(f) tira(g)
3 G 10D+ ()i, (9) T O+ 13(9))

27 ()t o952 (9) - 113.(9) )
gdzie [y jest wybrane tak, ze j;, > 2. Stad
(1.16) tra(f9) < pralf) + tralg) + Mro(f)G(M,a(9)),

gdzie G jest wielomianem pierwszego rodzaju zaleznym od r i a.

W sytuacji (2) zbior R” \ K jest otwarty i niepusty, gdyz Rx < oo. Stad
Di(f—Id) =0naR"\ K dlaj=1,...,7 i mozemy zastosowa¢ Lemat 1.13 (1)
do (1.16). Otrzymujemy stata C; > 0 zalezng od r, R i « taka, ze

tr,o(f9) < pira(f) + tralg) + Ciptra(f)pralg)
dla dostatecznie matych i, o(f), tra(9)- O
Lemat 1.18. Niech r > 1 1 niech a bedzie modutem cigglosci.
(1) Istnieje wielomian drugiego rodzaju F zalezny od r i « taki, Ze
Nr,a(fil) < pra(f) + F(Mya(f))

dla f € D™ (R"™) i iy (f) < 3.
(2) Niech K C R™ bedzie zbiorem domknietym takim, ze R < co. Wowczas
istnieje stata do > 0 zalezna od r, Rk i « taka, Ze

pra(f7Y) < 2ptra(f)

dla kazdego f € Diff"*(R™) takiego, Ze pro(f) < 62 i D(f —1d) =0
na R*\ K.

Dowdd. Jak w poprzednim dowodzie wiekszos¢ oszacowan jest identyczna dla

(1)1 (2).
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Niech p1(f) < 1. Ze wzoréw (1.3) oraz (1.11) otrzymujemy

1D () = DU W)

r#yER” (‘:C - y‘)
||(Df( 'z ))) " (Dff )
(f "(z)) —Id)™ — (=(Df(f(y)) —1d))™|]
: ;xii) oz )

o |(PF @) = 1) = (DF(f(y) = 1™

= sup
mzzlr#y a(lz —yl)

Oznaczmy I(x) = Df(f~'(z))—Id. Dla macierzy kwadratowych prawdziwy
jest wzor

m—1
=Y A""YA-B)B
=0

Stad
S @) ) — I I )]
nelfE 2 e — )
== ot @) = 1))
Sn;”:o(m(f)) Sy
IDJ(f (x)) - (f )l allf e = y))

m(p2 (f))™ " sup

WE

= azy  o[f7H @) = U W))) a(lz —yl)
< (Z m(ul(f))m_l> pa(F) L+ m (7).
m=1
Suma ostatniego szeregu wynosi

) m(u(f)" ! = L

= (1= (f)*

Ostatecznie, korzystajac z Lematu 1.16 (1) otrzymujemy oszacowanie
1+ 2p1(f)

pa(f71) < (f) < (1461 (f))pr.a(f) < 2p10(f)

(T — w2

dla 1 (f) < %. Aby uzyska¢ (2) wystarczy przyjac p.(f) < 60, gdzie C' jest
stata z Lematu 1.13 (1).
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Zatozmy teraz, ze r > 2 oraz pi(f) < %. Z indukcji istnieje wielomian

pierwszego rodzaju G taki, ze

(1.17) Hialf7) < GL(M;a(f)) < Gi(Mra(f))

dlaj=1,...,r—1.
Do dowodu wykorzystamy wzor (1.4). W tym celu wprowadzamy oznaczenia

T

H (Df o f ) (DU e x D))
alle =) |

T

(D) S o aDF 0 1) (DA o D)
ol =1 /

gdzie h‘:; = h(x) — h(y). Teraz mozemy zapisa¢

[2:

1, < PU@ = DU pr (=10 1D @)

a(lz —yl)
L e L
DU WIID" £ ) P ><(|>x—z;|<;f—1><y>u

DO @) = DUFHI
< o (F D) (DI

DTG @) - DTG )] allf ke
S By (v o v on Ty (EE")
e (Dl @ (),

oy

gdzie wykorzystalismy (1.14). Korzystajac z (1.17) i z Lematu 1.16 (1) mamy

(L +2m ()

Iy < Gi(Mra(f) e (F) (X4 2p2.(F)" + pira(f)
+ (14 2 () (PG (Mo () (A ()"
< piralf) + Fr(Mra(f)),

gdzie F) jest wielomianem drugiego rodzaju zaleznym od r i «.
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Podobnie szacujemy wyrazenie Iy, otrzymujac

L<Y Co ](HD(f D) = Dy >H||Df( )|

olle — y)
DY@ D (@)

o IDFU @) — DG ) ol e — )
ML Al (T py o olle — )

AP @)D () (@)

+ 1Dl A = D]

T 1D (@) — D ><y>||),

2<i<s

a nastepnie

1 < 3 Cogroea (o GF DO 17
S T Ep C A ] Pt PR
+21 1“f ||1,uz :ujla f 1 H :u]l >

2<I<q

<Y i (110l TT A+ ()

1<1<4
i (F) L+ (F)) 0 £ TT 4 i, (F7)
15!%1’
+ 27 (U m (N DpgalF T wa(f )
2<I<q

gdzie [y jest takie, ze j;, > 2.
Z Lematu 1.16 istnieje wielomian pierwszego rodzaju G, taki, ze

() < 20 (f) < Go(Mea(f))

oraz
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Wykorzystujac powyzsze oszacowania oraz (1.17) mamy

1 <Y i (Gr O D) (1 + Go(Ma(£)))'
+ ia( DL+ 2 () Go(Ma(£) (1 + Go(Mya(f))
+ 27N (U 2 ()G (Mra ()G (M) )
< Fy(Mya(f))

dla i (f) < %, gdzie Fy jest wielomianem drugiego rodzaju zaleznym od r i a.
Podsumowujac obie czedci powyzszych rozwazan otrzymujemy

,ur,a(fil) g ﬂr,a(f) + F1<Mr,a(f)) + FQ(Mr,a<f))

dla kazdego f € Diff"*(R™) takiego, ze ui(f) < %, co koriczy dowod (1).
Przy spetnieniu zalozen wtasnosci (2), z Lematu 1.13 (1) istnieje wielomian
pierwszego rodzaju G zalezny od r, Ry i « taki, ze

pralF ) < (14 Ginal 1)) ral f) < 21tral )
dla dostatecznie matego p, o (f). O

1.3.  Wlasnosci topologiczne grup dyfeomorfizméw na R”

Teraz przedstawimy wlasnosci C"-topologii (Whitney’a) potrzebne w naszych
rozwazaniach. Informacje na ten temat mozna znalez¢ w [10] 1 [24].
Zaktadamy, ze r > 0in > 1.

Definicja 1.19. Niech 0 < p < r. W przestrzeni C"(R",R") wprowadzamy
CP-topologie przy pomocy pelnego uktadu otoczen

BH(K, ) = {h € C"(R",R") : | D’h(x) — D’ f(z)| <&,

gdzie f € C"(R",R"), K = {K;}ics jest lokalnie skoriczonym pokryciem R"
ztozonym ze zbioréw zwartych oraz € = {e;};c; rodzing statych dodatnich.

Wprowadzone wczesniej przestrzenie wyposazamy w C"-topologie induko-
wang z przestrzeni C"(R" R™). Sktadowa spojna przestrzeni X oznaczamy
przez Xj.

Wilasnosé 1.20. Niech U C R"™ bedzie zbiorem otwartym, K C U zbiorem
zwartym i niech f: U — R™ bedzie zanurzeniem klasy Ct. Woéwczas istnieje
e > 0 takie, ze jesli g : U — R" jest immersjq klasy C*, ||Dg(z) — Df(z)| < e
ilg(z) — f(z)| <e dlax € K, to g|k jest injekcja.
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Dowdd. Zatozmy, ze istnieje {g;}ien, ¢i : U — R™, ciag immersji klasy C?,
ktore nie sa injekcjami taki, ze ||Dg;(z) — Df(x)|| — 01 |gi(x) — f(x)] — 0
jednostajnie na K. Wowczas istnieja ciagi {x;}ien, {¥i}ien € K takie, ze
gi(z;) = gi(yi), i € N. Mozemy przyja¢, ze x; — v € K iy; — y € K. Stad

|f(xi) = fly)l < |f (i) — gi(@a)| + |gi(vi) — f(yi)| — 0O,

wiec f(x) = f(y). Z injektywnosci f mamy = = y.

Okreslamy v; = ‘iz:zz‘, i € N. Wybierajac podciag mozemy przyjac, ze
ciag {v;}ien jest zbiezny do pewnego elementu v € S"!, gdzie S"! oznacza
(n — 1)-wymiarowa sfere jednostkowa w R™. Ze wzoru Taylora otrzymujemy

1D f(ys)-vil <D f(yi).vi — Dgi(ys)-vil + [Dgi(yi)-vi|
gi(xi) — gi(yi) — Dgi(yi) - (xi — i
D F () s — Dailys)vi] + |9i(2i) — 9i(ys) (i) -( )|
|z — il
gdzie prawa strona dazy do zera. Z drugiej strony D f(y;).v; — D f(y).v. Stad
Df(y).v =0, co jest sprzeczne z immersyjnoscia f. O

I

Lemat 1.21. Niechr > 1. Wéwczas zbior Diff(R™) jest otwarty w C(R"™, R"™)
w C-topologii.

Dowaod. Dowod wystarczy przeprowadzi¢ dla r = 1, gdyz
Diff’(R™) = Diff}(R™) N C7(R™, R™).

Najpierw pokazemy, ze zbioér zanurzen klasy C!, Embi (R™,R™), jest otwarty
w CH(R", R").

Niech f € Emb}(R"”,R"). Bierzemy K = {Kj}ic; lokalnie skoriczone pokry-
cie R™ ztozone ze zbioréow zwartych i takie, ze {Int K;};c; tez jest pokryciem.

Niech ¢ € I. Zbior {Df(z) : = € K;} jest zwarty i sktada si¢ z izomor-
fizmow. Zbior izomorfizmow w L(R™ R™) jest otwarty, wiec istnieje g; > 0
takie, ze Dh(z), z € K;, jest izomorfizmem dla kazdego h € C}(R",R") spel-
niajacego warunek ||Dh(z) — Df(x)| < &, € K;. Biorac rodzine statych
e = {&; }ies otrzymujemy otoczenie 5}([( ,€) odwzorowania f zltozone z immer-
sji.

Nastepnie bierzemy {L; };cr lokalnie skoniczone pokrycie R" ztozone ze zbio-
row zwartych takie, ze L; C Int K;, ¢ € I. Odwzorowanie f jest zanurzeniem,
wiec dla kazdego ¢ € I istnieje zbior otwarty V; C R™ taki, ze f(L;) C V;
i f(R"\ K;) C R"\ V;. Mozemy zmniejszy¢ &; > 0 tak, by

(1.18) h(L;)CV; i hR"\K;) CR"\V,,

dla kazdego h € 3;(K, ¢). Ponadto z Whasnosci 1.20 mozemy zatozy¢, ze hl,
jest injekcja, ¢ € I, gdzie przyjmujemy U = R" i K = K,;. Pokazemy, ze
wowczas zbior 3;(K, ¢) sktada si¢ z zanurzen.
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Niech h € Bj(K,e). Bierzemy z,y € R", x # y takie, ze x € L; dla
pewnego i € I. Mamy h(z) # h(y). Dla y ¢ K; wynika to z (1.18), a dla
y € K; korzystamy z faktu, ze h|g, jest injekcja. Stad h jest injekcja. Ponadto
ma ono zwarty nosnik, wiec jest domkniete i h : R" — A(R™) jest homeomor-
fizmem. To oznacza, ze h jest zanurzeniem i zbiér Emb! (R”, R™) jest otwarty
w CH(R", R") w C''-topologii.

Analogicznie jak w przypadku immersyjnosci pokazujemy, ze zbior submer-
sji, Subl(R™ R™), jest otwarty w C(R”, R").

Oczywiscie kazdy dyfeomorfizm jest zanurzeniem i submersja. Odwrot-
nie, niech g € Emb!(R",R") N Sub!(R",R"). Odwzorowanie g ma zwarty
no$nik, wiec jego obraz jest domkniety. Ponadto obraz submers;ji jest otwarty.
Ze spOjnosci przestrzeni R” odwzorowanie g jest surjekcja i jako surjektywne
zanurzenie jest dyfeomorfizmem. W ten sposéb pokazalismy, ze

Diff}(R") = Emb(R™, R™) N Sub}(R", R™)
co oznacza, ze zbior Diff}(R™) jest otwarty w C!(R™ R") w C'-topologii. [

Lemat 1.22. Niech 0 < p < r < 0o. Wéwczas zbior C"(R™, R™) jest gesty
w CP(R™,R™). Ponadto jesli f € CP(R",R") jest odwzorowaniem klasy C”
w otoczeniu zbioru domknietego L C R", to w dowolnym CP-otoczeniu odwzo-
rowania f w CP(R™ R") istnieje g € C"(R™,R"™) takie, ze g = f na L.

Dowdd. Dla kazdego § > 0 istnieje funkcja v5 : R — [0, 1] klasy C*° taka, ze
supp(7s) = [0, d]. Okreslamy funkcje 5 € C*(R™, [0, 00)) wzorem

o ulle)
Sy e (= P

gdzie B(0,0) jest kula w R™ o srodku w 0 i promieniu 0. Z definicji mamy

supp(Us) = B(0,6) i [, Vs(x) dz = 1.
Dla h : R® — R" okreslamy odwzorowanie ¥s * h : R — R" wzorem

(05 % h)(z) = / o Pohz ) dy

Niech f € CP(R™,R"™) i niech K = {K;};c; bedzie lokalnie skoriczonym
pokryciem R" zlozonym ze zbioroéw zwartych oraz e = {¢;};c; rodzing stalych
dodatnich. Pokazemy, ze

(K, e) N C"(R™,R") # 0.

Niech i € I. Odwzorowanie f jest ciagle wraz ze swymi pochodnymi, wiec
dla kazdego &; > 0 istnieje §; > 0 takie, ze dla x € K;, y € R", |z — y| < §;
mamy || D? f(z) — D7 f(y)| < &, 0 < j < p. Bierzemy ¢; = 05, 1 g; = 0; x f.
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Dla kazdego 1 < j <r iz € R” mamy

Dig(a) =0 ( [ L =) w)-o'([ PRSI i)
_p ( [ - 2f() dz) — [ Do —)f(2) dz

Rn
[ D dy = (D 1))
B(0,5;)
czyli g; € C"(R™,R™). Niech z € K; 10 < j < p. Zauwazmy, ze
Do) =0 ([ ose-na) = [ o@D
B(0,6;) B(0,5;)
Stad otrzymujemy

1D gy(x) — DI f(x)]| = ]

<[ wwID -y - D@ dy <&
B(0,9;)

[ awpise-pa- [ a@pise >dyH
B(0,5;) B(0,6;)

/ L0 (DS =) - D) dyH

Bierzemy A = {\;};cs lokalnie skoriczony rozktad jedynki klasy C*° na R™
skojarzony z K i okre§lamy odwzorowanie g : R — R" klasy C" wzorem

= > Ni(@)gi(x)
iel
Z lokalnej skoriczonosci pokrycia K mozemy przyjac, ze dla x € K; powyzsza
suma przebiega po zbiorze skoriczonym I; = {l € I : KN K; # 0}, i € 1.

Ponadto istnieje rodzina C' = {C;};es stalych dodatnich zaleznych od A, p
i {1; }ies takich, ze dla kazdego z € K; 10 < j < p mamy

1D7g(a) = D7 f(2)]l < ) 1D (hgi = Muf) ()]

lel;

<ZZ()HD% WD rgi@) = DI f ()]

lel; ¢=0

< ZC[E[ < &;

lel;

dla dostatecznie matych & > 0, ¢ € I. Stad g € ﬁ/’f’(K, g) N C"(R", R"),
co konczy dowdd pierwszej czedci lematu.
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Teraz zalozmy, ze f € CP(R™,R"™) jest klasy C" w otoczeniu W zbioru
domknigtego L C R™ i niech 8%(K, ¢) bedzie otoczeniem f z bazy.

Bierzemy rozklad jedynki {1, 9} klasy C* na R™ taki, ze supp(¢;) C W
i supp(we) C R™\ L. Z pierwszej czesci dowodu dla kazdej rodziny € = {&; }icr
stalych dodatnich istnieje h € C"(R™, R") takie, ze h € ﬂ?(K, £). Okreslamy
odwzorowanie g = Y1 f + Yoh € C"(R",R™). Wowczas g = f na L oraz
dla kazdego ¢ € I istnieje stata 51 > (0 zalezna od 1), i p taka, ze

1D7g(x) — D’ f()|| = [[D? (¢2(h = f))(@)]
j

<3 (1) 1P lID ) ~ 0 o)
1=0
< Cic‘fi < &;
dla kazdego = € K; i 0 < 5 < p oraz dostatecznie malego &;>0. W szczegol-
nosci g € B5(K ¢). O

Whniosek 1.23. Niech v > 1 i niech K bedzie zbiorem zwartym, wypuktym
w R, Wowczas zbior Diffid (R™) jest gesty w Diff}, (R™).

Dowdd. Mozemy przyjaé¢, ze 0 € Int K, bo sytuacja nie zalezy od wyboru
uktadu wspolrzednych. Niech f € Diff,(R"). Z Lematu 1.21 istnieje U
otoczenie f w C"(R™ R™) w C'-topologii ztozone z dyfeomorfizméw. Niech
B3(K',e) C U bedzie zbiorem z bazy. Dla 0 <t < 1 okreslamy odwzorowanie

fi:R" 32— tf(jz) € R
Jest to dyfeomorfizm klasy C" i supp(f;) C Int K. Ze zwartosci K istnieje

6 > 0 takie, ze dlaz € K,y € R", |z —y| < d mamy || D’ f(x) — D f(y)|| < &
0 <j <r. Stad dla t = t5 dostatecznie bliskiego 1 otrzymujemy
ID? fu(w) = D’ f(a)|| < |7 D7 f(2) = D' f || +|| D7 f(32) = D f(2)||
< f 2 < S
0 =1+ 5 < 2

dlaz € Kji0<j < czyli fy € 85(K',5). Z Lematu 1.22 w otoczeniu
85, (K', ) odwzorowania f; istnieje g € C"*'(R", R") takie, ze supp(g) C K.
Z powyzszych uwag mamy g € §(K’, ) N Diff i (R™). O
Wtlasno$é 1.24. Niech r > 1. Grupa Diff_(R")y sktada sie z dyfeomorfizmow
dyfeotopijnych z 1d przez C"-dyfeotopie o zwartych nosnikach.

Dowdd. 7 Lematu 1.21 istnieje otoczenie G4(K, €) identycznosci w C7(R™, R™)
takie, ze 04(K, ) C Diff,(R"),.
Niech f € 3i4(K,¢€). Okreslamy odwzorowanie

H:R"x I3 (z,t) —tf(z)+ (1 —t)zr e R™
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Wowczas H; € BL(K,e) C DiffL(R")y, t € I. Stad H jest C"-dyfeotopia
od Id do f o zwartym nosniku. Grupa Diff](R™) jest grupa topologiczna, wiec
teraz wystarczy pokazaé, ze C"-dyfeotopijnosé z Id jest zgodna ze sktadaniem
odwzorowan.

Niech f,g € Diff(R") beda dyfeotopijne z Id przez C"-dyfeotopie F' i G
o zwartych nosnikach. Woéwczas odwzorowanie

Hy(x) = F,(Gy ' (Gi4(2)))

jest C"-dyfeotopig od Id do fg~!.
Odwrotnie, niech f bedzie dyfeomorfizmem dyfeotopijnym z Id przez
C"-dyfeotopie H o zwartym no$niku. Z definicji dyfeotopii odwzorowanie

>t H, € Diff’ (R")
jest ciagte w C"-topologii, wiec f = H; € Diff’(R"),. O

Wtasno$é 1.25. Niech r > 1. Wowczas Diff(R™) = Diff,(R"™)o. W szczegdl-
nosci dla zbioru zwartego, wypuktego K C R™ mamy Diff’, (R"™) = Diff’ (R™),.

Dowdd. Bierzemy f € Diff (R"). Zakladamy, ze supp(f) C Int K’, gdzie
K’ C R™ jest zbiorem zwartym. Okreslamy odwzorowanie H : R" x I — R"

wzorem
Ho.t) = {tf (fr) t#0
T t=20

Jest to C%-dyfeotopia od Id do f o nosniku w Int K’. Mozemy przeskalowaé t
tak, by H, = Id dla t € [0, %], gdzie 0 < € < 3. Przyjmujemy H, = Id dla
t<0iH;= fdlat>11idefiniujemy odwzorowanie

H:R"xR > (z,t) — (Hy(z),t) € R" x R.

Jest ono klasy C" poza (Int K') x (5,¢). Z Lematu 1.22 w kazdym C°-otocze-
niu H w CO(R™™, R™1) istnieje H' € C"(R™!, R"™) takie, ze H' = H poza
K' x (5,2¢).

7 konstrukeji w Lemacie 1.22 wynika, ze H’ jest postaci H'(z,t) = (H!(z), 1),
gdyz funkcja ¥;, i € I, jest stala na sferach o srodku w 0. W szczegolnosci
odwzorowanie H' : R" x R — R™ jest klasy C" i H' = H poza K' x (5, 2¢).
Dla dostatecznie matego otoczenia H mamy H, € Diff (R"), ¢t € I. Stad
H'|gnxs jest C"-dyfeotopia od Id do f o nosniku w K’ i z Wlasnosci 1.24
mamy f € Diff] (R")o.

Zalozmy teraz, ze f € Diff . (R™). Przyjmujemy, ze 0 € Int K. Z wypuklosci
zbioru K istnieje a > 0 takie, ze [—a,a]” C K.

Z pierwszej czesci dowodu wynika, ze istnieje C"-dyfeotopia H' od Id do f
o no$niku w pewnym zbiorze [—b, b]", gdzie b > a. Zakladamy, ze H, = f
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dla ¢ € [§,1]. Bierzemy funkcje A € C>([0,1],[1,2]) taka, ze A(t) = 2 dla
t€[0,4]1 A(1) = 1. Wowczas odwzorowanie

H(z 1) = %H’(A( o, 1)

jest C"-dyfeotopia od Id do f o nosniku w K. 0

Wtiasnos$é 1.26. Niech r > 1 @ niech a bedzie modutem ciggtosci. Ponadto
zaktadamy, ze K C R™ jest zbiorem zwartym, wypuktym. Wowczas funkcja

d(f,9) = wra(f — g) jest metrykq na Diffm(]R"). Topologie przez nig indu-
kowang nazywamy C™*-topologia. Grupa Diff 7 (R™) wyposa,éona w te topo-
logie jest spojng grupg topologiczng. Wszczegolnoscz Diff 2 (R™) = Diff 2™ (R™),.
Dowaod. Najpierw pokazemy, ze d jest metryka.

Niech f,¢g € Diff ;*(R™). Odwzorowanie D"(f — g) jest lokalnie a-ciagte
i f—g=0naR"\ K, wiec ze zwartosci zbioru K supremum jest osiagniete

oraz /vbr,a(f - g) < 0.

Dla f = g mamy p,o(f —g) = 0. Odwrotnie, niech p,o(f —g) = 0. Stad
D™(f —g) =0, czyli f— g jest wielomianem. Ale f — g = 0 na R" \ K, wiec
f =g na R". Prawdziwos$¢ pozostalych warunkéow wynika z wlasnosci norm.

Udowodnimy teraz ciagtosé¢ sktadania odwzorowan w Diff . (R™) wzgledem
pierwszej wspolrzednej.

Niech fi, fa, g € Diff2*(R™). Mamy D'(f; — fo) =0naR*\ K, 1 <i <r
i R < oco. Postepujac jak w przypadku drugiej i trzeciej nieréwnosci w do-
wodzie Lematu 1.13 (1) otrzymujemy oszacowania

(1.19)  |Ifi — falli £ Cpialfi — f2)y  picra(fi — f2) < Cuia(fi — f2),

1 <i<r, gdzie C jest stala z Lematu 1.13 (1).

Aby uzyska¢ (1.13) i (1.15) nie korzystamy z zalozern Lematu 1.13, wiec
prawdziwe jest ponizsze rozumowanie.

Z (1.13) i (1.19) oraz stosujac Lemat 1.13 (1) dla ¢ mozemy zapisac¢

talfig = f20) < palfi = f2) 1+ 1(9)* + 1 = fallimnalg)
< (14 Cina(@)? + Crial9) ) nalfi = fo)
Dla r > 2, z pierwszego oszacowania w (1.15) mamy

Nr,a(flg — fag) < :ur,a<f1 — f2)(1 + 1 (9)) llglly
+ 27 = fallrina(9) (1 (9))
+ a(fi = f2) (1 + (9l + L2 = folliptra(g)

+ 3 i (il = )0+ ()l -

+ 271 = Follittina(9)isa(9) - (9))'
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Korzystajac z (1.19) i z Lematu 1.13 (1) otrzymujemy

,Ur,a(flg — fag) < :“r,a(fl — f2)(1+ ,Ul(g))r—H
+ 2" Cpna(f1 — f2)p1.a(9) (1(9))
+ pi1a(fr = f2) (1 + p1(9) e (9) + Crna(fi = f2)tira(9)
+ 3 Cugpi (130l = 220+ p(9)) TT (14 1a(9))

1<1<i

+ 27 Cpia(fr = ) ira(9)Hsa(9) - - - 1 (9)>
< 5u7«,a(f1 — f2),

gdzie C>0 jest pewna stalg zalezng od g, r, Rk i a.
Analogicznie pokazujemy ciaglosé sktadania wzgledem drugiej wspotrzed-
nej. Stad odwzorowania

Ry : Diff?*(R") 3 h — hf € Diff7*(R"),
Ly : Dift ;*(R™) 5 h — fh € Dift*(R"),

sa ciagle wzgledem C™“-topologii.

Nastepnie oznaczamy przez comp i inv sktadanie i odwracanie odwzorowan
w Dift”*(R"). Z Lematow 1.17 i 1.18 wynika, ze odwzorowania te sa ciagle
odpowiednio w (Id, Id) i Id.

Niech teraz (fo, go) € Diff 2" (R™) x Diff*(R™). Dla (f,g) z dostatecznie
malego C™*-otoczenia (fy, go) mamy

fg= Lfo © Rgo © Compo(LfalaRggl)(ﬁ 9)7

wiec skladanie jest ciagte wzgledem C™*-topologii w punkcie ( fo, go). Podob-
nie

= LyvoinvoR 1(f)

dla f z pewnego C"*-otoczenia fo w Diff 2 (R"). Stad odwracanie odwzorowarn
jest ciagte w C™*-topologii i Diff 7 (R™) jest grupa topologiczna.

Pozostalo wykazac, ze grupa Dift 7** (R™) jest spojna. W tym celu zaktadamy,
ze f nalezy do otoczenia (K, e) C Diff 7 (R")q w C'-topologii w C2* (R, R"™)
i okreslamy C"“-dyfeotopie od Id do f o no$niku w K wzorem

H:R"x I3 (z,t) —tf(z)+ (1 —t)zr € R™
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Dla tq,t5 € I mamy oszacowanie
“DT(HH Ht2>(x) DT<Ht1 Ht2)(y)||

MT,O&(HI‘J - th) = Ssup

sAyERP aflr —y|)

B [[(t1 — t2) D" f(x) — (tr — t2) D" f ()|
sup
oty aflz —yl)

S ,ur,oz(f)|t1 - t2|7

czyli odwzorowanie I > ¢t +— H; € Diff*(R") jest ciagte w C"*-topologii
i grupa Diff . (R™) jest lokalnie spdjna.

Niech f € lefm(]R”) C Diff}, (R"). Z Wniosku 1.23 zbior Diff}" (R™) jest
gesty w Diff . (R™). Stad w dowolnym C"-otoczeniu f w Diff72*(R") istnieje
g € Diffif ' (R™) C Diff*(R"). Dla dostatecznie matego otoczenia z lokalnej
spojnosci Diff * (R™) istnieje C™*-dyfeotopia od g do f o noéniku w K. Po-
nadto z Wtasnosci 1.24 1 1.25 wynika, ze grupa Diff}?l(R”) jest spojnaiistnieje
Cr+l.dyfeotopia od Id do g o nosniku w K. Stad otrzymujemy C"“-dyfeotopie
od Id do f o nosniku w K, co koriczy dowdd. O



2. Grupa C"*-dyfeomorfizméw na rozmaitosci
z foliacja

2.1. Odwzorowania klasy C"*

Zaktadamy, ze r > 1, s > 0,1 <k <nil <l <m sa ustalonymi liczhami
naturalnymi. Niech f : U — V bedzie dowolnym odwzorowaniem miedzy
zbiorami otwartymi U C R" i V C R™.

Definicja 2.1. Moéwimy, ze pochodna czastkowa rzedu r» odwzorowania f jest
typu (7, s) jesli istnieje p = 0,. .., s takie, ze rézniczkowanie odbywa sie r — p
razy wzgledem pierwszych k wspotrzednych i p razy wzgledem ostatnich n —k
wspotrzednych, przy czym kolejnosé rézniczkowania jest dowolna.

Niech # € U. Przez D"*f(x) oznaczamy odwzorowanie r-liniowe, ktore
1 ]l:l,..l,m

i1t dit, i =1,..

l :{aszféxw(x) #{j:ij>k,j:17...,7"}§3.

w interpretacji macierzowej ma posta¢ D™* f(x) = [a . gdzie

ety 0 poza tym
Operator
D™ f .U — L"(R",R™)
nazywamy (r,s)-tq pochodng odwzorowania f. Dodatkowo wprowadzamy
oznaczenie D% f = f dla s > 0.
Zauwazmy, ze dla r < s mamy D™ f = D"f. W szczeg6lnosci bedziemy
pisa¢ Df zamiast DS f.

Definicja 2.2. Niech f : U — V bedzie postaci f(z,y) = (fi(z,y), f2(y)),
gdzie x € R¥, y € R""* oraz fi(z,y) € R, fo(y) € R™~L Mowimy, ze f jest
klasy C™* jesli istnieje i jest ciaglte odwzorowanie D™ f. Jesli dodatkowo D™* f
jest lokalnie a-ciagle, to f nazywamy odwzorowaniem klasy C™*®.

Dla s > 1, m =n il =k méwimy, ze odwzorowanie f jest dyfeomorfizmem
klasy C™* (C™*%) jesli jest klasy C™* (C™*%) i ma odwrotnosé¢ klasy C'.

Przez (R", Fy) oznaczamy rozmaitos¢ z foliacja wymiaru k, ktorej liscie
maja posta¢ L = R¥ x {pt}. Dla odwzorowania klasy C™* przez parametry k
i [ bedziemy zawsze rozumie¢ wymiary foliacji odpowiednich rozmaitosci.

Podamy teraz podstawowe wtasnosci wprowadzonych odwzorowan.

Lemat 2.3. Niechr > 1, s > 0 ¢ niech U, V, W bedqg podzbiorami otwartyms

odpowiednio w (R™, F,), (R™, F;) i (R, F,). Jesli odwzorowania f:V — W
1g:U—V sq klasy C™*, to ztozenie fog: U — W jest klasy C™°.
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Dowdd. Dowod przeprowadzimy indukcyjnie ze wzgledu na r 1 s.

Niech » =11 s = 0. Z definicji pochodnej, podobnie jak w podstawowym
dowodzie dla odwzorowan rézniczkowalnych pokazujemy, ze istnieja pochodne
czastkowe (f g)

aft agj
(2.1) 0@ (Z oz > Oy’

=1

oraz zachodzi wzoér

dlat=1,....kit=1,. ..,q Odwzorowania po prawej stronie wzoru (2.1)

f OJealt o ciggle i f o g jest klasy C10.

Gdy r > 2, to pochodne czadstkowe po prawej stronie wzoru (2.1) sa typu
(r —1,0). Z zalozenia indukcyjnego i z dwuliniowosci mnozenia pochodna
po prawej stronie tez jest typu (r — 1,0). Stad f o g jest klasy C™°.

Niech s > 1. Macierz pochodnych odwzorowania h = (hy, ho) klasy C™*
mozna zapisa¢ w postaci

s ciagle, wiec pochodne

Dh — {thl Dyhl] ‘

0  Dyhy
Dla r = 1 teza wynika ze standardowego dowodu. W szczegoélnosci otrzy-
mujemy wzor (1.1), czyli

D.(fogh Dy(fog)l] _ {D:cfl og Dyfr Og} ) {Dacgl Dygl}
0 Dy(f09)2 0 Dy,faog 0 Dyga|”

Stad mamy

(22> Dm( Og)l — (Dxfl Og) ' Dmgla
(2.3) Dy(fog) = (Dzfiog): Dygi+ (Dyfiog): Dyga,
(2.4) Dy(fog)= ( Dy fz0 9)- Dygs.

Rozwazamy wzor (2.2). Wszystkie pochodne czastkowe w macierzach D, f;
i D,g1 sa typu (r — 1,s). Z indukcji i z dwuliniowosci mnozenia pochodne
czastkowe w macierzy D, (fog); tez sa typu (r—1,s). Analogicznie wszystkie
pochodne czastkowe w macierzach ze wzoréow (2.3) i (2.4) sa typu (r—1,s—1).
To oznacza, ze istnieja i sa ciagle wszystkie pochodne czastkowe typu (r,s)
odwzorowania f o g. Stad otrzymujemy teze. U

Lemat 2.4. Niechr,s > 1 i niech U, V bedq zbiorami otwartymi w (R" Fi)-
Jesli f : U — V jest klasy C™* i jego odwrotnosé jest klasy C', to f=' jes
klasy C™*.

t

Dowdd. Niechr > 2. Zakladamy indukcyjnie, ze f~! jest klasy C"~ %%, Ze wzo-
u (1.3) mamy

D= |y TP
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gdzie I} =invoD,fio f~1i I, =invoD,fy o f~!. Odwzorowanie inv oznacza
operator odwracania macierzy i jest klasy C*°. Korzystajac z indukcji, pokazu-
jemy jak w poprzednim dowodzie, ze istnieja wszystkie pochodne czastkowe
typu (r, s) odwzorowania f~1. Stad f~! jest klasy C™*. O

Dla r < s prawdziwe sa wzory (1.1)-(1.4). Dla r > s wzory (1.2) i (1.4)
nie zachodza, mamy jednak nastepujacy lemat.

Lemat 2.5. Niechr,s > 1iniechU,V, W bedg zbiorami otwartymi w (R™, Fy).
Zaktadamy, ze odwzorowania f:V — W 1g:U — V sq klasy C". Wowczas
pochodnej czastkowej typu (r,s) po lewej stronie wzoru (1.2) (lub (1.4)) odpo-
wiada wyrazenie sktadajgce sie tylko z pochodnych czastkowych typu (i,s),
1 <@ < r, po prawej stronie tego wzoru. W szczegdlnosci dla odwzorowan
klasy C™* prawdziwe sq nierdwnosci
(2.5)

1D (f o g)(@)|| < (D" f o g)(@) [ Dg(x) I + [[(Df o g)(@) [ D™*g(x)]]

+ Y Ciji g (D7 f o g) (@)D g(@)]| .. | D7 g )],
(2.6)

D™ (f (@)l < IID( D@D fo fH@IINID ) @)
DU N@ND - Cogugi D™ fo @) T 1D (7 (@),

1<i<i
dla x € R", gdzie || - || oznacza standardowg norme w przestrzeni odwzorowan
r-liniowych L™(R™ R™).

Dowdd. Niech f i g beda odwzorowaniami klasy C”. Korzystajac ze wzoru (1.2)
pochodng czastkowa rzedu r odwzorowania f o g mozemy zapisa¢ w postaci

(2.7)
O(fogh _ Y 0" fi Oy O,
Orq, ...0x, Z 0Ty« Oy, °9 0z, K 0z,

mi,...,mp=1
i ) O Gon,
S () e
T;l a.l'ql S 833%
Y 9,
+ Ci’. 7777 1 (— ) g)
Z J1seenrd lemL1 0%y - .. 0Ty,
ohg, B,
| Im X 9m; ’
8:&11 e a.’]ﬂbl 8x‘1r7ji+1 .. axqr

gdziel=1,... koraz q1,...,q- € {1,...,n}.
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Jesli pochodna po lewej stronie powyzszego wyrazenia jest typu (r,s), to
po prawej stronie wystepuja tylko pochodne typu (i, s), 1 <1 < r, odwzorowa-
nia g. Ponadto jesli sktadnik po prawej stronie wyrazenia (2.7) zawiera pochod-
na czastkowa rzedu ¢ odwzorowania f, ktora nie jest typu (i,s), 1 < i < r,
to jest on rowny zero. Wynika to z faktu, ze wowczas wiecej niz s sposrod
indeksow my, ..., m; jest wiekszych od k. 7 drugiej strony co najwyzej s
sposrod indeksow gy, . .., g, moze by¢ wickszych od k. Tymczasem z postaci
odwzorowania g mamy 37"; =0dlakazdegol=k+1,...,nij=1,... k.

Z powyzszych uwag wynika, ze wzor (2.7) pozostaje prawdziwy dla pochod-
nych czastkowych typu (7, s), gdy i-te pochodne we wzorze (1.2) zastapimy
(1, s)-tymi pochodnymi, i = 1,...,r. Pozostale elementy macierzy D™*(f o g)
sa zerami, wiec otrzymujemy (2.5).

Analogiczne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla nier6wnosci (2.6). O

Niech (R™, F}) bedzie rozmaitoscia z foliacja produktowa wymiaru k, ktorej
liscie majg posta¢ L = R* x {pt}.

Dla r,s > 1 i modutu ciaglosci o przez C™°l(n, k) oznaczamy przestrzen
odwzorowan f : (R”, F.) — (R™, F}) klasy C™*[°] dziatajacych wzdhuz lisci,
tzn. postaci f(z,y) = (fi(z,y),y), gdzie x € R, y € R**. Ponadto przy po-
mocy indeksu ¢ bedziemy oznaczac¢ jej podprzestrzen ztozong z odwzorowan
o zwartych nosnikach, a przez K podprzestrzern odwzorowan o nosnikach
w zbiorze K C R"™.

Analogicznie okreslamy grupy C™*[®-dyfeomorfizméw na (R™, F;) dzialaja-
cych wzdhuz lisci, Diff > (n, k), Diff*(n, k) i Diff " (n, k). Dodatkowo
wprowadzamy symbole Diff(n, k) i Diff>°(n, k) dla ich podgrup zlozonych
z dyfeomorfizméw klasy C*°. Fakt, ze sa to grupy wynika z ponizszego
wniosku.

Whiosek 2.6. Niech r,s > 1. Wowczas zbiory Diff>°)(n, k), Diff* (n, k)
i Diff}"’(s’[a}(n, k) sq grupami z dziataniem sktadania odwzorowar.

Dowad. Ztozenie odwzorowan dziatajacych wzdtuz lisci jest oczywiscie odwzo-
rowaniem dziatajacym wzdtuz lisci, wiec dla Diff*(n, k) teza wynika z Lema-
tow 2.3 1 2.4. W przypadku przestrzeni Diff"**(n, k) dowod wyglada jak
we Wtasnosci 1.12, przy czym rozwazania przeprowadzamy na pochodnych
czastkowych. Korzystamy tutaj ze wzoru (2.7) i jego odpowiednika dla po-
chodnych odwzorowania odwrotnego.

W pozostalych przypadkach dowod jest oczywisty. O
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2.2. Wlasnosci seminorm

Niech » > 0, s > 1 i niech a bedzie modutem ciggtosci. Dla odwzorowania
[ (R, Fp) — (R™, F}) klasy O[] definiujemy seminormy

prs(f) = sup D™ (f = 1d)(z)l,
| D" f(z) — D™ f(y)]

Mr,s,a(f) = Ssup

ayeRn a(lr —yl)
oraz
[£1lrs = sup [D™* f(2)]],
zeR?
gdzie || - || oznacza standardowa norme w przestrzeni odwzorowan r-liniowych

L"(R™ R™). Ponadto okreslamy
MT,S@(f) = Sup{,ui,s(f)a ,ui,s,oc(f) D= 1, ce ,’f’}.

Dla zbioru domknietego K C R™ wprowadzamy oznaczenie
R = sup dist(z, R* \ K N L,),
zeR"
gdzie L, € Fj, jest lidciem zawierajacym x. W ponizszych lematach bedziemy
zaktadac, ze zbior K speklia jeden z warunkow
(2.8) K =lay,b] X ... X [an,by] lub R7!'xZ xR CR"\ K,

dla pewnego i = 1,...,k, gdzie a;,b; € R, a; < b;, j = 1,...,n. Zauwazmy,
ze wowezas Ry < oo. Zbior K C R” spelniajacy pierwszy warunek nazywamy
kostkqg w R™.

Mamy |[flls < ps(f) + 1, ps(f) < Iflhs + 1 oraz || fllrs = prs(f)
dla » > 2. Zachodzi takze nastepujacy odpowiednik Lematu 1.13.

Lemat 2.7. Niech r,s > 1 i niech a bedzie modutem ciggtosci.
(1) Niech K C R™ bedzie zbiorem domknietym postaci (2.8). Wowczas
istnieje stata C > 0 zalezna od Ry i « taka, Ze
H'r,s(f) S C,”r,s,a(f)a ,ur,s,oz(f) S C,”r—l—l,s,a(f)

dla dostatecznie reqularnego f € CV%(n, k) takiego, ze D™*(f —1d) =0
na R™\ K.
(2) Niech 1 <i < k. Istnieje stata C > 1 zalezna od « taka, ze

prs(f) < CTitrsa(f)y trsalf) < Cpri1,s6(f)

dla dostatecznie reqularnego f € CY%(n, k) okresowego wzgledem i-tej
wspotrzedne) o okresie 1.




2. GRUPA C™*-DYFEOMORFIZMOW NA ROZMAITOSCI Z FOLIACJA 38

Dowdd. Pierwsza nier6wnosc z (1) i (2) dowodzimy jak w Lemacie 1.13, tzn. ma-
my oszacowania

(2.9) prs(f) < (B prsalf)s prs(f) <0 oD prsalf)-

Dowod drugiego oszacowania z (1) przeprowadzimy w trzech krokach.
Najpierw niech (z,y'), (z,9%) € R", y! # ¢? gdzie x € R*, y',4* € R*F,

7 postaci zbioru K istnieje punkt 2° € RF taki, ze (2°,4!), (2°,¢%) € R*\ K

i |z — 2% < Ry Wtedy zachodzi rownosé

(2.10)

1
D" f(z,y") — D™ f(2°,y") = / Do f(tr + (1 —t)a2% y') - (x — 2°,0) dt.
0

Oznaczmy [;(a,b) = ta + (1 — t)b. Wowcezas mamy
(2.11)
1D™ f(w,y") — D™ f (=, 47|

= D" f(x,y') = D" f(a%y") + D™ f(2°,y%) — D" f(a, )|

= ‘ /1 (DT+1’Sf([t($,xo),yl> B Dr+1,5f([t(x7x0)’y2)> .<:C_x0’0) dtH
0

< sup [|D7E f(I(@,2%), yt) — DY (L, 20), %) || |lo — 2
te(0,1]

< sup [|[D"0f(z,yh) — DY (2, 07|l — 0.
2zERFK

Stad otrzymujemy

(2.12)
1D f () — D f el D) - DA,
) = @) o oy =) [z =

< R/K:uﬂ-l,&a (f) .

Teraz bierzemy (x',y), (2%,y) € R", ot # 22, gdzie 2!, 2? € R¥, y € R*F,
Gdy |z! — 2?| <1, z (2.10) mamy

”Dﬁsf(x17y) - DT’Sf(@"Q;y)H < ﬂr+1,s(f)‘x1 — $2| < 'uH_LS(f)
af|zt — 22|) T oa(lzt=2?) T 1)

(2.13)

gdyz funkcja ﬁ jest niemalejaca. Jeli [2!—2?| > 1, to wybieramy 2!, 22 € R*

takie, ze (2',y), (2%,y) € R* \ K i|z' -2 < Rl |#* —2%| < R};. Korzystajac
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ponownie z (2.10) i z monotonicznosci o mozemy zapisa¢ nieré6wnosci

D™ f(z,y) — D™ f (22, y)|
af|zt — a?))

(2 14) < ||DT7sf(x17y) - DT7sf(Zl7y)|| + ||D7",sf(227y> - Dr,sf(x27y>”
| B a(l)
T S R/
= %&;nqxl — 2+ ]2 = 2%) < %Mrﬂ,s(f)-

Stosujac pierwszg nierownosé z (2.9) otrzymujemy szukane oszacowanie.

Gdy punkty (z',y'), (z%,y?) € R" sa dowolne, to bierzemy punkt (z!,y?)
i wykonujemy oba powyzsze kroki.

Dowod drugiej nieréwnosci z (2) réwniez dzielimy na trzy czesci. Dla
uproszczenia zapisu zaktadamy, ze ¢ = 1. Ponadto ponizsze rozumowanie
przeprowadzamy dla pochodnych czastkowych typu (r, s).

Bierzemy x = (z1,%9,...,2,) € R" iy = (z1,y2,...,yn) € R", = # v.
Odwzorowanie f(z) — f(y) jest okresowe jako funkcja 1-ej zmiennej, wiec
dla kazdego i1, € {1,...,n} istnieja punkty 2° = (29,2,,...,2,) € R”
i9y° = (2% v9,...,y,) € R" takie, ze a(f;;_ld)l(xo) — A 0y — g,

T Oy
Postepujac indukeyjnie, dla kazdego r > 1 oraz iy,...,4,,l € {1,...,n}
istnieja punkty 2° = (29, 2o, ..., 2,) € R"i9° = (40, 42, ..., y,) € R takie, ze

%(mo) - %(yo) = 0. Punkty 2°, 9° zaleza od z, y i pochodnej
czastkowej, ktora liczymy.

Wybierajac punkty z° i 3° jak wyzej tak, by |z, — 2% < 11 |y, —¢f| < 1,
dla kazdej pochodnej czastkowej mozemy wykonaé¢ oszacowanie jak w (2.11)
i(2.12). Stad otrzymujemy

8xi1.l.8xir 81‘118%1r
a(lz —y|)
< Z /M"Jrl,S,a(f) < nT+1Nr+1,S,a(f)a

gdzie suma przebiega po wszystkich pochodnych czastkowych typu (r, s).

Teraz niech x = (z1,29,...,2,) € R" iy = (y1,29,...,2,) € R", & # 4.
Dla |x—y| < 1 zachodzi oszacowanie (2.13). Gdy |z—y| > 1, to z okresowosci f
istnieja punkty 2° = (2% z9,...,2,) € R* i ¢® = (4%, 29,...,2,) takie, ze
D f(z%) = D™ f(y°) oraz |z, — 2% < 11 |y —9}| < 1. Mozemy wykona¢
oszacowanie jak w (2.14) otrzymujac

|D™ f ) = D™ fy)ll _ 2
a(|x—y|) S a(l)lu’r—i-l,s(f)‘

W obu przypadkach stosujemy dodatkowo drugie oszacowanie z (2.9).
Ogolna sytuacje sprowadzamy do dwoch powyzszych. 0

o (f-1d),; () — " (f-1d),; (y)H

1D (&) = D F ) e |
EET DS
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Mozemy udowodni¢ analogiczne wlasnosci jak w Lematach 1.15-1.18, ko-
rzystajac z Lematow 2.5 1 2.7 (1). W szczegolnosci bedziemy uzywaé osza-
cowan dla odwzorowan a-ciagtych. Zostaly one przedstawione w ponizszych
lematach.

Lemat 2.8. Niech r,s > 1 i niech « bedzie modutem ciggtosci.

(1) Istnieje wielomian pierwszego rodzaju G zalezny od r i « taki, ze

brs.a(f9) < prsa(f) + tirsalg) + My oo f)G(M;50(9))

dla dowolnych f,g € C™*(n, k).
(2) Istnieje wielomian drugiego rodzaju F zalezny od r i « taki, Ze

MT,S,OC(f_l) S MT,S,OC(f) + F(MT’,S7(X(f))
dla kazdego f € Diff"*%(n, k) takiego, ze py1 s(f) < %.

Lemat 2.9. Niech r,s > 1 4 niech o bedzie modutem ciggtosci. Zaktadamy,
ze K C R™ jest zbiorem domknietym postaci (2.8).

(1) Istniejq state 61 > 0 i Cy > 0 zalezne od r, Ry i « takie, Ze
NT,S,a(fg) < MT,S,a(f) + /IJT,S,a(g) + Cl:ur,S,a(f)lLr,S,a(g)

dla dowolnych f,g € C™*%*(n, k) takich, Ze pirsa(f), trsa(g) < 01 oraz
D(f —1d)=D(g —1d) =0 na R* \ K.
(2) Istnieje stata 95 > 0 zalezna od r, Ry i a taka, Ze

frsa(F71) < 24050 (f)

dla kazdego f € Dift"**(n, k) takiego, Ze pi;50(f) < 02 i D(f—1d) =0
na R™\ K.

Uwaga 2.10. Sposréd powyzszych oszacowan konieczne jest uzycie tylko tych
z Lematow 2.7 (2) i 2.8. Jednak wowczas Lemat 2.7 (2) trzeba udowodnié¢
w dwoch wersjach, tzn. dla odwzorowan spetniajacych zatozenia z (1) lub (2).
W zwigzku z tym wygodniej postugiwaé sie dwoma oddzielnymi warunkami.

Ponadto, korzystajac z Lematu 2.8 zamiast 2.9 otrzymujemy oszacowania
jak dla przypadku grupy C°°-dyfeomorfizmow [7]. W szczegolnosei uzysku-
jemy analogiczne nieréwnosci jak w Lematach 4.18 (5) i 4.19 (3). Tutaj za-
prezentujemy wersje charakterystyczna dla r skoriczonego, czyli jak w dowodzie
Mathera [17|, gdzie stosowany jest Lemat 2.9.

W dalszej czesci bedziemy uzywaé Lematow 2.7 (1) 1 2.9 wszedzie tam gdzie
jest to mozliwe.
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2.3. Wtlasnosci topologiczne grupy Diff*(M, F)

Zaktadamy, ze (M,F) jest n-wymiarowa, spdjna rozmaitoscia z foliacja,
dim F = k.

Niech f: (M,F) — (M,F) bedzie odwzorowaniem zachowujacym foliacje,
tzn. f(Ly) C Ly dla kazdego x € M, gdzie L, € F oznacza lis¢ zawiera-
jacy z.

Definicja 2.11. Méwimy, ze odwzorowanie f jest klasy C™* jesli dla kazdego
xr € M istnieja mapy (U, ), (V,v) takie, ze x € U, f(z) e Vi f(U) CV
oraz odwzorowanie ¥ fo~! 1 p(UNV) — (U NV) jest klasy C™*. Ponadto
f jest dyfeomorfizmem klasy C™* jesli jest odwzorowaniem klasy C™* i dyfeo-
morfizmem klasy C?.

Definicja nie zalezy od wyboru map co wynika z Lematéow 2.3 i 2.4. Za-
uwazmy tez, ze zdefiniowane odwzorowanie ma lokalnie postac

(fe ) (@,y) = ((fe Dz, y), (Wfe)a(y)).

Przez CI*(M, M;F) i Diff*(M,F) oznaczamy przestrzenie odpowiednio
odwzorowan i dyfeomorfizmow f : (M, F) — (M,F) klasy C™* o zwartych
nosnikach, ktore dziataja wzdtuz lisci, tzn. f(L,) C L., © € M. Z Lema-
tow 2.3 1 2.4 wynika, ze Diff*(M, F) jest grupa.

Na rozmaitosci M x I wprowadzamy foliacje ' = {Lx{t} : L€ F,t € I}.

Definicja 2.12. Odwzorowanie H : M x I — M nazywamy C"*-dyfeotopiq
od Id do f jesli jest klasy C™*, H;, € Dift*(M,F) dla kazdego t € I oraz
Hy=1di H, = f.

Definicja 2.13. Niech 0 < p < r. W przestrzeni C*(M, M; F) wprowadzamy
CP*-topologie przy pomocy pelnego uktadu otoczen

By (o1, K €)
={h € C*(M,M; F) : | D?*(ihep; ') (x) — D¥* (¢ foo; ) (@)]| < &4,

gdzie f € CI5(M, M;F), ¢ = {(U;, p:) bier jest lokalnie skoniczonym atlasem
na (M, F), v = {(Vi,¥;) }ier zbiorem map na (M, F), K = {K,};cs lokalnie
skoniczonym pokryciem M zlozonym ze zbioréw zwartych takich, ze K; C U,
i € I, oraz € = {g;};es rodzing statych dodatnich.

Przestrzen Diff*(M,F) wyposazamy w C™*-topologie indukowana,
z C5(M, M; F). Przy pomocy indeksu 0 bedziemy oznaczaé¢ sktadowe spojne
tych przestrzeni.
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Lemat 2.14. Niechr,s > 1. Zbior Dift* (M, F) jest otwarty w CL*(M, M; F)
w CY*-topologi.

Dowdd. Dowdd przeprowadzamy jak w Lemacie 1.21 uzywajac lokalnego opisu
odwzorowan. W szczegolnosci korzystajac z Wtasnosci 1.20 stwierdzamy, ze
Pihp; ! o:(K,) jest injekcja, gdzie przyjmujemy U = ¢;(U;) 1 K = ¢;(K;), czyli
h|k, jest injekcja. d

Lemat 2.15. Niech 1 <p <r s> 1. Zachodzqg wtasnosci

(1) Sktadanie odwzorowari
comp : CT*(M, M; F) x Cr*(M, M; F) 3 (f,g) > fg € CL*(M, M; F)

jest ciggte w CP*-topologii.
(2) Odwracanie

inv : Diff ?*(M, F) > f — f~ € Diff*(M, F)
jest ciggte w CP*-topologii.
W szczegdlnosci grupa Diff* (M, F) jest grupq topologiczng.

Dowdd. Niech fo, go € C25(M, M; F). Bierzemy zbior ﬁf gO(QO,I/}, K,¢) z bazy
CPs-topologii, gdzie ¢ = {(U;, i) }iesr jest lokalnie skoriczonym atlasem na
(M, F), v = {(Vi,1s)}ier rodzing map na (M, F), K = {K,;}ic;r lokalnie
skoniczonym pokryciem M ztozonym ze zbiorow zwartych takich, ze K; C U,
i € I, oraz € = {¢;};e; rodzing statych dodatnich.

Mozemy przyjacé, ze istnieje lokalnie skonczony atlas ¢ = {(U/, ¥})}icr na
(M, F) wraz z pokryciem K' = {K!};cr ztozonym ze zbiorow zwartych takich,
ze K] C U] oraz

(2.15) goU) CcInt K] i fo(K]) CV,

dla e I.

W przeciwnym przypadku mozna przeprowadzi¢ nastepujaca konstrukcje.
Niech ¢ € I. Z ciaglosci odwzorowan fo i go mozna wybra¢ pokrycie skon-
czone {U? '}jes, zbioru K; wraz z rodzing map {(U/ X% ) Yies, i zbiorow zwartych
{K7} ey, takich, ze UJ C Uy, K! ¢ U7 oraz go(U}) C Int K7 i fo(KJ) C Vi,
J € Ji. Okreslamy 901 = Sol‘Uh p {(Uza‘:oz)}lel VIS K= {K }ZEI jeJ; oraz

prZYJmuJemy €= {51}161 JEJ; 1 ¢ {( szz)}zel ]EJ
Woéwcezas otrzymujemy otoczenie ﬁf g0(90 0, K ) C ﬁfogo((p Y, K,e) i ro-

dziny ¢' = (U7, oD Yier jes,, K' = {K!}ier jes, takie, ze go(U]) C Int K7
i fo(K]) Cc Vi dlai e I, je J;. Jedli nie tworza one pokrycia rozmaitosci,
to rozszerzamy je dookreslajac zbiory tak, by otrzymaé lokalnie skonczone
pokrycia ¢" i K", aw ponizszym rozumowaniu bierzemy f € 37°(¢", 1, K", ")

ige (go ¢, K, €"). Poza tym dowod pozostaje bez zmian.



2. GRUPA C™*-DYFEOMORFIZMOW NA ROZMAITOSCI Z FOLIACJA 43

Zaktadamy, ze zachodzi sytuacja jak w warunku (2.15). Pokazemy, ze mozna
dobra¢ rodziny €” = {&} };er i€’ = {€] }ier stalych dodatnich tak, ze dla kazdego
feBy (¢, K'e")ig e fBh(p, ¢, K,e') mamy fg € By (p,9,K,e) .

Dla uproszczenia zapisu lokalnie odwzorowania bedziemy zapisywaé przy
pomocy daszka, tzn. dla h € 37°(¢',9, K',€") oznaczamy h = ;h(o})~".

Niech ¢ € I. Odwzorowanie fj jest ciagte wraz ze swymi pochodnymi, wiec
dla kazdego €/ > 0 istnieje §; > 0 takie, ze dla dowolnych z,y € ¢(K]),
& — y| < & mamy |D#*fo(x) — DI*fo)l| < &, 0 < j < p. Bierzemy
e} < min{d;, e}

. D,S . \5 . .

Niech f € B7°(¢', 9, K',€") 1 g € B0:°(p, ¢, K, €'). Automatycznie zachodzi
warunek fg(K;) C f(K]) CV;,i€ 1. Niechi € Iiz € p;(K;). Wtedy

(2.16) 9(2) — do(2)| < 2, < 5

czyli mozemy zapisa¢ oszacowanie
1£9(x) = fogo(2)| < [f9(x) = fog(x)| + 1fog(x) — fogo(x)| < &f + & = 2¢].
Z rozwazan Lematu 2.5 wynika, ze dla pochodnych czastkowych typu (r, s)

zachodzi rownosé we wzorze na pochodng zlozenia. Stad, jak w (2.5) otrzy-
mujemy

1D (f3)(@) = D (fogo) (@)
<3 Gl (10" F(5(@)) = D folGo (DD *4(@)]] .. | D)
D" fo(Go(@ DI D g(x) = DI Go(a)] . | DHg() — D go()])

dla 1 < j < p, gdzie sumujemy po 1 <[ < j, 1+ ...+ 51 =71 Jm > 1,
m=1,...,1

Korzystajac z (2.16), dla kazdego m = 1,...,p mamy

1D™*f(g(x)) = D™ fo(go(x)) | < |1D™*f(g(x)) — D™ fo(g(z))]
+ [1D™* fo(g(x)) — D™ folgo ()l
<el +¢el =2

oraz

I1D™*g(x)|| < [|1D™*g(x) — D™ go(a)[| + [|D™*go(@)]| < & + D™ go(2)]].

Ze zwartosci no$nikow odwzorowan fy i go istnieje stala C; > 0 zalezna od
fo, go 1 p taka, ze

1D7*(f3) () = D**(fogo)(@)|| <Y Cujy. .y (267 (€1 + C1)' + Cu(€))') < &,

/

1 < j < p, dla dostatecznie malych €7, /.

i~ W ten sposob udowodnilismy
cigglosé sktadania odwzorowan.
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Aby pokazaé ciaglos¢ odwracania zauwazmy, ze
1= Lf0_1 oinv oRfo—l(f),
gdzie

Ry : Diff?* (M, F) 3 h — hf € Diff?(M, F),
Ly : Diff?* (M, F) > h — fh € Diff"* (M, F).

Na podstawie powyzszych rozwazan odwzorowania Ry i Ly sa ciggle, wigc
wystarczy udowodni¢ ciaggtosé odwzorowania inv w Id.

Niech %7 (p, ¢, K, €) bedzie zbiorem z bazy, gdzie ¢ = {(Ui, ¢;)}ier jest
lokalnie skoriczonym atlasem na (M,F), K = {K;}ics; lokalnie skoniczonym
pokryciem M ztozonym ze zbioréw zwartych takich, ze K; C U;, © € I, oraz
e = {&; }ier rodzina stalych dodatnich.

Wystarczy ograniczy¢ rozwazania do takiej sytuacji, gdyz dla dowolnego
zbioru %7&8(%0, wa Ka 8) Z baZY7 gdZie Y= {(Uza %‘)}iel 1 w = {(‘/;7 wi)}ieh mamy
K; C U;NV;. Stad biorac " = {(U}, ¢;) }ier, gdzie U] = U; NV i ¢} = il
dla maltych €} < e;, 1 € I, otrzymujemy 01 (¢, ¢, K,&') C 5% (o, ¢, K, €).

Podobnie jak wyzej oznaczamy h = @;hp ! dla h € P (g, o, K, €). Niech
K' = {K!}er bedzie lokalnie skoriczonym pokryciem M zlozonym ze zbiorow
zwartych takich, ze K; C Int K] C K} C U;. Bierzemy ¢, < min{e;, 1}, 7 € I.
Zmniejszajac €, mozemy przyjac, ze dla h € 50 (p, ¢, K', ') zachodzi warunek
h=Y(K;) C Int K.

Niech f € 38%(p, p, K',&"). Pokazemy, ze f~' € 81 (¢, ¢, K, €).

Niech i € iz € ¢;i(K;). Mamy f~(K;) € K! C U;. Stad f~'(z) € pi(K))
i otrzymujemy

[ @) =] = 1f 7 a) = f(T (@) < €l < e

Nastepnie postepujac jak w (1.12) mozemy zapisaé

1D (@) =1 < Y IDF( () —1d ™

o0 /
< (s;)mzl <2 < g

m=1

dla dostatecznie matego €] > 0.
Zaktadamy indukcyjnie, ze istnieje stata Cy > 0 zalezna od p taka, ze

D™ (F 1) (@) = D™ 1d(@)]| < Cosl < G
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dlam=1,...,7— 1. Ze wzoru (2.6) otrzymujemy

||Dj’s(f‘1)(fv)||<||D(A‘1)(x)||||Dj’SA( @)D @)
DD @Y Clrea D FH @)

(1D (f )(fﬂ)l|---IID”’S( D)l
< 8;(1 + CgEé)jJrl + Z Cl,jl ..... jl€;(1 + CQ€;>Z+1

<e ((1 + Gy + Z Crjuin(1+ 02)l+1> <ei

2 < j < p, dla dostatecznie malego €; > 0, gdzie sumujemy po 1 < [ < j,
it A =jijm >l m=1,.. L
Stad f~' € 61 (p, ¢, K €). O

Lemat 2.16. Istnieje ¢ = {(Ui, ;) }icr lokalnie skoriczony atlas na (M, F)
orazV = V(p) iU = U(p) C V otoczenia Id w Diff-* (M, F)o w CV*-topologii
takie, ze dla kazdego f € V N Diff.*(M,F)y istnieje m € N i dyfeomor-
fizmy g1, ... gm € UN DI (M, F)o spetniajace warunki f = gy ... gm oraz
supp(g;) C Uiy, j=1,...,m

Dowdd. 7 Lematu 2.14 istnieje U otoczenie Id w C'15(
takie, ze dla kazdego h € Y mamy h € Diﬂ?i’s(M, F)o-

Korzystajac z metryki riemannowskiej d na (M, F) mozemy wybra¢ pokrycie
rozmaitosci (M, F) mapami (B(x,e,), ¢.), gdzie B(z, €,) oznacza kulg o $rod-
ku x i promieniu 0 < €, < 1, a ¢, jest izometrig, x € M. Nastepnie wybieramy
pokrycie lokalnie skonczone K" = {K}ier, gdzie K! = B(x;, ;&) 1 &; = €4,
i € I. Definiujemy takze pokrycia K' = {K|}ier, K = {Ki}ier 1 U = {U; }ier
wzorami K| = B(x;, iz—:) K; = B(w;,35;) i U; = B(;,¢;) oraz oznaczamy
©i = u, » Uy — 0i(Uy), 1 € I, tworzac atlas ¢ = {(U;, p:) }ier-

Niech € = {&; }ier. Okreslamy zbiory z bazy C*-topologii wzorami

M, M; F) w C**-topologii

U = 63 (p, 0, K" €),
Uy = (QD Q)OvK: %6)7
Z/{S: (90 QOaK lg)

6 (o, 0, K, 5¢).

Mozemy przeskalowa¢ rodzine € tak, by V C Uy C U.
Niech f € VN Dift*(M, F)o. Ze zwartosci nosnika f mozemy przyjaé, ze
supp(f) NInt K; # 0 tylko dla skoriczonego zbioru indeksow i = 1,...,m
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Dla:=1,...,m okre$lamy odwzorowania
fi=0iflk(@ilk,) ™" = 0ilIG) — @i(Uh),
Hi =tfi+ (1= )1d: @;(K;) x T — @i(Uy),
Hi =@ 'H; K; x I — U,.
Nastepnie definiujemy H : M x I — M wzorem

Hy(z) = Hi(z) =z €K,
I B r¢ KjU...UK,,

Niech x € K;NK;, 1,5 = 1,...,m, © # j. Z powyzszych definicji mamy
fx) = o7 fipi(x) = o fipi(), czyli
filei (@) = w0 fivip; (@i ().
Teraz z izometrycznosci p;p; ! otrzymujemy
Hi(z) = o, Higi(x) = ;' (tf; + (1 = ) 1d)i(x)
— ¢ (i) (L + (1= 01) iy i)
= ;! <t90j90z‘_1fi@i90j_1 +(1—1) Id) 0;i(x)

= ;' (tf; + (L= ) 1d)p;(x) = ¢; Hp;(x) = H] ().
Stad H jest dobrze okreslone.
Wszystkie odwzorowania w konstrukeji sa klasy C™° we wnetrzu swoich
dziedzin i supp(f) C Int K; U ... U Int K,,,, wiec H jest klasy C"™*.
Dla kazdego = € ¢;(Int K;) i t € I mamy

(@) — o] = tfio) + (1 = ) = al < tfo) — ] < e

oraz 1
IDH; () —1d || < ¢|D fix) —1d]| < 615

1=1,....,m. Stad H; € V C U. Ponadto H, dziata wzdtuz lisci, bo lokalnie
w konstrukcji uzywamy tylko jednej mapy, wiec H, € Diff*(M,F) i H jest
dyfeotopiag od Id do f o zwartym nosniku.

Zauwazmy, ze powyzsza konstrukcja zachodzi w przypadku dowolnego zbioru
z bazy w C1*(M, M; F) postaci i’ (¢, 0, K,€) C U. W szczegdlnosci jesli
h € Uy N Dift* (M, F), to h € Diff* (M, F)o.

Bierzemy {\;};cr rozktad jedynki klasy C'* na M skojarzony z pokryciem K
taki, ze || D(\ip; 1) (7)|| < 4 dla kazdego = € ¢;(K;), i € I. Istnienie takiego
rozktadu wynika z postaci powyzszych pokryé. Definiujemy funkcje v9 = 0
iy :2321)\j7l: 1,...,m.
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Niech [ = 0,...,m. Okreslamy odwzorowanie
Ji: M3 x— Hyu(x) € M.

Jest ono klasy C™* i supp(f;) C K U...UK]. Dalej, dla z € ¢;(K;) otrzymu-
jemy

lpefior (@) — 2l = loiHpy oty @) — o] = [HL o (@) — 2l
= |(ner (@) - (fiw) — )|

g 1
< Ingi (@)l filw) — @] < e

ID(pifipi ) () —1d || = [ D((ng; ™) - (fi = 1)) (2)]]

< 1D @) filx) — 2| + (e D @) ID(fi = 1d) ()
< 46i4€i + 6_14€i < ési,

i=1,....m. Stad felUs CUi f; € Diff;’s(M,f)o.

Dla [ = 1,...,m okreslamy dyfeomorfizmy ¢, = f_\f, € Diff0*(M,F).
Mamy ;-1 = v na M \ K;, wiec fi_; = fina M \ K; i supp(g;) C K; C U,
I =1,...,m. Pozostalo wykazac, ze g, € U;. Wowezas g € DiffL*(M, F)o
if=g1...9mn jest szukanym rozktadem.

Niech hq, ho € Us. Pokazemy, ze hl_lhg € U,. Uzyjemy zapisu le = gpihlgpi_l
i ]Alg = gOihQQO;l, 1= 1,...,m.

Niech i =1,...,m. Jedli € p;(U;) \ ¢i(K;), to

ia(2) — i) > [Jo — il — (o) — ]| > e~ g > 3o
To oznacza, ze hi(x) € ¢;(Us) \ @i (K], czyli hy(K;) D K] i hi'(K!) C K;.
Teraz dla = € ¢;(K!) mamy hy'(z) € p;(K;) i mozemy zapisac

. . . 1
(b (@) = af = by (@) = P (b (2))] < e

Ponadto, szacujac jak w (1.12) otrzymujemy

ID(hy")(2) —1d | < Z 1A (hy () =14 |

> 1 J %51' 1
< —&; = < —¢&4,
>(5) =125 <1

8

czyli hit € Uy.
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Nastepnie, niech = € ¢;(K!). Wowczas

R R 1 1 1

Stad hy(z) € ;(K!) i mamy oszacowanie

PN A A N 1 1
|h1_1h2($) — ZL’| < |h1_1<h2(l‘)> — hg(l‘)| + |h2(fL’) — CL‘| < 5&‘ + gf‘:i < E&;
oraz

1Dy he) (@) = 1d|| < | DRy (ha()) — 1 |[[| Dha() | + | Dha(z) —1d |

<1 1+1 +1 <
5¢i i i i
2 §7) TRE T

Nieréwnosci te oznaczaja, ze hy*hy € U,. 0

Wnhniosek 2.17. Grupa Diff*(M, F)y sktada sie z dyfeomorfizmow, ktore sq
dyfeotopijne z Id przez C™*-dyfeotopie o zwartych nosnikach.

Dowdd. 7 poprzedniego dowodu wynika, ze odwzorowania z VNDIft)* (M, F),
sa dyfeotopijne z Id przez C™*-dyfeotopie o zwartych no$nikach. Z Lematu 2.15
grupa Diff* (M, F) jest grupa topologiczna, wiec teze otrzymujemy jak w przy-
padku Wtasnosci 1.24, korzystajac z Lematow 2.3 i 2.4. U

Na zakonczenie tego rozdziatu przedstawimy kilka faktow dotyczacych roz-
maitosci (R™, Fy), gdzie F, = {R* x {pt}}. Bedziemy uzywaé¢ oznaczen
wprowadzonych na koricu podrozdzialu 2.1. Analogicznie jak wczes$niej in-
deks 0 oznacza sktadowa spdjna danej przestrzeni.

Lemat 2.18. Niech 0 < p < r. Zbior C™"(n,k) jest gesty w CPP(n,k).
Ponadto jesli f € CPP(n,k) jest klasy C™ w otoczeniu zbioru domknietego
L C R, to w dowolnym CPP-otoczeniu odwzorowania f w CPP(n, k) istnieje
g € C""(n, k) takie, ze g = f na L.
Dowad. Przeprowadzamy konstrukcje jak w Lemacie 1.22. Pokazemy, ze uzy-
skane w ten sposob odwzorowania dzialaja wzdtuz liSci. W tym celu ozna-
czamy f(x) = (fi(x),..., fe(®), xps1,. .., 2,) dlaz = (21,...,2,) € R™
Zauwazmy, ze odwzorowanie v;, i € I, jest state na sferach o $rodku w 0,
czyli funkcja 9;(y)y; jest nieparzysta jako funkcja zmiennej y;, [ = 1,...,n.
Stad dlal =k +1,...,n mamy

)= [ ot ndy= [ 0w

B(0,4;)

= / Vi(y) dy — / Vi (y)y dy =
B(0,5)) B(0,5)

czyli g; dziata wzdtuz lisci. Dla pozostatych odwzorowan z konstrukeji jest to
oczywiste. 0
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Lemat 2.19. Niech 1 < s < r 1 niech K bedzie zbiorem zwartym, wypuktym
w R™. Zbior Dift (n, k) jest gesty w Dift 3" (n, k).

Dowdd. Analogicznie jak we Wniosku 1.23, korzystajac z Lematow 2.14 1 2.18.
Rozumowanie jest poprawne, gdyz z postaci odwzorowania f réwniez od-
wzorowanie f; dziata wzdluz lisci. O

Wtasno$é 2.20. Niech r > 1 @ niech K C R" bedzie zbiorem zwartym, wy-
puktym. Wowczas grupy Dff)" (n, k) ¢ Diff Y (n, k) sq spdjne w C™"-topologii.

Dowdd. Postepujemy jak w dowodzie Wtlasnosci 1.25, stosujac Lemat 2.18
i Wniosek 2.17. U

Na podstawie Lematow 2.7 (1) i 2.9 otrzymujemy

Wiasnos$é 2.21. Niech 1 < s < r @ niech « bedzie modutem cigglosci. Za-
tozmy, ze zbior K jest kostkq w R™. Wowczas grupa Dift 2% (n, k) z metrykq
d(f,9) = prsa(f — g) jest spdjng grupa topologiczng. Topologie indukowang
przez wprowadzong metryke nazywamy C™**-topologia.

Dowdd. Dowdd przebiega analogicznie jak w przypadku Wtasnosci 1.26. Mody-
fikacji wymaga jedynie dowdd spojnosci grupy Diff % (n, k).

Z Lematu 2.19 zbior Diff ) (n, k) jest gesty w Diff 2’ (n, k), wiec w dowolnym
C®s-otoczeniu f € Diff " (n, k) C Dift3"(n, k) istnieje g € DiffY (n, k). Jak
w dowodzie Wtasnosci 1.26 uzyskujemy lokalng spojnosé grupy Dift > (n, k),
czyli istnieje C"™**-dyfeotopia od g do f o nosniku w K. Z Wtasnosci 2.20
i Wniosku 2.17 grupa Diff}’ (n, k) jest spojna i istnieje C"™"-dyfeotopia od Id
do g o nosniku w K. Stad grupa Diff ”*(n, k) jest spojna. O



3. Dowod doskonatosci grupy Dift* (M, F),

3.1. Przedstawienie problemu

Zakladamy, ze 1 < k < n.

Definicja 3.1. Grupe G nazywamy doskonatg jesli jest rowna swojemu ko-
mutatorowi, czyli grupie |G, G] generowanej przez iloczyny elementoéw postaci
(f,9] = fgf g7, edzie f,g € G. W jezyku homologii grup oznacza to, ze
H,(G) = G/|G,G] = {0}.

Naszym celem jest udowodnienie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3.2. Niech r,s > 1, 1 < k < n i niech (M, F) bedzie n-wymia-
rowg rozmaitosciq z foliacjg, dimF = k. Rozwazamy grupe Dift*(M, F)o
dyfeomorfizmow klasy C™* na (M, F) dziatajgcych wzdtuz lisci i dyfeotopijnych
z1d przez C™*-dyfeotopie o zwartych nosnikach. Wéwczas grupa Diff* (M, F)g
jest doskonata dla r —s >k + 1.

Z Lematow 2.15, 2.16 i Wniosku 2.17 wynika, ze wystarczy udowodnié¢
Twierdzenie 3.2 tylko dla f € U N Diff*(M, F), takich, ze supp(f) C U;
dla pewnego i € I, gdzie U i ¢ = {(U;, pi) }ier sa obiektami z Lematu 2.16.
Wtedy biorac mape (U, ;) mamy

(pife; )z, y) = ((pife; iz, y),y),

czyli mozna ograniczyé rozwazania do przypadku M = R™ i F = {R¥ x {pt}}.
Co wiecej, wystarczy pokazaé, ze dla kazdego modutu ciagtosci o zachodzi
warunek

(3.1) Diff75* (n, k)o C [Diff™(n, k)o, DIt (n, k)o),

gdzie K jest pewna kostka w R™. Wynika to z ponizszego rozumowania.
Niech (R", F},) bedzie rozmaitoscia z foliacja produktowa Fj, = {R* x {pt}}.
Zachodzi nastepujacy lemat.

Lemat 3.3. Niech r,s > 1. Wowczas

Diff}* (n, k)o = | JDiff;>(n, k)o,

gdzie suma przebiega po wszystkich modutach cigglosci «.

Dowdd. Oczywiscie mamy Diff**(n, k) C Diff[*(n, k)o dla kazdego modutu
cigglosci a.
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Odwrotnie, niech f € Diff.*(n, k)y 1 niech H bedzie C™*-dyfeotopia od Id
do f o no$niku zawartym w pewnej kuli domknietej K’. Odwzorowanie
D™H:R" x I — L"(R" x R, R")

jest ciagte oraz supp(D™*H) C K' x I. 7Z Lematu 1.4 istnieje modut cia-
glosci « taki, ze D™*H jest a-ciagle. Stad H jest C™*“-dyfeotopig, czyli
f = Hy € Diff*%(n, k)o. O

Niech f € Dift*(n, k)o i niech K bedzie kostka w R". Z Lematu 3.3 istnieje
modul ciagtosci a taki, ze f € Diff>*(n, k)o. Ponadto, istnieje dyfeomorfizm
g : R" — R™ klasy C'™ zalezny od f i postaci g(z,y) = (g1(z,v), g2(y)) taki,
ze supp(gfg™t) C K. Jedli jest spelniony warunek (3.1), to

lgfg~"] = [1d] € Hy(Diff;"*(n, k)o),

czyli istnieje m € N i dyfeomorfizmy hy, ..., hy, € Diff%%(n, k), takie, ze
gfg~t = [h1,ha] ... [hom—1, hom]. Stad mamy rozklad

f = [g_lhlgag_lhlg] s [g_thm—lg7g_1h'2mg]

na komutatory elementow z Diff**(n, k)o, co dowodzi Twierdzenia 3.2.
W ponizszym dowodzie przyjmujemy K = [—2,2]".

3.2. Operator zwijania

Zaktadamy, ze A > 1 jest liczbg naturalng i K = [—2,2]*. Dlai=0,...,k
definiujemy zbiory

Ki = [_272]1 X {_2"47 2A]kil X [_272]n7k’
K =[-2,2)""" x 5" x [-24,2A4)" " x [-2,2]"7",
K!'=[-2,2]"" x R x [-2A4,2A] 7" x [-2,2]"7*,

gdzie S' = R/Z jest okregiem jednostkowym z dzialaniem indukowanym z R.
Zachodza inkluzje

K=[-22"CKy,C...CKy=[-2A,24)" x [-2,2]"F.

Niech i = 1,...,k. Definiujemy zbiory B; = R*"! x S x R" oraz rzu-
towania nakrywajace m; : R® — B;. Rzutowania te okreslaja lokalny uktad
wspotrzednych w otoczeniu kazdego punktu przestrzeni B; zgodny z foliacja
Fr = {R71 x ST x R* x {pt}}. Odwzorowania przejécia sa translacjami
wzdtuz lisci. Stad definicje seminorm przenosza sie na B;.

Przestrzenie odwzorowan i dyfeomorfizmow klasy C™*[®) na B; dziataja-
cych wzdhuz lisci oznaczamy odpowiednio przez C™*1%(B;, k) i Diff»*1*)(B;, k).
Ponadto przez T; : R® — R"™ bedziemy oznaczaé translacje o wektor jedno-
stkowy wzgledem i-tej wspotrzednej.
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Dla f € Diff}gi(n, k)o spelniajacego warunek fi,(f) < 1 okreslamy od-
wzorowanie I'; 4(f) : B; — B; w nastepujacy sposob:

Dla ¥ € B; wybieramy = € R" takie, ze m;(x) = ¥ i z; < —2A. Nastepnie
wybieramy N € N takie, ze ((T;f)"(z)); > 2A, gdzie indeks i oznacza i-tg
wspotrzedna. Wowcezas definiujemy

Lia(N) () = m((T:f)™ ().
Wartos¢ odwzorowania I'; 4(f) nie zalezy od wyboru = i N.
Lemat 3.4. Niech r,s > 1, A > 1,1 <1 < k @ niech o bedzie modutem
ciggtosci. Istnieje U otoczenie Id w Diff2*(n, k)o takie, ze
(1) T'; 4 zachowugje 1d.
(2) Odwzorowanie

Tia: UNDIff>" (n, k)o — Diffy*(B:, k)o

jest ciggte w C™*-topologii.
(3) Istnieje stata § > 0 zalezna od r, A i « taka, Ze

Hr,s,a(ri,A(f)) S 12Aur,s,a(f)
dla kazdego f € UNDIff® (n, k)o spetniajgcego warunek jiy so(f) < 0.

Dowdd. 7 Lematu 2.14 istnicje 0 < e < 1 takie, ze dla kazdego f € C2%(n, k),
p0,5(f), p1s(f) < € mamy f € Diff*(n, k)o. Definiujemy

U= {f eDiff;*(n,k)o : pos(f), ms(f) < e},

Niech f € U N Diff}® (n, k). Lokalnie mozemy wybra¢ N stale, wigc
L' a(f) jest odwzorowaniem klasy C™** jako ztozenie odwzorowan klasy C™*.
Okreslamy (T'; 4(f)) ™' nastepujaco: dla ¥ € B; wybieramy x € R™ takie, ze
mi(z) = 9 iz > 2A oraz N € N takie, ze ((T;f) " (z)); < —2A4. Wowczas
definiujemy

(Cia(f)) ') = m((Tif) ™ (@)
St@d Fz,A(f) € DIH;?,’O{(B“ ]{Z)
Z postaci otoczenia U wynika, ze odwzorowanie

H:R" XI5 (x,t) — tf(z)+ (1 —t)z € R
jest C™¥%-dyfeotopia od Id do f w U N Diff}’" (n, k)o. Stad I'; a(H) jest
Cm**-dyfeotopig od Id do T'; 4(f) w Diff 5% (B;, k) i I'; a(f) € Diff 5% (B;, k)o.

Ciaglos¢ operatora I'; 4 w C"*-topologii wynika z Lematu 2.15 (1). W ten
sposob otrzymujemy (2).
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Dla dowodu (3) niech f € U N Diff™" (n,k)o i N € N. Bierzemy ¢ > 0
takie, ze

=

(I1+e) <N-+1.

Il
o

J
Dla kazdego x ¢ [—2,2]""! x [-2A — N,24] x [—24,2A)*" x [-2,2]"7* oraz
m=1,..., N mamy D((T;f)"—I1d)(x) = 0, wiec mozna zastosowaé Lemat 2.9.

Bierzemy stale 6;, C; z Lematu 2.9 (1) i niech 0 < 0 < m1n{N+1, &t
Pokazemy indukcyjnie, ze

3
L

(3.2) trsa((Tif)™) < (1+ E)jMT,S,OA(f)

<.
Il
o

dlam=1,....N1ipus.(f) <6.

Jeslim =1, to p,s0(Tif) = /Lma(f)

Niech m > 2. i % ~i7» to z zalozenia indukcyjnego mamy
torso(Tif )™ 1) < 6. Teraz z Lematu 2.9 (1) otrzymujemy

trsa((Tif)™) < pirsa(Tif) + IUT,S,Oz((Tif)mil) + Clﬂr,s,a(Tif)ﬂr,s,a((Tifynil)-

Z warunku § < C% i ponownie z indukcji wynika, ze

m—2 m—2
s a(TiD)™) < tirsal )+ S+ P irsalf) + 3 (14 P prsalf)
7=0 7=0

3

(1+ &) prsalf)

Il
=)

j

dla pi s o(f) < 6, co dowodzi nieréwnosci (3.2). W szczegolnosci dla m = N
mamy

trs o (T )Y) < (N + D pirsa(f).

W definicji I'; 4(f) mozemy wzias¢ z takie, ze —24 — 1 < z; < —2A.
Najmniejsze przesuniecie wzgledem i-tej wspotrzednej przez odwzorowanie T; f
wynos1 =, czyli N musi by¢ takie, ze x; + % > 2A lub inaczej N > 4A — 2x;.
Stad Wystarczy wziad¢ N > 8A+2 > 4A — 2x,.

Zaktadamy, ze N = 8A+3. Wtedy z powyzszego oszacowania otrzymujemy

MT,S,O{(Fi,A(f)) = ﬂr,s,a((ﬂf)N) S (N + 1)/1/7’,5,0[(,][) S 12A,L[/T’,S,Ol(f)7

dla i, 5.0(f) <9, co koniczy dowod Lematu 3.4. O
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3.3. Lemat o sprzezeniu

Niech A > 111 < i < k. Wybieramy y4 € C®(R,[0,1]) takie, ze
supp(xa) = [-2A—1,2A+ 1] oraz x4 = 1 na [-2A, 2A]. Definiujemy funkcje
Xa: R" — [0,1] wzorem x4(z) = xa(x1)...xXa(xp) dlaz = (21,...,2,) € R™
Mamy ya € C=(R", [0, 1]), supp(xa) = [-2A—1,2A+1]F xR"* oraz y4 = 1
na [—24,2A]F x R"*,

Okreslamy odwzorowanie

0ia: Q3 (T1,...,2,) — gpi‘;“a"(xl,...,o,...,:cn) e R",
gdzie
Q,= (24— 1,2A+1)"' xR x (=24 — 1,24 + )" x R**
i niech 7,4 = % € Diff*(n,k),. Symbol 9; oznacza jednostkowe pole
wektorowe na R™ w kierunku i-tej wspotrzednej, a X - 1-parametrowa grupe
transformacji pola X.
Bedziemy uzywaé¢ rzutowan

qi - BZ = (xla ey L1, 19i7xi+1) s 72777,) = (ZUl, vy Li—15, Lid 1y - - - 71:71) € Rn_l?

qNZ' 'R" > (mla sy Lim1s Ly L1y - - - amn) = (xla sy Li—15 L1y - - - 7xn) € Rn_l:
pr; :R" > (zq,...,24...,2,) — x; ER,

Okreslamy dziatanie S' x B; — B; wzorem

B-(xl,...,ﬁi,...,xn) = (xl,...,ﬁ—i—??i?...,xn)
oraz grupe
GPo* = {h € Diff7**(B;, k)o : h(B-9) =3 -h(¥) VB € S* VI € B;}.

Lemat 3.5. Zachodzq wtasnosci
(1) 0i,a dziata tylko wzdtuz i-tej wspdtrzednej oraz |(o; 4(x))i| > |zi| dla
7€ (=24 — 1,24+ 1)F x R**,
2) 0ia =1d na [-2A,2A]F x R"*,
3) 0i.a € Diff*(Q,, (—2A — 1,24 + 1)k x R*¥).
4) Q?,A(XAai) = 0;.
5) Tia = Qi,AﬂQ;j‘-
6) Dla (z1,...,2,) € [-2A,2A]7 x R x [—2A4,24]*" x R"* mamy
(0i,40,..., 24, ...,0)); = (0i,a(x1, ..., 20) )i
(

Dowdd. Wtlasnosei (1), (2) i (6) sa konsekwencja tego, ze pole wektorowe y 40;
dziata tylko wzdtuz i-tej wspotrzednej, xa0; = 0; na [—2A, 2A]% x R"* oraz
0<xa<1

Do dowodu (3) zauwazmy, ze odwzorowanie p; 4 jest klasy C* jako za-
ciesnienie 1-parametrowej grupy transformacji pola x40;. Ponadto mamy

(
(
(
(
(
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supp(xa) = [—24 — 1,24 + 1]* x R"* wiec z jednoznacznosci istnienia
krzywej calkowej odwzorowanie g; 4 jest bijekcja. Ze zwiazku migdzy polami
wektorowymi i 1-parametrowymi grupami transformacji otrzymujemy

Opxa®
= a{; (131,...
= (X0 (XA (1,10, )
=(0,...,xa(0ia(x1,...,20)),...,0).

a@i,A
(.Tl, .

o, 0,0, 1y)

CyTy)
(3.3)

00i,4

Nastepnie dla j # @ mamy —-=(z1,...,2,) = (0,...,1,...,0), bo 0; 4 jest
J
state wzdluz j-tej wspotrzednej. Stad

det(Do; (7)) = xa(0i,a(x)) # 0,

wiec g; 4 jest C*°-dyfeomorfizmem.
Pozostalo wykazac (4) i (5). Korzystajac z (3.3) mamy

09,1 (D0is

(g = 52 (2 0)) = o).

Nastepnie zauwazmy, ze jesli gpi“ai jest l-parametrows grupa transforma-

cji pola x40;, to g;}‘goanigi,A jest 1l-parametrowa grupa transformacji pola

QZA (XA@')- Stad otrzymujemy

do; s
&’m

0;,a(xa0i)(x) =

_ xA0i __ g:,A(XAa’i) -1 _ 0; —1 —1
TiA = @1 = 01,491 04 = 0i,A%1 0; 4 = 0i,aT;0; 4-

O

Pozostaly czeéé tego podrozdziatu poswiecimy dowodowi lematu o sprzeze-
niu, ktérego wypowiedz jest przedstawiona ponizej.

Lemat 3.6. Niechr,s > 1, A> 1141 <1i <k oraz niech o bedzie modutem
ciggtosci. Istnieje U'y otoczenie 1d w Diff>*(n, k)o zalezne od A takie, Ze od-
wzorowania ;o f i T, a9 sq sprzezone dla dowolnych f, g € Uy NDiff 2% (n, k)o
spetniajacych warunek T; A(f)(Tia(g))™" € G, gdzie sprzezenie oznacza
rowno$é [ af] = [mi.ag] € Hi(Diff>*(n, k)o).

Niech U/, = U bedzie otoczeniem Id z Lematu 3.4. Wowczas I'; 4(h) jest
dobrze okreslone dla kazdego h € Ul}.

Bierzemy f, g € U,NDiff}%(n, k)o. Definiujemy odwzorowanie L : R" — R”
nastgpujaco: dla x € R" wybieramy N € N takie, ze ((T;g) " (x)); < —24
i okreslamy

L(z) = (T./)" (Tig) ™" ().
Warto$é L nie zalezy od wyboru N i jest to odwzorowanie klasy C™%¢, gdyz
lokalnie mozna ustali¢ N.
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Analogicznie mozemy zdefiniowaé¢ L™, tzn. dla x € R™® wybieramy N € N
takie, ze ((T;f)N(x)); < —2A i wtedy przyjmujemy

L7 (z) = (Tig)™(Tif) ™™ ().
Stad L € Dift"*%(n, k) oraz
(3.4)  supp(L) C [-24,24]7 x [-2A4, 00) x [-2A4,2A4)"" x [-2,2]"".
Zachodzi nastepujaca wlasnosé.

Wtasno$é 3.7. Dyfeomorfizm

oialo )y (—2A—1,2A4+1)F x R"™* — (=24 - 1,24+ 1)F x R"*
spetnia warunek

(0i,aL0; 4)7i.49(0i,aL0; 3) " = Tiaf.

Dowdd. Niech z € R™ i niech N € N bedzie takie, ze ((T;f) N (x)); < —2A.
Woéwcezas

(35)  LTigL™'(z) = (T.f)N"(Ty9) N ' Tig(Ti9)V (Tif) N (z) = T, f (2).

Teraz niech # € (=24 — 1,24+ 1)k x R**. Z Lematu 3.5 (1), (2) i (5) dla
kazdego h € Uy, supp(h) C Ky mamy

(3.6) Tiah(x) = Qi,ATiQ;fl}QLAhQ;,}}(x) = Qi,ATihQi_,fl}($)~
Z (3.5) i (3.6) otrzymujemy
(0i,aL0; ) Tia9(0iaL0; 3) 7 (2) = 0i.aL0; 201 aTigo; 201 AL~ 07 4 ()
= 0,ALTigL ™ 0; ()
= 0.aTif 0y 4(x) = Tiaf ().
]

Pokazemy, ze mozna rozszerzyc¢ o;, ALQ;j‘ do odwzorowania L takiego, ze
L e Diff**(n, k). Wowczas dla kazdego z ¢ (—2A4 — 1,24 + 1)* x R**
mamy

(3.7) Lragl ™' (z) = 2 = .af (@),
gdyz supp(f),supp(g) C Ko i supp(ria) C (=24 — 1,24 + 1)F x R**. Stad
ETi,AQZ_l = Tiaf

na R”, czyli otrzymujemy teze Lematu 3.6.
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Zaciesniamy U’y tak, by pos(h) < dla kazdego h € U/. Wtedy dla

32A
reR" 2445 <x; <24+ 21 N =4A+2 mamy
2A 7<2A+1 14— N < ((Tiyg) ™ (x))
4 2 324 )

3 1
<24+ (1-— | N<—-24
=S4T ( 32A> =

oraz

() (i) > 24 -+ 1~ 32%4) N> 24

Stad (L(z)); > 2A dla kazdego v € R", z; > 2A+ 3 i N > 44 +2.
Dla x i N jak wyzej otrzymujemy
miL(x) = m((Tf)Y (L)~ (2)) = Tia(f)m((Tig) " (2))
= Tia(f)(Tialg) " (mi(2)).

Podnosimy T; 4 (f)(Tia(g))™* do odwzorowania I' € Diff***(n, k) spelnia-
jacego warunek

(3.9) ml = Do a(f)(Tsalg) ',

Na podstawie (3.8) mozemy przyjac, ze I = L na Ri™! x (24 + 3,00) x R*™.
Okreslamy dziatanie R na R™ wzorem

R xR" > (t,x) — te; + € R",

(3.8)

gdzie e; jest i-tym wektorem bazy kanonicznej. Z (3.9) oraz z zalozenia
Lia(f)(Tialg)™" € G** mamy

mi(T(te; + ) = Tia(f)(Tialg) ™ (mi(te: + 2))

= FzA(f)(Fz (9)) " (p(t) - mi())

=p(t) - Tia(f)(Tial9) ™ (mi(w))

= p(t) - mi(T(2)) = mi(te; + T(x)),
dla kazdego z € R" i ¢ € R, gdzie p = pr;om; : R" — St jest rzutowaniem
nakrywajacym. To oznacza, ze t — I'(te;+x) it — teZ+F( ) sa podniesieniami
tej samej krzywej. Sa one rowne dla ¢t = 0, wiec F(tel +x) = te; + I'(x) dla

kazdego x € R" it € R. Teraz mozemy zapisac

(T — Id)(te; + ) = D(te; + ) — te; — x = te; + L(z) — te; — x = (I — Id) (),

czyli I'—Id jest state na krzywych catkowych pola wektorowego x 40;. W szcze-
golnosci z Lematu 3.5 (1) mamy

(3.10) (T —Id)g; 4 =T —1d.
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Okreslamy funkcje 5 : R" — R wzorem 5(z) = ((I' — Id)(z));. Bierzemy
x € R" takie, ze |z;| > 24, j=1,...,k, j #ioraz |zj| >2, j=k+1,...,n.
Mozemy przyjaé, ze x; > 2A + %, bo 4 jest stala na krzywych catkowych
pola x40;. Wtedy z zatozenia o I' otrzymujemy

Y(@) = (' = 1d)(@)); = (L — 1d)()); = 0,

czyli
supp(5) = supp(T) C [—24,24)""" x R x [—24,24]"7 x [—-2,2]"*.

Okreslamy C™**-dyfeotopie od Id do ' wzorem

H:R"x 15> (z,t) — tl(z) + (1 —t)z € R"
oraz przyjmujemy H;, =Id dlat <01 H; = Fdat>1. Mamy
(3.11) supp(H) C [—24,2A] 7" x R x [-24,2A]" " x [-2,2]"*.

Definiujemy odwzorowanie &; : R*~! — R™ wzorem
Gi(T1, . 1) = (21, .., 21,0, 24, . 1),

Mamy 6,G;(z1,...,2,) = (T1,. .., Ti—1,0,Tis1,...,2,) dla (z1,...,2,) € R”
oraz ¢;0; = Id.
Teraz mozemy udowodnié¢

Wtlasnosé 3.8. Odwzorowanie L : R* — R™ okreslone wzorem

0i,aLo; () z € (=24 — 1,24+ 1)k x Rk
L(z) = € 6,G;:Honss—0, (z) + (go’;a‘?(x))zez r€R™ x (24 + 1, 00) x R
x poza tym

jest Cmo-dyfeomorfizmem, L € Diff**(n, k)o oraz
(3.12) supp(L) C [—2A4, 241" x [-24,2A4 + 3] x [-2A4,2A]" " x [-2,2]" "

Dowadd. Wszystkie odwzorowania w definicji sg klasy C"* i dziataja wzdtuz
ligci, wiec L € Cm%(n, k).

Z Wlasnosci 3.7 1 z (3.7) wynika, ze odwzorowanie L po zaciesnieniu do
zbioru R x (—00,2A4 + 1) x R"™ jest dyfeomorfizmem klasy C™*®. Dalej,
niech x € R x [24 + 1,00) x R"™". Wowczas

Z(ﬂﬁ) = 0:qiHony3-0, () + wi€4,
gdyz supp(xa) = [-2A—1,24+1]* x R"~*. Poniewaz H; jest dyfeomorfizmem
dla kazdego t € R i 6;G;(z1,...,x,) = (x1,...,0,...,2,), wiec L jest bijekcia
na R (2441, 00) xR oraz det(DL(z)) # 0. Stad L jest dyfeomorfizmem

klasy C"*% na R™. Ponadto zauwazmy, ze dla x € R", x; > 2A + 3, mamy
Honys—o;(x) = x, wiee z (3.4) 1 (3.11) otrzymujemy (3.12).
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Pozostato wykazaé, ze L jest dobrze okreslone. W tym celu pokazemy, ze
Gi(0i,aL0; 4(2)) = @iHoas3—z, (1),
(0.4 L0 (2)); = (P47 (2);
dla z € (—2A4,24) 1 x (2A+ 1,24+ 1) x (—24,2A4)F " x (=2,2)" . W po-
zostatych przypadkach poprawnosé okreslenia wynika z postaci nosnikow uzy-

tych odwzorowari.
Bierzemy x jak wyzej. Z (3.10) i z warunku ¢;0; 4 = @-Q;}l = ¢; mamy

Cjzf@;ix(x) = G(T —1d)(z) + Gio; () = Gl (),

a nastepnie

Gi(0i.aL0; (@) = @:Lo; j(z) = aTo; i(2) = GL(2) = GiHaaras, (2),
gdyz 2A+3 —x; > 1.
Funkcja 7 jest stata na krzywych catkowych pola x40;. Stad
0 . S 2D . oY)
gt 7% () = (Axa0:) (974 % () = A9 () (xa0:) (9% ()

= 5() (xa0:) (9% ()

oraz

I v T »
a( Wﬁ)(x) = V(I)T = 7(15)(XA31')(%($)2($))-
Ponadto pp¥4%(z) = X4%(z) = z, wiec gp§“33 (z) = ©¥4%(z) dla kazdego

x € R"it e R. Korzystajac z Lematu 3.5 (1) i (4) mamy

N Doi 4 N d0; 4
0; 4(Axa0;) () = D 2 (Axa0i(0i,4(x))) = A(0i,a(2)) o 2 (xa0i(0i,a(2)))

= ()0l a(xad)(x) = F04(x).

Teraz mozemy zapisac

0; 8 P a(Ixa0i) _ 50; —
(8.13)  X%(2) = o7 (@) = oiarr T oA (@) = 0iawi” oA (@):

Funkcja v jest stala na krzywych catkowych pola 0;, wiec zachodzi warunek
(T(@)); = (@) + 25 = (91" (2))s:
Stad i z Lematu 3.5 (6) oraz z (3.13) otrzymujemy
(05.4L0; 4(2)); = (0140 4(2)); = (01,45:T 0, 4(x));
= (01,4511 0.4 (7))i = (01,001 07 (2)):
— (%))
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3.4. Konstrukcja operatora Mathera

W tym rozdziale przedstawimy konstrukcj¢ operatora V¥; 4. Zauwazmy, ze
wszystkie odwzorowania uzyskane w dowodzie dziataja wzdtuz lidci.

Lemat 3.9. Niech r,s > 1, A > 1,1 <1 < k i niech o bedzie modutem
ciggtosci. Istnieje Uy otoczenie Id w Diff%(n, k)o zalezne od A oraz operator
U, 4 : Ua — Diffy*(n, k)o

takie, ze
(1) W; 4 zachowuge 1d.
(2) Odwzorowanie
qji,A : UA N Dlﬂ‘;é’_al (TL, k?)[) — Diff;’(i’a(n, k’)o
jest ciggte w C™*-topologii.
(3) Dla kazdego f € Uy N DIt (n, k)o mamy
1= [Wia(f)] € Hi(DHfE" (n, k)o).

(4) Istniejq state 6 > 0 zalezna od r, A i o oraz Q, > 2 zalezna od r i o
takie, ze

MT,S,a(\IJi,A(f)) < QT’AMT,S,a(f)
dla kazdego f € Uy N Diff>° (n, k)o takiego, Ze piysa(f) < 9.

Niech Uy = U, bedzie otoczeniem Id z Lematu 3.6. Dla f € Uy definiujemy
odwzorowanie h € C 5 (B;, k) wzorem

h(l’l,...,lgz‘,...,l’n) = 191 . Fi’A(f>(ZE1,...,0,...,5(]n).
Zalezy ono w sposob ciagly od f w CU*-topologii oraz I'; 4 zachowuje Id,
wiec mozemy zacie$ni¢ Uy tak, by h € Diff}j(Bi,k)o dla kazdego f € Ujy.
Okreslamy dyfeomorfizm g = h™'T; o(f) € Diff 2} (Bi, k)o. Mamy h = T 4(f)
ig=1Idna{¥ € B;:d; =0} Ponadto g,h € Dift7*(B;, k)y oraz h € G}**
dla f € Uy N Diff" (n, k)o. Fakt, ze g i h naleza do skladowej spojne;
K"
co otrzymujemy jak w dowodzie Lematu 3.4 dla I'; 4(f).
Zauwazmy, ze h — 1d = (I; A(f) — Id)p;, gdzie
ﬁsz = (ml,...,ﬁi,...,xn) — (l‘l,...,o,...,xn) EBI
Mamy Dp; = Id i D?*p; = 0 dla j > 2. Stad
D3 (T, —1Id — D™3(T; —1Id
() < s 12 CAl) = 1) (@) = D (Tia() = 1))
xF£y O{(|l’ - yD
= ﬂr,s,a(ri,A(f))

przestrzeni Diff % (B;, k) wynika stad, ze sa one C™*“-dyfeotopijne z Id,
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dla kazdego f € Us N Diff" (n, k).
Teraz z Lematu 2.8 mamy

NT,S,a(hil) < ,Ur,s,a<h) + F(MT,S,a(h))

oraz

Mr,s,a( ) Nrsa( 1FZA( ))
< Mor.s, a( ) + Hor,s, a(r (f)) + Mr,s,a<h_1)G(Mrs a(FZ A(f)))
< prsal(h) + F(Mrsa(h) + prsa(Tia(f))

i (Mr,s,a(h) + F(Mr,s,a(h))> G(M;s.0(Ti,a(f)))
S 2Ur‘,s,a(ri,A<f)) + Fl (MT,S@(FLA(f)))

dla 1 4(h) < §, gdzie F} jest pewnym wielomianem drugiego rodzaju zaleznym
od ria. Z Lematow 3.4 (3) 1 2.7 (1) istnieje stala § > 0 zalezna od r, A i «
taka, ze

(3'14) Hr,s,a(Q) < 24Aﬂr,s,a(f) + F1(12Acrﬂr,s,a(f)) < 36Aﬂr,s,a(f)

dla kazdego f € Ua NDiff>° (n, K)o 1 pirs,a(f) < 0. Korzystamy tutaj z tego,
ze Fi(x) = xé(x) dla pewnego wielomianu pierwszego rodzaju G.

Mozemy podnies¢ g do odwzorowania g € Diff}ﬁ,(n, k)o takiego, ze gm; = m;§
oraz § = Id na {x € R" : z; € Z}. Odwzorowanie takie jest jedyne oraz g

zalezy w sposob ciagly od g. Mamy fi,5.0(7) = firsa(g)-
Bierzemy funkcje okresowa & € C*(R,[0,1]) o okresie 1 taka, ze { =
w otoczeniu m i £ = 1 w otoczeniu m + %, m € Z.

.. .o~ 1 .
Definiujemy odwzorowania §i, g» € Cp(n, k)o wzorami
K

gi=(Eopr,) (G-Id)+1d, g2=5'g

Sa one okresowe o okresie 1 wzgledem i-tej wspotrzednej oraz g, = Id w otocze-
niu R x {m} x R"7 i go = Id w otoczeniu R™* x {m + 1} x R"™*, m € Z.
Ponadto §; i go zalezg w sposob ciagly od f w C1 s—topologn ig1 =g =1ddla
f = Id, wiec mozemy zaciesni¢ Uy, tak, by g1, go € Diff K/,( k)o dla f € Ua.
W szczegolnosei gi, go € DIy (n, k)o dla f € Ua N Diff": 2 (n, ko

Niech z = (z1,...,2;,. .. xn) € R™. Bierzemy y = (1, ...,Yi,...,2,) € R”
takie, ze y; € Z 1 |z; — y;] < 1. Calkujac wzgledem i-tej wspohrzednej mamy

(g = 1d)(2)| = [(g —1d)(x) — (9 = Id)(y)| < p1.s(9)|2i — wil,

czyli 1os(g) < p1s5(g). Ponadto mozemy przeprowadzi¢ rozumowanie jak
w dowodzie Lematu 2.7 (1) otrzymujac fios.a(7) < 2441.5a(3)-
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Wykonujemy oszacowanie

. D™ (€ o pry) - (g = Id))(x) = D"*((§ o pry) - (g — Id)) ()|

TH#Y OZ(|.I‘ - y|)
, (T) H(DJ'S( opr;) - DT (g —Id)) y
< ) sup
=0 j m?’éy a(’x - y’)
< - 7‘) ( | D7#(& o pr;)(z) = D?*(§ o pr;) (y) || T
<> (5) (s allz 4D proseld)
+sup [|€ o pr; ||;.5 |D7(g = 1d)(x) = D"7*(g = Id)(y)”)
TH#Y Oé(|(L’ - y|)
< p1o,5,0 (& 0 Pry) s () + 11 © DTy [|0,8br,5,0(9)
r—1
#3 (1) (1€ 0 rome3a(a) + 1€ 0B i)
j=1
+ s, a(g © pri)MO,S(g) + H£ o pr; HT‘,SMO,S,a(g)
< Ql rsoz( )

dla pewnej stalej Q; > 27" zaleznej od r i «, gdzie 71|Z = h(z) — h(y).
Z Lematu 2.7 (2) i z (3.14) otrzymujemy

(315) ,U/T,s,oz(gl) S Q10T2Mr,s,a(§) S 36QIOT2AMT,s,a(f)a

gdzie wykorzystujemy rownosé i, s.a(q) = trsal(g).
Zauwazmy, ze wyrazenie (3.14) jest ograniczone dla p,.(f) < 4. Stad

i z Lematow 2.8 (1) 1 2.9 (2) istnieje stala Qy > 2" zalezna od r i o taka, ze
(3.16)

firs.a(G2) < firsalTr ) + tirsa(§) + Mrsa(3 )G (M)
< 2 5.0(G1) + pirs.a(G) + 2M, 5.0(51)G (M;5.0(3))
< 2Q1C" s a(§) + Hrs.a(§) + 20107 11r,50(3)G(C™ pirsa(d))
< Qafir,s.0(9) < 36Q2 A5 o(f)

dla f € Uy NDiff% (n, k)o i dostatecznie matego ji, s .a(f).
Okreslamy zbiory

3 1
:{$€Rn0<1’l<1}, EQZ{IEERH—§<CBZ<—§}
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oraz operator W, 4 : Uy — Diff*(n, k) wzorem

gl(l’> T € E1
Via(f)(z) = §o(r) z€ By
T poza tym

Pokazemy, ze U; 4 spetnia tez¢ Lematu 3.9.

Wtasnosci (1) 1 (2) wynikaja z faktu, ze wszystkie wprowadzone odwzorowa-
nia zaleza w sposob ciggly od f w Cb*-topologii i dzialaja wzdtuz lisci oraz
wykonywane operacje sg ciagte w C™*-topologii.

Aby pokazaé (3) zauwazmy, ze istnieja dyfeomorfizmy gy, g2 € Diﬂ“}gf(Bi, k)o
takie, ze g1m; = ™1 1 gam; = TiGa. WOWCZAS §1G2 = §1g2 = ¢, gdzie ;]1/\9/2 jest
podniesieniem g, g, takim, ze g1go = Id na {x € R" : z; € Z}. Stad g192 = g.

Z cigglej zaleznoéci od f w Cl*-topologii mozemy zacieéni¢ U, tak, by
U, 4(f) € Uj dla f € Uy, gdzie U, jest otoczeniem Id z Lematu 3.6.

Bierzemy 9 € B;. Wybieramy x € R" takie, ze m;(x) = ¥ 1 x; < —2A oraz
N € N takie, ze ((T;%; 4(f))Y(2)); > 2A. Z powyzszych uwag i z definicji
operatora W; 4 otrzymujemy

Lia(Wia())(0) = m (LVa(f)Y (2) = 0192 = g-
Stad zachodzi warunek
Lia(F)Tia(Pia(f) " =Tialflg™ = he G
dla kazdego f € U N Diff® (n,k)o. Z Lematu 3.6 odwzorowania ; 4 f
17;,4(W; a(f)) sa sprzezone, czyli
[f] = [Wia(f)] € Hi(DHE*(n, k)o).

Pozostato wykazac (4). Niech x € Fy iy € F,. Bierzemy punkty 2, 3° € R”
lezace na odcinku laczacym x i y takie, ze 29 = 01 ¢) = —%. Woéwczas
D™#(gy, — 1d)(2%) = D™*(go — 1d)(°) = 0 i mamy

D™ (Wia() (@) = D (Wia(FN@)I _ [1D™*Ga(x) = D™*u ()]

aflz —yl) - af|z — 2%)
1D™*G2(y°) — D™ Ga(y)||
a([y® —yl)

S Hr,s,a(gl) + #r,s,a(.gQ)-
Analogiczne oszacowanie otrzymujemy w pozostatych przypadkach. Stad
,ur,s,a(qji,A<f)) < ﬂr,s,a(gl) + ﬂr,s,a(fb)-
Z (3.15) i (3.16) otrzymujemy teze.
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3.5. Dowédd gléwnego twierdzenia

Zaktadamy, ze r — s > k + 1. Bierzemy odwzorowanie (4 € Diff>°(n, k)
takie, ze (4 = (A-1d,1d) na K = [-2,2]".

Niech Uy bedzie otoczeniem Id w Diff:*(n, k)o z Lematu 3.9. Dla dyfeo-
morfizmow f, g € Diff°(n, k)o z C**-otoczenia Id okreslamy odwzorowania

go=CafgCyt i gi=Vialgi),

1=1,..., k. 7 ciaglej zaleznosci tych odwzorowan od f i g istnieje V4 otocze-
nie Id w Diff*(n, k)o zalezne od A takie, ze go, g1,...,9x € Ua dla f, g € V.
W szezegolnosci dla f,g € Vi N Diff ™% (n, k)o mamy g; € Diff.%(n, k)o,
i=0,...,k.

Mozemy teraz udowodni¢ nastepujacy lemat.

Lemat 3.10. Niech r — s > k + 1 i niech a bedzie modutem ciggtosci.
Wowczas istnieje Ag > 1 1 e9 > 0 takie, zZe dla dowolnego 0 < & < &g
i fyg € Diff 7% (n,k)o spetniajacych warunek p.so(f), rsalg) < € mamy
fug € VAO iﬂlr,s,a(gk) <e.

Dowdd. Niech @), bedzie stala z Lematu 3.9 (4). Mamy 1 —r+ s+ k < 0.
Stad istnieje Ay > 1 takie, ze 3QF Ay~ Tt < 1.

Z Lematu 2.7 (1) istnieje g9 > 0 takie, ze dla kazdego h € Diff ”*(n, k)
1 ftrsa(h) < ep mamy h € Vy,. Dla dostatecznie matego ey z Lematu 2.9 (1
otrzymujemy

(3.17) :ur,s,a<fg) < NT,S,a(f) + :uv‘,S,a<g) + Clﬂ?",S,Oz(f)NT,S,Oz(Q) < 3¢

dla kazdego 0 < e < egi f, g € Dift 7%(n, k)o takich, ze pirso(f), trsalg) < e.
Niech (x,y) € Ko, gdzie x € R*, y € R"*. Wtedy (4, (z,y) = (Ao, y) oraz

(CAofgc,Zol)(xv y) = (AO(fg>1(ALOx7 y)7 y)

Kazdy niezerowy element macierzy

I(z,y) = D™ (fg) (s, y) - (D4, (2, y) X ... X Dy (2,y))

ma postac

)

0:16,-1 Ce 0xir Ao ™ 8:762-1 ’ o @xir ’ ’
gdzie iy,...,i, € {1,....n}, #{i; 1 ;, >k, j=1,...,r} <sil=1,...,n
Stad co najwyzej s pochodnych czastkowych odwzorowania C;Ol W POWYZSZyIm
iloczynie jest rowna 1, a pozostate Ag.
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Bierzemy (z',4'), (2%, 4?) € Ky. 7 przedstawionych uwag i z rozwazain
Lematu 2.5 otrzymujemy

107 (a0 9Ca) (s y') = D (CanfgCa) @ ) _ (et ) — 12 2)]

<A
a(|(z!,y') — (=%,4%)]) af|(z!,y') — (2%,9%)])
D™ (f9) (G y") = D™ (f9)(Gg2* o)l _ AT ()
> 0 T,8,Q )
C((’(Aioxlv yl) - (Aion? y2)’)
gdzie wykorzystaliSmy nier6wnosé
|($17y1) - (I27y2)| 2 |(ALOm1ay1) - (ALOm2ay2>|
oraz monotoniczno$é¢ «. Dla (z,y) ¢ Ky mamy

D™ (Canf9Cal) (@, y) = 0 = D (fg) (<=2, y),

bo supp(f),supp(g) C K, wiec powyzsze oszacowanie zachodzi dla dowolnych
punktow z R™.

Teraz korzystajac z (3.17) otrzymujemy
(318) ,ur,s,a(gO) S A(l]iTJrs/Lr,s,a(fg) S 3A(1)7T+S€
dla 0 < e <gg oraz f, g € Diff ;”%(n, k)o takich, ze i sa(f), trsalg) <e.

Zaciesniamy gq tak, by 3Q1A; "ty < § dla kazdego i = 0, ..., k, gdzie §
jest stata z Lematu 3.9 (4).

Niech i = 1,... k. Z (3.18) mozemy zalozy¢ indukcyjnie, ze

N/r,s,a(.gi—l) S 3@371/4(})_7«—&_84_(1._1)5 S 5

Wowczas z Lematu 3.9 (4) mamy

,ur,s,a (gz) S QTAOﬂT,s,a(gi—l) S BQiAé_T—i_S—HE S 5

W szczegolnoscei

S A(l)—r+s

rso(gr) < 3QAT e <e
dla kazdego 0 < € < ¢. U
Niech Ag > 11 €9 > 0 beda stalymi z Lematu 3.10. Okreslamy zbior
L ={heDiff7*(n,k)o : pirsalh) <eo},
ktory wyposazamy w C"*-topologie. Ustalamy f € L i definiujemy operator
®:L>g+— gy € L.
Z Lematu 3.10 jest on dobrze okreslony. Z Lematow 2.15 (1) i 3.9 (2) od-

wzorowanie ® jest ciagle w C"™*-topologii. Ponadto zachodzi nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 3.11. Niech r — s > k+ 1. Wowczas zbior L z C™*-topologiq
postada wltasno$é punktu statego, tzn. kazde odwzorowanie ciggte L — L ma
punkt staty.
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Dowdd. Definiujemy zbior
L'={h e C(n,k)o : prsa(h) <o}

Bedziemy go traktowaé jako podzbior przestrzeni C3°(n, k)o z norma || - |-
Topologia generowana przez || - ||, na C°(n, k)o pokrywa si¢ z C™-topo-

logia. Stad odwzorowanie L > h +— h —Id € L' jest homeomorfizmem.
Bierzemy ciag {h;}ieny C L' zbiezny w C2°(n, k)o do pewnego h. Wowczas
dla kazdego z,y € R” mamy lim D"*h;(x) = D"*h(z) oraz
| D" hi(x) — D™*hi(y)
afjz —yl)

H < /Ifr,s,a(hi) < €o.

Stad
|D™*h(z) — D™*h(y)|
a(lz —yl)
czyli prsa(h) < e i h € L'. W ten sposob pokazalismy, ze zbior L' jest
domkniety w C°(n, k)o.
Nastepnie okreslamy operator
S (C;(’S(WH k>07 || ’ “T,S) S h— D™h e (O?((Rn7 LTGanRn))’ || ) ||Sup)7

gdzie || - ||sup OzZnacza norme supremum. Jest to izometria, bo

[Shllsup = sup [[D"*h(z)|| = [|]]rs
zeR™

S €0,

dla h € C°(n, k)o. Stad zbior S(L') jest domkniety w C%(R™, L™(R",R™)).
Rodzina {Sh : h € L'} jest wspolnie ograniczona, bo z Lematu 2.7 (1)
mamy
[Shllsup = prs(h) < Chiysa(h) < Ceg
dla h € L. Jest takze jednakowo cigglta, co wynika z oszacowania
|D"*h(z) — D™*h(y)
a(lz —yl)

ISh(x) ~ Sh(y)] = e~ < zoale — o).
hel ixz,yeR"

Zbior K = [—2,2]" jest zwarty, wiec z twierdzenia Arzeli-Ascoliego zbior
S(L') jest wzglednie zwarty w C%(R™, L"(R™,R")). Wczesniej wykazali$my,
ze jest on domkniety, a S jest izometria. Stad zbiory S(L') i L’ sa zwarte.

Zbior L' jest zwartym, wypuklym podzbiorem przestrzeni Banacha, wiec
z twierdzenia Schaudera-Tichonowa kazde odwzorowanie cigglte L' — L’ ma
punkt staty. Z homeomorficznosci L i L' otrzymujemy teze. 0

Z Twierdzenia 3.11 operator ® ma punkt staly. Wobec tego istnieje g € L
takie, ze gy = g. Teraz z Lematu 3.9 (3) otrzymujemy

[f9] = [CafaCa'] = [go] = ... = lgn] = lg] € HL(Diffz™*(n, k)o),
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czyli
[f] = [1d] € Hy(Diffp>%(n, k)o)
dla kazdego f € L. Z Wtasnosci 2.21 zbior L generuje Diff 7% (n, k)o, wiec
Diff2>%(n, k)o C [Diff0*%(n, k)o, Diff*%(n, k)],

co nalezato dowiesc.

3.6. Przypadek grupy C""!'-dyfeomorfizmoéw

Niech » > 1, n > 1 i niech M bedzie rozmaitoscia wymiaru n. Przez
Diff’(M)o oznaczamy grupe C"-dyfeomorfizméw na M dyfeotopijnych z Id
przez C"-dyfeotopie o zwartych nos$nikach.

Dowod Mathera [17], [18] doskonatosci grupy Diff. (M), dziata przy zaltoze-
niu, ze r # n + 1. Dla r = n + 1 problem pozostaje nadal otwarty. Ponizej
przedstawimy argumenty przemawiajace za tym, ze grupa Diff?Jrl (M) nie jest
doskonata. Pokazemy takze jak przypadek rozmaitosci z foliacja wiaze sie
z pozytywnym rozwiazaniem tego zagadnienia.

W 1985 r. Mather |20] udowodnil, ze grupa G zlozona z C'-dyfeomorfizmow
na R o zwartych nosnikach, ktorych pierwsze pochodne maja ograniczone wa-
riacje nie jest doskonata. W tym celu Mather pokazatl, ze mozna skonstruowac
homomorfizm 7 : (G,0) — (R, +) bedacy epimorfizmem. Tymczasem gdyby
grupa G byla doskonata, to kazdy taki homomorfizm bylby odwzorowaniem
zerowym. W dowodzie zostaly wykorzystane wtasnosci miar Radona.

Wezesniej, w [19] Mather rozwazal wtasnosci pewnych operatoréw wskazu-
jace, ze przypadek r = n+1 rézni sie od pozostatych. Strescimy przedstawione
tam rozumowania.

Niech

Tn:{(zl,...,zn)G(C” : |Zl|::|zn|:1}

bedzie n-wymiarowym torusem. Dla liczby catkowitej A > 1 okreslamy od-
wzorowanie

D:T" 3 (21, .., 20) = (20, ..., 22 e T
Przez X7"(T™) oznaczamy przestrzen pol wektorowych klasy C™ na T™ i de-
finiujemy operator Tr : X7 (T™) — X"(T™) wzorem
Tr(X)(z) = Y Tu(Xy),
yer—1(z)

gdzie X € X"(T") i x € T". Odwzorowanie I" jest lokalnym dyfeomorfizmem,
wiec Tr jest dobrze okreslone. Wéwcezas mamy
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Twierdzenie 3.12. Zachodzq wtasnosci

(1) Jeslir >n+ 1, to Tr —1d jest izomorfizmem.

(2) Jeslir <n+1, to Tr—1d jest surjekcjg oraz dim ker(Tr — Id) = co.

(3) Jeslir =n+ 1, to Tr—1d nie jest surjekcjq, ale jest injekcjg i obraz
odwzorowania Tr — 1d jest zbiorem gestym w X7 (T™).

Teraz przyjmujemy oznaczenia z podrozdziatu 3.5 i zaktadamy, ze odwzoro-
wania f, g, go, - - - , gn € DiffL(R")q sa z malego C'-otoczenia Id, gdzie r > n+1
(przypadek r < n + 1 jest analogiczny).

Z Lematu 3.6 dla kazdego ¢ = 1,...,n istnieje L; € Diff’(R"), takie, ze

—1
Ti,A9i—1 = LiTi,AgiLi .

Stad mamy ¢; 1 = TiTjLiTi,AgiLi_l oraz

fF=Cl90Cag™ = Gt (rialama) i Ly Cag ™

= CZI(Tf,};LlTl,A) e (TnﬁanTn,A)gnL;l LTt

Mozemy przyjaé, ze g, = g dla pewnego g. Wyznaczajac (4 f¢;" i dokonujac
linearyzacji otrzymujemy

~ A

(Ca)of = (1 a)e(La) = Lo) o4 (1)« (Ln) = L) + (9 = (Ca)(9)):

gdzie f = f +1di f traktujemy jak pole wektorowe na R™.
Bierzemy prostsze réwnanie

~

Af = (TTDL) = L) 44+ (T L) = L) + (9 = AL(9)),

gdzie A oznacza operator mnozenia przez A, a T; translacje o wektor jed-
nostkowy wzgledem i-tej wspotrzednej. Zastepujac jego lewa strone przez
F(f/l, oo Ly, g) otrzymujemy odwzorowanie, ktorego surjektywnosé oznacza,
ze powyzsze réwnanie ma rozwiagzanie dla kazdego f .

Mather udowodnit, ze F' jest surjekcja wtedy i tylko wtedy gdy A # 1
ir # n+ 1. Nie wiadomo, czy analogiczny fakt zachodzi dla odwzorowan
€A, T1,Ay - -5 Tn,A-

Na zakonczenie pokazemy jak mozna bada¢ omawiany problem przy pomocy
rozmaitosci z foliacjg.

Niech M bedzie n-wymiarowa rozmaitoscia. Z Lematu 2.16 mozemy przyjac,
ze M =TR"i f € Diff,(R"), oraz f jest z malego C'-otoczenia Id. Wowczas
istnieje rozktad f = (f1, fo) na dyfeomorfizmy g = (g1,¢92) € DiftL(R"™, Fr)o
i h = (hy,ho) € DiIffL(R™, F/_,)o takie, ze f = gh, gdzie F}, = {R* x {pt}}
oraz F!_, = {{pt} x R"*}.
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Istotnie, okreslajac h(x,y) = (z, fo(z,y)) i g(z,y) = (fr(h  (z,y)),y) dla
r € R¥, y € R"* mamy

(gh)(l’,y) = (gl(h(xay))792(h(xay))) = ((flh_l)(h(l’,y)),h2<l’,y))
= (fl(x,y),fg(l',y)) = f(x,y)

Istnienie takiego rozktadu oznacza, ze z doskonaltosci grupy Diff.(R", F)o,
gdzie F jest dowolna foliacja produktowa, wynika doskonaltosé grupy Diff”, (R™),.
W szczegdlnosci wniosek taki zachodzi dla » =n + 1.

W niniejszej pracy pokazaliémy, ze dowéd Mathera dziata dla odwzorowan
klasy C™*. Transwersalnie nastepuje utrata gtadkosci, wiec Twierdzenie 3.2
jest prawdopodobnie najlepszym wynikiem jaki mozna uzyskaé dla foliacji.



4. Rozmaitoscl z narozami

4.1. Wprowadzenie

Niech r > 1,0 <k <ni0<I<m. Oznaczamy R} = R* x [0,00)" ",
Ponadto przez 0X bedziemy oznaczaé¢ brzeg zbioru X.

Moéwimy, ze punkt x € R} jest indeksu j, 7 =0,...,n — k, jesli dokladnie j
sposrod ostatnich n — k wspotrzednych punktu x jest réwnych 0.

Definicja 4.1. Niech U C R} i V C R}” beda zbiorami otwartymi. Méwimy,
ze odwzorowanie f : U — V jest klasy C" jesli istnieja i sy ciagle wszy-
stkie pochodne czastkowe odwzorowania f do rzedu r wtacznie. W przypadku
punktéow nalezacych do OR} rozwazamy pochodne jednostronne. Ponadto f

nazywamy dyfeomorfizmem klasy C" jesli f jest klasy C" i ma odwrotnosé
klasy C*.

Przez D"f : U — L"(R",R™) bedziemy oznacza¢ r-ta pochodna odwzo-
rowania f. Dodatkowo przyjmujemy D°f = f.

Z twierdzenia Whitney’a o rozszerzeniu odwzorowanie f jest klasy C" wtedy
i tylko wtedy gdy mozna je przedtuzy¢ do odwzorowania f U — R™ klasy C",
gdzie U jest otwarty w R" i U = Un R}. Dowod tego faktu mozna znalezé

w [14], [32] lub [33].

Przez C"(n, k) oznaczamy przestrzen odwzorowainl f : R} — R} klasy C”
takich, ze f(OR}) C OR}. Ponadto przez D"(n, k) bedziemy oznaczaé¢ grupe
C"-dyfeomorfizméw na R}. Dyfeomorfizm przeprowadza punkty indeksu j
na punkty indeksu j dla j = 0,...,n — k, wiec warunek f(OR}) C OR} jest
zawsze spelniony.

Definicja 4.2. Przestrzen Hausdorfa M wymiaru n nazywamy rozmaito$cig
z narozamsi klasy C" jesli jest wyposazona w strukture rézniczkowa klasy C”
generowana przez atlas {(U;, p;) bier, gdzie U; jest zbiorem otwartym w M,
a ¢; : Ui — ¢;(U;) homeomorfizmem na zbiér otwarty w R% ;) dla pewnego

j(i)=0,...,n, i€l

W dalszej czesci bedziemy zaktadac, ze M jest n-wymiarowa, spojng roz-
maitoscia z narozami klasy C'°.

Definicja 4.3. Odwzorowanie f : M — M na rozmaitosci z narozami jest
klasy C" (dyfeomorfizmem klasy C") jesli dla kazdego € M istnieja mapy
(U,u), (V,v) na M takie, ze x € U, f(z) € V, f(U) CVivfu ! jest klasy C"
(dyfeomorfizmem klasy C").
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Moéwimy, ze punkt © € M jest indeksu j, 7 = 0,...,n, jesli istnieje mapa
(U, ) na M taka, ze x € U i p(x) jest indeksu j. Indeks punktu nie zalezy
od wyboru mapy. Spdéjne sktadowe zbioru punktéw o indeksie j nazywamy
krawedziami wymiaru n— j. Sa to podrozmaitosci (bez brzegu) wymiaru n — j
rozmaitoéci M. Punkty indeksu n bedziemy nazywaé wierzchotkamia.

Przez C"(M, M) oznaczamy przestrzen odwzorowan klasy C”™ na M ta-
kich, ze f(OM) C OM, a przez D"(M) grupe C"-dyfeomorfizméw na M,
r=20,...,00.

Analogicznie jak wczesniej indeksow ¢, K, 0 bedziemy uzywaé na oznaczenie
odpowiednich podprzestrzeni.

Definicja 4.4. Méwimy, ze odwzorowanie H : M x I — M klasy C" jest
C"-dyfeotopig od 1d do f jesli H, € D"(M) dla kazdego t € I oraz Hy = Id
i Hy=f.

Udowodnimy nastepujace twierdzenie dotyczace doskonatosci.

Twierdzenie 4.5. Niech n > 2 i niech M bedzie n-wymiarowq rozmaitosciq
z narozami klasy C*°. Przez D°(M)o oznaczamy grupe C*°-dyfeomorfizmow
dyfeotopijnych z 1d przez C*°-dyfeotopie o zwartych nosnikach. Jesli M nie ma
wierzchotkow, to grupa DX (M) jest doskonata.

Zaczniemy od przedstawienia podstawowych informacji dotyczacych tego
przypadku.
Niech r > 0. Dla odwzorowania f : R} — R]" definiujemy seminormy

pr(f) = sup I1D"(f = 1d) ()],

11l = sup [|D"f(2)],
z€RY

oraz
M, (f) =sup{u;(f) :i=1,...,r}
Niech K C R} bedzie zbiorem zwartym. Woéwczas oznaczamy
Ry = sup{dist(z,R} \ K) : z € R}} < o0.

Oczywiscie mamy [|f|lv < pi(f) + 11 a(f) < [[flli + 1 oraz || fl[, = p(f)
dla r > 2.

Zastepujac R" przez R} w dowodzie Lematu 1.13 otrzymujemy nastepujacy

Lemat 4.6. Niech r > 1.

(1) Niech K C R} bedzie zbiorem zwartym. Wdowczas istnieje stata C > 0
zalezna od Rg taka, Ze

pir(f) < Cpiria(f)
dla kazdego f € C"*'(n, k) takiego, ze D"(f —1d) = 0 na R? \ K.



4.  ROZMAITOSCI Z NAROZAMI 72
(2) Niech 1 <1i < k. Istnieje stata C > 1 taka, zZe

e (f) < C i (f)
dla kazdego f € C"t'(n,k) okresowego wzgledem i-tej wspotrzedne;
o okresie 1.
Uwaga 4.7. Podobnie jak w poprzedniej czesci, nier6wno$é¢ z (1) mozna
sprowadzi¢ do oszacowania postaci (2). Nie zmienia to rozumowania, jednak
rowniez tutaj wygodniej bedzie uzywaé¢ dwoch odrebnych warunkow.

Dla odwzorowan z przestrzeni C"(n, k) otrzymujemy analogiczne wzory jak
w (1.1)-(1.4). Stad bedziemy sie do nich odwolywaé¢ w naszych rozwazaniach.
Postepujac jak w Lematach 1.15 1 1.16 otrzymujemy

Lemat 4.8. (1) Niech1>1. Dla fi,..., f; € C'(n, k) mamy
pa(fr- o fo) < UCsup p(fi))(1+ sup p(fi)' "

1<i<l 1<i<l

(2) Niech r > 2 il > 1. Istnieje wielomian drugiego rodzaju F zalezny
odr il taki, zZe

e (froo f) < Usup pe(£:) L+ sup g ()Y + F(sup M,_i(f:))

1<i<l 1<i<l 1<i<l
dla dowolnych f1,..., f € C"(n, k).
(3) Dla f € D'(n,k) iy (f) < 5 mamy

pa(f) < 2m(f).

(4) Niech r > 2. Istnieje wielomian drugiego rodzaju F' zalezny od r taki,
ze

pe(F7) < (H) A+ 2 () + F(M—i(f))
dla kazdego f € D" (n, k) takiego, ze pu(f) < 3.

4.2. Wlasnoéci topologiczne grupy D, (M)

Definicja 4.9. Niech 0 < p < r. W przestrzeni C.(M, M) wprowadzamy
CP-topologie przy pomocy pelnego ukltadu otoczen

B (@, 0, K e) = {h € CL(M, M) : ||D?(dihp; ') (x) — DY (¢if i ) (@) < &5,

h(K;) C Vi, 0< 7 <p, x€p(K;), i €I},
gdzie f € CL(M, M), ¢ = {(U;, vi) }icr jest lokalnie skoniczonym atlasem na M,
v = {(Vi, ;) }ies zbiorem map na M, K = {K;};c; lokalnie skonczonym
pokryciem M zlozonym ze zbioréw zwartych takich, ze K; C U;, © € I, oraz
e = {¢&; }ier rodzing stalych dodatnich.



4.  ROZMAITOSCI Z NAROZAMI 73

Na C*>(M, M) wprowadzamy C*-topologie indukowang przez ciag inkluzji
C*(M,M) — C"(M,M), r =0,1,.... Ponadto grup¢ D"(M) wyposazamy
w C"-topologie indukowang z C" (M, M), r =0,..., 0.

Analogicznie jak w Lemacie 1.21 uzyskujemy

Lemat 4.10. Niech r > 1. Wowczas zbior D.(M) jest otwarty w CL(M, M)
w C*-topologii.

Przeprowadzajac rozumowania jak w Lematach 2.15, 2.16 i Wniosku 2.17
otrzymujemy ponizsze rezultaty. Istotny jest tutaj fakt, ze odwzorowania
uzyte w konstrukeji zachowujg krawedzie rozmaitosci.

Lemat 4.11. Niech 1 <p <r < oo. Wowczas
(1) Sktadanie odwzorowari

comp : Co(M, M) x CL(M, M) > (f,g9) = fg € Cc(M, M)

jest ciggte w CP-topologi.
(2) Odwracanie

inv:DL(M)> f— f'eDi(M)
jest ciggte w CP-topologi.
W szczegdlnosci grupa DIL(M) jest grupg topologiczng.

Lemat 4.12. Niech 1 < r < oo @ niech M bedzie rozmaitosciq z narozami.
Istnieje ¢ = {(Ui, ¢:) bier lokalnie skoriczony atlas na M oraz V = V(o)
iU =U(p) CV otoczenia Id w DL(M)y w C"-topologii takie, ze dla kazdego
f € VNDLM)y istnieje m € N i dyfeomorfizmy ¢1,...,gm € UNDL(M),
spetniajgce warunki f = g1 ... gm oraz supp(g;) C Uiy, j=1,...,m.

Wniosek 4.13. Niech 1 < r < co. Grupa D.(M), sktada sie z dyfeomor-
fizmow dyfeotopijnych z 1d przez C'*°-dyfeotopie o zwartych nosnikach.

Teraz przedstawimy uwagi dla rozmaitosci M = R}.

Lemat 4.14. Niech 0 < p < r < oco. Wowczas zbior C"(n, k) jest gesty
w CP(n, k). Ponadto jesli f € CP(n,k) jest klasy C" w otoczeniu zbioru
domknietego L C R}, to w dowolnym CP-otoczeniu odwzorowania f w CP(n, k)
istnieje g € C"(n, k) takie, ze g = f na L.

Dowaod. Dowod wymaga modyfikacji rozumowania z Lematu 1.22.

Niech f € CP(n,k) i bierzemy otoczenie B7(K,¢), gdzie K = {K;}ier
jest lokalnie skoriczonym pokryciem R} zlozonym ze zbioréw zwartych oraz
e = {¢&; }ier rodzing stalych dodatnich.

7 twierdzenia Whitney’a rozszerzamy f do odwzorowania f € CP (R™, R™).

Jesli supp(f) NORY = 0, to mozemy zastosowaé Lemat 1.22. Zakladamy, ze

supp(f) N ORE # 0.
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Niech i € I. Mozemy przyjac, ze suEp(ﬁ) C RF x (=%, 00)"7*, gdzie fi="T.
W przeciwnym przypadku bierzemy f; = 7, f, gdzie v; : R® — R jest funkcja
klasy C*, 7; = 1 na R} i supp(v;) C RF x (=%, 00)" 7"

Odwzorowanie f; jest ciagte wraz ze swymi pochodnymi, wiec dla kazdego
g; > 0 istnieje 0 < 9; < % takie, ze dla z € K;, y € R", |z — y| < §; mamy
| D7 f;(x) — Difi(y)]| < .0 < j < p. Okreslamy fi : R — R" wzorem
fi(z) = fi(z) + (Z,...,%). Wtedy supp(f;) C Int R}, czyli f;(OR?) C ORY.

Okreslamy funkcje 0; = 95, € C°(R", [0, 00)) jak w Lemacie 1.22 i definiu-
jemy odwzorowanie g; : R" — R"™ wzorem ¢; = v; * ﬁ Z zalozenia o J; mamy
supp(g;) C Int Ry,

Dla1l <j <rixz e R" mamy

Digi(z) = (D7 * fi) (),
czyli g; € C"(R™,R"™). Ponadto dla z € K; 10 < j < p otrzymujemy
1D?Gi(w) = D7 f()|| < || D7gi(x) — D7 fil)|| + || D7 fi(w) — D7 fi()|

. . g
<[ wwID iy - Dy +
B(0,6;)

» » & .
s/ DD il — ) — DI fi(a) | dy + = < &,
B(0,6:) 2

Niech A = {\;};e; bedzie lokalnie skoniczonym rozktadem jedynki klasy C'*°
na R} skojarzonym z K. Bierzemy g; = gihRZ : R — R} i definiujemy
odwzorowanie g : R} — R} wzorem

g(z) = Z)‘z(x)gz(x)
iel
Postepujac jak w Lemacie 1.22 otrzymujemy oszacowanie
ID7g(x) — D f()|| < &
dla kazdego x € K;, 0 < j < p i dla dostatecznie matych &; > 0, ¢ € I. Stad
g € By(K,e)NC (n, k).
Druga czes¢ tezy dowodzimy analogicznie jak w Lemacie 1.22. 0

Wtiasnos$é 4.15. Niech 1 < r < oo @ niech K bedzie zbiorem zwartym, wy-
puktym w R}. Wowczas grupy DL(n, k) i D (n, k) sq spdjne.

Dowdd. Przeprowadzamy rozumowanie jak w dowodzie Wtasnosci 1.25, ko-
rzystajac z Wniosku 4.13 i Lematu 4.14. 0

Z Lematow 4.11, 4.12 oraz Wniosku 4.13 wynika, ze Twierdzenie 4.5 wystar-
czy udowodni¢ w przypadku M = R}, k = 1,...,n. Dla k = n otrzymujemy
rozmaito$¢ R". Doskonalosé grupy D°(R™)y wynika z dowodu Epsteina |7].
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Dla k = n—1, czyli dla rozmaitosci z brzegiem dowod przedstawil Rybicki [26].
W obu przypadkach mozna tez uzy¢ ponizszej metody. W dalszej czesci za-
ktadamy, ze k =1,...,n — 1.

Niech K C R} bedzie zbiorem zwartym, wypuklym oraz 0 € Int K. Wtedy
dla kazdego f € D°(n, k), istnieje g € DX (n, k)o takie, ze supp(gfg~"') C K.
Twierdzenie 4.5 wynika teraz z warunku

D?(O(na k‘)o - [’Dso(n’ k)()» Dgo(na ]{7)0],
gdyz woéwczas mamy

[f] = [9f9~"] = [1d] € Hi(D(n, k)o).

4.3. Konstrukcja operatora Mathera

Niech A > 111 <k <n— 1. Definiujemy zbiory K = [—2,2]F x [0,2]"*,
Ky = [-2A4,2A])" x [0,24]" 7,
K= S* x [-2A4,2A) x [0,24]"
K =R x [-24,2A]" x [0,24]"7*,
Ky = [-2,2] x [-24,2A4]F7! x [0,24]" "

Okredlamy zbior B = St x RZ:ll oraz rzutowanie nakrywajace 7 : R} — B,
gdzie S! jest okregiem jednostkowym. Wprowadza ono lokalny uktad wspot-
rzednych w otoczeniu kazdego punktu przestrzeni B i odwzorowania przej-
Scia sg translacjami wzdluz pierwszej wspotrzednej, wiec definicje seminorm
przenosza sie na B.

Przez C"(B, k) 1 D"(B, k) bedziemy oznacza¢ odpowiednio przestrzenie od-
wzorowan i dyfeomorfizméw klasy C" na B. Ponadto przez T oznaczamy

translacje o wektor jednostkowy wzgledem pierwszej wspotrzedne;j.

Niech f € Dy, (n.k)o i po(f) < 1. Dla ¥ € B wybieramy = € R} takie,
ze m(x) =9 ix < —2A oraz N € N takie, ze ((Tf)"(x)); > 2A. Wowczas
okreslamy odwzorowanie ['4(f) : B — B wzorem

La(N) (@) = 7((Tf)" ().
Jego wartos¢ nie zalezy od wyboru x i N.
Lemat 4.16. Niechr > 114 A > 1. Istnieje U otoczenie Id w DX(n, k)o takie,
ze
(1) T4 zachowuge 1d.
(2) Odwzorowanie

Da(f) U A D (n, K)o — Digy (B, k)
jest ciggte w C"-topologii.
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(3) Istnieje wielomian drugiego rodzaju F zalezny od r i A taki, Ze

p1(Ca(f)) < 11Awp (f)(1 +N1(f))11A

oraz

pr(Ca(f)) < 1A ()L A+ m (P + F(Mooa(f)),
gdy r > 2, dla kazdego f € U N Dy (n,k)o.
Dowdd. Wtlasnosé (1) jest oczywista, a (2) dowodzimy jak w Lemacie 3.4.
Aby wykazaé (3) wykorzystamy fakt, ze w definicji I'4(f) wystarczy wziasé

N = 84+ 3. Mamy . (Tf) = p.(f) dla r > 1, wiec z Lematu 4.8 (1)
otrzymujemy

p(Ca(f) = m((THY) < Npa(THA+pa (T )V < 1A () Lt ()74

Podobnie z Lematu 4.8 (2) mozemy zapisac¢

1T a(f) = w(THY) < Np (T4 p(Tf))" NV + F(M,_1(Tf))
S 11A/Jlr<f)(1 + /Jll(f))HAT + F<Mr71(f))
dla r > 2. O

Teraz wprowadzimy pojecia potrzebne w dalszej czesci. W tym celu przez ;X
oznaczamy l-parametrowa grupe transformacji pola X, a przez 0; jednostkowe
pole wektorowe na R} w kierunku pierwszej wspotrzednej.

Niech A > 1. Bierzemy funkcje x4 € C®(R,|0,1]) speliajaca warunki
supp(xa) = [-24 — 1,2A 4+ 1] i xa = 1 na [-2A4,2A]. Nastepnie okreslamy
xa € C®(RE,[0,1]) wzorem xa(z1,...,2,) = Xa(x1) dla (z1,...,2,) € R™
Mamy supp(xa) = [-24 — 1,2A + 1] x R} 7] i x4 = 1 na [-2A4,24] x R}}.
Okreslamy 74 = X% € D®(n, k)o.

Definiujemy dzialanie S' x B — B wzorem

B (W, xe,...,2n) = (B+ 01, 29,...,2,)
oraz grupe
G* ={heD>X(B,k)y : h(3-9)=p-h(¥)V3€S'VI <€ B}.
Analogicznie jak w Lemacie 3.6 otrzymujemy

Lemat 4.17. Niech r > 1 i A > 1. Istnieje Uy otoczenie 1d w D
zalezne od A takie, ze odwzorowania Taf i Tag sq sprzezone w DX (n,
f.9 € UyNDE (n,k)o spetniajgcych warunek T 4(f)(Ta(g))™' € G .

i(na ]{7)0
k)o dla
W pozostaltej czesci tego podrozdziatu przedstawimy konstrukeje operatora

Mathera ¥ 4. Bedziemy go stosowaé tylko wzgledem pierwszej wspotrzednej,
czyli wzdtuz krawedzi rozmaitosci R}.
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Lemat 4.18. Niech r > 1 1 A > 1. Istnieje Uy otoczenie Id w Di(n, k)o
zalezne od A oraz operator

\I/A . UA — Di(n, k)o
taki, ze
(1) U4 zachowugje 1d.
(2) Odwzorowanie

\I/A : UA N D’kﬂ(n, k)o — D}n{l (n, k)o

jest ciggte w C"-topologii.
(3) Dla kazdego f € UaNDE (n, k) mamy

/] = [alf)] € Hi(DZ(n, k)o).

(4) Istnieje stata C' > 1 niezalezna od v i wielomian pierwszego rodzaju G
zalezny od r 1 A takie, zZe

p(Va(f)) < CAu(f)
oraz
1 (Va(f)) < CTApc(f) + G(M-1(f))
gdy v > 2, dla kazdego f € Uy N DYy, (n,k)o.
(5) Istnieje stata Q. > 2 zalezna od r i wielomian drugiego rodzaju F

zalezny od r i A takie, zZe

:ur(\IJA(f)) < QTAMT’(f) + F<M7"—1(f)>
gdy r > 2, dla kazdego f € Uy N Dy (n, k)o.

Dowdd. W ponizszym dowodzie przez C' > 1 z kolejnymi indeksami oznaczamy
stale niezalezne od r, przez Q > 27 stale zalezne od r, a przy pomocy G i F
wielomiany odpowiednio pierwszego i drugiego rodzaju zalezne od r i A.

Niech Uy = U/, bedzie otoczeniem Id z Lematu 4.17. Dla f € Uy definiu-
jemy odwzorowanie h € C} 1 (B, k) wzorem

h(ﬂl, To, ... ,J]n) = 191 : FA(f)(O,[L’Q, o ,l‘n).
Jest ono zalezne w sposob ciagly od f w Cl-topologii i I'4 zachowuje Id, wiec
mozemy zaciesni¢ Uy tak, by h € D}(()(B, k)o dla kazdego f € Us. Wowczas
he G>®dla f e UsNDE(n k). Okreslamy g = h™'T4(f) € D}(é(B, k)o-
Mamy h =T'a(f)1g=1Idna {J € B : ¥y = 0}. Ponadto g,h € D, (B, k)o
dla f € Uy N D, (n, k)o, gdyz mozna pokaza¢ jak w Lemacie 3.4, ze odwzo-
rowania g i h sa C"-dyfeotopijne z Id.
Biorac rzutowanie

p:B> (V1,29,...,2,) — (0,29,...,2,) € B
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mamy h — Id = (T4(f) — Id)p oraz Dp =1Id i D’p =0 dla j > 2. Stad
pr(h) < sup [[D"(Ta(f) = 1)) [[Dp(2) " = pr (T a(f))

TERY
dla kazdego r > 11 f € Us N D, (n k)o
Zaciesniamy Uy tak, by pi(f) < % 1w (Ta(f)) < 5 dla kazdego f € Us.

Z Lematu 4.8 (1), (3) i z Lematu 4. 1 (3) otrzymujemy
in(9) < 2(m (™) + m@a(N)) (14 (0™ +m(Ta(f)

(4.1) < 2<2#1 + pa(Talf >< + 241 (h) + FA(f)))

< 611 (Ca(f)) (1 + 3 (Ta(f))) < 151 (Ca(f))
<15 11Ap (F)(L+ m ()M < Cram (f),

gdzie C} jest niezalezne od A. Korzystamy tutaj z faktu, ze (1 4+ %) jest
ograniczone dla kazdego A.
Niech r > 2. Mamy p;(h) < i (Ta(f)) <
zachodzi oszacowanie
pi(h™) < i () (14 21 (h) Y 4 F(M;-1(h))
(4.2) < 27 (h) + F(M;_y(h))

< 2 (TA(f) + F(M;_1(TA(f)))

5. Stad i z Lematu 4.8 (3), (4)

dlaj=2,...,r
Teraz z Lematu 4.8 (2), (3) i z (4.2) mozemy zapisac¢
pr(9) < 2(e (07 + e (Ta(£) (1 s (h™) + p(Ta()))
+ F(My—y (™) + My (Da(f)))

< 2(2 e (Ca(f)) + F(M,1(Tal(f))) + e (Ta())) <§)

2
+ F(M,_y(h™) + M, _1(Ta(f)))
< Cypr(TCa(f)) + B (Me—1(Ta(£)))-

Korzystajac z Lematu 4.16 (3) mamy

pr(9) < TIC5 A (F)(1 + pa () + C5F (M, (f))
(4.3) + Fi (M, 1(Ta(f)))
< CyAu(f) + Fo(M,.—1(f))

dla kazdego f € UsNDY (n,k)o. Ponownie wykorzystali$my tutaj ograniczo-
no$¢ wyrazenia (1 + %)%
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Podnosimy ¢g do odwzorowania g € D}(g (n, k)o takiego, ze gt =g i g=1d
na {z € R} : x; € Z}. Jest ono wyznaczone jednoznacznie i zalezy w sposob
ciagly od g. Mamy p,(9) = pir(9) 1 § € Dy (n, k)o dla f € Us N D (n, k)o.

Bierzemy funkcje okresowa & € C*°(R,[0,1]) o okresie 1 taka, ze £ = 0
w otoczeniu m i £ = 1 w otoczeniu m + %, m € Z. Nastepnie okreslamy
odwzorowania

g1=(opry) - (g—1d)+1d, g =377,

gdzie pr; : R} — R jest rzutowaniem na pierwsza wspolrzedna. Sa one okre-
sowe 0 okresie 1 wzgledem pierwszej wspotrzednej oraz g; = Id w otoczeniu
{m} x R}Z| i §» = Id w otoczeniu {m + 1} x R}Z{, gdzie m € Z. Odwzo-
rowania §; i o zaleza w sposob ciggly od f w C'-topologii i §; = §» = Id
dla f = Id, wiec mozemy zaciesni¢ Uy tak, by g1, g2 € D}(g (n,k)o. Wowczas
91,92 € Dier(n, k)o dla f € Ua N Dl (n, k)o.

Niech © = (z1, 22,...,2,) € R}, Bierzemy y = (y1,x9,...,x,) € R} takie,
zey € Z 1 |xy —yp] < 1. Stad

(g = 1d)(2)| = [(g — 1d)(z) = (g — 1) (y)| < m(g)lz1 = wil,

czyli po(g) < p1(g). Ze wzoru na pochodng iloczynu, z réwnosci p1,-(§) = p-(g)
iz (4.1) mamy

pa(g) = sup [D((§opry) - (g —1d)) ()]l
< [[§ o pry [[110(9) + € © Pry [0t (9)
< Cy(9) < CoCrApm(f).

(4.4)

Nastepnie dla r > 2 otrzymujemy

pir(91) = sup [[D"((€ o pry) - (g — 1d)) (=)

z€RY

< Z (j) sup [[D7(€ o pry) (@) || D" (5 — 1d) ()|

z€RY

r

(4.5) <3 () e own i@

- @)+ Y (j) 1€ 0 b1 13 (3) + 10(3)

< pr(G) + Q1M1 ().
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Uzyjemy (4.5) na dwa sposoby. Z (4.1) i (4.3) mamy oszacowanie
pr(G1) < C3Apn(f) + Fo(My1(f))
(4.6) + Q1C3AM, 1 (f) + Q1 Fo (M1 (f))
< C3Ap(f) + Gi(Mr—1(f)).
Podobnie, z Lematu 4.6 (2) oraz z (4.1) i (4.3) wynika, ze

(1) < pe(3) + Q0" 11y ()
(4.7) < (L4 QuC)CG A (f) + (1L + QuC ) Ba(M, 1 (f)
< QAp(f) + F3(Mo—1(f))
dla kazdego f € Uy N DY, (n, k)o.
Korzystamy z warunku 4 (f) < & dla (4.1) i (4.4). Wtedy z Lematu 4.8
(1), (3) prawdziwe sa nieréwnosci
pi(g2) = m(gr'9) < 2(20(G1) + 1(9)) (1 +201(91) + ()
(4.8) < 2(2Cuu1 () + 11(9)) (1 4 2C4Cy + C)
< Cs(9) < CsC1Apm(f).
Dalej, z Lematu 4.8 (4) oraz z (4.4) i (4.5) mamy
p3(07) < (G014 20 (30) Y+ F(Mj-1(0n))
< (1+2C3C1) " i(g1) + F(Mj-1(31))
< (1+2C4C1 ) pi(9) + (1 4+ 2C4C Y Q1M1 (g) + Fu(M;-1(9))
< Coptj(9) + QsM;-1(g) + Fu(M;-1(9))
dla kazdego j = 2,...,r, gdzie Cs > 1 jest staly niezalezng od j, Q3 > 27°

stala zalezng od j i F; wielomianem drugiego rodzaju zaleznym od j i A.
Teraz z Lematu 4.8 (2), (3) oraz z (4.4) mozemy zapisa¢

po(32) < 20 () + e (2) (L4 1 (G + 1 (9))"
+ F(M,1(g7") + M, ()
(4.9) <200, (G7 ") + 1(9)) (1 + 2C4C1 + Ch)”
+ F(Mr 1@1_1> + M, _ 1(~))
< C7pr(9) + QuM,—1(g) + F5(M,-1(9)).
Ostatecznie, korzystajac z (4.1) i (4.3) otrzymujemy
f1r(g2) < Crpr(g) + G2(M;-1(7))
(4.10) < CECEApn(f) + CEFy(M,_1(f)) + Go(M,-1(3))
< CgAp,(f) + Gs(M;-1(f))-
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Mozemy tez dodatkowo uzy¢ Lematu 4.6 (2), co prowadzi do oszacowania

1:(G2) < Copi(§) + QuC™ 11,(§) + Fi(M,—1(3))
< (CF + QuC™ )y Ay (f) + (CF + QuC™ ) Fa(M,_1(f))
+ F5(M,—1(g))
< Qs A (f) + Fs(M,—1(f))

dla kazdego f € Uy N DY, (n, k)o.
Definiujemy zbiory

(4.11)

3 1
Ei={zeR} :0<z <1}, Egz{xERZ:—§<x1<—§}

oraz operator W4 : Uy — Dl(n, k)o wzorem

g(z) ze k)
Va(f)(x) = G2(2) @ € By
T poza tym

81

Wiasnosci (1)-(3) Lematu 4.18 uzasadniamy jak w dowodzie Lematu 3.9.

Nastepnie zauwazmy, ze

(Y a(f)) = max{p,(G1), pr(g2) }

dla kazdego r > 1. Stad wlasnosé (4) jest oczywistym wnioskiem z oszacowan

(4.4), (4.8) oraz (4.6), (4.10). Natomiast (5) wynika z (4.7) i (4.11).

4.4. Rozklad regularny

Niech A > 1. Bierzemy dyfeomorfizm (4 € D°(n, k)o taki, ze (4 = A - 1d

na K = [-2,2]% x [0,2]"*.
Dla f,g € Dy (n, k)o z C'-otoczenia Id okreslamy odwzorowania

go = CAfgCgl i g1 =011=Ta(g0)-

Niech Uy bedzie otoczeniem Id w D (n, k) z Lematu 4.18. Istnieje V4
otoczenie Id w D (n, k)y zalezne od A takie, ze dla kazdego f,g € V4 mamy

O

9o, g1 € Ua. Ponadto supp(g1) C K; = [—2,2] x [-2A4,2A4]F1 x [0, 2A]"*.

Mozemy przyjac, ze pui(f), p1(g) sa ograniczone dla f,g € Vy.

Bierzemy funkcje okresowa n € C*°(R,[0,1]) o okresie 2 taka, ze n = 1
w otoczeniu 2m i n = 0 w otoczeniu 2m + 1, m € Z.
Przez pr; : R} — R oznaczamy rzutowanie na i-tg wspoétrzedna, i = 1,...,n.

. . 1 .
Okreslamy odwzorowania gs 1, 92,2 € Cy, (1, k) wzorami

921 = (nopry) - (g11 —Id) +1d, go2 = g51011.
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Zacieéniajac V4 mamy g¢o1,g22 € D}Q (n,k)o dla f,g € V4. Nosniki tych
odwzorowan zawarte sa w sumie skonczonej ilosci zbioréw roztacznych, co za-
piszemy w postaci

supp(ga) C [~2,2] x (U[Qm + 1,2m+3]> x [=24, 24752 x [0,24]"F,
supp(gaz2) C [~2,2] x <U[2m,2m + 2]) X [—24, 2412 x [0,2A4]"*,

gdzie sumujemy pom € ZN[—-A—1,A —1].
Analogicznie definiujemy

9j2i-1 = (no pfj) ) (gj—l,i —1d) + Id, 95,2i = gj_,gli—1gj—1,z'

dlaj=3,...,nii=1,...,2771. Jak wecze$niej, mozemy zaciesni¢ V, tak, by
gj2i-1,9j2i € Di, (n, k)o dla kazdego f, g € Va.

Nosnik dyfeomorfizmu g,,;, i = 1,...,2""!  zawiera si¢ w skoriczonej sumie
kostek w R™ postaci

(4.12) I =1[-2,2] X [mg,mg +2] X ... X [mp,my, + 2],

gdzie my, | = 2,...,n, jest parzysta lub nieparzysta liczba catkowita z prze-
dzialu [-2A —1,2A—-1]dlal=2,...)ki[-1,2A—-1]dlal=k+1,...,n.
To czy my jest liczbg parzysta czy nieparzysta zalezy od g, ;. W dalszej czedci
przez I bedziemy rozumie¢ I N R}.

Niech J; bedzie zbiorem kostek postaci (4.12) zawierajacych nosnik dyfeo-
morfizmu g,;. Moc zbioru J; jest ograniczona z gory przez (2A + 1)" L.
Doktadna wartosé¢ zalezy od k, jednak nie jest to istotne w naszych rozwaza-
niach.

Dla kostki I € J;, i = 1,...,2" ! okredlamy dyfeomorfizm ¢; wzorem
gr = gn; na I i gr = Id poza tym. Mamy g,,; = HIeJi gr oraz zachodzi
rownosé

91 = Gn1--.ZGn2n-1.
Z tego wzgledu bedziemy pisa¢ g1 = [[,c, 91, gdzie J = J1U ... U Jon.
Elementy ostatniej sumy sa parami rézne i #J < 2"71(24 + 1)1,

Dla kazdego I € J bierzemy dyfeomorfizm 7, € D°(n, k)o taki, ze od-
wzorowanie h; = 77g;7; * spelnia warunek supp(h;) C K = [—2,2]% x [0,2]"*
oraz 77 jest translacja na supp(gy). Istnienie takiego dyfeomorfizmu wynika
z faktu, ze g; = Id w pewnym otoczeniu OR} lub I N IR} # () i przesuniecie
moze odbywac sie tylko rownolegle do brzegu.

Ostatecznie, dla kazdego f, g € Va otrzymujemy dyfeomorfizm

h= ][] hr € Di(n k)
IeJg

oraz mamy h € D (n, k)y dla kazdego f,g € Va ND(n,k)o.
Na podstawie przeprowadzonej konstrukcji mozemy udowodnié¢ nastepujacy
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Lemat 4.19. Niechr > 2 1 A > 1. Istnieje V4 otoczenie Id w D}: (n,k)o takie,
ze
(1) Dla kazdego f,g € VaNDE(n, k) mamy h € DE(n, k) oraz
[fg] = [h] € Hi(D(n, k)o).

(2) Istnieje stata C' > 1 niezalezna od r i wielomian pierwszego rodzaju G
zalezny od r i A takie, zZe

pr(h) < CTA (1, (F) + pr(9)) + G (M () + My (g))
dla kazdego f,g € V4 NDy(n, k).
(3) Istnieje stata Q, > 2 zalezna od r i wielomian drugiego rodzaju F
zalezny od r 1 A takie, zZe
pr(h) < QrA™T (1, (f) + pr(9)) + F (M1 (f) + My—1(g))
dla kazdego f,g € VaNDy(n,k)o.
Dowod. Jak w dowodzie Lematu 4.18 przez C' > 1 bedziemy oznaczaé state
niezalezne od r, przez Q > 27 stale zalezne od r, a Gi F oznaczaja wielomiany

odpowiednio pierwszego i drugiego rodzaju zalezne od r i A.
Wtasnosé (1) wynika z przeliczenia

[f9] = [Cafg¢a") = l9o) = [91] = [[los) = [ 1Pa] = [1],
Ieg 1eg

gdzie korzystamy z Lematu 4.18 (3).
Niech f,g € VaNDy%(n, k). Dla z € K mamy D(4(z) = A - 1d oraz

D" (CafgCyt)(x) = DCa(x) - (D" (fg)(F)) - (DSx () X ... x D¢ ().
Stad i z Lematu 4.8 (1), (2) otrzymujemy
pa(go) = sup | D(fg)(52)ll = m(fg)
(4.13) =CR}
< 2(ua(f) +1a(9) (L + pa(f) + pa9)) < Cr(pa(f) + 1a(9))

pr(g0) = A7 sup | D" (f9) o)l = AT an(f)
(4.14) < 247 (1 (f) + e (@) (1 + i () + 112 (9))"

+ F(M,_(f) + M,_1(g))
< CTA™ (e (f) + 11 (9)) + F(My1(f) + My—1(9))
1 (

gdzie korzystamy z ograniczonosci pi(f), pi(g).
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Analogicznie jak w (4.4), (4.8) 1 (4.5), (4.9) otrzymujemy oszacowania
(4.15) p(g50) < Capa(gjo1,i)

oraz

(4.16) 1r(950) < Cop(gj-14) + QiMr_1(gj-14) + F1(Mr—1(gj-1,)),
gdzie | = 2i — 1,2, dla kazdego j =2,...,nii=1,...,27%
Stosujac indukcyjnie (4.15) i (4.16) mamy
(4.17) 111(gng) < Copr(gn-1.4) < Cy  pa(gr)
oraz
fir(gn) < Copir(gn-14) + Q1M1 (gn—14) + F1(Mr—1(gn-1:))
< Cén_l)rur(gm) + QaM,_1(g11) + Fo(M,_1(91.1)),

odzie | =2 —1,2i, dlai=1,...,2" L.
Teraz, niech I € J;, i =1,...,2" ', Mamy D7; = Idi Dir; =0dla j > 2
na supp(gy). Stad

(4.19) pir(hr) = (19177 ) = pe(91) < pir(gnsi)

dla kazdego r > 1.
Zaciesniamy Vy tak, by py(hr) < ﬁ dla kazdego f € V4. Wowczas wyraze-
nie (1+ -5)*" jest ograniczone i z Lematu 4.8 (2) otrzymujemy

(4.18)

pr(h) < (AA+2)" " (sup g1, (hy)) (1 + sup g (hy)) 442"

Ieg Ieg
+ F(sup M,_1(hy))
Ieg
< O A" Y(sup pp(hy)) + Fs(sup M,_1(hg)).
Ieg Ieg

Teraz, korzystajac z (4.17), (4.18) i (4.19) mozemy zapisa¢ nier6wnosé

ﬂr(h)SC:?TA”_l( sup  fir(gni)) + F5( sup  M,_1(9gn,i))

< CrA" ' pp(gra) + QsA™ ' My_1(g11) + Fu(M,—1(g11)).-
Zapisujac razem drugi i trzeci sktadnik powyzszego wyrazenia, na podstawie
Lematu 4.18 (4) otrzymujemy
pr(h) < CTA" i (g11) + Gi(Mr-1(911))
< CiC" A (o) + C{G(M;-1(g0)) + G1(M,-1(g1,1))
< CiC" A" ur(go) + Ga(My—1(90)),

gdzie C jest stala z Lematu 4.18.
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Analogicznie wykorzystujac Lematy 4.6 (1) 1 4.18 (5) do (4.20) mamy

pr(h) < CrA™ ' (g11) + Qs A C i (g1,1) + Fu(My—1(g1,1))
< (CF + QsCM)QrA" 1 (g0) + (Cf + QsCT) A" F (M, —1(g0))
+ Fy(M,-1(g1,1))
< QuQr A" (go) + F5(My—1(90)),

gdzie C jest stala z Lematu 4.6 (1). Istotny jest tutaj fakt, ze supp(g;) C K,

wiec stata C' jest niezalezna od A.
Stosujac (4.13) i (4.14) do dwoch ostatnich oszacowan otrzymujemy teze.
0

4.5. Dowdd doskonalosci

Niech 19 > n + 2 i niech @,, 1 C beda stalymi z Lematu 4.19. Woéwczas
istnieje Ag > 1 takie, ze

QTOA(ljn_r0+n < 1 i CiAéfiJrn < 1
4 4
dla kazdego i > ro. Wystarczy wziasé Ay > max{4Q,,,4C" 2}, gdyz wtedy

i Al—i4+n __ n+2 A—1 C e 1
s =g (S) <L

Z Lematu 4.6 (1) istnieje &,, > 0 takie, ze dla kazdego h € DE(n,k)o
speliajacego warunek i, (h) < e,, mamy h € Vy,.

Bierzemy f,g € D¥(n,k)o takie, ze p.,(f), tr,(9) < &, 1 niech h, = h
bedzie dyfeomorfizmem uzyskanym z przedstawionej konstrukcji. Wykorzy-
stamy oszacowanie z Lematu 4.19 (3).

Poniewaz F' jest wielomianem drugiego rodzaju, to mozemy zmniejszy¢
Ery > 0 tak, by F(M,,_1(f) + My—1(g9)) < 32 dla kazdego f,g € DX (n, k)o
takiego, ze i, (f), tiry(9) < €ry. Wowezas z Lematu 4.19 (3) otrzymujemy

pro (hg) < QryAg™ " (g (F) + 110 (9)) + F (Mo (f) + Mry-1(9))
1 Er
< ZZ&‘TO - 70 = &y
Lemat 4.20. Nieche,, > 0 bedzie stalq jak wyzej. Jesli f € DY (n, k)o spetnia
warunek pi.,(f) < &, to istnieje ciqg {€;}isr, statych dodatnich zalezny od f
taki, ze dla kazdego g € DE(n, k) i pi(g) < &, i > ro, mamy pi(hy) < &
ipi(f) < ei, i > o
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Dowdd. Niech f € DRE(n,k)o i pr,(f) < &,,. Pierwszy krok indukcji wynika
z powyzszych rozwazan. Nastepnie zakladamy, ze istnieja state ,41,..., i1
zalezne od f takie, ze dla pi(g) < €, j = 1o,...,7 — 1 mamy p;(f) < ¢;
ipi(hy) <ej,j=ro,...,i—1. Rozwazamy oszacowanie z Lematu 4.19 (2).
Istnieje a; > 0 zalezne od f,&,,,...,&;_1 takie, ze dla kazdego g € DR (n, k)o
ip;(g) <ej,j=ro,...,i—1, zachodzi nieréwnos¢ G(M;_1(f)+M;-1(g9)) < a;.
Przyjmujemy &; = p;(f) + 2a;. Wowcezas z Lematu 4.19 (2) mamy

pilhg) < CTAT (i f) + pi(9)) + G(Mia (f) + Miza(9))
1 1 3
< 1 @ua(f) + 2ai) + ai = Spu(f) + Jai < e
dla kazdego g € D¥(n, k)o takiego, ze p;(g) < &;. O

Ustalamy f € DY(n,k)o takie, ze ., (f) < &, 1 bierzemy ciag {&;}isr,
jak w Lemacie 4.20. Definiujemy zbior

Lf = {h S ’DCI){O(H, k’)o . ,U,z(h> < Eis 1> 7’0}.

Twierdzenie 4.21. Zbior L; wyposazony w C*-topologic posiada wtasnosé
punktu statego.

Dowdd. Okreslamy zbioér
L/f = {h € C?{O(TL, k?)() . ||h||z S Ei, 1 Z TQ}.
Jest to podzbior przestrzeni C% (n, k)o z topologia indukowana przez ciag norm
{Il - ll:i}ien- Topologia ta pokrywa sie z C*°-topologia. Stad odwzorowanie
Ly > h h—1d € L jest homeomorfizmem.
Normy || - ||; sa ciagle, i € N, wiec zbior L'f jest domkniety. Okreslamy
operatory

Si : (C?(OUZ’ k)Ov {H : ||Z}ZEN) S h— Dzh € (C?((RzaLl(Rn7Rn))v ” ’ HSUP)?

gdzie || - ||sup OzZnacza norme supremum. Dla kazdego ¢ > 1 mamy
(4.21) [S:hllswp = sUD ID"A()|| = [IRl;-
TERE

Stad sa to odwzorowania ciggle i rodzina {S;h : h € L} jest wspolnie ogra-
niczona dla i > 7, a z Lematu 4.6 (1) rowniez dla i < ry. Ponadto dla kazdego
he L} ixye R} prawdziwe jest oszacowanie

1Sih(x) = Sih(y)| = [ D*h(x) = D*h(y)|| < [Allialz =yl < eialr —yl,

co oznacza jednakowa ciaglosc.

Zbior K jest zwarty, wige z twierdzenia Arzeli-Ascoliego zbior S;(L) jest
wzglednie zwarty w C'% (R?, L*(R",R")) dla kazdego i € N. Pokazemy, ze zbior
L jest zwarty.
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Niech {h;}ien bedzie ciagiem w L. Zbiér Si(L}) jest wzglednie zwarty,
wiec mozemy wybra¢ podciag {h}}ien ciagu {h;}ien taki, ze {S1(h})}ien jest
zbiezny w C'%(Ry, L' (R",R™)). Postepujac indukcyjnie wzgledem j, ze wzgled-
nej zwartosci zbioru Sj(L) istnieje podciag {h}ien ciagu {h]™'}ien taki, ze
{S;(h)) }ien jest zbiezny w C%(R2, L/ (R™, R™)), j > 2.

Otrzymujemy ciag {h}ien taki, ze {S;(hi)}ien jest zbiezny dla kazdego
j € N. Z (4.21) ciag {h!}ien jest ciagiem Cauchy’ego w C%(n, k) z norma
|- 1ly; j € N. Poniewaz L’ jest domknigtym podzbiorem przestrzeni Frécheta,
to ciag {h'}ien jest zbiezny w L. Stad L} jest zbiorem zwartym.

Zbior L’f jest zwartym, wypuklym podzbiorem przestrzeni Frécheta, wiec
z twierdzenia Schaudera-Tichonowa o punkcie stalym kazde odwzorowanie
ciaglte L', — L’ ma punkt staly. Z homeomorficznosci migdzy Ly i Ly otrzy-
mujemy teze. U

Okreslamy operator
CDZLfgthQELf.

Z Lematu 4.20 wynika, ze jest on dobrze okreslony. Ponadto operacje uzyte
w konstrukeji dyfeomorfizmu hy sg ciagle w C"-topologii dla kazdego r > 1,
wiec odwzorowanie P jest ciaglte w C'*°-topologii. Z Twierdzenia 4.21 istnieje
g € Ly takie, ze hy = g. Teraz z Lematu 4.19 (1) mamy

[f9] = [hg] = 9] € Hi(DZ(n, ko),
czyli
[f] = [1d] € H\(D(n, k)o)
dla kazdego f € D% (n, k)o takiego, ze ., (f) < &,,. Zbior
{f S D?(O(na k>0 : :uro(f) < 87‘0}
generuje przestrzen DY (n, k)o, wiec
DX (n, k) C [DX(n, k), D°(n, k)o).

W ten sposob udowodniliémy Twierdzenie 4.5.

4.6. Przypadek rozmaitosci z wierzchotkami

Niech M bedzie rozmaitoscig z narozami wymiaru n > 1. Zaktadamy, ze ma
ona wierzchotki. Woéwcezas mozna pokazaé, ze grupa DL(M)o, r = 1,. .., 00,
dyfeomorfizmow klasy C" dyfeotopijnych z Id przez C"-dyfeotopie o zwartych
no$nikach nie jest doskonata. Z wczesniejszych rozwazan wynika, ze wystarczy
zbada¢ przypadek M =Rl = [0, 00)".
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Niech f,g € DL(Rf)o. Wowcezas z (1.1) 1 (1.3) mamy
D(fog)(0)=Df(0)- Dg(0)

oraz
D(f1)(0) = (Df(0)~".
Stad otrzymujemy

D[f,9)(0) = D(fgf"g7")(0) = Df(0) - Dg(0) - (Df(0))~" - (Dg(0))~" =1Id.
To oznacza, ze dyfeomorfizmy h € D.L(Ry)o takie, ze Dh(0) # Id nie naleza
do grupy komutatoréw, czyli grupa DL(R{)o nie moze by¢ doskonata. Poka-
zemy jak wyznaczy¢ jej pierwsza grupe homologii w przypadkun = 11ir = oo.

Niech G(n) = D°(R",0), bedzie grupa C*-dyfeomorfizméw na R"™ dyfeo-
topijnych z Id przez C*-dyfeotopie o zwartych no$nikach i zachowujacych 0.
Okreslamy epimorfizm

®:G(n) > f — Df0) € GL™(n, R),

gdzie GL*(n,R) oznacza podgrupe grupy liniowej GL(n,R) o wyrazach ma-
jacych dodatnie wyznaczniki.

Fukui [8] udowodnil, ze zachodzi warunek ker & = [ker ®, G(n)]. Ponadto
mamy ciagg dokladny

{Id} — ker ® — G(n) = GL*(n,R) — {Id}.
Stad otrzymujemy ciag doktadny
{0} = ker @/[ker @, G(n)] — Hi(G(n)) — Hi(GL"(n,R)) — {0},

czyli Hi(G(n)) = H;(GL*(n,R)). Wiadomo, ze grupa GL™ (n, R) jest izomor-
ficzna z R x SL(n,R), gdzie SL(n,R) oznacza specjalna grupe liniowa i jest to
grupa prosta. To oznacza, ze H1(G(n)) = R.

Z twierdzenia Whitney’a o rozszerzeniu kazdy element z G(1) mozemy trak-
towa¢ jako przedtuzenie pewnego odwzorowania z D2°(R})o i sa to dyfeomor-
fizmy zachowujace 0. Stad mamy H;(D2°(R})o) = R. Ponadto zauwazmy, ze
jesli D*°([0,1])o oznacza grupe C*-dyfeomorfizméw na [0, 1] zachowujacych
orientacje, to z powyzszych wnioskéw otrzymujemy H,(D>([0,1])) = R2



Bibliografia

[1] K. Abe, K. Fukui, On the structure of the group of Lipschitz homeomorphisms
and its subgroups, J. Math. Soc. Japan 53-3 (2001), 501-511
[2] K. Abe, K. Fukui, On the structure of the group of Lipschitz homeomorphisms
and its subgroups, II, J. Math. Soc. Japan, 55-4 (2003), 947-956
[3] A.Banyaga, Sur la structure du groupe des difféomorphismes qui préservent une
forme symplectique, Comment. Math. Helv. 53 (1978), 174-227
[4] A. Banyaga, The structure of classical diffeomorphism groups, Mathematics and
its Applications, 400, Kluwer Academic Publishers Group, Dordrecht, 1997
[5] R. D. Edwards, R. C. Kirby, Deformations of spaces of imbeddings, Ann. Math.
(2) 93 (1971), 63-88
[6] D. B. A. Epstein, The simplicity of certain groups of homeomorphisms, Com-
positio Math. 22 (1970), 165-173
[7] D. B. A. Epstein, Commutators of C*°-diffeomorphisms. Appendiz to ’A curious
remark concerning the geometric transfer map’ by John N. Mather, Commen-
tarii Math. Helv. 59 (1984), 111-122.
[8] K. Fukui, Homologies of the group D> (R™,0) and its subgroups, J. Math. Kyoto
Univ. 20 (1980), 475-487
[9] M. R. Herman, Sur le groupe des difféomorphismes du tore, Ann. Inst. Fourier,
Grenoble 23, no. 2 (1973), 75-86
[10] M. W. Hirsch, Differential topology, Springer-Verlag, New York, 1976
[11] J. Lech, T. Rybicki, On the perfectness of groups of diffeomorphisms with no
restriction on support, Annales Universitatis Mariae Curie-Sktodowska, Sectio
A, vol. LIX (2005), 85-96
[12] J. Lech, T. Rybicki, Groups of C™*-diffeomorphisms related to a foliation, Ge-
ometry and Topology of Manifolds, Banach Center Publications, vol. 76 (2007),
437-450
[13] J. Lech, Commutators of diffeomorphisms of a manifold with corners, Demon-
stratio Mathematica, vol. XL, no. 2 (2007), 465-480
[14] B. Malgrange, Ideals of differentiable functions, Oxford University Press, 1966
[15] J. N. Mather, Stability of C*°-mappings, II. Infinitesimal stability implies sta-
bility, Ann. Math. 89 (1969), 254-291
[16] J. N. Mather, The vanishing of the homology of certain groups of homeomor-
phisms, Topology 10 (1971), 297-298
[17] J. N. Mather, Commutators of diffeomorphisms, I, Comment. Math. Helv. 49
(1974), 512-528
[18] J. N. Mather, Commutators of diffeomorphisms, II, Comment. Math. Helv. 50
(1975), 33-40
[19] J. N. Mather, A curious remark concerning the geometric transfer map, Com-
ment. Math. Helv. 59 (1984), 86-110
[20] J. N. Mather, Commutators of diffeomorphisms, III: a group which is not per-
fect, Comment. Math. Helv. 60 (1985), 122-124



[21]
[22]
23]
[24]
[25]
[26]
[27]
28]
[29]
30]
31]
321

[33]

BIBLIOGRAFIA 90

D. McDuft, The lattice of normal subgroups of the group of diffeomorphisms or
homeomorphisms of an open manifold, J. London Math. Soc. 18 (1978), 353-364
D. McDuff, On the group of volume-preserving diffeomorphisms of R™, Trans.
Amer. Math. Soc. 261 (1980), 103-113

D. McDuft, On groups of volume-preserving diffeomorphisms and foliations with
transverse volume form, Proc. London Math. Soc. 43 (1981), 295-320

P. W. Michor, Manifolds of differentiable mappings, Shiva Mathematics Series
3, 1980

T. Rybicki, The identity component of the leaf preserving diffeomorphism group
is perfect, Monatsh. Math. 120 (1995), 289-305

T. Rybicki, Commutators of diffeomorphisms of a manifold with boundary, An-
nales Polonici Mathematici LXVIIL.3 (1998), 199-210

T. Rybicki, On commutators of equivariant homeomorphisms, Topology and its
Applications 154 (2007), 1561-1564

G. Segal, Classifying spaces related to foliations, Topology 17 (1978), 367382
F. Sergeraert, Un théoréme de fonctions implicites sur certains espaces de
Fréchet et quelques applications, Ann. Scient. Ec. Nor. Sup., 4¢ série, t. 5 (1972),
599-660

W. Thurston, On the structure of volume preserving diffeomorphisms, Unpub-
lished Ms. (1973)

W. Thurston, Foliations and groups of diffeomorphisms, Bull. Amer. Math. Soc.
80 (1974), 304-307

J. C. Tougeron, Idéauz de fonctions différentiables, Ergebnisse 71, Springer-
Verlag, 1972

H. Whitney, Analytic extensions of differentiable functions defined on closed
sets, Trans. Amer. Math. Soc. 36 (1934), 63-89



