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Oświadczenie studenta

Uprzedzony(-a) o odpowiedzialności karnej na podstawie art. 115 ust. 1 i 2 ustawy
z dnia 4 lutego 1994 r. o prawie autorskim i prawach pokrewnych (t.j. Dz. U. z 2018 r. poz.
1191 z późn. zm.): „Kto przywłaszcza sobie autorstwo albo wprowadza w błąd co do autor-
stwa całości lub części cudzego utworu albo artystycznego wykonania, podlega grzywnie,
karze ograniczenia wolności albo pozbawienia wolności do lat 3. Tej samej karze podlega,
kto rozpowszechnia bez podania nazwiska lub pseudonimu twórcy cudzy utwór w wersji ory-
ginalnej albo w postaci opracowania, artystyczne wykonanie albo publicznie zniekształca ta-
ki utwór, artystyczne wykonanie, fonogram, wideogram lub nadanie.”, a także uprzedzony(-a)
o odpowiedzialności dyscyplinarnej na podstawie art. 307 ust. 1 ustawy z dnia 20 lipca 2018
r. Prawo o szkolnictwie wyższym i nauce (Dz. U. z 2018 r. poz. 1668 z późn. zm.) „Stu-
dent podlega odpowiedzialności dyscyplinarnej za naruszenie przepisów obowiązujących
w uczelni oraz za czyn uchybiający godności studenta.”, oświadczam, że niniejszą pracę dy-
plomową wykonałem(-am) osobiście i samodzielnie i nie korzystałem(-am) ze źródeł innych
niż wymienione w pracy.

Jednocześnie Uczelnia informuje, że zgodnie z art. 15a ww. ustawy o prawie autorskim
i prawach pokrewnych Uczelni przysługuje pierwszeństwo w opublikowaniu pracy dyplomo-
wej studenta. Jeżeli Uczelnia nie opublikowała pracy dyplomowej w terminie 6 miesięcy
od dnia jej obrony, autor może ją opublikować, chyba że praca jest częścią utworu zbioro-
wego. Ponadto Uczelnia jako podmiot, o którym mowa w art. 7 ust. 1 pkt 1 ustawy z dnia 20
lipca 2018 r. — Prawo o szkolnictwie wyższym i nauce (Dz. U. z 2018 r. poz. 1668 z późn.
zm.), może korzystać bez wynagrodzenia i bez konieczności uzyskania zgody autora z utwo-
ru stworzonego przez studenta w wyniku wykonywania obowiązków związanych z odbywa-
niem studiów, udostępniać utwór ministrowi właściwemu do spraw szkolnictwa wyższego
i nauki oraz korzystać z utworów znajdujących się w prowadzonych przez niego bazach
danych, w celu sprawdzania z wykorzystaniem systemu antyplagiatowego. Minister właści-
wy do spraw szkolnictwa wyższego i nauki może korzystać z prac dyplomowych znajdują-
cych się w prowadzonych przez niego bazach danych w zakresie niezbędnym do zapewnie-
nia prawidłowego utrzymania i rozwoju tych baz oraz współpracujących z nimi systemów in-
formatycznych.

.................................................................
(czytelny podpis)
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1 Wst¦p

Celem niniejszej pracy byªo zaprojektowanie i rozwi¡zanie rozszerzonej wersji dylematu wi¦¹-

nia maj¡c na uwadze reputacj¦ graczy. Rozszerzenie polega na zwi¦kszeniu mo»liwo±ci wyboru

strategii, a za rozwi¡zanie uznaje si¦ okre±lenie punktów równowagi Nasha. Praca zakªadaªa

uwzgl¦dnienie reputacji graczy i sprawdzenie zmian zachowa« w procesie ewolucji spoªecze«-

stwa.

Za narodziny teorii gier uznaje si¦ publikacj¦ w 1944 r. Johna von Neumanna i Oskara Mor-

gensterna pracy �Theory of Games and Economic Behaviour�, jest to zatem stosunkowo mªody

dziaª nauki rozwijany pó¹niej przez Johna Nasha. Ten ostatni jest laureatem Nagrody Nobla

z dziedziny Ekonomii i Nagrody Abela - matematycznego odpowiednika wyró»nie« przyznawa-

nych w my±l testamentu wynalazcy dynamitu. Poza zainteresowanymi najbardziej presti»owymi

nagrodami ±wiata nauki, Nash znany jest te» fanom kinematogra�i. Film �Pi¦kny umysª� [1]

opowiadaj¡cy o »yciu matematyka zostaª nagrodzony czterema Oskarami. Jego nazwiskiem

okre±la si¦ punkty równowagi, b¦d¡ce przedmiotem zainteresowania tej pracy.

Kon�ikty interesów s¡ nieodª¡cznym elementem rzeczywisto±ci, dlatego istotna jest znajomo±¢

mechanizmów pozwalaj¡cych na przewidzenie zachowania rywala czy wybrania najlepszej mo»-

liwej opcji. Teoria gier przedstawia sytuacje wyboru jako gry i szuka w nich optymalnych decy-

zji. Jednym z najpopularniejszych problemów teorii gier jest gra nazywana dylematem wi¦¹nia,

gdzie gracze wybieraj¡ mi¦dzy dwoma strategiami (kooperacj¡ i zdrad¡), a rozs¡dny z punktu

widzenia interesu ka»dego wybór prowadzi do sytuacji mniej korzystnej od tej, która miaªaby

miejsce, gdyby ka»dy z nich wybraª t¦ �mniej rozs¡dn¡� opcj¦.

Dwie mo»liwo±ci wyboru, jakie oferuje klasyczna wersja dylematu wi¦¹nia, s¡ ograniczeniem gra-

czy i zmuszaj¡ ich do okre±lenia si¦ jako naiwnych kooperantów lub bezwzgl¦dnych zdrajców.

Brak opcji po±rednich powoduje, »e jeszcze przed startem gry, gracze s¡ nomen omen skazani

na negatywne postrzeganie. Wybór mi¦dzy byciem naiwniakiem a zdrajc¡ jest jak ªowienie ryb

w zatrutym stawie: nie zªowisz - sªaby rybak, zªowisz - zatruty rybak. �yciowe wybory rzad-

ko daj¡ mo»liwo±¢ takiej polaryzacji, zwykle gama zachowa« jest szersza. Pojawia si¦ zatem

pytanie: czy rzeczywi±cie nie ma innych opcji? Analiza historii opisuj¡cej dylemat nasuwa pro-

pozycj¦ nowego sposobu patrzenia na t¦ sytuacj¦, który pozwala okre±li¢, oprócz kooperantów

i zdrajców, charaktery ulegªych presji i histeryków. Poszerzenie palety zachowa« prowadzi do

okre±lenia punktów równowagi, raczej niedyskutowanych dot¡d w kontek±cie dylematu. Auto-

rowi wydaje si¦ jednak, »e te równowagi s¡ nieodª¡cznym elementem »ycia spoªecznego.

Wprowadzenie nowych charakterów implikuje konieczno±¢ dookre±lenia sytuacji w grze. Nowe

mo»liwo±ci prowadz¡ do nowych rozwi¡za«, a te s¡ siª¡ nap¦dow¡ rozwoju spoªecze«stwa. Czy

w przypadku nowych charakterów jest podobnie? Czy szansa oderwania si¦ od dwubiegunowego

8



schematu jest na tyle kusz¡ca, by ten schemat porzuci¢? Aplikacja narz¦dzi teorii gier do proce-

su analizy rozwoju spoªecze«stwa odpowiada na te pytania, podwa»aj¡c przy tym wizj¦ ±wiata

peªnego zdrajców. Opis przebiegu ewolucji spoªecze«stwa opiera si¦ na okre±lonych zasadach,

z których podstawowa to wªasny interes ka»dego z czªonków spoªeczno±ci.

Kolejny krok w rozwa»aniach przyj¦tego modelu w pierwszym skojarzeniu wydaje si¦ sta¢

w opozycji do zdroworozs¡dkowego podej±cia. Próba dolewania wody do beczki z wod¡ ce-

lem otrzymania wina skazana jest na pora»k¦ (mo»e poza jednym wyj¡tkiem, opisanym szerzej

przez Ewangelist¦ Jana [2]). Zamiarem autora byªo okre±lenie w kontek±cie prezentowanego

modelu dwóch spoªeczno±ci, w których przebywanie daje efekt przegrywaj¡cy, a odpowiednie

przenoszenie si¦ mi¦dzy nimi - wygrywaj¡cy. Jest to jawne odniesienie do paradoksu Parron-

do [3] i mo»e by¢ nazywane spoªecznym paradoksem Parrondo.

W znacznej cz¦±ci praca po±wi¦cona jest dwuosobowej grze, ale nie s¡ to ramy, w których mo-

del si¦ zamyka. Zaªo»eniem pracy jest pokazanie zale»no±ci w mo»liwie ogólnym przypadku,

dlatego ukazany zostaje sposób przej±cia do gier wieloosobowych na przykªadzie gry trzyoso-

bowej, mimo komplikacji jakie narzuca proponowane rozszerzenie dylematu. Zwi¦kszenie liczby

graczy, pot¦guje mo»liwe strategie, co powoduje wzrost mo»liwych sytuacji w grze. Analiza

preferencji graczy w ka»dej sytuacji prowadzi do okre±lenia punktów równowagi, które okazuj¡

si¦ wykazywa¢ analogi¦ do punktów równowagi w grze dwuosobowej.
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2 Podstawy teoretyczne

2.1 Gra w postaci strategicznej

Sªowo �gra� mo»e budzi¢ ró»ne skojarzenia. Jedni b¦d¡ je kojarzy¢ z rzucaniem kostk¡ i prze-

suwaniem pionków po planszy, inni z jak¡± dyscyplin¡ sportow¡, a jeszcze inni z grami hazar-

dowymi. Wszystkie te skojarzenia s¡ dobre, ale nie pozwalaj¡ w jasny sposób okre±li¢ czym

jest gra w rozumieniu teorii gier. Na potrzeby dalszych rozwa»a« nale»y uzmysªowi¢ sobie czym

ona wªa±ciwie jest. Stra�n [4] de�niuje gr¦, jako sytuacj¦, w której:

1. mo»liwe jest wskazanie co najmniej dwóch stron - graczy (niekoniecznie ludzi; mog¡ to

by¢ te» pa«stwa, �rmy czy nawet gatunki biologiczne),

2. ka»dy gracz wybiera spo±ród mo»liwych strategii, które okre±laj¡ sposób w jaki b¦dzie

rozgrywaª gr¦,

3. strategie wybrane przez graczy de�niuj¡ wynik gry,

4. wszystkie mo»liwe wyniki gry maj¡ przypisane liczbowe warto±ci wypªaty poszczególnych

graczy.

Jednym ze sposobów przedstawienia gry jest posta¢ strategiczna (zwana te» normaln¡ postaci¡

gry). W tej koncepcji kluczowe s¡ strategie graczy oraz wypªaty. Ka»dy gracz, bior¡c pod uwag¦

mo»liwe zachowania innych graczy, wybiera jedn¡ ze swoich strategii, a jego wypªata jest zale»-

na od tego jakie strategie wybior¡ wszyscy. Istotne jest to, »e gracze podejmuj¡ swoj¡ decyzj¦

jednocze±nie, nie znaj¡c wyborów któregokolwiek z rywali, a wypªata okre±lona jest liczbowo.

Z okre±leniem wypªaty nie ma problemów, gdy stawk¡ gry s¡ pieni¡dze lub obiektywnie wy-

cenialne dobra materialne. Wypªat¡ mo»e te» by¢ co± niematerialnego (satysfakcja, tra�enie

do wi¦zienia itd.), niemniej jednak nawet w takich przypadkach wymagane jest przypisane war-

to±ci liczbowej. Sposobami okre±lania tych warto±ci zajmuje si¦ teoria u»yteczno±ci.

Gr¦ w postaci normalnej Ferguson [5] okre±la jako tryplet:

1. zbiór N = {1, 2, ..., n} graczy,

2. ci¡g A1, A2, ..., An zestawów strategii graczy,

3. ci¡g f1(a1, a2, ...an), f2(a1, a2, ...an), ..., fn(a1, a2, ...an) funkcji o warto±ciach rzeczywistych,

zwanych funkcjami wypªat graczy. Strategia a1 ∈ A1, a2 ∈ A2 itd.

W skªad trypletu wchodzi zbiór graczy N , ka»dy z graczy tego zbioru ma zestaw mo»liwych

strategii i ka»demu z graczy przypisana jest funkcja wypªat. W szczególno±ci, gracz i ma swój

zestaw strategii Ai oraz przypisan¡ funkcj¦ wypªat fi.
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Innym sposobem przedstawienia gry jest posta¢ ekstensywna - drzewko. Ten sposób jednak

du»o lepiej sprawdza si¦ w opisie gier sekwencyjnych, czyli takich, w których gracze podejmuj¡

decyzj¦ (lub decyzje) w okre±lonej kolejno±ci. Przykªadem takiej gry mo»e by¢ gra EGZAMIN,

która szerzej zostaªa przez autora omówiona w [6].

Wa»nym czynnikiem dotycz¡cym sposobu rozgrywania gry jest mo»liwo±¢ komunikacji graczy.

W pracy uwaga po±wi¦cona b¦dzie grom, w których tej mo»liwo±ci nie b¦dzie, decyzja gra-

cza zale»e¢ b¦dzie od jego wªasnego postrzegania sytuacji, bez mo»liwo±ci formuªowania ofert

i gró¹b wspóªgraczom.

Dla gier niekoalicyjnych (bez mo»liwo±ci zawierania koalicji mi¦dzy graczami) Nash [7] okre±liª

punkt równowagi. Jest to zestaw strategii graczy taki, »e »adnemu z graczy nie opªaca si¦ zmieni¢

swojej strategii, je»eli strategie jego rywali pozostan¡ niezmienione. Zatem punktem równowagi

w grze n-osobowej b¦dzie punkt (a1∗, ..., an∗), gdzie strategia ai∗ i-tego gracza b¦dzie nale»e¢

do zestawu mo»liwych strategii Ai i-tego gracza oraz dla ka»dego gracza i funkcja wypªaty fi,

gdy wybierze on ze swojego zestawu mo»liwych strategii strategi¦ inn¡ ni» ai∗, nie wzro±nie.

Mo»na zapisa¢, »e punkt (a1∗, ..., an∗) jest punktem równowagi, gdy dla ka»dego gracza:

∀ai ∈ Ai, fi(a1∗, ..., ai∗, ..., an∗) ≥ fi(a1∗, ..., ai, ..., an∗) (1)

W celu uproszczenia zapisu, kombinacj¦ strategii graczy - argumentu funkcji wypªat - b¦dzie-

my nazywa¢ sytuacj¡ w grze, oznacza¢ liter¡ s i rozumie¢ nast¦puj¡co: s = (a1, ..., an), gdzie ai

jest strategi¡ gracza i nale»¡c¡ do zbioru mo»liwych strategii Ai.

Takie okre±lenie gry i punktu równowagi sprawia, »e dwie gry, które maj¡ ten sam zbiór graczy,

a gracze te same zbiory strategii, natomiast ró»ni¡ si¦ jedynie funkcjami wypªat w ±ci±le okre-

±lony sposób, s¡ strategicznie równowa»ne [8]. Powiemy zatem, »e gry Γ(N, {Ai}i∈N , {fi}i∈N)

oraz Γ′(N, {Ai}i∈N , {f ′i}i∈N) s¡ strategicznie równowa»ne, gdy istniej¡ staªe ci > 0 oraz

ki ∈ N

dla ka»dego gracza i takie, »e:

f ′i(s) = ci · fi(s) + ki (2)

Gry strategicznie równowa»ne maj¡ te same punkty równowagi. W celu udowodnienia [8] tego

istotnego twierdzenia, wprowadza si¦ oznaczenie s||a′l, które oznacza sytuacj¦ s przy zast¡pieniu
strategii al l-tego gracza przez a′l. Przy takich oznaczeniach sytuacja s:

s = (a1, ..., al, ..., an), natomiast sytuacja s||a′l:
s||a′l = (a1..., a

′
l, ..., an). Zaªó»my, »e sytuacja s jest punktem równowagi gry Γ oraz gra Γ′

jest strategicznie równowa»na grze Γ. Wtedy z faktu, »e sytuacja s jest punktem równowagi

wynika, »e dla dowolnego gracza i jego dowolnej strategii ai:

fi(s||ai) ≤ fi(s) (3)
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czyli »adnemu z graczy nie opªaca si¦ zmieni¢ swojej strategii na inn¡, gdy pozostali zostan¡

przy swoich strategiach. Po przemno»eniu obu stron równania przez staª¡ ci > 0 nierówno±¢

zostanie utrzymana:

ci · fi(s||ai) ≤ ci · fi(s) (4)

Równie» dodanie liczby rzeczywistej ki (zgodnie z de�nicj¡ gier równowa»nych strategicznie)

nie zmieni nierówno±ci:

ci · fi(s||ai) + ki ≤ ci · fi(s) + ki (5)

W otrzymanej nierówno±ci mo»na rozpozna¢ funkcj¦ wypªat gry strategicznie równowa»nej

grze Γ. Zatem:

f ′i(s||ai) ≤ f ′i(s) (6)

co jest warunkiem punktu równowagi w grze Γ′. Wida¢, »e sytuacja s jest punktem równowagi

w obu grach.

2.2 Gry dwuosobowe

Gra dwuosobowa to gra, w której uczestniczy dwóch graczy. Dla gier dwuosobowych o nie-

wielkiej liczbie strategii wygodn¡ form¡ przedstawienia jest posta¢ macierzowa. Elementami tej

macierzy s¡ warto±ci funkcji wypªat, a wiersze i kolumny odpowiadaj¡ okre±lonym strategiom

graczy. Liczebno±¢ zbioru mo»liwych strategii graczy determinuje ilo±¢ wierszy i kolumn, st¡d

dla gier, w których gracze maj¡ wiele mo»liwo±ci zagrania, zapis macierzowy mo»e nie by¢ od-

powiedni.

Szczególn¡ klas¡ gier s¡ gry o sumie zerowej. W takich grach suma wypªat w ka»dej sytuacji

wynosi zero. Przykªad takiej gry przedstawiono poni»ej.

Gra 1 Rozwa»my dwóch graczy, którzy graj¡ w kamie« - papier - no»yce, a przegrany pªaci wy-

granemu zªotówk¦. W tej grze gracze jednocze±nie pokazuj¡ jeden z trzech symboli: kamie«, pa-

pier lub no»yce. Gracz, który pokazuje kamie« wygrywa, je»eli przeciwnik wybraª no»yce, a prze-

grywa, gdy przeciwnik wybraª papier. Gracz, który wybierze papier przegra z tym, który wska»e

no»yce, natomiast je»eli obaj wska»¡ to samo, jest remis.

Uto»samiaj¡c jednego z graczy z wierszami, a drugiego z kolumnami tabeli, gr¦ mo»na przed-

stawi¢ w poni»szej formie. Jako pierwsze zostaªy podane wypªaty gracza, którego strategie

przedstawiaj¡ wiersze
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Tabela 1: Gra w kamie«, papier i no»yce.
Kamie« Papier No»yce

Kamie« 0 ; 0 -1 ; 1 1 ; -1

Papier 1 ; -1 0 ; 0 -1 ; 1

No»yce -1 ; 1 1 ; -1 0 ; 0

lub równowa»nej postaci macierzowej - macierz G.

G =


(0, 0) (-1, 1) (1, -1)

(1, -1) (0, 0) (-1, 1)

(-1, 1) (1, -1) (0, 0)


Ze wzgl¦du na to, »e wypªata pierwszego gracza w danej sytuacji, determinuje wypªat¦ drugiego,

zwykle podaje si¦ tylko wypªat¦ pierwszego gracza, pami¦taj¡c, »e gracz drugi otrzyma w danej

sytuacji f2(s) = −f1(s):

G′ =


0 -1 1

1 0 -1

-1 1 0


Macierze G oraz G′ opisuj¡ t¦ sam¡ gr¦ o sumie zerowej.

Gry o sumie zerowej stanowi¡ podzbiór gier o sumie staªej, czyli takich, w których suma wy-

pªat graczy w ka»dej sytuacji jest taka sama i równa pewnej staªej. Oczywi±cie dla gier o sumie

zerowej staªa ta ma warto±¢ zero. Ka»da gra o sumie staªej jest strategicznie równowa»na od-

powiedniej grze o sumie zerowej.

O wielu grach mo»na jednak powiedzie¢, »e suma wypªat graczy w ka»dej sytuacji jest ró»-

na - przykªadem jest tutaj omawiany w dalszej cz¦±ci dylemat wi¦¹nia, jak równie» rozszerzony

dylemat wi¦¹nia, któremu po±wi¦cona jest ta praca. Przykªadow¡ gr¦ o sumie niezerowej przed-

stawiono poni»ej.

Gra 2 Rozwa»my dwie rywalizuj¡ce �rmy, które mog¡ zastosowa¢ dwie strategie reklamy pew-

nego produktu. Zysk danej �rmy b¦dzie zale»aª od tego na jak¡ reklam¦ si¦ zdecyduje ta �rma,

ale i od wyboru konkurencji. Niech �rma PIERWSZA ma do wyboru strategie A oraz B, a �r-

ma DRUGA strategie C oraz D. Firm¦ PIERWSZA b¦dziemy uto»samia¢ z wierszami, a DRU-

GA z kolumnami.

Je»eli �rma PIERWSZA zdecyduje si¦ na strategi¦ A, to zarobi 1mln $, gdy �rma DRUGA

zdecyduje si¦ na strategi¦ C i dwa razy wi¦cej, gdy �rma DRUGA zdecyduje si¦ na strategi¦ D.

Je»eli �rma PIERWSZA zdecyduje si¦ na strategi¦ B, to zarobi 3 mln $, gdy �rma DRUGA

zdecyduje si¦ na strategi¦ C i poªow¦ mniej, gdy �rma DRUGA zdecyduje si¦ na strategi¦ D.

Je»eli �rma DRUGA zdecyduje si¦ na strategi¦ C, to zarobi 2 mln $, gdy �rma PIERWSZA
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zdecyduje si¦ na strategi¦ A i 3 mln $, gdy �rma PIERWSZA zdecyduje si¦ na strategi¦ B.

Je»eli �rma DRUGA zdecyduje si¦ na strategi¦ D, to zarobi 1 mln $, gdy �rma PIERWSZA

zdecyduje si¦ na strategi¦ A i dwa razy wi¦cej, gdy �rma PIERWSZA zdecyduje si¦ na strate-

gi¦ B.

T¦ gr¦, przyjmuj¡c za jednostk¦ mln $, mo»na zapisa¢ w postaci:

Tabela 2: Gra rywalizuj¡cych �rm na polu reklamy.
C D

A 1 ; 2 2 ; 1

B 3 ; 3 1.5 ; 2

lub równowa»nej postaci macierzowej:

G =

[
(1, 2) (2, 1)

(3, 3) (1.5, 2)

]

Jako pierwsze zostaªy zapisane wypªaty �rmy PIERWSZA (której strategie s¡ reprezentowane

przez wiersze), a jako drugie - �rmy DRUGA (której strategie s¡ reprezentowane przez kolum-

ny).

Analiza wypªat w poszczególnych sytuacjach mo»e pozwoli¢ na znalezienie takiej sytuacji, w któ-

rej »adnemu z graczy nie b¦dzie si¦ opªacaªo zmieni¢ swojej strategii, je»eli rywal nie doko-

na zmiany. Taki stabilny punkt zostaª zde�niowany wcze±niej jako punkt równowagi Nasha.

W kolumnie C najlepszym wyborem �rmy PIERWSZA jest strategia B, w kolumnie D najlep-

szym wyborem �rmy pierwszej jest strategia A (odpowiednio wypªaty 3 oraz 2 s¡ lepsze od 1

oraz 1.5). W wierszu A najlepszym wyborem �rmy DRUGA jest strategia C, w wierszu B naj-

lepszym wyborem �rmy DRUGA jest strategia C (odpowiednio wypªaty 2 oraz 3 s¡ lepsze od 1

oraz 2). Wygodnym sposobem znajdywania punktów równowagi jest diagram przesuni¦¢ [4].

Umieszcza si¦ na nim strzaªki prowadz¡ce do najlepszej decyzji gracza przy zaªo»eniu kon-

kretnej decyzji rywala. Je»eli jest miejsce, w którym groty strzaªek zwi¡zanych z decyzj¡ obu

graczy si¦ spotykaj¡ - jest to punkt równowagi, jak zaznaczono na rysunku 1.

Sytuacja BC jest punktem równowagi w tej grze.
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Rysunek 1: Diagram przesuni¦¢ w grze 2. Strzaªki zbiegaj¡ si¦ w polu BC, punkt ten jest punk-

tem równowagi w grze 1. �adnemu z graczy nie opªaca si¦ zmienia¢ swojej strategii, je»eli rywal

tego nie zrobi.

Nietrudne do zauwa»enia jest to, »e w podanym przykªadzie strategia D jest nieopªacalna dla gra-

cza DRUGA. Bez znaczenia, jak¡ form¦ reklamy wybierze �rma PIERWSZA, zawsze wi¦cej

�rma DRUGA zarobi, wybieraj¡c C zamiast D. O strategii, która bez wzgl¦du na decyzj¦ ry-

wala daje wypªaty nie wi¦ksze ni» inna strategia, mówi si¦, »e jest zdominowana [4].

Kolejnym poj¦ciem wykorzystywanym w dalszym opisie jest optymalno±¢ w sensie Pareto (ina-

czej: paretooptymalno±¢) [4]. Sytuacja s jest paretooptymalna, gdy nie ma innego rozwi¡za-

nia takiego, »e wypªata jednego z graczy jest wi¦ksza, a drugiego nie mniejsza od tej w sytu-

acji s. Zatem wynik gry nie jest optymalny w sensie Pareto, gdy gra ma inny mo»liwy wynik,

daj¡cy:

1. jednemu z graczy wi¦cej, a drugiemu tyle samo

lub

2. obu graczom wi¦ksz¡ wypªat¦.

W przedstawionej przykªadowej grze, rozwi¡zanie jest paretooptymalne - nie ma sytuacji, w któ-

rej obaj gracze maj¡ wypªat¦ nie mniejsz¡ ni» (3, 3).

2.3 Klasyczny dylemat wi¦¹nia

Albert Tucker podczas seminarium w Uniwersytecie Stanforda w 1950 r. opisaª pewn¡ gr¦

o sumie niezerowej [4]:

Gra 3 Dwóch aresztowanych, podejrzewanych o popeªnienie wspólnie przest¦pstwa, zostaªo za-

branych do osobnych pokoi na przesªuchanie. Ka»demu z nich prokurator o±wiadczyª, »e:

• je±li tylko jeden z nich zdradzi swojego partnera, to zostanie nagrodzony (wypªata wynie-

sie 1), a milcz¡cy zostanie ukarany jako winny(wypªata wyniesie −2),
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• je±li obaj b¦d¡ milcze¢, to wyjd¡ wolni (wypªata wyniesie 0),

• je±li obaj zdradz¡ partnera, to obaj zostan¡ ukarani (wypªata wyniesie −1).

Opis ten dotyczy gry zaproponowanej przez Dreshera i Flooda, która od tego czasu jest nazy-

wana dylematem wi¦¹nia.

Tabela 3: Prezentowana przez Tuckera wersja dylematu wi¦¹nia
Milcze¢ Zdradzi¢

Milcze¢ 0 ; 0 -2 ; 1

Zdradzi¢ 1 ; -2 -1 ; -1

Diagram przesuni¦¢ w tej grze prezentuje rysunek 2. Wida¢, »e punkt równowagi nie jest pare-

tooptymalny - w tej sytuacji gracze otrzymuj¡ wypªaty −1, a je»eli obaj zdecydowaliby si¦ mil-

cze¢, otrzymaliby 0. Strategia milcze¢ jest zdominowana przez strategi¦ zdradzi¢, niezale»nie

od zachowania drugiego gracza bardziej opªacalne jest zdradzanie.

Rysunek 2: Diagram przesuni¦¢ w dylemacie wi¦¹nia. Punktem równowagi jest sytu-

acja Zdradzi¢-Zdradzi¢.
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Punkt równowagi Nasha w tej grze nie jest paretooptymalny, wynika to z zale»no±ci mi¦dzy

wypªatami. W ogólnej wersji podaje si¦ wypªaty [9]:

• R - nagroda za wspóªprac¦, gdy obaj milcz¡

• S - wypªata frajera, gdy milczy i zostanie zdradzony

• T - pokusa do zdrady

• P - kara za brak wspóªpracy

Tabela 4: Posta¢ ogólna dylematu wi¦¹nia.
Milcze¢ Zdradzi¢

Milcze¢ R ; R S ; T

Zdradzi¢ T ; S P ; P

Rapoport zauwa»a, »e wypªaty powinny speªnia¢ warunek:

T > R > P > S (7)

Taka konstrukcja wypªat sprawia, »e gracz woli pokus¦ T od nagrody za wspóªprac¦ R oraz kar¦

za brak wspóªpracy P od wypªaty zdradzonego S. W zwi¡zku z tym punktem równowagi b¦dzie

tutaj Zdradzi¢-Zdradzi¢ o wypªacie P dla graczy, chocia» wi¡»e si¦ to z mniejsz¡ wypªat¡ ni»

sytuacja Milcze¢-Milcze¢ o wypªacie R dla ka»dego.

Drugim warunkiem, jaki stawia Rapoport jest nierówno±¢ maj¡ca na celu okre±lenie sytuacji

Milcze¢-Milcze¢ jako jedynej korzystnej kooperacyjnie.

2R > S + T (8)

Speªnienie tego warunku zabezpiecza przed sytuacj¡ w której gracze z premedytacj¡ donosiliby

na siebie na zmian¦ tak, by jeden z nich zgarniaª pokus¦ T , a w kolejnej grze odbieraª wypªat¦

frajera S. Drugi warunek prowadzi w konsekwencji do tego, »e jedyna sytuacja (nawet w przy-

padku wielokrotnej gry), która jest paretooptymalna to obopólne milczenie.

Gra speªniaj¡ca oba warunki jawi si¦ jako wybór mi¦dzy racjonalno±ci¡ indywidualn¡, a racjo-

nalno±ci¡ grupow¡. Patrzenie na indywidualn¡ korzy±¢ nakazuje zdrad¦, ale du»o korzystniejsze

jest milczenie. Je»eli obaj gracze d¡»¡ do indywidualnego zysku, to obaj na tym trac¡.
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Stra�n [4] znajduje tutaj odniesienie do dwóch pobliskich sklepów z podobnymi akcesoriami.

Je»eli który± sklep obni»y ceny, mo»e liczy¢ na przej¦cie cz¦±ci klientów drugiego, a co za tym

idzie zysk (w domy±le: zdrada). Odpowiedzi¡ na obni»enie cen u konkurencji jest obni»enie cen

u siebie, aby nie traci¢ kupuj¡cych (w domy±le: zdrada). Efekt tego jest taki, »e oba sklepy

obni»aj¡ ceny, a rozkªad klientów pozostaje ten sam, czyli obaj trac¡ wzgl¦dem stanu pocz¡t-

kowego (w domy±le: milczenia).

Innym, cz¦sto podawanym przykªadem, jest wy±cig zbroje«. Rozwa»my tutaj dwa s¡siaduj¡ce

pa«stwa, o których mówi si¦, ze pokój jest stanem przej±ciowym. Je»eli jedno z nich zwi¦kszy

wydatki na wojsko, odpowiedzi¡ drugiego b¦dzie to samo. W efekcie w obu pa«stwach rozwój

innych dziedzin zostanie spowolniony ze wzgl¦du na mniejsze nakªady �nansowe.
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3 Rozszerzony dylemat wi¦¹nia

3.1 Nowe strategie

W historii zaproponowanej przez Tuckera zbiór mo»liwych strategii dla ka»dego gracza jest dwu-

elementowy i ogranicza si¦ do skrajnych opcji: milczenia oraz zdrady. Ide¡ tej pracy jest dodanie

mo»liwo±ci wyboru nowych strategii graczom, które mog¡ zmieni¢ oblicze gry. Warte odnoto-

wania jest to, »e opowie±¢ Tuckera byªa tak uªo»ona, by odpowiada¢ zale»no±ciom z gry Dreshe-

ra i Flooda. Tutaj natomiast post¦powanie jest odwrotne - klasyczna gra zostaje rozszerzona,

by uwzgl¦dnia¢ dodatkowe sytuacje, jakie mog¡ wynika¢ z historii o przest¦pcach.

Jednym z istotnych czynników przy ±wiadomym popeªnianiu przest¦pstwa jest motywacja do

danego czynu zakazanego. Ze wzgl¦du na to, »e przest¦pstwa nie popeªnia w omawianej grze

jedna osoba, narzuca si¦ warunek, by czynnik motywuj¡cy byª podzielny. Dobrym skojarzeniem

tutaj mog¡ by¢ wycenialne dobra materialne - zªodziejski ªup. W dalszej cz¦±ci pracy caªkowity

ªup, jaki maj¡ do równego podziaªu omawiani gracze, zostanie oznaczony symbolem R.

Ze wzgl¦du na pewne poszlaki policja podejrzewa graczy o rabunek i wzywa na przesªuchanie.

Zanim jednak gracze udaj¡ si¦ na przesªuchanie, udaje im si¦ ukry¢ ªup. Brak dostatecznych

dowodów sprawia, »e gracze, je»eli nie wydadz¡ si¦, b¦d¡ mogli na wolno±ci cieszy¢ si¦ swoj¡

cz¦±ci¡ ªupu. Z drugiej strony jest to dla ka»dego okazja, by wydaj¡c jednego z kompanów, móc

dzieli¢ ªup na mniej graczy. Mo»liwo±¢ zgarni¦cia wi¦kszego ªupu po wydaniu kogo± jest od-

powiednikiem pokusy w klasycznej wersji. Odpowiednikiem nagrody za wspóªprac¦ jest nale»-

na ka»demu cz¦±¢ ªupu.

Tak jak klasycznie, na moment przesªuchania gracze zostaj¡ rozdzieleni, by decyzja ka»dego

z nich nie byªa podyktowana wiedz¡ na temat zachowania innych graczy. Bez wzgl¦du na liczb¦

graczy, mo»liwe zachowania to:

• milczenie - caªkowity brak wspóªpracy z policj¡;

• wydanie siebie - przyznanie si¦ do popeªnienia czynu, wskazanie miejsca ªupu;

• wydanie siebie i pewnej cz¦±ci kompanów - przekazania dowodów na udziaª kompa-

nów w przest¦pstwie oraz przyznanie si¦ do winy i wskazanie miejsca ªupu;

• wydanie pewnej cz¦±ci kompanów - przekazanie dowodów na udziaª kompanów w prze-

st¦pstwie bez wyjawiania informacji o swoim udziale;

• wydanie wszystkich - przekazanie dowodów na udziaª caªej grupy w przest¦pstwie, wska-

zanie miejsca ªupu i przyznanie si¦ do winy;
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W porównaniu z klasyczn¡ wersj¡, ilo±¢ strategii wzrasta i jest zale»na od ilo±ci graczy, a kon-

kretnie od ilo±ci podzbiorów zbioru o liczebno±ci równej liczbie graczy. Przy n graczach, ka»dy

z nich ma 2n mo»liwych strategii. Gracz mo»e wyda¢ policji pewien podzbiór graczy, a mo»-

liwo±ci wybrania podzbioru ze zbioru n-elementowego jest wªa±nie 2n. W grze dwuosobowej,

na której teraz b¦dzie skupiona uwaga, gracze b¦d¡ mieli po 4 mo»liwe strategie, z tego wynika,

»e wszystkich sytuacji w grze b¦dzie 16.

Dla ustalenia uwagi oznaczmy graczy jako gracza A oraz gracza B. Strategie gracza A w grze

dwuosobowej:

1. D0 - gracz milczy;

2. DA - gracz przyznaje si¦ i wydaje miejsce ªupu;

3. DB - gracz wydaje partnera;

4. DAB - gracz przyznaje si¦, wydaje partnera i miejsce ªupu;

Strategie gracza B s¡ analogicznie.

Przyszªo±¢ obu graczy zale»na jest od ich decyzji:

• gracz, który przyznaje si¦ i wydaje miejsce ªupu poniesie niewielk¡ kar¦ za popeªniony

czyn, bez wzgl¦du na to, co zrobi jego partner. Wypªata zwi¡zana z tym zdarzeniem

b¦dzie nazywana wypªat¡ ugody i oznaczana symbolem U .

• gracz, który przyznaje si¦ i wydaje swojego partnera oraz miejsce ªupu poniesie niewielk¡

kar¦ bez wzgl¦du na zachowanie partnera, podobnie jak w poprzednim przypadku b¦dzie

to U .

• je»eli obaj b¦d¡ milcze¢, wyjd¡ na wolno±¢ i b¦d¡ mogli podzieli¢ ªup, otrzymaj¡ po R/2.

• je»eli jeden gracz b¦dzie milczaª, a drugi doniesie na niego, milcz¡cy otrzyma kar¦ wi¦-

zienia oznaczan¡ P , natomiast donosz¡cy, je»eli nie przyznaª si¦ sam, b¦dzie mógª zabra¢

caªy ªup R.

• je»eli jeden b¦dzie milczaª, a drugi przyzna si¦ i nie doniesie, milcz¡cy wyjdzie wolny,

ale nie b¦dzie mógª zabra¢ ªupu, poniewa» przyznaj¡cy si¦ wskazaª miejsce przechowy-

wania ªupu policji, w zwi¡zku z tym milcz¡cy nie otrzyma nic poza wolno±ci¡ oznaczan¡

symbolem F .

• je»eli obaj oskar»¡ si¦ wzajemnie, to obaj tra�¡ to wi¦zienia.

Wynika z tego, »e gracz, który si¦ nie przyznaje, a jest na niego donos partnera, tra�a do wi¦-

zienia. Ten za±, który si¦ przyznaje, zawsze otrzymuje maª¡ kar¦.
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W grze pojawia si¦ kilka mo»liwo±ci wypªat:

• R - warto±¢ caªego ªupu, otrzymuje j¡ gracz, który wyda partnera, a nie zostanie wydany,

• R/2 - warto±¢ poªowy ªupu, otrzymuj¡ j¡ gracze, je»eli obaj b¦d¡ milcze¢,

• P - warto±¢ kary wi¦zienia, otrzymuje j¡ gracz, który nie przyzna si¦, a zostanie wydany

przez partnera,

• U - warto±¢ ugody z policj¡, otrzymuje j¡ gracz, który wska»e miejsce ªupu i przyzna si¦

do winy,

• F - warto±¢ wyj±cia wolnym bez ªupu, otrzymuje j¡ gracz, który nie zostaª oskar»ony,

a jego partner si¦ przyznaª.

Powy»sze warto±ci wypªat s¡ u»yteczno±ciami zwi¡zanymi z konkretnym wydarzeniem. Okre-

±leniem konkretnych warto±ci w rzeczywistych przypadkach zajmuje si¦ teoria u»yteczno±ci.

Na tym etapie uznaje si¦, »e warto±ci te s¡ okre±lone liczbowo, bez wnikania w dokªadn¡ ich

znajomo±¢ (co nast¦puje w jednej z dalszych cz¦±ci).

3.2 Punkty równowagi Nasha w grze dwuosobowej

Znaj¡c zestawy mo»liwych strategii oraz wypªaty graczy we wszystkich sytuacjach, mo»na za-

pisa¢ gr¦ w postaci strategicznej.

Nale»y zwróci¢ uwag¦ na kolejno±¢ zapisu strategii obu graczy. Strategie zapisane s¡ w kolejno-

±ci: milcze¢, przyzna¢ si¦, donie±¢ na rywala, przyzna¢ si¦ i donie±¢ na rywala. Dzi¦ki takiemu

zapisowi lepiej widoczna jest symetria w grze. Je»eli przez GA oznaczymy macierz wypªat gra-

cza A, a symbolem GB macierz wypªat gracza B, to macierze te b¦d¡ speªniaªy warunek:

GA = GT
B (9)

�aden z graczy nie jest w tej grze uprzywilejowany.

Tabela 5: Ogólna posta¢ rozszerzonego dylematu wi¦¹nia. W wierszach strategie gracza A,

w kolumnach strategie gracza B.
D0 DB DA DAB

D0 R/2 ; R/2 F ; U P ; R P ; U

DA U ; F U ; U U ; F U ; U

DB R ; P F ; U P ; P P ; U

DAB U ; P U ; U U ; P U ; U
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GA =


R/2 F P P

U U U U

R F P P

U U U U



GB =


R/2 U R U

F U F U

P U P U

P U P U


Z opisu gry wynika zale»no±¢ mi¦dzy ró»nymi wypªatami. Oczywi±cie caªy ªup warty jest wi¦cej

ni» jego cz¦±¢, st¡d R > R/2. Jakakolwiek cz¦±¢ ªupu jest wi¦cej warta ni» jego brak, st¡d

wypªata wychodz¡cego wolno, ale bez ªupu b¦dzie mniejsza od wspomnianych opcji:

R > R/2 > F . Sytuacje, w których gracza czeka kara U lub P s¡ z kolei mniej korzystne od cho-

cia»by wolno±ci, a im wi¦ksza kara, tym u»yteczno±¢ zwi¡zana z tym zdarzeniem jest mniejsza,

st¡d F > U > P . Ostatecznie:

R > R/2 > F > U > P (10)

co jest odpowiednikiem pierwszego warunku Rapoporta w rozszerzonym dylemacie wi¦¹nia.

Istot¡ pierwszego warunku Rapoporta byªo wskazanie punktu równowagi w grze. Tak samo

tutaj, powy»szy warunek pozwoli na wskazanie punktów równowagi. Diagram przesuni¦¢ poka-

zano na rysunku 3.

Rysunek 3: Diagram przesuni¦¢ w rozszerzonym dylemacie wi¦¹nia. Strzaªki pochodz¡ce od ró»-

nych graczy spotykaj¡ si¦ w trzech polach, gra ma zatem trzy punkty równowagi.
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Zgodnie z de�nicj¡, sytuacje, w których »adnemu z graczy nie opªaca si¦ zmieni¢ swojej strategii,

je»eli nie uczyni tego te» rywal, to punkty równowagi. W przedstawionej grze mo»na znale¹¢ 3

punkty równowagi Nasha:

1. DBDB

2. DADA

3. DABDAB

Mo»na zauwa»y¢, »e ka»de z tych rozwi¡za« wymaga przyznania si¦ co najmniej jednego z gra-

czy, w zwi¡zku z tym gracze trac¡ szans¦ na ªup. Dwa z nich opieraj¡ si¦ na doniesieniu

na gracza, który si¦ przyznaje, a trzecie polega na przyznaniu si¦ i wydaniu wspólnika.

Przedstawione punkty równowagi nie s¡ paretooptymalne, gwarantuj¡ one w najlepszej sy-

tuacji wypªaty F oraz U , a sytuacja D0D0 daje wypªaty R/2 obu graczom, czyli, w my±l

warunku (10), dla ka»dego z nich jest to bardziej korzystne. Rapoport w swoim opisie dyle-

matu wi¦¹nia podstawiª warunek (8), który ustanawiaª strategi¦ Milcze¢ - Milcze¢ jako jedyn¡

korzystn¡ kooperacyjnie. Równie» w rozszerzonej wersji stawia si¦ takie wymaganie. Jedyn¡

sytuacj¡, w której przynajmniej jedna wypªata jest lepsza od tej przy milczeniu obu graczy,

jest sytuacja, w której jeden milczy, a drugi go zdradza. Nale»y narzuci¢ taki warunek, by,

w przypadku wielokrotnej gry, graczom nie opªacaªo si¦ naprzemienne zdradzanie i milcze-

nie. Zatem ±rednia wypªata gracza przy D0D0 powinna by¢ wi¦ksza od ±redniej wypªaty przy

naprzemiennym donoszeniu na partnera i milczeniu:

R/2 >
P +R

2
(11)

I to wªa±nie jest odpowiednikiem drugiego warunku Rapoporta dla rozszerzonego dylematu

wi¦¹nia. Warunki (10) i (11) okre±laj¡ punkty równowagi w prezentowanej grze i gwarantuj¡,

»e obopólne milczenie jest najkorzystniejszym kooperacyjnie rozwi¡zaniem.

3.3 Warto±ci wypªat

Na potrzeby dalszej analizy rozszerzonego dylematu wi¦¹nia nale»y okre±li¢ konkretne warto±ci

wypªat. Baz¡ do ich okre±lenia b¦d¡ przedstawione w poprzedniej cz¦±ci warunki.

Wypªata R/2 jest podziaªem ªupu R na dwóch graczy, w zwi¡zku z tym warto±¢ R/2 b¦dzie

poªow¡ warto±ci R:

R/2 =
R

2
(12)

Korzystaj¡c z tego oraz z warunku (10):

R >
R

2
(13)
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a to doprowadza do wniosku, »e:

R/2 > 0 (14)

oraz

R > 0 (15)

Korzystaj¡c z drugiego warunku i podstawiaj¡c (12) do (11):

R

2
>
P +R

2
(16)

co doprowadza do:

P < 0 (17)

Dodatkowo mo»na za»¡da¢, by warto±¢ oczekiwana wypªaty przy zaªo»eniu równego prawdo-

podobie«stwa ka»dej decyzji rywala byªa taka sama. Zaªo»enie to mo»na uzasadni¢ brakiem

znajomo±ci drugiego gracza, który chc¡c osi¡gn¡¢ rozwi¡zanie paretooptymalne b¦dzie milczaª

lub chc¡c osi¡gn¡¢ który± z punktów równowagi przyzna si¦ lub doniesie. Oznaczaj¡c przy

tym warto±¢ oczekiwan¡ wypªaty przy decyzji dec jako EV (dec) mo»na zapisa¢ warto±ci ocze-

kiwane wypªat przy konkretnych decyzjach, uznaj¡c ka»dy wybór rywala za równie mo»liwy,

z perspektywy gracza A w postaci:

EV (D0) =
1

4
· [R

2
+ F + P + P ] (18)

EV (DA) =
1

4
· [U + U + U + U ] = U (19)

EV (DB) =
1

4
· [R + F + P + P ] (20)

EV (DAB) =
1

4
· [U + U + U + U ] = U (21)

Z powy»szych równa« wynika, »e osi¡gni¦cie równo±ci wszystkich warto±ci oczekiwanych jest nie-

mo»liwe, poniewa» wymagaªoby zerowania warto±ci R, a to w my±l warunku (15) nie mo»e mie¢

miejsca. Zawsze warto±¢ oczekiwana zwi¡zana z doniesieniem na rywala b¦dzie wi¦ksza od tej

zwi¡zanej z milczeniem. Mo»na natomiast przyrówna¢ warto±¢ oczekiwan¡ donosu na rywa-

la z przyznaniem si¦ lub z przyznaniem i doniesieniem.

EV (DB) = EV (DA) = EV (DAB) (22)

Prowadzi to do okre±lenia warto±ci wypªaty U :

U =
R + F + 2P

4
(23)

Korzystaj¡c z udowodnionego we wst¦pie twierdzenia o grach strategicznie równowa»nych, po-

mno»enie wypªat gracza przez dodatni¡ staª¡, a tak»e dodanie do wypªat gracza staªej nie
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zmieni punktów równowagi w grze. W zwi¡zku z tym, omawian¡ gr¦ mo»na przedstawi¢ w po-

staci strategicznie równowa»nej gry, w której ustalone s¡ dwie warto±ci wypªat, poniewa» b¦dzie

mo»na dobra¢ tak warto±ci tych staªych, by dwie wybrane wypªaty miaªy konkretne warto±ci.

Niech zatem:

F = 0 (24)

P = −1 (25)

Dobranie zerowej warto±ci do wypªaty zwi¡zanej z wolno±ci¡ wynika z tego, »e gracz nie otrzy-

ma ani ªupu, ani kary. Warto±¢ kary wi¦zienia zostaªa ustalona tak, by speªniaªa (17).

Na podstawie (24) oraz (25) mo»na doprecyzowa¢ wypªat¦ U wynikaj¡c¡ z (23):

U =
R− 2

4
(26)

Poniewa» U < F , to U < 0. Z drugiej strony U > P , wi¦c U > −1. Wprowadzaj¡c te

ograniczenia do (26):

−1 <
R− 2

4
< 0 (27)

A to prowadzi do okre±lenia przedziaªu warto±ci dla R:

−2 < R < 2 (28)

ale R > 0, zatem:

0 < R < 2 (29)

Na rysunku 4 przedstawiono mo»liwe warto±ci wypªat w zale»no±ci od warto±ci wypªaty R.

W miar¦ wzrostu warto±ci R, rosn¡ ró»nice mi¦dzy wypªatami, jedynie ró»nica mi¦dzy wolno±ci¡

F a niewielk¡ kar¡ U si¦ zaciera. Zdecydowano si¦ przyj¡¢ warto±¢ wypªaty R równej warto±ci

w ±rodku przedziaªu dozwolonego. W zwi¡zku z tym ostateczne warto±ci wypªat wynosz¡:

• R = 1

• R/2 = 1
2

• F = 0

• U = −1
4

• P = −1

Oczywi±cie speªniony jest warunek (10), poniewa»:

R = 1 > R/2 =
1

2
> F = 0 > U = −1

4
> P = −1 (30)

oraz warunek (11), poniewa»:

R/2 =
1

2
>
−1 + 1

2
=
P +R

2
(31)

I gra przyjmuje posta¢ jak w tabeli 6.
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Rysunek 4: Zale»no±¢ warto±ci wypªat od warto±ci wypªaty R przy uwzgl¦dnieniu warun-

ków omawianego problemu.

Tabela 6: Rozszerzony dylemat wi¦¹nia z liczbowymi warto±ciami wypªat graczy. W wierszach

strategie gracza A, w kolumnach strategie gracza B.
D0 DB DA DAB

D0
1
2
;1
2

0 ; −1
4

−1 ; 1 −1 ; −1
4

DA
−1
4

; 0 −1
4

; −1
4

−1
4

; 0 −1
4

; −1
4

DB 1 ; −1 0 ; −1
4

−1 ; −1 −1 ; −1
4

DAB
−1
4
; −1 −1

4
; −1

4
−1
4

; −1 −1
4

; −1
4

3.4 Reputacja w spoªecze«stwie

Rozszerzony dylemat wi¦¹nia nie jest tylko modelem pasuj¡cym do konkretnej historii. Pa-

trz¡c szerzej, jest opisem zachowania czªowieka w spoªecze«stwie w sytuacji wyboru mi¦dzy do-

brem wªasnym, dobrem kolektywnym, rozwi¡zaniami bezpiecznymi i rozwi¡zaniami bezpieczno-

agresywnymi (histerycznymi). Gracz kieruj¡cy si¦ dobrem wªasnym b¦dzie donosiª na rywala,

a dobrem kolektywnym - milczaª. Rozwi¡zaniem bezpiecznym jest przyznanie si¦, a bezpieczno-

agresywnym przyznanie si¦ i doniesienie. Wraz z takim spojrzeniem, przychodzi potrzeba zba-

dania rozszerzonego dylematu wi¦¹nia w okre±lonych spoªeczno±ciach, w których gracze wcho-

dz¡ w ci¡gªe interakcje rozgrywaj¡c rozszerzony dylemat wi¦¹nia. Zbiór graczy, którzy b¦d¡

rozgrywa¢ ze sob¡ dwuosobowe gry w rozszerzony dylemat wi¦¹nia nazywany b¦dzie spoªe-

cze«stwem.
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Bezpo±rednio z gry wynika, »e gracze woleliby za przeciwnika mie¢ kogo±, kto nie zdradza swo-

jego partnera. S¡ ku temu trzy powody:

• gracz nie musi rozwa»a¢ przyznania si¦, poniewa» nie zostanie obci¡»ony zeznaniami

wspólnika;

• jest szansa na osi¡gni¦cie rozwi¡zania paretooptymalnego;

• jest szansa na wykorzystanie okazji i zgarni¦cie caªego ªupu;

Natomiast woleliby unikn¡¢ kogo±, kto zdradza, poniewa» racjonaln¡ odpowiedzi¡ na zdrad¦

jest przyznanie si¦ lub przyznanie si¦ i zdrada, a to daje zawsze wypªat¦ U - drug¡ najmniej

korzystn¡ z mo»liwych. Wprowadza si¦ w zwi¡zku z tym parametr β nazywany reputacj¡, który

okre±la gracza i bezpo±rednio wynika z jego wyborów w poprzednich grach. Reputacj¦ gracza po

n grach, w których d0 razy milczaª, db razy doniósª na rywala i dab razy przyznaª si¦ i doniósª

okre±la wzór:

β =
1

n
· [d0 − db −

1

2
dab] (32)

Bezpo±rednio z tak zde�niowanej reputacji wynika przedziaª warto±ci tego parametru.

β ∈ [−1; 1] (33)

Jasne jest, »e gracz, który zawsze zdradza b¦dzie miaª reputacj¦ β = −1, a ten, który zawsze

milczy β = 1. Gracz, który tylko si¦ przyznaje b¦dzie miaª reputacj¦ β = 0.

Kooperantem w spoªecze«stwie nazywany b¦dzie gracz, który milczy i nie wydaje ani siebie,

ani partnera. Jak zaznaczono wcze±niej, reputacja takiego gracza b¦dzie osi¡ga¢ warto±¢ mak-

symaln¡ βkooperant = 1.

Zdrajc¡ w spoªecze«stwie nazywany b¦dzie gracz, który zdradza partnera nie wspomina-

j¡c o swoim udziale. Jego reputacja przyjmowa¢ b¦dzie warto±¢ najmniejsz¡ z mo»liwych

βzdrajca = −1.

Ulegªym w spoªecze«stwie nazywany b¦dzie gracz, który ulega presji i wybiera bezpieczne

rozwi¡zanie przyznania si¦. Jego reputacja βulegy = 0.

Histerykiem w spoªecze«stwie nazywany b¦dzie gracz, który ulega presji i przyznaje si¦,

ale przy okazji wydaje wspólnika. Reputacja takiego gracza βhisteryk = −1
2
.

Tak okre±lonym charakterom mo»na przypisa¢ odpowiednie role w spoªeczno±ci. Kooperanci s¡

skoncentrowani na równym podziale ªupu, nie donosz¡, s¡ »erem dla zdrajców. Ci natomiast,

w imi¦ wªasnego zysku, wykorzystuj¡ kooperantów. Ulegli s¡ biernymi obserwatorami, wyda-

j¡cymi ciche zezwolenie na dziaªania zdrajców. Histerycy jasno wyst¦puj¡ przeciw zdrajcom.

Ich zachowanie jest wymierzone w dziaªania zdrajców - po pierwsze nie daj¡ si¦ wykorzysta¢

(przyznaj¡ si¦), po drugie atakuj¡ zdrajc¦ (donosz¡). Mo»na przypisa¢ im rol¦ karz¡cych [10],

27



którzy rezygnuj¡ z zysku na rzecz wymierzenia kary. Badania [10] pokazuj¡ skªonno±¢ ludzi do

tego typu zachowa«. I chocia» takie podej±cie zniech¦ca nowych do bycia zdrajc¡, to rykoszetem

obrywaj¡ kooperanci. Mimo, »e opisane dziaªanie ma wymiar kary, to przypomina naci±ni¦cie

wszystkich przycisków w nieznanej maszynie, st¡d rola peªniona w spoªecze«stwie nie powinna

przysªania¢ znamion dziaªania histerycznego.

Rozwa»my spoªecze«stwo skªadaj¡ce si¦ tylko z kooperantów. W takim spoªecze«stwie jedyne

pojedynki mi¦dzy graczami to pojedynki wzajemne kooperantów. Z faktu, »e kooperant zawsze

gra D0 wynika, »e wynikiem pojedynków b¦d¡ podziaªy ªupu. Gracze po ka»dym pojedynku

zyskaj¡ R/2 = 1
2
. �rednia wypªata kooperanta na jedn¡ gr¦ b¦dzie staªa. Równie» reputa-

cja ±rednia spoªecze«stwa b¦dzie na niezmiennym poziomie β = 1.

Takie spoªecze«stwo jest ªatwym celem dla zdrajcy. Rozwa»my pojawienie si¦ jednego zdraj-

cy w spoªecze«stwie zªo»onym z kooperantów, na tym etapie nie jest istotne czy jest to no-

wa osoba w spoªecze«stwie, czy te» który± z kooperantów wyczuª szans¦ na zwi¦kszenie swojej

wypªaty. Niech spoªecze«stwo skªada si¦ z N − 1 kooperantów i jednego zdrajcy. Oprócz poje-

dynków kooperant - kooperant pojawi si¦ pojedynek kooperanta ze zdrajc¡. Zdrajca w takim

pojedynku doniesie na milcz¡cego kooperanta. Wynikiem gry b¦d¡ wypªaty: P = −1 dla ko-

operanta oraz R = 1 dla zdrajcy. Z racji tego, »e dla zdrajcy nie b¦dzie innej mo»liwo±ci

pojedynku, jak pojedynek z kooperantem, zdrajca b¦dzie ±rednio zarabiaª R = 1 na pojedynek.

�redni zarobek kooperanta zale»ny jest od ª¡cznej liczby kooperantów w spoªecze«stwie. Rów-

nie» reputacja zale»y od liczby kooperantów, im wi¦cej, tym bli»sza b¦dzie warto±ci 1. Zale»no±¢

±redniej reputacji spoªecze«stwa w zale»no±ci od liczby graczy N prezentuje wykres 5. Na re-

putacj¦ spoªecze«stwa b¦dzie skªadaªo si¦ N − 1 reputacji kooperanta βkooperant = 1 oraz jedna

reputacja zdrajcy βzdrajca = −1:

βspol.srednio =
(N − 1)− 1

N
=
N − 2

N
(34)

�rednia wypªata kooperanta na gr¦ b¦dzie mniejsza ni» w przypadku, gdy spoªecze«stwo skªa-

daªo si¦ tylko z kooperantów ze wzgl¦du na pojedynek kooperant - zdrajca, na którym kooperant

traci. Prawdopodobie«stwo tego, »e dany kooperant tra� na zdrajc¦ jest równe 1
N−1 , a na innego

kooperanta N−2
N−1 , w zwi¡zku z tym warto±¢ oczekiwana wypªaty kooperanta na jedn¡ gr¦ wynosi

N − 2

N − 1
· 1

2
+

1

N − 1
· (−1) =

N−2
2
− 1

N − 1
(35)

Zale»no±¢ warto±ci oczekiwanej wypªaty kooperanta od liczby graczy w takim spoªecze«stwie

przedstawia rysunek 6. Wypªata zdrajcy jest wi¦ksza ni» ±rednia wypªata kooperanta. Mo»-

na przypuszcza¢, »e w takim spoªecze«stwie b¦dzie (znów nie wchodz¡c w sposób) pojawia¢ si¦ wi¦-

cej zdrajców. Ale im wi¦cej zdrajców, tym szansa na pojedynek zdrajca - zdrajca b¦dzie co-

raz wi¦ksza, a przy takim starciu obaj trac¡ (wypªaty P = −1 dla obu). Powstaje zatem pytanie
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Rysunek 5: �rednia reputacja spoªecze«stwa zªo»onego z jednego zdrajcy i N − 1 kooperan-

tów w zale»no±ci od liczebno±ci spoªecze«stwa.

Rysunek 6: Warto±¢ oczekiwana wypªaty kooperanta w spoªecze«stwie zªo»onym z jednego

zdrajcy i N − 1 kooperantów w zale»no±ci od liczebno±ci spoªecze«stwa. Im wi¦cej graczy, tym

bli»sza jest warto±ci R/2 = 1
2
.
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czy mo»na zbudowa¢ takie spoªecze«stwo zªo»one ze zdrajców i kooperantów, w którym zdraj-

ca nie zarabia wi¦cej od kooperanta.

Rozwa»my spoªecze«stwo zªo»one z z zdrajców oraz N − z kooperantów. Jasne jest, »e

N > z ≥ 1 (36)

Szansa kooperanta na gr¦ z drugim kooperantem wynosi N−z−1
N−1 , poniewa» jest N − z koope-

rantów, ale nie mo»na gra¢ z samym sob¡, natomiast szansa na pojedynek ze zdrajc¡ wynosi
z

N−1 . W pojedynku z kooperantem obaj otrzymuj¡ R/2 = 1
2
, a przy grze ze zdrajc¡ kooperant

otrzymuje wypªat¦ P = −1. St¡d warto±¢ oczekiwana EVk wypªaty kooperanta w grze w takim

spoªecze«stwie wynosi:

EVk =
N − z − 1

N − 1
· 1

2
+

z

N − 1
· (−1) (37)

Szansa zdrajcy na gr¦ z drugim zdrajc¡ wynosi z−1
N−1 , poniewa» jest z zdrajców, a nie mo»na gra¢

z samym sob¡, a szansa na pojedynek z kooperantem wynosi N−z
N−1 . Na pojedynku z kooperantem

zdrajca zyskuje R = 1, a z drugim zdrajc¡ P = −1. Warto±¢ oczekiwana EVz wypªaty zdrajcy

w takim spoªecze«stwie jest równa:

EVz =
z − 1

N − 1
· (−1) +

N − z
N − 1

· 1 (38)

Przyrównuj¡c do siebie (37) oraz (38):

1

N − 1
· [N − z − 1

2
− z] =

1

N − 1
· [N − z − z − 1] (39)

Dziel¡c obie strony równania przez 1
N−1 otrzymamy:

N

2
− 3

2
z − 1

2
= N − 2z − 1 (40)

Po dodaniu do obu stron równania wyra»enia 2z − N
2

+ 1
2
otrzymamy:

1

2
z =

1

2
N +

3

2
(41)

Ostatecznie:

z = N + 3 (42)

co jest sprzeczne z warunkiem (36), zatem nie ma takiego spoªecze«stwa zdrajców i koope-

rantów, w którym warto±¢ oczekiwana ich wypªat jest równa. Warto±ci oczekiwane wypªat

kooperanta i zdrajcy w zale»no±ci od liczebno±ci obu grup przedstawiaj¡ wykresy 7 oraz 8.

Na tej podstawie mo»na wysnu¢ wniosek, »e w takim spoªecze«stwie zªo»onym tylko ze zdraj-

ców i kooperantów, je»eli dopu±cimy mo»liwo±¢ doª¡czenia nowych osób, stosunek liczby zdraj-

ców do kooperantów b¦dzie w miar¦ ewolucji spoªecze«stwa rósª, co doprowadzi do zaniku
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Rysunek 7: Warto±¢ oczekiwana wypªaty kooperanta w spoªecze«stwie zªo»onym ze zdraj-

ców i kooperantów w zale»no±ci od liczebno±ci obu grup.

Rysunek 8: Warto±¢ oczekiwana wypªaty zdrajcy w spoªecze«stwie zªo»onym ze zdrajców i ko-

operantów w zale»no±ci od liczebno±ci obu grup.
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kooperantów w spoªecze«stwie. Mo»na powiedzie¢, »e strategia kooperacji nie przetrwa ewolu-

cji spoªecze«stwa, nie jest zatem to strategia stabilna ewolucyjnie. Stra�n [4] okre±liª warunek,

który de�niuje strategi¦ stabiln¡ ewolucyjnie:

strategia strat1 jest stabiln¡ ewolucyjnie, je»eli jakakolwiek inna strategia strat2 nie daje lepszej

warto±ci oczekiwanej wypªaty, gdy prawie wszyscy graj¡ strat1, a niewielka grupa gra strat2.

Strategia zdrajców b¦dzie strategi¡ stabiln¡ ewolucyjnie.

3.5 Spoªecze«stwo rozrastaj¡ce si¦

W poprzedniej cz¦±ci odnotowano, »e korzystnym wyborem w otoczeniu kooperantów jest

zdrada. Rozszerzony dylemat wi¦¹nia daje jednak wi¦cej opcji ni» tylko kooperacja i zdra-

da. W rozwa»anym spoªecze«stwie rozrastaj¡cym si¦ pod uwag¦ zostan¡ wzi¦te te» strategie

przyznania si¦ oraz przyznania i doniesienia. Spoªecze«stwo graczy b¦dzie budowane wedªug

nast¦puj¡cych zasad:

1. staªo±¢ charakteru - gracze nie b¦d¡ mogli zmienia¢ swojego charakteru w trakcie gry;

Gracz mo»e by¢ kooperantem, zdrajc¡, ulegªym lub histerykiem.

2. determinacja decyzji - decyzje, jakie podejmuj¡ gracze w grze wynikaj¡ z ich charakteru;

3. rozrost spoªecze«stwa - co rund¦ do spoªecze«stwa doª¡cza nowy gracz;

4. kryterium warto±ci oczekiwanej - nowy gracz ma taki charakter, jaki jest najbardziej ko-

rzystny dla niego w spoªecze«stwie w momencie doª¡czenia, w przypadku równo±ci war-

to±ci oczekiwanej wypªaty dwóch charakterów, gracz wybiera ten, który wi¡»e si¦ z lepsz¡

reputacj¡;

5. kooperacja pocz¡tkowa - na pocz¡tku spoªecze«stwo skªada si¦ z k > 0 kooperantów,

z = 0 zdrajców, u = 0 ulegªych i h = 0 histeryków.

Warto±¢ oczekiwana wypªaty dla wyboru ulegªego i histeryka jest taka sama, równa U - jest to

rozwi¡zanie bezpiecznie. Oba te wybory maj¡ jednak inny wpªyw na wypªaty b¦d¡cych ju»

w spoªecze«stwie oraz reputacj¦ spoªeczno±ci. Ze wzgl¦du na równo±¢ warto±ci oczekiwanych,

ci¦»ko o wybór mi¦dzy nimi, dlatego obie wersje b¦d¡ rozwa»one osobno. Jako pierwsza, wer-

sja z ulegªymi. Na starcie w spoªecze«stwie s¡ sami kooperanci. Doª¡czaj¡cy do nich gracz roz-

wa»a jaki charakter byªby dla niego najkorzystniejszy. Warto±¢ oczekiwan¡ wyboru charakteru

charakter oznaczono EV (charakter). Poniewa» jedyne pojedynki, jakie mo»ne rozegra¢ w tym

spoªecze«stwie to pojedynki z kooperantami, to:

EV (kooperant) = R/2 =
1

2
(43)

EV (zdrajca) = R = 1 (44)
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EV (ulegly) = U = −1

4
(45)

Wynika z tego, »e pierwszy doª¡czaj¡cy b¦dzie zdrajc¡, poniewa» warto±¢ oczekiwana wypªaty

b¦dzie wtedy najwi¦ksza. Zatem po pierwszej rundzie spoªecze«stwo skªada¢ si¦ b¦dzie z k ko-

operantów i z = 1 zdrajców.

Wykazano wcze±niej, »e nie ma takiej kombinacji zdrajców i kooperantów, przy której opªa-

caªoby si¦ nowemu by¢ kooperantem. Mo»na wnioskowa¢, »e w spoªecze«stwie b¦dzie zatem

przybywaªo zdrajców. I b¦dzie tak a» do momentu, w którym warto±¢ oczekiwana wypªaty

przy byciu zdrajc¡ osi¡gnie poziom warto±ci oczekiwanej wypªaty ulegªego. W sytuacji, gdy

b¦d¡ równe, nowy b¦dzie ulegªy, poniewa» to wi¡»e si¦ z lepsz¡ reputacj¡. Warto±¢ oczekiwan¡

wypªaty nowego zdrajcy w spoªecze«stwie k kooperantów i z zdrajców mo»na obliczy¢:

EV (zdrajca) =
k

k + z
− z

k + z
=
k − z
k + z

(46)

Korzystniejsza stanie si¦ strategia ulegªego, gdy:

EV (ulegly) ≥ EV (zdrajca) (47)

U = −1

4
≥ k − z
k + z

(48)

Mno»¡c stronami przez −4 · (k + z), pami¦taj¡c o zmianie znaku, otrzymamy:

k + z ≤ −4k + 4z (49)

Co prowadzi do warunku:

5k ≤ 3z (50)

Zapisany w innej formie warunek (50) okre±la pojawienie si¦ pierwszego ulegªego w spoªecze«-

stwie. Pierwszy ulegªy pojawi si¦, gdy liczba zdrajców osi¡gnie:

z ≥ 5

3
k (51)

Na tym etapie mamy spoªecze«stwo zªo»one z k kooperantów, z = 5
3
k zdrajców oraz u = 1

ulegªego. W zwi¡zku z tym ±rednia reputacja spoªecze«stwa jest równa:

β =
k − z

k + z + 1
=

k − 5
3
k

k + 5
3
k + 1

= − 2k

8k + 3
(52)

Na pocz¡tku reputacja ±rednia byªa równa 1, poniewa» spoªecze«stwo skªadaªo si¦ z samych

kooperantów (których reputacja wynosi 1), w miar¦ doª¡czania zdrajców spadaªo i osi¡gn¦ªo

warto±¢ ujemn¡.
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Analizuj¡c dalej rozrost spoªecze«stwa nale»y uwzgl¦dni¢ przy obliczaniu warto±ci oczekiwanej

wypªat obecno±¢ ulegªego w spoªecze«stwie. Mo»liwe b¦d¡ nowe starcia: kooperant - ulegªy

oraz zdrajca - ulegªy. Analiza star¢ ulegªych nie jest konieczna, poniewa» ulegli zawsze otrzymuj¡

t¦ sam¡ wypªat¦. Na wymienionych potyczkach kooperanci i zdrajcy zarabiaj¡ F = 0. Wzory

na warto±ci oczekiwane wypªat przyjmuj¡ posta¢:

EV (kooperant) =
k
2
− z

k + z + u
(53)

EV (zdrajca) =
k − z

k + z + u
(54)

EV (ulegly) = −1

4
(55)

Na obecnym etapie mamy: k kooperantów, z = 5
3
k zdrajców oraz u = 1 ulegªych. Uwzgl¦dniaj¡c

to, wzory (53) i (54) przyjm¡ posta¢ odpowiednio:

EV (kooperant) =
k
2
− 5

3
k

k + 5
3
k + 1

= − 7k

8k + 3
(56)

EV (zdrajca) =
k − 5

3
k

k + 5
3
k + 1

= − 2k

8k + 3
(57)

Z (56) i (57) wynika, »e kolejnym w tym spoªecze«stwie b¦dzie zdrajca, poniewa»:

EV (zdrajca) = − 2k

8k + 3
> −1

4
= EV (ulegly) > EV (kooperant) (58)

Stan graczy wyniesie: k kooperantów, z = 5
3
k + 1 zdrajców oraz u = 1 ulegªych. Wzory (53)

i (54) przyjm¡ posta¢ odpowiednio:

EV (kooperant) =
k
2
− (5

3
k + 1)

k + 5
3
k + 1 + 1

= −7k + 3

8k + 6
(59)

EV (zdrajca) =
k − (5

3
k + 1)

k + 5
3
k + 1 + 1

= −2k + 3

8k + 6
(60)

Z (59) i (60) wynika, »e kolejnym w tym spoªecze«stwie b¦dzie ulegªy, poniewa»:

EV (zdrajca) = −2k + 3

8k + 6
< −1

4
= EV (ulegly) (61)

Stan graczy wyniesie: k kooperantów, z = 5
3
k + 1 zdrajców oraz u = 2 ulegªych. Ju» na tym

etapie wida¢, »e ka»dy nowy zwi¦ksza mianownik wyra»enia (60) o 3, a je»eli jest to zdrajca,

to licznik równie» zwi¦ksza si¦ o 3. Warto±¢ oczekiwana wypªaty kooperanta zmienia si¦ w po-

dobny sposób, ale jest ona wyra¹nie mniejsza od zdrajcy lub ulegªego, wi¦c ten charakter nie

b¦dzie brany przez nowego pod uwag¦. Tabela 7 prezentuje kilka kolejnych kroków rozbudowy

spoªecze«stwa. Na podstawie tabeli mo»na wyci¡gn¡¢ wnioski:
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Tabela 7: Warto±ci oczekiwane wypªat graczy przy obraniu strategii zdrajcy przy rozbudowie

spoªecze«stwa od stanu k kooperantów, z = 5
3
k zdrajców, u = 1 ulegªych. W ostatniej kolumnie

okre±lono charakter nowego.

z u EV (zdrajca) nowy
5
3
k 1 − 2k

8k+3
> −1

4
zdrajca

5
3
k + 1 1 −2k+3

8k+6
< −1

4
ulegªy

5
3
k + 1 2 −2k+3

8k+9
< −1

4
ulegªy

5
3
k + 1 3 − 2k+3

8k+12
≤ −1

4
ulegªy

5
3
k + 1 4 − 2k+3

8k+15
> −1

4
zdrajca

5
3
k + 2 4 − 2k+6

8k+18
< −1

4
ulegªy

5
3
k + 2 5 − 2k+6

8k+21
< −1

4
ulegªy

5
3
k + 2 6 − 2k+6

8k+24
≤ −1

4
ulegªy

5
3
k + 2 7 − 2k+6

8k+27
> −1

4
zdrajca

1. nowy b¦dzie przybieraª charakter zdrajcy raz na cztery rundy, a ulegªego w trzech na czte-

ry kolejne gry;

2. warto±ci oczekiwane wypªat nowych graczy b¦d¡ oscylowaªy wokóª −1
4
;

Mo»na w zwi¡zku z tym oczekiwa¢, »e liczba ulegªych zrówna si¦ z liczb¡ zdrajców. Od mo-

mentu pojawienia si¦ pierwszego ulegªego, populacja zdrajców b¦dzie rosªa trzykrotnie wolnej

od ulegªych, ale ulegªych b¦dzie o 5
3
k mniej na pocz¡tku. U±redniaj¡c, populacja zdrajców ro±nie

o 1
4
zdrajcy na gr¦, a ulegªych o 3

4
ulegªego na gr¦. Je»eli przez x oznaczymy liczb¦ gier rozegra-

nych od pojawienia si¦ pierwszego ulegªego, oczekuj¡c równo±ci tych populacji, mo»na napisa¢

równanie:
3

4
x =

5

3
k +

1

4
x (62)

Rozwi¡zaniem tego równania jest x = 10
3
k, zatem potrzeba 10

3
k + 5

3
k = 5k gier, by zrówna¢

populacj¦ ulegªych i zdrajców. Zdrajców b¦dzie wtedy z = 5
3
k + 1

4
· 10

3
k = 2.5k, podobnie jak

ulegªych u = 3
4
· 10

3
k = 2.5k.

W miar¦ dalszego rozrostu spoªecze«stwa, liczba zdrajców i ulegªych b¦dzie zmierza¢ do osi¡-

gni¦cia stanu, w którym k << z, wtedy zdrajcy i ulegli b¦d¡ dzieli¢ spoªecze«stwo w stosunku

1 : 3, czyli z = u
3
>> k Warto±¢ oczekiwana wypªat ka»dej grupy spoªecznej si¦ zrówna,

poniewa»:

EV (kooperant) =
−z
z + u

= −
u
3

u
3

+ u
= −1

4
(63)

EV (zdrajca) =
−z
z + u

= −1

4
(64)
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EV (ulegly) = −1

4
(65)

Natomiast reputacja ±rednia spoªecze«stwa wyniesie:

βspol = −1

4
(66)

Poniewa» wkªad b¦dzie pochodziª od zdrajców, którzy stanowi¡ ¢wier¢ spoªecze«stwa.

Dla przykªadu omówmy spoªecze«stwo, które na pocz¡tku skªada si¦ z k = 300 kooperan-

tów. Zgodnie z rozwa»aniami, zdrajcy powinni pojawia¢ si¦ do momentu a» ich liczba osi¡gnie

z = 5
3
k = 500, warto±¢ oczekiwana wypªaty nowego do tego momentu prezentuje rysunek 9.

Mo»na zauwa»y¢, »e warto±¢ oczekiwana wypªaty jest najwi¦ksza wªa±nie u zdrajcy, co tªuma-

czy przyrost graczy o tym charakterze.

Kolejnym etapem b¦dzie naprzemienny wzrost spoªecze«stwa ulegªych i zdrajców w stosunku

3 : 1, a po 5k = 1500 gier powinno by¢ ich tyle samo. Rozwój grup w spoªecze«stwie prezentuje

rysunek 10.

Oczekuje si¦, »e wypªaty ulegªych i zdrajców od momentu pojawienia si¦ ulegªych b¦d¡ si¦ prze-

nikaªy, a w miar¦ rozrostu spoªecze«stwa wraz z wypªatami kooperantów ustabilizuj¡ si¦ na po-

ziomie −0.25. Ilustruje to rysunek 11, a oscylacje wypªat zdrajcy wokóª warto±ci wypªaty ule-

gªego mo»na zobaczy¢ na rysunku 12.

Wa»n¡ rol¦, nie tylko ze wzgl¦du na wyrównywanie wypªat, peªni¡ ulegli. Ich obecno±¢ utrzy-

muje reputacj¦ spoªecze«stwa, która w momencie, gdy z = 5
3
k spadªa z pocz¡tkowego 1

do βspol = k−z
k+z+u

= −1
4
. Zmian¦ reputacji ±redniej przykªadowego spoªecze«stwa prezentuje

rysunek 13.

Na podstawie zmiany liczebno±ci grup w spoªecze«stwie mo»na stwierdzi¢, »e »adna prezen-

towana strategia nie przetrwa próby czasu - ewolucji spoªecze«stwa. Nie b¦dzie przybywa¢

kooperantów, a zdrajcy i ulegli b¦d¡ naprzemiennie liderami w wypªatach. Raz na 4 gry li-

derem b¦dzie zdrajca, a w trzech przypadkach ulegªy. Skoro w 0.75 przypadków najlepszym

wyborem jest przyznanie si¦, a w 0.25 przypadków - zdrada, to strategi¡ stabiln¡ ewolucyjnie

b¦dzie strategia mieszana, polegaj¡ca na zdradzie w 1 grze na 4 i przyznaniu si¦ w trzech po-

zostaªych.

Rozwa»ania, gdy zamiast ulegªego mamy histeryka, nie ró»ni¡ si¦ do momentu pojawienia si¦

pierwszego o takim charakterze, czyli przy z = 5
3
k. Pó¹niej jednak, zamiast naprzemiennego

pojawiania si¦ zdrajców i ulegªych, pojawi¡ si¦ sami histerycy. Wi¡»e si¦ to z tym, »e s¡ oni
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Rysunek 9: Warto±¢ oczekiwana wypªaty nowego w zale»no±ci od wybranego charakteru dla spo-

ªecze«stwa pocz¡tkowego 300 kooperantów.

Rysunek 10: Zmiana liczebno±ci grup spoªecznych w ci¡gu kolejnych gier dla spoªecze«stwa po-

cz¡tkowego 300 kooperantów.
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Rysunek 11: Warto±¢ oczekiwana wypªaty nowego w zale»no±ci od charakteru w ci¡gu kolejnych

gier dla spoªecze«stwa pocz¡tkowego 300 kooperantów.

Rysunek 12: Oscylacje warto±ci oczekiwanej wypªaty zdrajcy wokóª wypªaty ulegªego przy

punkcie, w którym pojawia si¦ pierwszy ulegªy w spoªecze«stwie.
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Rysunek 13: Zmiana ±redniej reputacji spoªecze«stwa w ci¡gu kolejnych gier dla spoªecze«-

stwa pocz¡tkowego 300 kooperantów.

odbierani jak zdrajcy (caªkiem sªusznie, przecie» zdradzaj¡), st¡d nie jest w interesie nowych

przyjmowanie strategii zdrajców, poniewa» histerycy ich zdradz¡. Warto±ci oczekiwane wypªat

mo»na okre±li¢ wzorami:

EV (kooperant) =
k

k + z + h
· 1

2
− z

k + z + h
− h

k + z + h
(67)

EV (zdrajca) =
k

k + z + h
− z

k + z + h
− h

k + z + h
(68)

EV (histeryk) = −1

4
(69)

Warto±ci oczekiwane wypªaty w miar¦ rozrostu spoªecze«stwa w zale»no±ci od decyzji przed-

stawia rysunek 14.

Z tego bezpo±rednio wynika wzrost grupy histeryków. Poniewa» zdrajców od momentu po-

jawienia si¦ pierwszego histeryka nie przybywa, liczebno±¢ obu grup zrówna si¦ po 5
3
k grach

od pojawienia si¦ pierwszego histeryka. W przykªadzie ze spoªecze«stwem startowym zªo»onym

z 300 kooperantów b¦dzie to przy grze numer 1000. Zmian¦ liczebno±ci grup ilustruje rysu-

nek 15.

Inaczej b¦dzie te» wygl¡da¢ reputacja ±rednia. Wcze±niej ulegli mieli reputacj¦ równ¡ zero, co

pozwoliªo stabilizowa¢ reputacj¦ ±redni¡. Histerycy maj¡ reputacj¡ −1
2
, a »e b¦d¡ od pewnego

39



Rysunek 14: Warto±¢ oczekiwana wypªaty w zale»no±ci od wybranego charakteru dla spoªe-

cze«stwa pocz¡tkowego 300 kooperantów.

Rysunek 15: Liczebno±¢ grup w spoªecze«stwie w ci¡gu kolejnych gier dla spoªecze«stwa po-

cz¡tkowego 300 kooperantów.
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Rysunek 16: �rednia reputacja spoªecze«stwa w ci¡gu kolejnych gier dla spoªecze«stwa pocz¡t-

kowego 300 kooperantów.

momentu jedyn¡ grup¡ zwi¦kszaj¡c¡ liczebno±¢, to do takiej warto±ci b¦dzie d¡»y¢ reputa-

cja ±rednia spoªecze«stwa - rysunek 16.

Wszystkie miejsca zaªamania przedstawionych funkcji wynikaj¡ z pojawienia si¦ ulegªych lub

histeryków, którzy caªkowicie zmieniaj¡ dalsze losy populacji. Mo»na na tej podstawie wnio-

skowa¢, »e wprowadzenie strategii, którymi graj¡ ulegli lub histerycy byªo zasadne i w rozra-

staj¡cym si¦ spoªecze«stwie s¡ one wykorzystywane.

Okre±lenie w tej sytuacji strategii stabilnej ewolucyjnie jest prostsze, skoro histeryków b¦dzie

przybywa¢ bez ko«ca, a inne grupy zostan¡ od pewnego momentu na staªym poziomie liczeb-

no±ci, to wªa±nie histerycy b¦d¡ wybiera¢ strategi¦ stabiln¡ ewolucyjnie.

3.6 Spoªecze«stwo o staªej liczebno±ci

Innym rodzajem spoªeczno±ci b¦dzie spoªeczno±¢ zamkni¦ta. Nie b¦dzie tu mo»liwo±ci doª¡cza-

nia nowych, natomiast b¦d¡cy ju» w spoªecze«stwie b¦d¡ zmieniali swoje charaktery. Jest to

gªówna zmiana wzgl¦dem zasad budowy spoªecze«stwa w poprzedniej cz¦±ci. Zasady rozwoju

spoªecze«stwa b¦d¡ nast¦puj¡ce:

1. zmienno±¢ charakteru - gracze b¦d¡ mogli zmienia¢ swój charakter w trakcie gry; Gracz mo-

»e by¢ kooperantem, zdrajc¡, ulegªym lub histerykiem.

2. determinacja decyzji - decyzje, jakie podejmuj¡ gracze w grze wynikaj¡ z ich charakteru;
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3. rozwój spoªecze«stwa - co rund¦ w spoªecze«stwie, gracz, którego charakter daje naj-

mniejsz¡ warto±¢ oczekiwan¡ wypªaty zmienia charakter;

4. kryterium warto±ci oczekiwanej - nowy charakter wybierany jest tak, by byª najbardziej

korzystny dla gracza w spoªecze«stwie w momencie zmiany, w przypadku równo±ci war-

to±ci oczekiwanej wypªaty dwóch charakterów, gracz wybiera ten, który wi¡»e si¦ z lepsz¡

reputacj¡;

5. kooperacja pocz¡tkowa - na pocz¡tku spoªecze«stwo skªada si¦ z k > 0 kooperantów,

z = 0 zdrajców, u = 0 ulegªych i h = 0 histeryków.

Równie» tym razem wprowadza si¦ rozró»nienie na dwie grupy (ulegªych i histeryków), na pocz¡-

tek analizowana b¦dzie grupa ulegªych. Na podstawie wcze±niejszych rozwa»a« mo»na przypusz-

cza¢, »e na pocz¡tkowym etapie miejsce kooperantów b¦d¡ zajmowa¢ zdrajcy. Analiza warto±ci

oczekiwanej wypªat potwierdzi to przypuszczenie. Tym razem pokazane b¦d¡ wyra»enia opisu-

j¡ce warto±¢ oczekiwan¡ wypªaty przedstawiciela grupy charakteru, równania przyjm¡ inn¡ ni»

poprzednio posta¢, zmiana ta wynika z tego, »e przedstawiciel grupy spoªecznej, której wypªaty

okre±lamy jest ju» w spoªecze«stwie, a skoro nie mo»e pojedynkowa¢ si¦ z samym sob¡ to:

EV (kooperant) =
k − 1

k + z + u
· 1

2
− z

k + z + u
=

k−1
2
− z

k + z + u
(70)

EV (zdrajca) =
k

k + z + u
− z − 1

k + z + u
=
k − z + 1

k + z + u
(71)

EV (ulegly) = −1

4
(72)

Znów, nigdy wybór charakteru kooperanta nie b¦dzie lepszy od wyboru zdrajcy, poniewa»,

gdyby tak byªo to musiaªby by¢ speªniony warunek:

k − 1

2
− z > k − z + 1 (73)

czyli

k − 1 > 2k + 2 (74)

a to nie b¦dzie speªnione dla k > 0.

Jasne jest w takim razie, »e gracze o charakterze kooperantów b¦d¡ zmienia¢ charakter na zdraj-

ców. Wykazano poprzednio, »e bycie zdrajc¡ przestaje si¦ opªaca¢, gdy liczba zdrajców wynosi

z = 5
3
k. Zdrajcy stanowi¢ b¦d¡ wtedy

5
3
k

5
3
k+k

= 5
8
spoªecze«stwa, gdy zaczn¡ pojawia¢ si¦ ulegli.

Wtedy warto±ci oczekiwane wypªat b¦d¡ wynosi¢:

EV (kooperant) =
k−1
2
− 5

3
k

k + 5
3
k

= −7k + 3

16k
(75)
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EV (zdrajca) =
k − 5

3
k + 1

k + 5
3
k

= −2k + 3

8k
(76)

EV (ulegly) = −1

4
(77)

Wida¢, »e warto±¢ oczekiwana wypªaty kooperanta jest najmniejsza, b¦dziemy zatem obser-

wowa¢ dalszy zanik kooperantów. W zwi¡zku z zanikiem kooperantów mniej opªacalne sta-

nie si¦ te» bycie zdrajc¡, przybywa¢ b¦dzie ulegªych. W momencie, gdy ze spoªecze«stwa znik-

n¡ gracze o charakterze kooperantów, liczebno±¢ grup b¦dzie nast¦puj¡ca: k = 0, z = 5
8
N ,

zatem u = 3
8
N , gdzie przez N rozumie si¦ rozmiar spoªecze«stwa. Warto±ci oczekiwane wypªat

wynios¡:

EV (zdrajca) = −
5
8
N + 1

N − 1
(78)

EV (ulegly) = −1

4
(79)

Przybywa¢ b¦dzie zatem ulegªych kosztem zdrajców do momentu, w którym warto±ci oczeki-

wane wypªat si¦ nie wyrównaj¡. Wzory ogólne na warto±¢ oczekiwan¡ wypªaty b¦d¡ wygl¡da¢

nast¦puj¡co:

EV (zdrajca) = − z − 1

N − 1
(80)

EV (ulegly) = −1

4
(81)

Z (80) oraz (81) mo»na wywnioskowa¢, »e wyrównanie si¦ warto±ci oczekiwanych nast¡piªoby,

gdy z = N+3
4

, ale ze wzgl¦du na to, »e liczebno±¢ grupy musi by¢ liczb¡ naturaln¡, ulegli i zdrajcy

podziel¡ spoªecze«stwo w stosunku 3 : 1. Warto±ci oczekiwane wypªat wyniosªyby:

EV (kooperant) = −1

4
(82)

EV (zdrajca) = −1

4
(83)

poniewa» tak¡ cz¦±¢ spoªecze«stwa stanowi¡ zdrajcy, brak jest kooperantów, a wypªata w po-

jedynku z ulegªym jest zerowa.

EV (ulegly) = −1

4
(84)

Mo»na oczekiwa¢ zatem, »e przy równej warto±ci oczekiwanej wypªaty, pojawi¡ si¦ kooperanci

za zdrajców, poniewa» w takim przypadku decyduje reputacja. Je»eli jednak si¦ pojawi koope-

rant, to wzro±nie warto±¢ oczekiwana wypªaty zdrajcy, wi¦c ze spoªecze«stwa odejdzie ulegªy

(ma gorsz¡ reputacj¦ ni» kooperant), a jego miejsce zajmie zdrajca. To osªabi pozycj¦ koope-

ranta, a na jego miejsce pojawi si¦ ulegªy. I znów wyrównaj¡ si¦ warto±ci oczekiwane wypªat.

Cykl ten b¦dzie si¦ powtarzaª.
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Rysunek 17: Zmiany liczebno±ci grup w spoªecze«stwie o staªej liczebno±ci ró»nej o od wielo-

krotno±ci liczby 4 zwi¦kszonej o jeden. Tutaj pocz¡tkowo k = 300.

W praktyce taka sytuacja b¦dzie mie¢ miejsce tylko, gdy rozmiar spoªecze«stwa jest o jeden

wi¦kszy od wielokrotno±ci liczby 4. Je»eli tak nie jest, to wypªata zdrajcy nie osi¡gnie war-

to±ci −1
4
, b¦dzie jedynie niewiele wi¦ksza lub niewiele mniejsza, a to pozwoli na brak zmian

w spoªecze«stwie, poniewa» gorsz¡ opcj¡ od bycia zdrajc¡, b¦dzie bycie ulegªym, w zwi¡zku

z tym ulegªy zmieni swój charakter. Po odej±ciu ulegªego bycie zdrajc¡ i kooperantem traci

na warto±ci, w zwi¡zku z czym najlepszym rozwi¡zaniem jest... bycie ulegªym.

Dla przykªadu, w spoªecze«stwie, które skªadaªo si¦ pocz¡tkowo z 300 kooperantów, poniewa»

300 − 1 nie jest wielokrotno±ci¡ czwórki zobaczymy brak zmian w ko«cowym etapie ewolucji

spoªecze«stwa - rysunek 17, a w spoªecze«stwie, które liczy 101 osobników ostatnim etapem

ewolucji b¦d¡ cykliczne zmiany liczebno±ci - rysunek 18. Warto±ci oczekiwane wypªat przedsta-

wia rysunek 19. Gdy ulegli pojawiaj¡ si¦ kosztem kooperantów, warto±¢ oczekiwana wypªaty

zdrajców wci¡» maleje, dopiero gry ulegli pojawiaj¡ si¦ w miejsce zdrajców, zaczyna rosn¡¢.

�rednia reputacja spoªecze«stwa zmienia si¦ podobnie jak wypªaty zdrajców, co obrazuje rysu-

nek 20.

W spoªecze«stwie, w którym s¡ histerycy sytuacja b¦dzie wygl¡da¢ nieco inaczej. Histerycy s¡

traktowani jak zdrajcy, a sami gwarantuj¡ sobie bezpieczn¡ wypªat¦, wi¦c gdy warto±¢ oczekiwa-

na wypªaty- rysunek 21 - zdrajcy spadnie poni»ej bezpiecznego poziomu ugody, w spoªecze«stwie

przybywa¢ b¦dzie tylko histeryków a» osi¡gn¡ 100% udziaªów - rysunek 22. Reputacja b¦dzie
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Rysunek 18: Zmiany liczebno±ci grup w spoªecze«stwie o staªej liczebno±ci równej wielokrotno±ci

liczby 4 zwi¦kszonej o jeden. Tutaj pocz¡tkowo k = 101.

Rysunek 19: Warto±ci oczekiwane wypªaty graczy w zale»no±ci od charakteru w ci¡gu kolejnych

gier w spoªecze«stwie o staªym rozmiarze. Tutaj pocz¡tkowo k = 300.

45



Rysunek 20: �rednia reputacja graczy w spoªecze«stwie w ci¡gu kolejnych gier w spoªecze«stwie

staªym. Pocz¡tkowo k = 300.

Rysunek 21: Warto±ci oczekiwane wypªaty graczy w zale»no±ci od charakteru w ci¡gu kolejnych

gier w spoªecze«stwie o staªym rozmiarze. Tutaj pocz¡tkowo k = 300.
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Rysunek 22: Liczebno±¢ grup w ci¡gu kolejnych gier w spoªecze«stwie o staªym rozmiarze. Tutaj

pocz¡tkowo k = 300.

Rysunek 23: Reputacja ±rednia spoªecze«stwa w ci¡gu kolejnych gier w spoªecze«stwie o staªym

rozmiarze. Tutaj pocz¡tkowo k = 300.
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spada¢ na pocz¡tku ze wzgl¦du na pojawianie si¦ zdrajców w miejsce kooperantów, a pó¹niej

histeryków w miejsce kooperantów, ale gdy zdrajcy zaczn¡ ust¦powa¢ histerykom b¦dzie zmie-

rza¢ do typowej dla spoªecze«stwa zªo»onego z samych histeryków warto±¢ β = −1
2
- rysunek 23.

Warte zauwa»enia jest to, »e zarówno spoªecze«stwo rozrastaj¡ce si¦, jaki i o staªym rozmiarze

podczas ewolucji zmierzaj¡ do tych samych proporcji grup w spoªecze«stwie. Spoªecze«stwo

o staªym rozmiarze potrzebuje na to mniejszej liczby gier.

Równie» wnioski dotycz¡ce strategii stabilnych ewolucyjnie b¦d¡ takie same. W spoªecze«stwie,

które skªada si¦ w 3
4
z ulegªych i 1

4
zdrajców »adna mo»liwa strategia nie daje wyniku lepszego

ni» −0.25. Mo»na wykaza¢, »e nie ma te» lepszego wyniku w strategiach mieszanych.

Niech x, y, z ≥ 0 oznaczaj¡ prawdopodobie«stwo wyboru odpowiednio strategii kooperuj¡-

cej, zdradzaj¡cej i ulegªej w pewnej strategii mieszanej. Oczywi±cie x + y + z = 1. Warto±¢

oczekiwana wypªaty wynosi wtedy:

EVxyz = x(
3

4
· 0 +

1

4
· (−1)) + y(

3

4
· 0 +

1

4
· (−1)) + z(−1

4
) = (x+ y + z)(−1

4
) (85)

Na mocy zaªo»enia x+ y + z = 1, zatem:

EVxyz = −1

4
(86)

�adna strategia nie daje lepszej wypªaty od strategii 0.25 zdrady i 0.75 ulegªo±ci, co wi¦cej,

przy takim podziale warto±¢ oczekiwana wypªaty doª¡czaj¡cego do spoªecze«stwa byªaby nie-

zale»na od jego charakteru.

W przypadku histeryków sytuacja jest jasna - ta grupa b¦dzie gra¢ strategi¡ stabiln¡ ewolucyj-

nie.
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4 Paradoks Parrondo

4.1 Bohater w spoªecze«stwach

Niech dane b¦d¡ trzy spoªecze«stwa: spoªeczno±¢ A, spoªeczno±¢ B1 oraz spoªeczno±¢

B2, w których znajduj¡ si¦ zdrajcy, kooperanci oraz ulegli w ustalonej liczebno±ci. Bohate-

rem nazywany b¦dzie gracz, który rozgrywa gr¦ przeciwko przedstawicielowi danej spoªeczno-

±ci. Uwaga w tym rozdziale skupiona b¦dzie gªownie na bohaterze, st¡d nazwa tego gracza.

Rozgrywki mi¦dzy innymi czªonkami spoªecze«stwa nie b¦d¡ istotne. Obserwowany bohater nie

b¦dzie miaª okre±lonego charakteru, b¦dzie mógª dostosowywa¢ swoje decyzje do przeciwnika,

z którym gra. I tak, przeciwko:

• kooperantowi (β = 1) zagra strategi¡ zdrady, co pozwoli mu na zgarni¦cie caªego ªupu

R = 1, ale b¦dzie miaªo negatywny wpªyw na reputacj¦,

• zdrajcy (β = −1) zagra strategi¡ ugody, co pozwoli mu na obron¦ przed kar¡ wi¦zie-

nia P = −1 i wypªat¦ ugody U = −1
4
,

• ulegªemu (β = 0) zagra strategi¡ milczenia, poniewa» nie ma mo»liwo±ci wypªaty wi¦kszej

od F = 0, a tak¡ otrzymuje przy kooperacji dodatkowo polepszaj¡c swoj¡ reputacj¦.

Strategie, którymi gra bohater s¡ najlepszymi wyborami przeciwko strategiom jego rywali.

Spoªeczno±¢ A skªada si¦ z graczy ulegªych i zdrajców, którzy stanowi¡ zdecydowan¡ mniej-

szo±¢ w tej grupie. Stosunek ulegªych do zdrajców niech wynosi 499 : 1. Spoªeczno±¢ B1

skªada si¦ z ulegªych i zdrajców, tym razem w równej liczebno±ci. Stosunek ulegªych do zdraj-

ców wynosi 1 : 1. Spoªeczno±¢ B2 skªada si¦ z ulegªych i kooperuj¡cych w stosunku 8 : 1.

4.2 Gry w spoªecze«stwach

Mo»liwe s¡ dwie niezale»ne gry: gra A oraz gra B. Gra A polega na pojedynku bohatera z prze-

ciwnikiem ze spoªecze«stwa A, natomiast gra B na pojedynku z przeciwnikiem z jednego ze spo-

ªecze«stw B.

W grze A bohater stosuje w 499
500

przypadków strategi¦ kooperacji (w grach przeciw ulegªemu),

otrzymuj¡c wypªat¦ F = 0, a reputacja pomno»ona przez ilo±¢ rozegranych gier wzrasta o jeden

(w dalszej cz¦±ci parametr ten nazywany b¦dzie reputacj¡ caªkowit¡ δ), co wynika bezpo±rednio

ze de�nicji reputacji przy pomocy równania (32). Natomiast w 1
500

przypadków bohater stosuje

strategi¦ ulegªego (w grze przeciwko zdrajcy), a taki pojedynek ko«czy si¦ wypªat¡ ugody

U = −1
4
i brakiem zmian w reputacji caªkowitej δ. W zwi¡zku z tym warto±¢ oczekiwana wy-

pªaty bohatera w grze A wynosi:

EVA =
499

500
· 0 +

1

500
· (−1

4
) = −0.0005 < 0 (87)
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Mo»na stwierdzi¢, »e gra A jest gr¡ przegrywaj¡c¡ dla bohatera, poniewa» warto±¢ oczekiwa-

na wypªaty jest mniejsza od wypªaty neutralnej, któr¡ w rozszerzonym dylemacie reprezentuje

F = 0. Rysunek 24 pokazuje jak zmienia si¦ ±rednio suma wypªat bohatera graj¡cego w gr¦ A

w ci¡gu 200 gier.

W grze B gracz b¦dzie rozgrywaª pojedynek z przedstawicielem spoªecze«stwa B1 lub B2,

w zale»no±ci od stanu reputacji caªkowitej δ. Je»eli reputacja caªkowita jest podzielna bez reszty

przez 3, to przeciwnik jest ze spoªecze«stwa B1, w przeciwnym wypadku - ze spoªecze«stwa B2.

Spoªeczno±¢ B1 skªada si¦ z ulegªych graczy i zdrajców w stosunku 1:1. Bohater w pojedyn-

ku z ulegªym stosuje strategi¦ kooperacyjn¡, co daje wypªat¦ F = 0, ale zwi¦ksza reputacj¦

caªkowit¡, natomiast w pojedynku ze zdrajc¡ sam jest ulegªy, co daje wypªat¦ U = −1
4
i nie

zmienia reputacji caªkowitej. Warto±¢ oczekiwana wygranej w pojedynku w spoªecze«stwie B1

wynosi

EVB1 =
1

2
· (−1

4
) +

1

2
· 0 = −1

8
(88)

Spoªeczno±¢ B2 skªada si¦ z graczy ulegªych i kooperuj¡cych w stosunku 8:1. Bohater w poje-

dynku z ulegªym stosuje strategi¦ kooperacyjn¡ co daje wypªat¦ F = 0, a zwi¦ksza reputacj¦

caªkowit¡, natomiast kooperanta zdradza, co daje wypªat¦ R = 1, ale zmniejsza reputacj¦

caªkowit¡. Warto±¢ oczekiwana wygranej w pojedynku z przedstawicielem spoªecze«stwa B2

wynosi:

EVB2 =
1

9
· 1 +

8

9
· 0 = 1/9 (89)

W celu obliczenia warto±ci oczekiwanej wypªaty w grze B zostanie okre±lona macierz przej-

±cia [11]. Macierz ta b¦dzie okre±la¢ prawdopodobie«stwo przej±cia mi¦dzy warto±ciami sta-

nów reputacji. Element aij macierzy A b¦dzie okre±laª prawdopodobie«stwo zmiany reputacji

ze stanu, w którym reszta z dzielenia reputacji przez 3 wynosi i do stanu, w którym resz-

ta z dzielenia reputacji przez 3 wynosi j. Trzeci wiersz i trzecia kolumna odnosz¡ si¦ do reszty

z dzielenia równej zero.

W grze A stan reputacji nie ma wpªywu na przebieg gry. Niezale»nie od obecnej sytuacji,

reputacja bohatera po starciu z ulegªym wzro±nie o 1 (w tym pojedynku bohater gra koope-

racyjnie), a po pojedynku ze zdrajc¡ zostanie na tym samym poziomie (bohater gra ugod¦).

Ze wzgl¦du na podziaª spoªecze«stwa A szanse na wzrost reputacji wynosz¡ 499
500

, a na pozo-

stanie na tym samym poziomie 1
500

. Macierz przej±cia w grze A wygl¡da zatem nast¦puj¡co:
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A = 1
500


1 499 0

0 1 499

499 0 1


W grze B, gdy reputacja caªkowita jest bez reszty podzielna przez 3 mamy do czynienia z inn¡

gr¡, ni», gdy reszta z dzielenia wynosi 1 lub 2. Popatrzmy najpierw na t¦ sytuacj¦, gdy resz-

ta z dzielenia wynosi 1 lub 2. Gra b¦dzie toczyªa si¦ w spoªecze«stwie B2, które w 8
9
stanowi¡

ulegli. W pojedynkach z nimi bohater gra kooperacyjnie, wi¦c jego reputacja caªkowita wzrasta.

Pozostaª¡ cz¦±¢ spoªecze«stwa stanowi¡ kooperuj¡cy, których bohater zdradza, czyli zmniej-

sza swoj¡ reputacj¦ caªkowit¡. W przypadku, gdy reszta z dzielenia reputacji caªkowitej przez 3

wynosi 1 lub 2 otrzymamy 1
8
szans na spadek reputacji caªkowitej, oraz 8

9
szans na wzrost re-

putacji caªkowitej. Natomiast, gdy reszta z dzielenia reputacji caªkowitej przez 3 wyniesie zero

(trzeci wiersz) bohater tra� do spoªecze«stwa B1, które stanowi¡ ulegli i zdrajcy w tej samej

liczebno±ci. Bohater b¦dzie miaª zatem tak¡ sam¡ szans¦ na utrzymanie obecnej reputacji caªko-

witej (po pojedynku ze zdrajc¡, w którym zachowa si¦ ugodowo) oraz na podniesienie reputacji

caªkowitej (po pojedynku z ulegªym, gdzie zagra kooperacyjnie). Macierz przej±cia w grze B

wygl¡da zatem nast¦puj¡co:

B = 1
9


0 8 1

1 0 8

4.5 0 4.5


Na potrzeby dalszej analizy zostan¡ zde�niowane dwa wyra»enia:

Stanem reputacji nazywana b¦dzie reszta z dzielenia reputacji przez 3. Je»eli reszta wynosi

zero, reputacja jest w trzecim stanie.

Wektorem stanu pocz¡tkowego nazywany b¦dzie rozkªad prawdopodobie«stwa pocz¡tko-

wego stanu reputacji, w dalszej analizie przyjmie on posta¢ [1
3
, 1
3
, 1
3
], by nie wyró»nia¢ »adnego

ze stanów reputacji.

Mno»¡c wektor stanu pocz¡tkowego przez macierz przej±cia otrzymamy wektor opisuj¡cy roz-

kªad prawdopodobie«stwa kolejnych stanów reputacji po jednokrotnej rozgrywce. Tak otrzy-

many wektor mo»na jeszcze raz przemno»y¢ przez macierz przej±cia, a wynik b¦dzie opisywaª

rozkªad prawdopodobie«stwa kolejnych stanów reputacji po dwukrotnej rozgrywce. Ostatecz-

nie, aby otrzyma¢ wektor rozkªadu prawdopodobie«stwa stanów reputacji po n rozgrywkach

nale»y wektor stanu pocz¡tkowego przemno»y¢ przez macierz przej±cia w n-tej pot¦dze.

Dla gry B, przy liczbie rozgrywek d¡»¡cej do niesko«czono±ci, otrzymamy wektor stanu

bn = [0.2709, 0.2408, 0.4883] (90)

Co oznacza, »e blisko poªowa gier b¦dzie rozgrywana w stanie 3, czyli w spoªeczno±ci B1, a tam

warto±¢ oczekiwana wygranej w pojedynku wynosi −1
8
. Pozostaªe gry b¦d¡ w spoªeczno±ci B2,
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gdzie warto±¢ oczekiwana wygranej wynosi 1
9
. Zatem warto±¢ oczekiwana wygranej w grze B

wynosi:

EVB = 0.2709 · 1

9
+ 0.2408 · 1

9
+ 0.4883 · (−1

8
) = 0.0301 + 0.0268− 0.061 = −0.0041 (91)

Wniosek: gra B jest gr¡ przegrywaj¡c¡, poniewa» warto±¢ oczekiwana wypªaty jest mniejsza od

wypªaty neutralnej F = 0. Rysunek 25 pokazuje jak zmienia si¦ ±rednio suma wypªat bohate-

ra w grze B w ci¡gu 200 gier.

4.3 Gra ª¡czona

Gra ª¡czona AB jest kombinacj¡ gry A oraz gry B. Tutaj to, czy gracz tra�a do spoªecze«stwa A,

czy jednego ze spoªecze«stw B zale»y od losowania, w którym gra A oraz gra B maj¡ takie same

szanse wylosowania. Macierz przej±cia b¦dzie wi¦c kombinacj¡ liniow¡ macierzy przej±cia obu

gier: AB = 0.5A+ 0.5B. Posta¢ macierzy AB:

AB =


0.0010 0.9434 0.0556

0.0556 0.0010 0.9434

0.7490 0 0.2510

 (92)

Dla gry AB, przy liczbie rozgrywek d¡»¡cej do niesko«czono±ci otrzymamy wektor stanu

abn = [0.3117, 0.2944, 0.3939] (93)

Zatem warto±¢ oczekiwana wypªaty wyniesie tutaj

EVAB = 0.3117 ·
1
9
− 0.25 · 1

500

2

+0.2944 ·
1
9
− 0.25 · 1

500

2

−0.3939 ·
0.251

2
+ 0.25 · 1

500

2

= 0.0172 + 0.0163− 0.0247 = 0.0088 > 0

(94)

Poniewa» warto±¢ oczekiwana wygranej jest wi¦ksza od wypªaty neutralnej F = 0, przedsta-

wiona gra ª¡czona jest gr¡ wygrywaj¡c¡. Mo»na si¦ zatem spodziewa¢, »e po 200 grach warto±¢

oczekiwana sumy wypªat wyniesie ponad 1.75, co ilustruje rysunek 26.

Zjawisko, w którym dwie gry grane indywidualnie s¡ przegrywaj¡ce, a w przypadku grania ich

naprzemiennie staj¡ si¦ wygrywaj¡ce nazywane jest paradoksem Parrondo [3].
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Rysunek 24: Suma wypªat bohatera w ci¡gu 200 kolejnych gier A u±redniona z 10000 powtórze«.

Rysunek 25: Suma wypªat bohatera w ci¡gu 200 kolejnych gier B u±redniona z 10000 powtórze«.
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Rysunek 26: Suma wypªat bohatera w ci¡gu 200 kolejnych gier ª¡czonych A i B granych losowo

z równym prawdopodobie«stwem wyboru ka»dej z nich u±redniona z 10000 powtórze«.

Rysunek 27: Warto±¢ oczekiwana wypªaty w grze ª¡czonej w zale»no±ci od szansy na wyloso-

wanie gry A.
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Gra ª¡czona mo»e by¢ gr¡ wygrywaj¡ca dla ró»nej cz¦sto±ci grania w gr¦ A i B. Rysunek 27

prezentuje warto±¢ oczekiwan¡ wypªaty w zale»no±ci od szansy wylosowania gry A. Oczywi±cie

szanse na wylosowanie ka»dej z gier sumuj¡ si¦ do jedno±ci. Kiedy szansa na wybór gry A

wynosi zero, warto±¢ oczekiwana wypªaty jest taka, jak przy grze B, poniewa» wtedy grana jest

tylko gra B. I odwrotnie. Gry ª¡czone θ A+ (1− θ B) s¡ wygrywaj¡ce, gdy

θ ∈ [0.08; 0.98] (95)
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5 Gra trzyosobowa

5.1 Strategie w grze trzyosobowej

Gra dwuosobowa dawaªa ka»demu z graczy 22 = 4 mo»liwych strategii i celem jej analizy nale-

»aªo rozwa»y¢ wypªaty dwóch graczy w 4 · 4 = 16 sytuacjach. W przypadku gry trzyosobowej

pojawi¡ si¦ nowe strategie, co znacznie utrudni analiz¦. Ka»dy z graczy b¦dzie miaª 23 = 8

mo»liwych strategii, a »e graczy b¦dzie trzech, to liczba sytuacji w grze wyniesie 8 · 8 · 8 = 512,

a w ka»dej z nich nale»y bra¢ pod uwag¦ wypªaty trzech graczy.

Z punktu widzenia gracza A mo»liwe strategie przedstawiaj¡ si¦ nast¦puj¡co:

1. D0 - gracz milczy;

2. DA - gracz przyznaje si¦ i wydaje miejsce ªupu;

3. DB - gracz wydaje jednego ze wspólników, gracza B ;

4. DC - gracz wydaje jednego ze wspólników, gracza C ;

5. DAB - gracz przyznaje si¦ i wydaje jednego ze wspólników, gracza B, oraz miejsce ªupu;

6. DAC - gracz przyznaje si¦ i wydaje jednego ze wspólników, gracza C, oraz miejsce ªupu;

7. DBC - gracz wydaje obu partnerów;

8. DABC - gracz przyznaje si¦ i wydaje obu partnerów oraz miejsce ªupu;

Strategie gracza B oraz gracza C s¡ analogiczne.

Mo»na si¦ spodziewa¢, »e ka»dy z graczy, chc¡c wykluczy¢ pozostaªych z podziaªu ªupu, b¦dzie

donosiª na nich, ale z drugiej strony, wiedz¡c, »e podobne plany maj¡ rywale, nale»y zabezpie-

czy¢ si¦ na okoliczno±¢ donosu i samemu przyzna¢ si¦ do winy.

5.2 Punkty równowagi Nasha

Nakre±lone wcze±niej zasady si¦ nie zmieniaj¡. Nadal kar¦ wi¦zienia P otrzyma ten, kto nie

przyzna si¦, a kto± na niego doniesie. Je»eli nikt si¦ nie przyzna, to ªup b¦dzie dzielony mi¦dzy

tych, którzy nie tra�¡ do wi¦zienia. Jedynym novum, jest wypªata R/3, któr¡ otrzymaj¡ gracze,

je»eli wszyscy b¦d¡ milcze¢. Jest to warto±¢ podziaªu ªupu na trzech, która speªnia zale»no±¢

R/2 > R/3 > F (96)
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Logiczne jest, »e przy równym podziale ªupu na trzech graczy, ka»dy z udziaªowców otrzy-

ma mniej, ni» przy podziale na dwóch, a jakakolwiek cz¦±¢ ªupu jest lepsza ni» jego brak. St¡d

wypªaty w grze trzyosobowej b¦d¡ speªnia¢ warunek:

R > R/2 > R/3 > F > U > P (97)

Maj¡c okre±lone wypªaty mo»na zbudowa¢ tabele wypªat. B¦d¡ one prezentowa¢ wypªaty trzech

graczy w kolejno±ci alfabetycznej. Decyzje gracza A b¦d¡ reprezentowane przez wiersze, gra-

cza B przez kolumny, wybór gracza C oznaczony b¦dzie w kolejnych tabelach.
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Tabela 8: Tabela wypªat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wi¦¹nia przy decyzji D0 gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
D0 DB DC DA DBC DAB DAC DABC

D0 R/3 ; R/3 ; R/3 F ; U ; F R/2 ; R/2 ; P P ; R/2 ; R/2 F ; U ; P P ; U ; F P ; R ; P P ; U ; P

DA U ; F ; F U ; U ; F U ; F ; P U ; F ; F U ; U ; P U ; U ; F U ; F ; P U ; U ; P

DB R/2 ; P ; R/2 F ; U ; F R ; P ; P P ; P ; R F ; U ; P P ; U ; F P ; P ; P P ; U ; P

DC R/2 ; R/2 ; P F ; U ; P R/2 ; R/2 ; P P ; R ; P F ; U ; P P ; U ; P P ; R ; P P ; U ; P

DAB U ; P ; F U ; U ; F U ; P ; P U ; P ; F U ; U ; P U ; U ; F U ; P ; P U ; U ; P

DAC U ; F ; P U ; U ; P U ; F ; P U ; F ; P U ; U ; P U ; U ; P U ; F ; P U ; U ; P

DBC R ; P ; P F ; U ; P R ; P ; P P ; P ; P F ; U ; P P ; U ; P P ; P ; P P ; U ; P

DABC U ; P ; P U ; U ; P U ; P ; P U ; P ; P U ; U ; P U ; U ; P U ; P ; P U ; U ; P

Tabela 9: Tabela wypªat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wi¦¹nia przy decyzji DC gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
D0 DB DC DA DBC DAB DAC DABC

D0 F ; F ; U F ; U ; U F ; F ; U P ; F ; U F ; U ; U P ; U ; U P ; F ; U P ; U ; U

DA U ; F ; U U ; U ; U U ; F ; U U ; F ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; F ; U U ; U ; U

DB F ; P ; U F ; U ; U F ; P ; U P ; P ; U F ; U ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; U ; U

DC F ; F ; U F ; U ; U F ; F ; U P ; F ; U F ; U ; U P ; U ; U P ; F ; U P ; U ; U

DAB U ; P ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; P ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; U ; U

DAC U ; F ; U U ; U ; U U ; F ; U U ; F ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; F ; U U ; U ; U

DBC F ; P ; U F ; U ; U F ; P ; U P ; P ; U F ; U ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; U ; U

DABC U ; P ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; P ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; U ; U
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Tabela 10: Tabela wypªat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wi¦¹nia przy decyzji DA gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
D0 DB DC DA DBC DAB DAC DABC

D0 P ; R/2 ; R/2 P ; U ; F P ; R ; P P ; R/2 ; R/2 P ; U ; P P ; U ; F P ; R ; P P ; U ; P

DA U ; F ; F U ; U ; F U ; F ; P U ; F ; F U ; U ; P U ; U ; F U ; F ; P U ; U ; P

DB P ; P ; R P ; U ; F P ; P ; P P ; P ; R P ; U ; P P ; U ; F P ; P ; P P ; U ; P

DC P ; R ; P P ; U ; P P ; R ; P P ; R ; P P ; U ; P P ; U ; P P ; R ; P P ; U ; P

DAB U ; P ; F U ; U ; F U ; P ; P U ; P ; F U ; U ; P U ; U ; F U ; P ; P U ; U ; P

DAC U ; F ; P U ; U ; P U ; F ; P U ; F ; P U ; U ; P U ; U ; P U ; F ; P U ; U ; P

DBC P ; P ; P P ; U ; P P ; P ; P P ; P ; P P ; U ; P P ; U ; P P ; P ; P P ; U ; P

DABC U ; P ; P U ; U ; P U ; P ; P U ; P ; P U ; U ; P U ; U ; P U ; P ; P U ; U ; P

Tabela 11: Tabela wypªat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wi¦¹nia przy decyzji DB gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
D0 DB DC DA DBC DAB DAC DABC

D0 R/2 ; P ; R/2 F ; U ; F R ; P ; P P ; P ; R F ; U ; P P ; U ; F P ; P ; P P ; U ; P

DA U ; P ; F U ; U ; F U ; P ; P U ; P ; F U ; U ; P U ; U ; F U ; P ; P U ; U ; P

DB R/2 ; P ; R/2 F ; U ; F R ; P ; P P ; P ; R F ; U ; P P ; U ; F P ; P ; P P ; U ; P

DC R ; P ; P F ; U ; P R ; P ; P P ; P ; P F ; U ; P P ; U ; P P ; P ; P P ; U ; P

DAB U ; P ; F U ; U ; F U ; P ; P U ; P ; F U ; U ; P U ; U ; F U ; P ; P U ; U ; P

DAC U ; P ; P U ; U ; P U ; P ; P U ; P ; P U ; U ; P U ; U ; P U ; P ; P U ; U ; P

DBC R ; P ; P F ; U ; P R ; P ; P P ; P ; P F ; U ; P P ; U ; P P ; P ; P P ; U ; P

DABC U ; P ; P U ; U ; P U ; P ; P U ; P ; P U ; U ; P U ; U ; P U ; P ; P U ; U ; P
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Tabela 12: Tabela wypªat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wi¦¹nia przy decyzji DAB gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
D0 DB DC DA DBC DAB DAC DABC

D0 P ; P ; R P ; U ; F P ; P ; P P ; P ; R P ; U ; P P ; U ; F P ; P ; P P ; U ; P

DA U ; P ; F U ; U ; F U ; P ; P U ; P ; F U ; U ; P U ; U ; F U ; P ; P U ; U ; P

DB P ; P ; R P ; U ; F P ; P ; P P ; P ; R P ; U ; P P ; U ; F P ; P ; P P ; U ; P

DC P ; P ; P P ; U ; P P ; P ; P P ; P ; P P ; U ; P P ; U ; P P ; P ; P P ; U ; P

DAB U ; P ; F U ; U ; F U ; P ; P U ; P ; F U ; U ; P U ; U ; F U ; P ; P U ; U ; P

DAC U ; P ; P U ; U ; P U ; P ; P U ; P ; P U ; U ; P U ; U ; P U ; P ; P U ; U ; P

DBC P ; P ; P P ; U ; P P ; P ; P P ; P ; P P ; U ; P P ; U ; P P ; P ; P P ; U ; P

DABC U ; P ; P U ; U ; P U ; P ; P U ; P ; P U ; U ; P U ; U ; P U ; P ; P U ; U ; P

Tabela 13: Tabela wypªat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wi¦¹nia przy decyzji DAC gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
D0 DB DC DA DBC DAB DAC DABC

D0 P ; F ; U P ; U ; U P ; F ; U P ; F ; U P ; U ; U P ; U ; U P ; F ; U P ; U ; U

DA U ; F ; U U ; U ; U U ; F ; U U ; F ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; F ; U U ; U ; U

DB P ; P ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; P ; U P ; U ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; U ; U

DC P ; F ; U P ; U ; U P ; F ; U P ; F ; U P ; U ; U P ; U ; U P ; F ; U P ; U ; U

DAB U ; P ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; P ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; U ; U

DAC U ; F ; U U ; U ; U U ; F ; U U ; F ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; F ; U U ; U ; U

DBC P ; P ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; P ; U P ; U ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; U ; U

DABC U ; P ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; P ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; U ; U
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Tabela 14: Tabela wypªat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wi¦¹nia przy decyzji DBC gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
D0 DB DC DA DBC DAB DAC DABC

D0 F ; P ; U F ; U ; U F ; P ; U P ; P ; U F ; U ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; U ; U

DA U ; P ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; P ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; U ; U

DB F ; P ; U F ; U ; U F ; P ; U P ; P ; U F ; U ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; U ; U

DC F ; P ; U F ; U ; U F ; P ; U P ; P ; U F ; U ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; U ; U

DAB U ; P ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; P ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; U ; U

DAC U ; P ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; P ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; U ; U

DBC F ; P ; U F ; U ; U F ; P ; U P ; P ; U F ; U ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; U ; U

DABC U ; P ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; P ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; U ; U

Tabela 15: Tabela wypªat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wi¦¹nia przy decyzji DABC gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
D0 DB DC DA DBC DAB DAC DABC

D0 P ; P ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; P ; U P ; U ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; U ; U

DA U ; P ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; P ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; U ; U

DB P ; P ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; P ; U P ; U ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; U ; U

DC P ; P ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; P ; U P ; U ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; U ; U

DAB U ; P ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; P ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; U ; U

DAC U ; P ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; P ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; U ; U

DBC P ; P ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; P ; U P ; U ; U P ; U ; U P ; P ; U P ; U ; U

DABC U ; P ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; P ; U U ; U ; U U ; U ; U U ; P ; U U ; U ; U
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Rysunek 28: Diagram przesuni¦¢ w trzyosobowym dylemacie wi¦¹nia w przypadku decyzji D0

gracza C.

Równanie (97) warunkuje relacje mi¦dzy wypªatami i jest podstaw¡ do znalezienia punktów rów-

nowagi Nasha. Przykªadowy diagram przesuni¦¢ w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wi¦¹-

nia prezentuje rysunek 28. Mo»na na nim znale¹¢ 12 sytuacji podejrzanych o bycie punktami

równowagi - dwóm graczom nie opªaca si¦ zmieni¢ swoich strategii, je»eli inni jej nie zmieni¡.

W wi¦kszo±ci z nich oskar»any jest gracz C, wi¦c milczenie nie mo»e by¢ jego optymaln¡ stra-

tegi¡. St¡d, ze znalezionych 12 punktów podejrzanych o bycie punktami równowagi, tylko 3

takimi punktami s¡ rzeczywi±cie. W ka»dym z nich gracz C otrzymuje wypªat¦ F i s¡ to:

• DA −DA −D0

• DB −DB −D0

• DAB −DAB −D0

Wyodr¦bniaj¡c w ka»dej tabeli sytuacje, w których gracz A oraz gracz B nie maj¡ korzy±ci

w zmianie swojej strategii, a nast¦pnie sprawdzaj¡c czy w tych sytuacjach gracz C ma strategi¦

daj¡c¡ lepsz¡ wypªat¦ mo»na okre±li¢ punkty równowagi. Tak znalezione punkty równowagi

zebrano w tabeli 16.
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Mo»na wyró»ni¢ 63 punkty równowagi. Z perspektywy dowolnego gracza:

• 3 wymagaj¡ milczenia

• 12 wymaga przyznania si¦

• 8 wymaga wydania jednego ze wspólników

• 4 wymagaj¡ wydania obu wspólników

• 24 wymagaj¡ przyznania si¦ i wydania jednego ze wspólników

• 12 wymagaj¡ przyznania si¦ i wydanie obu wspólników

W »adnej z sytuacji równowagi gracze nie gwarantuj¡ sobie wi¦cej ni» F . Mo»na dostrzec po-

dobie«stwo do gry dwuosobowej - punktami równowagi s¡ sytuacje, w której gracze donosz¡

na tych, którzy si¦ przyznali. Jasnym jest, »e nie s¡ to sytuacje paretooptymalne, poniewa»

gdyby wszyscy milczeli, ka»dy z nich otrzymaªby wypªat¦ wi¦ksz¡ ni» w którymkolwiek z punk-

tów równowagi.
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Tabela 16: Punkty równowagi w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wi¦¹nia wraz z wypªa-

tami.
gracz A gracz B gracz C wypªata gracza A wypªata gracza B wypªata gracza C

DA DA D0 U F F

DB DB D0 F U F

DAB DAB D0 U U F

D0 DC DC F F U

DA DAC DC U F U

DB DBC DC F U U

DC D0 DC F F U

DC DC DC F F U

DAB DABC DC U U U

DAC DA DC U F U

DAC DAC DC U F U

DBC DB DC F U U

DBC DBC DC F U U

DABC DAB DC U U U

DABC DABC DC U U U

DA D0 DA U F F

DA DA DA U F F

DAB DB DA U U F

DAB DAB DA U F F

D0 DB DB F U F

DA DAB DB U U F

DB DB DB F U F

DAB DAB DB U U F

DA DB DAB U U F

DA DAB DAB U U F

DAB DB DAB U U F

DAB DAB DAB U U F

DA DC DAC U F U

DA DAC DAC U F U

DAB DBC DAC U U U
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Tabela 17: Punkty równowagi w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wi¦¹nia wraz z wypªa-

tami. Ci¡g dalszy.

gracz A gracz B gracz C wypªata gracza A wypªata gracza B wypªata gracza C

DAB DABC DAC U U U

DAC D0 DAC U F U

DAC DC DAC U F U

DAC DA DAC U F U

DAC DAC DAC U F U

DABC DB DAC U U U

DABC DBC DAC U U U

DABC DAB DAC U U U

DABC DABC DAC U U U

D0 DBC DBC F U U

DA DABC DBC U U U

DB DBC DBC F U U

DC DC DBC F U U

DC DBC DBC F U U

DAB DABC DBC U U U

DAC DAB DBC U U U

DAC DABC DBC U U U

DBC DB DBC F U U

DBC DBC DBC F U U

DABC DAB DBC U U U

DABC DABC DBC U U U

DA DBC DABC U U U

DA DABC DABC U U U

DAB DBC DABC U U U

DAB DABC DABC U U U

DAC DB DABC U U U

DAC DBC DABC U U U

DAC DAB DABC U U U

DAC DABC DABC U U U

DABC DB DABC U U U

DABC DBC DABC U U U

DABC DAB DABC U U U

DABC DABC DABC U U U
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6 Podsumowanie

Przytoczone rozwa»ania nie miaªy by¢ jedynie opisem pewnej mody�kacji popularnego proble-

mu. Rozszerzenie dylematu wi¦¹nia polega na dodaniu nowych strategii, co pozwala odnie±¢ gr¦

do nowych sytuacji »ycia spoªecznego, a otrzymanymi rezultatami tªumaczy¢ postawy w spo-

ªecze«stwie. Prezentowany model jest podstaw¡ wyodr¦bnienia czterech ró»nych charakterów

i wskazuje w±ród nich te, które s¡ w stanie przetrwa¢ ewolucj¦ spoªeczno±ci. Dzi¦ki odpowiednie-

mu doborowi grup charakterów stworzono warunki, w których mimo, »e przebywanie w dwóch

spoªeczno±ciach jest przegrywaj¡ce, to przemieszczanie si¦ mi¦dzy nimi daje efekt wygrywaj¡-

cy. Okre±lono trzyosobow¡ wersj¦ gry, co pokazuje sposób adaptacji prezentowanego modelu

do gier, w których uczestniczy wi¦cej ni» dwie osoby. Wskazano w tej grze punkty równowagi.

Dodanie nowych strategii do klasycznej wersji dylematu wi¦¹nia jest zwi¦kszeniem mo»liwo-

±ci nie tylko wyboru u graczy, ale przede wszystkim modelu, który teraz uwzgl¦dnia sytuacje

po±rednie. Wcze±niej decyzj¦ gracza mo»na byªo pozna¢ znaj¡c odpowied¹ na pytanie �czy do-

niósª?�, w rozszerzonej wersji zasadne jest pytanie �na kogo doniósª?�. W pracy okre±lono dla

dwuosobowej gry 4 mo»liwe strategie: milcze¢, donie±¢ na siebie - przyzna¢ si¦,

donie±¢ na rywala, donie±¢ na siebie (przyzna¢ si¦) i na rywala. Stanowi to podstaw¦

realizacji gªównego celu - budowy modelu. Mo»na zauwa»y¢, »e ka»da z podanych strategii jest

inn¡ odpowiedzi¡ na postawione wy»ej pytanie. Ponadto opcje te wyczerpuj¡ mo»liwo±ci dono-

su w przypadku dwuosobowej gry.

Kolejny fundament budowy modelu rozszerzonego dylematu wi¦¹nia to wypªaty graczy, które

s¡ wynikiem gry we wszystkich mo»liwych sytuacjach (a tych jest 4 razy wi¦cej ni» w klasycz-

nej wersji). Przy ich konstrukcji zadbano o to, by przyznaj¡cy si¦ otrzymywaª warto±¢

wypªaty ugody U , a ten, który si¦ nie przyznaª, a kto± na niego doniósª, wypªat¦

wi¦zienia P . �up, który w przypadku obopólnego milczenia, jest dzielony mi¦dzy

graczy, wynosi R i tyle te» mo»na otrzyma¢ wydaj¡c wspólnika, je»eli ten milczaª.

Wypªat¡ neutraln¡ jest wolno±¢ F .Wypªaty, w poª¡czeniu z zestawem mo»liwych strategii,

stanowi¡ model rozszerzonego dylematu wi¦¹nia.

Warto±ci wypªat speªniaj¡ zale»no±¢ R > F > U > P , co jest podstaw¡ do osi¡gni¦cia gªów-

nego celu pracy - wyznaczenia punktów równowagi. Istotne w przyj¦tym modelu jest to, »e do

znalezienia punktów równowagi wystarczy ±wiadomo±¢ wspomnianej relacji warto±ci wypªat,

bez konieczno±ci ich dokªadnej znajomo±ci. To sprawia, »e przyj¦ty model jest opisem mo»li-

wie ogólnym. Okre±lone punkty równowagi to sytuacje, gdzie jeden z graczy donosi

na drugiego, który si¦ przyznaje lub sytuacja, gdzie obaj przyznaj¡c si¦, donosz¡

na siebie. Osi¡gni¦cie tego wyniku jest realizacj¡ gªównego celu pracy. Nale»y zaznaczy¢, »e

od rozwi¡za« okre±lonych jako punkty równowagi istnieje rozwi¡zanie lepsze - daj¡ce ka»demu
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z graczy wi¦ksz¡ wypªat¦. Jest to sytuacja, kiedy gracze milcz¡ i dziel¡ si¦ ªupem, ale nie wy-

bieraj¡ go ze wzgl¦du na ch¦¢ wi¦kszego zysku, którego ostatecznie nie osi¡gaj¡.

Bazuj¡c na warunkach wynikaj¡cych z analizy gry w postaci ogólnej, okre±lone zostaªy kon-

kretne warto±ci wypªat. I tak ustalono warto±¢ kary wi¦zienia P = −1, ugody U = −1
4
,

wolno±ci F = 0, caªego ªupu R = 1, a wynik jego podziaªu na dwóch R/2 = 1
2
. Ustale-

nie konkretnych warto±ci jest krokiem w stron¦ analizy ewolucji spoªeczno±ci, które rozgrywaj¡

wewn¦trzne gry daj¡ce si¦ opisa¢ rozszerzonym dylematem wi¦¹nia.

Na potrzeby analizy zachowa« spoªecznych, praca okre±la cztery charaktery: kooperan-

ta, zdrajc¦, ulegªego i histeryka. Kooperant nigdy nie zdradza, jest naiwny - liczy, »e on

te» nie zostanie zdradzony. A zostaje, chocia»by przez zdrajc¦, który mierz¡c w zysk wyko-

rzystuje t¦ naiwno±¢. Jest jednak cecha, która ª¡czy te dwa charaktery - »aden z nich nie

zabezpiecza si¦ na wypadek bycia zdradzonym. Robi to natomiast ulegªy - gracz wybieraj¡cy

rozwi¡zanie bezpieczne oraz histeryk, który nie tylko zabezpiecza si¦ przed zdrajcami, ale te»

sam zdradza. Wyodr¦bnienie tych charakterów, które ró»ni¡ si¦ swoimi decyzjami w grze, a co

za tym idzie, maj¡ ró»n¡ reputacj¦ w spoªeczno±ci, stanowi krok w stron¦ badania procesu

ewolucji spoªeczno±ci.

�ledzenie zmian w spoªeczno±ci w trakcie jego ewolucji pokazuje odej±cie od kooperacji na rzecz

ulegªo±ci i zdrady oraz ich kombinacji. Stabilno±¢ uzyskano dla grupy zªo»onej z ulegªych i zdraj-

ców w stosunku 3 : 1 oraz grupy zªo»onej z samych histeryków. St¡d za strategie stabilne

ewolucyjnie uznaje si¦: strategi¦ mieszan¡ 0.25 zdrady 0.75 ulegªo±ci (w spoªecz-

no±ci z ulegªymi) oraz strategi¦ histeryków (w spoªeczno±ci z histerykami). Wynik

ten sugeruje, »e w spoªeczno±ci, w której ka»dy dba jedynie o wªasny interes, nie ma miejsca

na wspóªprac¦.

Kolejny wniosek dotyczy wypªat - ewolucja spoªeczno±ci nastawionej na wªasny zysk doprowa-

dza do wyrównania si¦ wypªat wszystkich czªonków na poziomie du»o ni»szym ni» byªby osi¡-

gni¦ty przy wspóªpracy. Pokazano, »e wypªaty b¦d¡ d¡»y¢ do wypªaty ulegªego U = −1
4
.

Mówi¡c inaczej, z tego, »e ka»dy chciaªby mie¢ mo»liwie najwi¦cej, wynika w procesie rozwoju

spoªeczno±ci, »e ka»dy b¦dzie miaª tyle samo, ale rezultat ten b¦dzie mniej korzystny ni», gdyby

od pocz¡tku chcieli si¦ dzieli¢ po równo.

Inn¡ istotn¡ kwesti¡ jest reputacja. Pocz¡tkowo modelowane spoªeczno±ci skªadaªy si¦ z koope-

rantów o maksymalnej reputacji. Z czasem ich udziaª w populacji malaª, bez wzgl¦du na to,

czy spoªeczno±¢ rozwijaªa si¦ przez doª¡czenie nowych graczy, czy wymian¦ tych z najgorszymi

wynikami. Podobnie reputacja. Reputacja ±rednia spoªeczno±ci jest bezpo±rednio zwi¡zana
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z charakterami jej czªonków, st¡d te» ulegaªa zmianie, by ustabilizowa¢ si¦ na poziomie

−1
4
w spoªeczno±ci z ulegªymi i na poziomie −1

2
w spoªeczno±ci z histerykami. Odej-

±cie od wspóªpracy i mierzenie w wi¦kszy zysk doprowadziªy do spadku reputacji spoªeczno±ci

bez wzgl¦du na to, »e rzeczone zyski nie zwi¦kszyªy si¦.

Pokazano ponadto, »e odpowiednie przemieszczanie si¦ mi¦dzy spoªeczno±ciami, w których

jest si¦ przegrywaj¡cym daje szans¦ odniesienia wygranej. Stworzono unikalne poª¡czenie roz-

szerzenia jednego z najbardziej popularnych problemów teorii gier z jednym z najmniej intu-

icyjnych - dylematu wi¦¹nia z paradoksem Parrondo. Gra w spoªeczno±ci A daje warto±¢

oczekiwan¡ wypªaty −0.0005, a gra w spoªeczno±ci B −0.0041. Gra w losowo wybran¡

jedn¡ z gier daje warto±¢ oczekiwan¡ 0.0088. Uzyskane wyniki przynosz¡ nadziej¦ tym,

którzy nie czuj¡ si¦ wygranymi w pewnych spoªeczno±ciach, na zmian¦ tego nie przez porzuca-

nie owych spoªeczno±ci, ale umiej¦tne przemieszczanie si¦ mi¦dzy nimi.

Prezentowany model gry jest zbudowany tak, by ªatwo mo»na byªo go zaimplementowa¢ do gier

wieloosobowych. Rozwa»enie rozszerzonego problemu dla gier dwuosobowych opiera si¦ na grze,

w której jeden gracz miaª 4 mo»liwe strategie, a gra ma 3 punkty równowagi. Przej±cie do gier

uwzgl¦dniaj¡cych wi¦cej graczy dodaje nowe strategie - w grze trzyosobowej ka»dy z graczy ma

ich 8, a punktów równowagi jest 63.W trzyosobowej grze punkty równowagi zwi¡zane s¡

z donoszeniem na gracza b¡d¹ graczy, którzy si¦ przyznaj¡. Okre±lenie takich punktów

równowagi jest osi¡gni¦ciem postawionego celu pracy. Uzyskany wynik mo»na interpretowa¢

podobnie jak w przypadku dwuosobowym - w trosce o wªasny interes gracze wybieraj¡ rozwi¡-

zania, które nie s¡ korzystniejsze od rozwi¡zania kooperacyjnego.

Skupiaj¡c si¦ na modelu i matematycznych zale»no±ciach praca nie pomija jego zwi¡zku z sy-

tuacjami rzeczywistymi. Gry analogiczne do tych w rozszerzonym dylemacie wi¦¹nia s¡ cz¦ste

w ±wiecie polityki czy biznesu. Patrz¡c na kampani¦ wyborcz¡, mo»na zauwa»y¢, »e strategi¡

kooperacji byªoby prezentowanie wªasnych idei - rozwi¡zanie dobre, gdy wszyscy tak robi¡.

Zdrada odpowiada skupieniu si¦ na atakowaniu przeciwników politycznych. Bycie ulegªym to

odej±cie od swoich postulatów na rzecz obrony przed ewentualnym atakiem rywala. Czwarty

wybór to obrona poª¡czona z atakiem. Wzajemne ataki i obrony s¡ elementami punktów rów-

nowagi.

Patrz¡c na pracuj¡cych w grupie, kooperantami mo»na nazwa¢ tych, którzy licz¡ na osi¡gni¦cie

dobrego wyniku przez zespóª cz¦sto wspieraj¡c innych. Zdrajcy b¦d¡ wykorzystywa¢ zaanga»o-

wanie kooperantów, zwi¦kszaj¡c swoje wyniki ich kosztem. Ulegli nie b¦d¡ oczekiwa¢ wsparcia

kooperantów, a histerycy dodatkowo skupi¡ si¦ na sabotowaniu dziaªa« innych. Je»eli ka»dy

z pracuj¡cych b¦dzie mierzyª w wªasny zysk, to (jak wynika z ewolucji) osi¡gni¦te wyniki in-
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dywidualne b¦d¡ na poziomie, na jakim byªyby bez wspóªpracy, a liczba kooperantów b¦dzie

spada¢.

Mo»na popatrze¢ te» na grup¦ uczniów korzystaj¡cych podczas testu z niedozwolonej pomocy.

Za kooperantów uznawa¢ b¦dzie si¦ tych, którzy korzystaj¡ z nielegalnego wsparcia. Zdrajcy b¦-

d¡ ±ci¡ga¢ i wydawa¢ tych, którzy ±ci¡gaj¡. Ulegli nie b¦d¡ ±ci¡ga¢, ale i nie donios¡. Histerycy

nie b¦d¡ ±ci¡ga¢, ale b¦d¡ donosi¢. Test nale»y traktowa¢ jako wieloosobow¡ gr¦ w rozszerzony

dylemat wi¦¹nia.

Odniesienia rozszerzonego dylematu wi¦¹nia do sytuacji rzeczywistych potwierdzaj¡, »e zreali-

zowane cele pracy w postaci budowy modelu, okre±lenia punktów równowagi i badania ewolucji

spoªeczno±ci nie miaªy by¢ oderwan¡ od »ycia teori¡, a prób¡ wyja±nienia i przewidzenia pew-

nych socjo�zycznych zjawisk.
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