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Oswiadczenie studenta
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z dnia 4 lutego 1994 r. o prawie autorskim i prawach pokrewnych (t.j. Dz. U. z 2018 r. poz.
1191 z pdzn. zm.): ,Kto przywtaszcza sobie autorstwo albo wprowadza w btgd co do autor-
stwa catosci lub czesci cudzego utworu albo artystycznego wykonania, podlega grzywnie,
karze ograniczenia wolnosci albo pozbawienia wolnosci do lat 3. Tej samej karze podlega,
kto rozpowszechnia bez podania nazwiska lub pseudonimu twércy cudzy utwor w wers;ji ory-
ginalnej albo w postaci opracowania, artystyczne wykonanie albo publicznie znieksztatca ta-
ki utwor, artystyczne wykonanie, fonogram, wideogram lub nadanie.”, a takze uprzedzony(-a)
o odpowiedzialnosci dyscyplinarnej na podstawie art. 307 ust. 1 ustawy z dnia 20 lipca 2018
r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2018 r. poz. 1668 z p6zn. zm.) ,Stu-
dent podlega odpowiedzialnosci dyscyplinarnej za naruszenie przepiséw obowigzujgcych
w uczelni oraz za czyn uchybiajgcy godnosci studenta.”, oSwiadczam, ze niniejszg prace dy-
plomowg wykonatem(-am) osobiscie i samodzielnie i nie korzystatem(-am) ze Zrédet innych
niz wymienione w pracy.

Jednoczes$nie Uczelnia informuje, ze zgodnie z art. 15a ww. ustawy o prawie autorskim
i prawach pokrewnych Uczelni przystuguje pierwszenstwo w opublikowaniu pracy dyplomo-
wej studenta. Jezeli Uczelnia nie opublikowata pracy dyplomowej w terminie 6 miesiecy
od dnia jej obrony, autor moze jg opublikowaé, chyba ze praca jest czeScig utworu zbioro-
wego. Ponadto Uczelnia jako podmiot, o ktérym mowa w art. 7 ust. 1 pkt 1 ustawy z dnia 20
lipca 2018 r. — Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2018 r. poz. 1668 z pdzn.
zm.), moze korzysta¢ bez wynagrodzenia i bez koniecznosci uzyskania zgody autora z utwo-
ru stworzonego przez studenta w wyniku wykonywania obowigzkéw zwigzanych z odbywa-
niem studiéw, udostepnia¢ utwér ministrowi wtasciwemu do spraw szkolnictwa wyzszego
i nauki oraz korzysta¢ z utworéw znajdujgcych sie w prowadzonych przez niego bazach
danych, w celu sprawdzania z wykorzystaniem systemu antyplagiatowego. Minister wtasci-
wy do spraw szkolnictwa wyzszego i nauki moze korzysta¢ z prac dyplomowych znajduja-
cych sie w prowadzonych przez niego bazach danych w zakresie niezbednym do zapewnie-
nia prawidtowego utrzymania i rozwoju tych baz oraz wspotpracujacych z nimi systemow in-
formatycznych.
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1 Wstep

Celem niniejszej pracy bylo zaprojektowanie i rozwiazanie rozszerzonej wersji dylematu wiez-
nia majac na uwadze reputacje graczy. Rozszerzenie polega na zwiekszeniu mozliwosci wyboru
strategii, a za rozwigzanie uznaje sie okreslenie punktéw rownowagi Nasha. Praca zakladata
uwzglednienie reputacji graczy i sprawdzenie zmian zachowan w procesie ewolucji spoteczeni-

stwa.

Za narodziny teorii gier uznaje sie publikacje w 1944 r. Johna von Neumanna i Oskara Mor-
gensterna pracy ,,Theory of Games and Economic Behaviour”, jest to zatem stosunkowo mtody
dzial nauki rozwijany po6zniej przez Johna Nasha. Ten ostatni jest laureatem Nagrody Nobla
z dziedziny Ekonomii i Nagrody Abela - matematycznego odpowiednika wyréznien przyznawa-
nych w myél testamentu wynalazcy dynamitu. Poza zainteresowanymi najbardziej prestizowymi
nagrodami $wiata nauki, Nash znany jest tez fanom kinematografii. Film ,Piekny umyst” [I]
opowiadajacy o zyciu matematyka zostal nagrodzony czterema Oskarami. Jego nazwiskiem

okredla sie punkty rownowagi, bedace przedmiotem zainteresowania tej pracy.

Konflikty interesow sa nieodlacznym elementem rzeczywistosci, dlatego istotna jest znajomosé
mechanizméw pozwalajacych na przewidzenie zachowania rywala czy wybrania najlepszej moz-
liwej opcji. Teoria gier przedstawia sytuacje wyboru jako gry i szuka w nich optymalnych decy-
zji. Jednym z najpopularniejszych probleméw teorii gier jest gra nazywana dylematem wieznia,
gdzie gracze wybieraja miedzy dwoma strategiami (kooperacja i zdrada), a rozsadny z punktu
widzenia interesu kazdego wyboér prowadzi do sytuacji mniej korzystnej od tej, ktéra miataby

miejsce, gdyby kazdy z nich wybral te ,mniej rozsadna’ opcje.

Dwie mozliwosci wyboru, jakie oferuje klasyczna wersja dylematu wieznia, sg ograniczeniem gra-
czy 1 zmuszaja ich do okreslenia sie jako naiwnych kooperantéw lub bezwzglednych zdrajcow.
Brak opcji posrednich powoduje, ze jeszcze przed startem gry, gracze sa nomen omen skazani
na negatywne postrzeganie. Wybo6r miedzy byciem naiwniakiem a zdrajcg jest jak towienie ryb
w zatrutym stawie: nie zlowisz - staby rybak, zlowisz - zatruty rybak. Zyciowe wybory rzad-
ko daja mozliwos¢ takiej polaryzacji, zwykle gama zachowan jest szersza. Pojawia sie zatem
pytanie: czy rzeczywiscie nie ma innych opcji? Analiza historii opisujacej dylemat nasuwa pro-
pozycje nowego sposobu patrzenia na te sytuacje, ktory pozwala okresli¢, oprocz kooperantow
i zdrajcow, charaktery ulegtych presji i histerykéw. Poszerzenie palety zachowarn prowadzi do
okreslenia punktéw rownowagi, raczej niedyskutowanych dotad w kontekscie dylematu. Auto-
rowi wydaje sie jednak, ze te rownowagi sg nieodlgcznym elementem zycia spotecznego.

Wprowadzenie nowych charakteréw implikuje konieczno$¢ dookreslenia sytuacji w grze. Nowe
mozliwosci prowadza do nowych rozwigzan, a te sa sita napedowa rozwoju spoleczenistwa. Czy

w przypadku nowych charakteréw jest podobnie? Czy szansa oderwania sie od dwubiegunowego



schematu jest na tyle kuszaca, by ten schemat porzuci¢? Aplikacja narzedzi teorii gier do proce-
su analizy rozwoju spoleczenstwa odpowiada na te pytania, podwazajac przy tym wizje §wiata
pelnego zdrajcoéw. Opis przebiegu ewolucji spoleczenistwa opiera sie na okreslonych zasadach,
z ktorych podstawowa to wlasny interes kazdego z cztonkoéw spotecznoscei.

Kolejny krok w rozwazaniach przyjetego modelu w pierwszym skojarzeniu wydaje sie stac
w opozycji do zdroworozsadkowego podejécia. Proba dolewania wody do beczki z woda ce-
lem otrzymania wina skazana jest na porazke (moze poza jednym wyjatkiem, opisanym szerzej
przez Ewangeliste Jana [2]). Zamiarem autora bylo okreslenie w kontekscie prezentowanego
modelu dwoch spotecznoéci, w ktérych przebywanie daje efekt przegrywajacy, a odpowiednie
przenoszenie si¢ miedzy nimi - wygrywajacy. Jest to jawne odniesienie do paradoksu Parron-
do [3] i moze by¢ nazywane spolecznym paradoksem Parrondo.

W znacznej czesci praca po$wiecona jest dwuosobowej grze, ale nie sg to ramy, w ktérych mo-
del sie zamyka. Zatozeniem pracy jest pokazanie zaleznosci w mozliwie ogolnym przypadku,
dlatego ukazany zostaje sposob przejscia do gier wieloosobowych na przyktadzie gry trzyoso-
bowej, mimo komplikacji jakie narzuca proponowane rozszerzenie dylematu. Zwickszenie liczby
graczy, poteguje mozliwe strategie, co powoduje wzrost mozliwych sytuacji w grze. Analiza
preferencji graczy w kazdej sytuacji prowadzi do okreslenia punktow rownowagi, ktore okazuja

sie wykazywaé analogie do punktéw rownowagi w grze dwuosobowej.



2 Podstawy teoretyczne

2.1 Gra w postaci strategicznej

Stowo ,,gra” moze budzi¢ rézne skojarzenia. Jedni beda je kojarzy¢ z rzucaniem kostka i prze-
suwaniem pionkéw po planszy, inni z jaka$ dyscypling sportowa, a jeszcze inni z grami hazar-
dowymi. Wszystkie te skojarzenia sa dobre, ale nie pozwalaja w jasny sposob okresli¢ czym
jest gra w rozumieniu teorii gier. Na potrzeby dalszych rozwazan nalezy uzmystowié¢ sobie czym

ona whasciwie jest. Straffin [4] definiuje gre, jako sytuacje, w ktorej:

1. mozliwe jest wskazanie co najmniej dwoch stron - graczy (niekoniecznie ludzi; mogg to

byé¢ tez panstwa, firmy czy nawet gatunki biologiczne),

2. kazdy gracz wybiera spo$rod mozliwych strategii, ktore okreslaja sposdéb w jaki bedzie

rozgrywal gre,
3. strategie wybrane przez graczy definiuja wynik gry,

4. wszystkie mozliwe wyniki gry maja przypisane liczbowe wartosci wyplaty poszczegolnych

graczy.

Jednym ze sposobow przedstawienia gry jest postac strategiczna (zwana tez normalng postacia
gry). W tej koncepcji kluczowe sa strategie graczy oraz wyplaty. Kazdy gracz, biorac pod uwage
mozliwe zachowania innych graczy, wybiera jedna ze swoich strategii, a jego wyptata jest zalez-
na od tego jakie strategie wybiora wszyscy. Istotne jest to, ze gracze podejmuja swoja decyzje
jednoczesnie, nie znajac wyboréw ktoregokolwiek z rywali, a wyplata okreslona jest liczbowo.
7 okresleniem wyptaty nie ma probleméw, gdy stawka gry sg pieniadze lub obiektywnie wy-
cenialne dobra materialne. Wyplata moze tez by¢ co$ niematerialnego (satysfakcja, trafienie
do wiezienia itd.), niemniej jednak nawet w takich przypadkach wymagane jest przypisane war-

tosci liczbowej. Sposobami okreslania tych wartosci zajmuje sie teoria uzytecznosci.
Gre w postaci normalnej Ferguson [5] okresla jako tryplet:

1. zbior N = {1,2,...,n} graczy,

2. ciag Ay, Ao, ..., A, zestawOw strategii graczy,

3. clag fi(ai, as,...an), falar, ag, ...an), ..., fu(ai, as, ...a,) funkcji o wartosciach rzeczywistych,

zwanych funkcjami wyplat graczy. Strategia a; € Ay, as € Ay itd.

W sklad trypletu wchodzi zbior graczy N, kazdy z graczy tego zbioru ma zestaw mozliwych
strategii i kazdemu z graczy przypisana jest funkcja wyplat. W szczego6lnosci, gracz ¢ ma swoj

zestaw strategii A; oraz przypisana funkcje wyplat f;.
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Innym sposobem przedstawienia gry jest posta¢ ekstensywna - drzewko. Ten sposob jednak
duzo lepiej sprawdza sie w opisie gier sekwencyjnych, czyli takich, w ktérych gracze podejmuja
decyzje (lub decyzje) w okreslonej kolejnosci. Przyktadem takiej gry moze by¢ gra EGZAMIN,

ktora szerzej zostala przez autora omoéwiona w [6].

Waznym czynnikiem dotyczacym sposobu rozgrywania gry jest mozliwo$¢ komunikacji graczy.
W pracy uwaga poswiecona bedzie grom, w ktorych tej mozliwosci nie bedzie, decyzja gra-
cza zaleze¢ bedzie od jego wlasnego postrzegania sytuacji, bez mozliwosci formutowania ofert

i grozb wspolgraczom.

Dla gier niekoalicyjnych (bez mozliwosci zawierania koalicji miedzy graczami) Nash [7] okreslit
punkt rownowagi. Jest to zestaw strategii graczy taki, ze zadnemu z graczy nie oplaca sie zmienic¢
swojej strategii, jezeli strategie jego rywali pozostang niezmienione. Zatem punktem réwnowagi
w grze n-osobowej bedzie punkt (ai*, ..., a,*), gdzie strategia a;* i-tego gracza bedzie naleze¢
do zestawu mozliwych strategii A; i-tego gracza oraz dla kazdego gracza i funkcja wyptlaty f;,
gdy wybierze on ze swojego zestawu mozliwych strategii strategie inng niz a;*, nie wzrosnie.

Mozna zapisaé, ze punkt (ai%, ..., a,*) jest punktem rownowagi, gdy dla kazdego gracza:
Va; € A;, filars, ..., apx, ... an*) > fi(ag*, ..., a;, ..., apx) (1)

W celu uproszczenia zapisu, kombinacje strategii graczy - argumentu funkcji wyptat - bedzie-
my nazywac sytuacja w grze, oznaczaé literg s i rozumie¢ nastepujaco: s = (aq, ..., a,), gdzie a;

jest strategia gracza i nalezacg do zbioru mozliwych strategii A;.

Takie okreslenie gry i punktu réwnowagi sprawia, ze dwie gry, ktére maja ten sam zbior graczy,
a gracze te same zbiory strategii, natomiast r6znia sie jedynie funkcjami wyptat w Scisle okre-
slony sposob, sg strategicznie rownowazne [8]. Powiemy zatem, ze gry T'(N, {A;}ien, { fi bien)

oraz I'"(N,{A; }ien, { f/ }ien) sa strategicznie rownowazne, gdy istnieja state ¢; > 0 oraz
ki € N

dla kazdego gracza i takie, ze:

fils)=ci- fi(s) + ki (2)
Gry strategicznie rownowazne maja te same punkty réownowagi. W celu udowodnienia [8] tego
istotnego twierdzenia, wprowadza si¢ oznaczenie s||aj, ktore oznacza sytuacje s przy zastapieniu
strategii a; [-tego gracza przez a;. Przy takich oznaczeniach sytuacja s:
s = (a1, ..., a, ..., a,), natomiast sytuacja s||aj:
slla; = (ay...,a},...,a,). Zalozmy, ze sytuacja s jest punktem roéwnowagi gry I' oraz gra I
jest strategicznie rownowazna grze ['. Wtedy z faktu, ze sytuacja s jest punktem réwnowagi

wynika, ze dla dowolnego gracza i jego dowolnej strategii a;:
fi(sllai) < fi(s) (3)
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czyli zadnemu z graczy nie oplaca sie zmieni¢ swojej strategii na inng, gdy pozostali zostang
przy swoich strategiach. Po przemnozeniu obu stron réwnania przez stata c¢; > 0 nieréwnosc¢

zostanie utrzymana:
¢i - filsllai) < ¢« fils) (4)
Rowniez dodanie liczby rzeczywistej k; (zgodnie z definicja gier rownowaznych strategicznie)
nie zmieni nieréwnosci:
ci - fils||lai) + ki < ci- fi(s) + ks (5)
W otrzymanej nier6wnosci mozna rozpozna¢ funkcje wyplat gry strategicznie réwnowaznej

grze I'. Zatem:
fislla;) < fi(s) (6)
co jest warunkiem punktu rownowagi w grze IV. Wida¢, ze sytuacja s jest punktem rownowagi

w obu grach.

2.2 Gry dwuosobowe

Gra dwuosobowa to gra, w ktorej uczestniczy dwoch graczy. Dla gier dwuosobowych o nie-
wielkiej liczbie strategii wygodna forma przedstawienia jest posta¢ macierzowa. Elementami tej
macierzy sa wartosci funkcji wyptat, a wiersze i kolumny odpowiadaja okreslonym strategiom
graczy. Liczebno$¢ zbioru mozliwych strategii graczy determinuje ilos¢ wierszy i kolumn, stad
dla gier, w ktorych gracze majg wiele mozliwosci zagrania, zapis macierzowy moze nie by¢ od-

powiedni.

Szczegblng klasa gier sa gry o sumie zerowej. W takich grach suma wyptat w kazdej sytuacji

wynosi zero. Przyklad takiej gry przedstawiono ponizej.

Gra 1 Rozwazmy dwoch graczy, ktorzy grajg w kamien - papier - nozyce, a przegrany placi wy-
granemu ztotowke. W tej grze gracze jednocze$nie pokazujq jeden z trzech symboli: kamien, pa-
pier lub nozyce. Gracz, ktory pokazuje kamien wygrywa, jezeli przeciwnik wybrat nozyce, a prze-
grywa, gdy przeciwnik wybral papier. Gracz, ktory wybierze papier przegra z tym, ktory wskaze

nozyce, natomiast jezeli obaj wskazqg to samo, jest remis.

Utozsamiajac jednego z graczy z wierszami, a drugiego z kolumnami tabeli, gre mozna przed-
stawi¢ w ponizszej formie. Jako pierwsze zostaly podane wyplaty gracza, ktorego strategie

przedstawiaja wiersze
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Tabela 1: Gra w kamien, papier i nozyce.
Kamien | Papier | Nozyce
Kamien 0;0 -151 1;-1
Papier 1;-1 0;0 -151
Nozyce | -1;1 1;-1 0;0

lub réwnowaznej postaci macierzowej - macierz G.

(07 0) (_17 1) (17 '1)
,-1) (0,0) (-1,1)
(_17 1) (17 '1) (07 0)
Ze wzgledu na to, ze wyplata pierwszego gracza w danej sytuacji, determinuje wyplate drugiego,

zwykle podaje sie tylko wyplate pierwszego gracza, pamietajac, ze gracz drugi otrzyma w danej
sytuacji fo(s) = —fi(s):

0 -1 1
G=11 0 -1
-1 1 0

Macierze G oraz G’ opisuja te samg gre o sumie zerowej.

Gry o sumie zerowej stanowia podzbioér gier o sumie stalej, czyli takich, w ktorych suma wy-
ptat graczy w kazdej sytuacji jest taka sama i rowna pewnej statej. Oczywidcie dla gier o sumie
zerowej stata ta ma wartos¢ zero. Kazda gra o sumie stalej jest strategicznie réwnowazna od-
powiedniej grze o sumie zerowe;j.

O wielu grach mozna jednak powiedzie¢, ze suma wyplat graczy w kazdej sytuacji jest roz-
na - przykltadem jest tutaj omawiany w dalszej czesci dylemat wieznia, jak réwniez rozszerzony
dylemat wieznia, ktéremu po$wiecona jest ta praca. Przyktadows gre o sumie niezerowej przed-

stawiono ponizej.

Gra 2 Rozwazmy dwie rywalizujgce firmy, ktére mogq zastosowaé dwie strategie reklamy pew-
nego produktu. Zysk danej firmy bedzie zalezal od tego na jakq reklame sie zdecydugje ta firma,
ale i od wyboru konkurencji. Niech firma PIERWSZA ma do wyboru strategie A oraz B, a fir-
ma DRUGA strategie C oraz D. Firme PIERWSZA bedziemy utozsamiaé z wierszami, a DRU-
GA z kolumnami.

Jezeli firma PIERWSZA zdecyduje sie na strategie A, to zarobi 1mlin $, gdy firma DRUGA
zdecydugje sie na strategie C i dwa razy wiecej, gdy firma DRUGA zdecyduje sie na strategie D.
Jezeli firma PIERWSZA zdecyduje sie na strategie B, to zarobi 3 min $, gdy firma DRUGA
zdecydugje sie na strategie C i potowe mniej, gdy firma DRUGA zdecyduje sie na strategie D.
Jezeli firma DRUGA zdecyduje sie na strategie C, to zarobi 2 min §, gdy firma PIERWSZA
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zdecyduge sie na strategie A i 3 min §, gdy firma PIERWSZA zdecyduje sie na strategie B.
Jezeli firma DRUGA zdecyduje sie na strategie D, to zarobi 1 min §, gdy firma PIERWSZA
zdecydugje sie na strategie A i dwa razy wiecej, gdy firma PIERWSZA zdecyduje sie na strate-
gie B.

Te gre, przyjmujac za jednostke min §, mozna zapisa¢ w postaci:

Tabela 2: Gra rywalizujacych firm na polu reklamy.

C D
21 2;1

B|3;3]15;2

lub réwnowaznej postaci macierzowe;j:

G:

(1,2) (2,1)
(3,3) (L.5,2)

Jako pierwsze zostaly zapisane wyptaty firmy PIERWSZA (ktorej strategie sa reprezentowane

przez wiersze), a jako drugie - firmy DRUGA (ktorej strategie sa reprezentowane przez kolum-

ny).

Analiza wyplat w poszczegdlnych sytuacjach moze pozwoli¢ na znalezienie takiej sytuacji, w kto-
rej zadnemu z graczy nie bedzie sie optacalo zmieni¢ swojej strategii, jezeli rywal nie doko-

na zmiany. Taki stabilny punkt zostal zdefiniowany wczesniej jako punkt réwnowagi Nasha.

W kolumnie C najlepszym wyborem firmy PIERWSZA jest strategia B, w kolumnie D najlep-
szym wyborem firmy pierwszej jest strategia A (odpowiednio wyptaty 3 oraz 2 sg lepsze od 1
oraz 1.5). W wierszu A najlepszym wyborem firmy DRUGA jest strategia C, w wierszu B naj-
lepszym wyborem firmy DRUGA jest strategia C (odpowiednio wyptaty 2 oraz 3 sa lepsze od 1
oraz 2). Wygodnym sposobem znajdywania punktow rownowagi jest diagram przesunieé¢ [4].
Umieszcza sie na nim strzatki prowadzace do najlepszej decyzji gracza przy zalozeniu kon-
kretnej decyzji rywala. Jezeli jest miejsce, w ktérym groty strzatek zwiazanych z decyzja obu

graczy sie spotykaja - jest to punkt réwnowagi, jak zaznaczono na rysunku

Sytuacja BC jest punktem réwnowagi w tej grze.
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Rysunek 1: Diagram przesunie¢ w grze 2. Strzaltki zbiegaja sie w polu BC, punkt ten jest punk-
tem rownowagi w grze 1. Zadnemu z graczy nie oplaca sie zmienia¢ swojej strategii, jezeli rywal

tego nie zrobi.

Nietrudne do zauwazenia jest to, ze w podanym przyktadzie strategia D jest nieopltacalna dla gra-
cza DRUGA. Bez znaczenia, jaka forme reklamy wybierze firma PIERWSZA, zawsze wiecej
firma DRUGA zarobi, wybierajac C zamiast D. O strategii, ktéra bez wzgledu na decyzje ry-

wala daje wyplaty nie wieksze niz inna strategia, mowi sie, ze jest zdominowana [4].

Kolejnym pojeciem wykorzystywanym w dalszym opisie jest optymalnos$¢ w sensie Pareto (ina-
czej: paretooptymalnosé) [4]. Sytuacja s jest paretooptymalna, gdy nie ma innego rozwiaza-
nia takiego, ze wyptata jednego z graczy jest wieksza, a drugiego nie mniejsza od tej w sytu-
acji s. Zatem wynik gry nie jest optymalny w sensie Pareto, gdy gra ma inny mozliwy wynik,

dajacy:

1. jednemu z graczy wiecej, a drugiemu tyle samo

lub
2. obu graczom wieksza wyptate.
W przedstawionej przyktadowej grze, rozwiazanie jest paretooptymalne - nie ma sytuacji, w kto-

rej obaj gracze maja wyplate nie mniejszg niz (3, 3).

2.3 Klasyczny dylemat wieznia

Albert Tucker podczas seminarium w Uniwersytecie Stanforda w 1950 r. opisal pewna gre

o sumie niezerowej [4]:

Gra 3 Dwdch aresztowanych, podejrzewanych o popelnienie wspolnie przestepstwa, zostato za-

branych do osobnych pokot na przestuchanie. Kazdemu z nich prokurator oSwiadczyt, ze:

o jesli tylko jeden z nich zdradzi swojego partnera, to zostanie nagrodzony (wyptata wynie-

sie 1), a milczgey zostanie ukarany jako winny(wyplata wyniesie —2),
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o jesli obaj bedg milczed, to wyjdg wolni (wyplata wyniesie 0),

e jesli obaj zdradzq partnera, to obaj zostang ukarani (wyptata wyniesie —1).

Opis ten dotyczy gry zaproponowanej przez Dreshera i Flooda, ktora od tego czasu jest nazy-

wana dylematem wieznia.

Tabela 3: Prezentowana przez Tuckera wersja dylematu wi¢znia
Milcze¢ | Zdradzié¢

Milczec 0;0 251
Zdradzi¢ | 1 ;-2 -1;-1

Diagram przesunie¢ w tej grze prezentuje rysunek 2l Widacé, ze punkt rOwnowagi nie jest pare-
tooptymalny - w tej sytuacji gracze otrzymuja wyptaty —1, a jezeli obaj zdecydowaliby sie mil-
cze¢, otrzymaliby 0. Strategia milczeé jest zdominowana przez strategie zdradzié, niezaleznie

od zachowania drugiego gracza bardziej oplacalne jest zdradzanie.

Milczed Zdradzic
Milczec | e ‘
Zdradzic l l
. E—

Rysunek 2: Diagram przesunie¢ w dylemacie wieznia. Punktem rownowagi jest sytu-

acja Zdradzié¢-Zdradzié.
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Punkt réwnowagi Nasha w tej grze nie jest paretooptymalny, wynika to z zaleznosci miedzy

wyplatami. W ogolnej wersji podaje sie wyplaty [9]:

e R - nagroda za wspolprace, gdy obaj milcza

e S - wyptata frajera, gdy milczy i zostanie zdradzony

e T - pokusa do zdrady

e P - kara za brak wspotpracy

Tabela 4: Posta¢ ogdlna dylematu wieznia.
Milczeé | Zdradzi¢

Milcze¢ | R; R S; T
Zdradzi¢ | T ;S PP

Rapoport zauwaza, ze wyptaty powinny spetnia¢ warunek:
T>R>P>S (7)

Taka konstrukcja wyptat sprawia, ze gracz woli pokuse 17" od nagrody za wspotprace R oraz kare
za brak wspolpracy P od wyplaty zdradzonego S. W zwigzku z tym punktem réwnowagi bedzie
tutaj Zdradzi¢-Zdradzi¢ o wyptlacie P dla graczy, chociaz wiaze sie to z mniejsza wyplata niz

sytuacja Milcze¢-Milcze¢ o wyptacie R dla kazdego.

Drugim warunkiem, jaki stawia Rapoport jest nier6wnos$¢ majaca na celu okreslenie sytuacji

Milczec¢-Milezeé jako jedynej korzystnej kooperacyjnie.
2R > S+ T (8)

Spetnienie tego warunku zabezpiecza przed sytuacja w ktorej gracze z premedytacja donosiliby
na siebie na zmiane tak, by jeden z nich zgarnial pokuse T, a w kolejnej grze odbieral wyptate
frajera S. Drugi warunek prowadzi w konsekwencji do tego, ze jedyna sytuacja (nawet w przy-

padku wielokrotnej gry), ktora jest paretooptymalna to obopdlne milczenie.
Gra spelniajaca oba warunki jawi sie jako wybor miedzy racjonalno$cia indywidualna, a racjo-

nalnoscig grupowa. Patrzenie na indywidualna korzys¢ nakazuje zdrade, ale duzo korzystniejsze

jest milczenie. Jezeli obaj gracze daza do indywidualnego zysku, to obaj na tym traca.
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Straffin [4] znajduje tutaj odniesienie do dwoch pobliskich sklepow z podobnymi akcesoriami.
Jezeli ktorys sklep obnizy ceny, moze liczy¢ na przejecie czesci klientow drugiego, a co za tym
idzie zysk (w domysle: zdrada). Odpowiedzia na obnizenie cen u konkurencji jest obnizenie cen
u siebie, aby nie traci¢ kupujacych (w domysle: zdrada). Efekt tego jest taki, ze oba sklepy
obnizaja ceny, a rozktad klientow pozostaje ten sam, czyli obaj traca wzgledem stanu poczat-
kowego (w domysle: milczenia).

Innym, czesto podawanym przykladem, jest wysScig zbrojeni. Rozwazmy tutaj dwa sasiadujace
panstwa, o ktorych mowi sie, ze pokdj jest stanem przejSciowym. Jezeli jedno z nich zwiekszy
wydatki na wojsko, odpowiedzig drugiego bedzie to samo. W efekcie w obu panstwach rozwoj

innych dziedzin zostanie spowolniony ze wzgledu na mniejsze naktady finansowe.
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3 Rozszerzony dylemat wieznia

3.1 Nowe strategie

W historii zaproponowanej przez Tuckera zbior mozliwych strategii dla kazdego gracza jest dwu-
elementowy i ogranicza sie do skrajnych opcji: milczenia oraz zdrady. Idea tej pracy jest dodanie
mozliwosci wyboru nowych strategii graczom, ktére moga zmieni¢ oblicze gry. Warte odnoto-
wania jest to, ze opowies¢ Tuckera byta tak utozona, by odpowiada¢ zalezno$ciom z gry Dreshe-
ra i Flooda. Tutaj natomiast postepowanie jest odwrotne - klasyczna gra zostaje rozszerzona,

by uwzglednia¢ dodatkowe sytuacje, jakie moga wynika¢ z historii o przestepcach.

Jednym z istotnych czynnikéw przy swiadomym popelnianiu przestepstwa jest motywacja do
danego czynu zakazanego. Ze wzgledu na to, ze przestepstwa nie popelnia w omawianej grze
jedna osoba, narzuca si¢ warunek, by czynnik motywujacy byt podzielny. Dobrym skojarzeniem
tutaj moga by¢ wycenialne dobra materialne - ztodziejski tup. W dalszej czesci pracy catkowity

tup, jaki maja do réwnego podzialu omawiani gracze, zostanie oznaczony symbolem R.

Ze wzgledu na pewne poszlaki policja podejrzewa graczy o rabunek i wzywa na przestuchanie.
Zanim jednak gracze udaja sie¢ na przestuchanie, udaje im si¢ ukry¢ tup. Brak dostatecznych
dowodow sprawia, ze gracze, jezeli nie wydadza sie, beda mogli na wolnosci cieszy¢ sie swoja
czescig tupu. Z drugiej strony jest to dla kazdego okazja, by wydajac jednego z kompanow, moc
dzieli¢ tup na mniej graczy. Mozliwos¢ zgarniecia wiekszego tupu po wydaniu kogo$ jest od-
powiednikiem pokusy w klasycznej wersji. Odpowiednikiem nagrody za wspolprace jest nalez-

na kazdemu cze$¢ tupu.

Tak jak klasycznie, na moment przestuchania gracze zostaja rozdzieleni, by decyzja kazdego
z nich nie byta podyktowana wiedza na temat zachowania innych graczy. Bez wzgledu na liczbe

graczy, mozliwe zachowania to:
e milczenie - catkowity brak wspoélpracy z policja;
e wydanie siebie - przyznanie si¢ do popelnienia czynu, wskazanie miejsca tupu;

e wydanie siebie i pewnej czesci kompanéw - przekazania dowodoéw na udzial kompa-

noéow w przestepstwie oraz przyznanie sie do winy i wskazanie miejsca tupu;

e wydanie pewnej cze$ci kompanoéw - przekazanie dowodéw na udzial kompanoéw w prze-

stepstwie bez wyjawiania informacji o swoim udziale;

e wydanie wszystkich - przekazanie dowodow na udzial catej grupy w przestepstwie, wska-

zanie miejsca tupu i przyznanie si¢ do winy;
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W poréwnaniu z klasyczng wersjg, ilo$¢ strategii wzrasta i jest zalezna od ilosci graczy, a kon-

kretnie od ilosci podzbioréw zbioru o liczebnosci rownej liczbie graczy. Przy n graczach, kazdy

z nich ma 2" mozliwych strategii. Gracz moze wydaé¢ policji pewien podzbiér graczy, a moz-

liwosci wybrania podzbioru ze zbioru n-elementowego jest wtasnie 2". W grze dwuosobowej,

na ktorej teraz bedzie skupiona uwaga, gracze bedg mieli po 4 mozliwe strategie, z tego wynika,

ze wszystkich sytuacji w grze bedzie 16.

Dla ustalenia uwagi oznaczmy graczy jako gracza A oraz gracza B. Strategie gracza A w grze

dwuosobowej:

1

4

Dy - gracz milczy;
D4 - gracz przyznaje si¢ i wydaje miejsce tupu;
Dp - gracz wydaje partnera;

D 4p - gracz przyznaje sie, wydaje partnera i miejsce tupu;

Strategie gracza B sa analogicznie.

Przysztosé obu graczy zalezna jest od ich decyzji:

gracz, ktory przyznaje sie i wydaje miejsce tupu poniesie niewielka kare za popetniony
czyn, bez wzgledu na to, co zrobi jego partner. Wyplata zwigzana z tym zdarzeniem

bedzie nazywana wyptata ugody i oznaczana symbolem U.

gracz, ktory przyznaje sie i wydaje swojego partnera oraz miejsce upu poniesie niewielka
kare bez wzgledu na zachowanie partnera, podobnie jak w poprzednim przypadku bedzie
to U.

jezeli obaj beda milczeé, wyjda na wolnosé i beda mogli podzieli¢ tup, otrzymaja po R/2.

jezeli jeden gracz bedzie milczal, a drugi doniesie na niego, milczacy otrzyma kare wie-
zienia oznaczana P, natomiast donoszacy, jezeli nie przyznal sie sam, bedzie mogt zabraé

caly hup R.

jezeli jeden bedzie milczal, a drugi przyzna sie i nie doniesie, milczacy wyjdzie wolny,
ale nie bedzie mogt zabra¢ tupu, poniewaz przyznajacy sie wskazatl miejsce przechowy-
wania tupu policji, w zwiazku z tym milczacy nie otrzyma nic poza wolnoscia oznaczana

symbolem F'.

jezeli obaj oskarza sie wzajemnie, to obaj trafig to wiezienia.

Wrynika z tego, ze gracz, ktory sie nie przyznaje, a jest na niego donos partnera, trafia do wie-

zienia. Ten za$, ktory sie przyznaje, zawsze otrzymuje mata kare.
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W grze pojawia sie kilka mozliwosci wyplat:

e R - wartoé¢ calego tupu, otrzymuje ja gracz, ktéry wyda partnera, a nie zostanie wydany,

R/2 - wartos$¢ polowy tupu, otrzymuja ja gracze, jezeli obaj beda milczed,

e P - wartos¢ kary wiezienia, otrzymuje ja gracz, ktory nie przyzna sie, a zostanie wydany

przez partnera,

e U - warto$¢ ugody z policja, otrzymuje ja gracz, ktory wskaze miejsce tupu i przyzna sie

do winy,

e [' - wartos¢ wyjscia wolnym bez tupu, otrzymuje ja gracz, ktory nie zostal oskarzony,

a jego partner si¢ przyznal.

Powyzsze wartosci wyptat sa uzytecznosciami zwigzanymi z konkretnym wydarzeniem. Okre-
Sleniem konkretnych wartosci w rzeczywistych przypadkach zajmuje sie teoria uzytecznosci.
Na tym etapie uznaje sie, ze wartosci te sa okreslone liczbowo, bez wnikania w dokladng ich

znajomosé (co nastepuje w jednej z dalszych czesci).

3.2 Punkty ré6wnowagi Nasha w grze dwuosobowej

Znajac zestawy mozliwych strategii oraz wyptlaty graczy we wszystkich sytuacjach, mozna za-
pisa¢ gre w postaci strategiczne;.

Nalezy zwroci¢ uwage na kolejno$¢ zapisu strategii obu graczy. Strategie zapisane sa w kolejno-
Sci: milczeé, przyznac sie, donie$¢ na rywala, przyznaé sie i doniesé¢ na rywala. Dzieki takiemu
zapisowi lepiej widoczna jest symetria w grze. Jezeli przez G 4 oznaczymy macierz wyplat gra-

cza A, a symbolem G g macierz wyplat gracza B, to macierze te beda spelniaty warunek:
G4 =G5 (9)

Zaden z graczy nie jest w tej grze uprzywilejowany.

Tabela 5: Ogoélna posta¢ rozszerzonego dylematu wieznia. W wierszach strategie gracza A,

w kolumnach strategie gracza B.

Dy Dp Dy | Dap
Dy |(R/2;R/2|F;U|P;R|P;U
Dy U F U:;U|U;F|U;U
Dpg R;P F;U|P;P|P;U
Dag uUu:;P Uu;uU|U;P|U;U
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‘R/2 F P P

U U U U
Gp=

R F P P

U U U U]

[R/2 U R U]

F UF U
Gp =

P U PU

| P U P U]

Z opisu gry wynika zalezno$¢ miedzy réznymi wyptatami. Oczywiscie caly tup warty jest wiecej
niz jego czesé, stad R > R/2. Jakakolwiek cze$¢ tupu jest wiecej warta niz jego brak, stad
wyptata wychodzacego wolno, ale bez tupu bedzie mniejsza od wspomnianych opcji:

R > R/2 > F. Sytuacje, w ktorych gracza czeka kara U lub P sa 7 kolei mniej korzystne od cho-
ciazby wolnosci, a im wicksza kara, tym uzytecznosé zwigzana z tym zdarzeniem jest mniejsza,

stad F' > U > P. Ostatecznie:
R>R/2>F>U>P (10)

co jest odpowiednikiem pierwszego warunku Rapoporta w rozszerzonym dylemacie wieznia.
Istota pierwszego warunku Rapoporta byto wskazanie punktu réwnowagi w grze. Tak samo
tutaj, powyzszy warunek pozwoli na wskazanie punktow rownowagi. Diagram przesunie¢ poka-

zano na rysunku

DD DE DA DA.E'

Rysunek 3: Diagram przesunie¢ w rozszerzonym dylemacie wieznia. Strzatki pochodzace od roz-

nych graczy spotykaja sie w trzech polach, gra ma zatem trzy punkty rownowagi.
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Zgodnie z definicja, sytuacje, w ktorych zadnemu z graczy nie oplaca sie zmienic¢ swojej strategii,
jezeli nie uczyni tego tez rywal, to punkty rownowagi. W przedstawionej grze mozna znalez¢ 3

punkty réwnowagi Nasha:
1. DgDgp
2. DaDy
3. DapDap

Mozna zauwazy¢, ze kazde z tych rozwigzan wymaga przyznania sie co najmniej jednego z gra-
czy, w zwiazku z tym gracze traca szanse na tup. Dwa z nich opieraja sie na doniesieniu

na gracza, ktory sie przyznaje, a trzecie polega na przyznaniu si¢ i wydaniu wspolnika.

Przedstawione punkty réwnowagi nie sg paretooptymalne, gwarantuja one w najlepszej sy-
tuacji wyptaty F' oraz U, a sytuacja DoDy daje wyplaty R/2 obu graczom, czyli, w mysl
warunku , dla kazdego z nich jest to bardziej korzystne. Rapoport w swoim opisie dyle-
matu wieznia podstawil warunek , ktory ustanawial strategie Milcze¢ - Milczeé jako jedyna
korzystna kooperacyjnie. Réwniez w rozszerzonej wersji stawia sie takie wymaganie. Jedyna
sytuacja, w ktorej przynajmniej jedna wyplata jest lepsza od tej przy milczeniu obu graczy,
jest sytuacja, w ktorej jeden milczy, a drugi go zdradza. Nalezy narzuci¢ taki warunek, by,
w przypadku wielokrotnej gry, graczom nie optacalo sie naprzemienne zdradzanie i milcze-
nie. Zatem $rednia wyptata gracza przy DoDy powinna by¢ wieksza od $redniej wyplaty przy
naprzemiennym donoszeniu na partnera i milczeniu:

P+ R
2

R/2 > (11)

I to wlasnie jest odpowiednikiem drugiego warunku Rapoporta dla rozszerzonego dylematu
wieznia. Warunki i okreslaja punkty réwnowagi w prezentowanej grze i gwarantuja,

ze obopolne milczenie jest najkorzystniejszym kooperacyjnie rozwigzaniem.

3.3 Wartosci wyplat

Na potrzeby dalszej analizy rozszerzonego dylematu wieznia nalezy okresli¢ konkretne wartosci

wyplat. Baza do ich okreslenia beda przedstawione w poprzedniej czesci warunki.

Wyptata R/2 jest podzialem lupu R na dwoch graczy, w zwiazku z tym warto$¢ R/2 bedzie

potowa wartosci R:

R
R/2 = 3 (12)
Korzystajac z tego oraz z warunku ((10)):
R



a to doprowadza do wniosku, ze:

R/2 >0 (14)

oraz

R>0 (15)

Korzystajac z drugiego warunku i podstawiajac do ([L11)):

R P+R
— 1
5~ 3 (16)
co doprowadza do:
P <0 (17)

Dodatkowo mozna zazadaé¢, by wartos¢ oczekiwana wyptaty przy zalozeniu réwnego prawdo-
podobienstwa kazdej decyzji rywala byla taka sama. Zalozenie to mozna uzasadni¢ brakiem
znajomosci drugiego gracza, ktory cheac osiagnaé rozwigzanie paretooptymalne bedzie milczat
lub chcac osiagnaé¢ ktorys z punktow réwnowagi przyzna sie lub doniesie. Oznaczajac przy
tym warto$¢ oczekiwana wyplaty przy decyzji dec jako E'V (dec) mozna zapisa¢ wartosci ocze-
kiwane wyptat przy konkretnych decyzjach, uznajac kazdy wybor rywala za réwnie mozliwy,

z perspektywy gracza A w postaci:

EWD@=%¢§+F+P+P] (18)
EWDQ:£¢U+U+U+UMJI (19)
EWDw:iﬂR+F+P+H (20)
BV(Das) = 1 04U +U+U] = U (21)

Z powyzszych roéwnan wynika, ze osiggniecie roéwnosci wszystkich wartosci oczekiwanych jest nie-
mozliwe, poniewaz wymagaloby zerowania wartosci R, a to w mysl warunku (15 nie moze mie¢
miejsca. Zawsze warto$¢ oczekiwana zwigzana z doniesieniem na rywala bedzie wieksza od tej
zwigzanej z milczeniem. Mozna natomiast przyrownaé¢ wartosé oczekiwana donosu na rywa-

la z przyznaniem si¢ lub z przyznaniem i doniesieniem.
EV(Dg)=EV(Ds) = EV(Dap) (22)

Prowadzi to do okreslenia wartosci wyplaty U:

R+ F+2P
U:% (23)

Korzystajac z udowodnionego we wstepie twierdzenia o grach strategicznie rownowaznych, po-

mnozenie wyplat gracza przez dodatnia stala, a takze dodanie do wyptat gracza statej nie
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zmieni punktow réwnowagi w grze. W zwigzku z tym, omawiana gre mozna przedstawi¢ w po-
staci strategicznie rownowaznej gry, w ktorej ustalone sg dwie wartosci wyptat, poniewaz bedzie
mozna dobraé¢ tak wartodci tych statych, by dwie wybrane wyptaty miaty konkretne wartosci.
Niech zatem:

F=0 (24)

P=-1 (25)

Dobranie zerowej wartos$ci do wyptaty zwiazanej z wolnoscig wynika z tego, ze gracz nie otrzy-

ma ani tupu, ani kary. Wartosé¢ kary wiezienia zostala ustalona tak, by spelniata ((17]).

Na podstawie (24) oraz (25) mozna doprecyzowa¢ wyplate U wynikajaca z (23):
R—2
U=_"~_"= 26
. (26)

Poniewaz U < F, to U < 0. Z drugiej strony U > P, wiec U > —1. Wprowadzajac te
ograniczenia do (26):

—1<R;2<0 (27)
A to prowadzi do okreslenia przedzialu wartosci dla R:
—2<R<2 (28)
ale R > 0, zatem:
0<R<2 (29)

Na rysunku 4| przedstawiono mozliwe wartosci wyptat w zalezno$ci od wartoséci wyptaty R.
W miare wzrostu wartosci R, rosng roznice miedzy wyplatami, jedynie roznica miedzy wolnoscia
F a niewielky kara U sie zaciera. Zdecydowano sie przyjaé warto$¢ wyplaty R rownej wartosci

w Srodku przedziatu dozwolonego. W zwiazku z tym ostateczne warto$ci wyptat wynosza:

e R=1
e R/2=3
e =0
«U=_1!
o P=-1
Oczywiscie spelniony jest warunek (10)), poniewaz:
R:1>R/2:%>F:0>U:—E>P:—1 (30)
oraz warunek (1)), poniewaz:
R/2:%>_12+1:P—£R (31)

I gra przyjmuje postaé jak w tabeli [6]
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Rysunek 4: Zalezno$¢ wartosci wyplat od wartosci wyplaty R przy uwzglednieniu warun-

kow omawianego problemu.

Tabela 6: Rozszerzony dylemat wie¢znia z liczhowymi wartosciami wyptat graczy. W wierszach

strategie gracza A, w kolumnach strategie gracza B.

D Dg Dy Dap
Dy 1 0; 5 | -1;1 | -1;=
—1 . -1 . =1 —1 —1 —1
Da | 750 555 730 | 557
Dp | 1;-1]0;3 | -1;-1|-1;F
—1. -1 . =1 —1 . -1 . -1
Dap | sV gs5 |72V 357

3.4 Reputacja w spoleczenstwie

Rozszerzony dylemat wieznia nie jest tylko modelem pasujacym do konkretnej historii. Pa-
trzac szerzej, jest opisem zachowania cztowieka w spoteczenistwie w sytuacji wyboru miedzy do-
brem wlasnym, dobrem kolektywnym, rozwigzaniami bezpiecznymi i rozwigzaniami bezpieczno-
agresywnymi (histerycznymi). Gracz kierujacy sie dobrem wlasnym bedzie donosil na rywala,
a dobrem kolektywnym - milczal. Rozwigzaniem bezpiecznym jest przyznanie sie, a bezpieczno-
agresywnym przyznanie sie i doniesienie. Wraz z takim spojrzeniem, przychodzi potrzeba zba-
dania rozszerzonego dylematu wieznia w okreslonych spotecznosciach, w ktorych gracze wcho-
dzg w ciggle interakcje rozgrywajac rozszerzony dylemat wieznia. Zbiér graczy, ktorzy beda
rozgrywaé ze sobg dwuosobowe gry w rozszerzony dylemat wieZnia nazywany bedzie spote-

czenstwem.
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Bezposrednio z gry wynika, ze gracze woleliby za przeciwnika mie¢ kogos, kto nie zdradza swo-

jego partnera. Sa ku temu trzy powody:

e gracz nie musi rozwaza¢ przyznania si¢, poniewaz nie zostanie obciazony zeznaniami

wspolnika;
e jest szansa na osiggniecie rozwigzania paretooptymalnego;
e jest szansa na wykorzystanie okazji i zgarniecie catego tupu;

Natomiast woleliby unikna¢ kogo$, kto zdradza, poniewaz racjonalng odpowiedzig na zdrade
jest przyznanie sie¢ lub przyznanie si¢ i zdrada, a to daje zawsze wyplate U - druga najmniej
korzystna z mozliwych. Wprowadza sie w zwigzku z tym parametr S nazywany reputacja, ktory
okresla gracza i bezposrednio wynika z jego wyboréw w poprzednich grach. Reputacje gracza po
n grach, w ktorych dy razy milczal, d, razy doniést na rywala i d,;, razy przyznal sie i doniost

okresla wzor:
! [
n

f=—"ldo—d— %dab] (32)

Bezposrednio z tak zdefiniowanej reputacji wynika przedzial wartosci tego parametru.
poel-11 (33)

Jasne jest, ze gracz, ktory zawsze zdradza bedzie mial reputacje 5 = —1, a ten, ktory zawsze

milezy 8 = 1. Gracz, ktory tylko sie przyznaje bedzie mial reputacje 5 = 0.

Kooperantem w spoteczenstwie nazywany bedzie gracz, ktory milczy i nie wydaje ani siebie,
ani partnera. Jak zaznaczono wczesniej, reputacja takiego gracza bedzie osiagaé¢ warto$¢ mak-
symalng, Buooperant = 1.

Zdrajca w spoleczenstwie nazywany bedzie gracz, ktory zdradza partnera nie wspomina-
jac o swoim udziale. Jego reputacja przyjmowaé bedzie wartos¢ najmniejsza z mozliwych
Bzdrajea = —1.

Uleglym w spoleczenstwie nazywany bedzie gracz, ktory ulega presji i wybiera bezpieczne
rozwiazanie przyznania si¢. Jego reputacja Byeqy = 0.

Histerykiem w spoteczenstwie nazywany bedzie gracz, ktory ulega presji i przyznaje sie,
ale przy okazji wydaje wspolnika. Reputacja takiego gracza Bhisteryr = —%.

Tak okreslonym charakterom mozna przypisa¢ odpowiednie role w spoltecznosci. Kooperanci sa
skoncentrowani na réwnym podziale tupu, nie donoszg, sa zerem dla zdrajcow. Ci natomiast,
w imie wlasnego zysku, wykorzystuja kooperantow. Ulegli sg biernymi obserwatorami, wyda-
jacymi ciche zezwolenie na dziatania zdrajcéw. Histerycy jasno wystepuja przeciw zdrajcom.

Ich zachowanie jest wymierzone w dziatania zdrajcéw - po pierwsze nie dajg sie wykorzystac

(przyznaja sie), po drugie atakuja zdrajce (donosza). Mozna przypisa¢ im role karzacych [10],
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ktorzy rezygnuja z zysku na rzecz wymierzenia kary. Badania [10] pokazuja sktonnosé ludzi do
tego typu zachowan. I chociaz takie podejicie zniecheca nowych do bycia zdrajca, to rykoszetem
obrywaja kooperanci. Mimo, ze opisane dziatanie ma wymiar kary, to przypomina naci$niecie
wszystkich przyciskow w nieznanej maszynie, stad rola pelniona w spoteczenstwie nie powinna

przystania¢ znamion dziatania histerycznego.

Rozwazmy spoteczenstwo sktadajace sie tylko z kooperantow. W takim spoteczenstwie jedyne
pojedynki miedzy graczami to pojedynki wzajemne kooperantow. Z faktu, ze kooperant zawsze
gra Dy wynika, ze wynikiem pojedynkéw beda podziaty tupu. Gracze po kazdym pojedynku
zyskaja R/2 = % Srednia wyptata kooperanta na jedna gre bedzie stata. Rowniez reputa-

cja $rednia spoteczenistwa bedzie na niezmiennym poziomie § = 1.

Takie spoteczenstwo jest tatwym celem dla zdrajcy. Rozwazmy pojawienie sie jednego zdraj-
cy w spoteczenstwie ztozonym z kooperantéw, na tym etapie nie jest istotne czy jest to no-
wa osoba w spoteczenstwie, czy tez ktorys z kooperantéw wyczut szanse na zwiekszenie swojej
wyplaty. Niech spoleczenstwo sktada sie z N — 1 kooperantéw i jednego zdrajcy. Oprocz poje-
dynkéw kooperant - kooperant pojawi sie pojedynek kooperanta ze zdrajca. Zdrajca w takim
pojedynku doniesie na milczacego kooperanta. Wynikiem gry beda wyptaty: P = —1 dla ko-
operanta oraz R = 1 dla zdrajcy. Z racji tego, ze dla zdrajcy nie bedzie innej mozliwosci
pojedynku, jak pojedynek z kooperantem, zdrajca bedzie $§rednio zarabial R = 1 na pojedynek.
Sredni zarobek kooperanta zalezny jest od tacznej liczby kooperantéw w spoteczeiistwie. Row-
niez reputacja zalezy od liczby kooperantow, im wiecej, tym blizsza bedzie wartosci 1. Zalezno$c¢
sredniej reputacji spoteczeristwa w zaleznosci od liczby graczy N prezentuje wykres ol Na re-
putacje spoteczenistwa bedzie skladato si¢ N — 1 reputacji kooperanta Siooperant = 1 oraz jedna
reputacja zdrajcy B.arqjea = —1:

N-1)-1 N —2
Bspol.srednio = ( N) = N (34)

Srednia wyplata kooperanta na gre bedzie mniejsza niz w przypadku, gdy spoteczeiistwo skta-

dato sie tylko z kooperantow ze wzgledu na pojedynek kooperant - zdrajca, na ktérym kooperant

traci. Prawdopodobienistwo tego, ze dany kooperant trafi na zdrajce jest réwne ﬁ
N2
N—1’

, & na innego

kooperanta w zwigzku z tym wartosé¢ oczekiwana wyptaty kooperanta na jedna gre wynosi

N—2
Zalezno$¢ wartosci oczekiwanej wyptaty kooperanta od liczby graczy w takim spoteczenstwie
przedstawia rysunek [6] Wyplata zdrajcy jest wigksza niz $rednia wyplata kooperanta. Moz-
na przypuszczaé, ze w takim spoleczenistwie bedzie (znéw nie wchodzac w sposob) pojawiac sie wie-
cej zdrajecow. Ale im wiecej zdrajcow, tym szansa na pojedynek zdrajca - zdrajca bedzie co-

raz wieksza, a przy takim starciu obaj traca (wyplaty P = —1 dla obu). Powstaje zatem pytanie
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Rysunek 5: Srednia reputacja spoleczenstwa zlozonego z jednego zdrajcy i N — 1 kooperan-

tow w zalezno$ci od liczebnosci spoteczeristwa.
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Rysunek 6: Warto$¢ oczekiwana wyptaty kooperanta w spoteczenstwie zlozonym z jednego
zdrajcy i N — 1 kooperantow w zalezno$ci od liczebno$ci spoteczenstwa. Im wiecej graczy, tym

blizsza jest wartosci R/2 = 1.

29



czy mozna zbudowac takie spoleczenstwo zlozone ze zdrajcoéw i kooperantow, w ktérym zdraj-

ca nie zarabia wiecej od kooperanta.

Rozwazmy spoteczenistwo ztozone z 2z zdrajcéw oraz N — z kooperantoéw. Jasne jest, ze

N>z>1 (36)

N—2—1
N-1

Szansa kooperanta na gre z drugim kooperantem wynosi , poniewaz jest N — z koope-

rantoéw, ale nie mozna gra¢ z samym sobg, natomiast szansa na pojedynek ze zdrajcg wynosi

z
N-1"

otrzymuje wyplate P = —1. Stad wartos¢ oczekiwana EVj wyplaty kooperanta w grze w takim

W pojedynku z kooperantem obaj otrzymuja R/2 = %, a przy grze ze zdrajca kooperant

spoteczenstwie wynosi:
N—-—z—-1 1 . z (—1) (37)
N -1 2 N-1

Szansa zdrajcy na gre z drugim zdrajca wynosi ]f,;fl, poniewaz jest z zdrajcow, a nie mozna grac

N—=z
N—-1"

EV, =

z samym soba, a szansa na pojedynek z kooperantem wynosi Na pojedynku z kooperantem
zdrajca zyskuje R =1, a z drugim zdrajca P = —1. Wartos$¢ oczekiwana EV, wyplaty zdrajcy

w takim spoteczenistwie jest réwna:

z—1 N —z
EV, = -1 -1 38
1 DTy (38)
Przyréwnujac do siebie oraz :
1 N—-2z-1 1
. —2l=—— [N—2z—2—-1
e = I -2 ) (39)
Dzielac obie strony réwnania przez ﬁ otrzymamy:
N 3 1
———=z —==N-2z—-1 4
5 5% T3 z (40)

Po dodaniu do obu stron réwnania wyrazenia 2z — % + % otrzymamy:

1 1. 3
=N+ Z 41
5F =3V Ty (41)

Ostatecznie:
z2=N+3 (42)

co jest sprzeczne z warunkiem (36, zatem nie ma takiego spoleczenistwa zdrajcow i koope-
rantow, w ktorym wartos¢ oczekiwana ich wyptat jest rowna. Wartosci oczekiwane wyptat

kooperanta i zdrajcy w zaleznosci od liczebnosci obu grup przedstawiaja wykresy [7] oraz [§]

Na tej podstawie mozna wysnué¢ wniosek, ze w takim spoteczenstwie ztozonym tylko ze zdraj-
cow 1 kooperantow, jezeli dopuscimy mozliwoéé dotaczenia nowych osob, stosunek liczby zdraj-

cow do kooperantow bedzie w miare ewolucji spoleczenistwa rost, co doprowadzi do zaniku
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Rysunek 7: Warto$¢ oczekiwana wyplaty kooperanta w spoleczenstwie zlozonym ze zdraj-
cow 1 kooperantéw w zaleznosci od liczebnoéci obu grup.
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Rysunek 8: Wartoéé¢ oczekiwana wyplaty zdrajcy w spoteczenstwie ztozonym ze zdrajcow i ko-
operantéw w zaleznosci od liczebnosci obu grup.
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kooperantow w spoteczenstwie. Mozna powiedzieé, ze strategia kooperacji nie przetrwa ewolu-
cji spoleczenstwa, nie jest zatem to strategia stabilna ewolucyjnie. Straffin [4] okreslit warunek,
ktory definiuje strategie stabilng ewolucyjnie:

strategia strat; jest stabilna ewolucyjnie, jezeli jakakolwiek inna strategia strats nie daje lepszej
wartodci oczekiwanej wyplaty, gdy prawie wszyscy graja straty, a niewielka grupa gra strats.

Strategia zdrajcow bedzie strategia stabilng ewolucyjnie.

3.5 Spoleczenstwo rozrastajace sie

W poprzedniej czesci odnotowano, ze korzystnym wyborem w otoczeniu kooperantow jest
zdrada. Rozszerzony dylemat wieznia daje jednak wiecej opcji niz tylko kooperacja i zdra-
da. W rozwazanym spoteczenstwie rozrastajacym sie pod uwage zostana wziete tez strategie
przyznania si¢ oraz przyznania i doniesienia. Spoleczeristwo graczy bedzie budowane wedtug

nastepujacych zasad:

1. stalos¢ charakteru - gracze nie beda mogli zmienia¢ swojego charakteru w trakcie gry;

Gracz moze by¢ kooperantem, zdrajca, ulegtym lub histerykiem.
2. determinacja decyzji - decyzje, jakie podejmuja gracze w grze wynikaja z ich charakteru;
3. rozrost spoleczenistwa - co runde do spoleczenstwa dotacza nowy gracz;

4. kryterium wartosci oczekiwanej - nowy gracz ma taki charakter, jaki jest najbardziej ko-
rzystny dla niego w spoleczeristwie w momencie dotaczenia, w przypadku réwnosci war-
tosci oczekiwanej wyptaty dwoch charakterow, gracz wybiera ten, ktory wiaze sie z lepsza

reputacja;

5. kooperacja poczatkowa - na poczatku spoteczenstwo sktada sie z £ > 0 kooperantow,

z = 0 zdrajcow, u = 0 ulegtych i h = 0 histerykow.

Wartosé oczekiwana wyptaty dla wyboru uleglego i histeryka jest taka sama, rowna U - jest to
rozwigzanie bezpiecznie. Oba te wybory maja jednak inny wplyw na wyplaty bedacych juz
w spoleczenstwie oraz reputacje spotecznosci. Ze wzgledu na réwnos$¢ wartosci oczekiwanych,
ciezko o wybor miedzy nimi, dlatego obie wersje beda rozwazone osobno. Jako pierwsza, wer-
sja z ulegtymi. Na starcie w spoteczenistwie sa sami kooperanci. Dotaczajacy do nich gracz roz-
waza jaki charakter bytby dla niego najkorzystniejszy. Wartosé oczekiwana wyboru charakteru
charakter oznaczono EV (charakter). Poniewaz jedyne pojedynki, jakie mozne rozegra¢ w tym

spoteczenstwie to pojedynki z kooperantami, to:

EV (kooperant) = R/2 — % (43)

EV(zdrajca) = R =1 (44)
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1
EV (ulegly) =U = ~2 (45)

Wynika z tego, ze pierwszy dotaczajacy bedzie zdrajca, poniewaz wartos¢ oczekiwana wyptaty
bedzie wtedy najwieksza. Zatem po pierwszej rundzie spoteczenstwo sktadac sie bedzie z k ko-

operantéw i z = 1 zdrajcow.

Wykazano wczesniej, ze nie ma takiej kombinacji zdrajcow i kooperantéow, przy ktorej opta-
catoby sie nowemu by¢ kooperantem. Mozna wnioskowaé, ze w spoleczenstwie bedzie zatem
przybywato zdrajcow. I bedzie tak az do momentu, w ktérym warto$¢ oczekiwana wyplaty
przy byciu zdrajca osiagnie poziom wartoSci oczekiwanej wyptaty ulegtego. W sytuacji, gdy
beda réwne, nowy bedzie ulegly, poniewaz to wiaze sie z lepsza reputacja. Warto$é oczekiwana

wyplaty nowego zdrajcy w spoleczenstwie k kooperantow i z zdrajcéw mozna obliczy¢:

k z k— 2z

EV(zdrajca) = — = 46
(zdrajca) k+z kE+z k+4+=z (46)
Korzystniejsza stanie sie strategia ulegtego, gdy:
EV(ulegly) > EV (zdrajca) (47)
1 k—=z
= > 48
4~ k+=z (48)
Mnozac stronami przez —4 - (k + z), pamietajac o zmianie znaku, otrzymamy:
k+z < —4k + 4z (49)
Co prowadzi do warunku:
ok < 3z (50)

Zapisany w innej formie warunek okresla pojawienie sie pierwszego uleglego w spoteczeni-

stwie. Pierwszy ulegly pojawi sie, gdy liczba zdrajcow osiggnie:

z > gk (51)

Na tym etapie mamy spoteczenstwo zlozone z k kooperantow, z = gk zdrajcow oraz u = 1

uleglego. W zwiazku z tym Srednia reputacja spoteczenstwa jest rowna:

B k— 2z B k—%k‘ L 2k
_k+z+1_k+§k+1_ 8k +3

s (52)

Na poczatku reputacja $rednia byta rowna 1, poniewaz spoteczenstwo sktadalo sie z samych
kooperantow (ktorych reputacja wynosi 1), w miare dotaczania zdrajeéw spadalo i osiggneto

wartos¢ ujemng.
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Analizujac dalej rozrost spoleczenstwa nalezy uwzgledni¢ przy obliczaniu wartosci oczekiwane;j
wyplat obecnos¢ uleglego w spoleczeristwie. Mozliwe beda nowe starcia: kooperant - ulegly
oraz zdrajca - ulegly. Analiza staré¢ uleglych nie jest konieczna, poniewaz ulegli zawsze otrzymuja
te sama wyptate. Na wymienionych potyczkach kooperanci i zdrajcy zarabiaja F' = 0. Wzory

na wartoéci oczekiwane wyptat przyjmujg postac:

k_
EV (kooperant) = ﬁ (53)
2
E—
EV(zdrajca) = ﬁ (54)
1
EV (ulegly) = ~1 (55)

Na obecnym etapie mamy: k kooperantow, z = gk; zdrajcow oraz u = 1 uleglych. Uwzgledniajac
to, wzory i przyjma posta¢ odpowiednio:

EV(k t) il [ (56)
ooperant) = = -
P F+3k+1  8k+3
EV (zdrajca) = k—gk ___2 (57)
T T T k1T 8k +3
Z (b6) i (57) wynika, ze kolejnym w tym spoteczenistwie bedzie zdrajca, poniewaz:
BV (zdrajea) = ——2— ~ X _ BV (uiegly) > BV £) (58)
zdrajea) = —g—— i ulegly ooperan

Stan graczy wyniesie: k kooperantow, z = %k + 1 zdrajcow oraz u = 1 uleglych. Wzory
i przyjma posta¢ odpowiednio:

E—(Ck+1) 7k +3
EV(k t) = -2 3 =— 99
(kooperant) PP Sk 6 (59)
k—(2k+1 2k
EV(zdrajca) = (Gk+1) 3 (60)

T ktk+l+1l 8k+6
v/ i wynika, ze kolejnym w tym spoteczeristwie bedzie ulegty, poniewaz:

2%+3 1
- —~ = EV(ulegl 1
shiag < 1= EVidegly) (61)

EV (zdrajca) =

Stan graczy wyniesie: k kooperantow, z = gk + 1 zdrajcoéw oraz u = 2 ulegtych. Juz na tym
etapie widac¢, ze kazdy nowy zwiecksza mianownik wyrazenia o 3, a jezeli jest to zdrajca,
to licznik réwniez zwicksza sie o 3. Warto$é¢ oczekiwana wyptaty kooperanta zmienia sie¢ w po-
dobny sposob, ale jest ona wyraznie mniejsza od zdrajcy lub ulegtego, wiec ten charakter nie
bedzie brany przez nowego pod uwage. Tabela [7] prezentuje kilka kolejnych krokéw rozbudowy

spoteczenstwa. Na podstawie tabeli mozna wyciagna¢ wnioski:
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Tabela 7: Wartosci oczekiwane wyptat graczy przy obraniu strategii zdrajcy przy rozbudowie
spoteczenstwa od stanu k kooperantow, z = gk zdrajcow, u = 1 ulegltych. W ostatniej kolumnie

okreslono charakter nowego.

z u | EV(zdrajca) | nowy

gk: 1 —% > —% zdrajca
gk +1]1 —?]z—ig < —% ulegly
gk; +1(2 —;i—ig < —% ulegtly
gk +11]3 _8215—:132 < _%‘ ulegly
2h+1 4 —Szkkjlgg) > —1 | zdrajca
k42| 4] —gHL < —1 | ulegly
2k+2 |5 | — 82:;61 < —1 | ulegly
sh+26 | —g5h < —1 | ulegly
k42 |7 —82kkj267 > —1 | zdrajca

1. nowy bedzie przybieral charakter zdrajcy raz na cztery rundy, a ulegtego w trzech na czte-

ry kolejne gry;
2. wartosci oczekiwane wyplat nowych graczy beda oscylowaty wokot —}1;

Mozna w zwiazku z tym oczekiwac, ze liczba uleglych zréwna sie z liczba zdrajcow. Od mo-
mentu pojawienia sie pierwszego uleglego, populacja zdrajcow bedzie rosta trzykrotnie wolnej
od uleglych, ale ulegtych bedzie o gk mniej na poczatku. Usredniajac, populacja zdrajcow rosnie
0 i zdrajcy na gre, a uleglych o % ulegtego na gre. Jezeli przez x oznaczymy liczbe gier rozegra-
nych od pojawienia sie pierwszego uleglego, oczekujgc rownosci tych populacji, mozna napisac

rownanie:

3 5 1
=2 - 2
i 3/{+4x (62)

Rozwiazaniem tego roéwnania jest x = 1—??/’{, zatem potrzeba 13—0k + %k = 5k gier, by zréwnac
populacje uleglych i zdrajcow. Zdrajcow bedzie wtedy z = gk + }l . %k = 2.5k, podobnie jak
uleglych u = % : 1—3% = 2.5k.

W miare dalszego rozrostu spoteczenstwa, liczba zdrajcow i ulegtych bedzie zmierza¢ do osia-

gniecia stanu, w ktorym £ << z, wtedy zdrajcy i ulegli beda dzieli¢ spoteczenstwo w stosunku

L3, czyli z = § >> k Wartos¢ oczekiwana wyplat kazdej grupy spolecznej si¢ zréowna,
poniewaz:
—z 5 1
EV(k t) = =—-3 -z 63
(kooperant) P oy 1 (63)
EV (zdrajca) = — : (64)
zdrajca) = =—-
J zZ+u 4
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1
EV (ulegly) = ~2 (65)
Natomiast reputacja $rednia spoteczenistwa wyniesie:

Bspol = _i (66)

Poniewaz wktad bedzie pochodzit od zdrajcow, ktorzy stanowia ¢wieré spoleczenstwa.

Dla przyktadu oméwmy spoteczenstwo, ktore na poczatku sklada sie z £ = 300 kooperan-
tow. Zgodnie z rozwazaniami, zdrajcy powinni pojawiaé sie do momentu az ich liczba osiagnie
z = gk; = 500, wartos$¢ oczekiwana wyplaty nowego do tego momentu prezentuje rysunek @
Mozna zauwazy¢, ze wartos¢ oczekiwana wyplaty jest najwicksza wtasnie u zdrajcy, co ttuma-

czy przyrost graczy o tym charakterze.

Kolejnym etapem bedzie naprzemienny wzrost spoteczenstwa uleglych i zdrajcow w stosunku
3:1, apo bk = 1500 gier powinno by¢ ich tyle samo. Rozw6j grup w spoleczenstwie prezentuje

rysunek [10]

Oczekuje sie, ze wyplaty ulegtych i zdrajcéw od momentu pojawienia sie ulegtych beda sie prze-
nikaty, a w miare rozrostu spoteczenstwa wraz z wyplatami kooperantéw ustabilizujg sie na po-
ziomie —0.25. Ilustruje to rysunek a oscylacje wyptat zdrajcy wokot wartosci wyptaty ule-

glego mozna zobaczy¢ na rysunku

Wazna role, nie tylko ze wzgledu na wyréwnywanie wyplat, pelnia ulegli. Ich obecno$¢ utrzy-

muje reputacje spoleczenstwa, ktéora w momencie, gdy z = gk: spadta z poczatkowego 1
do Bspar = ki;zru = —}L. Zmiane reputacji sredniej przyktadowego spoteczeristwa prezentuje
rysunek [13]

Na podstawie zmiany liczebnosci grup w spoteczenstwie mozna stwierdzi¢, ze zadna prezen-
towana strategia nie przetrwa proby czasu - ewolucji spoleczenistwa. Nie bedzie przybywac
kooperantow, a zdrajcy i ulegli beda naprzemiennie liderami w wyplatach. Raz na 4 gry li-
derem bedzie zdrajca, a w trzech przypadkach ulegly. Skoro w 0.75 przypadkéw najlepszym
wyborem jest przyznanie sie, a w 0.25 przypadkéw - zdrada, to strategia stabilng ewolucyjnie
bedzie strategia mieszana, polegajaca na zdradzie w 1 grze na 4 i przyznaniu si¢ w trzech po-

zostalych.

Rozwazania, gdy zamiast ulegtego mamy histeryka, nie r6znia si¢ do momentu pojawienia sie
pierwszego o takim charakterze, czyli przy z = %k Po6zniej jednak, zamiast naprzemiennego

pojawiania sie zdrajcow i ulegtych, pojawia sie sami histerycy. Wiaze sie to z tym, ze sa oni
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Rysunek 9: Warto$¢ oczekiwana wyplaty nowego w zaleznosci od wybranego charakteru dla spo-

teczenistwa poczatkowego 300 kooperantow.
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Rysunek 10: Zmiana liczebnosci grup spotecznych w ciagu kolejnych gier dla spoteczenstwa po-

czatkowego 300 kooperantow.
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Rysunek 11: Warto$¢ oczekiwana wyplaty nowego w zaleznosci od charakteru w ciggu kolejnych

gier dla spoteczenstwa poczatkowego 300 kooperantow.
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Rysunek 12: Oscylacje wartosci oczekiwanej wyptaty zdrajcy wokot wyptlaty uleglego przy

punkcie, w ktorym pojawia sie pierwszy ulegly w spoteczenstwie.
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Rysunek 13: Zmiana $redniej reputacji spoteczenstwa w ciagu kolejnych gier dla spoleczen-

stwa poczatkowego 300 kooperantow.

odbierani jak zdrajcy (catkiem stusznie, przeciez zdradzaja), stad nie jest w interesie nowych
przyjmowanie strategii zdrajcow, poniewaz histerycy ich zdradza. Wartosci oczekiwane wyptat

mozna okresli¢é wzorami:

k 1 z h

E I _
V' (kooperant) T h 2 haesh hisih (67)
) k z h
Ev(ZdTa]ca)—k+z+h_k+z—|—h_k+z—|—h (68)
) 1
EV (histeryk) = —— (69)

4

Wartosci oczekiwane wyptaty w miare rozrostu spoteczenstwa w zaleznosci od decyzji przed-
stawia rysunek

Z tego bezposrednio wynika wzrost grupy histerykéow. Poniewaz zdrajcéw od momentu po-
jawienia sie pierwszego histeryka nie przybywa, liczebno$¢ obu grup zréwna sie po gk grach
od pojawienia sie pierwszego histeryka. W przyktadzie ze spoteczeristwem startowym zlozonym
z 300 kooperantoéw bedzie to przy grze numer 1000. Zmiane liczebnosci grup ilustruje rysu-
nek [15
Inaczej bedzie tez wygladaé¢ reputacja $rednia. Wezesniej ulegli mieli reputacje réwna zero, co

pozwolilo stabilizowaé¢ reputacje $rednia. Histerycy maja reputacja —%, a ze beda od pewnego
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Rysunek 14: Wartos$¢ oczekiwana wyplaty w zaleznosci od wybranego charakteru dla spote-

czenstwa poczatkowego 300 kooperantow.
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Rysunek 15: Liczebnosé grup w spoteczenstwie w ciggu kolejnych gier dla spoteczenistwa po-

czatkowego 300 kooperantow.
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Rysunek 16: Srednia reputacja spoteczeiistwa w ciagu kolejnych gier dla spoleczenstwa poczat-

kowego 300 kooperantow.

momentu jedyna grupa zwiekszajaca liczebnosé, to do takiej wartosci bedzie dazy¢ reputa-
cja $rednia spoteczenstwa - rysunek

Wszystkie miejsca zatamania przedstawionych funkcji wynikajg z pojawienia sie ulegtych lub
histerykow, ktorzy catkowicie zmieniaja dalsze losy populacji. Mozna na tej podstawie wnio-
skowac, ze wprowadzenie strategii, ktorymi graja ulegli lub histerycy byto zasadne i w rozra-

stajacym sie spoleczenstwie sa one wykorzystywane.

Okreslenie w tej sytuacji strategii stabilnej ewolucyjnie jest prostsze, skoro histerykéow bedzie
przybywaé bez konca, a inne grupy zostang od pewnego momentu na staltym poziomie liczeb-

nosci, to wlasnie histerycy beda wybieraé¢ strategie stabilng ewolucyjnie.

3.6 Spoteczenstwo o stalej liczebnosci

Innym rodzajem spolecznosci bedzie spoteczno$é zamknieta. Nie bedzie tu mozliwosci dotacza-
nia nowych, natomiast bedacy juz w spoleczenstwie beda zmieniali swoje charaktery. Jest to
gltowna zmiana wzgledem zasad budowy spoteczeristwa w poprzedniej czesci. Zasady rozwoju

spoteczenstwa beda nastepujace:

1. zmienno$¢ charakteru - gracze beda mogli zmienia¢ swoj charakter w trakcie gry; Gracz mo-

ze by¢ kooperantem, zdrajca, ulegtym lub histerykiem.
2. determinacja decyzji - decyzje, jakie podejmuja gracze w grze wynikaja z ich charakteru;
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3. rozwdj spoteczenstwa - co runde w spoleczenstwie, gracz, ktorego charakter daje naj-

mniejsza warto$¢ oczekiwang wyptaty zmienia charakter;

4. kryterium wartosci oczekiwanej - nowy charakter wybierany jest tak, by byt najbardziej
korzystny dla gracza w spoteczenstwie w momencie zmiany, w przypadku réwnosci war-
tosci oczekiwanej wyptaty dwoch charakterow, gracz wybiera ten, ktory wiaze sie z lepsza

reputacja;

5. kooperacja poczatkowa - na poczatku spoteczenstwo sktada sie z £ > 0 kooperantow,

z = 0 zdrajcow, u = 0 ulegtych i h = 0 histerykow.

Rowniez tym razem wprowadza sie rozroznienie na dwie grupy (uleglych i histerykow), na pocza-
tek analizowana bedzie grupa uleglych. Na podstawie wczesniejszych rozwazan mozna przypusz-
czaé, ze na poczatkowym etapie miejsce kooperantéw beda zajmowaé zdrajcy. Analiza wartosci
oczekiwanej wyptat potwierdzi to przypuszczenie. Tym razem pokazane beda wyrazenia opisu-
jace wartos¢ oczekiwana wyplaty przedstawiciela grupy charakteru, réwnania przyjma inng niz
poprzednio postaé¢, zmiana ta wynika z tego, ze przedstawiciel grupy spotecznej, ktorej wyptlaty

okredlamy jest juz w spoleczenstwie, a skoro nie moze pojedynkowaé sie z samym sobg to:

E—1 1 2 Bl _

EV(k = —mm— = — = 2 70
(kooperant) k+z+u 2 k4+z4+u k+z+4uw (70)
k z—1 k—z+1
EV (zdraj = — = 71
(zdrajca) k+z+u k+z+u k+z+4+u (71)

1
EV (ulegly) = ~2 (72)

Znow, nigdy wybor charakteru kooperanta nie bedzie lepszy od wyboru zdrajcy, poniewaz,

gdyby tak byto to musiatby by¢ spelniony warunek:

k-1
> k-z+l (73)

czyli
E—1>2k+2 (74)

a to nie bedzie spelnione dla k£ > 0.

Jasne jest w takim razie, ze gracze o charakterze kooperantéw beda zmienia¢ charakter na zdraj-
cow. Wykazano poprzednio, ze bycie zdrajcg przestaje sie optaca¢, gdy liczba zdrajecow wynosi
z= gk Zdrajcy stanowi¢ beda wtedy % = g spoleczenistwa, gdy zaczng pojawiac sie ulegli.
Wtedy wartosci oczekiwane wyptat beda wynosi¢:

k-1

5 —3k  Tk+3
k+2k 16k

EV (kooperant) =

(75)
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—gk+1  2k+3

EV(zdrajca) = ———— =
K+ 3k 8k

(76)

1
EV (ulegly) = 1 (77)

Wida¢, ze warto$¢ oczekiwana wyplaty kooperanta jest najmniejsza, bedziemy zatem obser-
wowaé dalszy zanik kooperantéw. W zwiazku z zanikiem kooperantéw mniej oplacalne sta-
nie sie tez bycie zdrajca, przybywaé bedzie ulegtych. W momencie, gdy ze spoteczeristwa znik-
ng gracze o charakterze kooperantow, liczebnos¢ grup bedzie nastepujaca: k = 0, z = gN,

zatem u = %N , gdzie przez N rozumie sie rozmiar spoleczenstwa. Wartosci oczekiwane wyptlat

Wyniosa:
N +1
EV (zdrajca) = — 8N _+1 (78)
1
EV (ulegly) = —2 (79)

Przybywaé¢ bedzie zatem uleglych kosztem zdrajcéw do momentu, w ktérym wartosci oczeki-

wane wyplat sie nie wyréwnaja. Wzory ogoélne na wartos¢ oczekiwana wyplaty beda wyglada¢

nastepujaco: .
Z R
E ca) = —
V(zdrajca) N1 (80)
1
EV (ulegly) = ~2 (81)

Z oraz mozna wywnioskowaé, ze wyrownanie siec wartosci oczekiwanych nastapitoby,
gdy z = %, ale ze wzgledu na to, ze liczebno$¢ grupy musi by¢ liczbg naturalng, ulegli i zdrajcy

podziela spoteczeistwo w stosunku 3 : 1. Wartosci oczekiwane wyptat wyniostyby:

1
EV (kooperant) = ~1 (82)

1
EV (zdrajca) = —1 (83)

poniewaz taka cze$¢ spoteczenstwa stanowia zdrajcy, brak jest kooperantow, a wyplata w po-
jedynku z ulegtym jest zerowa.
1

EV (ulegly) = ~21 (84)

Mozna oczekiwaé zatem, ze przy réwnej wartosci oczekiwanej wyplaty, pojawia sie kooperanci
za zdrajcow, poniewaz w takim przypadku decyduje reputacja. Jezeli jednak sie pojawi koope-
rant, to wzroSnie warto$¢ oczekiwana wyptaty zdrajcy, wiec ze spoteczenstwa odejdzie ulegly
(ma gorsza reputacje niz kooperant), a jego miejsce zajmie zdrajca. To ostabi pozycje koope-
ranta, a na jego miejsce pojawi sie ulegty. I znéw wyrownaja sie wartosci oczekiwane wyptat.

Cykl ten bedzie sie powtarzal.
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Rysunek 17: Zmiany liczebnosci grup w spoleczenstwie o stalej liczebnosci réznej o od wielo-

krotnosci liczby 4 zwickszonej o jeden. Tutaj poczatkowo k = 300.

W praktyce taka sytuacja bedzie mie¢ miejsce tylko, gdy rozmiar spoleczenistwa jest o jeden
wiekszy od wielokrotnosci liczby 4. Jezeli tak nie jest, to wyplata zdrajcy nie osiggnie war-
tosci —%, bedzie jedynie niewiele wieksza lub niewiele mniejsza, a to pozwoli na brak zmian
w spoleczenistwie, poniewaz gorsza opcja od bycia zdrajca, bedzie bycie ulegtym, w zwiazku
z tym ulegly zmieni sw6j charakter. Po odejsciu uleglego bycie zdrajca i kooperantem traci

na wartoéci, w zwiazku z czym najlepszym rozwigzaniem jest... bycie ulegtym.

Dla przyktadu, w spoleczenistwie, ktore sktadato sie poczatkowo z 300 kooperantéw, poniewaz
300 — 1 nie jest wielokrotnoscig czworki zobaczymy brak zmian w koficowym etapie ewolucji
spoteczenstwa - rysunek a w spoteczenstwie, ktore liczy 101 osobnikéw ostatnim etapem
ewolucji beda cykliczne zmiany liczebnosci - rysunek [18 Wartosci oczekiwane wyplat przedsta-
wia rysunek [I9 Gdy ulegli pojawiaja si¢ kosztem kooperantow, wartosé¢ oczekiwana wyplaty
zdrajcow weigz maleje, dopiero gry ulegli pojawiaja sie w miejsce zdrajcow, zaczyna rosnaé.
Srednia reputacja spoleczenistwa zmienia sie podobnie jak wyplaty zdrajcow, co obrazuje rysu-

nek 201

W spoteczenstwie, w ktorym sg histerycy sytuacja bedzie wygladac nieco inaczej. Histerycy sa
traktowani jak zdrajcy, a sami gwarantujg sobie bezpieczng wyptate, wiec gdy wartosé oczekiwa-
na wyplaty- rysunek 21]- zdrajcy spadnie ponizej bezpiecznego poziomu ugody, w spoleczeristwie

przybywaé bedzie tylko histerykéw az osiagna 100% udzialow - rysunek 22| Reputacja bedzie
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Rysunek 18: Zmiany liczebno$ci grup w spoteczeristwie o stalej liczebnosci rownej wielokrotnosci

liczby 4 zwiekszonej o jeden. Tutaj poczatkowo k£ = 101.
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Rysunek 19: Wartosci oczekiwane wyptaty graczy w zaleznodci od charakteru w ciagu kolejnych

gier w spoteczenstwie o stalym rozmiarze. Tutaj poczatkowo k = 300.
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Rysunek 20: Srednia reputacja graczy w spoleczenstwie w ciagu kolejnych gier w spoleczenistwie

stalym. Poczatkowo k = 300.
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Rysunek 21: Wartosci oczekiwane wyptaty graczy w zaleznodci od charakteru w ciagu kolejnych

gier w spoteczenstwie o stalym rozmiarze. Tutaj poczatkowo k = 300.
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Rysunek 22: Liczebno$¢ grup w ciggu kolejnych gier w spoteczenstwie o stalym rozmiarze. Tutaj

poczatkowo k = 300.
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Rysunek 23: Reputacja $rednia spoleczenistwa w ciggu kolejnych gier w spoteczenistwie o staltym

rozmiarze. Tutaj poczatkowo k = 300.
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spada¢ na poczatku ze wzgledu na pojawianie sie zdrajcow w miejsce kooperantow, a pdzniej
histerykow w miejsce kooperantow, ale gdy zdrajcy zaczna ustepowac histerykom bedzie zmie-

rza¢ do typowej dla spoteczeristwa ztozonego z samych histerykow wartoéé § = —% - rysunek .

Warte zauwazenia jest to, ze zaréwno spoleczenstwo rozrastajace sie, jaki i o stalym rozmiarze
podczas ewolucji zmierzaja do tych samych proporcji grup w spoleczenistwie. Spoteczenistwo

o stalym rozmiarze potrzebuje na to mniejszej liczby gier.

Roéwniez wnioski dotyczace strategii stabilnych ewolucyjnie beda takie same. W spoteczenstwie,
ktore sktada sie w %Z uleglych i % zdrajcow zadna mozliwa strategia nie daje wyniku lepszego
niz —0.25. Mozna wykaza¢, ze nie ma tez lepszego wyniku w strategiach mieszanych.

Niech z,y,z > 0 oznaczaja prawdopodobienistwo wyboru odpowiednio strategii kooperuja-
cej, zdradzajacej i ulegtej w pewnej strategii mieszanej. Oczywiscie x + y + z = 1. Wartosé

oczekiwana wyptaty wynosi wtedy:

BV =304 1 (-1) 4y 04 1 (-1 42(-7) = (e +y+2)(—5)  (89)

Na mocy zalozenia x +y + 2z = 1, zatem:

1
EVyy. = —2

1 (86)

Zadna strategia nie daje lepszej wyplaty od strategii 0.25 zdrady i 0.75 ulegtosci, co wiecej,
przy takim podziale wartos¢ oczekiwana wyplaty dotaczajacego do spoteczenstwa bytaby nie-

zalezna od jego charakteru.

W przypadku histerykéw sytuacja jest jasna - ta grupa bedzie grac¢ strategia stabilng ewolucyj-

nie.
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4 Paradoks Parrondo

4.1 Bohater w spoleczernistwach

Niech dane beda trzy spoteczenistwa: spoleczno$é A, spoleczno$é Bl oraz spolecznos$é
B2, w ktorych znajduja sie zdrajcy, kooperanci oraz ulegli w ustalonej liczebnosci. Bohate-
rem nazywany bedzie gracz, ktory rozgrywa gre przeciwko przedstawicielowi danej spoteczno-
$ci. Uwaga w tym rozdziale skupiona bedzie gtownie na bohaterze, stad nazwa tego gracza.
Rozgrywki miedzy innymi cztonkami spoleczenstwa nie bedg istotne. Obserwowany bohater nie
bedzie miat okreslonego charakteru, bedzie mogt dostosowywac¢ swoje decyzje do przeciwnika,

z ktorym gra. I tak, przeciwko:

e kooperantowi (5 = 1) zagra strategia zdrady, co pozwoli mu na zgarniecie calego tupu

R =1, ale bedzie miato negatywny wplyw na reputacje,

e zdrajcy (8 = —1) zagra strategia ugody, co pozwoli mu na obrone przed kara wiezie-

nia P = —1 i wyptate ugody U = _le

e uleglemu (8 = 0) zagra strategia milczenia, poniewaz nie ma mozliwosci wyplaty wiekszej

od F' =0, a taka otrzymuje przy kooperacji dodatkowo polepszajac swoja reputacje.

Strategie, ktorymi gra bohater sg najlepszymi wyborami przeciwko strategiom jego rywali.

Spoleczno$é A sklada sie z graczy ulegtych i zdrajcow, ktorzy stanowia zdecydowang mniej-
szo$¢ w tej grupie. Stosunek uleglych do zdrajcéw niech wynosi 499 : 1. Spolecznos$é B1
sktada sie z uleglych i zdrajcow, tym razem w réownej liczebnosci. Stosunek uleglych do zdraj-

cow wynosi 1 : 1. Spotecznos$é B2 sklada sie z ulegtych i kooperujacych w stosunku 8 : 1.

4.2 Gry w spoteczenstwach

Mozliwe sa dwie niezalezne gry: gra A oraz gra B. Gra A polega na pojedynku bohatera z prze-
ciwnikiem ze spoteczenstwa A, natomiast gra B na pojedynku z przeciwnikiem z jednego ze spo-

leczenstw B.

W grze A bohater stosuje w % przypadkow strategie kooperacji (w grach przeciw ulegtemu),

otrzymujac wyptate F' = 0, a reputacja pomnozona przez ilo$¢ rozegranych gier wzrasta o jeden

(w dalszej czesci parametr ten nazywany bedzie reputacja catkowita ¢), co wynika bezposrednio

ze definicji reputacji przy pomocy réwnania . Natomiast w ﬁ przypadkow bohater stosuje

strategie uleglego (w grze przeciwko zdrajcy), a taki pojedynek koriczy sie wyptata ugody
U= —i i brakiem zmian w reputacji catkowitej 0. W zwiazku z tym warto$¢ oczekiwana wy-
ptaty bohatera w grze A wynosi:

499 1 1
EVi— o2 04 — - (—=) = —0.0005 < 0 87
=500 Y500 0 < (87)
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Mozna stwierdzié¢, ze gra A jest gra przegrywajaca dla bohatera, poniewaz wartos¢ oczekiwa-
na wyptaty jest mniejsza od wyptaty neutralnej, ktéra w rozszerzonym dylemacie reprezentuje
F = 0. Rysunek [24] pokazuje jak zmienia si¢ srednio suma wyptat bohatera grajacego w gre A
w ciggu 200 gier.

W grze B gracz bedzie rozgrywat pojedynek z przedstawicielem spoteczeistwa Bl lub B2,
w zaleznosci od stanu reputacji catkowitej d. Jezeli reputacja caltkowita jest podzielna bez reszty

przez 3, to przeciwnik jest ze spoteczenstwa Bl, w przeciwnym wypadku - ze spoteczenstwa B2.

Spotecznosé Bl sklada sie z ulegtych graczy i zdrajcow w stosunku 1:1. Bohater w pojedyn-
ku z uleglym stosuje strategie kooperacyjna, co daje wyptate F' = 0, ale zwieksza reputacje
calkowita, natomiast w pojedynku ze zdrajcg sam jest ulegly, co daje wyptate U = _}1 1 nie
zmienia reputacji catkowitej. Wartoé¢ oczekiwana wygranej w pojedynku w spoleczenstwie Bl
wynosi

1
BV =5 (—)+50=—5 (88)

N | —

Spotecznosé B2 sklada sie z graczy ulegtych i kooperujacych w stosunku 8:1. Bohater w poje-
dynku z uleglym stosuje strategie kooperacyjna co daje wyptate F' = 0, a zwicksza reputacje
calkowita, natomiast kooperanta zdradza, co daje wyplate R = 1, ale zmniejsza reputacje
catkowita. Wartos¢ oczekiwana wygranej w pojedynku z przedstawicielem spoleczenstwa B2
WYnosi:

1

EVpp =g 145-0=1/9 (89)

©| o

W celu obliczenia wartoséci oczekiwanej wyplaty w grze B zostanie okreslona macierz przej-
Scia [I1]. Macierz ta bedzie okresla¢ prawdopodobienstwo przejscia miedzy wartoSciami sta-
néw reputacji. Element a;; macierzy A bedzie okreslal prawdopodobieristwo zmiany reputacji
ze stanu, w ktorym reszta z dzielenia reputacji przez 3 wynosi ¢ do stanu, w ktorym resz-
ta z dzielenia reputacji przez 3 wynosi j. Trzeci wiersz i trzecia kolumna odnosza sie do reszty
z dzielenia réwnej zero.

W grze A stan reputacji nie ma wplywu na przebieg gry. Niezaleznie od obecnej sytuacji,
reputacja bohatera po starciu z ulegtym wzrosnie o 1 (w tym pojedynku bohater gra koope-
racyjnie), a po pojedynku ze zdrajca zostanie na tym samym poziomie (bohater gra ugode).

499

Ze wzgledu na podzial spoleczefistwa A szanse na wzrost reputacji wynosza z35, a na pozo-

LO. Macierz przejscia w grze A wyglada zatem nastepujaco:

stanle na tym samym poziomie zo

20



W grze B, gdy reputacja catkowita jest bez reszty podzielna przez 3 mamy do czynienia z inna
gra, niz, gdy reszta z dzielenia wynosi 1 lub 2. Popatrzmy najpierw na te sytuacje, gdy resz-
ta z dzielenia wynosi 1 lub 2. Gra bedzie toczyla sie w spoteczenstwie B2, ktore w % stanowig
ulegli. W pojedynkach z nimi bohater gra kooperacyjnie, wiec jego reputacja catkowita wzrasta.
Pozostaly czesé spoteczenstwa stanowia kooperujacy, ktorych bohater zdradza, czyli zmniej-
sza swoja reputacje catkowita. W przypadku, gdy reszta z dzielenia reputacji catkowitej przez 3
wynosi 1 lub 2 otrzymamy % szans na spadek reputacji catkowitej, oraz % szans na wzrost re-
putacji catkowitej. Natomiast, gdy reszta z dzielenia reputacji catkowitej przez 3 wyniesie zero
(trzeci wiersz) bohater trafi do spoteczenstwa B1, ktore stanowia ulegli i zdrajcy w tej samej
liczebnoéci. Bohater bedzie mial zatem taka samg szanse na utrzymanie obecnej reputacji catko-
witej (po pojedynku ze zdrajca, w ktorym zachowa sie ugodowo) oraz na podniesienie reputacji
catkowitej (po pojedynku z ulegltym, gdzie zagra kooperacyjnie). Macierz przejscia w grze B

wyglada zatem nastepujgco:

0 8 1
B=:|1 0 8
45 0 4.5

Na potrzeby dalszej analizy zostang zdefiniowane dwa wyrazenia:

Stanem reputacji nazywana bedzie reszta z dzielenia reputacji przez 3. Jezeli reszta wynosi

zero, reputacja jest w trzecim stanie.

Wektorem stanu poczatkowego nazywany bedzie rozkltad prawdopodobienstwa poczatko-
111

wego stanu reputacji, w dalszej analizie przyjmie on postac |3, 3, 3, by nie wyréznia¢ zadnego

ze standw reputacji.

Mnozac wektor stanu poczatkowego przez macierz przejscia otrzymamy wektor opisujacy roz-
ktad prawdopodobienistwa kolejnych stanéw reputacji po jednokrotnej rozgrywce. Tak otrzy-
many wektor mozna jeszcze raz przemnozy¢ przez macierz przejscia, a wynik bedzie opisywat
rozktad prawdopodobienstwa kolejnych stanéw reputacji po dwukrotnej rozgrywce. Ostatecz-
nie, aby otrzymaé¢ wektor rozktadu prawdopodobienistwa stanéw reputacji po n rozgrywkach

nalezy wektor stanu poczatkowego przemnozy¢ przez macierz przej$cia w n-tej potedze.

Dla gry B, przy liczbie rozgrywek dazacej do nieskonczono$ci, otrzymamy wektor stanu
b, = [0.2709, 0.2408, 0.4883] (90)

Co oznacza, ze blisko potowa gier bedzie rozgrywana w stanie 3, czyli w spolecznosci B1, a tam

warto$¢ oczekiwana wygranej w pojedynku wynosi —%. Pozostale gry beda w spolecznosci B2,
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gdzie warto$¢ oczekiwana wygranej wynosi %. Zatem wartos¢ oczekiwana wygranej w grze B

WYnosi:
1 1 1
EVp =0.2709 - 9 + 0.2408 - 9 + 0.4883 - (—g) = 0.0301 + 0.0268 — 0.061 = —0.0041  (91)

Whiosek: gra B jest gra przegrywajaca, poniewaz warto$¢ oczekiwana wyplaty jest mniejsza od
wyplaty neutralnej /' = 0. Rysunek 25| pokazuje jak zmienia sie Srednio suma wyptat bohate-
ra w grze B w ciggu 200 gier.

4.3 Gra laczona

Gra taczona AB jest kombinacja gry A oraz gry B. Tutaj to, czy gracz trafia do spoteczenstwa A,
czy jednego ze spoteczenstw B zalezy od losowania, w ktorym gra A oraz gra B maja takie same
szanse wylosowania. Macierz przejscia bedzie wiec kombinacja liniowa macierzy przejscia obu
gier: AB = 0.5A + 0.5B. Posta¢ macierzy AB:

0.0010 0.9434 0.0556
AB = 0.0556 0.0010 0.9434 (92)
0.7490 0  0.2510

Dla gry AB, przy liczbie rozgrywek dazacej do nieskoriczonosci otrzymamy wektor stanu
ab, = [0.3117,0.2944, 0.3939] (93)

Zatem wartos$¢ oczekiwana wyplaty wyniesie tutaj

1025 =
EVyp = 0.3117 - %
1_025. L
+0.2944 . & 50
2 (94)
1 .
03939 0.251 +;).25 "

= 0.0172 + 0.0163 — 0.0247 = 0.0088 > 0

Poniewaz warto$¢ oczekiwana wygranej jest wicksza od wyptaty neutralnej /' = 0, przedsta-
wiona gra taczona jest gra wygrywajaca. Mozna sie zatem spodziewaé, ze po 200 grach wartosc¢
oczekiwana sumy wyplat wyniesie ponad 1.75, co ilustruje rysunek
Zjawisko, w ktorym dwie gry grane indywidualnie sg przegrywajace, a w przypadku grania ich

naprzemiennie staja sie wygrywajace nazywane jest paradoksem Parrondo [3].
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Rysunek 24: Suma wyptat bohatera w ciagu 200 kolejnych gier A usredniona z 10000 powtorzen.
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Rysunek 25: Suma wyptat bohatera w ciagu 200 kolejnych gier B usredniona z 10000 powtoérzen.



Rysunek 26: Suma wyptat bohatera w ciggu 200 kolejnych gier taczonych A i B granych losowo

7z rownym prawdopodobienstwem wyboru kazdej z nich usredniona z 10000 powtérzen.

Rysunek 27: Wartos¢ oczekiwana wyplaty w grze taczonej w zaleznosci od szansy na wyloso-

wanie gry A.
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Gra laczona moze by¢ gra wygrywajaca dla roznej czestosci grania w gre A i B. Rysunek
prezentuje wartosé¢ oczekiwang wyplaty w zaleznosci od szansy wylosowania gry A. OczywiScie
szanse na wylosowanie kazdej z gier sumuja sie do jednosci. Kiedy szansa na wybér gry A
wynosi zero, warto$¢ oczekiwana wyplaty jest taka, jak przy grze B, poniewaz wtedy grana jest

tylko gra B. I odwrotnie. Gry taczone 6 A + (1 — 0 B) sa wygrywajace, gdy

6 € [0.08;0.98] (95)
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5 Gra trzyosobowa

5.1 Strategie w grze trzyosobowej
Gra dwuosobowa dawala kazdemu z graczy 22 = 4 mozliwych strategii i celem jej analizy nale-
zato rozwazy¢ wyptaty dwoch graczy w 4 - 4 = 16 sytuacjach. W przypadku gry trzyosobowej
pojawia sie nowe strategie, co znacznie utrudni analize. Kazdy z graczy bedzie mial 23 =
mozliwych strategii, a ze graczy bedzie trzech, to liczba sytuacji w grze wyniesie 8-8 -8 = 512,
a w kazdej z nich nalezy bra¢ pod uwage wyplaty trzech graczy.
7 punktu widzenia gracza A mozliwe strategie przedstawiaja sie nastepujaco:
1. Dy - gracz milczy;
2. D4 - gracz przyznaje sie i wydaje miejsce tupu;
3. Dp - gracz wydaje jednego ze wspolnikow, gracza B;
4. D¢ - gracz wydaje jednego ze wspolnikow, gracza C'
5. Dap - gracz przyznaje sie i wydaje jednego ze wspolnikoéw, gracza B, oraz miejsce tupu;
6. Do - gracz przyznaje sie i wydaje jednego ze wspolnikow, gracza C, oraz miejsce tupu;
7. Dpe - gracz wydaje obu partnerow;
8. Dapc - gracz przyznaje sie i wydaje obu partneréw oraz miejsce tupu;
Strategie gracza B oraz gracza C sa analogiczne.
Mozna sie spodziewac, ze kazdy z graczy, chcac wykluczy¢ pozostatych z podziatu tupu, bedzie

donosil na nich, ale z drugiej strony, wiedzac, ze podobne plany maja rywale, nalezy zabezpie-

czy¢ sie na okoliczno$¢ donosu i samemu przyznacé sie do winy.

5.2 Punkty ré6wnowagi Nasha

Nakreslone wczesniej zasady sie nie zmieniajg. Nadal kare wiezienia P otrzyma ten, kto nie
przyzna sie, a kto$ na niego doniesie. Jezeli nikt sie nie przyzna, to tup bedzie dzielony miedzy
tych, ktorzy nie trafia do wiezienia. Jedynym novum, jest wyptata R/3, ktora otrzymaja gracze,

jezeli wszyscy beda milczeé. Jest to warto$¢ podziatu tupu na trzech, ktora spetnia zaleznosé

R/2>R/3>F (96)
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Logiczne jest, ze przy rownym podziale tupu na trzech graczy, kazdy z udzialowcow otrzy-
ma mniej, niz przy podziale na dwoch, a jakakolwiek czes¢ tupu jest lepsza niz jego brak. Stad

wyplaty w grze trzyosobowej beda spetnia¢ warunek:

R>R/2>R/3>F>U>P (97)

Majac okreslone wyptaty mozna zbudowac tabele wyptat. Beda one prezentowa¢ wyptaty trzech
graczy w kolejnosci alfabetycznej. Decyzje gracza A beda reprezentowane przez wiersze, gra-

cza B przez kolumny, wybor gracza C oznaczony bedzie w kolejnych tabelach.
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Tabela 8: Tabela wyptat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wieznia przy decyzji Dy gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
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Tabela 9: Tabela wyptat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wieZnia przy decyzji D¢ gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
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Tabela 10: Tabela wyptat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wieznia przy decyzji D4 gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
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Tabela 11: Tabela wyplat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wieznia przy decyzji Dp gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
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D spc

D sc

Dap

Dpc

Dy

D¢

Dp

Do

Pp;P;R|P;U:;F|P;P;P | P;P.R|P;U;P | P;U;F|P;P:P|P;U;P

u:;P;,F|U;U;F|U;P;P|U;P;F | U;U;P|U;U;F|U;P;P|U;U;P

Pp;P;R|P;U;F |P;P;P|P;P.R|P;U;P | P;U;F|P;P:P|P;U;P

p:p;P|P;U;P|P;P;P|P;P;P|P;U;P | P;U;:P|P;P;P|P;U;P
u;p;F|/U;U;F|U;P;P | U;P;F | U;U;P|U;U;F|U;P;P|U;U;P
u,p;P|U;U;P | U;P;P|U;P;P|U;U;P|U;U;P|U;P;P|U;U;P
p:p;P|P;U;P|P;P;P|P;P;P|P;U;P | P;U;P|P;P;P|P;U;P

Tabela 12: Tabela wyptat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wieznia przy decyzji Dap gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.

Dy

D4

Dpg

D¢

Dap

D¢

Dpc

Dage |U;P;P|U;U;P|U;P;P|U;P;P|U;U;P|U;U;P|U;P;P|U;U;P
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Tabela 13: Tabela wyplat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wieZnia przy decyzji Dac gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
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D spc

D sc

Dap

Dpc

D4

D¢

Dpg

Dy

r;p;u|r;u;u | FsP;U | P;P;UF;U,U (P, U U PP, U | P;UGU
u;p;Uuu;us;u ;P U U P;U U U U U U U UP;U U UU
r;p;u|r;u;u | FsP;U | P;P;UF;U;U P USU PP, U | P;USU
r;p;u ;U FsP;U PP UF;U,U (P ULU PP, U P;USU
u;p;U U;Uu;U|uU;P;U|U;P;U|U;U;U U;U;U|U;P;U|U;U;U
vu;p;U U;U;U|U;P;U|U;P;U|U;U;U U;U;U|U;P;U|U;U;U
F;P;U|F;U;U|F;P;U|P;P;U | F;U;U |P;U;U|P;P;U|P;U;U

Tabela 14: Tabela wyptat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wieznia przy decyzji Dpe gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
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Tabela 15: Tabela wyplat graczy w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wieznia przy decyzji Dapc gracza C. W wierszach decyzje gracza A,

w kolumnach gracza B.
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Do Ds De Da Dec Das Dac D asc

Dq

Da

Des

Dac

D psc

Rysunek 28: Diagram przesunie¢ w trzyosobowym dylemacie wieznia w przypadku decyzji Dy

gracza C.

Roéwnanie (97) warunkuje relacje miedzy wyptatami i jest podstawa do znalezienia punktow row-
nowagi Nasha. Przykladowy diagram przesunie¢ w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wiez-
nia prezentuje rysunek Mozna na nim znalez¢ 12 sytuacji podejrzanych o bycie punktami
rownowagi - dwom graczom nie optaca sie zmieni¢ swoich strategii, jezeli inni jej nie zmienig.
W wiekszosci z nich oskarzany jest gracz C, wiec milczenie nie moze by¢ jego optymalng stra-
tegia. Stad, ze znalezionych 12 punktéw podejrzanych o bycie punktami réwnowagi, tylko 3

takimi punktami sa rzeczywiscie. W kazdym z nich gracz C' otrzymuje wyplate F' i sg to:
e Dy—Dy— Dy
e Dp— D — D,
® Dap—Dap— Dy

Wyodrebniajac w kazdej tabeli sytuacje, w ktorych gracz A oraz gracz B nie maja korzysci
w zmianie swojej strategii, a nastepnie sprawdzajac czy w tych sytuacjach gracz C ma strategie
dajaca lepsza wyplate mozna okreslic punkty réwnowagi. Tak znalezione punkty réwnowagi
zebrano w tabeli [16
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Mozna wyrdznié¢ 63 punkty rownowagi. Z perspektywy dowolnego gracza:

e 3 wymagaja milczenia

12 wymaga przyznania sie

8 wymaga wydania jednego ze wspolnikow

e 4 wymagaja wydania obu wspolnikow

24 wymagaja przyznania sie i wydania jednego ze wspolnikow
e 12 wymagaja przyznania sie i wydanie obu wspoélnikow

W zZadnej z sytuacji rownowagi gracze nie gwarantuja sobie wiecej niz F. Mozna dostrzec po-
dobienistwo do gry dwuosobowej - punktami réwnowagi sg sytuacje, w ktorej gracze donosza
na tych, ktorzy sie przyznali. Jasnym jest, ze nie sa to sytuacje paretooptymalne, poniewaz
gdyby wszyscy milczeli, kazdy z nich otrzymalby wyptate wiekszg niz w ktorymkolwiek z punk-

tow réwnowagi.
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Tabela 16: Punkty rownowagi w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wieznia wraz z wypta-

tami.
gracz A | gracz B | gracz C | wyplata gracza A | wyptata gracza B | wyptata gracza C

D4 D4 Dy U F F
Dp Dg Dy F U F
Dap Dag Dy U U F
Dy D¢ D¢ F F U
Dy D De U F U
Dp Dpc D¢ F U U
D¢ Dy D¢ F F U
D¢ D¢ De F F U
Dap Dapc D¢ U U U
Dac Da D¢ U F U
Do D e D¢ U F U
Dpgc Dpg D¢ F U U
Dpc Dpc D¢ F U U
Dapc Dag D¢ U U U
Dapc | Dasc D¢ U U U
Dy Dy Dy U F F
Dy Dy Dy U F F
Dap Dp D4 U U F
Dap Dag Dy U F F
Dy Dp Dp F U F
Dy Dp Dpg U U F
Dpg Dpg Dpg F U F
Dap Dag Dp U U F
Dy Dg Dap U U F
Dy Dyp Dap U U F
Dagp Dp Dap U U F
Dap Dap Dyp U U F
Dy D¢ D sc U F U
D4 Dac Dac U F U
Dap Dpc Dac U U U
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Tabela 17: Punkty rownowagi w trzyosobowym rozszerzonym dylemacie wieznia wraz z wypla-

tami. Cigg dalszy.

gracz A | gracz B | gracz C | wyplata gracza A | wyptata gracza B | wyptata gracza C
Dyp D spc D 4c U U U
Dac Dy Dac U F U
Dac D¢ D ac U F U
Do Dy Do U F U
Dac Dac Dac U F U
Dapc Dpg Dac U U U
Dapc Dpc D ac U U U
Dapc Dap Dac U U U
Dapc | Dasc Dac U U U

Do Dsc | Dpe F U U

Da Dapc Dpc U U U

Dp Dpc Dpc F U U

D¢ D¢ Dgc F U U

D¢ Dpc Dpc F U U
Dap Dapc Dpc U U U
Dac Dag Dpe U U U
Dac Dapc Dpc U U U
Dpc Dp Dpe F U U
Dpc Dpc Dpc F U U
Dapc Dap Dpe U U U
Dape | Dasc Dpe U U U

Dy Dpgc Dapc U U U

Da Dapc | Dapc U U U
Dap Dpc Dapc U U U
Dap Dapc | Dasc U U U
Dac Dg D apc U U U
Dac Dpc Dapc U U U
Dac Dag Dapc U U U
Dac Dapc | Dasc U U U
Dapc Dpg Dapc U U U
Dapc Dpc Dapc U U U
Dape Dap Dapc U U U
Dape | Dapc | Dapc U U U
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6 Podsumowanie

Przytoczone rozwazania nie mialy by¢ jedynie opisem pewnej modyfikacji popularnego proble-
mu. Rozszerzenie dylematu wieznia polega na dodaniu nowych strategii, co pozwala odnie$¢ gre
do nowych sytuacji zycia spotecznego, a otrzymanymi rezultatami ttumaczyé postawy w spo-
teczenstwie. Prezentowany model jest podstawa wyodrebnienia czterech réznych charakterow
i wskazuje wérod nich te, ktore sa w stanie przetrwaé¢ ewolucje spotecznosci. Dzieki odpowiednie-
mu doborowi grup charakteréow stworzono warunki, w ktoérych mimo, ze przebywanie w dwoch
spotecznodciach jest przegrywajace, to przemieszczanie sie miedzy nimi daje efekt wygrywaja-
cy. Okreslono trzyosobowa wersje gry, co pokazuje sposéb adaptacji prezentowanego modelu

do gier, w ktorych uczestniczy wiecej niz dwie osoby. Wskazano w tej grze punkty rownowagi.

Dodanie nowych strategii do klasycznej wersji dylematu wieznia jest zwiekszeniem mozliwo-
sci nie tylko wyboru u graczy, ale przede wszystkim modelu, ktory teraz uwzglednia sytuacje
posrednie. Wezesniej decyzje gracza mozna bylo poznac¢ znajac odpowiedz na pytanie ,czy do-
ni6st?”, w rozszerzonej wersji zasadne jest pytanie ,na kogo doniést?”. W pracy okreslono dla
dwuosobowej gry 4 mozliwe strategie: milczeé, donie§é na siebie - przyznaé sie,
donies$é¢ na rywala, donie$é na siebie (przyznaé sie) i na rywala. Stanowi to podstawe
realizacji gtéwnego celu - budowy modelu. Mozna zauwazy¢, ze kazda z podanych strategii jest
inna odpowiedzig na postawione wyzej pytanie. Ponadto opcje te wyczerpuja mozliwosci dono-

su w przypadku dwuosobowej gry.

Kolejny fundament budowy modelu rozszerzonego dylematu wieznia to wyptaty graczy, ktore
sa wynikiem gry we wszystkich mozliwych sytuacjach (a tych jest 4 razy wiecej niz w klasycz-
nej wersji). Przy ich konstrukeji zadbano o to, by przyznajacy sie otrzymywal wartosé
wyplaty ugody U, a ten, ktory sie nie przyznal, a kto§ na niego doniést, wyplate
wiezienia P. Lup, ktéry w przypadku obopdélnego milczenia, jest dzielony miedzy
graczy, wynosi R i tyle tez mozna otrzymaé wydajac wspdlnika, jezeli ten milczal.
Wyplata neutralng jest wolno$é F'. Wyplaty, w potaczeniu z zestawem mozliwych strategii,

stanowia model rozszerzonego dylematu wieznia.

Wartoséci wyplat spelniajg zaleznos¢ R > F > U > P, co jest podstawa do osiggniecia gtow-
nego celu pracy - wyznaczenia punktéow rownowagi. Istotne w przyjetym modelu jest to, ze do
znalezienia punktow réwnowagi wystarczy swiadomos$é wspomnianej relacji wartosci wyptat,
bez koniecznosci ich doktadnej znajomosci. To sprawia, ze przyjety model jest opisem mozli-
wie ogolnym. Okreslone punkty réwnowagi to sytuacje, gdzie jeden z graczy donosi
na drugiego, ktory sie przyznaje lub sytuacja, gdzie obaj przyznajac sie, donosza
na siebie. Osiggniecie tego wyniku jest realizacja gtéwnego celu pracy. Nalezy zaznaczy¢, ze

od rozwiazan okreslonych jako punkty réwnowagi istnieje rozwigzanie lepsze - dajace kazdemu
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z graczy wickszg wyplate. Jest to sytuacja, kiedy gracze milcza i dzielg sie tupem, ale nie wy-

bieraja go ze wzgledu na che¢ wiekszego zysku, ktérego ostatecznie nie osiagaja.

Bazujac na warunkach wynikajacych z analizy gry w postaci ogo6lnej, okreslone zostaly kon-
kretne wartosci wyptat. I tak ustalono wartos$é kary wiezienia P = —1, ugody U = —%,
wolnosci F' = 0, calego tupu R = 1, a wynik jego podziatlu na dwéch R/2 = % Ustale-
nie konkretnych wartosci jest krokiem w strone analizy ewolucji spotecznodci, ktore rozgrywaja

wewnetrzne gry dajace sie opisa¢ rozszerzonym dylematem wieznia.

Na potrzeby analizy zachowan spotecznych, praca okresla cztery charaktery: kooperan-
ta, zdrajce, uleglego i histeryka. Kooperant nigdy nie zdradza, jest naiwny - liczy, ze on
tez nie zostanie zdradzony. A zostaje, chociazby przez zdrajce, ktéry mierzac w zysk wyko-
rzystuje te naiwno$¢. Jest jednak cecha, ktora laczy te dwa charaktery - zaden z nich nie
zabezpiecza sie na wypadek bycia zdradzonym. Robi to natomiast ulegty - gracz wybierajacy
rozwigzanie bezpieczne oraz histeryk, ktory nie tylko zabezpiecza si¢ przed zdrajcami, ale tez
sam zdradza. Wyodrebnienie tych charakterow, ktore r6znig sie swoimi decyzjami w grze, a co
za tym idzie, maja r6zna reputacje w spotecznosci, stanowi krok w strone badania procesu

ewolucji spotecznogci.

Sledzenie zmian w spolecznosci w trakcie jego ewolucji pokazuje odejscie od kooperacji na rzecz
uleglosci i zdrady oraz ich kombinacji. Stabilnosé¢ uzyskano dla grupy ztozonej z ulegtych i zdraj-
cow w stosunku 3 : 1 oraz grupy zlozonej z samych histerykéw. Stad za strategie stabilne
ewolucyjnie uznaje sie: strategie mieszang 0.25 zdrady 0.75 uleglosci (w spolecz-
nosci z uleglymi) oraz strategie histerykéw (w spolecznosci z histerykami). Wynik
ten sugeruje, ze w spolecznosci, w ktorej kazdy dba jedynie o wlasny interes, nie ma miejsca

na wspolprace.

Kolejny wniosek dotyczy wyptat - ewolucja spotecznosci nastawionej na wtasny zysk doprowa-
dza do wyréwnania sie wyplat wszystkich cztonkéw na poziomie duzo nizszym niz bytby osig-
gniety przy wspolpracy. Pokazano, ze wyplaty beda dazyé do wyplaty uleglego U = —%.
Moéwiac inaczej, z tego, ze kazdy chciatby mie¢ mozliwie najwiecej, wynika w procesie rozwoju
spotecznosci, ze kazdy bedzie miat tyle samo, ale rezultat ten bedzie mniej korzystny niz, gdyby

od poczatku chcieli sie dzieli¢ po rowno.

Inng istotna kwestia jest reputacja. Poczatkowo modelowane spotecznodci sktadaty sie z koope-
rantéw o maksymalnej reputacji. Z czasem ich udzial w populacji malal, bez wzgledu na to,
czy spotecznos¢ rozwijata sie przez dotaczenie nowych graczy, czy wymiane tych z najgorszymi

wynikami. Podobnie reputacja. Reputacja $rednia spolecznosci jest bezposrednio zwiazana
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z charakterami jej cztonkow, stad tez ulegala zmianie, by ustabilizowaé sie na poziomie

—1 w spolecznosci z ulegltymi i na poziomie —1 w spolecznosci z histerykami. Odej-
Scie od wspotpracy i mierzenie w wickszy zysk doprowadzity do spadku reputacji spolecznosci

bez wzgledu na to, ze rzeczone zyski nie zwiekszyty sie.

Pokazano ponadto, ze odpowiednie przemieszczanie si¢ miedzy spotecznosciami, w ktorych
jest sie przegrywajacym daje szanse odniesienia wygranej. Stworzono unikalne potaczenie roz-
szerzenia jednego z najbardziej popularnych problemoéw teorii gier z jednym z najmniej intu-
icyjnych - dylematu wieznia z paradoksem Parrondo. Gra w spolecznos$ci A daje wartosé
oczekiwang wyplaty —0.0005, a gra w spolecznosci B —0.0041. Gra w losowo wybrang
jedna z gier daje warto$¢ oczekiwana 0.0088. Uzyskane wyniki przynosza nadzieje tym,
ktorzy nie czujg sie wygranymi w pewnych spotecznosciach, na zmiane tego nie przez porzuca-

nie owych spotecznodci, ale umiejetne przemieszczanie sie miedzy nimi.

Prezentowany model gry jest zbudowany tak, by tatwo mozna byto go zaimplementowaé do gier
wieloosobowych. Rozwazenie rozszerzonego problemu dla gier dwuosobowych opiera sie na grze,
w ktorej jeden gracz mial 4 mozliwe strategie, a gra ma 3 punkty rownowagi. Przejécie do gier
uwzgledniajacych wiecej graczy dodaje nowe strategie - w grze trzyosobowej kazdy z graczy ma
ich 8, a punktow rownowagi jest 63. W trzyosobowej grze punkty ro6wnowagi zwigzane sg
z donoszeniem na gracza badzZ graczy, ktérzy sie przyznajg. Okreslenie takich punktow
roOwnowagi jest osiggnieciem postawionego celu pracy. Uzyskany wynik mozna interpretowac
podobnie jak w przypadku dwuosobowym - w trosce o wlasny interes gracze wybieraja rozwia-

zania, ktore nie sa korzystniejsze od rozwiazania kooperacyjnego.

Skupiajac sie na modelu i matematycznych zaleznosciach praca nie pomija jego zwiazku z sy-
tuacjami rzeczywistymi. Gry analogiczne do tych w rozszerzonym dylemacie wieznia sa czeste
w $wiecie polityki czy biznesu. Patrzac na kampanie wyborcza, mozna zauwazyc¢, ze strategia
kooperacji bytoby prezentowanie wlasnych idei - rozwiazanie dobre, gdy wszyscy tak robig.
Zdrada odpowiada skupieniu sie na atakowaniu przeciwnikow politycznych. Bycie uleglym to
odejscie od swoich postulatéw na rzecz obrony przed ewentualnym atakiem rywala. Czwarty
wybor to obrona potaczona z atakiem. Wzajemne ataki i obrony sa elementami punktéw row-

nowagi.

Patrzac na pracujacych w grupie, kooperantami mozna nazwac tych, ktorzy liczg na osiagniecie
dobrego wyniku przez zespo6t czesto wspierajac innych. Zdrajcy beda wykorzystywaé zaangazo-
wanie kooperantow, zwiekszajac swoje wyniki ich kosztem. Ulegli nie bedg oczekiwaé¢ wsparcia
kooperantow, a histerycy dodatkowo skupig sie na sabotowaniu dziatan innych. Jezeli kazdy

z pracujacych bedzie mierzyl w wlasny zysk, to (jak wynika z ewolucji) osiagniete wyniki in-
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dywidualne beda na poziomie, na jakim bylyby bez wspolpracy, a liczba kooperantéw bedzie

spadac.

Mozna popatrzeé tez na grupe uczniéow korzystajacych podczas testu z niedozwolonej pomocy.
Za kooperantéw uznawac bedzie sie tych, ktorzy korzystaja z nielegalnego wsparcia. Zdrajcy be-
da Sciggac i wydawac tych, ktorzy sciagaja. Ulegli nie beda $ciagac, ale i nie doniosa. Histerycy
nie beda Sciagac, ale bedg donosi¢. Test nalezy traktowac jako wieloosobowa gre w rozszerzony

dylemat wieznia.

Odniesienia rozszerzonego dylematu wieznia do sytuacji rzeczywistych potwierdzaja, ze zreali-
zowane cele pracy w postaci budowy modelu, okreslenia punktow réwnowagi i badania ewolucji
spotecznosci nie miaty by¢ oderwang od zycia teorig, a proba wyjasnienia i przewidzenia pew-

nych socjofizycznych zjawisk.
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