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  Stadium 1   Stadium 2   Stadium 3   
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Opis parku maszynowego 
i produktów 

Opis parku maszynowego i produktów  
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Poziom II 
Szeregowanie 

operacji 
 

������
���
operacji do 

maszyn i szere-
gowanie operacji 

 

Równoczesne 
��������	�
	�

��

��	��
maszyn 

i szeregowanie 
operacji 

 ↓  ↓  ↓ 

 Harmonogram produkcji   Harmonogram produkcji  Harmonogram produkcji 

 Metoda M1  Metoda M2  Metoda M3 
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;
k

k jk
j J

p k K
∈

δ = ∈∑ ;�:

$7 %6�	��	�
��
�	;$:	ψ���<�
��		����	�6�	&4
�	�	������'	�����&�����	��	�	��6�	������	�
�7

round k
k K

M
∈

⎛ ⎞ψ = δ∑⎜ ⎟
⎝ ⎠

;$:

=7 8��	��4�
�	�������	�	�������	 il
� (	�	�	����&	�����<E	�	��6�	���
��	����	���������'
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	6�E	�6�	&4���	�	����	
	ψA	�����<E	 il
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��	�

���
4��<E	;=:B

1
; 1, ...,

il

i ll i Mτ
τ=

= μ =∑
�

� ;=:

Indeksy:  k – produkt; { }1,...,k K W∈ =  

 i – maszyna; { }1,...,i I M∈ =  l – ��������	
����
���
 { }1,...,l L H∈ =  

 j – operacja; { }1,...,j J N∈ =  v – stadium; { }1,...,v V∈ = ϑ  

���������
������
���


vja 
 �
 ����������
�
�
cza maszyny w stadium v, wymagana dla operacji j 

vb  – ����������
�
�
���
�������
�
�������
v 

vg ε  – ����
������
���
�
������
���������
�
�������
v i w stadium ε 

vm  – liczba maszyn w stadium v 

jkp  – czas wykonywania operacji j dla produktu k 

ilϕ  = ��
���� �
�������
i
����
�
������
�
�������� �
����
���
l, inaczej 0=ilϕ  

D – ���!�
��
��"�#
�����$
���
( ),i v �
��#��$�
��
�������
i
�� ���
�
 stadium v 

kJ  – zbiór operacji wykonywanych dla produktu k 

cJ  – ���!�

�������
����%��"���$
������
�
�����#�
�������
 cJ J⊂ 


kR 
 �
 zbiór par operacji ( ),j r , kolejno wykonywanych dla produktu k 

jV  – ���!�
�����!��
�
#�!���$
�
���
��#
��&

�������

j 
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{ }1 2max , , ..., ml l lβ = � � � ;G:

L7 2���*��	����
�
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��	����	���������	�	�
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1,2H = ⋅β ;L:

+����<E	parametru H zweryfikowano w eksperymentach obliczeniowych (rozdz. 4).
Zamieszczone w tabeli 1 indeksy i p����
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�<�	��
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�	�������B [5] – dla metody M1 oraz [6] – dla metody M3. Modele matematyczne dla meto-
dy M2	�	
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Wykaz zmiennych, wykorzystanych w modelach A, B, C, zawarty jest w tabeli 3.

$������"
3����	����		���	
"�	��
�"�	�
������	���	
"�	����
�	�&

-��	��
�"�	����������	�	���
���	�	
"�	����
�	�&	�	���	�����������	�
���

� ��
�"	�	(	����	&������	��	���	��	
	-	�	�
�
	��������4
�	�	�6�	&4
*	����	��7
2�	�	���	����EB	 maxP ;M:

Model Opis modelu 

A '!��
�������

���"���
�����!�
(�
��
�
)
���
��* 

B 
��������	

�������
�

������
�
�����%
�����

�������
– z blokowaniem maszyn  
(poziom II) 

C ��������	

�������
�

������
�
�����%
�����
+���
���#����,
(�
��
�
))* 

1vjx = , ���� �

�������
j przydzielono do stadium jv V∈ , inaczej 0vjx =  (dla modelu A) 

1vjkz = , 
���� �
�

�������
v
�������� ��


�������
j ��#
�����"
� �
��
��#��
k,  
inaczej 0vjkz =  (dla modelu A) 

1iklq = , 
���� �
�
�������� �
����
���
l operacja dla produktu k wykonywana  
jest na maszynie i, inaczej 0iklq =  (dla modeli B i C) 

1ikly = , ���� �
�
�������� �
l produkt k
� 
#���
�������
i, inaczej 0ikly =  (dla modelu C) 
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przy ograniczeniach:

( )
( )

max
: : ,

1 ;jk vjk il
j J k K l L l i I i v D

p z P v V
∈ ∈ ∈ ≤β ∈ ∈

+ − ϕ ≤ ∈∑ ∑ ∑ ∑ (7)

1; ;vjk k
v V

z j J k K
∈

= ∈ ∈∑ (8)

; ; ;vjk vj kz x v V j J k K≤ ∈ ∈ ∈ (9)

( ); ; ,vjk vrk k
v V v V

v z v z k K j r R
∈ ∈

⋅ ≤ ⋅ ∈ ∈∑ ∑ (10)

1;
j

vj
v V

x j J
∈

≥ ∈∑ (11)

;
c

vj vj v v
j J

a x b m v V
∈

≤ ∈∑ (12)

0; ;vj jx j J v V= ∈ ∉ (13)

{ }, 0, 1 ; ; ;vj vjkx z j J k K v V∈ ∈ ∈ ∈ (14)

>�	-	���	��	
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	 �
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4��<�		 ;.:7	 8�
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����5��	�
�����	����&	����5���<E	������	�	���������
�	��	;G:	��
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��
�
�����	�	β7	H�������
�
	�����	��
�	�	���
��	��&B

;N: ( �����	��	�������	��	��
����		���	5���	����	�A
;3: ( ������	��	����
����	��	���	��	����	��'	��	�������	������	
����	�����	
��	


��
����
A
;�/: ( ��������	
	�����	��
*	���
���<�	owych i jednokierunko��<E	���
����
A
;��: – ������	�� ��4�
��	���
	��
����		��	��	�����	
�	�
��
��	����	
�A
;�$: ( ��������	
	�����	����
�	���
����
�		��6���
�	������A
;�=: ( 
�	�	����5	������	��
	��
����		��	�	
���<�	����	����	��A
;�G: ( 6	�����<E	��	
�����	�
���������7

+��������
	 ������	���	 ��
����		 ��	 ����	��	 ������	&	 ���
	 �
�<�	��
	 ��	 �����	�
����	&zywane��	��	���	��	
	--7	+<���	�	��	�
��	������	��	����	���������	�	�	����	
�	v
operacji dla produktu k:

; ;
k

vk jk vjk
j J

t p z v V k K
∈

= ∈ ∈∑ (15)
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�
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2�	�	���	����EB

ikl
i I k K l L

l q
∈ ∈ ∈

⋅∑ ∑ ∑ ;�M:

����	�����	��
�	���B

( ): ,
; ;ikl vk

i I i v D l L
q t v V k K

∈ ∈ ∈
= ∈ ∈∑ ∑ ;�.:

; ;ikl il
k K

q i I l L
∈

≤ ϕ ∈ ∈∑ ;�N:

( ) ( )1; ; , , , :ikl kfq q k K v i v D iτ+ ≤ ∈ τ ∈ ≠ τ ;�3:

( )

1 (1 )

, ; , : ;

ikl ikf vk ikfl q f q t q

i v D l f L l f k K

⋅ − ⋅ ≤ − + − ⋅ α

∈ ∈ > ∈
;$/:

( ) ( ): , : ,

2

; , : , 0

ikl kl
i I i v D l L I D l L vk k

vk
vk k

vk k

l q l q
t t

g
t t

k K v V t t

τ
∈ ∈ ∈ τ∈ τ ε ∈ ∈ ε

ε

ε

⋅ ⋅∑ ∑ ∑ ∑
+

− − ≥

∈ ε ∈ >

;$�:

{ }0, 1 ; ; ;iklq i I k K l L∈ ∈ ∈ ∈ ;$$:

( 0����	���	���
�
	�	;����
�
	�	��4�	��<�	&	6�������	�	������:B

; ; ;ikl ikf
f L

y q i I k K l L
∈

≤ ∈ ∈ ∈∑ ;$=:

( ) ( ) ( )

{ }

: , : , : ,2

; , ; \ 1 : 0; : , 0

ikl kl vk k
vk kl

i I i v D l L I D l L I D l Lvk k

v

vk k k k vk

l q l q t t
g y

t t

k K l f L v V t V v t t t t

τ ε
τ

∈ ∈ ∈ τ∈ τ ε ∈ ∈ τ∈ τ ε ∈ ∈ε

ε ψ ε
ψ=ε

⋅ ⋅ +
− − − =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∈ ∈ ∈ > ε ∈ ε < > ∧ = +∑

;$G:



�3N ,��
�	,��	
��

( ) ( )

( )

: ,

:

1
1

2

, ; : 0 ;

kf
I D f L k

kl kl
k

k k k
V

fq
t

l y y
t

D k K t t t l L

τ
τ∈ τ ε ∈ ∈ ε

τ τ
ε

ε ρ ε
ρ∈ ε ≤ρ

∑ ∑
+

⋅ + α − ≥ +

τ ε ∈ ∈ > ∧ > ∈∑

;$L:

( )
( )

( )

: ,

:

1
2

, ; : ; : , 0 ;

ikf vk vk
kl kl

i I i v D f L vk

vk k k k vk
V v

f q t g
l y y

t

D v V v k K t t t t t l L

τ τ
∈ ∈ ∈

ε ρ ε
ρ∈ ε ≤ρ≤

⋅ +
⋅ ≤ − + α ⋅ −∑ ∑

τ ε ∈ ∈ > ε ∈ > ∧ = + ∈∑
;$M:

1; ; ;ikl iklq y i I k K l L+ ≤ ∈ ∈ ∈ ;$.:

{ }0, 1 ; ; ;ikly i I k K l L∈ ∈ ∈ ∈ ;$N:

( 0����	���	���
�
			;���	����
�
	16
�	��
���	�2:B

( ) ( ) ( ): , : , : ,

:

1 (1 )

, : ; : , 0 ; ,

ikl kf vk vk kf
i I i v D I D I D

k vk k k vk
V v

l q f q g t q

v V v k K t t t t t l f L

τ τ
∈ ∈ τ∈ τ ε ∈ τ∈ τ ε ∈

ε ρ ε
ρ∈ ε ≤ρ≤

⋅ − ⋅ ≤ + − + α −∑ ∑ ∑

ε ∈ > ε ∈ > ∧ = + ∈∑
;$3:

Parametr α,	���������	�	���	�	
	�	
�������	�����	��
*	przedstawionych modeli, jest
������&	�	��6&	������	�&'	��
��	��&�&	�	
�����<EB	 .Hα >

W modelach B i C aproksymowana	 �
��	 ��
��<E	 
��
�
�����	�7	 ,	�	���	������

�
��	;�M:	�apewnia nie tylko otrzy�����	
	���	������������	�������������'	��
	����	
4

������	
	����
�����	�����	��	������	����*��
�	�	��
����		���	������
�������	����
��
���7	H�������
	���
4��<�		���
�a�����
	�������
�&B

;�.: ( �����	��	 �������	��	 ��
����		 ;������	elonych danemu stadium:	 ���	5���
�������A

;�N: ( �������	
	��	�����4
�	�
��
�	��
����		��	���
�	������	
	�	���
�	
	�
�	����5��
��<�	A

;�3: ( ���
����	����
��
	���
�	��	�����4
�	�
��&	������5	���
��	����	
�A
;$/: ( �	
����	
���<E	�����ywania operacji w czasie ;	��	�	&���<E: i w przestrzeniA
;$�: ( ��������	
	���
���<�		�����ywania operacji oraz zapewnienie czasu na trans-

port pom	5���	����	��	A
;$$: ( 6	�����<E	��	
nnych.



)���	��	�����������	���
��	�
���	��������	�	����
���		���	����
���	���
��������� �33

>���5���	��
��	�����	��
*	�������	�����	���
�
	B7	2��
4��<�		�
	���
��	��&B

;$=: ( ��4�	��<E	6�������	�	���
�	����
��	�����	����	������'	������	������	
�
���
	�������	�������
4�
	�
	��
����
A

;$G: ( �������
�	
	�&���
��	����
	6�������	�	�������	�	�����	����	
�	���
�
��4��	����
��A

(25) i ;$M: ( �������
�	
	���
��	����	���������'	�	�������	�������	�
��		�5	3
����5A
(27) – wyelimino���	
	 �������
��
��	 �
��	
�	�	 ���
�	 ������5	 ���		 6
3���

		�����ywanie operacji;
(28: ( 6	�����<E	��	
�����7

%����	��
�	
	;$.:'	�6
���ane tylko dla modelu C'	
��4�	�	�	��
�
�����	
	16
�	��
�
���	�2	(	���
���	���	5���	���
����		��
����a�		���
�������
	�&	�����	��	���
�	
������

�	
	�	5	����
��
	���	5���	����	��	7
8��	��4�
�	�	�
���	����������	6���	�
��
�	���
4��<�		;=/:	��
��<E	
��
�
�����	�

Cmax.
( )max

, ,
max ikl

i I k K l L
C l q

∈ ∈ ∈
= ⋅ (30)

%��&
��
���������
�

+	�
�
	��������	�	������������	�
���	���
���������
	�������	
���
���
���	�6�	�
��
�	��
7	%6�5�
	������� nimi cztery grupy	����*'	�������	�����
���	�
����	���	�	��6
�
�		G7	8��	��4�
�	�	 ����	��
�	����	&����	G/	����������	 �
�������7	+�����������	�	 ���
�
�
	���	
�	�������	����		��skretnej [8].

$������%

4��������	���
	��
�1	���������

!�	���
����
	����	
����	�	��	����
	���	����	�	����	��������	����O	����	�
����

	���a	���	�@��"�#	�������	�5���	3�������	���
	��	����	����O	����	��������	�	��	�	����"�	6�

{ }
max max ;

, 1, 2, 3 ;

i i j i i j
j jC C CPU CPU

i j M M M i j

γ = χ =

∈ ≠
(31)

gdzie:
i
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���	��������aniu metod { }, 1, 2, 3 ;i j M M M∈
i
jχ � ����O	��	 
����	����	�	 
�	 
����	�	��	 ������	 ��"����1	 
"�	 ����


{ }, 1, 2, 3 .i j M M M∈

Grupa ϑ M N W H 

1 2 6 12 4 20 

2 3 6 14 6 30 

3 3 8 16 7 35 

4 4 8 18 8 40 

Liczby:  

ϑ – stadiów 

M – maszyn 

N – typów operacji 

W – typów produktów 

H – przedzia	!�
����
���$ 
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blokowania maszyn 

Szeregowanie „bez czekania” 
Grupa 

2
1

M
Mγ  3

1
M
Mγ  3

2
M
Mγ  2

1
M
Mχ  3

1
M
Mχ  3

2
M
Mχ  2

1
M
Mγ  3

1
M
Mγ  3

2
M
Mγ  2

1
M
Mχ  3

1
M
Mχ  3

2
M
Mχ  

1 0,92 0,88 0,94 1,21 2,95 2,43 0,90 0,84 0,91 1,19 2,87 2,41 

2 0,94 0,89 0,95 1,25 7,74 6,19 0,92 0,86 0,92 1,22 7,19 5,90 

3 0,95 0,90 0,95 1,28 9,28 7,35 0,92 0,87 0,93 1,26 9,15 7,26 

4 0,96 0,92 0,96 1,32 13,55 10,22 0,93 0,90 0,95 1,31 13,02 9,94 
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