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Wstep

Mechanika kwantowa, podobnie jak i inne teorie fizyczne, stara sie w sposéb jasny
i w miare mozliwosci prosty opisa¢ zachowanie obiektow, ktore wchodza w zakres jej
stosowalnosci. Kazda teoria fizyczna probuje polaczy¢é w sobie jak najbardziej Scisty
model matematyczny z mozliwie prosta interpretacja fizyczna. Mechanika kwantowa
jest teorig, ktéra w sposob bardzo doktadny opisuje zachowanie obiektéw mikroswiata,
takze przewidywania tej teorii niezwykle doktadnie zgadzaja si¢ z wynikami pomiarow
doswiadczalnych. Formalizm matematyczny jest jednak do$¢ zawity i malo intuicyjny.
W najprostszym ujeciu dla stanéw tzw. czystych uktad kwantowy reprezentowany jest
w danej chwili ¢ przez unormowany wektor stanu czyli element przestrzeni Hilberta
H. Méwiac $cidlej, stanem czystym ukladu jest zbior ¢ = {a;a € C, |a| = 1} zwany
promieniem w H [1, 2]. Wielkosci fizyczne w mechanice kwantowej sa reprezentowane
poprzez liniowe samosprzezone operatory A dzialajace na elementy przestrzeni H.

W tak sformutowanej teorii opis rozpadéw stanéw rezonansowych jest do$¢ trudny do
sformulowania w $cisty matematycznie sposéb. G. Gamow [3]| badajac rozpad czastek a
zauwazyl, ze mozna stany rezonansowe opisywac za pomocg wektora stanu speliajacego
rownanie Schrodingera. Duzg trudnosé interpretacyjng sprawial jednak fakt, ze wartosé
wtasna odpowiadajgca funkcji wlasnej opisujacej stan rezonansowy jest zespolona, co
prowadzi do réwnania

Hy = (ER—i1;> 1. (1)
Poniewaz Hamiltonian H ma by¢ operatorem energii, wiec bedac operatorem liniowym
samosprzezonym nie moze mieé¢ zespolonych warto$ci wtasnych w formalizmie stan-
dardowej mechaniki kwantowej. Stany rezonansowe pojawiaja sie czesto jako rozkltady
w ksztalcie " piku” przekroju czynnego w eksperymentach zderzeniowych i sa znane jako
rozklady Breita-Wignera [4, 5]. Miejsce, w ktorym ten rozktad osiaga wartosé maksy-
malng jest jednym z dwoch charakterystycznych parametréw. Wartosé energii w tym
punkcie Fr odpowiada energii stanu rezonansowego, natomiast drugi parametr I' jest
zwigzany z tzw. szerokoscig potéowkows maksimum, ktora powigzana jest z czasem



polowicznego rozpadu stanu rezonansowego.

Podczas badania analitycznosci macierzy rozproszenia, w reprezentacji energii S (E)
przy przedhizaniu na zespolone wartoéci energii z = (hk)®/(2m), gdzie z € C jest
zespolona energia oraz k € C. znajdujemy wiele punktéw osobliwych. Bieguny pierw-
szego rzedu na niefizycznym ptacie (Im k? < 0) powierzchni Riemanna lezace w poblizu
ptata fizycznego k* = k% — i3 maja interpretacje fizyczng jako stany rezonansowe
zr = Ep —il'/2 gdzie T' = gh*/m. Jak widzimy problem zespolonych energii przeja-
wia sie w wielu aspektach mechaniki kwantowej, jednak w jej formalizmie trudno tego
dokonac¢. Mimo, ze stany rezonansowe maja skonczony czas zycia, czesto wygodnie jest
traktowac je jako stany kwazistacjonarne. Wiele cech przypisywanych czastkom stabil-
nym takich jak masa, tadunek, spin mozna réwnie dobrze przypisa¢ rezonansom. Jednak
stany stabilne i niestabilne sg zwykle traktowane réznie ze wzgledu na brak mozliwosci
wplecenia ich w matematyczne ramy standardowej mechaniki kwantowe;j.

Problem jest nie tylko z zaakceptowaniem istnienia zespolonych wartosci wtasnych
dla operatorow reprezentujacych wielko$ci mierzalne w mechanice kwantowej, ale takze
trudnosci zwigzane z normalizacjg takich stanéw. Na tym nie koncza sie jednak trudnosci
na jakie napotkamy. Wiele zjawisk kwantowych wymaga wprowadzenia nieograniczonych
operatoréw liniowych. Wiadomo, ze juz wprowadzenie zasady nieoznaczonosci miedzy
operatorem pedu i polozenia AyPA,Q > h/2, ktéra wynika z [P, Q] = PQ — QP =
—ihl, wymusza na nas zastosowanie nieograniczonych operatoréw potozenia @) i pedu
P, co prowadzi do zawezania ich dziedziny do pewnej podprzestrzeni H. Wprowadza to
dodatkowe komplikacje przy relacjach algebraicznych miedzy operatorami, ktorych dzie-
dzina jest podprzestrzenia przestrzeni Hilberta. Formalizm wprowadzony przez Diraca
w [6] takze wprowadza miedzy innymi wygodne narzedzie do dziatan algebraicznych na
operatorach posiadajacych ciggte widmo wartosci wlasnych

Ala) = ala), (2)

co takze wykracza poza ramy standardowej mechaniki kwantowe;j.

Wygodnym narzedziem, ktére radzi sobie z powyzszymi problemami, a co za tym
idzie pozwala zaistnie¢ stanom wlasnym odpowiadajacym energii zespolonej jest rozsze-
rzenie mechaniki kwantowej z przestrzeni Hilberta na nieco bardziej ztozona konstrukcje
tzw. wzbogacona przestrzen Hilberta, zwana czasami tréjka Gelfanda.

Idea uzycia wzbogaconej przestrzeni Hilberta przy formutowaniu mechaniki kwanto-
wej pojawila sie juz w 1966 roku w [7] i rozwijana byta nastepnie w [8, 9]. Podrecznik [10]
w catosci przedstawia mechanike kwantowg w tym ujeciu. Szczegdltowy opis wzbogaco-
nej przestrzeni Hilberta wraz z petna literatura mozna znalez¢ w rozprawie doktorskiej
Rafaela Madrido [11].



Formalizm ten odtwarza standardowe rezultaty mechaniki kwantowej, a takze wpro-
wadza matematyczng Scistosé do formalizmu Diraca [6]. Takze w pracach [12], [13] oraz
[14] mozna znalezé duzy wkiad w dyskusje nad rozszerzeniem teorii kwantowej wyko-
rzystujac rozwijany przez matematykéw formalizm funkeji uogélnionych [15], [16]. Za-
stosowanie wzbogaconej przestrzeni Hilberta przy formulowaniu kwantowej teorii pola
mozna odnalezé w [19]. Niespodziewanie w [10] i [20] zauwazono, ze formalizm wzboga-
conej przestrzeni Hilberta pozwala w wygodny sposéb opisac¢ rezonanse i stany rozpadu.
Teoria ta pozwala opisaé je jako wektory stanu — wektory Gamowa podobnie jak ,zwy-
czajne stany w mechanice kwantowej. Ewolucja czasowa wektorow Gamowa jest opisana
zamiast zwyklej jednoparametrowej grupy unitarnej poprzez semigrupe [20], [9]. Pozwala
to powigzaé¢ wektory Gamowa z nieodwracalnos$cig wzgledem czasu wbudowang bezpo-
srednio w teorie.

Niniejszej pracy przyswiecajg nastepujace cele:

1. Sformutowanie teorii opisujacej stany Gamowa bez stosowania zespolonych warto-
Sci wtasnych energii. Prowadzi to jednak do zwiekszenia ilosci sktadowych funkcji
falowych.

2. Wyprowadzenia swoistego warunku normalizujacego dla stanow Gamowa. Waru-
nek ten pozwala inaczej spojrze¢ na fizyczna strukture stanéow Gamowa w duchu
wspotcezesnej teorii uktadéw otwartych.

3. Wyprowadzenie rownan falowych zaleznych od czasu posiadajacych rozwiazania
w postaci wektoréw Gamowa.

Uktad pracy jest nastepujacy.

W rozdziale pierwszym w zarysie przedstawione sa rézne ujecia mechaniki kwanto-
wej. Rozpoczynamy od tradycyjnego ujecia falowego i réwnowaznego mu macierzowego
poprzez zastosowanie abstrakcyjnej przestrzeni Hilberta. Uwypuklajac trudnosci takie-
go ujecia konstruujemy obszerniejsza strukture: wzbogacona przestrzen Hilberta, ktéra
omija wiele trudnosci sformutowania mechaniki kwantowej w przestrzeni Hilberta.

W rozdziale drugim wprowadzone sa wektory Gamowa jako stany opisujace procesy
rozpadu traktujac je jako elementy wzbogaconej przestrzeni Hilberta. Omawiamy takze
mozliwy opis wektoréw Gamowa z rzeczywistymi wartosciami wlasnymi oraz warunek
normalizujacy, wraz z prostym przyktadem ilustrujacym teorie.

W rozdziale trzecim rozpatrujemy wektory Gamowa wynikajace z réwnan zaleznych
od czasu. Prowadzi to do zwigkszenia ilosci sktadowych funkcji falowych oraz wprowadza



pewne mechanizmy zwigzane z oddziatywaniem sktadowych, ktére moga by¢ zrodtem
powstawania stanow rozpadu.

W ostatnim rozdziale skupiamy sie na mechanizmie powstawania wektoréw Gamowa
w oparciu o niestandardowe warunki brzegowe. Poréwnujemy mozliwe rozwigzania wy-
nikajace z uzycia standardowych warunkéw brzegowych oraz klase rozwiazan bedacych
wynikiem zastosowania bardziej ogélnych warunkéw zszywania funkeji falowych

W zakonczeniu zamieszczono streszczenie najwazniejszych wynikéw otrzymanych
przeze mnie w trakcie przygotowywania niniejszej rozprawy. Natomiast na koncu za-
mieszczona zostata literatura wykorzystana podczas pisania niniejszej pracy.



Rozdziat 1

Ro6zne ujecia mechaniki kwantowe;j

W latach 1925-1930 pojawity si¢ dwa niezalezne podejscia do mechaniki kwantowej
oparte na dwoch niezaleznych teoriach matematycznych: mechanice falowej Schrodingera
oraz mechanice macierzowej sformutowanej przez Heisenberga. Mechanika falowa w naj-
prostszym jednowymiarowym przypadku oparta jest na przestrzeni funkcji catkowalnych
z kwadratem (funkcji falowych),

2R, dzx)={f:R—C | / dz | f(2)]® < oo}, (1.1)
R
z iloczynem skalarnym®

(f.9)2 = [ def(@)gla) dla fg € L*(R,da). (12)
W mechanice macierzowej mamy do czynienia z przestrzenig nieskonczonych ciggow
sumowalnych z kwadratem

lo = {x ={x;}2 ;€ C oraz |z]* < 00}, (1.3)

i=1
z iloczynem skalarnym

(x7y)l2 - ixzyz (14)

Skoro jak pokazal E. Schrodinger [22] 1 C. Eckart [23] obydwie teorie sa réwnowazne,
rozpoczely sie poszukiwania bardziej ogélnej abstrakcyjnej teorii zawierajacej w sobie
zaroOwno mechanike falows jak i macierzowag. D. Hilbert i J. von Neumann rozpoczeli

17 lub 2* oznacza sprzezenie zespolone z € C



systematyczne badanie podstaw tej teorii, czego owocem byta ich wspdlna praca [24].
Réwnoczesnie powstata teoria transformacji P.A.M Diraca i P. Jordana w wielu niezalez-
nych pracach (1926-27). Podstawa wielu dzisiejszych podrecznikéw mechaniki kwantowej
jest praca Diraca [6] gdzie wprowadzone sa abstrakcyjne wektory stanu, ale bez Scistego
sprecyzowania przestrzeni wektorowej, w ktorej dziatajg oraz bez rozroznienia miedzy
operatorami ograniczonymi i nieograniczonymi.

Dopiero praca von Neumanna [25] daje sformutowanie mechaniki kwantowej ze znacz-
nie wigksza dbaloscia o $cistosé matematyczna . Podstawa teorii jest abstrakcyjna osrod-
kowa? przestrzen Hilberta z okreglonym w niej iloczynem skalarnym, w ktérej dzialaja
samosprzezone operatory liniowe. Mechanika Schrodingera i Heisenberga sa szczegdlny-
mi reprezentacjami tej abstrakcyjnej przestrzeni Hilberta. Przej$cia miedzy nimi mozna
dokonaé za pomoca operatora unitarnego®.

Dwie przestrzenie Hilberta zwigzane ze soba za pomoca operatora unitarnego sa
izomorficzne ‘H; ~ Hs. Kazda nieskonczenie wymiarowa osrodkowa przestrzen Hilberta
jest izomorficzna z przestrzeniag l,—nieskonczonych ciggdéw zespolonych sumowalnych z
kwadratem.

H ~ly ~ L*(R, dx). (1.5)

Wybierajac ortonormalna baze: {|n)},en lub uogélniona baze {|x)} e mozna z kazdym
wektorem |¥) € H skojarzy¢ zbiér sktadowych wzgledem danej bazy:

Y, = (V) dla neN = (¢y,;...) €l (1.6)

Y(z) = (x|¥) dla re€R ¢ e L*(R,dr). (1.7)

Przejécie migdzy L*(R,dz) il moze byé¢ zrealizowane w analogiczny sposob: funkcje
Y € L*(R,dr) mozemy zwigzaé¢ z ciagiem (1g,v,...) € loy zawierajacym skladowe
¥, = (pn, V)2 wzgledem ortonormalnej bazy {p, }eny w L3(R, dz).

2W przestrzeni ogrodkowej mozna wybraé przeliczalny zbiér wektoréw bazowych
3Niech H; i = 1,2 beda oérodkowymi przestrzeniami Hilberta z okrelonymi w nich iloczynami
skalarnymi (, )z,. Liniowy operator U : Hy — Ha nazywamy unitarnym jesli:

o D(U) =Ha,
° U(H1) :HQ,
b (Uf7 Ug)Hz = (fa g)'H1 dla WSZyStkiCh fug € Hy.



1.1 Sformulowanie Diraca i von Neumanna

Pierwsze proby matematycznego uscislenia mechaniki kwantowej byty przeprowa-
dzone przez Weyl’a [21] i von Neumanna [25] przy uzyciu dostepnej w tym czasie mate-
matycznej wiedzy o przestrzeni Hilberta. Przestrzen Hilberta jest zupelng przestrzenia
liniowa 7z iloczynem skalarnym wzgledem topologii danej przez norme ||¢|| = /(¢ ¢).
Wybér normy , a co za tym idzie i topologii w danej przestrzeni liniowej jest dowolny
i nie moze by¢ wywnioskowany z obserwacji stanéw kwantowych lub obserwabli repre-
zentowanych przez operatory.

Wtasnosci przestrzeni Hilberta:

1. Podstawowymi obiektami sg funkcje falowe ¢ (z) = (z|¢)) oraz ¢(E) = (E|¢)
reprezentujace odpowiednio prawdopodobienistwo ](az[@f Ax znalezienia czastki
w stanie 1) w przedziale Az, lub prawdopodobienstwo |(E|<;5>]2 AE, ze energia
czastki miedci sie w przedziale AE. Funkcje falowe nalezg do zbioru funkcji catko-
walnych w sensie Lebesgue’a rézniacych si¢ na zbiorze miary zero;

Y eH e {Y()} € LA(R), (1.8)

¢ €H e {o(E) € LA(R). (1.9)

W eksperymentach rozproszeniowych |¢(z)|* reprezentuje polozenie i rozmiary
detektora, |p(E)|* reprezentuje rozklad energii akceleratora. Tak wiec w ekspery-
mencie dostajemy pojedyncze funkcje gtadkie (¢(x) € S—przestrzen Schwartz’a), a
nie funkcje z szerokiej klasy ¢(z) € L*(R). Pomimo, ze w eksperymencie dostajemy
skonczony zbior danych, to poprzez interpolacje miedzy punktami doswiadczalny-
mi funkcja zostaje wygtadzona.

W praktyce zawsze do obliczen uzywana jest catka Riemanna zamiast bardziej
ogblnej catki Lebesgue’a. W teorii musimy wybraé¢ wszystkie funkcje {¢(x)} €
L*(R) poniewaz przestrzen Hilberta musi by¢ zupetng przestrzenia liniowa. Przy
iloczynie skalarnym zdefiniowanym standardowo w przestrzeni Hilberta, przestrzen
Schwartz’a nie jest przestrzenia zupeilna wzgledem topologii opartej na normie
indukowanej przez ten iloczyn skalarny.

2. Podstawowa relacja komutacji [P, Q] = —ihl dla operatora potozenia i pedu czastki



powoduje, ze obserwable nie moga by¢ ciggle? (a stad ograniczone®) jako operatory
w calej ‘H. Dlatego P, musza by¢ zawezone tylko do obszaru D(A) C H. Po-
woduje to trudnosci w okresleniu dziedziny podstawowych operacji algebraicznych
na operatorach. W formalizmie Diraca dokonujemy wielu dzialan na operatorach
bez zwracania uwagi na dziedzine, w ktérej operatory sa okreslone.

Mozna wybraé¢ taks podprzestrzen ® przestrzeni Hilberta, w ktorej operatory sa
dobrze okreslone. Wtedy mozemy zdefiniowaé topologie tak aby operatory w tej
podprzestrzeni byly ciagte (ograniczone), a zarazem podprzestrzen byta zupelna;

pcPeoes. (1.10)

3. Wektory wlasne |E) oraz |r) wynikajace z zagadnienia wlasnego operatoréw H
Q.

Q|z) = x|z), (1.11)

H|E) = E|E), (1.12)

nie nalezg do przestrzeni Hilberta. Pomimo to czesto wykorzystywane sa na przy-
ktad przy opisywaniu stanéw rozproszeniowych. Za pomoca tych wektoréw moze-
my opisaé pojedynczy mikrostan. Nie mozna réwniez znalezé stanéw |Er — il'/2)
w przestrzeni Hilberta, ktére moglyby opisywaé stany rezonansowe, oraz rozpady,
a ktoére zostaly przewidziane przez Gamowa [3]. Nie rozpatrujemy pojedynczego
stanu czastki, ale zawsze wielkg liczbe — zespot. W standardowym sformutowaniu
mechaniki kwantowej w przestrzeni Hilberta nie istniejg pojedyncze mikrostany
czastki, ¢ opisuje caly zespdl, oraz ¢(E) € {¢(E)} € L*(R;) reprezentuje rozklad
energii zespotu, w ktérym fizycy wybieraja funkcje gtadkie ¢#*%¢(E) € S. Mimo,
ze fizycy nie pracuja z funkcjami catkowalnymi z kwadratem w sensie Lebesgue’a
{6,(E), ¢o(E), ..., ¢ (E)}, ktére zawierajg funkcje gtadkie, jednak nie mozna
wyselekcjonowaé¢ doswiadczalnie klasy funkcji nie bedacych funkcjami gtadkimi,

4Operator A nazywamy ciagtym w punkcie ¢, nalezacym do dziedziny operatora jesli dla kazdego
e > 0 istnieje § (¢) > 0 takie,ze:

g — @ll <0 = [|Apy — Ap|| <e.

SOperator A jest ograniczony gdy istnieje skoficzona stata C' > 0 taka, ze dla kazdego ¢ € D (A)
zachodzi nieréwnosé:

1Al < Cllel| -

10



to znaczy elementéw L?, ktére nie sa elementami S. Klasa funkeji ¢(E) € L*(R,),
ktére nie zawieraja ¢&*"°(E) nie ma znaczenia fizycznego.

Amplituda prawdopodobienistwa (1|¢) jest dana poprzez:

(WI6) = Sl ie) = [ dBWIENEI) = [ detvla) el =
=[] avapiwlo)elByEl), (1.13)

gdzie |i), i = 1,2,... jest dyskretnym uktadem bazowym, a funkcje falowe ¢ (z) =
(x|yp) oraz ¢(E) = (E|¢) sa funkcjami gtadkimi i catkujemy w sensie Riemann’a.
W przestrzeni Hilberta amplitude prawdopodobienstwa obliczamy jako:

Wlo) = [ dvv*@)ole) = [ dBW(B)S(E). (1.14)
W tym przypadku catkujemy w sensie Lebesgue’a i funkcje falowe naleza do klasy
{,(2),¥y(x),...} € L* zawierajacej réwniez funkcje 1(x) ¢ S. Poniewaz fizy-
cy maja do czynienia tylko z gladkim rozkladem energii \QS(E)]Q oraz gtadkim
rozktadem prawdopodobienistwa znalezienia czastki [¢(z)|* dlatego wybér catko-
wania w sensie Lebesgue’a dla funkcji ¢(F) i ¢(x) jako narzedzie, wydaje sie mato
korzystny. Jednak to wlasnie wybdr (1.14), a nie (1.13) pozwala nam pracowaé
w przestrzeni Hilberta jako zupetnej przestrzeni topologiczne;j.

Tylko dla (E|¢) = ¢#*¥¢(E) € S i jedli ograniczymy sie do catek typu (1.13),
mozemy nadaé¢ dla symbolu (E| w (F|¢) sens matematyczny jako warto$¢ anty-
liniowego funkcjonatu (E| na elemencie ¢ € ®. Mozemy wtedy definiowaé (F|
jako elementy ®* przestrzeni cigglych antyliniowych funkcjonaléw na ®. Jest to
mozliwe tylko dla funkcji gladkich ¢(FE), to znaczy dla ¢ € @, a nie dla wszyst-
kich elementow przestrzeni Hilberta dlatego H* C &*. Korzystajac z twierdzenia
Frecheta—Riesza [17] otrzymamy tréjke przestrzeni (tréjka Gelfanda) lub wzboga-
cong przestrzen Hilberta:

OCH=H"CP". (1.15)

Podsumowujac, przestrzen Hilberta zawiera zbyt szeroka klase obiektow. Jesli rozpa-

trujemy tylko wielkosci skojarzone z makroskopowymi wlasnosciami aparatury pomia-
rowej, otrzymujemy tylko gtadkie rozklady energii ¢(E) € S, a wiec nie kazdy element
L*(R) opisuje stany mozliwe fizycznie. Z drugiej strony chcieliby$my opisywaé takze po-
jedyncze mikrostany, ale wektory opisujace je nie nalezg do przestrzeni Hilberta. Stany
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rozproszeniowe Diraca |p) nie moga by¢ reprezentowane w przestrzeni Hilberta. Ponad-
to wektory Gamowa |Er — i['/2) stanéw rozpadu reprezentujace mikrouktad fizyczny
z dobrze zdefiniowana energia rezonansowa Er oraz czasem zycia i/I" tez nie moga by¢
reprezentowane jako stany w przestrzeni Hilberta H. Trudnosci powyzsze zmuszaja nas
do skonstruowania nieco ogélniejszej struktury, w ktorej mozna je omingé

1.2 Konstrukcja wzbogaconej przestrzeni Hilberta.

1.2.1 Przestrzen topologiczna

Wprowadzmy przestrzen liniowa® . Przestrzen ¥ nazwiemy unitarng gdy zdefiniu-
jemy w niej iloczyn skalarny’. Za pomoca iloczynu skalarnego mozna w tej przestrzeni
zdefiniowaé norme ||¢|| = 1/(¢, ¢) i przestrzen U staje si¢ przestrzenia unormowana.

Przestrzen W bedzie liniows przestrzenia topologiczna® (w ktérej spetniony jest ak-
sjomat przeliczalnosci) jesli:

1. U jest przestrzenig liniows,

2. Dla ciggu elementéw ® pojecie granicy jest zdefiniowane (granica jest okreslona
jednoznacznie i podciagi ciagu zbieznego sa zbiezne do tej samej granicy),

6Przestrzenia liniowa ¥ > 1 nad zbiorem liczb zespolonych C 3 « jest zbiér, w ktérym suma
OXxP — ®: ¢+ =1+ ¢ oraz iloczyn przez liczbe ¥ x C — ¥ : ay = ¢ sa zdefiniowane, ze:
a1(a2y) = (a2)y, ap +¢) = ap +ad, 1-9 =y oraz (1 +az) = a1t) + azy)

"Tloczyn skalarny to funkcja U x ¥ — C posiadajacy nastepujace wlasnosci:

* (0,0)20,(0,0)=0 & ¢=0,
o (0,0 +n)=¢,) + (dm),
o (ag,v) =a(o,v),

* (0,¢) = (¥,9),

dla kazdego ¢,1,n € ¥ oraz o € C.
8Topologia — Niech X bedzie dowolnym zbiorem oraz 7 pewng rodzing podzbioréw zbioru X. Pare
(X, T) nazywamy przestrzenia topologiczna jezeli spelnione sa warunki:

1. 0, X eT,
2. jezeli dla dowolnego t € T zbioér U; € T to (UteT) eT,
3. jeZeli Ui,U; €T, to (Ul N UQ) eT.

Przestrzen topologiczng X nazywamy Th—przestrzenia lub przestrzenia Hausdorffa, jezeli Vz, 2’ €
X, x # 2 3U, U’ — zbiory otwarte w X : (zx € U, 2’ e U)AUNU' = (.
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3. Algebraiczne operacje liniowej przestrzeni sa ciagle, to znaczy:

(a) 1. Jesli ® 5 ¢, — ¢ € ¢ wtedy takze ag,, — a¢ dla a € C.
ii. Jesli C 3 a,, — a € C wtedy takze a,¢ — a¢ dla kazdego ¢ € .

(b) Jedli ¢,, — ¢ oraz ¢, — ¢ wtedy ¢, + ¢, — ¢+ dla ¢, 1, 6,1 € ®; n =
1,2,. ..

W tak otrzymanej przestrzeni liniowej zbiezno$¢ moze by¢ zdefiniowana na rozne
sposoby. Wszystkie pojecia topologiczne takie jak ciaglosé, ograniczonos¢, zupetosé
zalezg od definicji zbieznosci.

Funkcje ||¢]| nazywamy norma gdy:

VA (Aol = [A[]l2] , (1.16a)
o+l <||6]] + ||| nieréwnosé trojkata, (1.16b)
6] =0=¢=0. (1.16¢)

Gdy warunek (1.16¢) nie jest speliony wéwczas mamy do czynienia z p6inorma.
Majac w ten sposdb zdefiniowane pojecie normy, mozemy w prosty sposob zdefiniowaé
zbieznosc¢.

Ciag {®q, ¢y, - - - } jest zbiezny do ¢ jesli:

Jim o, — ¢ =0. (1.17)

Zbiezno$¢ zdefiniowana w (1.17) nazywamy zbieznoscia w sensie normy lub silna
zbieznoscia. Przestrzen, w ktorej zdefiniujemy norme nazywamy przestrzenia unormowa-
na. Wprowadzajac w rozny sposéb norme mozemy otrzymac rézne liniowe przestrzenie
topologiczne.

Wprowadzmy norme za pomoca iloczynu skalarnego:

]l =/ (2, 0). (1.18)

Otrzymujemy dzieki temu topologie 74, za pomoca ktérej mozemy wprowadzi¢ pojecie
zbieznosci, cigglosci itp. Jezeli przy tak okreslonej zbieznosci za pomoca topologii 74
w przestrzeni unitarnej ® istnieja granice ciagéw Cauchy’ego” to otrzymujemy unormo-
wang liniowa przestrzen zupela. Kazda przestrzen unormowana mozna uzupetni¢ do

9Ciag {x,} elementéw w przestrzeni z normga jest nazywany ciagiem Cauchy’ego wzgledem 74, jedli:

Ve > 03N : ||z, — zn| < € dla kazdego n,m > N. (1.19)
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przestrzeni zupelnej. Uzupelniajac przestrzen unitarng ® wzgledem topologii 74, okre-
slonej przez norme (1.18) otrzymamy przestrzen Hilberta H. Tak wiec H jest uzupelnie-
niem przestrzeni unitarnej ® wzgledem topologii 74,. ® jest Ty-gesta!? podprzestrzenia
H.

Definiujac ciag norm [|¢]|, i za pomoca tego ciagu norm wprowadzajac ,nowa” to-
pologie 74 W ktorej zbieznos¢ jest okreslona

otrzymamy przeliczalng przestrzen unormowana.
Na przyktad [19] definiujac topologie w przestrzeni S(R™) funkeji nieskoriczenie gtad-
kich za pomoca ciagu norm:

I9ll, = max sup [+°D76(x)] o =0,12,.... (1.21)
X0 g n
|Bl<e
b1+ 5
gdzie |a| = a3 + -+ + a,, ¥ = 27x5? .. x% oraz DY = otrzymamy

oxhr .. oz
zupetng przestrzen liniowa funkcji nieskonczenie gtadkich — przestrzen Schwartz’a.

Przestrzen ciaglych funkcjonatéow liniowych — dystrybucji temperowanych okreslo-
nych na przestrzeni z tak okreslong topologia nazywamy przestrzenig sprzezong S*.
Tak okreslone funkcjonaty liniowe w nieskoriczonosci rosna nie szybciej niz dowolny
wielomian.

Innym przyktadem dla jednowymiarowego oscylatora harmonicznego moze by¢ (8, 9]
zdefiniowanie iloczynu skalarnego oraz normy przy pomocy wzorow:

(0,0), = (&, (N+1)PyY) p=20,1,2,... (1.22a)

loll, = (&), (1.22b)

gdzie:
1 1
N=a"a=—H— =1 1.23

N jest operatorem liczby obsadzen, oraz

0Podprzestrzen S zupelnej przestrzeni topologicznej X jest nazywana gesta jedli:

S U{Wszystkie punkty graniczne S} = X.
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0 = \/_\/7Q (1.24a)

+ _

a \/_ Q mth (1.24b)
sg operatorami kreacji i anihilacji. Operator N jest operatorem istotnie samosprzezo-
nym. Wybér normy w postaci (1.22b) zapewnia nam, ze w przestrzeni ® uzupelnionej
wzgledem topologii indukowanej przez norme (1.22b) operatory reprezentujace obser-
wable beda ciggte i ograniczone.

Ze zbieznosci wzgledem topologii 7¢ wynika zbieznos¢ wzgledem topologii 74y gdyz

z ¢, 2 ¢ wynika,ze ¢, — ¢ ale nie odwrotnie. (1.25)

Tak wiec mozna do danego zagadnienia dopasowac przestrzen stanéw ® wraz z okre-
slona w niej topologia tak aby otrzymac¢ zupeilna przeliczalna, unormowana przestrzen
topologiczng, ktora jest podprzestrzenia przestrzeni Hilberta H

dCH. (1.26)

1.2.2 Przestrzen dualna ¢~

W tak ,zawezonej” przestrzeni ® C H zdefiniujemy antyliniowe funkcjonaly, to
znaczy funkcje F(¢) = (¢|F) okreslone na przestrzeni ® majace wartosci w ciele liczb
zespolonych C spetniajace warunek:

F(ag + py) =alF(¢) + BF(4) (1.27a)
lub w innej notacji B
(ag + BY|F) = a(g|F) + B{¢[F). (1.27Db)
Funkcjonal antyliniowy jest funkcjonatem ciagtym jesli:
¢, — ¢ implikuje, ze F(¢,) = F(¢) dla n— oo, (1.28)

gdzie S oznacza zbieznodé w sensie liczb zespolonych!!.

Tak zdefiniowana ciggtos¢ zalezy od definicji zbieznosci w danej przestrzeni topolo-
gicznej czyli od topologii tej przestrzeni. Jedng z mozliwych definicji zbieznosci w prze-
strzeni ®* jest zbieznos¢ staba.

HCiag {an} € C jest zbiezny do a € C jedli |a,, — o] — 0 dla n — oc.
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Ciag funkcjonatow {F),} € ¢" jest zbiezny stabo lub 7,~zbiezny do F' € > jedli:
(IFw) = ($IF) gdzie m — oo, (1.29)

dla kazdego ¢ € @, oraz m € N.

Zbiér wszystkich antyliniowych funkcjonatow nad przestrzenia ® tworzy przestrzen
liniowa ®*, ktéra jest przestrzenia sprzezona (dualna) do przestrzeni ®. Przestrzen ¢
jest przestrzenia zupelna wzgledem topologii okreslonej za pomoca (1.29) stabej zbiez-
nosci 7,. Podobnie mozemy zdefiniowaé¢ przestrzen sprzezona do przestrzeni Hilberta
‘H jako przestrzen antyliniowych funkcjonaléw okreslonych na elementach przestrzeni
Hilberta.

Oznaczmy:

1. ®* jako zbiér wszystkich F® = |F®) o whasnodci:

F*(s,) 5 F®(¢) dla wszystkich ¢, ~% 6. (1.30)
2. H* jako zbiér wszystkich F™ = |F™) o wtasnosci:
F"(¢,) S F™(¢) dla wszystkich ¢, =% ¢. (1.31)

Z (1.25) wynika, ze warunek (1.31) jest mocniejszy niz warunek (1.30) poniewaz jest
wiecej ciagow dla ktérych ¢, 2% ¢ niz ciagéw dla ktérych ¢, ~2% ¢, dlatego

H* C &, (1.32)

Zgodnie z twierdzeniem Frecheta-Riesza (zob. miedzy innymi [9]) przestrzen Hilberta
jest przestrzenia samosprzezona to znaczy H* = H. Innymi stowy dowolny ciggly an-
tyliniowy funkcjonat okreslony na przestrzeni Hilberta moze by¢ zapisany jako iloczyn
skalarny (¢|F) = F(¢) = (¢, f), gdzie wektor f € H jednoznacznie definiuje funkcjo-
nat? F.

Podsumowujac: zaleznosci miedzy przestrzeniag ® zupelma wzgledem topologii 74
(1.20) indukowanej przez ciag norm, przestrzenia Hilberta jako przestrzenia zupeina
wzgledem topologii indukowanej przez ,zwykly” iloczyn skalarny oraz przestrzeniami
do nich algebraicznie sprzezonymi H* i &> mozna zapisa¢ jako:

O CH=H"CP", (1.33)

co tworzy strukture zwang wzbogacona przestrzenig Hilberta lub tréjka Gelfanda. [15,
16]

12\Wprowadzajac przestrzen funkcjonatéw na funkcjonatach F7t, ktéra oznaczymy H** mozemy za-
uwazy¢, ze istnieje wzajemnie jednoznaczne utozsamienie miedzy elementami H i H**. Przestrzenie
posiadajace taka wlasno$¢ H = H* “nazywamy refleksywnymi.
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1.2.3 Operatory liniowe we wzbogaconej przestrzeni Hilberta

Obecnie zajmiemy si¢ operatorami dziatajacymi w tak skonstruowanej przestrzeni.
Operator B* nazywamy ciaglym w &> jedli jest odwzorowaniem ®* — &> spehnia-
jacym nastepujace warunki:

B*(aF) + BF,) = aB*(F\) + B*(F}), (1.34)

gdzie Fy, F5, € ®%; o, € C, oraz dla kazdego ¢ € ® istnieje stata K > 0 oraz elementy
1, Py - - -, 0, € P takie, ze:

(1B F)| < K (|61 B*F)| + -+ [(9,| B*F)]) . (1.35)

Warunek (1.34) gwarantuje liniowo$¢ operatora B*, natomiast (1.35) dotyczy jego
ciggtosci. Konsekwencja cigglosci operatora B* jest:

E, % F = B*F, 25 B*F dla m — . (1.36)

Niech A bedzie T¢—cigglym istotnie samosprzezonym® operatorem liniowym w ®. Zde-
finiujmy rozszerzenie tego operatora do ®* nastepujaco:

(|A*F) = F(Ad) = (Ap|F), Vo€, F e d (1.37)

Jest to uogdlnienie zwyklego sprzezenia operatora A* w przestrzeni Hilberta. Opera-
tor A* jest operatorem cigglym w ®*. Korzystajac z relacji miedzy przestrzeniami
liniowymi (1.33) mozemy wprowadzi¢ analogiczna zalezno$¢ miedzy operatorami w tych
przestrzeniach:

AcCAcAX, (1.38)

gdzie A jest domknieciem operatora A w H.

Jesli operator A nie jest operatorem istotnie samosprzezonym w @, ale jego dziedzina
jest gesta w H to jego sprzezenie w przestrzeni Hilberta AT jest dobrze zdefiniowane.
Ponadto jedli V ¢ € ® Af¢p € ® (to znaczy AT® C @), a takize AT jest operatorem
T«—ciagtym (w sensie stabej zbieznosci) to mozemy zdefiniowaé rozszerzenie A* do ®*
poprzez:

(p|A*F) = (ATp|F) VoecdFcd”, (1.39)

gdzie A* bedzie operatorem 7, —ciagltym.

130perator A jest samosprzezony jedli D (A) jest gesta w H oraz AT = A to znaczy A jest symetryczny
i D (A7) = D (A).
Operator A jest istotnie samosprzezony jesli jego domkniecie A jest samosprzezone.
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Gdy operator A jest istotnie samosprzezony (lub symetryczny'?) to Ap = AX¢ € .
Dlatego (1.37) mozemy traktowaé jako szczegdlny przypadek (1.39).

Zajmijmy sie teraz zagadnieniem wtasnym operatora. Zanim przejdziemy do omo-
wienia uogdlnionych wektoréow wtasnych operatora w przestrzeni ®, przypomnijmy jak
wyglada to w przestrzeni Hilberta H.

Wektor £ # 0 oraz £ € H nazywamy wektorem wtasnym operatora A jesli:

A =af gdzie ae€C. (1.40)

W przypadku ogélnym nie kazdy operator ma wektory wlasne £ € H. Wiadomo, ze
operatory potozenia () i pedu P nie maja wektoréw wtasnych bedacych elementami
przestrzeni Hilberta, chociaz powszechnie stosuje sie notacje Diraca P|p) = p|p) oraz

Qlg) = qlq)-

Zatozmy, ze A jest operatorem w @, ktory mozemy rozszerzy¢ do ®*. Uogdlniony
wektor wlasny tak rozszerzonego operatora zwigzany z uogdlniong wartoéciag wtasng A
jest funkcjonatem antyliniowym £ € &% takim, ze:

F(AT¢) = (AT¢|F) = (p|A*F) = A\(g|F) Vo€ . (1.41a)
co mozemy zapisa¢ w krotszej formie:
AXF = \F, (1.41b)

lub w notacji Diraca:
AX|F) = \|F). (1.41c)

Jezeli wektor uogdlniony jest elementem przestrzeni Hilberta F' € H* = H to mozemy
napisac:
(Afg|F) = (ATo, f) = (6, Af) = (&, ), (1.42)

gdzie (, ) jest zwyklym iloczynem w przestrzeni Hilberta. Jak wida¢, gdy uogdlnio-
ne wektory naleza do przestrzeni Hilberta, to (1.42) staje sie¢ zwyklym zagadnieniem
wlasnym?!®.

M Operator A dzialajacy w H jest operatorem symetrycznym jesli D (A) jest gesta w H oraz (A, 1)) =
(¢, Avp) dla kazdego ¢, € D (A), innymi stowy A C AT.

I5W przestrzeni Hilberta skoficzenie wymiarowej operator A ma

zupelny uklad wektoréw wlasnych &, = |€,) € H

taki, ze:
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Zatozymy, ze przestrzen ® jest przestrzenia jadrowa!®, oraz operator A jest operato-
rem samosprzezonym. Jadrowe twierdzenie spektralne [15, 16, 17] zapewnia, Ze operator
A posiada zupelny ortonormalny zbiér uogélnionych wektoréw wtasnych Fy € &% X € C,
co oznacza, ze dla kazdego ¢, ¢ € ® mamy:

@lv) = [ FOE@)an) = [ (6B (F)du(y). (1.44)

gdzie F\(v) = (¢|F\) = (Fy\|¢), dla miary p na zbiorze R. Miare ta mozemy rozbié¢ na
dwie czesci (z punktu widzenia zastosowan fizycznych):

e dyskretne spektrum operatora, du(\) = 3, 6(A — \;)dA,
e absolutnie ciagle spektrum operatora du(\) = p(A\)dA.

Przy tak zdefiniowanym zagadnieniu wtasnym stanéw kwantowych mozemy bez utra-
ty Scistosci matematycznej rozpatrywaé zaréwno stany zwigzane jak i stany rozprosze-
niowe, a takze stany rozpadow.

7 powyzszych rozwazan jednoznacznie wynika, ze przejécie od formalizmu zwyktej
przestrzeni Hilberta do formalizmu wzbogaconej przestrzeni Hilberta znacznie kompli-
kuje matematyczny aparat mechaniki kwantowej. Jest to cena jaka fizycy muszg zaptacié
za mozliwos¢ Scistego sformutowania teorii stanéw Gamowa.

AL = Nig; (fmﬁj) - (/\i7>‘j) - 51’]'-
Tak wiec dla kazdego ¢ € 'H mozemy napisac:

= Z M) (A]E)  n = dimH. (1.43)

Zbior A = {1, ..., A\, } wartosci wlasnych

operatora A nazywamy spektrum A.

W przestrzeni Hilberta nieskoniczenie wymiarowej powyzsze stwierdzenie nie jest prawdziwe. Spek-
trum operatora A nazywamy zbiér A liczb zespolonych, dla ktorych rezolwenta jest osobliwa.

16Przeliczalna przestrzen Hilberta z ciagiem norm (1.20) nazywamy jadrowa jesli dla kazdego m
istnieje n takie, ze odwzorowanie T, przestrzeni ®, w przestrzen ®,, jest jadrowe, to znaczy ma
postaé:

Tre = M (ex, @), hu,
k=1

gdzie ¢ € @, {ex} i {hi} to ortonormalne bazy w ®,, i ®,,, odpowiednio, Ay > 0 oraz > .- A\ < 00.
Przestrzenie ®,, oraz ®,, sa uzupelnieniami przestrzeni ® wzgledem ciagu norm (1.20).
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1.3 Podsumowanie

W tym rozdziale w duzym zarysie zostata omowiona historyczna droga rozwoju
matematycznej struktury opisujacej zjawiska kwantowe w jej ujeciu nierelatywistycz-
nym. Pokazaliémy jak stopniowo wprowadzano nowe teorie w celu uscislenia znaczenia
matematycznego stosowanych poje¢, oraz staraliSmy sie ukazac¢ jakie trudnosci nasu-
waja sie przy opisie niektorych stanéw kwantowych. Nastepnie w zarysie zreferowali$my
sposéb ,wzbogacenia” teorii kwantowej w ujeciu w przestrzeni Hilberta aby zwigkszy¢
zakres mozliwych do opisania zjawisk kwantowych bez utraty matematycznej $cistosci.
Whprowadzenie bogatszej struktury opartej na trzech przestrzeniach liniowych pozwala
nam sprecyzowaé matematyczne pojecie stanéw kwantowych tak, aby zawieraly w so-
bie te przypadki, ktore trudno wprowadzi¢ w ujeciu mechaniki kwantowej w przestrzeni
Hilberta. Jest to oczywiscie tylko jedna z wielu mozliwych drég uscidlania teorii kwan-
towej, ciekawa o tyle, ze pozwala nie tylko opisywaé stany dotychczas nie mieszczace
sie¢ w ramach przestrzeni Hilberta ale takze mozliwe jest wprowadzenie ,strzatki czasu”
w oparciu o ewolucje czasowg wektorow Gamowa. Zagadnienie to jest szeroko omawiane
w literaturze (np. [18]).
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Rozdziat 2

Wektory Gamowa

2.1 Rezonanse jako bieguny macierzy S

Eksperymenty rozproszeniowe sa jednym z podstawowych zrodet wiedzy na temat
budowy materii. Teoria rozproszenia jest od wielu lat rozwijana i stosowana w wielu
dziedzinach badan. Ogoélnie mozna powiedzie¢, ze zjawisko zderzenia czastek polega na
tym, ze dwie czastki poczatkowo odleglte od siebie na tyle, ze praktycznie nie oddziaty-
wuja ze soba poruszaja si¢ swobodnie az do momentu gdy wejda w obszar oddziatywania
wzajemnego. Skutkiem tych oddziatywan jest wiazka czastek rozbiegajacych sie w réz-
nych kierunkach na tyle daleko od siebie, ze po pewnym czasie znowu poruszaja sie
praktycznie swobodnie. Oczywiscie nie zawsze oddziatywanie miedzy obiektami moze
by¢ krotkozasiegowe, ale w wiekszosci zastosowan fizycznych mamy do czynienia z ta-
kim typem oddzialywan. Oddzialywania miedzy czgstkami mogg mie¢ rozny charakter.
Na przyktad przy niewielkich energiach oddziatywania maja zwykle charakter sprezysty,
natomiast przy wiekszych energiach zderzenia sg niesprezyste i prowadza do powstania
lub rozpadu czastek.

Niech czastka porusza sie w polu o potencjale V. Zgodnie z ewolucja czasowa genero-
wang przez Hamiltonian H = Hy+V stan czastki w chwili ¢ jest okreslony w nastepujacy
sposob 9 (t) = U (t) 9, gdzie U (t) = e~ jest operatorem unitarnym ewolucji uktadu
w czasie, natomiast 1 jest stanem czastki w chwili ¢t = 0. W duzej odlegtosci od obszaru
oddzialywania czastka porusza sie praktycznie swobodnie i opisywana jest operatorem
ewolucji dla stanu swobodnego Uy (t) = e~Ho, Zaktadamy, ze w dalekiej przesztoéci oraz
w przysztosci dla czasu t — —oo

Ut) — Uy (t) o™, (2.1)
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oraz dla t — +o00
U () — Uy (t) ¢, (2.2)

a mowiac doktadniej

th:an He—itH¢ . e—itH0¢in(out) ’ —0. (23)
Korzystajac z unitarnosci operatoréw ewolucji dostaniemy
thm Hw . eitHe*itHo(Zﬁm(OUt) ‘ - 0. (24)
—F 00

Mozemy wigc wprowadzi¢ operatory zwane operatorami falowymi lub Méllera [27, 28].
(a takze np. [2])
Qy = lim e itHo, (2.5)
t—F oo
Dzialajac na stan ¢, °“ € H otrzymamy stan ¢ = Q4 ¢ w chwili ¢ = 0 taki, ze
U ()1 =5 Uy (t) ™).

W eksperymentach rozproszeniowych pomiaru dokonujemy przygotowujac stan po-
czatkowy czastki ¢ na dtugo przed zderzeniem ¢ — —oo oraz na dtugo po rozproszeniu
t — 400 dokonujemy pomiaru stanu koncowego ¢°**. Proces rozproszenia mozemy opi-
sywaé jako przejscie czastki ze stanu poczatkowego do stanu koncowego wprowadzajac
operator przejscia

S g —s geut = Sepin. (2.6)

Poniewaz operator S powinien transformowa¢ stany unormowane w stany unormowane
dlatego powinien to by¢ operator unitarny. Pamietajac, ze Q4 ¢,, = ¢, oraz Q_¢,,, = ¢
mozemy napisac

¢t =N =0 Qo™ (2.7)

czyli
S=QQ,. (2.8)

Przedstawiajac funkcje stanu w reprezentacji energii ¢ (E) = (E|¢) operator roz-
proszenia takze przyjmie postaé¢ w reprezentacji energii S (E). Dokonujac przedtuzenia
analitycznego z rzeczywistych wartosci energii na zespolone z = E + iIlmz € C gdzie
E = Rez,Imz € R odpowiednio czesé rzeczywista i urojona energii napotkamy sze-
reg ciekawych wtasnosci takiego operatora. Biorac pod uwage, ze E jest proporcjonalne
do p? dostaniemy dwa platy plaszczyzny Riemanna, z cieciem wzdtuz dodatniej rze-
czywistej osi £ = Rez > 0 pierwszy plat tzw. fizyczny zawiera stany zwiazane bedace
biegunami operatora S (z) na ujemnej osi rzeczywistej £ = Rez < 0. Natomiast na
placie niefizycznym w poblizu osi rzeczywistej dodatniej mamy bieguny rozlozone sy-
metrycznie wzgledem tej osi z = Er — zg oraz z* = Er + ig, ktore sa zwiagzane ze
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stanami rezonansowymi, a takze bieguny na ujemnej osi rzeczywistej opisujace tzw.
stany wirtualne.

2.2 Wzbogacona przestrzen Hilberta

Wygodnie jest rozpatrywacé rozproszenie wykorzystujac aparat wzbogaconej prze-
strzeni Hilberta Ze szczegotowym omoéwieniem tego tematu mozna si¢ zapozna¢ w mie-
dzy innymi w pracach [9]. Niech stan poczatkowy ¢ € & gdzie ® C H jest pod-
przestrzenig przestrzeni Hilberta zawierajaca wszystkie fizyczne stany poczatkowe tak
okreslong, aby bra i kety Dirac’a dziataty jako ciagte antyliniowe funkcjonaty. Dzigki tak
zawezonej przestrzeni wszelkie operacje algebraiczne na operatorach sa dobrze okreslo-
ne. Analogicznie dobrze okredlone sg stany mierzone po rozproszeniu ¢ € ®. Zwiazek
miedzy stanami ¢ oraz ¢°“* jest nastepujacy

(wout7¢out) _ (wout75¢in) _ (2.9)
Wprowadzmy stany ¢* oraz ¢~ w postaci
Q9" = Jim ettt o= itHo yin — (2.10a)
Q_yp™ = lim "oyt =4, (2.10D)

Stany ¢ oraz ¢°“ ewoluuja w czasie w oparciu o Hamiltonian swobodny Hj natomiast

stany ¢* oraz 1~ w oparciu o Hamiltonian oddziatywan H = Hy+ V. Z (2.10) widaé, ze
stany ¢ oraz ¢~ zmierzaja do stanéw ¢™ oraz ¢°“ dla t — Foo w odlegtej przesztosci
i dalekiej przysztosci.

Podsumowujac; ¢ € @4 jako elementy podprzestrzeni Hilberta ®; C H moga by¢
reprezentowane przez funkcje

6" (E) = (“E|¢*) = (Ele), (2.11)

gdzie ¢ jest funkcja nalezaca do poddziedziny D (Hy) operatora Hamiltona czastki swo-
bodnej Hy. Tworzymy wzbogacone przestrzenie Hilberta w postaci

. CHC DX (2.12)

z wektorami ¢ € ®_ oraz ¢~ € ®,. Matematyczng realizacja tak sformutowanych
przestrzeni moga by¢ przestrzenie Schwarza tworzace trojke Gelfanda S C L? (R) C S*.
Doktadniej, @ sa zdefiniowane jako przestrzenie, ktére reprezentowane sg przez funkcje
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klasy Hardy’ego [29]. w gornej potptaszezyznie SN H? |g+ oraz w dolnej péiptaszezyznie
SN H? g+ czyli:
ot € o < (TElpT) e SN H? |, (2.13a)
Y~ € O, & (TE|T)ESNH:|p+, (2.13b)
gdzie oznaczenie |g+ oznacza ograniczenie do dodatniej osi rzeczywistej. Jezeli w (2.12)

przestrzen Hilberta H bedzie zrealizowana jako przestrzen funkcji catkowalnych z kwa-
dratem w sensie Lebesgue’a L? (RT) to

SN H g € L2 (RY) € (SN HEg:) (2.14)

tworza dwie wzbogacone przestrzenie Hilberta [30].!. Mozna takze zdefiniowaé kolejne
dwie wzbogacone przestrzenie Hilberta jako

V. C H C VX, (2.15)

gdzie U+ = SN HZ.
Korzystajac z ¢= = Q4 ¢ oraz z tego, ze |E) tworzy zupelny zbiér wektoréw wlasnych
(funkcjonatéw antyliniowych) dla Hy mozemy zapisaé

|E*) = Q4|E), (2.16)

gdzie E € RT, a |E*) tworzy zupely zbiér wektoréw wlasnych dla operatora H.
Zwiazek miedzy stanami |E%) a stanami czastek swobodnych |E) mozemy przedsta-
wi¢ za pomoca rownania Lippmanna-Schwingera
1
E— H[) I e
gdzie |E*) to wektory uogélnione operatora Hamiltona rozszerzonego na przestrzen
funkcjonatéw antyliniowych &7

|E*) = |B) + V|E*), (2.17)

HX

E*) = B|E®), (2.18)

oraz |F) to wektory wtasne operatora Hamiltona dla czastki swobodnej rozszerzonego
do przestrzeni ®%
HY|E) = E|E), (2.19)

Funkcja analityczna f(2) w gérnej pétplaszezyznie zespolonej C*t jest funkcja klasy Hardy’ego
wtedy 1 tylko wtedy gdy

/OO dx |f (z +iy)| < oo

dla dowolnego y > 0 oraz lim,_¢ f (z + 1y) = f (z).
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2.3 Wektory Gamowa we wzbogaconej przestrzeni
Hilberta

Wektory Gamowa mozna zdefiniowaé jako bieguny operatora S (F) przedtuzone-
go analitycznie na zespolong energie lezace na drugim ptacie Riemanna w poblizu osi
rzeczywistej dodatniej.

Zaloézmy, ze czastka rozpraszana jest w przez potencjal V' . Hamiltonian bedzie miat
posta¢ H = Hy+ V', gdzie Hy jest Hamiltonianem czastki nieoddziatywujacej. Hamilto-
nian H posiada zaréwno dyskretne widmo wartosci wtasnych opisujace stany zwigzane
jak i absolutnie ciggle widmo dla stanéw rozproszeniowych. Przestrzen Hilberta H w
ktorej dziata H mozna roztozy¢ na podprzestrzen H, rozpigta przez stany wtasne zwig-
zane z widmem dyskretnym [9, 30] oraz podprzestrzen H,. prostopadta do H,

H="H,® Hae. (2.20)

Przestrzen H,. jest niezmiennicza wzgledem dziatania operatora H to znaczy jesli ¢ €
Hoeoraz ¢ € D (H) wtedy Hp € H,e. Operator rozproszenia jest zwiazany z operatorami
falowymi Méllera (2.8) dlatego mozemy napisaé

(0t (1), So™ (1)) = (0™ (1), Q6™ (1)) = (¢~ (1), 07 (1)) =
= (V70,67 (0) = [ 0T (B)S(BE+i0)¢* (B)dE, (2:21)

gdzie v~ (E) € &, oraz ¢ (E) € ®_ sa stanami w reprezentacji energii, natomiast
Y™ (0) = Q_y° i ¢t (0) = Q,¢"™ s3 tymi samymi stanami w reprezentacji Schrodingera.
Korzystajac z (2.11) catke w réwnaniu (2.21) mozemy napisa¢ w postaci

[ CHIED)S (B +i0) (* Blg*)dE, (2.22)

gdzie | EF) to uogélnione stany wlasne zwigzane z Hamiltonianem H = Hy + V powig-
zane z |E) uogélnionymi stanami wlasnymi Hamiltonianu H, poprzez zwiazki (2.16).
Zat6zmy, ze operator S (z) nie posiada zadnych osobliwosci poza skoniczona liczba par
biegunéw na drugim ptacie Riemanna oraz przy z — oo operator S (z) jest ograniczony
lub zmierza do nieskoniczonosci wolniej niz dowolny wielomian wzgledem zmiennej z.
Rozpatrzmy catke

/OOO<_¢|E —ie)Syr (E —ie) (Y E —iel¢™)dE, (2.23)
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ktéra jest zbiezna do (2.22) gdy € — 0. Upraszczajac problem zat6zmy, ze mamy izolowa-
ny punkt osobliwy w dolnej pélplaszczyznie drugiego ptata. w punkcie zgp = Eg —iI'/2.
Deformujac odpowiednio droge catkowania [31, 30| tak aby obejmowata osobliwo$¢ w zg
mozemy napisac

(6 (0. 6" ) =30 = [ Cel)Sum () (F2l6* )z +
+/A<¢’Z>z5_‘;<+z|¢+>dz, (2.24)

gdzie droga catkowania C'_ przebiega ponizej bieguna zg oraz wzdtuz osi E = Rez > 0
natomiast droga catkowania A to kontur wokét bieguna. Ponadto S_; to residuum S (z)
w punkcie z = zg, a d (¢) dowolna funkcja zespolona spetniajaca warunek lim. .6 (¢) =
0. Pierwsza catka w (2.24) znika gdy promient konturu catkowania r — oo [30] natomiast
druga speklia réwnosc¢

[0l (216 = 2 Sl (2.25)
Réwnanie (2.24) przyjmie postaé
(¥= (1), 0" (1) = C = 2miS 1 ("W|2g) (T 2rl6™), (2.26)
gdzie
C = [ CUIE)Su (E) (*El6*)dE. (2:27)

Analogicznie mozna pokazaé, ze dla (gb+ (), ¢~ (t)) = (*1/) (t), 0" (t))* zachodzi

(6 (1), 97 (1) = O+ 2miS 1 (ol )2l ), (2:28)
gdzie B
¢ = [ " (*6|E*)Su (B) (“Elv")dE. (2:29)

Zaktadajac, ze (2.26) jest spetnione dla dowolnego stanu ¢~ otrzymamy

6" = [ VBN S (B) (* BI6)dE — 2miS 1 57 (2alo). (2.30)
Podobnie z réwnania (2.28) dostaniemy

Y= /OOO |E*YS1 (E) (CE[T)YE + 2miS 1 |25 (" 2510 7). (2.31)

II
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Powyzsze wyrazenia (2.30) oraz (2.31) to ciagte antyliniowe funkcjonaty dzialtajace w
U i bedace elementami przestrzeni UX. Wektor ¢* bedziemy nazywaé stanem rozpadu,
ktéry dla t — —oo byt przygotowany jako ¢™ oraz 1)~ zwany stanem grow, ktéry bedzie
rejestrowany dla t — oo jako stan 1", Mozna pokazaé [30], ze |25) oraz |25") to takze
ciggle antyliniowe funkcjonaly dzialajace w Wy i nalezace do przestrzeni V3. Funk-
cjonaly |zp) € UX oraz |z5;) € U¥ sg uogdlnionymi stanami wlasnymi Hamiltonianu
H = Hy +V rozszerzonego do przestrzeni W.

Roéwnanie
_ _ _ _ o (THY|E~
Colr ) = (Hlg = [ ) g
—o0o — ZR
© E(YlET) -
= [T e = k) (2.32)
spetnione jest dla kazdego 1~ , wiec mozna zapisac je w postaci
H*|zg) = zr|2g), (2.33)
oraz analogicznie
H*|23) = 2hlz3). (2.34)

Réwnania whasne (2.33) oraz (2.34) zachodza zaréwno dla W, jak i dla &..

2.4 Zalezno$é czasowa wektorow Gamowa
Operator ewolucji czasowej U (t) = e w bazie wektoréw whasnych operato-
ra Hamiltona przyjmuje postaé e ¥, Mozna rozszerzy¢ dziatanie tego operatora na
przestrzen W, prowadzi to jednak do probleméw zwigzanych z urojong czescig energii.
Musimy rozpatrywac¢ osobno ewolucje w czasie dla ¢t > 0 oraz dla ¢t < 0. Wprowadzmy
dwie podgrupy operatorow ewolucji

X > U (f):(e*“”)+ dla 0 <t < oo, (2.35a)
V4D UX(t)=(e™)  dla —oco<t<0. (2.35b)

Przy tak zdefiniowanych operatorach ewolucji mozemy uniknaé nieograniczonosci czto-
néw et ™ #zawierajgcych urojong czesé energii. Prowadzi to do nastepujacej zaleznosci
od czasu dla stanéw Gamowa |z5) oraz |z5")

U*(t)|25) = e ™r|zp) = e ®Pre 21,0y dla t >0, (2.36a)
UX(t)|257) = e ™r|zph) = e "PreT2 200y dla ¢ < 0. (2.36Db)
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2.5 Wektory Gamowa z rzeczywistymi wartosciami
wlasnymi.

Operator samosprzezony we wzbogaconej przestrzeni Hilberta moze mie¢ zespolone
wartosci wlasne w przeciwienstwie do operatoréw dziatajacych w przestrzeni Hilberta.
Jesli rozpatrzymy czastke poruszajaca sie w polu o potencjale V' (x) to dobierajac warun-
ki brzegowe tak aby mie¢ stany czysto wychodzace z obszaru oddziatywania dostaniemy
wektory Gamowa, ktorym odpowiadaja zespolone wartosci wlasne energii w réwnaniu
Schrodingera

_;ZMJ (Z) + V(&) ¢ (£) = (ER - ZE) (), (2.37)

gdzie Eg jest zwigzana z energia stanu rezonansowego, natomiast I' z jego szerokoscig.
Zespolone wartosci wlasne wprowadzaja pewng komplikacje nie tylko zmuszajac do roz-
budowania aparatu matematycznego do wzbogaconej przestrzeni Hilberta, ale takze na-
tury interpretacyjnej zwiazanej z pomiarem wielkosci zespolonej, oraz normalizacja tak
wprowadzonych wektorow stanu [32].

Pokazemy, ze pozostajac w ramach formalizmu przestrzeni Hilberta mozna wprowa-
dzi¢ formalizm wektoréw Gamowa unikajac stosowania zespolonych wartosci wtasnych
odpowiadajacym takim stanom [33]. W tym celu rozpatrzmy przestrzen Hilberta skta-
dajaca sie z funkcji falowych w postaci

" ¥, (7) )
U (%) = O 2.38
Dla tak wybranej reprezentacji stanow iloczyn skalarny przyjmie postac

(@)@ @) =3 [ v @@ d. (2:39)

ktora spetnia wszystkie wtasnosci iloczynu skalarnego. Rozpatrzmy zagadnienie wtasne
niezalezne od czasu dla standéw opisywanych przez funkcje ¥ (Z). Rownanie Schrodingera
bedzie nastepujace

h2
—2—A\IJ (Z) + V(2) ¥ () = EV (¥), (2.40)
m
gdzie V (Z) jest dwuwymiarowa macierza potencjatu, a F to rzeczywista energia. Trans-

formujac wektor stanu W (&) przy uzyciu macierzy obrotu ¥ (Z) — ¥/ (%) = O U (7) w
tak wybranej dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta

() — ) (&) =¥y (T) cosa + 9, () sina (2.41a)
Yy (F) — ¥4 (2) = =y (T) sina + 1, (T) cos (2.41Db)

28



zadamy niezmienniczos$ci macierzowego réwnania Schrodingera (2.40) wzgledem trans-
formacji (2.41), gdyz iloczyn skalarny (2.39) jest niezmienniczy wzgledem takich obro-
tow. Ogranicza to macierz opisujacag potencjat do postaci

V_V(a‘:’)<(1) (1)>+Ff)<? _01> (2.42)

gdzie funkcje V () oraz I' (¥) sa dowolnie wybranymi funkcjami wspotrzednych prze-
strzennych. Réwnanie Schrodingera (2.40) przy uwzglednieniu macierzy potencjalu w
postaci (2.42) mozemy przedstawi¢ w postaci dwu roéwnan

—;;Awl (Z) +V(Z) ¢y (T) = B¢, () + F;f) by (7)), (2.43a)
I’ (@)

—%A@Dz (@) + V(@) ¥y () = Ev, () - Uy (). (2.43b)

2

Réwnania (2.43) mozemy traktowaé jako rownania rézniczkowe na funkcje 1, () oraz
1, (), ktore sa wzajemnie zalezne od siebie, a funkcja I' (Z) opisuje zwiazek miedzy nimi.
Sprobujmy teraz zbudowaé za pomoca tak skonstruowanej przestrzeni stanéw wektory
opisujace stany rezonansowe Vs (). Wprowadzmy operator

H:é(_li i) (2.44)

ktory jest operatorem rzutowym w przestrzeni Hilberta dwusktadnikowych funkcji stanu
W (7). Istotnie IIT = (IT*)" = II jest operatorem hermitowskim, oraz

N1 i\ 11
2 _ [+ i —
" = (2) ( i ) 5| i1 IT. (2.45)
Dziatajac operatorem Il na funkcje stanu ¥ (&) bedaca rozwiazaniem réwnania Schrédingera
(2.40) otrzymamy stan

Ve (7) = 110 (7) = ; ( _%%ﬂ%;% ) | (2.46)

Zobaczmy jaka posta¢ przyjmie réwnanie Schrodingera (2.40), gdy na obie strony row-
nania zadziatamy operatorem rzutowym II.

I <_27fmmf (7) +V (7) U (f)) (Y (&), (2.47)
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czyli

—ZA(H\I!(f))JrV(f)(l O )H\P@HF@)H( L )‘P<f)=EH‘I’(f>-

01 2 1 0
(2.48)
Poniewaz
n( % 71— (2.49)
1 0 )" '
wiec
h? . L I(@) , .
—%A (¥ (2)) + [V (2) + i v (¥) = EIIV (7). (2.50)
Pamigtajac, ze V¢ () = IV (Z) réwnanie (2.40) przyjmie postaé
h? I«
— oAV (&) + V(%) Ve (7) = <E — ;”'")> Ve (7). (2.51)

Roéwnanie (2.51) jest rownowazne rownaniu (2.37) w przypadku gdy funkcja I' (%) bedzie
funkcja stalg.
Poddajmy wektor W (Z) transformacji (2.41)

1 cosa sina \ [ @)+ @ ) _
Ve (7) — qjc(x)_2<—sina COS&)(—iiﬂl(f)—FTjQ(f))_

L[ (&) (cosa —isina) + i)y (T) (cosa — isin ) 9 59
2\ =iy, (Z) (cosa — isina) + 1y (T) (cosa —isina) |’ (2:52)

tak wiec .
Ve (%) — Vg (7) = Vg (F) e ™ (2.53)

transformacja obrotow dla stanu Gamowa Vs (Z) = IV (Z) sprowadza si¢ do zmiany
fazy «a.

2.5.1 Przyklad stalego potencjatu

W dalszych rozwazaniach skoncentrujemy sie na prostym przyktadzie. Rozpatrzmy
przypadek, gdy potencjal V (Z) = V jest potencjatem staltym oraz funkcja I' (Z) =T tez
jest funkcja stata. Przy takich zalozeniach uktad réwnan rézniczkowych (2.43) bedzie
miat rozwigzanie w postaci dwoch funkeji

Y (7) = Cicos (l; f) e’ (2.54a)
¢ (@) = Cysin (lg : f) e, (2.54b)



gdzie

-1 I
‘k‘:ﬁ m<\/(ER—V)2+4+ER—v>, (2.55)
oraz
1 o I
Tl = m(Br= V) + = Er+ V). (2.56)
Z postaci statych k oraz ~4 mozna zauwazy¢ po krotkich obliczeniach, ze
h? 9 r
— (k—iv)" = | Egp —i— — : 2.
g (b= 0" = (En i =V (2.57)
Podstawiajac rozwiazania (2.54) do réwnan (2.43) dostaniemy
E @+ (v -SwE ) e@ = Bw@ (2.58)
- x Z)-5t8 X 7)) = Egy(2), :
N @) + (V@) + ot (F-7) )¢ (¥) = Erp() (2.58D)
om P T Z 9 g r)|px) = LrpT), .

gdzie w sposéb jawny wystepuje dodatkowy potencjatl zwiazany z interakcja miedzy

b (%) a ¢ (T).

2.5.2 Normalizacja stanu Gamowa

Pokazemy jeszcze jak w przypadku potencjatu o symetrii sferycznej mozemy znor-
malizowaé stany Gamowa. Zalézmy, ze potencjal V' (Z) jest potencjatem sferycznie syme-
trycznym V' (r). Dla uproszczenia rozwazan zajmijmy sie tylko pierwsza funkcja falowa
opisujaca stany o zerowym momencie pedu ¥,_, (r) = v (r). W takim przypadku otrzy-
mamy dwa rozwiazania w postaci x (r) = 7 (r) oraz k (1) = r¢ (r) spetniajace rownania

LGV OXE) = B+ Sk, (2.592)
—;;C;f?/ﬁ (r)+V(r)s(r) = Egk(r)— I;X (r). (2.59b)

Mnozac réwnanie (2.59a) przez « (r), a réwnanie (2.59b) przez x (r), nastepnie odejmujac
wyniki otrzymamy

B* d </<; () dx (r)

Sy dk (7“)> _ E <X2 (7") + /12 (7“)) ' (2.60)

a0 ) 73
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Scatkujmy réwnanie (2.60) od r =0dor =R

_ (n (r) dﬁy) —x(r ) dr ) 2/ (r)) dr. (2.61)

2m

Caltka wystepujaca z prawej strony réwnania przyjmie postac

/R <X2 (r) + K2 (r)) dr = /R (@/}2 (r) + (r)) r?dr = L / U (Z)]> d*x (2.62)
0 0 47 Jo ' '
Przyjmujac warunki brzegowe y (0) = 0 oraz k (0) = 0 zakladamy, ze wychodzaca poza

obszar €2 funkcja falowa bedzie miata postac

oL eit-me-n), (2.63)

r

Zaktadajac przez chwile C' = 1 otrzymamy nastepujace warunki brzegowe
X (R) =1, k(R) =0, X' (R) =1, K (R) = k. (2.64)

Korzystajac z warunkow brzegowych mozemy zapisaé

771 k
U (7)|° &Pz 2.65
< [lw@Pee="" (2.65)
i korzystajac z relacji
h? .9 I
prawa strona réwnania (2.65) przyjmie postaé
2
/ U (2)? d* (2.67)
7y

dla dowolnej statej C' dostaniemy nastepujacy warunek normalizacyjny:
2 C
/ MG ”’ " (2.68)

Warunek normalizacyjny (2.68) pozwala spojrze¢ na strukture wektoréw Gamowa
w inny sposéb. W standardowym podejsciu przestrzen Hilberta dla wektoréw Gamowa
konstruuje si¢ z funkcji falowych okreslonych w catej przestrzeni. Okazuje sie jednak,
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ze takie funkcje nie moga by¢ unormowane. Powyzszy warunek (2.68) sugeruje, ze mo-
zemy stany Gamowa potraktowa¢ w duchu wspotezesnej teorii uktadéw otwartych [34].
W teorii tej mamy do czynienia z trzema przestrzeniami liniowymi: przestrzenig &_
zbudowana z elementéw opisujacych informacje otrzymana przez uktad, przestrzenia &
zbudowang z elementéw opisujacych informacje wychodzacg z uktadu oraz z przestrze-
nia H opisujaca wewnetrzne stany uktadu. W praktyce przestrzenie £_ i £, traktowane
sg jako skonczenie wymiarowe przestrzenie, ktorych elementy reprezentuja fale niosace
informacje wchodzace i wychodzace. Przestrzenie te nazywane sa odpowiednio kanata-
mi wchodzacymi i wychodzacymi uktadu. Dla uktadow kwantowych takimi falami sg
fale Broglie’a opisujace odpowiednio czgstki wchodzace do uktadu i wychodzace z niego.
Przestrzen ‘H jest przestrzenia Hilberta zbudowang z rozwigzan réwnania Schrodingera
opisujacego strukture uktadu. Elementy £_ i £, nie muszg by¢ zadawane normowalny-
mi funkcjami falowymi, gdyz nie sa one traktowane jako elementy przestrzeni Hilberta.
Unormowane musza by¢ tylko elementy przestrzeni Hilberta H.

W naszym przypadku stany Gamowa moga by¢ traktowane jako takie stany kwan-
towomechaniczne, ktére nie maja kanatow wejsciowych, natomiast posiadaja kanal wyj-
sciowy w postaci tej czesci funkeji falowej, ktora jest poza obszarem potencjatu opisujace-
go wewnetrzng strukture wektorow Gamowa. W naszym przypadku fale wyjsciowe dane
sa poprzez (2.63), natomiast warunek normalizujacy (2.68) okresla norme wewnetrznych
stanow uktadu.

W standardowej teorii otwartych uktadéw kwantowych oprocz zadania elementow
przestrzeni £_ bada sie dwa odwzorowania:

R: & +—MH, (2.69)

oraz

S: Er— &, (2.70)

W naszym przypadku nie mamy do czynienia z przestrzenia £_ (jest ona przestrzenia
pusta), a wiec nie mozemy zastosowaé teorii uktadéw otwartych w jej ujeciu standardo-
wej postaci. Powyzsze podejécie do wektorow Gamowa oznacza zatem nowe wyzwanie
dla teorii uktadow otwartych, aby zostata opracowana réwniez jej wersja z pusta prze-
strzenig £€_. Problem ten wykracza poza zasieg niniejszej pracy.
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2.6 Wektory Gamowa w prostych przykladach

2.6.1 Prostokatna studnia potencjatu

Powyzsze rozwazania teoretyczne mozna zilustrowaé¢ za pomocag prostego modelu
szczegdtowo opisanego w [35]. Rozwazmy niezalezne od czasu zagadnienie czastki poru-
szajacej sie w sferycznie symetrycznym potencjale V (7) = V (r) gdzie |r] = r o postaci

0 dla 0<r<a,
V)=V dla a<r<b, (2.71)
0 dla b<r<oo.

Zachowanie sie czastki przy tak dobranym niezaleznym od czasu potencjale opisuje réw-
nanie 2

oA (7,0,6) + V (1) ¥ (r,0,0) = (1,0, 0). (272
Poniewaz potencjal V' (r) zalezy tylko od r mozemy rozbi¢ funkcje falowa na iloczyn funk-
iV (r,0,¢) = %1/)1 (1) Yim (0, ¢). Dla uproszczenia zapisu zajmijmy sie tylko zaleznoscia
radialng funkcji falowej, a dokladniej tylko stanem [ = 0 to znaczy ¥,_, (1) = ¥ (r).
Szczegdlowe rozwazania dla dowolnej wartosci I mozna znalez¢é w [35]. Réwnanie (2.72)

przyjmie postac
h? d?
503 (r)y+V(r)Y(r)=Ey(r). (2.73)

Rozwiazania (2.72) przy uwzglednieniu postaci potencjatu (2.71) beda nastepujace:

¥, (r) = Ae* + Bie7* dla 0<7r <a,
Py (1) =A@ 4 Bye @ dla a <71 < b, (2.74)
Uy (r) = Fie* + Fhe ™ dla b<r < oo,

omE
ko= 4 ;’; , (2.75a)

0 - \/kz_QTZQVO :\/27;”‘ (E—Vp). (2.75b)

gdzie

Doktadne rozwiazania (2.74) zaleza od warunkéw brzegowych. Poniewaz operator Ha-
miltona musi by¢ istotnie samosprzezony dlatego funkcja falowa w r = 0 musi znikac.
Z fizycznego punktu widzenia czastka nie moze wniknaé¢ do obszaru r < 0. Dlatego

¥, (0) = A, + B, = 0. (2.76)
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Funkcja falowa w pierwszym obszarze 0 < r < a bedzie miata zatem postac
Y, (r) = Asinkr, (2.77)

gdzie A =217 A;.
Korzystajac ze standardowych warunkéw zszywania funkcji falowych oraz ich po-
chodnych na brzegach obszaréw w postaci

i) = ¥y(a), (2.78a)
Yi(a) = v (a), (2.78b)
Py (b) = ¥3(b), (2.78c¢)
vy (b) = (b)), (2.78d)

otrzymamy uktad czterech réwnan, z ktorych mozemy wyznaczyé state As, By, Fy, Fs.
W punkcie r = a cigglosé funkcji oraz jej pochodnej prowadzi do réwnan

Asinka = Aye?" 4 Bye 90, (2.79a)
Akcoska = iQ (AQ@iQa - Bge_iQ“> : (2.79b)
natomiast w punkcie r = b analogicznie
Ape'@ 4 BoeT@0 = [ttt 4 e (2.80a)
iQ (A2 — Bye™ @) = ik (Fye™ — Fye ™). (2.80b)
Wyznaczajac z tych réwnan state otrzymamy
A )
Ay = 20 e 9% (Qsin ka — ik coska) (2.81)
A . :
B, = 20 e’ (Qsin ka + ik cos ka) (2.82)
oraz
A ikbs iQb-a) - -
F = me {e (k+ Q) (@sinka — ik coska) +
+ 70 (k — Q) (Qsinka + ik cos ka)}, (2.83)
A iy iQ—a) : :
F, = @e {e (k — Q) (Qsinka — ik cos ka) +
+e7Ql=9) (k + Q) (Qsinka + ik coska)}. (2.84)
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Macierz rozproszenia, bedaca reprezentacja operatora rozproszenia, wiaze ze sobg stany
wchodzace i wychodzace. W naszym przyktadzie fala wchodzaca to fala ptaska o amplitu-
dzie F5, natomiast fala wychodzaca to fala ptaska o amplitudzie F;. Macierz rozproszenia
w reprezentacji energii mozna wyrazi¢ za pomoca zaleznosci

S(E) = —-1. (2.85)

Korzystajac z (2.83) oraz (2.84) tatwo mozna sprawdzié¢, ze w przypadku braku oddzia-
tywania V' = 0 czyli £ = @ macierz rozproszenia limy_ S (F) = 1. Stany rezonansowe
zwiazane sa z biegunami macierzy S (E). Bieguny te pokrywaja si¢ z miejscami zerowymi
F (k), czyli

{90t~ (k. — Q) (Qsin ka — ik cos ka) +
+e7 Q0= (| + Q) (Qsinka + ik coska)} = 0. (2.86)

Okazuje sie, ze rownanie to moze by¢ spelione tylko dla zespolonych wartoéci k. Zatem
jedyne bieguny jakie posiada macierz rozproszenia wystepuja dla zespolonych wartosci
k € C. Rozwiazania réwnania (2.86) maja posta¢ k = + Re (k) —i Im (k) tworzac pary w
poblizu dodatniej czesci urojonej osi k. Poniewaz k = \/2mFE /h? tak wiec odpowiadaja
im zespolone wartosci energii £ = Ep £ I'/2.

Stany Gamowa mozna takze otrzymaé dobierajac odpowiednio warunki brzegowe
dla rozwigzan réwnania Schrodingera (2.73). Rozwazmy warunki brzegowe zwiazane z
wystepowaniem stanéw czysto wychodzacych to znaczy

i ()

r—00 r

— ik (r) = 0. (2.87)

Prowadzi to do nastepujacych warunkéw brzegowych

¥, (0) = 0, (2.88a)
Uy (a) = Wy(a), (2.88b)
Py (a) = ¥y (a), (2.88c¢)
Yy (b)) = 3(b), (2.884d)
Uy (b) = 45(b), (2.88¢)
Yy (1) ~ e dla  r— 0. (2.88f)
Postaé funkcji falowych w kolejnych obszarach bedzie nastepujaca
Y, (r) = Asinkr dla 0<r<a,
Py (1) = Age’@" 4+ Boe™ 9" dla a<r<b, (2.89)
Py (r) = Fretr dla b<r < oo,
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Warunki brzegowe (2.88) oraz (2.89) implikuja nastepujacy uklad réwnan na state
Ala A27 827 Fl-

Asinka — Aye’@% — Bye™@* = 0, (2.90a)

Ak cos ka — iQA2e™ + iQBye @ = 0, (2.90b)
Ape™@ 4 Bye™ @ — ettt =, (2.90c)
iQAe’ % — iQBoe™ @ — jkFie™ = 0 (2.90d)

Aby powyzszy uktad czterech réwnan (2.90) miat rozwiazanie wyznacznik gtéwny musi
by¢ réwny zero

sinka  —e@® —eia 0
kcoska —iQe'?¢ iQe Q0 0
det 0 £iQb o~ iQb _eiv [ =0 (2.91)
0 iQe' Qe Rt —jkek?

Po obliczeniu wyznacznika dostaniemy warunek na k

{9t~ (k. — Q) (Qsin ka — ik cos ka) +
+e71Q0~) (k4 Q) (Qsinka + ikcoska)} = 0, (2.92)

ktéry jest identyczny z warunkiem (2.86) na bieguny macierzy S (F). Biorac pod uwage

zaleznosé k = /2mE [ h? wartosci whasne operatora Hamiltona odpowiadajace wektorom
wlasnym sg zespolone, czyli rozwigzania przy tak dobranych warunkach brzegowych nie
naleza do przestrzeni Hilberta i nie da sie ich opisa¢ w ramach standardowej mechaniki
kwantowej.

Podsumowujac, otrzymujemy dwa typy wektorow stanu:

Dla wartoéci wlasnej E = Ep — il'/2 otrzymujemy tak zwane stany rozpadu

sin kgr dla 0<r<a,
wdec (7,) _ AQeiQdT + BzefiQdT dla a<r< b’ (293)
Fetkar dla b<r < oo,

gdzie kg = \/2m (Eg —iT/2) /12 natomiast Q4 = \/2m/h2 ((Eg — T /2) — V;). Norma-
lizacja zostata dobrana tak aby stata A = 1.
Dla wartosci wlasnej E = Eg +il'/2 otrzymujemy tak zwane stany ”growing” &%

sin kgr dla 0<r<a,
zﬂgrow (7“) _ AQengr + Bge*ngT dla a<7r< b, (294)
Fetkar dla b <r < oo,
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gdzie k, = \/2m (Eg +iT/2) [k oraz Qg = \/2m/h? (Eg + T /2) — Vh).
Szczegbdlowe rozwazania oraz obliczenia dla stanéw o dowolnym momencie pedu moz-
na znalez¢ w [35].

2.6.2 Bariera potencjatu jako delta Diraca

Rozwazmy jednowymiarowy model w ktérym czastka porusza sie¢ w polu o poten-
cjale w postaci delty Diraca [36]

V(r)=(b/a)o(r—a). (2.95)

Roéwnanie Schrodingera bedzie miato postac

h2 "
o)+ (b/a)d(r—a)y(z) = B (r), (2.96)
czyli
y 2Em  2bm
" (r) + ( i W(S (r— a)) ¥ (r)=0. (2.97)
Catkujac réwnanie (2.97) w poblizu punktu r = a otrzymamy
a at+A 2Em _ 2bm [otA
/ W () dr + / dr =" [ r—a)u () (2.98)

gdzie A — 0. Poniewaz zaktadamy, ze funkcja falowa jest ciagta w punkcie r = a dlatego
otrzymamy o
/ / m
Y(atd) -~y (a-a)="1
czyli pochodna funkcji falowej ma skok w punkcie r = a..
Wszedzie poza punktem r = a potencjal znika, wiec funkcja falowa dla r # a ma
postac fali ptaskiej.

(a), (2.99)

Yy (r) = Ae* + Be”™* " dla 0<r<a, (2.100a)
Yy () = Fe* 4+ Fe ™ dla a<r < oo, (2.100b)

Przyjmijmy, ze funkcja falowa podobnie jak wczesniej znika w poczatku uktadu to
znaczy 1 (0) = 0 dlatego w obszarze pierwszym 0 < r < a posta¢ funkcji falowej bedzie
nastepujaca

W, (r) = Asinkr. (2.101)
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Korzystajac z warunkéw brzegowych na funkcje falowa oraz jej pochodna w punkcie
r=a

Ui (a) = ¥y(a), (2.102)
2bm
Uh(a)—vi(a) = 2 (a), (2103)
otrzymamy nastepujace rOwnania na state
Asinka = Fe™ + Fye % (2.104)
. . 2b
iF ket — iFyke™™ — Akcoska = Tﬂ; (Asinka) . (2.105)
a
Roéwnania te daja rozwiazania
A 21b
A= 5o (kh2 sin ka — ikh? cos ka — Zam sin k;a) , (2.106)
A 21
F, = STy ( sz sin ka + ikh? cos ka + kh* sin ka) . (2.107)

Analogicznie jak poprzednio rozwazmy macierz rozproszenia w postaci
S(E)=—— (2.108)

ktorej bieguny sa zwiazane ze stanami rezonansowymi. Warunek F5 = 0 prowadzi do

roOwnania ,
2tbm  coska

1= 2.109
akn? " 'sinka + 0, ( )
czyli
ctoha — i — 2 (2.110)
a=1— — )
g k@?

gdzie A\ = 22—2” Réwnanie to ma rozwiazania dla k € C Rozwazmy bieguny lezace w
poblizu dodatniej urojonej osi k£ inaczej méwiac zatézmy, ze b jest bardzo duze. Przy
takich zalozeniach k£ bedzie miato nastepujaca postaé [36]

nmwA nm\2
~ + — 7 — 2.111
b~ 2475 Z( )\ ) ’ (2.111)

gdzien =1,2,..., oraz nm < \.
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Rozpatrzmy przypadek stanéw czysto wychodzacych

Yy (r) = Asinkr dla 0<7r <a, (2.112a)
Yy (z) = Fre” dla a<r<oc. (2.112b)

Biorac pod uwage (2.102) oraz (2.103) otrzymamy uktad réwnan

Asinka — Fie*® = 0, (2.113)
A

e (—2bm sin ka — akh® coska) + iFyke™ = 0. (2.114)
a

Wyznacznik gtowny tego rownania musi by¢ rowny zero aby istnialy rozwiazania czyli

det sin ka —etka \
\ —kcoska— 2bmsinka ket | T
_obm

— ik (sin k iak k k iak
ik (sinka) e (coska)e e

(sin ka) e“* = 0, (2.115)

co prowadzi do identycznego warunku na k jak przy rozwazaniu macierzy rozproszenia

bm

akh?

i—2 = ctg ka. (2.116)

Powyzsze przyktady zostaly dobrane tak aby w prosty sposéb zilustrowaé jak wyboér
odpowiednich warunkéw brzegowych ma wplyw na tworzenie si¢ stanéw Gamowa. Trud-
no podac¢ inne proste przyktady, w ktérych w sposéb jawny mozna by wyliczy¢ postaé
wektorow falowych i odpowiadajacych im wartosci energii opisujacych stany rozpadu.
W najprostszym przypadku mozna zatozy¢, ze funkcja falowa bedaca rozwiazaniem row-
nania Schrodingera dla danego potencjatu jest szeregiem potegowym. Nastepnie biorac
tylko kilka pierwszych wyrazéw szeregu mozna jawnie wyznaczy¢ rozwigzania na wektor
falowy posiadajacy tylko wartosci zespolone przy danych warunkach brzegowych. Jest
to stosunkowo nieskomplikowane w przypadku potencjatu statego i liniowego. Dostaje-
my wtedy warunek na wektor falowy w postaci rownania trzeciego stopnia, dla ktérego
mozna podaé jawne rozwigzania.

2.7 Podsumowanie

W tym rozdziale wprowadziliémy nierelatywistyczne wektory Gamowa jako stany
opisujace rozpady czastek. PokazaliSmy, ze stany Gamowa zwigzane sa z biegunami ope-
ratora rozproszenia S lezgcymi na drugim placie w poblizu osi rzeczywistej. Nastepnie
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w zarysie przedstawiliSmy ich opis we wzbogaconej przestrzeni Hilberta. Wéwczas stany
Gamowa mozemy traktowaé jako normalne stany kwantowe, ale odpowiadajace zagad-
nienie wtasne prowadzi do wprowadzenia zespolonych wartosci wtasnych energii. Zmusza
nas to takze do rozpatrywania ewolucji czasowej tych standéw w oparciu o dwie grupy
operatoréw ewolucji U (t), osobno dla ¢ > 0, a osobno dla t < 0.

WhprowadziliSmy rowniez nieco inny sposob opisu wektorow Gamowa, ktory pozwala
nam oming¢ trudnosci zwigzane z wystepowaniem zespolonych wartosci energii. Nieste-
ty okupione to jest nieco bardziej skomplikowang postacia stanu kwantowego jako para
dwoéch funkeji falowych spetniajacych macierzowe réwnanie Schrodingera. Przy takim
podejsciu mozemy odtworzy¢ takie same rozwigzania jak w przypadku stosowania ze-
spolonych wartosci energii. Wyprowadziliémy réwniez swoisty warunek normalizacyjny,
ktory pozwala spojrzeé¢ na strukture stanow Gamowa w nieco odmienny sposob, poprzez
pryzmat teorii uktadéw otwartych. Nie mozna jednak jednoznacznie traktowaé¢ standéw
Gamowa w tej teorii poniewaz w przypadku stanéw Gamowa brak jest kanatu wejscio-
wego. Pod koniec rozdziatu przedstawilismy mozliwie proste przyktady ilustrujace teorie
stanéw Gamowa.
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Rozdziat 3

Wektory Gamowa zalezne od czasu

Dotychczas w naszych rozwazaniach rozpatrywalismy zagadnienie wektoréw Gamo-
wa w oparciu o rownanie Schrodingera niezalezne od czasu

_;nm () + V(D) ¥ (Z) = (ER - 22) v (7). (3.1)

W tym rozdziale uogélnimy nasze rozwazania na przypadek zalezny od czasu. Roz-
patrzmy rownanie Schrodingera zalezne od czasu w nastepujacych dwoch postaciach

h? . - . L0

—%A\If (@ )+ V(Z, )V (Z,t) = —Hha\lf (7, 1), (3.2a)
h? S " " L0

—%A\If (Z,t)+ V(Z,t) U (Z,t) = —zh@\If (Z,t), (3.2b)

gdzie znak prawej strony réwnan (3.2) jest kwestia wyboru odpowiedniej konwencji
i konsekwentnego jej stosowania. Przyjmijmy konwencje, ze réwnanie (3.2a) nazywac
bedziemy réwnaniem Schrodingera i jego rozwiazania bedziemy oznaczaé przez Wg (7, ),
natomiast réwnanie (3.2b) nazywaé bedziemy antyschrodingerowskim i jego rozwiazania
oznaczaé bedziemy przez Wy (7, t). Oczywiscie, mogliby$my przyjaé réwniez konwencje
przeciwng i wowczas role Wg i U 4wzajemnie si¢ zmienig.

Dla okreslonego rozwiazania (3.2a) Wg (Z,t) oraz (3.2b) W, (Z,t) mozemy utworzy¢
dwie kombinacje liniowe w postaci:

o (F,1) = Wg (Z,t) + Wy (2,1), (3.3)

X(T,8) = i (U (7,1) — U4 (T,1)). (3.4)
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W szczegdlnym przypadku moze sie zdarzy¢, ze Wy (7,t) = \Ilg (Z,t) i funkcje falowe
@ (Z,t) (3.3) oraz x (Z,t) (3.4) beda funkcjami rzeczywistymi. W ogdlnym przypadku
Vg (Z,t) oraz W, (Z,t) moga by dowolne, dlatego (3.3) oraz (3.4) w ogdlnosci przyj-
muja wartosci zespolone. Funkcje ¢ (¥, t) oraz x (#,t) bedziemy traktowaé jako podsta-
wowe pola kwantowe, natomiast nazwe funkcja falowa pozostawimy dla funkcji falowej
Schrodingera

Dodajac stronami rownania (3.2) otrzymamy

—ZA(\IJS (@) + A (F0) ) +V (@ 0) (s (7 0) + Wa(@1) ) =
= z’hgt (\IJS (Z,t) — Wy (2, 1) ) (3.5)
Korzystajac z (3.3) oraz (3.4) dostaniemy réwnanie:
—FiAgo (Z,t) + V (Z,t) ¢ (Z,t) = hgx (Z,t). (3.6a)
2m ot

Analogicznie odejmujac stronami réwnania (3.2) otrzymamy:

2
_%AX (F0) + V(@) x (& 4) = —hgtgo (7.1). (3.6b)
Réwnania (3.6a) i (3.6b) po raz pierwszy zostaly wyprowadzone w pracy [38]. Ich
wazno$¢ polega na tym, ze stanowig one pelny opis zachowania sie stanéw Gamowa
wlacznie z ewolucja czasowa tych stanéw. Wyjasniajg one réwniez fizyczng réznice mie-
dzy standardowymi stanami i stanami Gamowa. Ponizej zobaczymy, ze za tworzenie
sie stanéw Gamowa odpowiedzialne sa zar6wno oddziatywanie miedzy polami ¢ (Z,t) i
X (Z,t) jak 1 mechanizm tarcia” ttumiacego ewolucje czasowa tych stanow
Uktad réwnan (3.6) pozwala nam obliczyé¢ ¢ (7,t) oraz x (¥,t). Majac rozwiazania
uktadu réwnan (3.6) w postaci pary ¢ (Z,t) oraz x (¥,t) mozemy utworzy¢ rozwiazania
réwnania (3.1) definiujac kombinacje liniowe

1

s (7,1) = 5 (0 (1) — ix (31)), (3.7)
U4 (71) = ;(ga (#1) +ix (,1)). (3.8)

W szczegbdlnym przypadku rozwiazania réwnan (3.6a) oraz (3.6b) moga spelnia¢ waru-
nek
o (Z,t) = —ix (¥,t) = Vs (4,t) 1wowezas Y, (Z,t) =0 (3.9)
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lub

o (Z,t) =ix (¥,t) = Va (2,t) 1wdwezas Vg (Z,t) =0. (3.10)
Z pol kwantowych ¢ (Z,t) oraz x (¥,t) mozemy skonstruowa¢ dwuskladnikowe elementy
przestrzeni Hilberta w postaci

)
1) ) , (3.11)
z iloczynem skalarnym

E05) =5 [ [p @0 e (30 41 (7 ) xa (5.0) |, (3.12)

dzieki czemu mozemy wprowadzi¢ interpretacje probabilistyczng dla rozpatrywanych
pél . Wspdtezynnik w iloczynie skalarnym (3.12) zapewnia nam, normalizacje = (Z,t)
przez unormowane funkcje Wg (Z,t) oraz W, (Z,t) spetniajace warunki (3.9) oraz (3.10)
W tak wprowadzonej przestrzeni Hilberta z elementami = (Z,t), oraz iloczynem skalar-
nym (3.12) funkcje falowe schrodingerowskie oraz funkcje falowe antyschrodingerowskie
mozemy otrzymacé¢ wprowadzajac dwa operatory rzutowe w postaci

(1 —i L1 4

Jak tatwo sprawdzi¢ operatory rzutowe (3.13) spelniaja nastepujace relacje
Mga=105,, M%,=Hgs Hg+I4=1I T, =0. (3.14)

Operatory (3.13) pozwalaja roztozy¢ przestrzen Hilberta na dwie podprzestrzenie: pod-
przestrzen schrodingerowska dla ktorej Hg = Ilg’H oraz podprzestrzen antyschrodin-
gerowska dla ktérej H, = II4H. Dla kazdego elementu przestrzeni = € H iloczyn
skalarny (2, II¢Z) bedzie prawdopodobienstwem, ze stan = jest stanem schrodingerow-
skim. Obecna konstrukcja przestrzeni Hilberta z dwuskladnikowych funkcji falowych
rozni sie od podobnej konstrukeji w rozdziale 2.5 tym, ze poprzednio uwzgledniona byta
tylko ,polowa” przestrzeni Hilberta Hg. Obecno$é¢ drugiej ,potowy” H 4 wprowadza
dodatkowy czynnik % do iloczynu skalarnego (3.12) w poréwnaniu z iloczynem skalarnym

(2.39).

3.1 Standardowe réwnanie Schrodingera

Zatézmy, ze podstawowe pola kwantowe spelniaja nastepujaca zaleznosé czasowa

dp ox
ha = —FEx, oraz i Ep. (3.15)
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Ogolne rozwiazanie tych réwnan czasowych (3.15) beda miaty postaé

o(Z,t) = <w1 (%) cos gt + 1)y (Z) sin gt) : (3.16a)
@D = <¢1 () sin b;t 4y (F) cos §t> , (3.16h)

gdzie ¢; (¥), (j = 1,2) sa rozwigzaniami standardowego réwnania Schrodingera nie-
zaleznego od czasu z potencjatem V' (¥) oraz energia wlasna E. Za pomoca rozwiazan
(3.16) mozemy skonstruowaé schrodingerowska funkcje falowa korzystajac z (3.7)

1

Us (1) = (e @ —ix(@1)) =

= (0 @)+ 0, (@) cos Tt = i(0, (@) + v () ) sin 1t =

1 L B B
= 5(% (Z) + ity (SC)) exp ( i ) Vg (7) exp (—zht> . (3.17)
Funkcja falowa g (¥) = 1/2 (¢, (%) + i)y (T)) jest rozwiazaniem réwnania Schrodingera

niezaleznego od czasu z potencjatem V (¥) do wartosci wtasnej energii F. Analogicznie
antyschrodingerowska funkcje otrzymamy, korzystajac z (3.8) oraz (3.16)

Vu(Tt) = ;(w(f,t)—i-ix(f,t)):
:;@M@—Wﬂ@ﬁwgﬁwWM)—WA@ﬁm?—
- §<%<f>—i%<f>)exp(i§t) exp( ) (3.18)

Funkcja falowa W4 () = 1/2 (¢, (&) — 11, (Z)) jest niezalezna od czasu antyschrodin-
gerowska funkcjg falows. Dwusktadnikowe niezalezne od czasu funkcje falowe daja znacz-
nie bogatsze mozliwo$ci wybrania warunkow brzegowych poniewaz mozemy je stosowac
nie tylko dla kombinacji sktadowych pdl ¥, (¥) + i), (%) ale takze dla kazdego pola
¥; (¥) z osobna. Przyjmujac zaleznos¢ czasowa sktadowych pél kwantowych w posta-
ci (3.15) pokazaliSmy, ze mozemy otrzymaé standardowe niezalezne od czasu réwnanie
Schrodingera. Sprobujemy teraz zmieni¢ zalezno$é od czasu sktadowych pdl tak aby dato
sie odtworzy¢ réwnanie Schrodingera niezalezne od czasu typu (3.1), ktérego rozwiaza-
niami sg stany Gamowa.
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3.2 Roéwnanie Schrodingera dla stanéw Gamowa

Wprowadzmy nastepujaca zaleznos¢ czasowa dla sktadowych pél kwantowych

Oy r

- __p—F 1
Iy 5%~ Ex; (3.19a)
ox r

- __ E 1
h S X+ B, (3.19b)

gdzie I' jest parametrem o wymiarze energii. Rozwiazania ogdlne rownan czasowych
(3.19) beda mialy postaé

e (2 t) = <¢1 (7) cos i_jt + 1, (7) sin gt) exp <—2I;it> , (3.20a)
X (1) = <¢1 (%) sin gt — 1y (Z) cos gt) exp (—;t) , (3.20b)

gdzie ¢, (¥) oraz 1, (¥) sa funkcjami spelniajacymi uktad réwnan niezaleznych od czasu

N (B 4V () (3) — i (B) = B (), (321a)
I A )V (@) () o (@) = Evy (). (3.21D)

Mnozac przez i réwnanie (3.21b), a nastepnie dodajac do (3.21a) otrzymamy

h2

A D)+ 0 @)+ ) (00 @)+ i0,() = (B i ) (50 @) 0 0)).

(3.22)
Tak wiec wektor Gamowa ma postac
Vg (T) = ¢, (T) + iy, (7) (3.23)

a rOwnanie wtasne niezalezne od czasu dla stanu Gamowa przyjmie zwarta postaé:
—%A\PG (X&) + V(D) Vg (¥)=|E— ig Ve (7). (3.24)

Za pomoca rozwiazan (3.20) mozemy analogicznie jak w przypadku standardowym

skonstruowaé schrodingerowska funkcje falowa korzystajac z (3.7)
1 E—i%

s (1) = 5 (@ (@ 1) —ix (7.1) ) = ;(wl (&) + ity () ) exp (—z'

) . (3.25)
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Korzystajac z (3.23) otrzymamy

1 E —il
\I’S (f, If) = 5 exXp (—i B '3 If) \IJG (f) . (326)

Podobnie, dla funkcji falowej antyschrodingerowskiej mamy

Wa(78) = 2 (0 (@) + ix (7,8) ) = = (6, (3) — ity (7) ) ex Bt (3.27)
AL, V) = 9 T, X\, - 2 1 2 P A ) .
czyli
1 E+il

Wa(7,1) = 5 oxp <z 222 t) v (7), (3.28)

gdzie U, () = 9, (¥) — ithy (¥) spelnia niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera

h2 * — — * — F * —

—%A\PG (D) + V(D) V(X)) = E+ i Vg (7). (3.29)

3.3 Zalety takiego podejscia

Przy takim podejéciu do opisu stanéw Gamowa udaje sie oming¢ kilka niedogodno-
Sci wystepujacych przy standardowo stosowanym podejsciu do stanéw rezonansowych.
Po pierwsze unikamy stosowania niefizycznych urojonych wartosci energii. Po drugie sta-
ny rezonansowe, ktére opisywane sa za pomoca wektorow Gamowa formowane sa jako
para pol ¢; (¥) ze stala I' bedaca stala sprzezenia miedzy tymi polami.
Obliczajac ¢ z (3.19b)

hox T
o=z7 t 35
E ot  2F

a nastepnie obliczajac pochodng czasowsq,

dp  ho*x T ox

X (3.30)

SN ot 3.31
ot _ Eoe  2E ot (3:31)
mozemy podstawi¢ (3.30) oraz (3.31) do (3.19a) i otrzymac
ho*x T Oy r (hoy T
e\ S\ I (OO 32
h(E8t2+2E8t o \Ear T2EX) X (3.32)
i po uporzadkowaniu otrzymujemy
2x Toay E+%
— + = =0. 3.33
o Thoat @ X (3:33)
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Analogicznie obliczajac funkcje x z (3.19a) otrzymamy

r h Oy
S 4 34
X= =55 " T (3.34)
i jej pochodng czasowsg
Ox I 0p hd*
o= o Eor (3:35)
podstawiamy do (3.19b) i otrzymujemy
I 0p hd* r r h Op
- =% | = | ———p— =— Ep.
( E20t  E 0P o\ "E2¥ " Ear) ¥
Po uporzadkowaniu dostaniemy
P?p Top E*+ %2

OtrzymaliSmy zatem dwa réwnania (3.31) oraz (3.36) dla sktadowych pél x (7, 1)
oraz ¢ (Z,t), bedace réwnaniami oscylatoréw ttumionych ze wspétczynnikiem ttumienia
I' opisujacym szerokos¢ stanu rezonansowego. Drgania ttumione, ktére normalnie nie
wystepujg dla stanéw Schrodingera stanowig prawdziwy mechanizm rozpadow stanow
rezonansowych. Réwnoczesnie, z rownan (3.21a) oraz (3.21b) widaé, ze stata ttumie-
nia I' jest réwniez stata sprzezenia dla oddziatywania pola 1, (Z) i ¥, () opisujacych
przestrzenng zalezno$é¢ funkeji falowych.

3.3.1 Przyktad stalego potencjatu

Jezeli przyjmiemy, ze potencjat V (&) = V jest potencjatem stalym w najprostszej
jedno wymiarowej przestrzeni rozwigzania uktadu réwnan (3.21) sa w postaci

¥, (x) = Acos (ke + «a)e’™ 4+ Bceos (kx4 () e ", (3.37a)

Yy (x) = Asin(kx + a)e™ — Bsin (kx + ) e, (3.37b)
gdzie

KZK(E,V,F):ﬁ m<\/(E—V) +4+E—V), (3.38)
oraz

n:n(E,V,F):ﬁ m(\/(E—V) +4—E+V). (3.39)
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State A, B, a oraz 3 sa zdeterminowane przez warunki brzegowe. Dzieki niezmienniczo$ci
wzgledem obrotéw réwnan (3.21)

Py — Y =1 cos + 1y sind, (3.40a)
Yy — Py = —1p,sinf + 1, cosb, (3.40Db)

mozemy zalozyé, ze a = [ poniewaz podczas obrotu (3.40) a — o — 0, 5 — [+ 0 i

wybierajac 0 = (a + [3) /2 mozemy otrzymac réownos¢ o = § w (3.37). A zatem nie tracac
ogblnosci rozwiazania uktadu réwnan (3.21) mozemy zapisaé¢ rozwiazania w postaci

Py (x) = (Ae”m + Be‘”’”) cos (kr + a), (3.41a)
vy () = (Aem — Be_"x) sin (kz + ) . (3.41b)
Funkcja falowa schrodingerowska utworzona z rozwiazan (3.37) ma postaé

Us(z) = oy (2) +ivy(z) =
Ae" cos (kx + a) + iAe™ sin (kx + a) +
+Be " cos (kx + ) — iBe " sin (kx + ) , (3.42)

czyli po uporzadkowaniu
g (z) = Aellreta)tne 4 Beilkata)-ne, (3.43)
W zwartej formie mozemy powyzszg postaé zapisa¢ rowniez jako
g (x) = Ae'l@m+e) 4 B eilarta), (3.44)

gdzie

1 r
q:m—in:h¢2m<E—i2—V>. (3.45)

A wigc otrzymalismy taki sam wektor Gamowa jak w zwyczajnym podejéciu. Zespolo-
ne wartosci energii pojawiajg sie w naszym podejsciu jako konsekwencja zastosowania
zwartej notacji we wzorach. State A oraz B mozna zawsze tak dobraé¢ aby zawieraty
w sobie takze stala o, to znaczy A, = Ae'® oraz B, = Be . Tak wiec rozwigzania
przyjmuja standardowsg posta¢ dla potencjatu statego

Ug () = A€ + Be ", (3.46)
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Rozpatrujac potencjatl w ksztalcie prostokatnej bariery:

0 gdy 0<uz<a,
V(r)=X V gdy a<x<hb, (3.47)
0 gdy b<zx< o0,

w kazdym obszarze dostajemy rozwiazania w postaci (3.46) rézniace sie tylko stalymi
A; oraz B;, gdzie i = 1,2,3 oraz w obszarze pierwszym i trzecim V (x) = 0 wiec

Natomiast w obszarze drugim a < x < b gdzie potencjal jest staly i r6zny od zera ¢
ma postaé (3.45). Stosujac procedure zszywania dla funkcji schrodingerowskiej Wg ()
w postaci (3.46) jako kombinacji pél sktadowych podobnie jak w przykladzie 2.6.1,
oraz rozpatrujac stany czysto wychodzace (w obszarze b < x < oo znika amplituda fal
,wchodzacych”) mozemy otrzymaé spektrum stanow rezonansowych identyczne jak w
[35]. Mozemy réwnie dobrze zastosowaé warunki zszywania nie dla ¥g () ale oddzielnie
dla pdl sktadowych. Powoduje to zwiekszenie mozliwych do otrzymania rozwigzan na
spektrum rezonanséow.

Zszywanie skladowych pdl kwantowych

W pierwszym obszarze sktadowe pdl maja postaé (3.41). Przyjmujac dla uproszcze-
nia o = 0 otrzymamy

Yy, () = cos(kiw) (Alemz + Ble_mz) : (3.484a)
Yy, (x) = sin(kim) (Ale’“x - Ble_’“”C) , (3.48b)
gdzie
1 2
m1 = m<\/E2+4+E>, (3.49)
oraz,
1 2
— - JER = B, .
n= g m ( + ) (3.50)
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Przyjmujac, ze w punkcie x = 0 obie funkcje znikajg otrzymamy zwiazek miedzy B; =
—A;. Tak wiec w obszarze 0 < x < a dostaniemy:

Yy, (z) = 2A;sinhn,xcos ki, (3.51a)
Yy () = 2A;coshn,xcos k. (3.51b)

W drugim obszarze a < x < b funkcje falowe beda miaty postaé

Vo (z) = (Age”” + Bge_”ﬂ) COS Ko, (3.52a)
Voo (z) = (A26”2“ - Bge’”ﬂ) sin ko, (3.52b)
gdzie
1 , 12
fz = = |m (E—V)—FZ—FE—V , (3.53)
oraz,
1 , 12
ny =2, |m (E—V)—FZ—E—FV . (3.54)
Natomiast w obszarze trzecim b < x < oo funkcja bedzie miata postac:
Yy3(r) = cos(kiz) (Agem” + Bge_”lx) : (3.55a)
Vo3 (x) = sin(kim) (Ag@nlx - Bge_"1w> . (3.55b)

Stale A; oraz B; dla rozwiazan w poszczegdlnych obszarach mozna wyznaczy¢ z warun-
koéw brzegowych. Poniewaz rozpatrujemy obecnie zszywanie osobno dla sktadowych pol
Y, oraz 1,, dlatego mamy wieksza swobode w doborze warunkéw zszywania. W kazdym
punkcie nieciggtosci potencjatu mozemy niezaleznie od siebie zszywac zaréwno sktadowe
pol jak iich pochodne. Daje nam to cztery réwnania na dwie state odpowiednio w punk-
cie x = a oraz x = b. W kazdym z punktéow mamy dowolno$¢ wyboru dowolnych dwoch
warunkéw zszywania z czterech dostepnych. Dla przyktadu mozemy zszywaé tylko skta-
dowe pol w obu punktach, lub w jednym punkcie mozemy zszywaé¢ pola a w drugim
pochodne pol.
Rozpatrzmy dla przyktadu zszywanie tylko sktadowych pdl w kazdym punkcie. W punk-

cie x = a warunki brzegowe w postaci:

@/)1,1 (a) = ¢1,2 (a), 1/12,1 (a) = 7»02,2 (a) (3.56)
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prowadza do nastepujacych rozwigzan dla statych:

1 :
Ag=—-Ae ™ (cosh nlas?n ma + sinh nlaCOS Iﬁa) , (3.57)
2 sin Kea COS Kol
oraz ] .
By — —=A, "0 (cosh P i WS oy i ’W) . (3.58)
2 Sin Koa COS KoQ
Natomiast ze zszywania sktadowych pol w punkcie = b
¢1,2 (a) = 1/)1,3 (a), 1/12,2 (a) = ¢2,3 (a), (3.59)
dostaniemy
I By e 2 sin (k) — /ﬁ}g? b) + Ay e’ sin ((k1 + ko) b)’ (3.60)
sin (2bk1)
oraz _— _—
By — By e ™2 sin ((ky + k2) b) + Az e”2 sin ((k1 — Ko) b). (3.61)

sin (2bk1)
Podstawiajac rozwiazania (3.57) oraz (3.58) do (3.60) i (3.61) ostatecznie otrzymamy:
e_nlb

A Aj———— X
’ "2sin (2bk1)
x 0D sin (b (k1 + ) <cosh nlas%n M2 | Sinh nlaCOS Hla) —
S Ko COS Kol
—e2(0=0) gipy (b (k1 — Ka2)) <COSh mas?n ma sinh nlaCOS m1a> } ,(3.62)
SN Ko COS Kol
oraz
B A"
= —— X
’ "2 sin (20k,)
x [e=D gin (b (kg — k) <COSh mas?n M9 | sinh macos /<;1a> _
SN Ko COS Ko
N (W L TR ] R
S Ko COS Kol

Stany czysto wychodzace dajace rozwiazanie w postaci wektoréow Gamowa wystapia dla
warunku B3 = 0. Nieco bardziej skomplikowang posta¢ miatyby state gdyby na przyktad
w punkcie x = b zamiast zszywaé sktadowe poél zastosowaé warunek na zszywanie dla
pochodnych pdl sktadowych

w/1,2 (a) = ¢/1,3 (a) w,Q,Q (a) = ¢,2,3 (a).
Nie przytaczamy jednak tutaj otrzymanych wynikow, gdyz nie wnosza one nic istotnego
do omawianego tematu.
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3.4 Podsumowanie

W tym rozdziale pokazaliémy jak mozna wprowadzi¢ rownanie falowe zalezne od
czasu dla wektorow Gamowa jako rozwinigcie teorii niezaleznej od czasu opisanej w roz-
dziale poprzednim. Wprowadzajac funkcje falowe schrodingerowskie oraz antyschrodinge-
rowskie jako rozwigzania odpowiednich rownan, mogliémy zbudowaé stan kwantowy jako
kombinacje dwoch pdl kwantowych, spetniajacych okreslone rownania zalezne od czasu.
Pozwolito nam to nie tylko wprowadzi¢ stany Gamowa zalezne od czasu dla rzeczy-
wistych wartosci wtasnych, ale takze wskaza¢ pewien mechanizm powstawania stanow
rezonansowych jako wynik oddzialywania sktadowych pol kwantowych. Nastepnie po-
kazalismy, ze taka teoria odtwarza te same rozwigzania co ,standardowa” teoria stanéw
Gamowa. Klasa mozliwych rozwiazan jest jednak bogatsza, poniewaz warunki brzegowe
mozemy stosowaé nie tylko dla ,pelnego” stanu Gamowa, ale rownie dobrze oddzielnie
dla sktadowych pol, ktore tworzg te stany.

23



Rozdziat 4

Niestandardowe warunki brzegowe
w teorii stanow Gamowa

Obecnie skupimy si¢ na zwiazku miedzy formutowaniem warunkéw brzegowych
a istnieniem stanéw Gamowa. Zwykle przyjmuje sie, ze podczas zszywania rozwigzan
funkcja falowa oraz jej pochodna powinny by¢ ciggle na brzegach obszaréw ciggtosci
potencjatu, ale nie zawsze musimy wybieraé takie warunki brzegowe [37].

Zwigzki matematyczne miedzy wielkosciami fizycznymi opisujacymi zjawiska maja
bardzo czesto postaé¢ réwnan rézniczkowych. Korzystajac z praw fizycznych rozwigzuje-
my réwnania rézniczkowe znajdujac rozwigzania w postaci ogélnych zaleznosci miedzy
wielko$ciami. Bardzo wazng role w procesie znajdowania rozwigzan petnig warunki brze-
gowe jakie powinny spehiac te rozwigzania. W klasycznej fizyce wielkosci fizyczne beda-
ce rozwigzaniami réwnan majg jednoznaczng interpretacje w oparciu o wielkosci fizyczne
mierzone. Warunki brzegowe $cisle determinujg te wielkosci. Na przyktad rozwiazujac
roOwnanie ruchu otrzymujemy zaleznosé¢ czasowa wektora potozenia, ktéra jednoznacznie
okresla ruch ciata, a warunki brzegowe definiuja na przyktad poczatkowe zachowanie
ciata.

W mechanice kwantowej podstawowym réwnaniem rézniczkowym, ktére pozwala wy-
znaczy¢ funkcje falowa opisujaca zachowanie uktadu jest réwnanie Schrodingera. Funkcja
falowa nie jest wielkoscig bezposrednio mierzong. Zwykle przyjmuje si¢ warunki brzegowe
w postaci cigglosci funkceji falowej oraz jej pochodnej na brzegach obszarow ciggtosci po-
tencjatu. Problem warunkéow brzegowych w mechanice kwantowej jest bardziej subtelny
niz w fizyce klasycznej, poniewaz nie ma bezposredniego zwigzku miedzy rozwigzaniami
rownania Schrodingera w postaci funkeji falowych a wielko$ciami mierzonymi. Wielko-
Sci mierzone sg powiazane z kombinacjami form biliniowych funkcji falowych. Dlatego
fizyczne znaczenie ciggtosci na brzegach obszaréw maja nie same funkcje falowe ale ich
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kombinacje biliniowe .

W najprostszym modelu mechaniki kwantowej obserwablami sa gesto$é¢ prawdopo-
dobienstwa znalezienia czastki w danym obszarze p (Z,t) oraz prad prawdopodobienstwa
j(f ,t). Zwiazek miedzy funkcja falowa, a gestoscia prawdopodobienstwa w najprostszym
przypadku jest nastepujacy

p(Tt) = | (T 1), (4.1)
a gestosé¢ pradu prawdopodobienstwa ma postac
2,5 h *x [ — = — — = x =
J(@1) = 5= |07 (@ 1) Vb (£.0) = (5,0) Vo© (&1)] (4.2)
Obie wielkosSci sa powiazane za pomoca réwnania ciggtosci
a T t Ed
”g’iﬁ +div](#,1) =0. (4.3)

W przypadku rozwazania problemu stacjonarnego zarowno gestosé¢ prawdopodobien-
stwa jak i gestos¢ pradu prawdopodobienstwa nie zaleza od czasu i wtedy z rownania
(4.3) otrzymamy

divj (Z,t) = 0. (4.4)

Warunki brzegowe musza zachowywaé ciagtosé sktadowej prostopadtej gestosci pradu
prawdopodobiefistwa jak wynika z warunku (4.4). Podsumowujac, w mechanice kwanto-
wej uktadow stacjonarnych fizyczne znaczenie ma tylko ciggto$é sktadowej prostopadiej
gestosci pradu na brzegach obszarow cigglosci potencjatu.

Rozwazajac niezalezna od czasu gestos¢ prawdopodobienstwa p (¥) mozemy rozpa-
trzy¢ dwa przypadki. Z jednej strony gestos¢ prawdopodobienstwa moze by¢ ciagta na
brzegach obszaréw, z drugiej moze mie¢ nieciggtos¢. Narzucajac standardowe warunki
brzegowe w mechanice kwantowej otrzymujemy przypadek pierwszy. Drugi przypadek
czyli warunki brzegowe prowadzace do nieciggtosci gestosci prawdopodobienstwa mogt-
by wydawaé sie warunkiem niefizycznym. Jednak podobnie jak w elektrostatyce mozemy
rozpatrywac powierzchnie z gwattownym skokiem gestosci prawdopodobienstwa. Prowa-
dzi to do nieciaglosci gestosci na granicy takiej powierzchni podobnie jak powierzchnia
przewodnika w elektrostatyce. Ponadto mozemy rozpatrywaé¢ procesy produkcji, ktore
rowniez prowadza do nieciggtosci gestosci prawdopodobienstwa.

4.1 Przypadek ogdlny

Zajmiemy sie teraz o0golng klasa warunkow brzegowych gwarantujacych cigglosé
sktadowej normalnej wektora gestosci pradu prawdopodobienstwa. W ogdlnosci nie be-
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dziemy zaklada¢ cigglosci gestosci prawdopodobienstwa, natomiast ciggtosé gestosci
prawdopodobienstwa bedzie szczegbélnym przypadkiem ogodlnych rozwazan.

Z postaci wektora gestosci prawdopodobienistwa (4.2) widaé, ze gesto$é pradu jest
rozna od zera tylko gdy funkcja falowa jest zespolona.

¥ (7) = ¢ (%) +ix (7)), (4.5)

gdzie o (Z) jest czescia rzeczywista funkeji falowej oraz y (Z) jest czescia urojona funkcji
falowej. Podstawiajac (4.5) do (4.2) otrzymamy

7@ = L [0 (@) Fx (@) — x (2) Vo (2] (4.6)

m

Rozpatrzmy warunki brzegowe na granicy dwoch obszaréw ciagtosci potencjatu. Za-
znaczmy odpowiednio funkcje falowe w obszarze pierwszym jako 1, = ¢, + ix; oraz w
obszarze drugim v, = @, +1x,. Zaktadajac ciagtos¢ gestosci pradu prawdopodobienstwa
jako warunek brzegowy otrzymamy

1 1

(P1X1 — x191) = — (Pax3 — Xa¥h) , (4.7)

my ma
gdzie ¢’ oraz x'oznaczaja skladowe normalne pochodnych funkcji falowych. Warunek
(4.7) uwzglednia réwniez fakt, ze masy czastek w obu obszarach nie musza by¢ iden-
tyczne.

Naszym celem bedzie znalezienie ogdlnej transformacji liniowej w czterowymiaro-
wej przestrzeni rozpietej przez elementy (¢, x, ¢, x’) prowadzacej do niezmienniczosci

réwnania (4.7). Ogodlna postaé takiej liniowej transformacji ma postaé

Py = Ap;+ Bx, +Cy| + DX}, (4.8a)
Xo = Eo+ Fx,+ G90/1 + HXlla (4.8b)
wy = Ip,+Jxq + K¢ + Lx), (4.8¢)
Xo = Mo, + No, + Py + Ryj. (4.8d)

Transformacja (4.8) posiada szesnascie parametréw. Zaktadamy, ze
A#£0, F#0, K#0, R#0, (4.9)

gdyz dla
A=F=K=R=1, (4.10)

oraz przy znikaniu pozostalych parametréw otrzymujemy standardowe warunki brzego-
we. Podstawiajac (4.8) do (4.7), a nastepnie grupujac odpowiednie wyrazy zawierajace
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takie same kombinacje iloczynéw ¢, oraz x, oraz ich pochodnych i poréwnujac stronami
wspotezynniki tych kombinacji otrzymamy nastepujace rownania

BN —FJ = 0, (4.11a)
AM — EI = 0, (4.11D)
DR—HL = 0, (4.11c)
CP-GK = 0, (4.11d)
BM + AN — FI—EJ = 0, (4.11e)
DN+ BR—HJ—FL = 0, (4.11f)
CM+AP—GI—EK = 0, (4.11g)
DP+CR-HK —-GL = 0 (4.11h)

Daje nam to osiem réwnan na szesnascie parametrow. Sposrod wszystkich mozliwych
rozwiazan uktadu réwnan (4.11) wybieramy te, ktére w sposob ciagly moga prowadzié
w standardowe warunki brzegowe. Maja one postac:

HK BH AP HP
¢ R’ F’ K’ ¢ R’
BR BI FI IP
L—7’ J—T, N—Z, M—?. (4.12)

Pozostaje osiem wspotczynnikow A, B, F', H, I, K, P, R. Kolejny wsp6tczynnik mozemy
wyznaczy¢ zauwazajac, ze wspotezynniki przy iloczynie ¢} x, oraz x,¢} powinny réznié
sie jedynie znakiem. To znaczy:

CN + BP — FK —GJ = —(DM + AR — HI — EL). (4.13)

Podstawiajac do (4.13) rozwiazanie (4.11) otrzymamy:

FHIK BHIP BHIP ABPR
BP — FK — =—(AR—-HI — . .
TTAR T AR ( B = = Fk > (4.14)
Po pewnych przeksztatceniach réwnos¢ ta mozemy przepisa¢ w postaci:
FK — BP)(AR—HI)(AR - FK
( I I ) =0. (4.15)

AFKR

Sposrod wszystkich mozliwych rozwigzan tej réwnosci wybieramy tylko to, ktére w spo-
sOb ciggty przechodzi w standardowy warunek brzegowy. Jest to mozliwe tylko wowczas,

gdy:
_FK

="

(4.16)
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Pozostaje zatem ciagle siedem dowolnych wspoétczynnikéw: A, B, F, H, I, K, P.
Po przemianowaniu wspotczynnikéw

A—-A B—-B,F—-C H—D,I—-FE K—F P—K, (4.17)

tak aby stosowaé pierwsze litery alfabetu otrzymamy

Py = Apy + Bx; + ACDsO’l + BCDX’D (4.18)
Xo = A;(sol +COxq + A(if(w’l + Dxj, (4.19)
¢y = Epy + Lffxl + Fy + fo’p (4.20)
Xo = E;,(sol + Cf% + K¢ + ijx’l' (4.21)

Pozostate wspotezynniki mozemy wyznaczy¢ dla kazdego konkretnego problemu z osob-
na znajac posta¢ rozwigzan funkcji falowych w poszczegdlnych obszarach. Powyzsza
analiza pokazuje wiec jaka jest swoboda doboru warunkéw brzegowych.

4.2 Ciaglosé pradu prawdopodobienstwa oraz gesto-
Sci
Aby ograniczy¢ dowolno$é wyboru warunkow brzegowych zawezimy teraz nasze

rozwazania do przypadku gdy gestos¢ prawdopodobienstwa jest ciggta na brzegach, to
znaczy, gdy

011" = [, (4.22)
czyli
V1 + X1 =95 + X5 (4.23)

Prowadzi to do nastepujacych warunkéw brzegowych
Yy = Py COS v + X Sin a, (4.24)

Xy = — sina + x; cos a, (4.25)

gdzie a jest dowolng fazg.

o8



Pochodne czesci rzeczywistej i urojonej funkcji falowej mogg w dalszym ciggu by¢
kombinacjami liniowymi funkcji falowej oraz jej pochodnej w obszarze pierwszym

¢y = Ap, + Bx, + C¢| + Dy, (4.26)

Xo = Eo, + Fx, + Gy + Hx). (4.27)

Otrzymujemy osiem dowolnych parametréw . Zakltadamy, ze elementy diagonalne sag
rozne od zera

C#0, H#O, (4.28)

gdyz tak jest dla standardowych warunkow brzegowych.

Podstawiajac kombinacje liniowe (4.24-4.27) do réwnania (4.7), a nastepnie porow-
nujac odpowiednie wspoétezynniki przy sktadowych funkeji falowych otrzymamy uktad
rownan

Bcosa = Fsina, (4.29a)
(A—F)cosa = (B+ E)sina, (4.29Db)
Ecosa = —Asina, (4.29¢)
Dcosa = Hsina, (4.29d)
Gceosa = —Csina. (4.29)
Rozwiazanie uktadu (4.29) ma postaé
B = Ftga, FE=-Atga, D=Htga,
F = A G=—-Ctga, (4.30)

gdzie a # /2.
Dodatkowe réwnanie otrzymamy zauwazajac, ze wspotezynnik przy wyrazeniach ¢’
oraz 1)'¢ muszg mieé¢ przeciwny znak to znaczy

Ccosa+ Ctgasina = Hcosa + Htgasina. (4.31)

Stad otrzymamy dodatkowo, ze H = C'.
Poréwnujac gestosé pradu prawdopodobienstwa w obu obszarach otrzymamy

h hC

— i = A . 4.32
-~ (801X1 <P1X1) 1T COS O (901X1 901X1) ( )

Czyli stata C' musi spetnia¢ warunek
m

C=—cosa. (4.33)

ma
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Ostatecznie rozwigzania na state maja postac

B = Ftga, FE=-Atga, D= Htga,

F = A G=-Ctga, H=C oraz C= 2 cos . (4.34)
my
Aby wyeliminowaé osobliwo$¢ w rozwiazaniach dla o = 7/2 przemianujemy stala
A — Acosa
Posta¢ rownan (4.24-4.27) bedzie zatem nastepujaca

Yy = g cOsa + X, sina, (4.35)

Py = —y Sina + x4 Cos a, (4.36)

vy = pAcosa+ y  Asina + @goll cos a + @X’l sin «, (4.37)
my my
m m

X, = —pAsina + x, Acosa — — @ sina + —x} cos av. (4.38)
my my

Dla v = 0, A = 0 otrzymamy tradycyjne warunki brzegowe.
Z postaci funkcji falowej 1, = ¢, + 1), otrzymamy

hy = @y cosa + xysina + i (—@; sina + x; cosa) = e "N, (4.39)
gdzie ) = p; +ixy.
Natomiast
m m
Wy = O +ix, = Acosa+ y;Asina 4+ — ¢ cosa + —x sina +
mq my
m m
+i (—gplA sin v + Y, A cos o — —¢, sin o + —x} cos a) = (4.40)
my my

= e (g, + )
my

Przyjmujac dla uproszczenia, ze masy czastek po obu stronach granicy obszaréw sa
identyczne m; = msy oraz przemianowujac stata A = ¢ otrzymamy nastepujace warunki
na funkcje falowa w na granicy obszaréw

hy = ey, (4.41)

vy = e (g + ), (4.42)
gdzie wspotezynniki a0 oraz g sa dowolnymi stalymi. Kat a okresla zmiane fazy funk-

cji falowej na granicy obszaru, a stata g odzwierciedla aktywna role tej granicy. Jako
przyktad zastosowania rozpatrzmy prosty model prostokatnej bariery potencjahu.
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4.3 Prostokatna bariera potencjatu

Rozpatrzmy potencjal sferycznie symetryczny w postaci

0 gdy 0<r<a,
V(ir)=3% Vo gdy a<r<b, (4.43)
0 gdy b<r<oo.

Rozpatrujac czesé radialna funkcji falowej ©,_, (1) = 9 (r) otrzymamy nastepujace
rozwiazania réwnania Schrodingera

Y, (r)= Asinkz dla 0<r<a,
Py (1) = Age’@ + Boe @ dla a<r<b, (4.44)
Py (r) = Fie* + Fhe ™™ dla b<r < oo,

omE
ko= o 7;_; , (4.45a)

Q - %2—2”;2%:&?@—%)7 (4.45D)

gdzie

oraz uwzgledniliSmy, ze funkcja falowa znika w poczatku uktadu v, (0) = 0.
1

4.3.1 Standardowe warunki brzegowe

Na poczatek przypomnijmy rozwigzania przy uzyciu standardowej procedury zszy-
wania funkcji falowej oraz jej pochodnej na granicach obszaréw ciggtoéci potencjatu,
czyli w punkcie r = a

y(a) =1y (a)  oraz ¢y (a) =y (a), (4.46)
a takze dlar =10
hy () =5 (b)  oraz 4 (b) = ¥ (b)), (4.47)
otrzymamy uktad czterech rownan, z ktérych mozemy wyznaczy¢ state Ay, Bo, F1, F.
A .
Ay = 20 e 9" (Qsin ka — ik coska) (4.48)
A iQa : ;
By = 20 e (@sinka + ik cos ka) , (4.49)
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A

F = me—ikb{ei‘?(b_“) (k+ Q) (Qsinka — ik coska) +
+emQ0=) (] Q) (Qsin ka + ik cos ka)}, (4.50)
F, — ieikb{a@(b—a) (k — Q) (Qsinka — ik cos ka) +
4kQ
+ 70 (k4 Q) (Qsin ka + ik coska)}. (4.51)

4.3.2 Warunki brzegowe wynikajace z cigglosci pradu prawdo-
podobienstwa

Zobaczmy jaka posta¢ beda miaty rozwigzania, gdy zastosujemy inne warunki brze-
gowe. Zatozmy, ze gestos¢ pradu prawdopodobienstwa jest ciagla zaréwno w punkcie
r = a jak i w punkcie r = b. Korzystajac z warunkéw brzegowych (4.41) oraz (4.42) w
obu punktach nieciggtosci potencjatu mamy

Yy (a) = eiialiﬂl (a), (4.52)
Py (a) = e (gr1y (a) + 1 (a), (4.53)
Wy (b) = €21y (b)), (4.54)
Py (D) = €72 (ga1by (b) + ¥ (b)), (4.55)

gdzie aq, ag, g1, g2 sa dowolnymi stalymi. Podstawiajac do réwnan (4.52-4.55) funkcje fa-
lowe w postaci (4.44) otrzymamy uktad czterech réwnan, z ktérych mozemy wyznaczy¢
stale AQ, BQ, Fl, FQ.

Ay = 50 e Que [(QQ — igy) sin ka — ik cos ka] , (4.56)
A iQa —ix : : .
B, = @e e (Q 4+ igy) sin ka + ik cos ka] , (4.57)
A . ,
F, = 4kQ€—zkb6—z(a1+a2) %

X

'Qb—a) (k: +Q — ng) [(Q —ig1) sin ka — ik cos ka} +

+e @) (k -Q - igg) { (Q + igy) sin ka + ik cos kaH (4.58)
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F2 _ A eikbe—i(a1+a2) %

45Q

x | iQb=a) (k —-Q+ igg) [ (Q — ig1)sin ka — ik cos k:a} +

+e~Q0—a) (k +Q+ igz) [ (Q + igy) sin ka + ik cos k:aH . (4.59)

Jak wiemy stany Gamowa odpowiadaja stanom czysto wychodzacym dlatego musimy
przyrownaé¢ do zera stata F, (amplitude fali ”wchodzacej” w obszarze b < r < o0.)
Sprawdzmy jakie warunki musza spekniaé state g, g» aby Fy = 0 dla dowolnych k&, Q) # 0.

A
F, = 0= 4erzkbeﬂ(a1+az) %
% | iQ(b—0a) (k -Q+ ng) [ (Q —ig1) sin ka — ik cos ka} +

+ei@0—a) (k‘ +Q + igg) [ (Q + igy) sin ka + ik cos kaH : (4.60)
Aby réwnanie (4.60) byto spelione stata go musi spelnia¢ warunek:

Q=) (k — Q) (kcoska + (g1 +iQ) sinka) — e~ Q=) (k + Q) (k cos ka + (g1 — iQ) sin ka)

g2 =1 (eiQlb=a) — e=iR(=a)) L cos ka + (€' (g 4+iQ) — e~R®=9) (g1 — iQ))) sin ka
(4.61)
Posta¢ Fy przy tak dobranej go bedzie nastepujaca
F, = é e—ikbe—i(al—‘rtm) <
Q

X {Q cos (@ (a — b)) sinka — (k cos ka + ¢; sin ka) sin (Q (a — b)) } (4.62)

Stany Gamowa przy warunkach brzegowych i (4.52-4.55) beda miaty postaé (4.44) gdzie
stale Ag, B, F1 wynosza odpowiednio (4.56), (4.57) oraz (4.62) natomiast stata Fy = 0.
Jezeli przyjmiemy, ze state gy = g2 = ¢ to warunek na stany czysto wychodzace
F5 = 0 bedzie mial postac:
A
T Q¢

X [eiQ(b_“) (k: - Q+ ig) [ (Q —ig) sin ka — ik cos k:a} +

}72 = 0 ikbefi(aﬁrag)x

+eiQ0b-a) (k +Q + ig) [ (Q + ig) sin ka + ik cos kaH : (4.63)
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Jest to réwnanie kwadratowe ze wzgledu na g, ktére ma dwa rozwiazania:

1 V2 o
_ iQ(b—a)
g 2 (e2iQ(b—a) — 1) [Sin ka® .
X (cos 2ka {4@2 —k*(1 — cos (2Q (a — b)))} — 2ik? sin 2ka sin® (Q (a — b)) — 4@2) v
— (eziQ(b’a) - 1) k(ctgka — i) — 2i (1 + eQiQ(b*a)) ]> (4.64)

oraz

2 (e2Q(=a) — 1) [sinka
1/2

X (cos 2ka {4@2 — k*(1 —cos (2Q (a — b)))} — 2ik? sin 2ka sin® (Q (a — b)) — 4Q2) +

+ (@07 — 1)k (ctg ka — i) + 2i (1 + ¥9¢=) } . (4.65)

Tak wiec istnieja takie wartosci g dla ktorych mamy do czynienia ze stanami wycho-
dzacymi dla dowolnych k oraz Q).

4.3.3 Warunki brzegowe wynikajgce ze skoku skladowej nor-
malnej gestosci pradu

Rozpatrzmy obecnie przypadek gdy na brzegach obszaru niecigglodci potencjatu
sktadowa normalna wektora gestosci pradu nie jest ciggta. Méwigc inaczej nastepuje skok
gestosci pradu a doktadniej jej sktadowej normalnej przy przejéciu z jednego obszaru do
drugiego. Nasze rozwazania w dalszym ciagu opieramy na prostym jednowymiarowym
modelu prostokatnej bariery potencjatu (4.43).

Zal6ézmy na poczatek, ze w punkcie r = @ mamy do czynienia z klasycznymi warun-
kami brzegowymi to znaczy zszywamy funkcje falowa oraz jej pochodna w tym punkcie

i (a) = iy (a), (4.66a)
Pi(a) = ¥y(a). (4.66Db)

Korzystajac z rozwiazan réwnania Schrodingera w poszezegélnych obszarach (4.43) wie-
my, ze rozwigzania na state Ay, By beda mialy postaé odpowiednio (4.48) oraz (4.49).
Gestosé pradu prawdopodobienstwa w obszarze 0 < r < a jest réwna

) = e ()0 () = B () () (467)

:2mz
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idla k € R przyjmie warto$¢ zero. Podobnie w obszarze drugim gestos¢ pradu ma postaé
analogiczna i takze dla k € R oraz @) € R bedzie réwna zero poniewaz z réwnan (4.48)
oraz (4.49) wynika, ze Ay = By oraz By = As.

Niech w punkcie r = b nastepuje skok pradu prawdopodobienstwa oraz skok gestosci
prawdopodobienstwa:

Js (b) — 72 (b) = Ay, (4.68a)

Y3 (b) 13 (D) — by (0) ¥y (b) = Agp. (4.68b)

Przyjmijmy, ze w obszarze b < r < oo mamy do czynienia tylko z falg ptaska
wychodzaca (F, = 0) to znaczy stany czysto wychodzace 15 (r) = Fie! * 7. Prad w
tym obszarze bedzie mial postac:

e B T ) ="ERE o)

]3(T)  2mi

Gestos¢ prawdopodobienstwa w obszarze trzecim b < r < oo bedzie nastepujaca:

ps (r) = Gy (r) 3 (r) = [F1[*. (4.70)

Korzystajac z tego, ze js (1) = 0 oraz z (4.68a,4.68b) otrzymamy:

hk
IBP = A, (4.71a)
m
FP — (A @0+ Bre i @0) = Ay, (4.71b)

co daje nam nastepujacy zwiazek miedzy skokami gestosci pradu i gestosci prawdopo-

dobienstwa:
A 1 ™

h k

gdzie stale A, oraz B, maja postaé odpowiednio (4.48) oraz (4.49). Tak wiec wykorzystu-
jac uogodlnione warunki w postaci skoku gestosci pradu i skoku gestosci prawdopodobien-
stwa mozemy otrzymacé przypadek fal czysto wychodzacych nawet przy rzeczywistych
warto$ciach wektora falowego, co nie byloby mozliwe przy standardowych warunkach
zszywania, gdyz zerowanie sie gestosci pradu w pierwszym obszarze pociggatoby za sobg
zerowanie pradu w kazdym obszarze. Zwazywszy na posta¢ pradu w obszarze b < r < oo
stala F| musiataby takze znikac.

Przyjmujac, ze w r = b nastepuje tylko skok gestosci pradu, a gestos¢ prawdopo-
dobienistwa jest ciagla (Ag, = 0) to wtedy warunek (4.71b) stalby sie standardowym
warunkiem zszywania funkcji falowych 5 (b) = 1, ().

2
)

— Agb = (Agei @b + Bge_i Q b) (472)
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Mozemy rowniez uogélni¢ warunki brzegowe zaktadajac, ze sktadowa normalna ge-
stosci pradu prawdopodobienstwa ma skok js (a) —j; (@) = A, zaréwno w punkcie r = a
jak rowniez skok j3 (a) — js (a) = A, nastepuje w punkcie r = b. Dostaniemy w og6lnosci
dodatkowe parametry ,zszywania” od ktorych beda zalezaly state Ag, Bo, Fi, Fy czyli
mozemy otrzymac jeszcze bogatsza klase rozwigzan danego problemu.

4.4 Podsumowanie

W tym rozdziale skupiliSmy sie na zachowaniu wektorow Gamowa przy wyborze od-
powiednich warunkéw brzegowych. Wprowadziliémy nieco inne podejscie do zagadnienia
zszywania rozwigzan réwnania Schrodingera w punktach nieciggtosci potencjatu. Wy-
prowadziliSmy ogélne warunki zszywania wychodzac z zatozenia, ze na brzegach obszaru
funkcje falowe i ich pochodne nie muszg by¢ ciagte, ale gestosé pradu prawdopodobien-
stwa (ktéra w przeciwienstwie do funkcji falowych ma jasna interpretacje fizyczna) po-
winna by¢ ciagta. Nastepnie badaliémy zachowanie si¢ wektorow Gamowa w przypadku
zastosowania niestandardowych warunkéw brzegowych. Pokazaliémy, ze wprowadzenie
ogblniejszych warunkéw zszywania zwigksza liczbe parametréw swobodnych. Narzucajac
dodatkowe warunki na te swobodne parametry zszywania mozemy otrzymacé rozwigza-
nia w postaci stanéw czysto wychodzacych, ktére nie ogranicza w zaden sposdéb wyboru
wektoréw falowych k. Tak wiec mozliwe sg stany czysto wychodzace, dla ktorych wektor
falowy przyjmuje wartosci rzeczywiste.
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Z.akonczenie

Celem niniejszej pracy bylo przedstawienie wspoltczesnej teorii kwantowomecha-
nicznych stanow Gamowa, uzupetniajac ja o wyniki wtasnych badan. Podejscie takie
uzasadnione bylo zamiarem wtasciwego naswietlenia znaczenia otrzymanych wynikow.
W szczegblnosci pozwolito to pokazaé¢ o ile nasze wyniki upraszczaja coraz bardziej
komplikujacy sie aparat matematyczny stosowany do opiséw stanéw Gamowa.

Do najwazniejszych wynikéw niniejszej rozprawy naleza:

1. Wskazanie wzglednie prostego sposobu unikniecia wprowadzania do formalizmu
mechaniki kwantowej zespolonych wartosci energii. Z naszych badan wynika, ze ko-
nieczno$¢ wprowadzania zespolonych energii wynika z pewnej swoistej ,szczu-
plosci” przestrzeni Hilberta stosowanej w standardowym opisie stanow Gamowa.
Nasze ,rozszerzenie” przestrzeni Hilberta przez wprowadzenie dwusktadnikowych
funkcji falowych jest zabiegiem znacznie prostszym niz zastosowanie skomplikowa-
nego formalizmu wzbogaconej przestrzeni Hilberta.

2. Po raz pierwszy w literaturze poswieconej opisowi stanéw Gamowa wyprowadzili-
smy warunek normujacy funkcje falowg tych stanéw w obszarze dziatania poten-
cjatu okreslajacego wewnetrzng strukture stanow Gamowa. Otrzymany warunek
normujacy jest uniwersalny i nie zalezy od ksztaltu uzywanego potencjatu. Po-
zwolito to na sformulowanie sugestii aby spojrze¢ na teorie wektorow Gamowa
z punktu widzenia wspotczesnych teorii uktadéw otwartych. Specyfika uktadow
Gamowa polega jednak na tym, ze nie posiadajg one kanaléw wejsciowych, na-
tomiast ich jednym kanalem wyjsciowym jest zanikajaca w czasie i w przestrzeni
fala wychodzaca.

3. Po raz pierwszy udalo nam si¢ réwniez sformutowaé réwnanie falowe zalezne od
czasu opisujace nie tylko standardowe schrodingerowskie uktady kwantowe, ale
rowniez wektory Gamowa. Otrzymane przez nas rownanie falowe w jawny sposéb
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pokazuje, ze prawdziwym fizycznym mechanizmem zaniku w czasie stanéw Gamo-
wa jest zjawisko ttumienia, ktérego stata sprzezenia okreslona jest przez szerokosé
rezonansOw. Reprezentacja stanow Gamowa jaka udato nam si¢ otrzymaé zawiera
rowniez wiecej funkcji falowych niz teoria standardowa. To pojawienie si¢ podwdj-
nej ilosci funkcji falowych zwiazane jest z niejednoznacznoscia wyboru znaku przy
pochodnej czasowej wystepujacej w standardowym rownaniu Schrodingera.
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