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Streszczenie

Niniejsza praca poswigcona jest badaniu nowej klasy niezmienniczych pod-
przestrzeni
Iy ,(A), 0<v<oo, 1 <p,q< oo,

w dziedzinie dowolnego domknietego liniowego nieograniczonego operatora A,
gesto okreslonego w zespolonej przestrzeni Banacha X, nazwanych podprzestrze-
niami typu Lorentza. W przypadku ¢ = p = oo podprzestrzenie I (A) = I,  (A)
byly zbadane przez Ya. Radyno w pracy [12]. W przypadku ¢ = p = 1 podprze-
strzenie [{(A) = I7,(A) zostaly zbadane w pracach [7] i [8]. Zwiazek pomiedzy
tymi podprzestrzeniami opisany zostal w twierdzeniu 2.2.1

z rodzialu 2 w postaci izomorfizmu przestrzeni Banacha

(A1), =1, (A),
o
gdzie po lewej stronie znajduje sie przestrzen Banacha zbudowana za powoca
metody Peetre-Lions’a tzn. metody rzeczywistej interpolacji pary przestrzeni Ba-
nacha [{(A) 1% (A). Zostaly tez zbadane whasnosci rodziny podprzestrzeni [y (A):
w twierdzeniu 2.1.1 udowodniono, ze kazda z nich jest niezmiennicza wzgledem
operatora A, przy czym odpowiednie zawezenie A |ZZ,p( 4) okazuje si¢ operatorem
ograniczonym (wzgledem mocniejszej normy podprzestrzeni l;p(A)) 7 norma

4D < v
i takim ze ich spektra spetniaja warunek
o (A ‘lgﬂp(A)) C U(A).

W twierdzeniu 2.4.1 udowodniono, ze jesli 0(A) C R, to tzw. warunek Levinsona
dla rezolwenty operatora A ze znanej pracy Ju. I. Ljubica i V.I. Macaeva [6]

/81n1nM(r)dr<oo, M(r)= sup [[A—=A)7Y, >0
0

[ Im X[ >r



Streszczenie

jest warunkiem wystarczajacym dla gestosci mnogosciowej sumy

lq,p(A) = U l;p(‘A)
v>0
w przestrzeni Banacha X. Twierdzenie 2.4.1 rozszerza na przypadek podprze-
strzeni [y (A) fakty analogiczne do udowodnionych wezesniej w pracy [1] dla
podprzestrzeni ¥ (A) a w pracy [9] dla podprzestrzeni [ (A). W twierdzeniu 2.3.1
wykazano interpolacyjne réwnoéci rodziny podprzestrzeni I} (A), wynikajace ze
znanych wlasnosci klasycznych przestrzeni Lorentza.
W rozdziale 3 pracy zostal zbadany funkcjonat najlepszej aproksymacji
E* (v,z) = inf x — x|, reX

q,p( ) o€l (A || 0||
"mierzacy” najkrotsza odlegto$¢ pomiedzy danym elementem x € X i podprze-
strzenia [} (A). W tym celu pomiedzy przestrzenia l,,(A) i przestrzenia Bana-
cha X rozwaza sie pewna klase quasi-unormowanych aproksymacyjnych podprze-
strzeni

Eq(lgp(A), X).
Gloéwny wynik jest tutaj sformutowany w twierdzeniu 3.2.1 w postaci dwoch nie-
réwnosci
2|g, <alz|] [z, x € lyp(A), ¢ >0,

Ep (t2) < et ™alg,, @€ Ea(lgp(A),X), >0,

gdzie przez |z|g, oznaczona zostala quasi-norma w E,, (lqﬁp(A), .’{) a przez |z,
pewna quasi-norma w [, ,(A). Twierdzenie 3.2.1 uogélnia odpowiednie wyniki
z pracy [13], wykazane dla operatoréw z dyskretnym spektrum.

W rozdziale 4 zbadano niezmiennicze podprzestrzenie typu Lorentza itera-
cji A™ nieograniczonego operatora A. Udowodnione tam twierdzenie 4.2.1 jest
uogolnieniem twierdzenia 2.1.1 z rodziatu 2.

W ostatnim rozdziale znajduja si¢ przyktady zastosowan teorii rozwijanej we
wczesniejszej czesci pracy. Zostaly obliczone niezmiennicze podprzestrzenie typu

Lorentza dla operatora rozniczkowania A = P interpolacyjnych przestrzeniach
Besowa Bﬁ’g(R) a takze dla nieregularnych eliptycznych operatoréw w obszarze
Q C R™ okreslonych, w szczegdélnosci, poprzez wzor
Au= p*(O)(=A)" + p"(t)u, 0>+ 2m,
gdzie funkcja
pm(t) = d(t)
jest odlegtoscia punktu ¢ € €2 od brzegu otwartego obszaru (2.

Stowa kluczowe

operator nieograniczony, wektor typu wyktadniczego, niezmiennicza podprze-
strzen operatora, podprzestrznie spektralne, interpolacyjne przestrzenie Lo-
rentz’a, przestrzenie aproksymacyjne



Rozdziatl 1

Wiadomosci wstepne

W pracy skorzystano gtoéwnie z definicji zaczerpnietych ze znanych ksiazek [2]
i [15] z teorii interpolacji przestrzeni Banacha oraz [3] i [14] z analizy funkcjo-
nalnej i teorii liniowych operatoréw. W pierwszym rozdziale przedstawiono tez
najwazniejsze fakty wykorzystywane w tej pracy a znajdujace sie jedynie w cza-
sopismach.

Nalezy tu odnotowad, ze wszystkie przestrzenie wektorowe rozwazane w pracy
sg zadane nad ciatem liczb zespolonych C.

1.1. Wektory gtadkie i typu wykladniczego
nieograniczonych liniowych operatoréw
Niech w przestrzeni Banacha X z norma || - || bedzie dany dowolny liniowy

nieograniczony operator

A:X>x — %

o gestej dziedzinie X'. Spektrum operatora A oznaczamy dalej przez o(A), niech
(A—A)~! bedzie rezolwentg operatora A, ktéra z definicji jest okreslona na zbiorze

p(A) =C\ o(A). Poprzez
%”z{mé%"_l:A"_le%"_l}, n=23,...

oznaczmy dziedzine n-tej iteracji A" operatora A na ktorej z definicji okreslamy
norme

lellz = llzll + [ Aa]l + ...+ [A"], @€ %"

Dalej A° = I jest tozsamo$ciowym operatorem w X. Zbior

X*={X":neN},



Wiadomosci wstepne

na ktérym jest okteslona topologia poprzez ciagg norm
{”.’EH:{n:TLGN}, reX®

nazywa sie podprzestrzeniag wektorow gladkich operatora A. Czyli, X*° jest lokal-
nie wypukta (F')-przestrzenia. Oczywiscie, ze jezeli operator A jest ograniczony to
X = X. Jezeli operator A jest nieograniczony to podprzestrzen X*> moze okazaé
sie trywialna. Ponizsze twierdzenie rozstrzyga problem nietrywialnosci podprze-
strzeni X*° w sytuacji ogélnej.

Twierdzenie 1.1.1. [4, twierdzenie 1.1] JeZeli operator A w przestrzeni Banacha
X spetnia warunek p(A) # 0, to podprzestrzen X*° jest gestq w X wzgledem normy.

Jak wynika z tego twierdzenia oraz na mocy [3, twierdzenie VII.9.7] warunek
p(A) # 0 jest tez wystarczajacy na to aby operator A byl domkniety.

Przytoczmy najczesciej uzywane przyktady przestrzeni wektorow gtadkich:
(a) jezeli X = Cy(R) jest przestrzenia Banacha ciagtych funkcji f na R zeru-
jacych sie¢ w nieskoniczonosci z norma || f|| = sup |f(¢)] i
teR

d
A=—
dt
jest operatorem rézniczkowania, to X = C3°(R) jest podprzestrzenia w Cy(R)
funkcji nieskonczenie wiele razy ciale rézniczkowalnych;

(b) jezeli X = Lo(R) jest przestrzenia Hilberta funkcji f: R 5t — f(t)

1/2
z norma || f|| = ( /R |f (t)|2dt> i operator A jest domknieciem operatora postaci

okreslonego mna podprzestrzeni C§°(R) C Lo(R), to X jest klasyczna
(F)-przestrzenia Schwartza S(R) funkcji szybko malejacych.
Podprzestrzen wektorow typu wyktadniczego v > 0 operatora A

15.(A) = {z € X°: |l < oo},
w ktorej norme okreslono przez wzor

_ A
[zl = sup ——,
neZy
byla zdefiniowana i zbadana przez Ya.Radyno w pracy [12]. Tam wéréd innych
przyktadow przytoczono tez nastepujacy przyktad podprzestrzeni wektorow typu
wyktadniczego: jezeli X = C,(R) jest przestrzenia Banacha ciagltych i ograni-
czonych funkcji f na R z norma ||f|| = sup|f(¢)] i A = d/dt jest operatorem
teR

rozniczkowania, to podprzestrzen postaci

loo(A) = J 15(4)

v>0



Wiadomosci wstepne

jest podprzestrzenia w Cy(R) funkcji posiadajacych jednoznaczne analityczne roz-
szerzenie z osi rzeczywistej] R na plaszczyzne zesplong C do pewnej catkowitej
funkcji typu wyktaniczego.

W pracy [12] wykazano tez prawdziwos$¢ ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 1.1.2. Jesli operator A jest generatorem jednostajnie ograniczonej
i silnie cigglej jednoparametrowej grupy w przestrzeni X, to podprzestrzen lo(A)
jest gesta podprzestrzenig w X wzgledem normy.

W pracach [7] i [8] zostala zbadana nieco inna podprzestrzein wektoréw typu
wyktadniczego v > 0 operatora A

W(A) = {zex®: ||zfy < oo},
7 normg w postaci sumy

A

yn

|
2zl = >
nely
Podprzestrzenie I7(A) i 1% (A) sa zwiazane z soba w taki sposéb, ze dla do-
wolnej liczby € > 0 prawdziwe sg zanuzenia

IV(A) CIZ(A) Clite(A).

W [7] zostal wykazany nizej opisany fakt.

Twierdzenie 1.1.3. Jezeli operator A w pzrestrzeni X posiada dyskretne spek-
trum

o(A)={) € C:jeN},

to zachodzq réwnosci

(A= @ &) i L(A)=6(4),

|Ajl<v

gdzie
h(4) = U (4
v>0
a S(N;) jest spektralng podprzestrzeniq operatora A odpowiedajgceg wartosci wia-
snej Aj, a S(A) jest to powloka liniowa wszystkich spektralnych podprzestrzeni
operatora A.

Zaznaczmy, ze w przypadku operatoréw o dyskretnym spektrum podprzestrze-
nie G(\;) sa skonczenie-wymiarowe, a powyzsza suma prosta ma tylko skonczong
liczbe sktadnikéw.

W pracy [1] poprzedni wynik zostal rozszerzony na ogdélniejsza klase opera-
toréw zbadanych w [6] przez Ju. I. Ljubica i V.I. Macaeva. Przypomnijmy teraz
definicje uogodlnionych spektralnych podprzestrzeni operatora w przestrzeni Ba-
nacha.



Wiadomosci wstepne

Definicja 1.1.4. Niech spektrum o(A) operatora A bedzie zbiorem niepustym,
lezgeym na gladkiej krzywej Jordana I w plaszczyznie zespolonej C. W szczegol-
nosci krzywa I' moze byc osig rzeczywistg R. Niech A bedzie domknietym podzbio-
rem krzywej I'. Domknieta podprzestrzen £(A) przestrzeni Banacha X nazywa sie
uogolniong spektralng podprzestrzeniq operatora A, jezeli sq spetnione nastepujgce
warunki:

1. operator A jest okreSlony i ograniczony na podprzestrzeni £(A);

2. podprzestrzen £(A) jest przestrzeniq niezmienniczq wzgledem operatora A;

3. spektrum o(Aa), gdzie Ax oznacza zaciesnienie operatora A do podprze-

strzeni £(A), spelnia warunki

oc(Ax) CA  oraz o(Ax)[)int A = o(A4)()int A,

gdzie int A oznacza wnetrze zbioru A;

4. jezeli operator A jest okreslony na pewnej domknietej podprzestrzeni I C X
i M jest niezmienniczg wzgledem A, przy czym dla jego zaciesnienia Agy do
podprzestrzeni MM prawdziwe jest zawieranie o(Agy) C A, to prawdziwym jest
rowniez zawieranie

M C L£(A).

Twierdzenie 1.1.5. Jezeli spektrum operatora A w przestrzeni X spetnia zato-
zenia definicji 1.1.4, to zachodzi rownosc

gdzie &(A) jest powlokq liniowq wszystkich wogdlnionych spektralnych podprze-
strzeni operatora A.

Woezesniej zawieranie postaci
&(A) C Luo(A)

wykazane zostalo w pracy [9].

1.2. Przestrzenie interpolacyjne
Na poczatek przypomnijmy pojecie przestrzeni interpolacyjnych.

Definicja 1.2.1. Niech (Bg,B1) bedzie parg dwdich topologiczno-wektorowych
przestrzeni takich, Ze istnieje topologiczno-wektorowa przsetrzen Hausdorffa U,
ktorej By @ B1 sq podprzestrzniami. Okreslono ich czesé wspdlng By (B1 oraz
sume

%0+%1:{b€ﬂib:bo+b1, by € By, ble‘Bl}.

Przestrzen B nazywa sie przestrzeniq srodkowq pomiedzy przestrzeniami Bq i B,
jezeli zachodzq ciggle zawierania

Bo[B1 C B C By + By
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W przestrzeniach By (B i By+B, wprowadzono odpowiednio rodziny norm

I line = sup (lzollmgs tllz1llm, ), dla z € By N By,
r=x0+x1
|-y =, _inf (y|g;0||%0 + tH:Enggl) . dlax € By+ By

Przy tak dobranych normach i dowolnym ale ustalonym t, jezeli przestrzenie
wyjsciowe Bg i B sa przestrzeniami zupelnymi to rowniez przestrzenie B, () B,
oraz By + B sa przestrzeniami Banacha [2, 2.3 1 2.4].

Definicja 1.2.2. [2, definicja 2.4.1] Mdwimy, Ze przestrzenie B i € sq przestrze-
niami interpolacyjnymi wzgledem par (Bo,B1) i (&, €1), jezeli sq odpowiednio
przestrzeniami srodkowymi dla tych par przestrzeni oraz dla dowolnego operatora
lintowego T z faktu, ze

T:8y) — & ) T:%, - ¢
wynika, zZe rowniez
T:8 — ¢.

Teraz zostanie zdefiniowana klasyczna metoda otrzymywania klas przestrzeni
interpolacyjnych pomiedzy danymi przestrzeniami Banacha, zwana metoda rze-
czywistej interpolacji lub metoda Peetre-Lions’a.

Definicja 1.2.3. [2, 3.1 3.2] Funkcjonal

K(t,2,%B0,%1) = _inf (|lzollg, +tlle1]ls,)

Tr=x0+T1
nazywac bedziemy K-funkcjonatem metody rzeczywistey.

K-funkcjonal jest jedna z mozliwych norm zadanych na sumie przestrzeni
B + B;. Jezeli nie bedzie to prowadzito do nieporozumien zamiennie z zapisem
K(t,x,%B,B1) bedzie uzywany zapis K (¢, x).

Twierdzenie 1.2.4. Przestrzen
(%0,%1)979 = {33 €By+ B : Hng,g < OO}

Z mormag
1

[/Oo[teK(t, x)]gdtt] dla 1<g<o0
0

Q|

0. =
sup t K (t,7) dla g= o0

0<t<oo

jest przestrzenig interpolacyjng dla pary przestrzeni Bg i B oraz istnieje dodat-
nia, zalezna od parametrow 0, g stata vy 4 taka, zZe dla x € (B, ‘Bl)eg 1 dowolnego
0 < s < 00 prawdziwa jest nierownosc

K(s,2,B0,B1) < 79,45 | /lo,g-
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Ponadto istniej dodatnia, zalezna od parametrow stala co 4 taka, Ze dla dowolnego
x € By N B prawdziwa jest tez nierownosc

lzllog < coglllls, ll]%,-

Definicja 1.2.5. Funkcjonal

J(t,5,%0,%B1) = sup (||ollog, 1], )

T=T0+2T1
nazywac bedziemy J-funkcjonatem metody rzeczywistey.

J-funkcjonal jest jedna z mozliwych norm zadanych na przestrzeni By () B;.
Takze w tym przypadku, o ile nie bedzie to prowadzito do nieporozumien, w
spos6b rownowazny beda traktowane zapisy J(t, z, B, B1) 1 J (¢, x).

Twierdzenie 1.2.6. Przestrzen

(Bo, B1)y, = {x € Bo+ B1 : [[zfly < 00}

z normg
© 4 dt e
/ [t J(t,:v)]g? dla 1< g <o
[llog = L7
sup t70J(t, x) dla g = o0
0<t<oo

jest przestrzeniqg interpolacyjng wzgledem przestrzeni By i By oraz prawdziwa jest
nierownosc

2)lo.g < Cs™?J(t, 2, B0, B1).
Twierdzenie 1.2.7. Jezeli 0 < 8 < 111 < g < o0 to normy na przestrzeni
interpolacyjnej (Bo, B1), , okreslane przez funkcjonaly K (t,z,Bo, B1)
i J(t,x,Bo, B1) sqg rownowainymsi normami.

Twierdzenie 1.2.8. Niech bedg dane dowolne liczby 0 <n <1, 1 < g < o0,
0<6;,<1(i=0,1), 0= (1—n)0y+nby. Jezeli przestrzenie By i By sq prze-
strzentami zupetnymi to zachodzi nastepujgcy izomorfizm przestrzeni Banacha

((%07%1)907% ) (%07%1)917(11) (%Oa%l)qu

0.q
2 TOWNOWAZNYMi NOTMaMI.

W literaturze z tego tematu mozna znalez¢ wiele przyktadéw interpolacji réz-
nego rodzaju przestrzeni. W tej pracy bedzie konieczne odwotanie si¢ do interpo-

lowania pewnej szczegdlnej klasy przestrzeni ciggowych, ktérg mozna znalezé np.
w [15, 1.18.2 1.18.3].

Definicja 1.2.9. Niech B bedzie przestrzenig Banacha. Przy zadanych liczbach
v>0,1<p,q< oo ciggowe przestrzenie Lorentza definuje sie jako:

l;(%) = {{ = {5] ?‘;01 §j € B, ||€||l; = < Z QijngHIs)B)p < OO} ’

JELy
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. (B) = {5 )20 6 € B, el = sup 27 lm < oo},
JEL+

q

balB) = {5 = (&) & € B Nl = (X Igalut )" < oo},
j=1

by (B) = {5 6120 & € B, il = sup €5 ]I7F < oo},
JELy

gdzie cigg
{& 1520
oznacza takie przestawienie wyrazéw ciggu {§;}32, aby cigg norm {||§7 ||} byt cig-
giem nierosngcym.
Bez trudu mozna zauwazy¢, ze miedzy powyzszymi przestrzeniami zachodza

nastepujace roéwnosci:

[, (B) = 1}(B),

lw,w(%) = lgo<%)'

Twierdzenie 1.2.10. Dia 0 < 0 <111 < g < o0 zachodzi nastepujgcy izomor-
fizm ciggowych przestrzeni typu Lorentza

(1(B), 1o(B))y, = 11 (D).

Interpolowa¢ mozna jednak nie tylko przestrzenie Banacha. Co wiecej - nawet
zatozenie o mozliwosci zadania normy w danej przestrzeni nie jest konieczne.
Uzyteczne wlasnosci maja takze quasi-unormowane grupy abelowe.

Definicja 1.2.11. [2, 3.10 i 3.11] Niech B bedzie grupg abelowq. Quasi-normag
na B nazywamy funkcje || - ||s zdefiniowang na B o wartosciach rzeczywistych,
takqg ze:

1 ||lzlls = 0 i ||z||s = 0 wtedy i tylko wtedy gdy x =0,

2. || = =lls = ||z,

3. le+ylls <clzlls+llylls), >0
Przestrzen, w ktorej wprowadzono powyziszq — quasi-norme  Nazywamy

quasi-unormowang grupg abelowq. Jezeli jednak B jest przestrzeniq wektorowg,
to nazywamy jqg przestrzeniq quasi-unormowandg.

Twierdzenie 1.2.12. Zatozmy, ze 0 < 0 < 1, zas P jest przestrzeniqg Srodkowq
wzgledem przestrzeni By @ By, wtedy:

(a) K(t,z,B0,B1) < Ct?||z||p dla x € P zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
majqg miejsce ciggle zawierania

%om%l CPC <%0,€B1)6,007

10



Wiadomosci wstepne

(b) [|z]|p < Ct=0J(t,z,B0,B1) dla x € By N By jest prawdziwa wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzq ciggle zawierania

(B, B1)o,g CP C By + By,
gdzie q < 1 jezeli P jest przestrzeniq zupelng lub q spelnia réwnanie (2¢)? = 2
jezeli P jest przestrzeniq quasi-unormowandg.

W pracy poruszany jest problem aproksymacji. W tym celu uzyteczne byto po-
stuzenie sie funkcjonatem i zbudowanymi przy jego pomocy quasi-unormowanymi
przestrzeniami rozumianymi w opisany ponizej sposob.

Definicja 1.2.13. [2, 7.1] Dla zadanej pary quasi-unormowanych przestrzeni
(B, B1) funkcjonal postaci

E(t,x) = E(t,z,B¢,B1) = inf |z — 2o,

lzolls, <t

gdzie 0 <t < 00, x € By + By nazywamy E-funkcjonatem.
Dla dowolnych statych 0 < a < 00 10 < qg< oo lub0 < a< o iqg= o0,
przestrzeniq aproksymacyjng nazywamy przestrzen postaci

Eor(Bo,B1) = {r € Bo+B1: ||7]agr < o0},

gdzie norma jest zdefiniowana w sposob nastepujgcy

1
00 RAK]
[/ [tO‘E(t,m)]qtl dla 1<qg< o
]| aq:2 = 0
sup t*E(t,z) dla q = oc.
0<t<oo

Twierdzenie 1.2.14. Dla s > 0 istnieje t > 0 takie, Ze

t
Ky(s,z) =t oraz E(t+0,2) < - < E(t—0,x),
s
gdzie
E(t+0,z) = limsup E(T, )
T—1t4+0
7
E(t —0,z) = limsup E(7, x).
T—1—0
t

W szezegolnosci jezeli E(t) jest ciggle, wtedy K (t) jest inwersem W

Twierdzenie 1.2.15. Niech  para  (Bo,B1)  bedzie parg  przestrzeni
quasi-unormowanych. Funkcjonal v — ||z||aqe definiuje quasi-norme na
przestrzeni E, ,(%Bo, B1).

11



Twierdzenie 1.2.16. Niech para (By,B1) bedzie quasi-unormowang parg
1 niech 1
0=— r=2~0
a + 1 7 Q7
wtedy  zachodzi  algebraiczna  oraz  topologiczna — réwnosé  przetrzeni
quasi-unormowanych

[Eor(Bo,B1)]” = (B0, B1)

0,9

gdzie [Eq - (Bo, %1)]9 jest przestrzeniq E, .(Bo, B1) z quasi-normg postaci ]m\%a’r.



Rozdzial 2

Niezmiennicze podprzestrzenie typu
Lorentza nieograniczonych operatoréw

W tym rozdziale przedstawiono wtasnosci jednej specjalnej klasy niezmien-
niczych podprzestrzeni, znajdujacej siec w dziedzinie dowolnego nieograniczonego
i domknietego operatora A, okreslonego w przestrzeni Banacha. Dzieki odpowie-
dniemu dobraniu normy w tych podprzestrzeniach udalo si¢ otrzymac przestrzenie
izometryczne do pewnego typu podprzestrzeni ze znanej klasy interpolacyjnych
przestrzeni Lorentza, posiadajace wiele uzytecznych wtasciwosci. Miedzy innymi
zostalo udowodnione, ze te podprzestrzenie sa pewnym uogoélnieniem podprze-
strzeni spektralnych operatora A, ze sa one zupelne, a klasa tych podprzestrzeni
jest klasa niezmienniczg wzgledem rzeczywistej metody interpolacji. W pracy
klasa takich podprzestrzeni jest nazywana A-niezmienniczymi podprzestrzeniami
typu Lorentza.

2.1. Niezmiennicze podprzestrzenie typu Lorentza

Niech bedzie dany dowolny domkniety, liniowy i nieograniczony operator A,
o dziedzinie X', gesto okredlony w zespolonej przestrzeni Banacha X z norma ||-||,
tzn.

A:xHx — %, X =x%,

gdzie kreska oznacza domkniecie wzgledem normy przestrzeni X.
Dla dowolnego r = 2, 3, ... poprzez zbior

X ={rex LA lrecx !}

13



Niezmiennicze podprzestrzenie typu Lorentza

oznaczamy dziedzine r-tej iteracji A” operatora A. Podprzestrzen wektorow gtad-
kich operatora A oznaczamy przez

X*=({X":reN}.
Niech A% = I bedzie operatorem tozsamosciowym w przestrzeni X.

W dalszej czesci tego rozdziatu zostato przyjete zatozenie, ze dla rezolwentnego
zbioru operatora A jest spelniony warunek

(2.1.1) p(A) £ 0.

Dzigki tak przyjetym zatozeniom zgodnie z twierdzeniem 1.1.1 mozna stwierdzi¢,
ze spelniony jest warunek gestosci

X% =X

wzgledem normy przestrzeni X. Ponadto na mocy zatozenia 2.1.1 kazda iteracja
naszego operatora A" jest takze domknieta w X .

WezZmy teraz dowolng liczbe rzeczywista 0 < v < oco. Przypiszmy dowolnemu
elementowi x € X*° cigg elementow przestrzeni X

A s(k)
m*z{() x:k€Z+},
v

gdzie s: Z, > k — s(k) € Z, jest permutacja zbioru Z, spelniajaca ponizszy

warunek
A s(k) A s(k+1)
() 4= E) -
v v

Dla dowolnych statych 0 < v < 00, 1 < p,q < oo mozna juz zdefiniowaé¢ prze-
strzen

P ) kelZ,.

Iy (A) = {x e x> ||lz]y, < oo},

w ktorej norme okreslono w sposéb nastepujacy

A o)
&)
v

A s(k)
&)
v

Dla uproszczenia zapisu dalej przyjete zosang oznaczenia

Py 1/p
) dla 1<p<oo

( > (k+ 1)

kEZ+

iy, =

sup (k +1)V/4
ke

dla p= oc.

I5(A) = 12, (A),
w szczegdlnodci, gdy p = 1 lub p = 0o otrzymujemy znane przestrzenie

HA) =1,(4), 1A (4).

__qv
- loo,oo
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Niezmiennicze podprzestrzenie typu Lorentza

Przestrzen [ (A) sklada sie z wektoréw typu wykladniczego, ktére wprowadzone
zostaly w pracy Radyno Ya [12], za$ przestrzen [} (A) sktada si¢ z wektoréw typu
wyktadniczego oméwionych w pracy O. Lopuszanskiego i M. Dmytryszyna [8].

Twierdzenie 2.1.1. Unormowana przestrzen I (A) jest przestrzeniq niezmien-
niczq wzgledem operatora A i dla dowolnego € > 0 nastepujgce zanuzenia

(2.1.2) Iy ,(A) — X, Iy (A) — l;;e(A),
sq ciggle. Zaciesnienie operatora A do przestrzeni Iy ,(A) jest operatorem ograni-
czonym spetniajgcym nierownosé

(2.1.3) 1A iz ) | < v

Spektrum operatora A i jego obciecia A ’lg,p( Ay spetniajg warunek

(Al ) Co(A).

Dowad.
Korzystajac z definicji normy mozna natychmiast otrzymac, ze

lellye < llally, dla @€ ,(A).
0
Niech teraz element x = ) x bedzie zajmowal k-te miejsce w ciagu z*,

v
wtedy s(k) = 0. Zatem dla wszystkich z € [} (A) otrzymamy nastepujace nie-

réwnosci

(k+ 1) Hz]P < llzllf,  dla 1<p < oo,

(k+ 1Yz < lz]lyy, dla p= oo,

co dowodzi, ze odpowiednie zawierania (2.1.2) sg ciagte.
s(k)+1

Niech teraz element | — x bedzie zajmowal k’-te miejsce w ciggu z*, to
v

oznacza, ze (k) + 1 = s(k’). Pociaga to za soba, ze

A s(k) A s(k)+1 A s(k’)

A() 9[::1/(> xzu() x.

v v v

Odwzorowanie Z, > k — k' € Z opisane przez réwnanie
s(k) +1=s(k)

nie zawiera jednego elementu ze zbioru Z, , wiec dla dowolnego elementu
x €1y (A) sa spetnione nieréwnosci

p
< VP||;B||§’Z’?(A) dla 1<p< oo,

s(k")

O
D

p_
||A37||€?57p(A) =vP Y (K +1)s '

K€Ly

< VHl'ngyp(A) dla p = OQ.

| Az|1p 4y = v sup (K + 1)"/
’ k'€Z4

15



Niezmiennicze podprzestrzenie typu Lorentza

To pozwala stwierdzi¢, ze nasza przestrzen spelia warunek A-niezmienniczo$ci
oraz ze nieréwnos¢ (2.1.3) jest prawdziwa.

Dla dowolego A € p(A) iz €Iy ,(A) zachodzi réwnosé

(A)ﬁ(’“) - A)*lgc _ A)ﬂ (A)ﬁ(k) N

v v
Zatem dla 1 < p < oo spelniona jest nieréwnos¢

P_1q A S(k) P
A=Al = ¥ k4D -7 (5) a
P keZy v
—1|P
<=7 i,
w przypadku gdy p = oo nieréwnos¢ przyjmie postac:
1 (A s(k)
I =) tall, = sup(k+ D7 [0 =47 () a
e ke€Zy 1%
<[ =7 .
To juz oznacza, ze A € p(A |lg,p(A))- O

2.2. Zwigzek z niezmienniczymi podprzestrzeniami typu
wykladniczego

Zostanie tutaj udowodniona interpolacyjna réwnos¢ dla niezmienniczych
podprzestrzeni nieograniczonego operatora typu Lorentza, z ktorej bedzie
wynikato, ze kazda taka podprzestrzen jest interpolacyjng przestrzenig dla
dwoch zbadanych wezesniej niezmienniczych podprzestrzeni wektoréw typu
wyktadniczego. A mianowicie podprzestrzeni postaci IZ (A), zbadanych w pracy
[12] i podprzestrzeni postaci lj(A), zbadanych w pracy [8]. W szczegdlnosci
dowiedzione zostanie, ze klasa podprzestrzeni typu Lorentza [} (A) zawiera
przestrzen (7 (A). Jako konsekwencja ostatniego faktu pézniej zostanie wykazana
nietrywialnos¢ tych podprzestrzeni.

Niech 0 < v < o0. Dla dowolnych liczb 0 < 6 < 1, 1 < p < oo zdefiniujmy
teraz przestrzen interpolacyjna

(I (A), 1, (A)),, = {:c e IV(A) +1%(A): Hx\l(l;,z&,)w < OO}

Z norma

(2.2.1)
00 1/p
(/ TP (o, 1Y 1) d7'> gdy 1<p<o0
HxH(lll’Jgo> = ’
0,p
sup 70K (7,2, 17, 15,) gdy p= oo,
0<7<00
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Niezmiennicze podprzestrzenie typu Lorentza

gdzie funkcjonatl ma postac

K(T,Zﬂ,l?,lgo) = inf (HxOHlV —|—7‘H£L’1ngc)

=041

dla z° € IY(A) i x! € 14 (A).

Twierdzenie 2.2.1. Dia dowolnych 0 < v < 00, 1 < p < o0, 1 < q <
zachodzi nastepujgcy topologiczny izomorfizm przestrzeni Banacha

(2.2.2) (A, EA) =1, (4)
(rowno$é z dokladno$ciqg do réwnowaznych norm). Unormowana przestrzen

Iy ,(A) jest zupetna.
Dowad.

Poniewaz prawdziwa jest nierownosé

A k
()

v
natychmiast dostaniemy, ze jezeli {z,,: n € N} jest ciagiem Cauchy’ego w normie
przestrzeni [y (A), to dla kazego k € Z, ciagi

{xn:nEN} i {(f)

sg takze ciaggami Cauchy’ego w X. Ze wzgledu na zupetnos¢ przestrzeni X istnieja
w niej takie elementy z,y € X, ze gdy n — oo to

A k
Ty — T 1 () Ty — Y,
1%

ey > . wel(A), keZy, p=1loo

k
xn:nGN}

w normie przestrzeni X. Wykres operatora A* jest podprzestrzenia domknieta
w X x X, co nam daje, ze

A k
Yy = () T oraz r e xk.
v

Poniewaz powyzsze jest prawda dla kazdego k € Z,, otrzymamy, ze x € X°°.
I dalej gdy n — oo, to dla kazdego k € Z, mamy

OESIE

w normie przestrzeni X. Poniewaz {z,} jest ciagiem Cauchy’ego w [7(A) to dla
kazdego € > 0 bedzie istniatlo n. € N takie, ze |z, — x|y < e dla wszystkich
n,m > n.. Z powyzszego bedziemy miec, ze dla dowolnych k € Z, i n,m > n.

(8

<E.
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Niezmiennicze podprzestrzenie typu Lorentza

Poniewaz gdy m — oo mamy
AP ANF
- ne ~ 4m 0 I N m = 07
(V) (n. = m) = ' <V) (@ )=

wiec dla kazdego k € Z, bedzie istanialo m.; > n. takie, ze dla dowolnych

m > ms,k
€ . ANF
ok H(u) (=) < 5

2k

A
|

O

Teraz z nieréwnosci

ANF ANF ANF ANF
H() x| < H() T, | + H() (T — T, )|| + | () (T — )
v v v v
wynika¢ bedzie, ze dla dowolnych k € Z,
SRR GE -
v) ! ) e 2k
co skutkuje nieréwnosciami
]y < [zl + 4e, gdy =z eli(A),
2/l < ll@n.llig, +26,  gdy  x € (A).

Ponadto

(8

wiec jezeli tylko n > n. otrzymamy

<[(2) @ -2

14

?

14

+ H (A)k T

|20 — x| < 4e, i |zn — x|y, < 2,
a to koficzy dowdd tego, Ze przestrzenie [ (A) przy p = 1,00 sa zupetne.
Rozwazmy teraz standartowa przestrzen Lorentza
lyp = {a: lalli,, < oo}

wszystkich ciagéw postaci: @ = {ay € X: k € Z,} z ograniczona norma

» 1/p
(S G+0iailr) " dla 1<p <o,

lalle,, = <
sup (k + 1)/ ai | dla p= oo,
keZ
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Niezmiennicze podprzestrzenie typu Lorentza

gdzie ciag: {a,’; € X: ke Z+} zawiera elementy {ak € X: ke Z+}, ktore sg
numerowane zgodnie z nierosnacymi normami, czyli

lagll > llaill > llazlf. ...

Jak wezesniej przyjmijmy oznaczenia ly = l11 1 ls := loo,00. Niech (ll, l"o)e be-
7p

dzie przestrzenig interpolacyjna generwang przez rzeczywistg metode interpolacji
przy uzyciu funkcjonatu

K(Taa’ llleO) = a:iarol—fi-al (||a0||11 + THal”loo)?

gdzie a® € I}, a' € I i 7 > 0. Zgodnie z [15, twiedzenie 1, §1.18.3, p.125])
zachodzi rownos¢ przestrzeni wektorowych

lip = (ol), o lally, ~llalwiy, .  0=1-1/g

z doktadnos$cig do réwnowaznosci norm, gdzie powyzsza norma HaH(ll,lm)M jest
tez reprezentowana w formie (2.2.1) jezeli funkcjonat K (7, xz, 1% 1%) zastapimy
przez K(7,a,li,ly).

Pot6zmy teraz jako

(e () reen)

gdzie x € X*°. Przez
A, C*322x —aCX

oznaczmy liniowe odwzorowanie na pewng przestrzen ciagéw z X. Przestrzen
Iy ,(A) jest izometryczna z podprzestrzenia zlozona z ciagéw elementéw prze-
strzeni X i odpowiednia izometria jest realizowana przez obcigcie odwzorowania
A,

Ayl (A) 20— Ay () = a € lyy,

przy czym zachodzi réwnosé¢ dla norm
/ey, = llall,,-

W szczegolnosci, w przypadku p = ¢ =11 p = ¢ = oo powyzsza izometria takze
jest prawdziwa.

Pomiedzy K-funkcjonatami odpowiadajacymi przestrzeniom interpolacyjnym
(L, loo)g, 1 (I7(A), 15, (A))g,, zachodza nastepujace réwnosci

K(r A bl = inf (A @l + A ))

Aullw -
< Il (A ).

Aoy 77
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Niezmiennicze podprzestrzenie typu Lorentza

Podstawiajac
o A
1A N1y 1,
do wzoru (2.2.1) dla norm, otrzymujemy
AN i
101, < I = el ), = el e,

Stosujac te same rozumowania do odwzorowania odwrotnego A1, zdefiniowanego
na obrazie A, (I{(A), I5,(A)),,, odwzorowania A,, otrzymamy

MA@l a0, = 12y 0 7€ (H(A) 1(A))g,, -

0,p

Zatem diagram

(I (A), 15(A))y, 2 A, (IL(A), 15(A)),,

? 700

T

I (A) AL g (17,(4))

i jego odwrotny sa przemienne. Z tego natychmiast otrzymujemy (2.2.2).
Z réwnosci (2.2.2) i zupelnosci przestrzeni [ (A) przy p = 1,00 wynika, ze
przsetrzen I} (A) jest takze zupelna.
O

2.3. Interpolacyjne wlasnosci niezmienniczych
podprzestrzeni typu Lorentza

W dalszej cze$ci pracy zbadano pewne interpolacyjne wlasnosci podprze-
strzeni typu Lorentza. Tym samym, sprawdzono jak bedzie wygladala przestrzen
interpolacyjna zbudowana przy pomocy metody rzeczywistej interpolacji na
klasie podprzestrzeni typu Lorentza.

Dla dowolnych 0 < t,v < 00, 1 < po,P1,q0,q1 < 00, 1 <Kp<ooorazl < <1
zdefiniujmy podprzestrzen interpolacyjna

(1 (A4). 1, (A), = {x € o)+l (A 2l < oo}

q0-P0’ "41,P1

7 norma
dt]
l/ [t_eK(t,x)]pt] dla p < oo
(2.3.1) HxH(lV L) = 0
020" 41,21 ) 9 5
sup t K (t,x) dla p= oo,
0<t<oo
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Niezmiennicze podprzestrzenie typu Lorentza

gdzie
K(to) = _inf (7ol + iy, )
dla g € ly , (A) iz €l , (A) jest funkcjonatem metody rzeczywiste;.

Twierdzenie 2.3.1. Dla dowolnych liczb v >0, 0 <60 <1, 1<p,py,p1 < 0
oraz 1 < qo,q1 < 00, takich, Ze

1 1-60 0
q07éQI7 - = + —
q do q1

zachodzi nastepujgcy topologiczny izomorfizmy przestrzeni Banacha
(Z;O,PO (A)’ lglvpl(A)>97p - l;/,P<A)

(réwnosé z doktadno$cig do réwnowaznych norm).

Dowad.
Stosujac twierdzenie 2.2.1, uzyskujemy

(232) (11,0 (A). 12, (A), :((z;(A),zgo(A))

P g0,P0

) (111/("4>7 lgo(A))ahpl)@p 7

1 1

gdzie ¢; = ] tzn. 0; = 1 — — dla ¢ = 1,2. Na podstawie twierdzenia 1.2.8
— 0 i

mamy ¢

(5. )

przy czym

n:(y—m%+9m:41—m(1—1>+0<L—1>:1—<1_0+9>.
do a1 do q1

Wracajac do réwnosci (2.3.2), uzyskujemy

(oo (AN Ty (), = (B(A),I5(A)), =10 (A),

7P 1-n>

(@), ) = HA W),

90,P0 mp

1 1 1-6 4
gdzie ¢ = —— wiec — = 4+ —. O
L= ¢ @ @

2.4. Warunek nietrywialnosci klasy niezmienniczych
podprzestrzeni typu Lorentza

W dalszej czesci pracy stosowane beda ponizsze oznaczenia

WA) = U B, le(A) = U ().

v>0 v>0
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Twierdzenie 2.4.1. Niech 1 < p < 00, 1 < q < 0. Jezeli niepuste spektrum
o(A) operatora A lezy na osi rzeczywistej, tzn. Imo(A) = 0 @ dla dostatecznie
matych € > 0 rezolwenta tego operatora speinia warunek

(2.4.1) /E Inln M(r) dr < oo,
0

gdzie oznaczono
M(r):= sup [[(A—=A)7",

[ Im A|>r

to suma mnogosciowa wszytkich A-niezmienniczych przestrzeni typu Lorentza

lap(A) = U 17, (A)

v>0

jest gesta (wzgledem normy) w X.

Dowdd.
Z réwnosci (2.2.2), twierdzenia 2.2.1 i znanych wtasnosci interpolacyjnych prze-
strzeni wiadomo, ze If(A) C Iy (A). Zatem

L(A) c I, (A).

v>0

W twierdzeniu 1.1.5 z pracy [1] dowiedziono, ze jezeli spelniony jest warunek Le-
vinsona (2.4.1) to podprzestrzen [;(A) jest réwna sumie wszystkich uogdlnionych
podprzestrzeni spektralnych operatora A (w sensie definicji 1.1.4). Oznaczajac
ostatnia sume przez &(A), dostajemy

(2.4.2) G(A) = [,(A).

Zgodnie z twierdzeniem wykazanym przez Ju. I. Ljubica i V.I. Macaeva
[6, twierdzenie 6] suma mnogosciowa uogélnionych podprzestrzeni spektralnych
GS(A) jest gesta w przestrzeni X wzgledem normy. Zatem uzyskalismy, ze réwniez
Unso i ,(A) jest gesta w X wzgledem normy. O

Uwaga 2.4.2. Jezeli spektrum o(A) operatora A jest dyskretne, to zbior G(A)
jest rowny sumie wszystkich podprzestrzeni spektralnych. W twierdzeniu 1.1.5 z
pracy [8] dowiedziono, ze prawdziwa jest rownosé (2.4.2). Zatem w tym przypadku
twierdzenie 2.4.1 ustanawia warunek dostateczny na to zeby rodzina podprze-
strzeni spektralnych operatora A byla gesta w przestrzeni Banacha X.



Rozdziatl 3

Aproksymacja niezmienniczymi
podprzestrzeniami typu Lorentza

3.1. Funkcjonal najlepszej aproksymacji

Teraz rozwazany bedzie problem najlepszej aproksymacji dowolnego elementu
przestrzeni X poprzez elementy pochodzace z A-niezmienniczych podprzestrzeni
typu Lorentza [, ,(A) z ustalonymi indeksami 0 < ¢ < 00,1 < p < 00,1 < ¢ < 0.
Aby tego dokonaé okresli¢ nalezy najpierw funkcjonal

Eqm(t, T) = $0€1££(A) |z — xo|, reX
"mierzacy” odleglto$¢ pomiedzy danym elementem z przestrzeni X i A-niezmien-

nicza podprzestrzenia l;p(A). Jak zaznaczono w poprzednim rozdziale sume
wszystkich przestrzeni A-niezmieniczych o ustalonych indeksach p i ¢ oznaczono

przez
lq,p(A) = U ltt],p(A)‘

t>0

Tak wicc dla kazdego elementu x € I, ,(A) istnieje liczba t > 0 taka, ze x € I, ,(A).
Odnotujmy, ze dla elementéw przestrzeni I, ,(A) z réwnosci

oy [|[A* WP
(3.1.1) Izl = > (k1) =

kJEZ+

wprost wynika zbieznos$¢ szeregu potegowego, znajdujacego si¢ po prawej stronie.
Mozna wiec wprowadzi¢ nastepujacy funkcjonat

Fap() = limsup * Y/ (k + 1) | Asz o

s(k)—o0

23



Aproksymacja niezmienniczymi podprzestrzeniami typu Lorentza

majacy skonczone wartosci. Dos¢ tatwo zauwazy¢, ze

rop(®+y) =limsup(k + 1)5%2(1 As(k)(:v + ) *®

s(k)—o0

W 4[4y

< limsup(k + 1);’5; <HA5(I“)37

s(k)—o0

1
s(k))

< 7p(T) +719(Y),

rep(Ar) = limsup \)\\ﬁ(k + 1)% HO)

s(k)—o0

Ask) g

= Tq,p(x)a

dla wszystkich
r,y €lgpy(A) 1 AeC, A # 0.

7 ostatniej rownosci w szczegolnosci wynika, ze
Tap(T) = 1gp(—2).
Co dowodzi, ze funkcja postaci
|21y, = Tap(z) + ||z, T € lgp(A)
jest quasi-norma przestrzeni [, ,(A) taka, ze
T+ Yl < |2l + W, 2y € lgp(A).

Korzystajac z definicji 1.2.13 przy pomocy tej quasi-normy mozna zbudowaé fun-
cjonal postaci

E,p(t,x) = inf ||z — ], xo € lyp(A).

lzolig,p <t
Lemat 3.1.1. Zachodzi nastepujgca nieréwnosc
(3.1.2) B (t,7) < Egp(t,r)  dla wszystkich x € X, t>0.

Dowoad.
Jezeli
|$|lq,p = T%P('r) + HxH < tv

wtedy
Tep(T) <t —|lz|.

Zatem x € I (A) dlary, <s <t— |z, z twierdzenia 2.1.1 mamy
s t
l; ,(A) C L, (A).

Wiee @ € I, (A) i nieréwnos¢ (3.1.2) zostata wykazana. O
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Aproksymacja niezmienniczymi podprzestrzeniami typu Lorentza

3.2. Oszacowania funkcjonalu najlepszej aproksymacji

Dla liczb 0 < a < oo rozwazmy rodzine aproksymacyjnych przestrzeni pomie-
dzy quasi-unormowang przestrzenia [, ,(A) i przestrzenig Banacha X postaci

Ea(lq,p(A),%) = {x €eX: |z|g, < oo},
gdzie zgodnie z twierdzeniem 1.2.15 funkcja

2|, = ( | eE ) dt) L 9=
0 9.

a—+1

jest quasi-norma w przestrzeni E, (lqvp(A), %)

Twierdzenie 3.2.1. Niech 1 <p< oo, 1 <g< o010 <a<oo. Istniejg stale
c1 >0 1co >0 takie, ze

(3.2.1) @, <clzll llzll, @ €lgp(A),
(3.2.2) E:(tx) < e “”Jf T € Ea(lgp(A), X).
Dowoad.

. v . .
Niech [E (lqp(A) %)] bedzie przestrzenig E, ( (A),%) 7z quasi-normg postaci

|z|% &, - Zdefiniujmy teraz przestrzefl interpolacyjna ( »(A), ) 7 quasi-norma

o JC(t, x)
|5L’|(lq,p(A),3€)1971 :/0 t19+1 dt’

gdzie
K(t,x)= _inf (Jzoly,, +t[all), 20 € lgp(A), 21 € X.

rT=x0+T1

Na mocy twierdzenia 1.2.16 [2] zachodzi nastepujacy izomorfizm przestrzeni
quasi-unormowanych

)

(3.2.3) {Ea (lqvp(A)a :{)} = (lqvp(A)’ x)m

w tym sensie, ze zachodzi réwnosé¢ algebraiczna i quasi-normy sa rownowaznymi

2, ~ 20,0 € (la(4),X),

Korzystajac z zawierania [, ,(A) — X otrzymujemy

A)X = 1gp(A

X=1,(4)+%.

zatem
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Aproksymacja niezmienniczymi podprzestrzeniami typu Lorentza

Stad otrzymujemy nastepujace zawierania

p(A) C (1p(A4). %) = [Ba(1,,(4).%)]" € x.

)

Teraz stosujac znany fakt opisany w twierdzeniu 1.2.12(b) na mocy ktérego dla
pewnej statej ¢ > 0 mamy

]2, <clzli Plzll”, e ly,(A).
Zatem z izomorfizmu (3.2.3) wynika, ze istnieje stala ¢; > 0 taka, ze zachodzi

nier6wnosé (3.2.1).
Z kolei z twierdzenia 1.2.12(a) dla pewnej stalej ¢ > 0 otrzymujemy

’C<t7 SL’) < Ctﬁ|x’(lq,p(‘4)’x)ﬁ,1’ T e (LLP(A)’ %)19,1'

Z powyzszej nieréwnosci i izomorfizmu (3.2.3) moza wywnioskowaé, ze istnieje
stata ¢y > 0 taka, ze

K(t,2) < cot’olh,, @€ Ea(lgp(A), X).
Okreslmy teraz funkcjonat
Koo(t,z) = _inf {lols,,, tlai]l}.
Oczywistym jest, ze zachodzi nierownos¢
Koolt,x) < K(t, z),

wiec mamy

(3.2.4) t Koot 2) < colz|% x € E, (lqu(A),%)
Na mocy twierdzenia 1.2.14 dla wszystkich ¢ > 0 istnieje s > 0 takie, ze

Keolt,z) =s i E(s+0,z) <

~| ®»

Dla kazdego s; > 0 bedzie istniata liczba ¢ > 0 taka, ze
s1 < Koolt, ) = s.
Dla ustalonego elementu z funkcja E(t, x) jest malejaca, zatem
S1

E(s,z) < E(s1+0,z) < .

Z tego mozna wywnioskowaé

9 v—1
S1 S1S
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Aproksymacja niezmienniczymi podprzestrzeniami typu Lorentza

Czyli

s, ) < (2) < F=l)

Stosujac to do (3.2.4), mamy
sV E(s, 1)) < co\x]%a.

1-9)
0

s*B(s,2) < ’alg,, 7 € Ea(lgp(A), X).

Jako, ze a =

bedzie prawda, ze

Stad dla ¢; = c(l)/ 7 2 nieréwnodci (3.1.2) natychmiast otrzymujemy (3.2.2). O

Uwaga 3.2.2. Niech p = ¢ = 1. W twierdzeniu 1.1.3 z [8] autorzy dowiedli, ze
w przypadku operatora A o dyskretnym spektrum, przestrzen I{(A) jest réwna
przestrzeni liniowej jego przestrzeni spektralnych odpowiadajacych wartosciom
wlasnym w kuli o promieniu ¢ > 0. Zgodnie z uwaga 2.4.2 w tym przypadku
zachodzi rownoscé

1(A) = 6(A).

Zatem nier6wno$é (3.2.2) daje oszacowanie odlegltosci dowolnego elementu x € X
od wektorow z podprzestrzeni

(h(A), %) = (8(4),%)

9,1



Rozdzial 4

Inne klasy niezmienniczych
podprzestrzeni nieograniczonych
operatoréw

W tym rodziale zbadano jak bedzie si¢ zachowywal nieograniczony operator
A zaciesniony do przestrzeni interpolacyjnej zbudowanej przy pomocy metody
rzeczywistej interpolacji na parze sktadajacej sie z dziedzin dwoch kolejnych ite-
racji operatora A.

4.1. Interpolacyjne wtasnosci wektoréw gtadkich

Na potrzeby dalszej czesci pracy zostato przyjete, ze w dziedzinie m-tej iteracji
operatora X, (m € N) jest zdefiniowana w sposéb nastepujacy

lallen = S ll4%],  wex™.

k=0
Przy tak przyjetej normie z domknietosci dowolnej iteracji operatora A™ jak
byto odnotowane na poczatku wynika¢ bedzie zupetnosé jego dziedziny wzgledem
normy ||x||z=. Co wiecej wiadomo tez, ze operator A™ jest ograniczony, jako
odwzorowanie A™: X™ — X. Dalej oznaczmy przez A° =1, X° = X i

X =({X":meZ}.

Uzywajac metody interpolacji rzeczywistej w sposéb standardowy mozna
skonstruowaé przestrzenie srodkowe pomiedzy X™ i X™! dla kazdego m € Z,.
Na sumie przestrzeni X™ 4+ X™*! zdefiniujemy norme w nastepujacy sposéb

En(t,x) = inf ([lollen + tza]zm), >0,

T=x0+2x1
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Inne klasy niezmienniczych podprzestrzeni nieograniczonych operatoréw

gdzie 7o € X™, 2; € X™*L. Na czedcei wspolnej tych przestrzeni X™ (N X™+ norme
wprowadza sie poprzez funkcjonal

Tn(t,z) = max (||z]zn, ]z ), @€ XX

Dla kazdej pary liczb rzeczywistych 0 < # < 1 oraz 1 < g < oo mozna teraz
wprowadzi¢ definicje przestrzeni srodkowe;

(:{m’me)gg = {m EXT+ X" ||2]lg.gm < oo}

)

Z normay

1

l/oo[t_eq)m(t,x)]gdt] T dla 1 <g<oo
lllogm = { L !
sup t70®,,(t,x) dla ¢ = oo,
0<t<oo
gdzie ®@,,(t,z) = K,,(t,x) albo J,,(t,z). Zgodnie z twierdzeniem 1.2.7 normy
zdefiniowane przy pomocy funkcjonalow K, (t,z) i J,(t,z) na przestrzeni
(Xm, xm+), | sa réwnowazne.

Lemat 4.1.1. Obciecie A \@351)09 nieograniczonego operatora A do przestrzeni

srodkowej (X, %1)97 o Jest mieograniczonym operatorem domknietym, z gestq dzie-

dzing, zawierajgcq podprzestrzer (X', X?)
Dowad.

Jak wynika wprost z definicji norm na przestrzeniach X™, zawierania X" —
X" — X, (m,r € Z,) sa zwezajace i geste. Dzigki czemu dla dowolnego rozktadu

0,9

T =229+ € xm
udaje sie uzyskac
2]l em = llzo + z1l[am < lzollzm + [[21]l2m < |[woll2em + |21 ]|l 2emsa

A to oznacza, ze
|z||em < Kin(1, ).

Stosujac twierdzenie Banacha o odwzorowaniu otwartym do tozsamosciowego
odwzorowania, otrzymujemy nastepujacy izomorfizm przestrzeni Banacha (z do-
ktadnoscia do réwnowaznych norm)

S R 4
7, drugiej strony oczywistym jest, ze
el < Jm(1,2).
Co na mocy analogicznych rozumowan daje izomorfizm

:{m m %m—‘rl — %m-i-l
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Inne klasy niezmienniczych podprzestrzeni nieograniczonych operatoréw

(tez z doktadnoscia do réwnowaznych norm).
Poniewaz
[A™ 2 < ||,

to operator A™, jako odwzorowanie A™ : X"t™ — X" jest ciggly dla wszystkich
r € Z.,, co dowodzi, ze zalozenia twierdzenia 1.2.4 sg spetnione. Pozwala to stwier-
dzi¢, ze operator A™ jest ciagly jako odwzorowanie z przestrzeni (X™, X™ 1), , w
przestrzen (X,X')y,. Co wiecej, isteniej pewna stata 3, > 0 taka, ze

Kn(1,2) < Bulallogo, @€ (™2

0,9

oraz zachodzg nastepujace ciggte zawierania

(xm, xm“)gg o X X
Biorac ciag
{z,: n e N} C (.’fm,.'fmﬂ)

C
majacy ta wlasnosé, ze

Ty — T oraz Az, —y
w przestrzeni (X, X'), g+ mozna stwierdzi¢, ze w normie X
Ty — T oraz Ax, —y.

7 domknietoséci operatora A™ na przestrzeni X wynika, ze A"x = y. A zatem
operator A™ na przestrzeni (¥, ¥'), ; Jest domkniety.
Dzieki twierdzeniu 1.2.6 wiemy, ze istnieje stala v,, > 0 taka, ze

2ll.gm < Ymdm(1,2), @€ X

oraz, ze zawierania

X2 o xmtl o <%m7%m+1>

0.9
sg ciggle. Niech teraz f bedzie nietrywialnym funkcjonatem liniowym posiadaja-
cym wlasnos¢

f L %m+2
(czyli jest ortogonalnym do podprzestrzeni X™*2) i takim, ze

m m—+1 !
fe(@mam)
gdzie przez (%m,%m“);’ , oznaczylismy przestrzen dualng wszystkich funkcjo-
natéw liniowych i ciaglych na przestrzeni interpolacyjnej (%m,%mﬂ)e’g. Ze

wzgledu na ciggte zawieranie Xt — (X™ X™*1),  mamy

0,97

f c (%m—H)/,
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gdzie (X™ 1) jest przestrzenia dualna do X™*1. Natomiast, ze wzgledu na ciagloéé
oraz gestoé¢ zawierania X™*? — X™*! jak wynika z twierdzenia Hahna-Banacha,
dla odpowiednich przestrzeni dualnych bedziemy mie¢ nastepujace zawieranie

(xmHh c (xmr2y.

Wiec mamy
f e (xmtty oraz, fLxmt2

Z gestosci inkluzji X2 < X! w koncu dostajemy, ze f |xm+1= 0. Wreszcie, jak
wiadomo, zawieranie X"+ — (X, X™*1), jest geste, a to znaczy, ze zawieranie

X co(xm xm )

0,9

jest réwniez geste. Poniewaz

x?c (x4 < (xx), .

N 0,9

wige przestrzen (X', X?%),  jest gesta w (X, X'), .
ze poniewaz odwzorowania A: X' — X oraz A: X2 — X! sa ciaggle, wiec
odwzorowanie

7 twierdzenia 1.2.4 wynika,

A (x4 27)  — (%2

0,9 0,9

jest dobrze okreslone i rowniez ciggle co oznacza, ze dziedzina zaciesnienia opera-
7 1 .
tora A na przestrzen (X, X'), , jest gesta.
O

4.2. Przestrzenie typu Lorentza dla iteracji operatora

Dla dowolnych liczb 0 < v < 00, 1 < p,q < oo, m € Z, zdefiniujemy
przestrzen

(X, %mﬂ)gg ={z e x®: |ally, comxm,, < o0}

)

Z normay

3=

o . A »
[Z(m—l— 1) ! (Sup er’g’m> 1 dla p< oo

m=0 nzm v
2y, em emt), =

1 Azl
sup [(m +1)4 (sup HQM)] dla p = co.

meZy n>=m v

Dla tego typu przestrzeni prawdziwe jest ponizsze twierdzenie bedace uogoélnie-
niem twierdzenia 2.1.1.

Twierdzenie 4.2.1. Dla dowolnych v > 0 unormowana przestrzen Iy , (X, %1)97{;
jest zupelna i jest przestrzemiq niezmienniczg wzgledem operatora A. Obciecie
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operatora A do przestrzeni I, (x,xY, , Jest ograniczonym operatorem spetniajq-
cym nierownosé

(4.2.1) 1A Ly, e, || < v

Zawierania

b, (28, = (%) —x

»9 0.9

oraz dla dowolnego € > 0 zawieranie
v 1 v+ 1
lg (36’% )e,g = lgp (36’ x )9,g
sq ciggle.
Spektrum operatora A oraz spektra jego zawezen A |(3€’x1)9g, A ’lsp(x’xl)gg
spetniajq inkluzje

U(A |lg,p(x,x1)97g) C a(A |(3€’3€1)9,g) C o(A).

Dowodd.
Ni'e(ih z € Iy, (X,XY),, 1 p = oc. Poniewaz 1 < (m + 1)5, (m € Z,) bedziemy
mie¢, ze

[A™z]l6.9.0 [A™2l9.6.0

V'I'L

A’I’L
< sup [4"lo.00 < (m+ 1)% sup

<
v R 2 o < lllay,e2),,

Niech 1 < p < oo. Dla wszystkich m € Z, otrzymamy:

(4.2.2) (m + 1)5_12312”””990 Iz llE e,
Jezeli p > ¢, to 1 < <Pi1 < (m+ 1)571. Teraz dla wszystkich m € Z, mozna
zapisac ! .
sup HA;U@’g’O < Al 2,
oraz i
114" 2llo.g.0

o S el e, -

Jezeli p < q, to dla wszystkich m € Z, i n > m mamy
Arzl||h
(n+ 1)571 sup 7” I.50 < (m+ 1)571 sup

n>m vnP n>m

| A" %][5,6,0

ymnp

Z tej nieréwnosci i z (4.2.2) dla dowolnych n > m uzyskamy

| Azl

090 (1)1 su

s 1yt sl
ymp n>m

70
= < =l
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W szczegdlnosci dla n = m, otrzymamy

[A™]lo,6.0

11
o < (m+1)r s ||$||z;p(3e,3€1)

0,9

_p\1
= (m+ 1)) ]2, -

Zatem prawdziwa jest nierownosé

(4.2.3)

vl e, dla ¢<p
|A™x]|g g0 < " 1.1
v+ 1) el e, dla p<g.

0,9

Z nieréwnosci (4.2.3) wynika natychmiast, ze: jezeli {z,} jest ciagiem Cau-
chy’ego w I (X, %1)9@7 to dla dowolnych m € Z, ciagi {A"x,} i {z,} beda
réwniez ciagami Cauchy’ego w (X, X'), .. Na mocy zupetnosci (X, X'), ; istnieja
x,y € (X, X1, takie, ze , — x i A"z, — y.

Wykres A™ na mocy lematu 4.1.1 jest podprzestrzenia domknieta w (X, X1)

co daje

0,97

y=A"x i x € (%m, %m“)

0.9

Poniewaz to zachodzi dla wszystkich m € Z,, mozna stwierdzi¢, ze

ze N (xm,aem“)e = X

meZy g

W koncu dla kazdego € > 0 istnieje n. € N takie, ze dla dowolnych n > n. mamy

||95n||zg7p(3e,3€1)97g < ||xn5‘|la’7p(%,xl)9’g + ||$n - anHl;p(x,xl)M

<z i 2, + e

qnl

Przechodzac do granicy n — oo, otrzymamy

HZUng,p(x,xl)M < [z, g p (XX o + e < oo,

co dowodzi ze

rely, (2%, .

Przechodzac do granicy gdy m — oo w nieréwnosci

Hxn - xm“l;p(%,%l)e’g < HwnE - mel;yp(x,xl)gyg + Hxn — T,

uzyskamy

lg,p(%’xl)&g

|z, — JIHl;p(x,xl)e,g S 2

dla n > n.. Zatem przestrzen I} (X, %1)951 jest zupeha.
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Whasnos¢ A-niezmienniczosci dla przestrzeni Iy, (X, X1), i nieréwnodé (4.2.1)
wynika wprost z nastepujacych przeliczen opierajacych sie Wprost na okresleniu
normy

Azl xxn),, =

1

00 » AnJrl D
[Z(m—i—l)q_l (sup d +$1||ego> ] dla 1<p<oo
m=0 n=m vn

AnJrl
sup [(m + 1)% (sup dl 93||9,go>1 dla p= o0

meZy n>m yrtl

1

> p A" e
V[Z(m—l—l)q_l <sup“ml|9’g’0>] dla 1<p<oo

m=0 nzm v

N

A?’L
v sup [(m + 1)% (sup ||937L|9,g,0>1 dla p= o0

meZ n>m 14
- l/HleZ,p(x’xl)&g'
7, definicji normy mamy natychmiast nieréwnosci

||$||zg,+p€(x,x1)9’g < ||~”C||lg,p(x,3€1)e,g

2llog.0 < [y, @2,

dla dowolnych = € I, (%, x4 9,4 CO daje nam ciggto$é odpowiadajacych im zawie-
ran.

Niech A € p(A), gdzie p(A) bedzie zbiorem rezolwentnym operatora A na
przestrzeni X. Poniewaz rezolwenta (A — A)~! jest ciagta na przestrzeniach X
oraz X! jednoczeénie, wiec zgodnie z twierdzeniem 1.2.4 jest ciggta na przestrzeni
(X, X1y, Zatem, jesli A € p(A), to A € p(A l(x21),, ) Co sprawia, ze inkluzja

O'(A |(3573€1)0’g) C 0(A) jest prawdziwa. Wreszcie dla m = 1 z nieréwnosci

Kift, (A= A) 2] < [|(A = A) Y| K (¢, 2)

wynika

A=), <1 = Hzlogo

dla  wszystkich =z € (X, %1)99. Na mocy A-niezmienniczosci przestrzeni
Iy, (X,XY),,, otrzymamy

IO = ) ally ey, < TA= A7 el ca,,. = €0, (XX,
Zatem dla zbioru rezolwentnego operatora A | (XX, uzyskamy, ze jesli

A E p(A), to A € p(A |z5’p(x,x1)97g)~ -



Rozdzial 5

Przyklady niezmienniczych
podprzestrzeni typu Lorentza

5.1. Niezmiennicze podprzestrzenie typu Lorentza
operatora rézniczkowania

Wezmy teraz jako X = L,(R), (1 < p < 00). Wtedy X' = W,(R) bedzie
zespolona przestrzenia Sobolewa funkcji R 3 ¢ — ¢(t) z norma

(/R !w(t)|ﬂdt>1/p+ (/R |<P/(t)|Pdt>1/p L 1< p<oo

lellw, =
esssup |¢(t)] + esssup |¢(t)] . p=o0.
teR teR

Zauwazmy, ze norma | - ||z, przestrzeni L, zawiera jedynie pierwszy sktadnik
z sumy w pierwszej formule. Jako operator A wezmy operator rézniczkowania d/dt
i zauwazmy, ze operator d/dt jest generatorem izometrycznej grupy przesunieé
T : o(t) — p(t +s), (t,s € R) w przestrzeni L,, a zatem jest domkniety.

Dzieki twierdzeniu 6.7.4 [2] dla zespolonych przestrzeni Besowa Bf (R) funkcji
na R zachodzi nastepujacy izomorfizm przestrzeni Banacha

Bf ,(R) = (Ly(R),W,(R)),,, 0<0O<L

Nalezy odnotowaé, ze w przypadkach g = 1, co korzystajac z [2, twierdzenie 3.5.2]
ostatnig rownos$¢ daje si¢ rozszerzy¢ na wszystkie wartosci 0 < 6 < 1, gdzie jak
zwykle ktadziemy B) (R) = L,(R) i B} ,(R) = W,(R). Zatem dla dowolnych
liczb v > 011 < p,q < oo mozna zdefiniowaé przestrzen typu Lorentza w sposob
nastepujacy

l(l;,p (Bz,g(]R)) = l;p (LP(]R)7 WPGR))H,Q .
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Jako, ze operator d/dt jest domknigty, przestrzen [} (Bz g(R)) bedzie zupelna na

mocy twierdzenia 2.2.1. Ponadto [, (ng(R)) jest tez niezmiennicza wzgledem

operatora rézniczkowania d/dt.
Oznaczymy przez M, przestrzen funkcji analitycznych

®:Cot+ir — O(t+ir)eC
spetiajacych nieréwnos¢
(@t +im)| < Caexp (v|r]),  t+iT€C,

gdzie Cp > 0 jest pewna stata. Wiadomo [11, n.3.1], ze przestrzen M, jest
niezmiennicza wzgledem rézniczkowania i zawiera catkowite funkcje wykta-
dniczego typu v > 0. Wprowadzimy teraz przestrzen funkcji

Mf,, = {@(t+ir) € M, : (t) == Ot +1i0) € B (R)}.

p7g7V

Twierdzenie 5.1.1. Dia liczb 1 < p < 0o zawezenie funkcji do osi rzeczywistej
R

p?g?l/

M, 3 ®(t+ir) — o(t) € % (B),(R))

realizujgce liniowy izomorfizm postaci

Mf,, =15 (B),(R)).

p7g7l/

Dowdd.
Niech ® € M{ . Poniewaz BY (R) C L,(R), wiec obciecie ¢ funkeji ®(t 4 i)

do osi rzeczywistej R spetnia nieréwnosé Bernsteina [11, 3.2.2]
(5.1.1) le®llz, <v*llellz,, k€ Zy.

W szczegélnodcei wynika z tego, ze ¢¥) € L,(R) jako, ze ¥ € M,. Z (5.1.1)
mamy

le® D, < v,
Zatem
le® D, = 1™V, + |® 2,
<v(le® iz, + e* 2, )
= v]o®|lw,

< v elw,
i nastepujaca nieréwnosé
K (t,ap(k)) < VFK (L, @)
jest prawdziwa dla wszystkich ¢ > 0. Po scatkowaniu nieréwnosci dostajemy

lePNlogo < vFllellogo, D€ M,
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A 7z tego juz wynika, ze:

19" 10,00
el s, = sup i <llellogo,

wiec ¢ € 1%, (szg(R))
Na odwro6t, niech teraz ¢ € 1% (Bz Q(R)>. Wtedy w szczegblnosci otrzymujemy
ze ¢ € W,(R). Jako funkcje ¢ wezmy szereg

Pt +i7) = ) X (iT)" .

Z, definicji normy w przestrzeni [% (Bz,g(R)) otrzymamy

(5.1.2) le®logo < V¥l sy, Kk €Zs.

Obliczajac norme funkcji ®(t + i7) wzgledem zmiennej ¢t € R mamy

7] 1™ 0.9.0
090 < Y 20 < exp (vr]) Il 51,

|D(- + i) X
k€Z+

Zatem ®(- 4 it) € B) (R) dla wszystkich 7 € R. Pozostalo dowies¢, ze ® € M,
Niech C,(R) bedzie przestrzenia funkeji ciaglych i ograniczonych na R z norma
| - [|..- Z twierdzenia Sobolewa [15, 2.8.1] otrzymujemy ciagle zawieranie

A zatem istnieje stata a > 0 taka, ze
le® . < alle®llw, < a*lloll s, k€Z.

7 tego wynika nastepujaca nieréwnosé

1o( + il < 3 THE e o (vll)
Loo XX k' = p SO lgo(Bg,g)
kEZ :
dla wszystkich 7 € R. Co pokazuje, ze & € M,,. O

5.2. Niezmiennicze podprzestrzenie typu Lorentza

nieregularnych eliptycznych operatoréow
Rozwazamy teraz pewna klase nieregularnych eliptycznych operatorow zdefi-
niowana np. w [15, n.6.2.1]. Rozpocznijmy od definicji przestrzeni funkcji zaczer-

pnietej z pracy [15, n.3.2.3]. W przestrzeni tej bedzie okreslona klasa nieregular-
nych eliptycznych operatorow.
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Definicja 5.2.1. Niech Q bedzie dowolnym obszarem w R™ a p(t) nalezy do prze-
strzeni C(Q) funkcji nieskonczenie wiele razy ciggle rézniczkowalnych w Q oraz
spetnia warunki:

(a) p(t) jest dodatniqg funkcjg;

() [Vp(t)] < cp*(t);
(¢) dla kazdej dodatnej liczby K istniejq liczby e > 0 i 1 > 0 takie, Ze

p(t) > K, jesli d(t)<egx albo |t|>rg, (te€Q),

gdzie d(t) jest odlegloscig t od brzegu €.
Kladziemy

Q(j):{t:teQ, p(t)<2j}, j=N,N+1,...,
gdzie liczba N jest tak duza, ze QWN) £ ()
Q= QUFIN\QUD " N4, N+2,..., Qy=0W2

Przez U (§2; p) oznaczamy zbidr ukladow funkcji {%};';N takich, ze
0<¢;(t) <1, ;) € C(Qy), D v;(t)=1 dla wszystkich € Q,
=N

gdzie C3°(§;) oznacza podprzestrzen C*(Q;) funkcji1; zerujgcych sie na brzegu
Q) oraz poza §);, przy czym funkcje v; spetniaje dodatkowo nastepujgcy warunek:
dla kazdego multiindeksu o = (v, .. ., ap) istnieje dodatnia liczba c¢(«) taka, Ze

(5.2.1) |D%; ()] < c(@)271°l) j =N, N+1,..., 0< |a| < oo,
gdzie |a| == |oq| + ... + ||
Nalezy zaznaczy¢, ze jezeli ) jest ograniczonym obszarem klasy C* w R", to
w poblizu brzegu mozna klasé¢ p=1(t) = d(t) dla wszystkich t € Q. Gdy Q = R”
funkcje p maja postac
p(t) = (L+[t*)" albo p(t) = ™" g >0,
gdzie t = (t1,...,t,) € Qi|t] = |t1| + ...+ |tal-

Definicja 5.2.2. Niech 1 <p <oo, m=0,1,2,..., ¢ (, n bedqg liczbami takimi,
zen = ( +mp. Kladziemy teraz

W (€ S P = {u U LLOC(Q)y HUHW;"(Q;/JC;;)") < 00}7

gdzie

oo

' A 1/p
J=N

LfDOC(Q) jest zbiorem wszystkich zespolonych funkcji u na ), takich Ze funkcja |ulP
jest lokalnie catkowalna.
Dlam = 0 kladziemy ¢ = n i W)(Q; p*; p) := Ly(Q; p°).
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Przestrzenie W)™ (§2; p¢; p") sa zupelnymi i nie zalezg (z doktadnoscig do réw-
nowaznosci norm) od wyboru rozktadu jednosci {1;}52 € W(Q; p) [15, n.3.2.4].
Wzoér

1/p
Jllwpspcs o :[/ (z 5 (8) [ Du( >r”+p"<t>|u<t>r*’) dt]

laf

zadaje rownowazna norme w przestrzeni W™ (€); P p") [15, n.3.2.4].
Dla przestrzeni W™ (€; p; p") jest prawdziwe nastepujace twierdzenie
o zanuzeniu [15, n.3.5.1].

Twierdzenie 5.2.3. Jezeli

s=0,1,2,..., 1<p<qg<oo, m—ﬁ:s—ﬁ, n = ¢+ mp,
p q
to
mi0y. €. S(0). .
W (€% p%; p") C WS p7s pM),
gdzie
y_¢ op_(mzs ns
¢ p ¢ p m pm
Twierdzenie 5.2.4. [15, n.3.2.4]. Niech
s<m, s=0,1,2,..., 1<p<gqg<oo, & n=(+mp.

Niech ponadto
—s

s m—s m
Ny=n—+(——=n+(C—n)
m m

Wtedy istnieje taka liczba ¢ > 0, Ze dla wszystkich funkcji u € W (8 0% p")

S [ @D ) dt < cllullyy g,

|lal=s

Definicja 5.2.5. [15, n.6.2.1] Poprzez S,u)(2) oznaczamy przestrzen lokanie wy-
pukiq postact

Spn(@) = {ut ue C¥@), Julla = sup'(0) D" u(t)] < o0
dla wszystkich [ =0,1,2,... 1 wszystkich multiindeksow a}.

Z definicji wprost wynika, ze jesli istnieje liczba a > 0 taka, ze p~®(t) € L1(Q),
to dla wszystkich p, 1 < p < oo prawdziwe jest topologiczne zanuzenie

(5.2.2) S (2) C Lp(€2).

Prawdziwe jest tez pewne twierdzenie odwrotne [15, n.6.2.3]: jesli warunek (5.2.2)
zachodzi dla pewnego p, 1 < p < oo, to istnieje taka liczba a > 0, ze

p e (t) € Ly (Q) .
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Niech 2 C R" bedzie dowolnym obszarem i niech p(t) bedzie pewna funkcja
z definicji przestrzeni S,)(€2). Niech tez m bedzie liczba naturalng, zas ¢ 17 beda
liczbami rzeczywistymi, przy czym n > ¢ 4+ 2m. Kladziemy

1
Nl:%(n@m—l)—l—ﬂ), [=0,1,...,2m.

Definicja 5.2.6. [15] Przez U7, (2 p(t)) oznaczamy klase operatoréw rézniczko-
wych postaci

Au=>" 3" p2bo()D*u+ > ag(t)D u,
1=0 |a|=21 18|<2m

gdzie by (t) € C(Q) (ol = 21, | = 0,1,...,m) sq rzeczywystymi funkcijami

ktorych pochodne (a tez same funkcje) sq ograniczone w §). Ponadto, zaklada sie,

ze istnieje taka liczba C' > 0, Ze dla wszystkich & € R™ i wszystkich t € €2

(D)™ D2 bt = ClEP™, bo,..0)(t) = C,

|a|=2m
(D" 3 ba(t)E* >0, I=1,...,m—1.
|| =21

Wreszcie zaktada sig tez, Ze ag(t) € C(Q) (0 < |B| < 2m) oraz, Ze dla dowolnych
0 < |B] < 2m i dla wszystkich multiindeksow « istnieje liczba dodatnia & > 0 taka,
ze

D¥a(t) = O (phitlel =9

Klasa U7, (2; p(t)) zawiera nieregularne eliptyczne operatory, np. jesli
jest dowolnym ograniczonym obszarem i p~!(t) asymptotycznie (gdy ¢ zmieza
do brzegu) réwna sie d(t), to operator A zadany poprzez wzor

Au=p*(t)(=A)" + p"(t)u, 1> (+2m,

nalezy do U (€2; p(t)). W przypadku gdy €2 jest ograniczonym obszarem klasy
C™>, to w poblizu brzegu mozna ktasé p(t) = d=*(t).

Operatory klasy U7, (€; p(t)) byly badane tez w pracach [10], [5].

Istotnym jest fakt, ze iteracje operatoréw nalezag do tej samej klasy, tzn.
[15, n.6.2.2] jezeli A € U7, (Q; p(t)) to AF € U7, (Q; p(t) dla k =1,2,...

Niech A € 47, (€%; p(t)) i niech

n>0, l<p<oo i p%t)eL() dlapewnego a > 0.

Wtedy operator A o dziedzinie
(5.2.3) D(A) = W2 (0 p7; o)

jest domkniety w przestrzeni L,(§2) i posiada dyskretne spektrum [15, n.6.6.2].
Ponadto, spektralne funkcje operatora A naleza do S, (€2) a ich liniowa powtoka
jest gesta w Sy (Q) 1w Ly,(£).
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Twierdzenie 5.2.7. Niech A € U, (Q; p(t)) i niech n > 0 oraz p~*(t) € L1()
dla pewnego a > 0. Dalej, niech operator A o dziedzinie W)™ (S; pP*; pP") bedzie
okreslony w przestrzent X = L,(Q2), 1 < p < co. Wtedy prawdziwe sq nastepujgce
relacje:

(A ={u: ue Su(Q): [lully, < oo} c&(A),
1(4) = &(4),

gdzie &(A) jest powlokq liniowq wszystkich funkcji spektralnych operatora A
i liczba v > 0 jest dowolna.

Dowad.
Na mocy twierdzenia z [15, n.6.5.2] operator A realizuje izomorfizm przestrzeni
W2m(S2; pP<; pP7) na przestrzen L,(Q). Stad, uwzgledniajac ze dla k = 1,2, ...
mamy A* € Y7 (Q; p(t)), otrzymujemy, ze nastepujace normy sa réwnowazne

[[ull e~ ||wllwzem o porc; pokny
dla wszystkich u € W2F™(Q; pP*¢; pP*1). Pray czym zachodzi réwnosé
(5.2.4) W2 RS ) — X,

gdzie [Jul|xr == Yf_o || Aullz, () jest norma wykresu na dziedzinie X* k-e] iteracji
operatora A.

Niech u € S,4). Poniewaz p~*(t) € Li(§2) dla pewnego a > 0, wiec stosujac
nieréwnos$¢ Holdera, mamy

i W2k (Q; ppk¢; pphm)

= [/9( Z ppk<+a(t)p‘a(t)|Dau(t)|p+ppkn+a(t)p_a(t)|u<t)|p> dt] 1/p

dla pewnej statej cjo| > 0. Stad wynika nastepujace zanuzenie
(5.2.5) Spw)(2) C Wp%m(Q; pPFe; ppkm),

Na mocy [15, twierdzenie 6.6.2] w S, () istnieje podzbiér gesty w X* dla kaz-
dego k € Z., a mianowicie zbior wszystkich kombinacji liniowych spektralnych
funkeji operatora. Rownosé (5.2.5) pokazuje, ze prawdziwe jest topologiczne za-
nuzenie
Sp(t)(Q) C m x* = X,
kEZ4

gdzie X* traktujemy jako przestrzen lokalnie wypukla wzgledem ciggu norm
{||w||x+: k € Zy}. Niech teraz u € X*°. Wtedy zgodnie z twierdzeniem 5.2.4,

p'D € L,(R) dla wszystkich indekséw o i 1=0,1,2,....
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Oznaczmy przez C*(R"), s € Z, uzupemienie przestrzeni zespolonych funkeji
szybko malejacych i nieskonczenie wiele razy ciagle rozniczkowalnych, okreslonych
na R"” z norma

[[ul

ol <s teR”

n
Dla m > s+ —, na mocy [15, twierdzenie 2.8.1] prawdziwe jest ciagle zanuzenie

W (R™) € C*(R"). Zatem istnieje stata ¢ > 0 taka, ze

k

sup (0Dt = fim sup o) 3 6) Dou(t)| <
teQ k—0oo tcRrn =N

k 00
¢ lim ’pl > zbjDau‘ < e |y plDaUHWI;n(Rn) <

k—o0 =N W;L(Rn) J=N
; 1/p
ol [( X 10%6' D)) de] < oo,
Q

|8]=n

gdzie kazda v, jest funkcjg z definicji 5.2.1 a stata ¢; > 0 wynika z nieréwnosci
(5.2.1). Stad mamy, ze u € S,)(£2). A zatem dostajemy

= () X () WERQ 255 ) = Sy (9

keZ keZy

Teraz wystarczy wykorzystaé¢ definicje przesrzeni typu Lorentza i réwnosé (2.4.2).
O
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