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Wykaz wa»niejszych oznacze«

λ - dªugo±¢ fali, [m]; parametr transformacji Box-Cox, Yeo-Johnson

ρ � g¦sto±¢ o±rodka zmienna w czasie, [kg ·m−3]

ρ0 - g¦sto±¢ pocz¡tkowa o±rodka, [kg ·m−3]

ϕ - k¡t przesuni¦cia fazowego, [rad]

ω - cz¦sto±¢ drga«, [rad · s−1]

σ - napr¦»enia normalne [Pa]

σrad - wspóªczynnik efektywno±ci promieniowania

τ - napr¦»enia styczne [Pa]

Θ - k¡t, [rad]

a - promie« ¹ródªa d¹wi¦ku, promie« kuli [m]

ac - przyspieszenie
[
m
s2

]
A - pole przekroju, [m2]

c - pr¦dko±¢ d¹wi¦ku,
[
m
s

]
dF - siªa elementarna

dS - element powierzchniowy

E - moduª Younga, [Pa]

Eak - wypromieniowana energia akustyczna, [J ]

f - cz¦stotliwo±¢, [Hz]

F - siªa; [N ]

G - zysk kierunkowo±ci ¹ródªa d¹wi¦ku

I - nat¦»enie d¹wi¦ku,
[
W
m2

]
I0 - nat¦»enie odniesienia, I0 = 10−12

[
W
m2

]
k - liczba falowa [m−1]

K - wspóªczynnik kierunkowo±ci ¹ródªa d¹wi¦ku

l - dªugo±¢, [m]

LI - poziom nat¦»enia d¹wi¦ku, [dB]

LNa - poziom mocy akustycznej, [dB]

Lp - poziom ci±nienia akustycznego, [dB]

m - masa, [kg]

Na - moc akustyczna, [W ]

Na0 - moc akustyczna odniesienia, Na0 = 10−12 [W ]
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p, P - ci±nienie akustyczne, [Pa]

p0 - ci±nienie akustyczne odniesienia, p0 = 2 · 10−5 [Pa]

q - siªy powierzchniowe [N ]

Q - wska¹nik kierunkowo±ci ¹ródªa d¹wi¦ku

r - odlegªo±¢ od ¹ródªa d¹wi¦ku, [m]

R - uniwersalna staªa gazowa, R = 8.31 J
mol·K

s - zag¦szczenie o±rodka

S - pole powierzchni, [m2]

t - czas, [s]

T - okres drga«, [s];

u, v, w - przemieszczenia wzgl¦dem osi x, y, z, [m]

v � pr¦dko±¢ cz¡stek (zw. pr¦dko±ci¡ akustyczn¡),
[
m
s

]



1. Wst¦p

1.1. Wprowadzenie

Zagadnienie sprz¦»enia pola mechanicznego oraz pola akustycznego od

wielu lat jest przedmiotem zainteresowania wibroakustyki [51, 13]. Jest to

dziedzina naukowa ª¡cz¡ca w sobie podej±cie metodyczne i wyniki bada«

nauk podstawowych stosowanych (mechaniki i akustyki) z umiej¦tno±ciami

in»ynierskimi koniecznymi do projektowania i eksploatacji maszyn i procesów

technologicznych. Wibroakustyka zajmuje si¦ wszelkimi procesami drganio-

wymi i akustycznymi zachodz¡cymi w otaczaj¡cym czªowieka ±rodowisku

[21]. Zdecydowanie nie ogranicza si¦ ona do zwalczania niekorzystnych zjawisk

zwi¡zanych z drganiami i haªasem [20]. W przypadku wielu zagadnie« istotne

jest nie osªabienie lecz wzmocnienie drga« lub pola akustycznego, które

znajduj¡ swoje zastosowanie w procesach technologicznych, leczniczych lub do

tworzenia muzyki. Aby w o±rodku akustycznym nast¡piªa propagacja d¹wi¦ku

oraz powstaªo pole akustyczne konieczne jest aby znalazªo si¦ w nim ¹ródªo

zaburzenia. �ródªa d¹wi¦ku ze wzgl¦du na zjawisko �zyczne powoduj¡ce

jego generowanie dzieli si¦ na [13]: ¹ródªa przepªywowe, gdy d¹wi¦k jest

wynikiem wtórnego efektu burzliwego ruchu o±rodka, ¹ródªa powierzchniowe

� drga« powierzchni, ¹ródªa wybuchowe � gwaªtownego powstania nowej

substancji w o±rodku lub termiczne, gdy propagacj¦ d¹wi¦ku powoduj¡

szybkie zmiany temperatury w o±rodku. Je»eli rozwa»ane jest generowanie

sygnaªu akustycznego zwi¡zanego z muzyk¡ pomimo, »e wyst¦puj¡ wtedy

w niektórych przypadkach ¹ródªa przepªywowe, zdecydowanie najwi¦ksze

znaczenie maj¡ ¹ródªa powierzchniowe. Mo»na zauwa»y¢, »e je»eli wyst¦puj¡

drgania powierzchni konstrukcji to zawsze powoduj¡ one generowanie d¹wi¦ku

w o±rodku akustycznym j¡ otaczaj¡cym [56, 5, 24], jednak wyznaczenie

ilo±ciowe parametrów uzyskiwanego pola akustycznego nie jest zadaniem

prostym.

Modelowanie pola mechanicznego dla ukªadów o prostej geometrii mo»na

przeprowadzi¢ przy wykorzystaniu metod analitycznych [5, 56, 47]. W przy-

padku skomplikowanego obiektu bada« o zró»nicowanej geometrii konieczne
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jest zastosowania metod numerycznych takich jak metoda ró»nic sko«czonych

(MRS) [32, 29] lub powszechnie wykorzystywana w praktyce in»ynierskiej me-

toda elementów sko«czonych (MES) [4, 49, 73].

Buduj¡c model pola akustycznego, uwzgl¦dniaj¡cy zachodz¡ce w nim zja-

wiska falowe, bazuje si¦ na opisie matematycznym procesu propagacji fali

w o±rodku spr¦»ystym � akustycznym równaniu falowym [56]. Rozwi¡zanie

równania falowego polega na wyznaczeniu w dowolnym punkcie rozpatrywa-

nego obszaru, przy znajomo±ci warunków brzegowych znajduj¡cych si¦ na ogra-

niczeniu tego obszaru, wielko±ci �zycznych takich jak ci±nienie akustyczne oraz

pr¦dko±¢ drga« cz¡stki o±rodka. Wyznaczenie analitycznego rozwi¡zania dla

tego równania jest mo»liwe dla wielu ukªadów [51, 50], jednak wymaga stoso-

wania uproszcze« dotycz¡cych ksztaªtu rozpatrywanego obszaru, a w szczegól-

no±ci fragmentu jego brzegu de�niuj¡cego ¹ródªo d¹wi¦ku oraz wyst¦puj¡cych

na nim warunków brzegowych. W celu modelowania pola akustycznego w ukªa-

dach o skomplikowanej geometrii wykorzystywane s¡ takie metody numeryczne

jak MRS, metoda elementów brzegowych (MEB) lub MES. MEB dzi¦ki dyskre-

tyzacji tylko brzegu obszaru, wymaga sformuªowania zdecydowanie mniejszej

liczby równa« ni» MES, jednak otrzymywane macierze pomimo, »e s¡ mniej-

sze to s¡ znacznie bardziej wypeªnione elementami oraz otrzymany problem

numeryczny staje si¦ cz¦sto bardziej wymagaj¡cy obliczeniowo. Przykªadowo

w pracy [6] dla przypadku dwu i trójwymiarowego problemu wewn¦trznego

wykazane zostaªo, »e MES, pomimo wi¦kszego zapotrzebowania na pami¦¢

operacyjn¡, cechuje mniejszy koszt obliczeniowy ni» MEB przy dobraniu liczby

elementów tak aby zachowa¢ zbli»on¡ dokªadno±¢ oblicze«.

Rozwi¡zanie równania falowego zdecydowanie upraszcza si¦ przy zaªo»eniu

wymuszenia i odpowiedzi o przebiegu harmonicznym oraz rozpatrywaniu stanu

ustalonego w ukªadzie. Wtedy równanie falowe ulega przeksztaªceniu do rów-

nania Helmholtza, które po przeprowadzeniu procesu dyskretyzacji i zde�nio-

waniu warunków brzegowych mo»na rozwi¡za¢ w przybli»ony sposób poprzez

rozwi¡zanie ukªadu liniowych równa« algebraicznych. Ta metoda jest jednak

niewystarczaj¡ca w przypadku gdy badana jest odpowied¹ ukªadu wibroaku-

stycznego na wymuszenie o charakterze impulsowym. Poszukiwany jest wtedy

przebieg zmian sygnaªu akustycznego rejestrowanego w czasie. Jednym ze spo-

sobów jego wyznaczenia jest rozwi¡zanie równa« ró»niczkowych opisuj¡cych

ukªad poprzez ich bezpo±rednie caªkowanie, co jest przykªadowo niezb¦dne dla

ukªadów nieliniowych.
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Wpªyw parametrów konstrukcyjnych ukªadu wibroakustycznego na wyst¦-

puj¡ce w nim pole akustyczne byª badany do tej pory najcz¦±ciej w celu mody-

�kacji konstrukcji tak aby zmniejszy¢ generowany przez ni¡ poziom ci±nienia

akustycznego. Byªo to uzyskiwane poprzez mody�kacj¦ istniej¡cej konstrukcji

poprzez dobranie parametrów elementów usztywniaj¡cych [36] lub tªumi¡cych

[69]. Innym sposobem mody�kacji pola akustycznego jest odpowiedni dobór

parametrów ukªadów aktywnych, na przykªad konstrukcji inteligentnych na

bazie elementów piezoelektrycznych [27, 26, 25]. Do wyznaczenia i mody�ka-

cji parametrów modeli szeroko stosowane s¡ metody planowania eksperymentu

oraz powierzchni odpowiedzi [42, 8, 45]. Metodologia powierzchni odpowiedzi

zostaªa przykªadowo wykorzystana w [69] do analizy wpªywu zmian konstruk-

cyjnych drgaj¡cej pªyty z dodan¡ warstw¡ tªumi¡c¡ na wypromieniowany przez

ni¡ d¹wi¦k.

Muzyka nie istniaªaby bez instrumentów, z których niektóre, na przykªad

instrumenty ludowe lub symfoniczne s¡ doskonalone od wielu wieków, a nie-

które jak hang [57] zostaªy wynalezione w ostatnim dziesi¦cioleciu. Ka»dy

dobry instrument cechuje niepowtarzalna barwa d¹wi¦ku, która zale»y od jego

konstrukcji oraz parametrów geometrycznych i materiaªowych. S¡ one dobie-

rane zarówno na podstawie do±wiadczenia konstruktora jak i bada« numerycz-

nych, których znakomitym przykªadem jest analiza oraz mody�kacja ksztaªtu

dzwonów [43, 40].

Sprz¦»enie pola mechanicznego i akustycznego byªo wykorzystywane do

tworzenia muzyki przez ludzko±¢ na dªugo przed tym, kiedy nast¡piªy pierwsze

próby opisu matematycznego d¹wi¦ku. Jako jeden z pierwszych instrumentów

oraz równocze±nie syntezator mo»na wskaza¢ ludzki aparat gªosowy [58], który

ulega ci¡gªej ewolucji i oprócz funkcji komunikacyjnych wykorzystywany jest

tak»e do ±piewu. Zale»no±ci matematyczne pomi¦dzy parametrami �zycznymi

wspóªbrzmi¡cych ¹ródeª d¹wi¦ku byªy badane po raz pierwszy w do±wiadcze-

niach przeprowadzonych przez �lozofa greckiego Pitagorasa z Samos (572 p.n.e.

- 497 p.n.e.) [2]. Wykazaª on zale»no±¢, »e przykªadowo dla instrumentów

strunowych, odpowiednie proporcje pomi¦dzy dªugo±ciami strun powoduj¡,

»e d¹wi¦ki przez nie wygenerowane stanowi¡ przyjemne doznanie dla sªucha-

cza. W instrumentach muzycznych strunowych na ich barw¦ silny wpªyw ma

sprz¦»enie drga« poprzecznych i podªu»nych struny. Efekt ten zaobserwowany

zostaª tak»e oraz opisany matematycznie w przypadku drga« belek poddanych

wymuszeniu impulsowemu [32]. Wyst¦puj¡ce w instrumentach muzycznych

sprz¦»enie pola mechanicznego i akustycznego [28] szczególnie istotny wpªyw
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ma na d¹wi¦k generowany poprzez instrumenty perkusyjne z grupy membra-

nofonów. Cechuje je zastosowanie obj¦to±ci rezonansowych oraz stosunkowo

niewielka sztywno±¢ i masy membrany. Powoduje to, »e konieczne jest zarówno

uwzgl¦dnienie oddziaªywania membrany na o±rodek akustyczny, którym jest

powietrze oraz powietrza na membran¦ [52, 56] poniewa» silnie wpªywa ono

na pojawiaj¡ce si¦ w ukªadzie cz¦stotliwo±ci rezonansowe. W przypadku in-

nej grupy instrumentów - idiofonów (z greckiego �idios� - wªasny, �fonos� -

d¹wi¦k), które zbudowane s¡ najcz¦±ciej z jednolitego materiaªu oraz drgania

ich caªej bryªy generuj¡ d¹wi¦k, w zwi¡zku z tym, »e materiaª z którego s¡

zbudowane cechuje zdecydowanie wi¦ksza sztywno±¢ i masa od powietrza, to

zjawisko cz¦sto jest pomijane.

Wraz z gwaªtownym rozwojem elektroakustyki [18] tworzone jest coraz

wi¦cej instrumentów w których �zyczne sprz¦»enie pomi¦dzy drganiami kon-

strukcji oraz o±rodka akustycznego nie wyst¦puje. Sygnaª generowany przez

nie najcz¦±ciej jest sygnaªem zmian napi¦cia i wymaga pó¹niejszego odtwo-

rzenia poprzez systemy nagªa±niaj¡ce. D¹wi¦k generowany w ten sposób jest

przy pomocy syntezatorów analogowych lub cyfrowych [58]. Oprócz tworze-

nia d¹wi¦ków o zupeªnie nowych barwach cz¦sto staraj¡ si¦ one na±ladowa¢

instrumenty rzeczywiste. W ostatnich latach wraz z rozwojem mocy oblicze-

niowej komputerów zaobserwowa¢ mo»na gwaªtowny post¦p w tej dziedzinie �

budowane syntezatory cechuje coraz lepsze odwzorowanie barwy instrumentów

rzeczywistych. Jednak zwªaszcza w aspekcie uwzgl¦dnienia w ich algorytmie

sprz¦»enia pola mechanicznego i akustycznego oraz jego wpªywu na generowane

pole akustyczne wci¡» istnieje wiele mo»liwo±ci ich udoskonalenia.

1.2. Cel i zakres pracy

Celem niniejszej pracy jest stworzenie numerycznego syntezatora d¹wi¦ku,

który pozwala na wygenerowanie sygnaªu akustycznego o zadanych parame-

trach w wybranych punktach pola w sytuacji gdy wymuszenie w ukªadzie ma

charakter impulsowy.

Synteza jest to ª¡czenie wielu ró»nych elementów w jedn¡ caªo±¢ lub caªo-

±ciowe poznanie jakiego± zjawiska oparte na poprzednim zbadaniu jego elemen-

tów. Syntez¡ okre±lane jest te» odwrotne przeksztaªcenie Fouriera [72] ponie-

wa» w jego wyniku uzyskiwane jest zªo»enie poszczególnych skªadowych harmo-

nicznych sygnaªu w przebieg czasowy sygnaªu. Synteza jest tak»e de�niowana

jako jeden z celów wibroakustyki [21] zarówno w aspekcie syntezy mowy jak
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i syntezy parametrów pola wibroakustycznego lub parametrów ukªadu wibro-

akustycznego tak aby speªniaª postawione wymagania. W niniejszej pracy

okre±lenie synteza odnosi si¦ do wibroakustycznych pól sprz¦»onych i jest ro-

zumiane jako proces, który pozwala na podstawie wyznaczonych parametrów

ukªadu w którym wyst¦puj¡ sprz¦»one pola mechaniczne i akustyczne, na wy-

generowanie sygnaªu akustycznego w wybranych punktach pola. Syntezator

numeryczny jest narz¦dziem, które dzi¦ki zastosowaniu algorytmów numerycz-

nych realizuje proces syntezy. Efektem dziaªania syntezatora jest d¹wi¦k, który

mo»e sªu»y¢ do tworzenia muzyki na dwa sposoby: poprzez dodanie do utworu

muzycznego pojedynczego d¹wi¦ku b¦d¡cego efektem specjalnym lub poprzez

wprowadzenie wielu d¹wi¦ków wzajemnie ze sob¡ powi¡zanych w dziedzinie

cz¦stotliwo±ci oraz czasu.

Budowa syntezatora numerycznego wymaga rozwi¡zania szeregu proble-

mów cz¡stkowych, które przedstawione zostan¡ w poszczególnych rozdziaªach

pracy.

W rozdziale 2 zawarty zostanie opis stosowanych dotychczas modeli pozwa-

laj¡cych na przybli»one wyznaczenie parametrów ukªadu wibroakustycznego

uwzgl¦dniaj¡cy sprz¦»enie pomi¦dzy polem mechanicznym i akustycznym oraz

wymuszenie w ukªadzie posiadaj¡ce charakter impulsowy. Nast¦pnie opisane

zostanie modelowanie sprz¦»onych pól wibroakustycznych przy pomocy Me-

tody Elementów Sko«czonych.

W rozdziale 3 opisany zostanie zaproponowany algorytm syntezatora nume-

rycznego. Zde�niowane zostan¡ parametry oczekiwane pola akustycznego wy-

twarzanego przez ukªady wibroakustyczne generuj¡ce d¹wi¦k zwi¡zany z mu-

zyk¡. Opisana zostanie zastosowana metoda planowania eksperymentów nume-

rycznych pozwalaj¡cych na budow¦ meta-modeli opisuj¡cych ukªady sªu»¡ce do

generowania d¹wi¦ku oraz dobór ich parametrów na podstawie oczekiwanych

parametrów pola akustycznego. Rozdziaª ten b¦dzie tak»e zawieraª algorytm

pozwalaj¡cy na wyznaczenie na podstawie charakterystyk odpowiedzi ukªadu

w stanie ustalonym przebiegów czasowych generowanych sygnaªów.

W rozdziaªach 4 do 6 zaproponowany syntezator numeryczny zastosowany

zostanie do trzech wybranych konstrukcji. Rozdziaª 7 zawieraª b¦dzie pod-

sumowanie uzyskanych wyników oraz propozycje udoskonalenia otrzymanego

algorytmu i dalszych kierunków bada«.



2. Modelowanie wibroakustycznych pól

sprz¦»onych w ukªadach o wymuszeniu

impulsowym

Kluczowym elementem zaproponowanego syntezatora numerycznego jest

algorytm syntezy d¹wi¦ku, w którym wyznaczane s¡ na podstawie przebiegu

sygnaªu impulsowego wymuszenia, drgania mechaniczne oraz drgania o±rodka

akustycznego, czyli generowany d¹wi¦k. Szczególnie istotnym jest w nim

uwzgl¦dnienie modelu sprz¦»enia pomi¦dzy polem mechanicznym oraz polem

akustycznym.

2.1. Przegl¡d stosowanych dotychczas modeli

Modele o parametrach skupionych oraz modele póª-empiryczne ukªadów

wibroakustycznych w przypadku gdy wymuszenie ma charakter uderzeniowy

maj¡ w tym momencie znaczenie przede wszystkim historyczne. poniewa» do-

tycz¡ prostych przypadków dla ukªadów o nieskomplikowanych ksztaªtach, na-

tomiast interesuj¡ce jest w nich to, »e staraj¡ si¦ odpowiedzie¢ na pytanie która

z wielko±ci �zycznych - drgania, pr¦dko±¢ czy przyspieszenie decyduje o sprz¦-

»eniu pomi¦dzy polami oraz co za tym idzie wygenerowanym ci±nieniu aku-

stycznym. Podstawow¡ trudno±¢ w okre±laniu poziomu d¹wi¦ku o charakterze

impulsowym pojawiaj¡cym si¦ podczas zderzenia dwu ciaª stanowi problem

sprz¦»enia mi¦dzy polem mechanicznym i akustycznym. D¹wi¦k powstaj¡cy

podczas zderzenia dwu ciaª najcz¦±ciej byª do tej pory rozpatrywany w ukªa-

dach wibroakustycznych w kontek±cie niepo»¡danym, szkodliwym, czyli jako

haªas. Pod koniec lat siedemdziesi¡tych XIX wieku wprowadzono w wibroaku-

styce podziaª haªasu uderzeniowego na haªas przyspieszeniowy (ang. accelera-

tion noise) i haªas po-uderzeniowy powodowany drganiami swobodnymi zde-

rzaj¡cych si¦ ciaª (ang. ringing noise). J.E Richards stworzyª póª-empiryczn¡

teori¦ haªasu uderzeniowego, która byªa zbli»ona do teorii opracowanej przez

Kirchho�a, dotycz¡cej pola akustycznego generowanego poprzez jednostkowe
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przyspieszenie sfery. Wedªug niej ci±nienie akustyczne pim generowane przez

jednostkow¡ skokow¡ zmian¦ przyspieszenia sfery wyra»a si¦ zale»no±ci¡ [29]:

pim(ri,Θi, t
′

i) =
ρ0a

3
i cos Θli
2r2

i

·

·
{
e−lit

′
i

[(
2ri
ai
− 1

)(
cos lit

′

i − sin lit
′

i

)
+ sin lit

′

i + cos lit
′

i

]}
dla t

′
i > 0

pim(ri,Θi, t
′

i) = 0 dla t
′
i < 0 (2.1)

gdzie i = 1 dla kuli uderzanej, i = 2 dla kuli uderzaj¡cej, ρ0 jest g¦sto±ci¡

powietrza, ai promieniem i-tej kuli, ri to odlegªo±¢ ±rodka kuli od punktu

pomiaru, c jest pr¦dko±ci¡ d¹wi¦ku w powietrzu, Θi k¡tem pomi¦dzy ri i kie-

runkiem ruchu kuli i. Ci±nienie akustyczne pia emitowane przez jedn¡ kul¦

posiadaj¡c¡ dowolne przyspieszenie ac(t) wyra»a si¦ splotem funkcji pim i ac

pia(ri,Θi, t
′

i) =

tiˆ

0

pim(ri,Θi, t
′
i − τ)ac(τ)dτ (2.2)

Problem obliczenia ci±nienia akustycznego generowanego w czasie zderzenia

dwu kul sprowadza si¦ do wyznaczenia przyspieszenia kul. St¡d te» nazwa �

haªas przyspieszeniowy. W problemach technicznych spotyka si¦ trzy gªówne

podej±cia przy opisie zjawiska uderzenia. Pierwsze dotyczy przypadku, gdy do

ukªadu (np. oscylatora harmonicznego) przykªada si¦ zdeterminowan¡, krót-

kotrwaª¡ siª¦. Podej±cie drugie, dokªadniejsze polega na rozwi¡zaniu lokalnego

problemu teorii uderzenia. W trzecim przypadku zderzenie jest traktowane

jako proces chwilowy o charakterze plastycznym, a zagadnienie sprowadza si¦

do teorii drga« swobodnych oscylatora (techniczna teoria uderzenia). Podej±cie

to oparte jest na zaªo»eniu, »e ciaªo uderzaj¡ce pozostaje poª¡czone z ciaªem

uderzanym co najmniej do chwili wyst¡pienia najwi¦kszego przemieszczenia

ukªadu zªo»onego z obu stykaj¡cych si¦ mas. Konieczno±¢ znajomo±ci przy-

spieszenia zderzaj¡cych si¦ kul (2.1) do oceny emitowanego haªasu eliminuje

przydatno±¢ pierwszego i trzeciego podej±cia. Konieczna jest bowiem znajo-

mo±¢ chwilowej siªy zderzenia, co mo»na osi¡gn¡¢ traktuj¡c zderzenie jako

proces lokalny. W ograniczonym zakresie dla okre±lenia zale»no±ci pomi¦dzy

siª¡ a odksztaªceniem lokalnym stosowane s¡ teorie kontaktowe Sztajermana

i Hertza. Na ksztaªt impulsu, tzn. na czasowy przebieg siªy (przyspiesze-

nia) zderzenia, maj¡ równie» wpªyw takie czynniki, jak geometria powierzchni

styku i wªa±ciwo±ci spr¦»ysto-plastyczne materiaªów. Wszystkie wymienione
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czynniki znajduj¡ odzwierciedlenie we wspóªczynniku restytucji, ale wªa±nie

dlatego, »e znajomo±¢ ksztaªtu impulsu jest konieczna do wyznaczenia poziomu

ci±nienia akustycznego emitowanej fali, stosowanie wspóªczynnika restytucji

w zagadnieniach akustycznych jest bezcelowe. Chc¡c wyznaczy¢ teoretycznie

przebieg czasowy siªy uderzenia lub przynajmniej maksymaln¡ jej warto±¢ na-

le»y scaªkowa¢ równanie ruchu ciaª zderzaj¡cych si¦. Przebieg siªy dziaªaj¡cej

podczas zderzenia mo»na odtworzy¢ caªkuj¡c numeryczne równania ruchu, do

uªo»enia których potrzebne jest jednak przyj¦cie wªa±ciwego modelu reologicz-

nego zderzaj¡cych si¦ ciaª, co wªa±ciwie sprowadza si¦ do identy�kacji procesu.

W zwi¡zku z trudno±ciami w tym wzgl¦dzie powstaªo wiele hipotez, jedn¡

z nich jest hipoteza, »e o haªasie uderzeniowym decyduje pochodna przyspie-

szenia (�jerk�, �ostro±¢ wibracji�). W oparciu o tak¡ hipotez¦ zbudowaª swoj¡

teori¦ Richards. Od czasów Kirchho�a wiadomo, »e o haªasie decyduje przy-

spieszenie, tak te» formalnie ten rodzaj haªasu nazwaª Richards, lecz w obli-

czeniach prowadzonych przez niego parametrem, który umo»liwia wyznacze-

nie wyniku jest pr¦dko±¢ pocz¡tkowa zdarzenia. Niedokªadno±ci zwi¡zane ze

stosowaniem wzoru Hertza wi¡»¡cego pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡ zderzenia z mak-

symaln¡ siª¡ zderzenia byªy prawdopodobnie inspiracj¡ do tworzenia hipotez,

»e o poziomie d¹wi¦ku decyduj¡ pochodne przyspieszenia (pierwsza pochodna

[53] lub druga pochodna [23]). Póª-empiryczna formuªa wprowadzona przez

Richardsa pozwala okre±li¢ energi¦ akustyczn¡ emitowan¡ podczas uderzenia

Erad (f0,∆f, A) =
Aσrad
fηs

(
∆f

f0

· ρ0c

π2ρm

)(
1

α

)(
F
′
c(f0)

f0

)
· <
(
Hc(f0)

j

)
f

(2.3)

gdzie A � wspóªczynnik wagi wprowadzaj¡cej �ltr A o szeroko±ci pasma ∆f ,

σrad � wspóªczynnik efektywno±ci promieniowania, Fc� transformata Fouriera

siªy wymuszaj¡cej, Hc (f0) � transformata Fouriera impedancji mechanicznej,

ηs � wspóªczynnik tªumienia drgaj¡cego ciaªa, ρm� g¦sto±¢ drgaj¡cego ciaªa,

ρ0 � g¦sto±¢ powietrza.

Oszacowanie ilo±ciowe zwi¡zku haªasu z pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ uderzenia

na drodze teoretycznej jest mo»liwe w oparciu o równanie Kirchho�a (2.1)

i teori¦ uderzenia Hertza. Wida¢ z tego, »e najwi¦kszy wpªyw na emito-

wan¡ energi¦ ma czas zderzenia, o którym oprócz pr¦dko±ci pocz¡tkowej de-

cyduj¡ wªa±ciwo±ci spr¦»ysto-plastyczne zderzaj¡cych si¦ ciaª. Minimalizacja

haªasu przyspieszeniowego zwi¡zana jest z uplastycznieniem zderzenia oraz

minimalizacj¡ pr¦dko±ci zderzenia. W wielu wypadkach tzw. energia ha-
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ªasu po-uderzeniowego jest wi¦ksza od haªasu przyspieszeniowego. Oszaco-

wanie energii akustycznej emitowanej po zako«czeniu zderzenia Eak zwi¡zane

jest z konieczno±ci¡ okre±lenia ±redniej pr¦dko±ci drgaj¡cej powierzchni oraz

wspóªczynnika efektywno±ci promieniowania. Je»eli du»a powierzchnia S drga

ze ±redni¡ normaln¡ pr¦dko±ci¡ 〈v̄2〉, to wypromieniowana energia akustyczna

wyra»a si¦ wzorem:

Eak = ρ0c
〈
v̄2
〉
S (2.4)

Dla drgaj¡cego ciaªa o dowolnym ksztaªcie konieczne jest dodatkowe wprowa-

dzenie wspóªczynnika σrad

Eak = ρ0c
〈
v̄2
〉
Sσrad (2.5)

Podstawowy problem w oszacowaniu wypromieniowanej energii stanowi war-

to±¢ σrad, która wyznaczana byªa eksperymentalnie. Richards podaª charakte-

rystyki σrad w funkcji cz¦stotliwo±ci dla szeregu ciaª o typowych ksztaªtach.

W przypadku przyj¦tego w dalszej cz¦±ci pracy modelu sprz¦»enie drga«

konstrukcji i otaczaj¡cego j¡ o±rodka akustycznego uwzgl¦dnione jest poprzez

zapisanie warunku równowagi ci±nienia wyst¦puj¡cego w o±rodku akustycznym

oraz siª wewn¦trznych dziaªaj¡cych na zde�niowanej powierzchni styku pola

mechanicznego i akustycznego. Tak zapisany warunek powoduje, »e ci±nienie

akustyczne jest proporcjonalne do przyspieszenia drga« powierzchni.

2.2. Modelowanie pól wibroakustycznych przy pomocy

MES

W przypadku ciaª o sko«czonej sztywno±ci dla których bardzo cz¦sto domi-

nuj¡cym jest d¹wi¦k emitowany po uderzeniu na skutek drga« ich powierzchni,

modele o parametrach skupionych daj¡ bardzo przybli»one wyniki. Dla ukªa-

dów ci¡gªych w sposób analityczny rozwi¡zanie mo»na znale¹¢ tylko dla maªo

skomplikowanych, podstawowych ksztaªtów ciaª takich jak belki, pªyty, itp.

Dla ciaª o bardziej skomplikowanej geometrii konieczne jest zastosowanie me-

tod numerycznych, takich jak MES , pozwalaj¡cych na dyskretyzacj¦ prze-

strzenn¡ ukªadu ci¡gªego i przeprowadzenie aproksymacji parametrów polo-

wych, takich jak przemieszczenia w przypadku pola mechanicznego lub ci±nie-

nie akustyczne w przypadku pola akustycznego. De�niuje si¦ dwa podstawowe

rodzaje zagadnie« sprz¦»onych pól wibroakustycznych: problem wewn¦trzny
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oraz problem zewn¦trzny. Problem wewn¦trzny dotyczy pola akustycznego

ograniczonego polem mechanicznym. W niniejszej pracy przede wszystkim

poªo»ony jest nacisk na sprz¦»ony problem zewn¦trzny przedstawiony na ry-

sunku 2.1.

Rysunek 2.1: Wibroakustyczny sprz¦»ony problem zewn¦trzny

Dla tego zagadnienia obszar pola mechanicznego VS znajduje si¦ wewn¡trz

obszaru pola akustycznego VA. Sprz¦»enie pól de�niowane jest na brzegu

Sint. Nieograniczona przestrze« Sinf jest przyci¦ta do obszaru znajduj¡cego

si¦ w sko«czonej odlegªo±ci od pola mechanicznego poprzez brzeg Se.

2.2.1. Modelowanie pola mechanicznego

W celu wyprowadzenia zale»no±ci opisuj¡cych pole mechaniczne wyst¦pu-

j¡ce w obszarze VS (rysunek 2.2) de�niowanym przez ksztaªt konstrukcji ko-

nieczne jest zapisanie dla niej równa« ruchu. Dla dowolnej bryªy znajduj¡cej

si¦ w ruchu, zgodnie z II zasad¡ dynamiki Newtona, dla ka»dej chwili czasowej t

suma wszystkich siª dziaªaj¡cych na t¡ bryª¦ musi by¢ równa sile bezwªadno±ci.

Równania ruchu dla tego przypadku zapisuje si¦ jako

∇ · σ + b = ρü (2.6)
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gdzie σ oznacza tensor napr¦»e«, b � wektor siª obj¦to±ciowych, u � wektor

przemieszcze«.

Rysunek 2.2: Rozpatrywany obszar z zaznaczonymi warunkami brzegowymi

Warunki brzegowe dla obszaru Vs de�niuje si¦ na dwa sposoby poprzez

wprowadzenie warunku Dirichleta � okre±lenia warto±ci przemieszcze« u na

brzegu Su

u = uSu (2.7)

lub zde�niowanie na brzegu Sf warunku Neumanna, w którym okre±la si¦

warto±¢ siª powierzchniowych oddziaªywuj¡cych na bryª¦

ns · σ = fSf . (2.8)

Równanie (2.6) po rozpisaniu dywergencji (∇·) tensora napr¦»e« σ w ukªa-

dzie kartezja«skim x, y, z przyjmuje posta¢ ukªadu równa«

∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

+ bx = ρü

∂τyx
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂τyz
∂z

+ by = ρv̈

∂τzx
∂x

+
∂τzy
∂y

+
∂σz
∂z

+ bz = ρẅ

(2.9)

gdzie σx,σy,σz � napr¦»enia normalne wzgl¦dem osi x, y, z; τxy ,τxz ,τyx , τyz ,

τzx , τzy � napr¦»enia styczne; u, v, w � przemieszczenia wzgl¦dem osi x, y, z;

bx,by,bz � siªy obj¦to±ciowe wzgl¦dem osi x, y, z; ρ � g¦sto±¢ materiaªu; ü, v̈,

ẅ � przyspieszenia wzgl¦dem osi x, y, z.

Aby mo»liwe byªo zastosowanie MES równania ró»niczkowe cz¡stkowe (2.9)

zapisuje si¦ w postaci odpowiadaj¡cej sformuªowaniu sªabemu zagadnienia.
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Uzyskuje si¦ to poprzez wprowadzenie funkcji wag oznaczonych jako ū, v̄, w̄.

Mno»¡c ka»de równanie poprzez odpowiadaj¡c¡ mu funkcj¦ wagi, caªkuj¡c

wzgl¦dem obj¦to±ci oraz dodaj¡c do siebie poszczególne skªadniki otrzymuje

si¦ zale»no±¢

˚
V

(
∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

+ bx

)
ū+

(
∂τyx
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂τyz
∂z

+ by

)
v̄+

+

(
∂τzx
∂x

+
∂τzy
∂y

+
∂σz
∂z

+ bz

)
w̄dV −

˚
V

(ρüū+ ρv̈v̄ + ρẅw̄) dV = 0

(2.10)

Korzystaj¡c z twierdzenia Greena-Gaussa-Ostrogradskiego dla ka»dego skªad-

nika zwi¡zanego z pochodn¡ cz¡stkow¡ napr¦»enia otrzymuje si¦

¨
S

(σxnx + τxyny + τxznz) ū+ (τyxnx + σyny + τyznz) v̄+

+ (τzxnx + τzyny + σznz) w̄dS −
˚

V

(
σx
∂ū

∂x
+ τxy

∂ū

∂y
+ τxz

∂ū

∂z

)
+

+

(
τyx

∂v̄

∂x
+ σy

∂v̄

∂y
+ τyz

∂v̄

∂z

)
+

(
τzx
∂w̄

∂x
+ τzy

∂w̄

∂y
+ σz

∂w̄

∂z

)
w̄dV+

+
˚

V

(bxū+ byv̄ + bzw̄) dV +

˚
V

(ρüū+ ρv̈v̄ + ρẅw̄) dV = 0

(2.11)

gdzie nx, ny, nz s¡ jednostkowymi normalnymi wzgl¦dem osi x, y, z. Na po-

wierzchni bryªy przyªo»one s¡ siªy qx = σxnx+τxyny+τxznz itd. Podstawiaj¡c

je do równania (2.11) grupuj¡c oraz przenosz¡c odpowiednie skªadniki równa-

nia na lew¡ stron¦ otrzymuje si¦

˚
V

(
σx
∂ū

∂x
+ σy

∂v̄

∂y
+ σz

∂w̄

∂z

)
+ τyx

(
∂ū

∂y
+
∂v̄

∂x

)
+ τyz

(
∂v̄

∂z
+
∂w̄

∂y

)
+

+τxz

(
∂ū

∂z
+
∂w̄

∂x

)
dV+

˚
V

(ρüū+ ρv̈v̄ + ρẅw̄) dV =

=
¨
S

(qxū+ qyv̄ + qzw̄) dS +

˚
V

(bxū+ byv̄ + bzw̄) dV

(2.12)

Je»eli interpretuje si¦ funkcje wag jako wirtualne przemieszczenia to ich po-

chodne s¡ wirtualnymi odksztaªceniami

∂ū
∂x

= ε̄x
∂v̄
∂y

= ε̄y
∂w̄
∂z

= ε̄z(
∂ū
∂y

+ ∂v̄
∂x

)
= γ̄xy

(
∂v̄
∂z

+ ∂w̄
∂y

)
= γyz

(
∂ū
∂z

+ ∂w̄
∂x

)
= γzx

(2.13)
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Podstawiaj¡c (2.13) do (2.12) otrzymuje si¦ zale»no±¢

˚
V

(σxε̄x + σy ε̄y + σz ε̄z + τyx γ̄xy + τyz γ̄yz + τxz γ̄zx ) dV+

+

˚
V

(ρüū+ ρv̈v̄ + ρẅw̄) dV =

=
¨
S

(qxū+ qyv̄ + qzw̄) dS +

˚
V

(bxū+ byv̄ + bzw̄) dV

(2.14)

Po zde�niowaniu odpowiednich wektorów równanie (2.14) zapisuje si¦ w po-

staci macierzowej

˚
V

ε̄TσdV +

˚
V

ρūT üdV =

¨
S

qūTdS +

˚
V

ūTbdV

gdzie

ε̄ = [ε̄x ε̄y ε̄z γ̄xy γ̄yz γ̄zx ]T

σ = [σx σy σz τxy τyz τxz ]
T

q̄ = [qx qy qz]
T ; b = [bx by bz]

T

u = [u v w]T ; ü = [ü v̈ ẅ]T ; ū = [ū v̄ w̄]T

(2.15)

Zaªo»one rozwi¡zanie dla przemieszcze« w postaci macierzowej wynosi

u ≡

uv
w

 =

N1 0 0 N2 0 · · ·
0 N1 0 0 N2 · · ·
0 0 N1 0 0 · · ·




u1

v1

w1

u2

...


≡ NTue (2.16)

gdzie u1, v1, w1, u2... s¡ w¦zªowymi stopniami swobody. Natomiast Ni(x, y, z)

s¡ funkcjami interpoluj¡cymi nazywanymi funkcjami ksztaªtu. Przyspiesze-

nia wyznacza si¦ poprzez dwukrotne ró»niczkowanie przemieszcze« wzgl¦dem

czasu:
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ü ≡

 üv̈
ẅ

 =

N1 0 0 N2 0 · · ·
0 N1 0 0 N2 · · ·
0 0 N1 0 0 · · ·




ü1

v̈1

ẅ1

ü2

...


≡ NT üe (2.17)

Przy tak przyj¦tym rozwi¡zaniu wektor odksztaªce« mo»e zosta¢ wyznaczony

poprzez ró»niczkowanie wektora przemieszcze« u oraz przyjmuje on posta¢

ε =



εx

εy

εz

γxy

γyz

γzx


=



∂u
∂x
∂v
∂y
∂w
∂z

∂u
∂y

+ ∂v
∂x

∂v
∂z

+ ∂w
∂y

∂u
∂z

+ ∂w
∂x


=



∂N1

∂x
0 0 ∂N2

∂x
0 0 · · ·

0 ∂N1

∂y
0 0 ∂N2

∂y
0 · · ·

0 0 ∂N1

∂z
0 0 ∂N2

∂z
· · ·

∂N1

∂y
∂N1

∂x
0 ∂N2

∂y
∂N1

∂x
0 · · ·

0 ∂N1

∂z
∂N1

∂x
0 ∂N2

∂z
∂N2

∂y
· · ·

∂N1

∂z
0 ∂N1

∂x
∂N2

∂z
0 ∂N2

∂x
· · ·





u1

v1

w1

u2

...


≡ BTue

(2.18)

Wektor napr¦»e« w elemencie, przy pomini¦ciu napr¦»e« wst¦pnych, mo»e

zosta¢ zde�niowany jako

σ = Cε = CBTue (2.19)

gdzie C oznacza macierz podatno±ci materiaªu i przykªadowo w przypadku

materiaªu izotropowego mo»e zosta¢ zde�niowana na podstawie staªych ma-

teriaªowych takich jak E � moduª Younga oraz υ � wspóªczynnik Poissona

jako

C =
E

(1 + ν)(1− 2ν)



1− ν ν ν 0 0 0

ν 1− ν ν 0 0 0

ν ν 1− ν 0 0 0

0 0 0 1−2ν
2

0 0

0 0 0 0 1−2ν
2

0

0 0 0 0 0 1−2ν
2


(2.20)

Funkcje wag s¡ pochodnymi zaªo»onego rozwi¡zania wzgl¦dem w¦zªowych

stopni swobody. St¡d

ū =
∂u

∂ue

≡ NT oraz ε̄ = BT (2.21)
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Podstawiaj¡c (6) i (7) do (5) otrzymujemy:

˚
V

ρNNT üedV +

˚
V

BCBTuedV =

¨
S

NqdS +

˚
V

NbdV (2.22)

St¡d dla elementu otrzymuje si¦ równanie

müe + kue = fq + fb (2.23)

Gdzie m � macierz bezwªadno±ci elementu

m =

˚
V

ρNNTdV (2.24)

oraz k oznacza macierz sztywno±ci, fq � równowa»ny wektor obci¡»e« w¦zªo-

wych zwi¡zanych z siªami powierzchniowymi, fb � równowa»ny wektor obci¡»e«

zwi¡zanych z siªami wyst¦puj¡cymi w bryle:

k =

˚
V

BCBTdV

rq =

¨
S

NqdS

rb =

˚
V

NbdV

(2.25)

Po przeprowadzeniu agregacji macierze mas i sztywno±ci elementów zostaj¡

zªo»one w globalne macierze mas i sztywno±ci [49, 4].

Prowadzi to ostatecznie do równania:

Müe + Kue = F (2.26)

Aby wyznaczy¢ cz¦sto±ci drga« wªasnych zakªada si¦ brak tªumienia w ukªadzie

oraz brak siª zewn¦trznych dziaªaj¡cych na bryª¦. Z (2.26) otrzymuje si¦

Müe + Kue = 0 (2.27)

Jest to ukªad równa« ró»niczkowych drugiego rz¦du o staªych wspóªczynnikach.

Jego rozwi¡zanie przewidujemy w postaci

u = ua sin(ωt) (2.28)
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Gdzie da � wektor amplitud zwany te» wektorem postaci drga«, ω � cz¦sto±¢

drga« [rad]

Dwukrotnie ró»niczkuj¡c (2.28) wzgl¦dem czasu otrzymuje si¦

üe = −ω2ua sin(ωt) (2.29)

Na podstawie (2.27-2.29), (14), (15) otrzymuje si¦

(K− λM)ua = 0 (2.30)

gdzie λ = ω2.

Równanie (2.30) jest podstawowym równaniem nietªumionych drga« swobod-

nych. Poniewa» konstrukcja analizowana jest w zakresie liniowo-spr¦»ystym

macierze K i M s¡ niezale»ne od ω. Równanie (2.30) nazywane jest liniowym

problemem wªasnym i ma rozwi¡zanie trywialne ua = 0. Nietrywialne rozwi¡-

zanie, które nas interesuje, otrzymywane jest dla ua 6= 0 poszukuj¡c warto±ci

wªasnych λi speªniaj¡cych ukªad (2.30). Wyznacza si¦ je rozwi¡zuj¡c równanie

det |K− λM| = 0 (2.31)

Ka»da warto±¢ wªasna speªniaj¡ca równanie (2.31) opisuje wektor wªasny ua,i .

Przedstawiony powy»ej sposób rozwi¡zania zagadnienia wªasnego stosuje si¦ do

niewielkich ukªadów równa«. Algorytmy pozwalaj¡ce na rozwi¡zanie zagadnie-

nia wªasnego dla du»ych ukªadów równa« przedstawione zostaªy przykªadowo

w [49, 4].

2.2.2. Modelowanie pola akustycznego

Zjawisko propagacji fali w o±rodku akustycznym opisuje akustyczne rów-

nanie falowe. Jest ono hiperbolicznym równaniem ró»niczkowym cz¡stkowym,

w którym pochodne zmiennej zale»nej u s¡ wyznaczane wzgl¦dem czterech

zmiennych niezale»nych: wspóªrz¦dnych przestrzennych x, y, z oraz czasu t.

Pochodna zmiennej niezale»nej u wzgl¦dem wspóªrz¦dnych przestrzennych jest

zde�niowana przy pomocy Laplasjanu

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
(2.32)

który stosuj¡c notacj¦ Gibbsa [63] zapisuje si¦ jako ∇2u. Równanie falowe

zapisuje si¦ w postaci jednorodnej jako
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1

c2

∂2u

∂t2
−∇2u = 0 (2.33)

gdzie c oznacza staª¡ nazywan¡ pr¦dko±ci¡ propagacji fali w o±rodku.

Rozwi¡zanie równania falowego zostaªo uzyskane po raz pierwszy przez

Jeana le Rond d'Alamberta w 1747 roku [41] dla struny utwierdzonej na obu

ko«cach. Przy zaªo»eniu, »e dªugo±¢ struny wynosi l staªa c jest równa 1

poszukiwaª on warto±ci przemieszcze« poprzecznych struny u(t, x) dla t ≥ 0

oraz 0 ≤ x ≤ l speªniaj¡cych równanie

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
(2.34)

w przedziale (0, l) ∈ R1przy warunkach brzegowych u(t, 0) = u(t, l) = 0. Roz-

wi¡zanie u(t) podane przez d'Alamberta ma posta¢ zªo»on¡ z dowolnej funkcji

f(t, x)

u(t) = f(x+ t) + f(x− t) (2.35)

Nieco pó¹niej, w 1748 roku, Leonard Euler (1707-1783) jako pierwszy zauwa»yª,

»e natura �zycznego problemu zwi¡zanego z u jest zdeterminowana poprzez

warunki pocz¡tkowe

u(0, x) = g(x),
∂u

∂t
(0, x) = h(x) (2.36)

co prowadzi do uzyskania rozwi¡zania nazywanego imieniem d'Alamberta

u(t, x) =
1

2

[
g (x+ t) + g (x− t) +

ˆ x+t

x−t
h (s) ds

]
(2.37)

Jeszcze przed d'Alambertem wiedziano, »e dla drgaj¡cej struny utwierdzonej

na obu ko«cach rozwi¡zaniem problemu brzegowego jest

un = cos
nπt

l
sin

nπx

l
, n ∈ N (2.38)

To rozwi¡zanie, okre±lane jako �przyd¹wi¦ki Taylora�, otrzymane zostaªo przez

Brooka Taylora (1685-1731). Leonard Euler uzyskaª dodatkowe rozwi¡zanie

poprzez superpozycj¦, co pozwoliªo Danielowi Bernoullemu (1701-1783) w 1753

roku na wyznaczenie rozwi¡zania o postaci niesko«czonej kombinacji un

u(t, x) =
∞∑
n=1

[
αn cos

nπt

l
+ βn sin

nπt

l

]
sin

nπx

l
(2.39)
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Konieczne byªo udowodnienie matematyczne, »e funkcje g, h mog¡ by¢ wyra-

»one poprzez szeregi trygonometryczne, na przykªad jako

g(x) = u(0, x) =
∞∑
n=1

αn sin
nπx

l
(2.40)

oraz na wykazanie jak niesko«czona liczba parametrów αn,βn mo»e zosta¢ uzy-

skana z g i h. Potrzebna do tego teoria zostaªa stworzona i udowodniona mate-

matycznie dopiero przez Jeana Baptiste Josepha Fouriera (1766-1830), który

w 1807 roku rozpocz¡ª rozwijanie teorii funkcji tworz¡cych szeregi nazwane

jego imieniem [72].

Równanie falowe dotycz¡ce o±rodka akustycznego mo»na otrzyma¢ z bar-

dziej ogólnych zale»no±ci opisuj¡cych dynamik¦ o±rodków jakimi s¡ pªyny �

równa« Naviera-Stokesa. Mo»na je zredukowa¢ do równania falowego po przy-

j¦ciu nast¦puj¡cych zaªo»e«:

� o±rodek akustyczny jest ±ci±liwy (zmiany ci±nienia powoduj¡ zmiany g¦sto-

±ci),

� nie wyst¦puje tªumienie wiskotyczne w o±rodku,

� ±rednia pr¦dko±¢ pªynu jest równa zero,

� ±rednia g¦sto±¢ i ci±nienie s¡ jednakowe w caªym o±rodku.

Akustyczne równanie falowe mo»e zosta¢ zapisane wtedy analogicznie do (2.33)

jako

1

c2

∂2P

∂t2
−∇2P = 0 (2.41)

gdzie: c � pr¦dko±¢ d¹wi¦ku, P � ci±nienie akustyczne (P (x, y, z, t)), t � czas.

W przypadku zagadnienia rozwi¡zywania problemu zewn¦trznego warunki

brzegowe dla pola akustycznego VA (rysunek 2.3 ) de�niuje si¦ zarówno dla

jego brzegu Sint, który jest na granicy pola mechanicznego VS , jak i dla brzegu

zewn¦trznego Se, który wprowadzony jest w celu ograniczenia przestrzeni nie-

sko«czonej Sinf .
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Rysunek 2.3: Obszar o±rodka akustycznego oraz de�niowane warunki brzegowe

Warunki brzegowe mo»na zde�niowa¢ poprzez okre±lenie dla brzegu:

� Sp � ci±nienia akustycznego p = pSp , co stanowi warunek Dirichleta;

� Sa � przyspieszenia normalnego do brzegu n∇p = −ρ0a
Sa co jest warun-

kiem Neumanna;

� Sh � doskonale sztywnego i odbijaj¡cego brzegu n∇p = 0, co stanowi

szczególny przypadek de�nicji dla brzegu Sa oraz dla metody elementów

sko«czonych jest naturalnym warunkiem brzegowym;

� Sd � pochªaniania energii poprzez doskonale sztywny brzeg, do czego ko-

nieczne jest dodanie do równania falowego czªonu rozpraszaj¡cego energi¦;

� Se� warunku caªkowitego wypromieniowania d¹wi¦ku z obszaru akustycz-

nego.

W przypadku gdy ci±nienie zmienia si¦ harmonicznie

P = P̄ ejωt (2.42)

gdzie: P̄ � amplituda ci±nienia akustycznego, j =
√
−1, ω = 2πf , f � cz¦sto-

tliwo±¢ oscylacji ci±nienia

Równanie (2.41) redukuje si¦ do równania Helmholtza
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ω2

c2
P̄ +∇2P̄ = 0 (2.43)

Upraszczaj¡c notacj¦ poprzez wprowadzenie operatorów macierzowych dywer-

gencji

∇ · () =

[
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

]
(2.44)

oraz gradientu, de�niowanego w kartezja«skim ukªadzie wspóªrz¦dnych, w któ-

rym i, j, k s¡ jednostkowymi wektorami dla wspóªrz¦dnych x, y, z, jako

∇() = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
(2.45)

równanie (2.43) zapisuje si¦ jako

1

c2

∂2P

∂t2
−∇ · (∇P ) = 0 (2.46)

Macierze elementów otrzymuje si¦ poprzez dyskretyzacj¦ równania (2.46) sto-

suj¡c procedur¦ Galerkina. Mno»¡c równanie (2.46) poprzez wirtualn¡ zmian¦

ci±nienia oraz caªkuj¡c po caªej obj¦to±ci o±rodka otrzymuje si¦ zale»no±¢

ˆ
V

1

c2
δP

∂2P

∂t2
dV +

ˆ
V

(∇ · δP )(∇P )dV =

ˆ
S

nT δP (∇P )dS (2.47)

gdzie: V � obj¦to±¢, δP � wirtualna zmiana ci±nienia, S � powierzchnia brzegu,

n � wektor jednostkowy normalny do powierzchni S.

W przypadku zagadnienia sprz¦»enia o±rodka akustycznego i konstrukcji

(ang. �uid-structure interaction problem) przyj¦te uproszczenia powoduj¡,

»e równania zachowania p¦du dla pªynu prowadz¡ do zale»no±ci pomi¦dzy

normalnym gradientem ci±nienia w pªynie oraz normalnym przyspieszeniem

konstrukcji [22, 73] na powierzchni styku pomi¦dzy nimi

nT · (∇P ) = −ρ0n
T

(
∂2

∂t2
u

)
(2.48)

gdzie u � wektor przemieszcze« konstrukcji na styku o±rodków.

Po podstawieniu (2.48) do ((2.47)) otrzymuje si¦

ˆ
V

1

c2
δP

∂2P

∂t2
dV +

ˆ
V

(∇ · δP )(∇P )dV = −
ˆ
S

ρ0n
T

(
∂2

∂t2
u

)
dS (2.49)
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Równanie (2.49) zawiera ci±nienie akustyczne P oraz skªadowe przemieszcze«

ux, uy, uz, które s¡ wyznaczanymi zmiennymi. Opis zmiennych przy pomocy

funkcji ksztaªtu prowadzi do zale»no±ci

P = NTPe (2.50)

u = N′Tue (2.51)

gdzie N � funkcja ksztaªtu elementu dla ci±nienia, N′ � funkcja

ksztaªtu elementu dla przemieszcze« , Pe � wektor ci±nienia w w¦zªach,

ue = {uxe , uye , uze}� wektor poszczególnych skªadowych przemieszcze«.

Wyst¦puj¡ce w równaniu (2.48) drugie pochodne zmiennych P, u oraz

wirtualna zmiana ci±nienia δP mog¡ zosta¢ zapisane jako

∂2P

∂t2
= NT P̈e (2.52)

∂2

∂t2
ue = N′

T
üe (2.53)

δP = NTδPe (2.54)

Niech operator ∇ zastosowany do funkcji ksztaªtu N zostanie oznaczony jako

B = ∇NT (2.55)

Po podstawieniu (2.50-2.55) do (2.41) otrzymuje si¦

ˆ
V

1

c2
δPeNNTdV P̈e +

ˆ
V

δPe
TBTBdVPe

+

ˆ
S

ρ0δPe
TNnT δPN′TdS üe = 0

(2.56)

Poniewa»{δPe} jest ró»ne od zera mo»e zosta¢ wyrugowane z równania (2.56)

co prowadzi do postaci

1

c2

ˆ
V

NNTdV P̈e +

ˆ
V

BTBdVPe

+ρ0

ˆ
S

NnT δPN′TdS üe = 0

(2.57)
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Po zapisaniu (2.57) w postaci macierzowej otrzymuje si¦ zale»no±¢

MP
e P̈e + KP

e Pe + ρ0Re
T üe = 0 (2.58)

gdzie:

MP
e = 1

c2

´
V

NNTdV � macierz masy (dla o±rodka akustycznego),

KP
e =
´
V

BTBdV � macierz sztywno±ci (dla o±rodka akustycznego),

ρ0Re
T = ρ0

´
S

NnTN′TdS � macierz sprz¦»enia mas.

Aby wprowadzi¢ tªumienie na brzegu o±rodka Sd do bezstratnego równania

falowego zostaje dodany czªon rozpraszaj¡cy energi¦

ˆ
V

1

c2
δP

∂2P

∂t2
dV +

ˆ
V

(∇ · δP )(∇P )dV +

ˆ
S

δPρ0Y
∂P

∂t
dS = 0 (2.59)

gdzie Y oznacza zde�niowan¡ na brzegu admitancj¦.

Czªon rozpraszaj¡cy energi¦ D jest caªkowany na powierzchni S

D =

ˆ
S

δPρ0Y
∂P

∂t
dS (2.60)

Po przeprowadzeniu aproksymacji ci±nienia P przy pomocy elementów sko«-

czonych

D =

ˆ
S

δPe
TNNTdS

∂Pe

∂t
(2.61)

Wprowadzaj¡c notacj¦ Ṗe = ∂Pe

∂t
i po wyci¡gni¦ciu staªych δPe, ρ0, Y przed

caªk¦ otrzymuje si¦

D = δPe
Tρ0Y

ˆ
S

NNTdS Ṗe (2.62)

Po podstawieniu (2.62) do (2.56), wyrugowaniu {δPe} macierz tªumienia wy-

nosi

CP
e = ρ0Y

ˆ
S

NNTdS (2.63)

co prowadzi do zapisania czªonu tªumi¡cego jako

D = CP
e Ṗe (2.64)

Admitancja brzegu Y de�niowana jest do wersji 12.0 ANSYS w sposób odpo-

wiadaj¡cy modelowi pochªaniania na brzegu wprowadzonemu przez Craggsa

[15], w którym de�niowany wspóªczynnik pochªaniania brzegu β uwzgl¦dnia
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tylko cz¦±¢ rzeczywist¡ admitancji < (Y ) = β
ρ0c

.

Natomiast od wersji 13.0 ANSYS mo»na zde�niowa¢ zespolon¡ admitancj¦ na

powierzchni poprzez wprowadzenie zespolonej warto±ci impedancji Z = 1
Y
.

Ostatecznie poprzez wprowadzenie otrzymanej macierzy tªumienia (2.64)

do równana (2.58) otrzymuje si¦ zdyskretyzowane równanie falowe uwzgl¦d-

niaj¡ce straty energii na brzegu o±rodka

MP
e P̈e + CP

e Ṗe + KP
e Pe + ρ0Re

T üe = 0 (2.65)

Istotnym jest te» zagadnienie wypromieniowania d¹wi¦ku z ukªadu � rozpra-

szania d¹wi¦ku w nieograniczonej przestrzeni [65]. Realizowane jest ono naj-

cz¦±ciej poprzez wydzielenie w przestrzeni ograniczonej sko«czonej obj¦to±ci

akustycznej oraz przyj¦cie na jej brzegu jednej z trzech strategii numerycznych:

dopasowanie warunku impedancji brzegu, wprowadzenie elementów niesko«-

czonych uwzgl¦dniaj¡cych warunek Sommerfelda oraz zastosowanie elementów

zawieraj¡cych warstwy pochªaniaj¡ce (PML). Dopasowanie impedancji jest

mo»liwe tylko w przypadku gdy znana jest impedancja jak¡ powinna napotka¢

fala propaguj¡ca si¦ w o±rodku i st¡d nie jest cz¦sto wykorzystywane. Waru-

nek Sommerfelda, przy przyj¦ciu sferycznego ukªadu wspóªrz¦dnych w którym

odlegªo±¢ od ±rodka ukªadu do rozpatrywanego punktu wynosi r, przybiera

posta¢

lim
r→∞

r
d−1
2

(
∂P

∂r
+

1

c

∂P

∂t

)
= 0 (2.66)

gdzie d okre±la wymiarowo±¢ obszaru, tak »e d = 3 dla obszaru trójwymiaro-

wego oraz d = 2 dla obszaru dwuwymiarowego.

2.2.3. Modelowanie sprz¦»enia pomi¦dzy polem akustycznym

i mechanicznym

W tym podrozdziale zostanie rozpatrzone zagadnienie sprz¦»enia pomi¦dzy

polem akustycznym i mechanicznym (rysunek 2.4) na powierzchni Sint.
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Rysunek 2.4: Obszar pola akustycznego VA oraz mechanicznego VS oraz wa-
runki brzegowe na styku pola mechanicznego i akustycznego

Oddziaªywanie pola mechanicznego na pole akustyczne, przedstawione na

rysunku 2.4 jako powierzchnia Sa uwzgl¦dnione zostaªo w równaniu (2.65)

poprzez wprowadzenie warunku

n∇p = −ρ0n
TüSa (2.67)

Podczas rozwi¡zywania wielu zagadnie« �zycznych równie istotne jest uwzgl¦d-

nienie oddziaªywania pola akustycznego na pole mechaniczne na powierzchni

oznaczonej jako Sf poprzez wstawienie warunku brzegowego dla powierzchni

konstrukcji � siªy powierzchniowej zwi¡zanej z ci±nieniem akustycznym

fSf = np (2.68)

Równania ruchu (2.26) wyprowadzone w rozdziale 2.2.1 po dodaniu skªad-

nika odpowiedzialnego za tªumienie w ukªadzie przybieraj¡ posta¢

Meüe + Ceu̇e + Keue = Fe + Fpr
e (2.69)

gdzie Me, Ce, Ke to odpowiednio macierze mas, tªumienia oraz sztywno±ci,

ue � wektor przemieszcze« w¦zªowych, Fe � wektor siª uogólnionych. Wektor
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wymuszenia Fpr
e opisuj¡cy ci±nienie dziaªaj¡ce na powierzchni Sint wyznacza

si¦ poprzez caªkowanie ci±nienia na tej powierzchni

Fpr
e =

ˆ
S

N′NTndSPe (2.70)

Po porównaniu caªki w równaniu (2.70) z de�nicj¡ macierzy ρo[Re]T w (2.58)

zapisuje si¦, »e

Fpr
e = RePe (2.71)

gdzie

Re =

ˆ
S

N′NTndS (2.72)

Podstawienie (2.50) do (2.48) prowadzi do otrzymania równania

Meüe + Ceu̇e + Keue −RePe = Fe (2.73)

Równania (2.65) i (2.73) caªkowicie opisuj¡ zagadnienie sprz¦»enia

konstrukcyjno-akustycznego i tworz¡ pojedyncze równanie macierzowe:

[
Me 0

Mfs MP
e

]{
üe

P̈e

}
+

[
Ce 0

0 CP
e

]{
u̇e

Ṗe

}
+ (2.74)

+

[
Ke Kfs

0 KP
e

]{
ue

Pe

}
=

{
Fe

0

}

gdzie Mfs = ρ0R
T
e oraz Kfs = −Re.

Wprowadzony model sprz¦»enia, bazuj¡cy na równaniu (2.48), pozwala

w pojedynczym kroku obliczeniowym na uwzgl¦dnienie oddziaªywania kon-

strukcji na o±rodek akustyczny oraz o±rodka akustycznego na konstrukcj¦.

Otrzymany ukªad równa« jest niesymetryczny. Siªa z jak¡ oddziaªywuje o±ro-

dek akustyczny na konstrukcj¦ jest proporcjonalna do ci±nienia akustycznego

oraz zostaªa uwzgl¦dniona w równaniu (2.74) poprzez skªadnik Kfs znajduj¡cy

si¦ w globalnej sprz¦»onej macierzy sztywno±ci. Siªa z jak¡ oddziaªywuje kon-

strukcja na o±rodek akustyczny jest proporcjonalna do przyspieszenia drga«

powierzchni oraz uwzgl¦dniona jest w równaniu (2.74) poprzez skªadnik Mfs

znajduj¡cy si¦ w globalnej sprz¦»onej macierzy mas. Uwzgl¦dniaj¡c, »e wy-

muszenie w ukªadzie ma charakter harmoniczny otrzymywane jest równanie

opisuj¡ce odpowied¹ ukªadu w stanie ustalonym

30



(
−ω2

[
Me 0

Mfs MP
e

]
+ jω

[
Ce 0

0 CP
e

]
+

[
Ke Kfs

0 KP
e

]){
ue

Pe

}
=

{
Fe

0

}
(2.75)

Po pomini¦ciu tªumienia w ukªadzie, rozpraszania energii na brzegu o±rodka

akustycznego oraz siª wymuszaj¡cych drgania otrzymywane jest równanie opi-

suj¡ce niesymetryczny problem drga« wªasnych

(
−ω2

[
Me 0

Mfs MP
e

]
+

[
Ke Kfs

0 KP
e

]){
ue

Pe

}
= 0 (2.76)

Niesymetryczno±¢ otrzymanego ukªadu równa« powoduje, »e podczas jego roz-

wi¡zywania, czyli wyznaczania jego warto±ci i wektorów wªasnych konieczne

jest zastosowanie innej od najcz¦±ciej wykorzystywanej metody numerycznej

Lanczosa, co wi¡»e si¦ ze zwi¦kszeniem koniecznych do poniesienia nakªa-

dów obliczeniowych. Sposobem na poprawienie wydajno±ci algorytmów nume-

rycznych jest dodatkowe przeksztaªcenie macierzy wyst¦puj¡cych w równaniu

(2.76), prowadz¡ce do ich symetryzacji poprzez wprowadzenie trzeciego wier-

sza [73]. Innym ze sposobów uzyskania ukªadu równa« w którym macierze

s¡ symetryczne jest zapisanie równania Helholmtza przy wprowadzeniu nowej

zmiennej, któr¡ jest potencjaª pr¦dko±ci akustycznej [73].

Zale»no±ci przedstawione w tym rozdziale pozwol¡ na budow¦ modelu

ukªadu wibroakustycznych pól sprz¦»onych, który przy zaªo»eniu wymuszenia

zmiennego harmonicznie pozwoli na wyznaczenie rozkªadów pól dla rozpa-

trywanych cz¦stotliwo±ci. Do tego celu zostanie zastosowane równanie (2.75)

uwzgl¦dniaj¡ce sprz¦»enie na granicy o±rodka mechanicznego i akustycznego.

Warunki brzegowe dla konstrukcji mechanicznej zostan¡ zde�niowane jako

warto±¢ przemieszcze« u na wybranej powierzchni oraz przyªo»enie siªy F

w wybranym w¦¹le. Dla zewn¦trznej powierzchni obszaru akustycznego

zostanie przyj¦ty warunek caªkowitego wypromieniowania d¹wi¦ku 2.66.



3. Budowa syntezatora numerycznego

3.1. Oczekiwane parametry pola akustycznego

w przypadku instrumentów muzycznych

Pole akustyczne oraz d¹wi¦ki zsyntetyzowane w celu wykorzystania

ich w muzyce cechuj¡ okre±lone oczekiwania odno±nie parametrów.

Przede wszystkim cz¦stotliwo±ci skªadowe wyst¦puj¡ce w widmie d¹wi¦ku

generowanego przez instrument muzyczny powinny cechowa¢ odpowiednie

proporcje. Pierwsze do±wiadczenia maj¡ce na celu opis matematyczny

muzyki przeprowadzone zostaªy przez �lozofa greckiego Pitagorasa »yj¡cego

ok. 572 - 497 p.n.e. Pochodziª on z wyspy Samos. Maj¡c lat 40 opu±ciª

Joni¦, która walczyªa z Persami i odbyª liczne podró»e: do Indii, gdzie

zetkn¡ª si¦ z tamtejszymi systemami �lozo�czno-religijnymi; do Egiptu,

gdzie przebywaª w±ród egipskich kapªanów ponad 20 lat. Ostatecznie osiedliª

si¦ w Wielkiej Grecji, gdzie w Krotonie zaªo»yª szkoª¦ �lozo�czno-religijn¡

i zwi¡zek pitagorejski. Nie pozostawiª po sobie »adnych dzieª. Pitagoras

stworzyª system pogl¡dów naukowych, nazwanych jego imieniem. Pitagoras

jako pierwszy zde�niowaª kosmos i u»yª okre±lenia ��lozo�a� w rozumieniu

�miªo±¢ m¡dro±ci�, dla zaznaczenia, »e m¡dro±¢ jest rzecz¡ bosk¡, a jedynie

umiªowanie jej dost¦pne jest dla ludzi. Staraª si¦ on wyja±ni¢ harmoni¦

muzyczn¡ - jak to si¦ dzieje, »e pewne wspóªbrzmi¡ce d¹wi¦ki, pewne

poª¡czenia d¹wi¦ków s¡ odbierane jako pi¦kniejsze od innych. Badaª on

(patrz rysunek 3.1) mi¦dzy innymi d¹wi¦ki generowane poprzez: uderzenia

mªotów w ku¹ni przy ró»nych parametrach ruchu mªota, uderzenia w naczynia

w ró»nym stopniu wypeªnione wod¡, szarpanie strun przy odpowiednim

skracaniu ich dªugo±ci lub zmianie siªy naci¡gu, dmuchanie w fujary o ró»nej

dªugo±ci. D¹wi¦k interesowaª go od strony �zycznej poniewa» wi¡zaª on

wysoko±¢ d¹wi¦ku z wªa±ciwo±ciami �zycznymi przedmiotu, przez który byª

generowany (przykªadowo dªugo±ci¡, grubo±ci¡ struny). Pitagoras uzasadniaª

harmonijne wspóªbrzmienie d¹wi¦ków, korzystaj¡c ze swojej koncepcji liczb

i harmonii, poprzez matematyczne proporcje. Uwa»aª on, »e najlepsze
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wspóªbrzmienia tworz¡ d¹wi¦ki, dla których interwaªy wyra»ane s¡ przez

ilorazy jak najmniejszych liczb.

Rysunek 3.1: Do±wiadczenia Pitagorasa powtórzone przez Vincenzo Galilei

U podstaw systemu d¹wi¦kowego zaproponowanego przez Pitagorasa (skali

pitagorejskiej) znalazªo si¦ spostrze»enie, »e proporcje pomi¦dzy wysoko±ci¡

d¹wi¦ków 2:1 okre±laj¡ce oktaw¦ oraz proporcje 3:2 okre±laj¡ce kwint¦ s¡ naj-

bardziej przyjemne dla sªuchacza (konsonansowe). Ide¡ skali Pitagorejskiej jest

aby rozpocz¡¢ od okre±lenia cz¦stotliwo±ci podstawowej f , która jest mno»ona

przez wspóªczynnik 3
2
aby otrzyma¢ kolejne cz¦stotliwo±ci d¹wi¦ków znajdu-

j¡cych si¦ na skali. Je»eli mno»ymy cz¦stotliwo±¢ f przez 3
2
wynikiem jest

cz¦stotliwo±¢ nie znajduj¡ca si¦ w oktawie w której znajduje si¦ cz¦stotliwo±¢

f , jednak skoro 3
2
f > 2, mo»na podzieli¢ otrzymany wynik przez 2 aby powró-

ci¢ do pocz¡tkowej oktawy.

Zazwyczaj zapisuje si¦ to korzystaj¡c z logarytmu o podstawie 2 z zadanej

cz¦stotliwo±ci. Je»eli wybierze si¦ jako punkt odniesienia ±rodkowe C posia-

daj¡ce cz¦stotliwo±¢ 1 Hz, to w jednostkach skali logarytmicznej ±rodkowe C

posiada logarytmiczn¡ cz¦stotliwo±¢ log 21 = 0 (zgodnie z de�nicj¡ logarytmu

20 = 1), w momencie gdy C', znajduj¡ce si¦ oktaw¦ wy»ej ni» ±rodkowe C,

posiada logarytmiczn¡ cz¦stotliwo±¢ 1 poniewa» 21 = 2. Bardziej ogólnie,

poprzez przyj¦cie przeksztaªcenia x = log2 f powy»sze rozwa»ania przyjmuj¡

posta¢
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x→ x+ log2

3

2
(3.1)

Zale»no±¢ (3.1) opisuje przeksztaªcenie tonu w kwint¦ w skali logarytmicz-

nej. Poniewa» dzielenie przez 2 odpowiada odj¦ciu 1 w skali logarytmicznej,

oraz poniewa» odejmujemy 1 tylko je»eli x + log2
3
2
> 1, otrzymujemy nast¦-

puj¡ce przeksztaªcenie w przedziale [0, 1]

x→ x+ log2

3

2
(mod 1) (3.2)

Poprzez okre±lenie punktów ko«cowych interwaªu [0, 1], to przeksztaªcenie

mo»e by¢ zinterpretowane jako niewymierny obrót na okr¦gu. Konstrukcj¦

skali pitagorejskiej w przejrzysty sposób mo»na przedstawi¢ na wykresie ko-

ªowym (3.2a) w którym na obwodzie okr¦gu znajduje si¦ skala logarytmiczna

o podstawie 2 oraz warto±¢ 1 oznacza peªny obrót. Rozpoczynaj¡c przykªa-

dowo od ±rodkowego C i cz¦stotliwo±ci 261, 6Hz lini¡ ci¡gª¡ zaznaczone jest

przej±cie do kolejnej cz¦stotliwo±ci 392, 4Hz (G). Ta konstrukcja powtórzona

jest analogicznie dla kolejnych cz¦stotliwo±ci D, A, E, B, F#, C#, G#, Eb,

Bb, F co prowadzi do tego, »e w dwunastym kroku otrzymany punkt na okr¦gu

nie pokrywa si¦ z punktem startowym.

(a) (b)

Rysunek 3.2: Wykres koªowy na którym przedstawiona jest konstrukcja skali:
a) pitagorejskiej, b) równomiernie temperowanej

Eksperymenty Pitagorasa powtórzone zostaªy przez Vincenzo Galilei, który

byª zarówno muzykiem jak i matematykiem. Vincenzo Galilei odkryª, »e pro-

porcje otrzymane przez Pitagorasa sªuszne s¡ jedynie dla dªugo±ci strun i fu-
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jar, przy pozostaªych ich parametrach �zycznych niezmiennych. Przykªadowo

okre±liª on dla przypadku naczy« wypeªnionych wod¡ i interwaªu oktawy, »e

proporcja pomi¦dzy obj¦to±ciami wody wynosz¡ 8:1 a nie 2:1. Podwa»yªo to

twierdzenie, »e proporcje proponowane przez Pitagorasa s¡ absolutne i ukazaªo,

»e zale»¡ one tak»e od wªa±ciwo±ci �zycznych ¹ródªa d¹wi¦ku. Bazuj¡c na

wnioskach ojca, Galileo Galilei (1564�1642) przeprowadziª kolejne do±wiadcze-

nia. Poprzez do±wiadczenie polegaj¡ce na skrawaniu mosi¦»nej pªyty dªutem

okre±liª on bezpo±redni¡ zale»no±¢ pomi¦dzy wysoko±ci¡ d¹wi¦ku rejestrowan¡

przez sªuchacza oraz cz¦stotliwo±ci¡ d¹wi¦ku, któr¡ zde�niowaª jako �ilo±¢ pul-

sacji fal powietrza� generowan¡ poprzez ¹ródªo. W opisie swojego do±wiadcze-

nia zanotowaª, »e podczas skrawania pªyta emituje do±¢ silny i czysty gwi»-

d»¡cy d¹wi¦k. Zaobserwowaª na powierzchni pªyty dªugie rz¦dy smug równo-

legªych i jednakowo oddalonych wzgl¦dem siebie. Powtarzaj¡c do±wiadczenie

kilka razy poprzez tworzenie kolejnych smug z wi¦ksz¡ lub mniejsz¡ pr¦dko-

±ci¡, gwizd wci¡» si¦ wydobywaª i wysoko±¢ odpowiadaj¡cego mu d¹wi¦ku byªa

odpowiednio wy»sza lub ni»sza. Zauwa»yª tak»e, »e ±lady pozostawione na po-

wierzchni w przypadku gdy ton byª wy»szy znajdowaªy si¦ bli»ej siebie, a gdy

ton byª ni»szy byªy od siebie bardziej oddalone.

Niezale»nie od Galileusza d¹wi¦k generowany przez naci¡gni¦te struny ba-

daª tak»e Mersenne (1588-1648). Okre±liª on, »e cz¦stotliwo±¢ d¹wi¦ku genero-

wanego przez strun¦ jest odwrotnie proporcjonalna do jej dªugo±ci. Podobnie

jak Galileusz stwierdziª, »e cz¦stotliwo±¢ drga« struny jest taka sama jak cz¦-

stotliwo±¢ rejestrowana przez sªuchacza jako wysoko±¢ d¹wi¦ku. Okre±liª on

cz¦stotliwo±¢ drga« dªugiego, ci¦»kiego przewodu i powi¡zaª j¡ z wysoko±ci¡

okre±lonej nuty. Pó¹niej francuski �zyk Joseph Sauveur (1653�1716), przepro-

wadziª szerokie badania pomi¦dzy cz¦stotliwo±ci¡ a wysoko±ci¡ d¹wi¦ku dla

fal d¹wi¦kowych. W swojej ksi¡»ce Collected Writings on Musical Acoustics

zawarª on pierwsz¡ tabel¦ zawieraj¡c¡ cz¦stotliwo±ci poszczególnych wysoko±ci

d¹wi¦ku (nut). Podaª on tak»e, »e cz¦stotliwo±¢ d¹wi¦ku generowanego przez

piszczaªk¦ organów o dªugo±ci okoªo 1, 624m wynosi 100 okresów na sekund¦

(Hz). Te dane zostaªy pó¹niej wykorzystane przez Newtona (1687) do okre-

±lenia dªugo±ci fali impulsu d¹wi¦kowego generowanego przez otwart¡ rurk¦

na podstawie dªugo±ci rurki podzielonej przez cz¦stotliwo±¢ d¹wi¦ku (Book 2,

Scholium in Proposition L, Principia).

Pitagoras w swoich do±wiadczeniach dotycz¡cych struny poprzestaª na

skracaniu jej o 1/2, 1/3, 1/4 dªugo±ci. Pozwoliªo to na okre±lenie interwaªów
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zawartych w tablicy 3.1. Stosunki cz¦stotliwo±ci odpowiednich d¹wi¦ków s¡

odwróceniem stosunków dªugo±ci cz¦±ci struny.

Tablica 3.1: Podstawowe interwaªy wyznaczone przez Pitagorasa

stosunek dªugo±ci cz¦±ci struny interwaª stosunek cz¦stotliwo±ci

1:2 oktawa 2:1
2:3 kwinta 3:2
3:4 kwarta 4:3

Pitagoras uwa»aª, »e nie ma potrzeby dalej dzieli¢ struny, poniewa»

przez dodawanie i odejmowanie ju» otrzymanych interwaªów mo»na

otrzyma¢ wszystkie inne. Przykªadowo dla tercji wielkiej (odlegªej od

tonu podstawowego o 4 póªtony) stosuj¡c konstrukcj¦ (3.2) wyznaczony

wspóªczynnik wynosi 81/64. W ±redniowieczu, gdy powstaªa muzyka

wielogªosowa, zauwa»ono, »e teoria Pitagorasa jest niezgodna z praktyk¡,

poniewa» o wiele lepiej brzmiaªy dwa gªosy prowadzone w odlegªo±ci tercji

(wielkiej lub maªej), ni» np. sekundy, podczas gdy, zgodnie z systemem

Pitagorasa, sekunda byªa bardziej konsonansowa od tercji (tercja wielka -

wspóªczynnik 81/64, sekunda wielka - wspóªczynnik 9/8). Konieczne byªo

stworzenie systemu usuwaj¡cego t¡ niedogodno±¢. Angielski teoretyk, Walter

Odington, na podstawie prac �lozofa greckiego Didymosa (I w. p.n.e.),

który kontynuowaª badania Pitagorasa, zastosowaª podziaª struny w 1/5

jej dªugo±ci. W ten sposób otrzymaª tercj¦ wielk¡, okre±lon¡ stosunkiem

5/4, a wi¦c nieco mniejsz¡ od pitagorejskiej. Dla przykªadu, wspóªczynniki

d¹wi¦ków gamy C dur w systemie nazwanym �naturalnym� byªy nast¦puj¡ce

Tablica 3.2: Proporcje pomi¦dzy d¹wi¦kami dla gamy C-dur

C D E F G A H C'

1 9/8 5/4 4/3 3/2 5/3 15/8 2

W baroku, gdy zacz¦to komponowa¢ utwory, wykorzystuj¡ce przej±cia od

jednej tonacji do drugiej okazaªo si¦, »e nie wszystkie akordy brzmiaªy czysto.

Stworzono wiele systemów poprawiaj¡cych t¡ niedogodno±¢, a najwa»niejszy

z nich, nazywany �systemem równomiernie temperowanym�, który jest wyko-

rzystywany do czasów obecnych pochodzi z roku 1706 i jest dzieªem J. G.

Neidhardta. Punktem wyj±cia dla budowy tego systemu byªo to, »e odlegªo±¢

dwunastu kwint ró»niªa si¦ od odlegªo±ci siedmiu oktaw o komat pitagorejski:
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(
3

2

)
12/27 ≈ 129, 746/128 ≈ 1, 014 (3.3)

Neidhardt odlegªo±¢ t¦ podzieliª przez 12 i interwaª kwinty zmniejszyª

o otrzymany wynik. Dzi¦ki temu zabiegowi dwana±cie kwint staªo si¦ równe

siedmiu oktawom, dwa póªtony odpowiadaªy caªemu tonowi i system, zbudo-

wany od dowolnego innego d¹wi¦ku, ni» C, dawaª dokªadnie system wyj±ciowy.

Wad¡ otrzymanego systemu oraz powodem niech¦tnego jego stosowania przez

muzyków jest to, »e interwaªy inne ni» oktawa zostaªy �rozstrojone� poniewa»

przestaªy je cechowa¢ proporcje b¦d¡ce ilorazami jak najmniejszych liczb.

W celu dokªadniejszego pomiaru interwaªów pomi¦dzy dwoma d¹wi¦kami

póªton zostaª podzielony na 100 cz¦±ci i wprowadzona zostaªa jednostka cent.

Oktawa jest równowa»na 1200 centom a dokªadny interwaª pomi¦dzy dwoma

cz¦stotliwo±ciami f2 i f1 wyznacza si¦ z zale»no±ci

interwaª =
1200

ln 2
ln(f2/f1) centów (3.4)

W tablicy 3.3 zebrane zostaªy podstawowe interwaªy w skali naturalnej oraz

równomiernie temperowanej oraz ró»nice pomi¦dzy nimi wyra»one w centach.

Tablica 3.3: Podstawowe interwaªy oraz ró»nice pomi¦dzy skal¡ naturaln¡
i równomiernie temperowan¡

Interwaª skala naturalna skala równ. temp. ró»nica w centach

oktawa 2 2(12/12) = 2 0
kwinta 3/2 2(7/12) ≈ 1, 498 +2
kwarta 4/3 2(5/12) = 1, 335 -2

tercja du»a 5/4 2(4/12) ≈ 1, 260 -13
tercja maªa 6/5 2(3/12) ≈ 1, 189 +15

ton 9/8 2(2/12) ≈ 1, 122 -4
póªton 16/15 2(1/12) ≈ 1, 059 +1

Wedªug klasy�kacji instrumentów muzycznych zaproponowanej przez E.

Hornbostela i C. Sachsa w roku 1914 [1, 19, 59] idiofony (instrumenty perku-

syjne samobrzmi¡ce) to grupa instrumentów muzycznych, w których ¹ródªem

d¹wi¦ku jest ciaªo staªe maj¡ce niezmienn¡, naturaln¡ spr¦»ysto±¢. Wyso-

ko±¢ d¹wi¦ku w idiofonach uzale»niona jest od wªa±ciwo±ci �zycznych elementu

drgaj¡cego. W orkiestrze symfonicznej idiofony najcz¦±ciej nale»¡ do perku-

sji. Wyst¡pi¢ mog¡ te» w du»ej orkiestrze symfonicznej organy j¦zyczkowe.

Podziaª idiofonów mo»na przeprowadzi¢ ze wzgl¦du na sposób wywoªania ich

drga« na:
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� uderzane paªeczk¡, pr¦tem, dªoni¡ (np. gongi);

� zderzane o siebie (np. talerze);

� pocierane smyczkiem, szczotk¡ lub dªoni¡ (np. harfa szklana);

� d¦te (j¦zyczkowe) w których drgania wibratora wywoªane s¡ przepªywem

powietrza wytwarzanego ustami (np. harmonijka ustna) b¡d¹ miechem

(np. organy) ;

� szarpane wypustkami mechanizmu lub dªoni¡ (np. pozytywka).

Innego podziaªu idiofonów mo»na dokona¢ ze wzgl¦du na ksztaªt elementu

drgaj¡cego:

� pªytowe - talerze perkusyjne, gong;

� sztabkowe - czelesta;

� rurowe - dzwony rurowe;

� pr¦towe - trójk¡t.

W przypadku mis tybeta«skich proporcje pomi¦dzy cz¦stotliwo±ciami skªa-

dowymi widma d¹wi¦ku, w zwi¡zku z du»¡ ró»norodno±ci¡ ksztaªtów, nie s¡

zazwyczaj precyzyjnie dostrojone. Dzwony stanowi¡ jeden z najdoskonalszych

przykªadów idiofonów, cho¢ za instrumenty muzyczne uznaje si¦ je gªównie gdy

wyst¦puj¡ w zespoªach tworz¡cych karyliony lub jako dzwonki r¦czne. Propor-

cje pierwszych cz¦stotliwo±ci skªadowych w widmie ich d¹wi¦ku najcz¦±ciej s¡

bliskie 1:2:2.4:3:4 czyli zawieraj¡ odpowiednio interwaª oktawy, tercji maªej

i kwinty. Takie proporcje powoduj¡, »e ich d¹wi¦k jest niepowtarzalny oraz in-

terwaª tercji maªej wpªywa na powstawanie dysonansów gdy wspóªbrzmi wiele

dzwonów równocze±nie. St¡d te» po±wi¦cono wiele bada« nad mody�kacj¡ i od-

powiednim doborem ksztaªtu pro�lu dzwonu, tak aby zamieni¢ wyst¦puj¡cy

w jego widmie interwaª tercji maªej na tercj¦ wielk¡ [39] lub wr¦cz pozostawi¢

w widmie d¹wi¦ku tylko kolejne skªadowe harmoniczne (tak aby odpowiednie

proporcje wynosiªy 1:2:3:4)[43]. Tworzony algorytm syntezatora numerycz-

nego pozwala na dobranie parametrów konstrukcyjnych modeli mis i dzwonów

tak aby proporcje pomi¦dzy poszczególnymi cz¦stotliwo±ciami rezonansowymi,

byªy zbli»one do odpowiedzi obiektów rzeczywistych oraz na pó¹niejsz¡ ich

mody�kacj¦, tak aby ich d¹wi¦k cechowaªo bardziej przyjemne dla sªuchacza

brzmienie. D¹wi¦k generowany przez trzeci¡ z rozpatrywanych konstrukcji �

gªo±nik w obudowie cechuj¡ zazwyczaj odmienne po»¡dane parametry. Powi-

nien on jak najwierniej przetworzy¢ sygnaª elektryczny na sygnaª akustyczny

w miejscu odbioru. St¡d w d¹wi¦ku generowanym przez doskonaª¡ konstrukcj¦

gªo±nika nie powinny wyst¦powa¢ dodatkowe rezonanse oraz powinien on po-

siada¢ równomiern¡ charakterystyk¦ amplitudowo-cz¦stotliwo±ciow¡. Gªo±niki
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peªni¡ tak»e funkcj¦ ¹ródªa d¹wi¦ku w przypadku instrumentów muzycznych

nazywanych elektrofonami, w których d¹wi¦k wytwarzany jest za po±rednic-

twem drga« elektrycznych. Przykªadowo mo»e to by¢ gitara elektryczna lub

organy Hammonda [7]. Podobnie ostatnim ogniwem sªu»¡cym do generowania

sygnaªu akustycznego jest indywidualny dla ka»dego instrumentu ukªad gªo-

±ników zastosowany w Princetown Laptop Orchestra [67] lub Salford Laptop

Orchestra [68]. Je»eli gªo±nik generuje d¹wi¦k tylko dla pojedynczego instru-

mentu to przesuni¦cie rezonansów tak aby byªy zgodne z rezonansami wyst¦-

puj¡cymi w odtwarzanym sygnale oraz nie wprowadzaªy w widmie d¹wi¦ku

dodatkowych niepo»¡danych skªadowych mo»e okaza¢ si¦ korzystne.

3.2. Zastosowanie metody planowania eksperymentu

i powierzchni odpowiedzi do mody�kacji

parametrów ukªadu

Przed zastosowaniem MES do budowy modelu matematycznego rozpatry-

wanego ukªadu wibroakustycznego konieczne jest zaªo»enie zestawu parame-

trów, które go opisuj¡. Stanowi¡ je w tym przypadku parametry konstrukcyjne

� parametry geometryczne oraz materiaªowe. Nast¦pnie wynikiem przeprowa-

dzonej symulacji numerycznej jest uzyskanie pola wibroakustycznego o pa-

rametrach, którymi s¡ przykªadowo uzyskane cz¦stotliwo±ci skªadowych har-

monicznych dominuj¡cych w widmie d¹wi¦ku lub proporcje pomi¦dzy nimi.

Otrzymane w do±wiadczeniu numerycznym parametry pola mog¡ okaza¢ si¦

niezadowalaj¡ce. Aby je zmieni¢ konieczne jest zaªo»enie nowego zestawu

parametrów decyzyjnych i ponowne przeprowadzenie symulacji numerycznej.

Kolejne zestawy parametrów mo»na dobiera¢ na podstawie wªasnej intuicji lub

losowo. Mo»na ten proces przeprowadzi¢ tak»e w sposób systematyczny, zapla-

nowany, pozwalaj¡cy przy du»ej efektywno±ci prowadzonego do±wiadczenia na

dokªadne wyznaczenie parametrów uzyskiwanych. W tym celu wykorzystana

zostaªa w niniejszej pracy metoda planowania eksperymentu .

Celem planowania do±wiadczenia jest wyznaczenie opisu matematycznego

(tzw. meta-modelu) rozwa»anego obiektu, który uzyskuje si¦ poprzez zmiany

parametrów wej±ciowych (decyzyjnych) oraz aproksymacj¦ parametrów obser-

wowanych na jego wyj±ciu [42]. Metoda ta, której podstawy stworzone zostaªy

w latach 50. ubiegªego wieku [8], podlega ci¡gªemu rozwojowi. Do tej pory

powstaªo wiele planów do±wiadcze«, z których do podstawowych planów na-

le»¡:
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� planowanie dwupoziomowe (caªkowite i uªamkowe),

� planowanie trójpoziomowe (caªkowite),

� planowanie wielopoziomowe (kompozycyjne - ortogonalne, rotalne).

Rysunek 3.3: Przykªadowe plany do±wiadczenia: dwupoziomowy, dwupozio-
mowy uªamkowy, kompozycyjny dwupoziomowy z dodatkowymi do±wiadcze-
niami gwiezdnymi

Rysunek 3.4: Zastosowany plan centralny - kompozycyjny dla trzech parame-
trów

W niniejszej pracy wybrano plan centralny kompozycyjny, który jest

oparty na planie dwupoziomowym caªkowitym uzupeªnionym do±wiadcze-

niami gwiezdnymi a (dla ka»dego wymiaru, gdzie a to rami¦ gwiezdne)

oraz do±wiadczeniami centralnymi, realizowanymi w ±rodku planu. �¡czna

liczba ukªadów planu eksperymentu w planie kompozycyjnym wynosi

n = 2s + 2s+ 1, gdzie s jest liczb¡ zmiennych wej±ciowych. Poszczególne
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skªadowe n oznaczaj¡: 2s ukªadów planu dwupoziomowego, 2s ukªadów

gwiezdnych i jeden ukªad centralny. Rysunek 3.4 przedstawia przykªadowy

plan centralny kompozycyjny dla 3 zmiennych wej±ciowych x1, x2 i x3. Dla

tak przyj¦tego planu eksperymentu oraz tej ilo±ci zmiennych konieczne jest

przeprowadzenie 15 do±wiadcze«. Jest to zdecydowanie mniejsza liczba

ni» w przypadku planu caªkowitego trójpoziomowego dla którego konieczne

byªoby przeprowadzenie 3s liczby do±wiadcze«, czyli w tym przypadku 27.

Odpowied¹ ukªadu opisana przy pomocy hiperpowierzchni odpowiedzi

aproksymowana jest wielomianami drugiego rz¦du. Dopasowanie funkcji

aproksymuj¡cej realizowane jest zgodnie z metod¡ najmniejszych kwadratów

[42]. Sum¦ kwadratów bª¦dów SSE, cz¦±¢ zmienno±¢ wyja±nion¡ modelem

regresji, zapisuje si¦ jako:

SSE =
n∑
i=1

(yi − ŷi)2 = (y − ŷ)T (y − ŷ) (3.5)

gdzie yi � warto±¢ parametru wyj±ciowego w i-tym punkcie, ŷi� warto±¢

modelu regresji w i-tym punkcie.

Suma regresji kwadratów SSR, okre±laj¡ca zmienno±¢ losow¡, wynosi

SSR =
n∑
i=1

(ŷi − ȳ)2 (3.6)

gdzie

ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi (3.7)

Caªkowita suma kwadratów SST , czyli zmienno±¢ caªkowita zmiennej

zale»nej, wynosi

SST =
n∑
i=1

(yi − ȳ)2 (3.8)

Dla analizy regresji zapisuje si¦ zale»no±¢

SST = SSR + SSE (3.9)

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 =
n∑
i=1

(ŷi − ȳ)2 +
n∑
i=1

(yi − ŷi)2 (3.10)
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W prowadzonej analizie przyj¦ty zostaª liniowy model regresji. Model regresji

w dowolnym punkcie {x}i dla i = 1, ...n w m-wymiarowej przestrzeni

zmiennych wej±ciowych ma posta¢

yi = tic + ε (3.11)

gdzie ti � wierszowy wektor funkcji bazowych dla modelu hiperpowierzchni

odpowiedzi w i-tej próbkowanej lokalizacji, c = [c1 c2 ... ck]
T � wektor

parametrów regresji, k � caªkowita liczba parametrów regresji.

Dla peªnego, kwadratowego modelu regresji wektor funkcji bazowych dla

i-tego punktu ma posta¢

ti = [1x1,i x2,i ... xm,i x
2
1,i x1,ix2,i ... x1,ixm,i x

2
2,i...x2,ixm,i...x

2
m,i] (3.12)

Dla tak przyj¦tego modelu caªkowita liczba parametrów regresji wynosi

k = 1 +m+
1

2
(m+ 1)m (3.13)

Dla wszystkich rozpatrywanych punktów równanie (3.11) mo»e zosta¢ zapisane

w postaci macierzowej jako

y = ŷ + ε = dc + ε (3.14)

gdzie ŷ � wektor warto±ci aproksymowanych, d = [t1 t2 ... tn]T � macierz eks-

perymentu, ε = {ε1, ..., εn} � wektor bª¦dów.

Wspóªczynniki regresji wyznacza si¦ stosuj¡c metod¦ najmniejszych kwadra-

tów

SSE =
n∑
j=1

ε2
j = (y − dc)T (y − dc)→ min (3.15)

Wspóªczynniki regresji s¡ wyznaczane jako

c =
(
dTd

)−1
dTy (3.16)

Nast¦pnie wyznaczona powierzchnia odpowiedzi przyjmuje posta¢

ŷ = t(x)c (3.17)
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Jednym z najcz¦±ciej stosowanych parametrów okre±laj¡cy dobro¢ dopasowa-

nia modelu regresji jest wspóªczynnik determinacji R2

R2 =
SSR
SST

=

∑n
i=1(ŷi − ȳ)2∑n
i=1(yi − ȳ)2

(3.18)

który je»eli przyjmuje warto±¢ blisk¡ 1 oznacza dobr¡ aproksymacj¦ punktów

uzyskanych w do±wiadczeniu poprzez powierzchni¦ odpowiedzi.

Poprawienie modelu regresji uzyskane zostaªo poprzez dodatkow¡

transformacj¦ parametrów wej±ciowych i wyj±ciowych modelu � transfor-

macj¦ Yeo-Johnsona, która stanowi rozwini¦cie transformacji Boxa-Coxa.

Przeksztaªcenie Boxa-Coxa to narz¦dzie matematyczne u»ywane mi¦dzy

innymi w statystyce do przeksztaªcenia zmiennej obja±nianej y podczas

konstruowania modeli regresyjnych lub do analizy szeregów czasowych. Jego

oryginaln¡ posta¢ zapisuje si¦ jako

y(λ) =

{
(yλ − 1)/λ je»eli λ 6= 0, y ≥ 0

log(y) je»eli λ = 0, y ≥ 0
(3.19)

Podstawowym zaªo»eniem w równaniu (3.19) jest, »e y jest dodatnie. Parametr

λ okre±la przypadek transformacji. Przykªadow¡ transformacj¦ Boxa-Coxa

zmiennej y przedstawia rysunek 3.5a.

(a) Transformacja Box-Cox (b) Transformacja Yeo-Johnson

Rysunek 3.5: Warto±ci y po przeprowadzeniu transformacji w zale»no±ci od
warto±ci pocz¡tkowych y dla wybranych warto±ci λ

Yeo i Johnson [70] zaproponowali rodzin¦ transformacji (rysunek 3.5b) dla

których nie wyst¦puj¡ ograniczenia wzgl¦dem y i s¡ one de�niowane jako

43



ψ(λ, y) =



((y + 1)λ − 1)/λ je»eliλ 6= 0, y ≥ 0

log(y + 1) je»eliλ = 0, y ≥ 0

−[(−y + 1)2−λ − 1]/(2− λ) je»eliλ 6= 2, y < 0

− log(−y + 1) je»eliλ = 2, y < 0

(3.20)

W celu znalezienia parametrów modelu wykorzystana zostaªa metoda

pseudo-optymalizacji � metoda przesiewania wyników. Metoda przesiewania

wyników dziaªa na zasadzie wspomagania procesu decyzji. Zde�niowane n

parametrów decyzyjnych, m parametrów wyj±ciowych oraz ich indywidualne

cele zostaªy poª¡czone w pojedyncz¡ wa»on¡ funkcj¦ celu Φ. Funkcja celu

Φ byªa próbkowana metod¡ Monte Carlo z wykorzystaniem jednorodnego

rozkªadu prawdopodobie«stwa. Nast¦pnie otrzymane wyniki byªy kolejno

przesiewane, czyli sprawdzane na ile speªniaj¡ przyj¦t¡ funkcj¦ celu oraz

zde�niowane ograniczenia i nast¦pnie pozostawiane te które speªniaj¡ je

w najwi¦kszym stopniu.

Funkcja celu Φ zostaªa przyj¦ta w postaci

Φ =
m∑
j=1

wjMj (3.21)

Poszczególne wagi wj zostaªy przyj¦te jako

wj = 1 (3.22)

Znormalizowane cz¡stkowe cele zostaªy zde�niowane jako

Mj =

(
|y*t − y|

ymax − ymin

)
j

(3.23)

gdzie y*t to j-te zamierzone warto±ci parametrów wyj±ciowych w ukªadzie, y to

j-te wyznaczone w do±wiadczeniu numerycznym warto±ci parametrów wyj-

±ciowych, ymax, ymin � odpowiednio maksymalna i minimalna warto±¢ jak¡

przyjmuje y. Zamierzonymi parametrami wyj±ciowymi mog¡ by¢ zarówno cz¦-

stotliwo±ci drga« wªasnych jak i proporcje pomi¦dzy poszczególnymi parami

cz¦stotliwo±ci.

W przypadku poszukiwania minimum funkcji celu zde�niowanej w prze-

strzeni wielowymiarowej zazwyczaj nie istnieje pojedynczy punkt (rozwi¡zanie

idealne najlepiej speªniaj¡ce wszystkie cele). Zamiast pojedynczego, najlep-
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szego rozwi¡zania otrzymywany jest zbiór rozwi¡za« niezdominowanych na-

zywany zbiorem rozwi¡za« Pareto-optymanych lub rozwi¡za« optymalnych

w sensie Pareto. Zostaª on zde�niowany przez Vilfredo Pareto w 1896 roku.

Poszukiwane jest minimum skªadowych funkcji celu Φi(x)

min
x∈X

Φi(x) = Φ∗i (3.24)

gdzie Φ∗i jest minimum i-tej skªadowej funkcji celu, x - zmienna decyzyjna, X

- zbiór warto±ci mo»liwych do przyj¦cia przez x. Funkcja Φ∗ ma posta¢

Φ∗ = (Φ∗1, ...,Φ
∗
k) (3.25)

Wektor x∗ ∈ X jest rozwi¡zaniem optymalnym w sensie Pareto je»eli nie ist-

nieje inny wektor x ∈ X taki, »e dla wszystkich i = 1, ..., k speªniona jest

zale»no±¢

Φi(x) ≤ Φi(x
∗) (3.26)

oraz przynajmniej dla jednego i ∈ {1, ..., k}

Φi(x) < Φi(x
∗) (3.27)

De�nicja ta bazuje na intuicyjnym stwierdzeniu, »e punkt x∗jest uznany jako

optymalny pod warunkiem, »e »adne z kryteriów nie mo»e zosta¢ poprawione

bez pogorszenia przynajmniej jednego z pozostaªych kryteriów. St¡d te» nie

jest otrzymywane jedno optymalne rozwi¡zanie natomiast jest tworzony zbiór

rozwi¡za« zawieraj¡cy parametry konstrukcyjne, które musz¡ zosta¢ przyj¦te

aby otrzyma¢ zamierzone proporcje pomi¦dzy cz¦stotliwo±ciami skªadowymi

widma generowanego d¹wi¦ku.

Otrzymany w ten sposób model zaw¦»a przedziaª parametrów wpªywaj¡-

cych na brzmienie instrumentu i umo»liwia przeprowadzenie mniejszej ilo±ci

próbnych odsªuchów tak aby uzyska¢ brzmienie zamierzone podczas etapu

komponowania utworu muzycznego. Co wi¦cej przedziaªy jakie przyjmuj¡

parametry pozwalaj¡ na rozpoznanie instrumentu przez sªuchacza i nie jest

mo»liwe aby przykªadowo misa tybeta«ska zabrzmiaªa jak dzwon.
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3.3. Syntezator numeryczny

Narz¦dzie przy pomocy którego przeprowadzona zostanie synteza pola aku-

stycznego zostaªo nazwane syntezatorem numerycznym. Algorytm opisuj¡cy

zastosowany w nim proces syntezy d¹wi¦ku stanowi oryginalne osi¡gni¦cie au-

tora pracy. Jako parametry decyzyjne de�niowane na wej±ciu syntezatora s¡

s¡ oczekiwane parametry pola akustycznego. Na jego wyj±ciu otrzymywany

jest d¹wi¦k wygenerowany w okre±lonym punkcie pola akustycznego. Schemat

blokowy projektowanego syntezatora przedstawia rysunek 3.6.

Rysunek 3.6: Schemat blokowy syntezatora
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Otrzymany syntezator numeryczny skªada si¦ z dwu gªównych bloków. Za-

daniem pierwszego bloku jest wyznaczenie parametrów konstrukcji generuj¡-

cej d¹wi¦k, które pozwalaj¡ uzyska¢ jego oczekiwane parametry akustyczne.

Zgodnie z rozdziaªem 3.1, s¡ nimi cz¦stotliwo±ci skªadowe widma generowa-

nego d¹wi¦ku oraz odpowiednie proporcje pomi¦dzy nimi. Na podstawie me-

tody planowania eksperymentu przeprowadzany jest eksperyment numeryczny

pozwalaj¡cy na wyznaczenie meta-modelu ukªadu zawieraj¡cego wpªyw pa-

rametrów konstrukcyjnych na cz¦stotliwo±ci skªadowe sygnaªu akustycznego.

Umo»liwia on wprowadzenie ogranicze« zwi¡zanych z oczekiwanymi propor-

cjami pomi¦dzy cz¦stotliwo±ciami oraz wybór parametrów decyzyjnych pozwa-

laj¡cych na ich speªnienie. Drugi blok ma na celu syntez¦ d¹wi¦ku w wybra-

nych punktach pola. Budowany jest w tym celu, przy pomocy MES (rozdziaª

2.2), model opisuj¡cy pole mechaniczne, pole akustyczne oraz uwzgl¦dniaj¡cy

sprz¦»enie pomi¦dzy nimi. Po wprowadzeniu warunków brzegowych wyzna-

czana jest odpowied¹ ukªadu w stanie ustalonym na wymuszenie harmoniczne.

Nast¦pnie na podstawie wyznaczonych charakterystyk ukªadu generowany jest

sygnaª akustyczny w punkcie odbioru. Generowanie sygnaªu przebiega przy

zaªo»eniu, »e badany ukªad (rysunek 3.7) jest liniowy o parametrach niezmien-

nych w czasie. St¡d te» mo»na posªugiwa¢ si¦ przy jego opisie poj¦ciem od-

powiedzi impulsowej. Uznaje si¦, »e odpowied¹ impulsowa takiego ukªadu

jednoznacznie go opisuje.

 )(ty)(tx
)( ωjX

)(th

)( ωjH )( ωjY

Rysunek 3.7: Rozpatrywany ukªad liniowy o parametrach niezmiennych w cza-
sie, gdzie: x(t) � sygnaª wej±ciowy, y(t) � sygnaª na wyj±ciu ukªadu, h(t) � od-
powied¹ impulsowa ukªadu, X(jω), Y (jω) � transformaty Fouriera, odpo-
wiednio sygnaªu wej±ciowego i wyj±ciowego, H(jω) � transmitancja widmowa
ukªadu

Odwrotna transformata Fouriera transmitancji ukªadu, któr¡ przybli»a

charakterystyka amplitudowo-cz¦stotliwo±ciowa oraz fazowo-cz¦stotliwo±ciowa,

pozwala na wyznaczenie odpowiedzi impulsowej ukªadu.

h(t) =
1

2π

ˆ ∞
−∞

H(jω)eiωdω (3.28)
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Odpowied¹ impulsow¡ ukªadu zde�niowana jest jako sygnaª pojawiaj¡cy

si¦ na wyj±ciu ukªadu je»eli na jego wej±cie podana zostaje delta Diraca.

Transmitancja układu (dziedzina częstotliwości)

Odpowiedź impulsowa

Odpowiedź układu w dziedzinie czasu

Sygnał wymuszenia

splot

odwrotna transformata 
Fouriera

Rysunek 3.8: Schemat wyznaczenia odpowiedzi ukªadu w dziedzinie czasu

Znaj¡c odpowied¹ impulsow¡ wyznacza si¦ odpowied¹ ukªadu na dowolne

wymuszenie poprzez splot

y(t) = x(t) ∗ h(t) (3.29)

gdzie: y(t) � sygnaª na wyj±ciu ukªadu, x(t) � sygnaª wej±ciowy, h(t) � od-

powied¹ impulsowa ukªadu. Dla niesko«czonego przedziaªu czasu zale»no±¢

(3.29) zapisuje si¦ jako

y(t) =

ˆ ∞
−∞

x(t)h(t− τ)dτ (3.30)

Zgodnie z wªasno±ciami splotu dwu funkcji oraz poniewa» przeksztaªce-

nie Fouriera jest szczególnym przypadkiem przeksztaªcenia Laplace'a zachodzi

tak»e zale»no±¢

Y (jω) = X(jω) ·H(jω) (3.31)

gdzie: Y (jω), X(jω) to transformaty Fouriera, odpowiednio sygnaªu wyj±cio-

wego i wej±ciowego, H(jω) � transmitancja widmowa ukªadu. Wyznaczenie

odpowiedzi ukªadu na dowolny sygnaª poprzez splot sygnaªu z odpowiedzi¡

impulsow¡ (3.29) mo»na przeprowadzi¢ w sposób bardziej wydajny oblicze-

niowo poprzez mno»enie tych dwu sygnaªów w dziedzinie cz¦stotliwo±ci (3.31).
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Otrzymana odpowied¹ ukªadu jest wyznaczana w punktach znajduj¡cych

si¦ na sferze otaczaj¡cej ¹ródªo d¹wi¦ku, którego drgania wymuszone

s¡ siª¡ o charakterze impulsowym. St¡d zmienna wej±ciowa w ukªadzie

jest jedna oraz stanowi j¡ sygnaª zawieraj¡cy warto±¢ siªy wymuszaj¡cej

drgania x(t) = F (t)[N ]. Liczba zmiennych wej±ciowych jest równa liczbie

k punktów w których ma zosta¢ wygenerowany d¹wi¦k oraz opisuj¡ one

ci±nienie akustyczne y(t) = p(t)[Pa]. St¡d ostatecznie tworzony jest wektor

P (t) = [p1(t), p2(t), ..., pk(t)] w którym poszczególne elementy wyznaczane s¡

z zale»no±ci

pi(t) = F (t) ∗ hi(t) (3.32)

gdzie hi to odpowied¹ impulsowa dla i-tego punktu odbioru.

W stworzonym algorytmie procedura post¦powania podzielona zostaªa na

dwa etapy. Etap pierwszy, przedstawiony na rysunku 3.9, ma na celu wyzna-

czenie parametrów konstrukcji generuj¡cej d¹wi¦k, które pozwalaj¡ uzyska¢

oczekiwane jego parametry akustyczne. Najpierw nale»y w nim zaªo»y¢ war-

to±ci oczekiwanych cz¦stotliwo±ci drga« wªasnych badanej konstrukcji lub ocze-

kiwane proporcje pomi¦dzy nimi. Nast¦pnie nale»y okre±li¢ przedziaªy w jakich

mog¡ znajdowa¢ si¦ warto±ci parametrów geometrycznych lub materiaªowych

na nie wpªywaj¡cych. Przy pomocy metody planowania eksperymentu na-

le»y stworzy¢ plan do±wiadczenia cyfrowego. Dla parametrów konstrukcyjnych

zawartych w planie nale»y zbudowa¢ model (przy pomocy MES) opisuj¡cy

pole mechaniczne rozpatrywanego ukªadu wibroakustycznego oraz zde�niowa¢

jego warunki brzegowe. Dla ka»dego z zaplanowanych do±wiadcze« nale»y

wyznaczy¢ warto±ci parametrów wyj±ciowych modelu poprzez rozwi¡zanie za-

gadnienia drga« wªasnych konstrukcji. Parametry wyj±ciowe ukªadu nale»y

aproksymowa¢ przy pomocy wybranych powierzchnie odpowiedzi co pozwala

na otrzymanie meta-modelu ukªadu. Nast¦pnie na powierzchniach odpowiedzi

nale»y odnale¹¢ punkt dla którego speªnione s¡ oczekiwane parametry odpo-

wiedzi ukªadu i odczyta¢ warto±ci jakie przyjmuj¡ parametry konstrukcyjne.

Stanowi¡ one dane wej±ciowe do etapu drugiego procedury. W etapie drugim

(3.10) maj¡cym na celu syntez¦ sygnaªu akustycznego w wybranych punktach

pola akustycznego, nale»y zbudowa¢ peªny model (tak»e przy pomocy MES),

który opisuje pole mechaniczne, pole akustyczne oraz uwzgl¦dnia sprz¦»enie

pomi¦dzy nimi. Nast¦pnie nale»y wyznaczy¢ wspóªrz¦dne punktów w których

wygenerowana ma zosta¢ odpowied¹ akustyczna. Nast¦pnie nale»y zaªo»y¢

w ukªadzie wymuszenie b¦d¡ce siª¡ której jednostkowa warto±¢ przyjmuje prze-
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bieg harmoniczny o cz¦stotliwo±ci zmieniaj¡cej si¦ w rozpatrywanym przedziale

oraz wyznaczy¢ odpowied¹ ukªadu w stanie ustalonym. Na jej podstawie na-

le»y wyznaczy¢ odpowied¹ impulsow¡ ukªadu poprzez odwrotn¡ transformat¦

Fouriera oraz wyznaczy¢ sygnaª wyj±ciowy ukªadu poprzez jej splot z sygna-

ªem impulsowym wymuszenia. W przypadku uwzgl¦dnienia zmian orientacji

przestrzennej ¹ródªa d¹wi¦ku konieczna jest tak»e aproksymacja odpowiedzi

ukªadu w przestrzeni.

Rysunek 3.9: Algorytm syntezatora numerycznego - etap I procedury
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Rysunek 3.10: Algorytm syntezatora numerycznego - etap II procedury



4. Synteza pola wibroakustycznego dla

wybranych ukªadów o wymuszeniu

impulsowym - mis tybeta«skich

Misy tybeta«skie nazywane tak»e �±piewaj¡cymi misami� (ang. singing

bowls) s¡ w sposób tradycyjny wytwarzane w Tybecie oraz wielu innych kra-

jach azjatyckich takich jak Nepal, Mongolia, Indie, Chinach lub Japonia. Po-

chodzenie historyczne mis nie jest dokªadnie poznane, natomiast sªu»yªy one

oraz sªu»¡ po dzie« dzisiejszy do celów medytacji, leczniczych, religijnych ry-

tuaªów konfucja«skich lub buddyjskich oraz do tworzenia muzyki. W zachod-

niej kulturze misy tybeta«skie znajduj¡ zastosowanie coraz cz¦±ciej w muzyce

wspóªczesnej. Mo»na je zaklasy�kowa¢ do grupy instrumentów muzycznych

nazywanej idiofonami [28]. Misy tybeta«skie s¡ wytwarzane r¦cznie ze stopu

metali, który zawiera przede wszystkim mied¹ oraz cyn¦ oraz dodatki takie

jak zªoto, srebro, »elazo, oªów i inne. Misy produkowane s¡ w ró»norodnych

ksztaªtach i rozmiarach oraz co z tym si¦ wi¡»e w ich d¹wi¦ku wyst¦puj¡ ró»-

norodne cz¦stotliwo±ci skªadowe. �¡czy je wspólna cecha jak¡ s¡ dwa spo-

soby wymuszenia ich drga«. Do tego celu wykorzystuje si¦ trzymany w r¦ce

drewniany walec nazywany �puja�, który czasem dodatkowo obity jest mi¦kk¡

skór¡. Pierwszy ze sposobów wydobywania d¹wi¦ku z misy polega na uderze-

niu walcem w kraw¦d¹ lub powierzchni¦ boczn¡ misy, a uzyskany w ten sposób

d¹wi¦k ma charakter impulsowy. Natomiast drugi � na przesuwaniu walca po

obwodzie misy, co w zwi¡zku z tarciem skutkuje powstaniem siªy obwodowej

wymuszaj¡cej drgania oraz ci¡gªy, �±piewaj¡cy� d¹wi¦k. Badania dynamiczne

wybranych mis przy obydwu sposobach wymuszenia zostaªy przeprowadzone

w [35]. Do tego celu zostaªa wykorzystana metoda superpozycji modalnej.

Wymuszenie o charakterze impulsowym w ukªadzie zale»aªo od pr¦dko±ci po-

cz¡tkowej zderzenia na kierunku promieniowym, natomiast wymuszenie ci¡-

gªe od pr¦dko±ci obwodowej przesuwanego walca oraz siªy nacisku. Równania

ruchu zostaªy rozwi¡zane przy pomocy metody jawnej Velocity-Verleta. Sy-

gnaª wygenerowany na wyj±ciu modelu stanowiªy przemieszczenia osiowe oraz

promieniowe. Sygnaª ten zostaª nast¦pnie zapisany i odtworzony jako próbki
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�d¹wi¦ku� misy przy ró»nych parametrach wymuszenia. Brakuje w przyj¦tym

przez autorów modelu uwzgl¦dnienia sprz¦»enia drga« konstrukcji z polem

akustycznym. Warto zauwa»y¢, »e dostrojenie parametrów modelu modalnego

zostaªo przeprowadzone na podstawie pomiarów akustycznych. Kolejne pro-

porcje pomi¦dzy pocz¡tkowymi pi¦cioma cz¦stotliwo±ciami skªadowymi widma

d¹wi¦ku a pierwsz¡ cz¦stotliwo±ci¡ zawieraªy si¦ w przedziaªach 2,7 - 2,9, 4,8

- 5,7, 7,5 - 9.1, 10,6-13,1.

4.1. Model numeryczny obiektu bada«

Zbadane zostaªy dwa odmienne ksztaªty mis tybeta«skich, które posiadaªy

zbli»on¡ ±rednic¦ na wysoko±ci 0,012 [m]. Pierwszym obiektem bada« byªa

misa o szeroko rozpowszechnionym ksztaªcie (rysunek 4.1) oraz o wysoko±ci

0,07 [m], ±rednicy otworu 0,11 [m], maksymalna ±rednicy okoªo 0,13 [m] oraz

grubo±¢ ±cianki okoªo 0,002 [m]. Masa badanej misy wynosiªa 0,53 [kg].

Model cyfrowy zostaª zbudowany przy zastosowaniu MES w pakiecie ob-

liczeniowym ANSYS. Ksztaªt misy zostaª zde�niowany przy pomocy moduªu

pozwalaj¡cego na modelowanie bryªowe lub powierzchniowe interfejsu ANSYS

Workbench. Zaªo»ony zostaª materiaª o parametrach br¡zy cynowego: g¦sto±ci

� 8600 [kg ·m−3], module Younga � 10, 5 ·1011 [Pa], wspóªczynniku Poissona �

0, 34. Ksztaªt powierzchni misy (4.1) zostaª zde�niowany poprzez obrót wzgl¦-

dem osi pro�lu liniowego. Pro�l ten skªada si¦ z dwu krzywych poª¡czonych ze

sob¡ warunkiem styczno±ci. Pierwsza z krzywych de�niuje podstaw¦ misy oraz

jest wycinkiem elipsy o poziomej wielkiej osi o dªugo±ci 0,1 [m] oraz maªej osi

0,025 [m]. Druga krzywa de�niuje ±ciank¦ boczn¡ misy oraz zostaªa przyj¦ta

jako wycinek okr¦gu o promieniu R [m]. Przy pomocy kolejnych parametrów

zostaªa zde�niowana kraw¦d¹ misy i byªy to rg [m] � promie« kraw¦dzi, h [m]

� wysoko±¢ misy. Nast¦pnie przeprowadzona zostaªa dyskretyzacja otrzymanej

powierzchni przy pomocy elementów powªokowych Shell281 o staªej grubo±ci

g [m]. Wielko±¢ elementów zostaªa dobrana w procesie iteracyjnym polegaj¡-

cym na okre±leniu zmian cz¦stotliwo±ci drga« wªasnych wraz ze zmniejszaniem

wielko±ci elementu. Po zaobserwowaniu zale»no±ci, »e kolejny wynik ró»ni si¦

od poprzedniego o mniej ni» 1% dalsza zbie»no±¢ rozwi¡zania nie byªa ju»

sprawdzana. Przyj¦ta ilo±¢ elementów zostaªa uznana jako wystarczaj¡ca. Sta-

nowi ona dobry kompromis pomi¦dzy uzyskan¡ dokªadno±ci¡ oraz koniecznymi

do poniesienia nakªadami obliczeniowymi.
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Rysunek 4.1: Pro�l de�niuj¡cy ksztaªt misy opisany przy pomocy parametrów:
R � promie« ±cianki bocznej, rg � promie« kraw¦dzi misy, h � wysoko±¢ misy

Tablica 4.1: Parametry geometryczne

Parametr h [m] R [m] rg [m] g [m]

Misa 1 0.070 0.045 0.055 0.0011
Misa 2 0.075 0.300 0.067 0.0023

Rysunek 4.2: Ksztaªt misy tybeta«skiej zdyskretyzowany poprzez naªo»enie
siatki elementów sko«czonych
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W celu wyznaczenia cz¦stotliwo±ci oraz postaci drga« wªasnych misy zo-

staªo rozwi¡zane zagadnienie wªasne ukªadu równa« (2.27) wyznaczonego przy

zastosowaniu MES zawieraj¡cego globalne macierze bezwªadno±ci M, spr¦»y-

sto±ci K oraz wektor przemieszcze« u

(−ω2M + K)u = 0 (4.1)

Wyznaczone zostaªo pierwsze pi¦¢ postaci drga« wªasnych. Podczas analizy

modalnej pomini¦te zostaªy warunki brzegowe utwierdzenia - bryªa zostaªa

uznana jako swobodna oraz odrzucone pierwsze sze±¢ postaci drga« wªasnych

bliskich zeru. Pomini¦te zostaªo tak»e tªumienie wyst¦puj¡ce w ukªadzie.

Warto zauwa»y¢, »e przyj¦te uproszczenia nie wpªywaj¡ w istotny sposób na

wynik, poniewa» na powierzchni kontaktu misy z podªo»em amplituda drga«

jest pomijalnie maªa oraz niewielkie tªumienie wyst¦puj¡ce w ukªadzie po-

woduje pomijalnie maªe przesuni¦cie cz¦stotliwo±ci rezonansowych wzgl¦dem

cz¦stotliwo±ci drga« wªasnych nie uwzgl¦dniaj¡cych tªumienia.

Rysunek 4.3: Pierwsza (2,0) i druga (3,0) posta¢ drga« wªasnych misy

Figure 4.4: Trzecia (4,0) i czwarta (5,0) posta¢ drga« wªasnych misy

Pierwsze cztery postacie drga« wªasnych misy (rysunek 4.3 - 4.4) przypo-

minaj¡ postacie drga« wªasnych dla konstrukcji powierzchniowych o pier±cie-
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niowym ksztaªcie. W rozpatrywanym przedziale cz¦stotliwo±ci nie wyst¦puj¡

postacie drga« z obwodowymi liniami w¦zªowymi. Cz¦stotliwo±ci drga« wªa-

snych zebrane zostaªy w tablicy 4.2 oraz posªu»yªy do do±wiadczalnej wery�-

kacji modelu numerycznego.

4.2. Wery�kacja modelu numerycznego

Przeprowadzone zostaªo do±wiadczalne wyznaczenie cz¦stotliwo±ci rezonan-

sowych. Zbudowane zostaªo w tym celu stanowisko badawcze (rysunek 4.5).

Obiektem bada« byªa misa (1) na której powierzchni zostaª zamocowany ak-

celerometr (3) PCB Piezotronics 352B10 poª¡czonego poprzez kondycjoner

sygnaªu (4) PA-3000 do wej±cia karty pomiarowej (5) National Instruments

NI USB-6351. Sterowanie akwizycj¡ sygnaªu oraz pó¹niejsza analiza sygnaªu

przeprowadzona zostaªa na komputerze (6) w ±rodowisku MATLAB. Ukªad

wprawiony zostaª w drgania poprzez wymuszenie (2) o charakterze impulso-

wym - uderzenie puja. Nast¦pnie zarejestrowany sygnaª poddany zostaª ana-

lizie poprzez zastosowanie krótko-czasowej transformaty Fouriera. Rysunek

4.7 przedstawia zarejestrowany sygnaª oraz jego krótko-czasow¡ transformat¦

Fouriera dla obu badanych mis.

STFT{x(t)} ≡ X(τ, ω) =

ˆ ∞
−∞

x(t)w(t− τ)e−jωtdt (4.2)

gdzie w oznacza funkcje zastosowanego okna czasowego.

Wyra¹nie widoczne s¡ wyst¦puj¡ce w odpowiedzi ukªadu cz¦stotliwo±ci re-

zonansowe, z których pierwsze pi¦¢ zebrane zostaªo w tablicy 4.2.

6

5
1

3 4
2

Rysunek 4.5: Schemat stanowiska badawczego: 1 � badana misa, 2 - wymu-
szenie, 3 - akcelerometr, 4 - kondycjoner sygnaªu, 5 - karta pomiarowa, 6 -
komputer

56



Rysunek 4.6: Stanowisko badawcze
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(a)

(b)

Rysunek 4.7: Zarejestrowany sygnaª napi¦ciowy oraz jego krótko-czasowa
transformata Fouriera dla misy 1 (a), dla misy 2 (b)
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Tablica 4.2: Porównanie cz¦stotliwo±ci rezonansowych wyznaczonych do±wiad-
czalnie oraz wyznaczonych w przyj¦tym modelu numerycznym

Porównanie wyników otrzymanych w do±wiadczeniu z wynikami modelu

numerycznego znajduje si¦ w tablicy 4.2. Ró»nice wzgl¦dne pomi¦dzy po-

szczególnymi cz¦stotliwo±ciami najwi¦ksze s¡ dla pierwszej cz¦stotliwo±ci drga«

wªasnych i nie przekraczaj¡ 4%. St¡d mo»na wyci¡gn¡¢ wniosek, »e model

numeryczny zostaª zbudowany poprawnie.

4.3. Dobór parametrów misy

W celu dobrania parametrów konstrukcyjnych misy tak aby generowany

przez ni¡ d¹wi¦k cechowaªy lepsze parametry ni» d¹wi¦k otrzymany z do-

tychczasowej konstrukcji zastosowana zostaªa procedura opisana w rozdziale

3.3. Zaplanowany zostaª eksperyment numeryczny zgodnie z metod¡ opisan¡

w rozdziale 3.2. Zastosowany zostaª plan centralny kompozycyjny, który jest

oparty na planie dwupoziomowym caªkowitym uzupeªnionym do±wiadczeniami

gwiezdnymi a oraz do±wiadczeniami centralnymi, realizowanymi w ±rodku

planu. Wielko±¢ a zostaªa dobrana tak by speªni¢ warunek rotalno±ci dla

k= 4 czynników

a =
(
2k
) 1

4 =
(
24
) 1

4 = 2 (4.3)

oraz nast¦pnie caªy plan zostaª przeskalowany tak aby wszystkie czynniki mie-

±ciªy si¦ w przedziale [−1, 1].

�¡czna liczba ukªadów planu eksperymentu w zastosowanym planie do-

±wiadczenia wynosiªa 27. Rysunek 4.9 przedstawia zastosowany plan centralny

kompozycyjny dla czterech zmiennych decyzyjnych: 1 - wysoko±ci h, 2 - pro-

mienia R, 3 - promienia rg, 4 - grubo±ci g. Widoczne na nim jest przykªadowo,

»e dla pierwszego planu do±wiadczenia wyznaczony jest punkt centralny, dla

parametrów przyjmuj¡cych warto±ci ±rednie ze zde�niowanych przedziaªów.

Nast¦pnie w planie drugim parametr h przyjmuje warto±¢ dolnej granicy prze-
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dziaªu oraz analogicznie w planie 3, 4, 5 � parametry R, rg, i g. Na ry-

sunku 4.8 umieszczone zostaªy tak»e warto±ci graniczne jakie zostaªy zaªo»one

dla poszczególnych parametrów. Warto±ci parametrów przyjmowane do prze-

prowadzenia kolejnych do±wiadcze« numerycznych zebrane zostaªy w tablicy

4.3. Jako parametry wyj±ciowe w modelu zostaªy przyj¦te proporcje pomi¦-

dzy drug¡, trzeci¡, czwart¡ i pi¡t¡ cz¦stotliwo±ci¡ drga« wªasnych i pierwsz¡

cz¦stotliwo±ci¡ nazwane odpowiednio p21, p31, p41, p51.

Rysunek 4.8: Plan do±wiadczenia - znormalizowane warto±ci parametrów de-
cyzyjnych
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Tablica 4.3: Zastosowany plan eksperymentu oraz wyniki oblicze«

założone parametry decyzyjne częstotliwości otrzymane proporcje
h [m] r [m] rg [m] g [mm] f1 [Hz] f2 [Hz] f3 [Hz] f4 [Hz] f5 [Hz] p21 p31 p41 p51

1 0,77 1,73 0,55 1,70 319,14 837,72 1557,97 2468,85 3555,32 2,62 4,88 7,74 11,14
2 0,64 1,73 0,55 1,70 347,50 881,10 1607,63 2525,26 3624,85 2,54 4,63 7,27 10,43
3 0,90 1,73 0,55 1,70 300,38 810,84 1527,08 2430,80 3502,81 2,70 5,08 8,09 11,66
4 0,77 0,45 0,55 1,70 412,41 1159,17 2101,86 3187,90 4401,87 2,81 5,10 7,73 10,67
5 0,77 3 0,55 1,70 321,15 829,85 1531,33 2424,19 3502,91 2,58 4,77 7,55 10,91
6 0,77 1,73 0,42 1,70 423,02 1122,17 2083,70 3302,16 4771,55 2,65 4,93 7,81 11,28
7 0,77 1,73 0,67 1,70 232,65 599,13 1107,30 1751,36 2522,23 2,58 4,76 7,53 10,84
8 0,77 1,73 0,55 1,10 207,75 546,11 1020,56 1628,03 2360,12 2,63 4,91 7,84 11,36
9 0,77 1,73 0,55 2,30 429,43 1124,70 2081,56 3280,61 4704,54 2,62 4,85 7,64 10,96

10 0,68 0,83 0,46 1,28 306,73 801,57 1476,78 2330,82 3358,52 2,61 4,81 7,60 10,95
11 0,86 0,83 0,46 1,28 265,88 711,93 1325,24 2100,30 3031,15 2,68 4,98 7,90 11,40
12 0,68 2,62 0,46 1,28 313,73 821,92 1524,64 2418,89 3499,12 2,62 4,86 7,71 11,15
13 0,86 2,62 0,46 1,28 282,28 761,25 1432,82 2289,29 3323,24 2,70 5,08 8,11 11,77
14 0,68 0,83 0,63 1,28 207,98 552,94 1032,28 1631,32 2336,46 2,66 4,96 7,84 11,23
15 0,86 0,83 0,63 1,28 193,93 541,11 1024,47 1623,28 2323,25 2,79 5,28 8,37 11,98
16 0,68 2,62 0,63 1,28 204,24 510,76 928,75 1460,99 2106,04 2,50 4,55 7,15 10,31
17 0,86 2,62 0,63 1,28 184,07 478,76 889,29 1414,48 2050,22 2,60 4,83 7,68 11,14
18 0,68 0,83 0,46 2,12 484,70 1238,93 2250,35 3529,65 5077,57 2,56 4,64 7,28 10,48
19 0,86 0,83 0,46 2,12 419,16 1097,37 2017,58 3182,80 4591,70 2,62 4,81 7,59 10,95
20 0,68 2,62 0,46 2,12 502,82 1296,87 2374,60 3743,02 5402,37 2,58 4,72 7,44 10,74
21 0,86 2,62 0,46 2,12 454,90 1207,88 2246,65 3570,42 5176,79 2,66 4,94 7,85 11,38
22 0,68 0,83 0,63 2,12 340,25 895,54 1653,07 2584,97 3670,27 2,63 4,86 7,60 10,79
23 0,86 0,83 0,63 2,12 316,56 872,48 1630,97 2554,50 3620,44 2,76 5,15 8,07 11,44
24 0,68 2,62 0,63 2,12 336,79 843,36 1531,76 2402,99 3453,40 2,50 4,55 7,13 10,25
25 0,86 2,62 0,63 2,12 304,21 791,21 1465,64 2321,48 3351,27 2,60 4,82 7,63 11,02

Rysunek 4.9: Plan do±wiadczenia (z lewej) dla parametrów decyzyjnych uªo-
»onych równolegle, wyniki do±wiadczenia (z prawej)

Odpowiedzi ukªadu zostaªy transformowane przy pomocy transformaty

Yeo-Johnsona oraz aproksymowane przy pomocy hiperpowierzchni odpowiedzi

opisanej równaniem (3.12). Dopasowanie funkcji aproksymuj¡cej zrealizowane

zostaªo przy pomocy metody najmniejszych kwadratów [42].
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Rysunek 4.10: Powierzchnie odpowiedzi dla parametrów p21, p31, p41, p51
w zale»no±ci od h i r
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Rysunek 4.11: Powierzchnie odpowiedzi dla parametrów p21, p31, p41, p51
w zale»no±ci od rg i r

Kryterium dopasowania powierzchni R2 wyznaczone zostaªo na podstawie

zale»no±ci

R2 =

∑n
i=1(ŷi − ȳ)2∑n
i=1(yi − ȳ)2

(4.4)

w której n = 25 to liczba do±wiadcze«, y � warto±¢ uzyskana w do±wiadcze-

niu, ŷ � warto±¢ aproksymowana, ȳ � warto±¢ ±rednia parametru p21, p31,

p41, p51. Dla ka»dego z tych parametrów R2 wynosiªo powy»ej 0,98 co ozna-

cza, »e poprawnie zostaª przyj¦ty meta-model matematyczny wykorzystany

do opisu obiektu bada«. Rysunek 4.12 przedstawia znormalizowane warto±ci

wyznaczone na powierzchniach odpowiedzi wzgl¦dem warto±ci wyznaczonych

w do±wiadczeniu numerycznym.
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Rysunek 4.12: Znormalizowane warto±ci parametrów wyznaczone na po-
wierzchniach odpowiedzi w zale»no±ci od warto±ci wyznaczonych w do±wiad-
czeniu numerycznym

Zde�niowana zostaªa funkcja celu posiadaj¡ca dwa wyrazy skªadowe

Φm =

(
|3− p31|

p31max − p31min

)
+

(
|5− p41|

p41max − p41min

)
(4.5)

Na podstawie powierzchni odpowiedzi stosuj¡c procedur¦ przesiewania wyni-

ków opisan¡ w rozdziale 3 zostaªy wyznaczone zbiory punktów dla których

proporcja p31 ma warto±¢ blisk¡ 3 oraz p41 ma warto±¢ blisk¡ 5. Zostaªy

znalezione zbiory rozwi¡za« Pareto-optymalnych, czyli takie dla których przy

wybraniu nowego zestawu parametrów konstrukcyjnych nie uda si¦ poprawi¢

jednej z proporcji bez pogorszenia drugiej.

64



Rysunek 4.13: Wykres zale»no±ci proporcji pomi¦dzy cz¦stotliwo±ci¡ 4 i 1 (p41)
od proporcji pomi¦dzy cz¦stotliwo±ci 3 i 1 (p31). Punkty oznaczaj¡ zbiory roz-
wi¡za« w sensie Pareto - kolor niebieski oznacza punkty dla których proporcje
pomi¦dzy cz¦stotliwo±ciami s¡ najbli»ej zaªo»onych

Rysunek 4.14: Wykres zale»no±ci proporcji pomi¦dzy cz¦stotliwo±ci¡ 5 i 1 (p51)
od proporcji pomi¦dzy cz¦stotliwo±ci 2 i 1 (p21). Punkty oznaczaj¡ zbiory roz-
wi¡za« w sensie Pareto - kolor niebieski oznacza punkty dla których proporcje
pomi¦dzy cz¦stotliwo±ciami s¡ najbli»ej zaªo»onych
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Rysunek 4.15: Zbiór rozwi¡za« w sensie Pareto w ukªadzie wspóªrz¦dnych
parametrów decyzyjnych g, h, rg. Kolor niebieski oznacza punkty dla których
proporcje pomi¦dzy cz¦stotliwo±ciami s¡ najbli»sze zaªo»onych

W przyj¦tym modelu w zwi¡zku z przyj¦tymi wi¦zami geometrycznymi,

przedziaªami w jakich mog¡ zosta¢ zmienione parametry decyzyjne oraz za-

ªo»eniem, »e grubo±ci ±cianki jest jednakowa na caªej jej powierzchni, bardzo

dokªadne dostrojenie jednej cz¦stotliwo±ci niesie za sob¡ niewielkie odstroje-

nie drugiej (4.13). Mo»liwe jest znalezienie punktów wyznaczaj¡cych zestawy

parametrów decyzyjnych dla których oczekiwana proporcja p31 pomi¦dzy cz¦-

stotliwo±ciami trzeci¡ i pierwsz¡ przyjmuje warto±ci bliskie 5 oraz pomi¦dzy

czwart¡ i pierwsz¡ p41 przyjmuje warto±ci bliskie 8. Kolejnym interesuj¡cym

wynikiem jest wiedza w jakich przedziaªach mog¡ zmienia¢ si¦ pozostaªe dwie

proporcje pomi¦dzy cz¦stotliwo±ciami, dla których co prawda nie jest mo»liwe

dokªadne ich dostrojenie poprzez interwaª oktawy lub kwinty, natomiast sto-

suj¡c celowo inne interwaªy mo»na tak»e mody�kowa¢ uzyskiwane brzmienie.

Z rysunku 4.14 mo»na odczyta¢, »e p21 mo»e przyjmowa¢ warto±ci od 2,67 do

2,83, natomiast p51 od 10,4 do 11,5. Na rysunku 4.14 widoczny jest zbiór pa-

rametrów dla których trzecia oraz czwarta cz¦stotliwo±¢ jest niemal dokªadnie

dostrojona wzgl¦dem pierwszej.
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4.4. Synteza pola akustycznego otaczaj¡cego mis¦

W celu wyznaczenia odpowiedzi akustycznej ukªadu konieczne jest dodanie

do modelu pola mechanicznego modelu pola akustycznego oraz uwzgl¦dnienie

sprz¦»enia pomi¦dzy tymi polami. Zale»no±ci �zyczne oraz matematyczne,

które posªu»yªy do budowy modelu sprz¦»onego MES zostaªy przedstawione

w rozdziale 2.2.

Budowa modelu zostaªa przeprowadzona w pakiecie obliczeniowym

ANSYS. Model pola mechanicznego zostaª zbudowany przy pomocy elemen-

tów powierzchniowych Shell281. Obj¦to±¢ akustyczna, któr¡ stanowiªa kula

o promieniu 0.5m zostaªa zdyskretyzowana przy pomocy elementów akustycz-

nych Fluid30 i Fluid130. Warunki brzegowe zostaªy zadane tak aby zostaªy

odebrane wszystkie stopnie swobody (przemieszczenia i obroty) w w¦¹le znaj-

duj¡cym si¦ na osi symetrii na podstawie misy. Na powierzchni misy zostaªo

uwzgl¦dnione sprz¦»enie pomi¦dzy drganiami jej powierzchni a ci±nieniem aku-

stycznym w o±rodku j¡ otaczaj¡cym. Na zewn¦trznej powierzchni kuli zostaª

uwzgl¦dniony warunek Sommerfelda � caªkowitego wypromieniowania d¹wi¦ku

z obj¦to±ci akustycznej. Siªa wymuszaj¡ca drgania misy zostaªa zaªo»ona jako

siªa o przebiegu harmonicznym i staªej amplitudzie. Rozkªady pola mecha-

nicznego oraz akustycznego wyznaczane byªy dla stanu ustalonego poprzez

rozwi¡zanie sprz¦»onego ukªadu równa« (2.62). Wektor siªy przyªo»ony zostaª

w w¦¹le znajduj¡cym si¦ na kraw¦dzi misy. Cz¦stotliwo±¢ siªy zmieniana byªa

od 2 do 4000 Hz, amplituda siªy zostaªa zaªo»ona jako 1 [N ]. Wprowadzone

zostaªo w ukªadzie tªumienie staªe w caªym przedziale cz¦stotliwo±ci zde�nio-

wane przy pomocy wspóªczynnika tªumienia o warto±ci 2 · 10−5.

Zostaªy przyj¦te trzy charakterystyczne punkty w odlegªo±ci 0.5 [m], w któ-

rych wygenerowane zostaªy charakterystyki w dziedzinie cz¦stotliwo±ci: punkt

1 le»¡cy na przeci¦ciu pªaszczyzny przechodz¡cej przez czasz¦ misy oraz kie-

runku przyªo»enia siªy wymuszaj¡cej, punkt 2 le»¡cy na pªaszczy¹nie pionowej

pod k¡tem 45 stopni oraz punkt 3 pod k¡tem 90 stopni znajduj¡cy si¦ na osi

misy. Poziom ci±nienia akustycznego oraz k¡t przesuni¦cia fazowego ci±nienia

akustycznego wzgl¦dem wymuszenia dla wybranych trzech punktów otaczaj¡-

cych mis¦ przedstawiony zostaª na rysunku 4.16.

Zsyntetyzowany przebieg czasowy sygnaªu uzyskany poprzez zastosowanie

odwrotnej transformaty Fouriera sygnaªu w punkcie 1 przedstawia rysunek

4.17.
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Rysunek 4.16: Poziom ci±nienia akustycznego i k¡t przesuni¦cia fazowego dla
ci±nienia odczytanego w przykªadowych punktach pomiarowych

Rysunek 4.17: Ci±nienie akustyczne zarejestrowane w punkcie 1 w zale»no±ci
od czasu.

Zastosowana procedura pozwoliªa na wygenerowanie d¹wi¦ku mis zarówno

w przypadku modeli odwzorowuj¡cych konstrukcje rzeczywiste jak i modelu

nie maj¡cego odpowiednika w rzeczywisto±ci, którego geometria zostaªa do-

brana na podstawie dwu poprzednich konstrukcji poprzez zaªo»enie zamie-

rzonych proporcji pomi¦dzy cz¦stotliwo±ciami skªadowymi widma d¹wi¦ku.

D¹wi¦k wygenerowany poprzez trzeci model cechuj¡ lepsze proporcje pomi¦dzy

drug¡ i pierwsz¡ oraz trzeci¡ i pierwsz¡ cz¦stotliwo±ci¡. Otrzymany d¹wi¦k

mo»na wykorzysta¢ w kompozycji muzycznej. Zaprojektowany syntezator nu-

meryczny pozwala na zmian¦ wspóªrz¦dnych punktu w którym odbierany jest
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d¹wi¦k misy. Konieczne jest wtedy aby znajdowaª si¦ on wewn¡trz lub na

brzegu obszaru akustycznego oraz powinien zosta¢ dla niego zapisany wy-

nik oblicze«. Mo»liwe jest tak»e dowolne ksztaªtowanie przebiegu sygnaªu

wymuszaj¡cego drgania. Powoduje to zmiany w uzyskiwanych amplitudach

wierzchoªków rezonansowych widma d¹wi¦ku. Zalet¡ zastosowanej metody

syntezy d¹wi¦ku jest to, »e wprowadzane mody�kacje pozwalaj¡ na generowa-

nie d¹wi¦ku, który jest zmody�kowany w sposób intuicyjny oraz uzasadniony

�zycznie.



5. Synteza pola wibroakustycznego

generowanego przez dzwon

W niniejszym rozdziale do zastosowania zaproponowanego algorytmu

syntezatora numerycznego zostaªy wybrane konstrukcje osiowo-symetryczne,

które w przeciwie«stwie do mis tybeta«skich cechuje zmienna grubo±¢

±cianki oraz bardzo charakterystyczny, gª¦boko zakorzeniony w kulturze

europejskiej d¹wi¦k - dzwony. Dzwony nale»¡ do grupy instrumentów

muzycznych okre±lanej jako idiofony (instrumenty perkusyjne samobrzmi¡ce)

[28]. Jednymi z najstarszych znanych dzwonów s¡ dzwony chi«skie[38], które

poprzez owalny ksztaªt, wybrzmiewaj¡c generuj¡ d¹wi¦k o dwu podstawowych

tonach skªadowych. W kulturze zachodniej dzwony, które rozpowszechniªy

si¦ ju» w ±redniowieczu, maj¡ ksztaªt tulipana. Ich zewn¦trzn¡ powierzchni¦

przy zaªo»eniu cienkich ±cianek mo»na przybli»y¢ przy pomocy hiperboli

[48, 55]. Cz¦stotliwo±ci wªasne dzwonu uzyskanego w procesie odlewania

cz¦sto s¡ dodatkowo dostrajane poprzez odpowiednie wybieranie materiaªu

z wewn¦trznej powierzchni dzwonu. Dla tradycyjnego ksztaªtu dzwonów ich

kolejne cz¦stotliwo±ci drga« wªasnych cechuj¡ proporcje 1:2:2.4:3:4. . . , które

w procesie dostrajania zostaj¡ do±¢ dobrze osi¡gni¦te. Szczególnie istotne jest

to w przypadku dzwonów wspóªbrzmi¡cych w karylionach [62, 61, 10, 11].

Skªadowa cz¦stotliwo±ci zwi¡zana z pierwsz¡ cz¦stotliwo±ci¡ drga« wªasnych

nazywana jest oktaw¡ podstawow¡ (ang. hum). Je»eli pojawia si¦

w rejestrowanym widmie d¹wi¦ku to najcz¦±ciej nie jest wyró»niaj¡ca si¦ i na

odbieran¡ przez sªuchacza wysoko±¢ d¹wi¦ku wpªyw maj¡ dalsze skªadowe.

Druga cz¦stotliwo±¢ pojawiaj¡ca si¦ w widmie d¹wi¦ku nazywana jest prym¡

(ang. prime). Brzmienie dzwonu jest zªo»one oraz jego d¹wi¦k jest odbierany

przez sªuchacza bardziej jako akord ni» pojedynczy d¹wi¦k o bogatej barwie.

Jego wyj¡tkowo±¢ powoduje przede wszystkim wyst¦puj¡ca w widmie d¹wi¦ku

skªadowa, dla której wyst¦puje interwaª tercji maªej (ang. minor third). Nie

jest ona po»¡dana w przepadku wspóªbrzmi¡cych wielu dzwonów. Dlatego

Lehr [39] zaprojektowaª i stworzyª zestaw dzwonów, dla których interwaª

tercji maªej zast¡piony zostaª tercj¡ wielk¡ (ang. major third) � zostaªa
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uzyskana pomi¦dzy cz¦stotliwo±ciami rezonansowymi proporcja 2.5 zamiast

2.4. Nowy ksztaªt pro�lu uzyskany zostaª poprzez wyznaczenie kilkunastu

punktów, znajduj¡cych si¦ na okre±lonych wysoko±ci wzgl¦dem podstawy,

oraz zde�niowanie dla ka»dego z nich osobno promienia oraz grubo±ci

pro�lu dzwonu. W ten sposób otrzymany zostaª parametryczny model

konstrukcji, dla którego przy pomocy MES oraz narz¦dzi optymalizacyjnych

przeprowadzone zostaªy obliczenia. W dalszych pracach badane byªy

tak»e graniczne parametry geometryczne dla dzwonów cechuj¡cych si¦

ró»nymi ksztaªtami oraz t¡ sam¡ cz¦stotliwo±ci¡ podstawow¡ [40]. Pierwsze

prawdziwie harmoniczne dzwony, dla których siedem pierwszych skªadowych

znajduje si¦ w szeregu harmonicznym, zostaªy stworzone w 1999 roku przez

stowarzyszenie Australian Bell [43]. Wykorzystana zostaªa w tym celu

optymalizacja ksztaªtu przekroju poprzez analiz¦ modaln¡ przy pomocy MES

tak aby wzbudzane zostaªy tylko obwodowe postacie drga« wªasnych oraz

nast¦pnie zostaªy one odpowiednio dostrojone. W literaturze dotycz¡cej

dzwonów znaleziono jedynie jedn¡ prac¦ [38] dotycz¡c¡ wyznaczenia

charakterystyk kierunkowo±ci dzwonów o europejskim ksztaªcie. Wyznaczone

zostaªy w niej do±wiadczalnie charakterystyki kierunkowe dla trzech

cz¦stotliwo±ci rezonansowych dzwonu. Brakuje tak»e, co byªo wyra¹nie

podkre±lone w [54], kompleksowej analizy wibroakustycznej wyj¡tkowego

dzwonu Katedry Wawelskiej jakim jest Zygmunt. Dotychczasowe jego

badania koncentrowaªy si¦ tylko na pojedynczych zagadnieniach takich

jak wyznaczenie masy, okre±lenie rz¦du modelu modalnego, wyznaczenie

cz¦stotliwo±ci rezonansowych [60]. Istotnym zagadnieniem zwi¡zanym

z dzwonami wie»owymi s¡ ró»nice w d¹wi¦ku zwi¡zane z ich koªysaniem

podczas wzbudzania do drga«, w porównaniu do nieruchomo zawieszonych

dzwonów wyst¦puj¡cych w karylionach. Subiektywnie, d¹wi¦k dzwonu

koªysanego jest oceniany jako »ywszy, ciekawszy i estetycznie bardziej

warto±ciowy [9, 12]. W pracy [9] zaobserwowane zostaªy zmiany d¹wi¦ku

czwartego co do wielko±ci dzwonu z karylionu ±w. Katarzyny w Gda«sku, dla

którego cz¦stotliwo±¢ podstawowa wynosi okoªo 155,8 Hz. Analiza danych

prowadzona byªa poprzez zastosowanie do nagranego sygnaªu krótko-czasowej

transformaty Fouriera. Zaobserwowano wraz z upªywem czasu niewielkie

zmiany cz¦stotliwo±ci zwi¡zane z ruchem dzwonu wzgl¦dem odbiornika, które

wyja±nia efekt Dopplera, oraz bardzo silne zmiany amplitud poszczególnych

cz¦stotliwo±ci rezonansowych, które zostaªy wyja±nione poprzez zró»nicowanie

postaci drga« wªasnych powierzchni dzwonu.
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Dzwony wykonuje si¦ najcz¦±ciej z br¡zu cynowego � stopu miedzi z cyn¡,

zawieraj¡cego od 16 do 22% cyny. Im wi¦cej cyny tym mniejsze jest tªumienie

wewn¦trzne w konstrukcji, natomiast zwi¦ksza si¦ wtedy jej krucho±¢. Na

przestrzeni wieków, tak»e w ostatnich latach [64] podejmowane byªy próby

zast¡pienia br¡zu cynowego innym materiaªem, najcz¦±ciej stopami na bazie

»elaza i w¦gla, cho¢ tak»e i stopami metali nie»elaznych. Do±wiadczenie uka-

zaªo, »e generalnie stale nie s¡ odpowiednim materiaªem na dzwony ze wzgl¦du

na nisk¡ jako±¢ wydobywanego z nich d¹wi¦ku jak i krótki czas eksploatacji

wykonanych z nich dzwonów. W br¡zach cynowych z których odlewane byªy

dzwony gotyckie wyst¦powaªo okoªo 10-12% cyny, 2-3% oªowiu, 4-6% innych

metali w czym 0,2-0,4% srebra. Badania metalogra�czne potwierdzaj¡ hipo-

tez¦, »e ±redniowieczni ludwisarze wierzyli w magiczne wªasno±ci metali ziem

rzadkich, oraz »e ich dodanie poprawia walory akustyczne dzwonu. Ta hi-

poteza zostaªa przebadana i odrzucona dopiero w XIX wieku. W kolejnych

epokach wzrastaªa zawarto±¢ cyny w br¡zach oraz zmniejszaªa si¦ ilo±¢ innych

metali. Zgodnie z niemieck¡ norm¡ materiaª na dzwon powinien zawiera¢

74-78% Cu, 22-26% Sn, okoªo 1% Pb, 0,2% Sb, 0,3% Fe oraz 0,5% Ni. O ile

badania metalogra�czne zostaªy szeroko przeprowadzone to do±¢ trudno jest

znale¹¢ parametry mechaniczne wspomnianych stopów. W literaturze poda-

wane s¡ do±¢ szerokie przedziaªy warto±ci przyjmowanych przez parametry

materiaªowe br¡zów. Wyst¦puje tak»e zale»no±¢, »e im wi¦cej miedzi zawiera

stop, tym mniejsze tªumienie wewn¦trzne w materiale, co powoduje, »e dzwon

wybrzmiewa dªu»ej. Wi¡»e si¦ to jednak tak»e ze zwi¦kszeniem twardo±ci

materiaªu oraz podatno±ci na p¦kanie.

5.1. Model numeryczny obiektu bada«

Algorytm syntezatora numerycznego zostaª zastosowany do obiektu bada«,

którym jest dzwon Zygmunt znajduj¡cy si¦ w Katedrze Wawelskiej, który jest

jednym z najwi¦kszych dzwonów w Europie oraz ma bardzo du»e znaczenie

historyczne. Podstawowe jego parametry geometryczne dzwonu przedstawione

zostaªy na rysunku 5.1.

Masa kielicha dzwonu wynosi 9 650 kg, jarzma � 2 160 kg, serca � 365 kg.

Pozostaªe elementy maj¡ mas¦ 425kg. St¡d caªkowita masa dzwonu wynosi 12

600 kg.
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Rysunek 5.1: Parametry geometryczne dzwonu Zygmunt

Rysunek 5.2: Pro�l dzwonu: a) wyj±ciowy, b) po zmniejszeniu liczby parame-
trów

Model geometryczny dzwonu zbudowany zostaª na podstawie ksztaªtu za-

czerpni¦tego z niemieckiej tradycji ludwisarskiej, który zostaª przedstawiony na

rysunku 5.2a. Wszystkie parametry de�niuj¡ce ksztaªt przekroju zostaªy uza-
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le»nione od ±rednicy podstawy dzwonu. Ilo±¢ parametrów de�niuj¡cych ksztaªt

zostaªa zmniejszona poprzez pozostawienie mo»liwo±ci zmian tylko dla tych,

które zostaªy uznane za najistotniejsze: k¡ta pochylenia pro�lu ϕ, wzgl¦dnej

zmiany grubo±ci ±cianki g oraz wzgl¦dnego promienia r (rysunek 5.2b). Jako

materiaª przyj¦ty zostaª br¡z cynowy. Warto±ci parametrów konstrukcyjnych

przyj¦te w pierwszych obliczeniach zostaªy zebrane w tablicy 5.1.

Tablica 5.1: Parametry dzwonu

parametr warto±¢ pocz¡tkowa warto±¢ wyznaczona

k¡t pochylenia pro�lu ϕ[deg] 72,0 70,8
wzgl¦dna grubo±¢ g 0,0 0,15
wzgl¦dny promie« r 7,0 7,7
g¦sto±¢ [kg ·m−3] 8600 8410
moduª Younga [Pa] 1, 05 · 1011 1, 04 · 1011

wsp. Poissona 0,32 0.32

Zaplanowany zostaª eksperyment numeryczny pozwalaj¡cy na wyznaczenie

powierzchni odpowiedzi ukªadu. Warto±ci przyjmowane przez poszczególne

pi¦¢ ϕ, g, r, ρ, E parametrów zostaªy przedstawione w sposób równolegªy

na rysunku 5.3 z lewej. Z prawej strony rysunku 5.3 zebrane zostaªy wyniki

oblicze« proporcje odpowiednich cz¦stotliwo±ci wzgl¦dem drugiej � p12, p32,

p42, p52. Warto±ci parametrów przyjmowane w kolejnych do±wiadczeniach

numerycznych zebrane zostaªy w tablicy 5.2. Przeprowadzone zostaªo 27 do-

±wiadcze« oraz na ich podstawie wyznaczone zostaªy powierzchnie odpowiedzi

opisuj¡ce zmiany cz¦stotliwo±ci rezonansowych dzwonu przy zmianach jego

parametrów konstrukcyjnych.

Rysunek 5.3: Warto±ci przyjmowane przez zmienne decyzyjne w planie cen-
tralnym kompozycyjnym rotalnym
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Tablica 5.2: Zastosowany plan eksperymentu oraz wyniki oblicze«

założone parametry konstrukcyjne otrzymane częstotliwości f [Hz]
fi [deg] gc [m] d [m] ro [kg/m3] E [G Pa] 1 2 3 4 5

1 72,00 0,0500 7,40 8200,00 110,0000 88,99 189,62 232,55 250,76 386,22
2 69,00 0,0500 7,40 8200,00 110,0000 94,55 184,85 233,89 272,13 393,40
3 75,00 0,0500 7,40 8200,00 110,0000 83,68 193,00 229,40 233,00 339,78
4 72,00 -0,1000 7,40 8200,00 110,0000 77,19 162,06 193,05 211,61 288,42
5 72,00 0,2000 7,40 8200,00 110,0000 104,37 214,24 257,54 314,27 420,52
6 72,00 0,0500 7,00 8200,00 110,0000 97,07 179,86 241,44 270,25 406,59
7 72,00 0,0500 7,80 8200,00 110,0000 82,15 199,07 223,78 237,27 366,12
8 72,00 0,0500 7,40 7600,00 110,0000 92,43 196,96 241,56 260,47 401,18
9 72,00 0,0500 7,40 8800,00 110,0000 85,90 183,04 224,49 242,06 372,82

10 72,00 0,0500 7,40 8200,00 99,0000 84,42 179,89 220,62 237,90 366,40
11 72,00 0,0500 7,40 8200,00 121,0000 93,33 198,88 243,91 263,00 405,07
12 71,15 0,0075 7,29 8030,00 113,1167 90,92 182,08 232,39 250,93 388,75
13 72,85 0,0075 7,29 8030,00 106,8833 85,40 179,96 224,82 233,50 364,89
14 71,15 0,0925 7,29 8030,00 106,8833 96,73 191,98 241,86 279,29 403,03
15 72,85 0,0925 7,29 8030,00 113,1167 96,05 199,58 247,79 273,50 411,06
16 71,15 0,0075 7,51 8030,00 106,8833 84,28 183,04 221,94 234,56 364,75
17 72,85 0,0075 7,51 8030,00 113,1167 83,87 190,98 227,77 231,27 361,78
18 71,15 0,0925 7,51 8030,00 113,1167 94,81 203,07 243,65 275,79 403,27
19 72,85 0,0925 7,51 8030,00 106,8833 89,06 199,01 235,63 256,17 388,36
20 71,15 0,0075 7,29 8370,00 106,8833 86,56 173,36 221,26 238,92 370,13
21 72,85 0,0075 7,29 8370,00 113,1167 86,05 181,34 226,53 235,28 367,68
22 71,15 0,0925 7,29 8370,00 113,1167 97,47 193,45 243,70 281,43 406,11
23 72,85 0,0925 7,29 8370,00 106,8833 91,45 190,02 235,93 260,40 391,38
24 71,15 0,0075 7,51 8370,00 113,1167 84,93 184,44 223,63 236,35 367,54
25 72,85 0,0075 7,51 8370,00 106,8833 79,85 181,83 216,86 220,19 344,45
26 71,15 0,0925 7,51 8370,00 106,8833 90,27 193,34 231,98 262,59 383,96
27 72,85 0,0925 7,51 8370,00 113,1167 89,74 200,53 237,43 258,13 391,32

Stworzona zostaªa funkcja celu zgodnie z równaniem 3.23.

Φ =
5∑
j=1

Mj =
5∑
j=1

|f ∗j − fj|
fmax − fmin

(5.1)

gdzie f ∗oznacza warto±¢ cz¦stotliwo±ci drga« wªasnych rzeczywistego dzwonu

wyznaczone do±wiadczalnie, f oznacza cz¦stotliwo±¢ drga« wªasnych modelu

numerycznego oraz fmax, fmin oznaczaj¡ odpowiednio maksymaln¡ i mini-

maln¡ cz¦stotliwo±¢ uzyskan¡ w do±wiadczeniu numerycznym.

Nast¦pnie dokªadne parametry modelu numerycznego zostaªy wyznaczone

poprzez przeprowadzenie pseudo-optymalizacji metod¡ przesiewania punktów

wygenerowanych na powierzchni odpowiedzi i znalezieniu w±ród nich takiego

zbioru punktów, dla którego funkcja celu Φ przyjmuje najmniejsz¡ warto±¢.

Parametry wyznaczone na postawie zaplanowanego eksperymentu numerycz-

nego zebrane zostaªy w tablicy 5.1.

Numeryczny model dzwonu zbudowany zostaª przy pomocy MES w pa-

kiecie obliczeniowym ANSYS. Wykorzystane zostaªy dwudziestow¦zªowe ele-

menty bryªowe Solid186. Przekrój otrzymanego modelu geometrycznego wraz

z naªo»on¡ siatk¡ elementów sko«czonych umieszczony zostaª na rysunku 5.4.
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Rysunek 5.4: Przekrój modelu geometrycznego dzwonu z naªo»ona siatk¡ ele-
mentów sko«czonych

Bryªa dzwonu zostaªa zdyskretyzowana poprzez naªo»enie siatki elementów

sko«czonych tak, aby oprócz bliskiej odlegªo±ci podstawy, wyst¦powaª w niej

jeden element na grubo±ci ±cianki dzwonu. W przypadku konstrukcji o tak du-

»ej sztywno±ci okazaªo si¦ to wystarczaj¡ce. Wst¦pne obliczenia miaªy na celu

oszacowanie poprawno±ci modelu oraz polegaªy na wyznaczeniu cz¦stotliwo±ci

drga« wªasnych dzwonu poprzez rozwi¡zanie zagadnienia wªasnego równania

Mbüb + Kbub = 0 (5.2)

gdzie Mb, Kb to odpowiednio globalna macierz masy i sztywno±ci dzwonu, ub

� wektor przemieszcze« w¦zªowych. Równanie (5.2) zostaªo przeksztaªcone do

postaci

(Kb − λMb)ub = 0 (5.3)

oraz poprzez zastosowanie metody Lanczosa zostaª wyznaczony wektor warto-

±ci wªasnych równania λb = diag(λ) oraz odpowiadaj¡ca mu macierz zawie-

raj¡ca wektory wªasne równania ub. Kolejne cz¦stotliwo±ci drga« wªasnych fi
zostaªy wyznaczone na podstawie elementów λi wektora λb z zale»no±ci
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fi =

√
λi

2π
, i = 1, 2, ... (5.4)

Wyznaczonych zostaªo pierwsze pi¦¢ cz¦stotliwo±ci drga« wªasnych oraz

obliczone zostaªy wyst¦puj¡ce pomi¦dzy nimi proporcje. Dodatkowo w celu

sprawdzenia wpªywu warunków brzegowych zwi¡zanych z utwierdzeniem

dzwonu na cz¦stotliwo±ci drga« wªasnych zostaªy przyj¦te dwa przypadki

obliczeniowe. W pierwszym z nich dzwon potraktowany zostaª jako bryªa

swobodna, dla której przemieszczenia w¦zªowe pozostaj¡ nieodebrane,

oraz zostaªo odrzuconych sze±¢ pierwszych cz¦stotliwo±ci drga« wªasnych,

które odpowiadaj¡ przemieszczeniom i obrotom bryªy sztywnej. W drugim

przypadku warunki brzegowe zostaªy wprowadzone poprzez odebranie

przemieszcze« w¦zªowych wzgl¦dem wszystkich kierunków na caªej górnej

powierzchni dzwonu (w miejscu korony, która jest poª¡czona z jarzmem).

Wyznaczone postacie drga« wªasnych dla przypadku dzwonu swobodnego

zostaªy zebrane na rysunku 5.5.

1 32

4 5

Rysunek 5.5: Pierwsze pi¦¢ postaci drga« wªasnych

77



Tablica 5.3: Porównanie do±wiadczenia z wynikami analizy modalnej dla
dzwonu swobodnego oraz dzwonu utwierdzonego

cz¦stotliwo±¢ drga« wªasnych 1 2 3 4 5

zmierzona [Hz] 91,0 203,0 230,0 277,0 382,0
wyznaczona numerycznie bez utw. [Hz] 91,2 202,1 232,7 275,0 381,1

ró»nica [%] 0,21 -0,44 1,15 -0,72 -0,23
wyznaczona numerycznie z utw. [Hz] 92,3 205,7 232,8 275,2 381,2

ró»nica [%] 1,41 1,33 1,19 -0,64 -0,22

Wyniki zebrane zostaªy w tablicy 5.3. Rozbie»no±ci pomi¦dzy otrzymanymi

cz¦stotliwo±ciami nie przekraczaj¡ 2%. W odczuciu autora tak niewielki wpªyw

warunków brzegowych powodowany jest faktem, »e w miejscu utwierdzenia nie

wyst¦puj¡ strzaªki drga« dla rozpatrywanych postaci drga« wªasnych dzwonu.

Powoduje to, »e warunki brzegowe przyj¦te nawet w postaci granicznych przy-

padków nie powoduj¡ istotnych zmian warto±ci cz¦stotliwo±ci drga« wªasnych

caªej konstrukcji.

Nast¦pnie doª¡czona zostaªa obj¦to±¢ akustyczna przy wykorzystaniu ele-

mentów Fluid30. Na zewn¦trznej powierzchni obj¦to±ci akustycznej umiesz-

czone zostaªy elementy Fluid130 uwzgl¦dniaj¡ce warunek caªkowitego wypro-

mieniowania d¹wi¦ku z ukªadu - warunek Sommerfelda [32, 27].

elem. bryłowe
konstrukcja dzwonu  

elem. bryłowe
akustyczne 

powierzchnia
 utwierdzona

  elem. powierzchniowe
(wypromieniowanie dźwięku)

puntkt przyłożenia 
siły

Rysunek 5.6: Model dzwonu i o±rodka akustycznego, zbudowany przy pomocy
MES, uwzgl¦dniaj¡cy sprz¦»enie mechaniczno-akustyczne
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Ukªad równa« otrzymany poprzez zastosowanie MES zgodnie z rozdzia-

ªem 2.2 zostaª zapisany oraz rozwi¡zany przy zaªo»eniu w ukªadzie stanu

ustalonego, wymuszenia harmonicznego i odpowiedzi harmonicznej o cz¦sto±ci

ω = 2πf , gdzie f oznacza cz¦stotliwo±¢. Ukªad równa« (2.75) zostaª zapisany

przy zastosowaniu analogicznych oznacze« jak w rozdziale 2.2 jako(
−ω2

[
Mb 0

Mfs
b MP

b

]
+ jω

[
Cb 0

0 CP
b

]
+

[
Kb Kfs

b

0 KP
b

]){
ub

Pb

}
=

{
Fb

0

}
(5.5)

gdzie Mb, Cb, Kb, MP
b , CP

b , KP
b to odpowiednio macierze bezwªadno±ci, tªu-

mienia oraz sztywno±ci dla dzwonu oraz o±rodka akustycznego go otaczaj¡cego,

ub � wektor przemieszcze« w¦zªowych, Pb � wektor ci±nienia akustycznego, Fb

� wektor siª uogólnionych, Mfs
b , Kfs

b � macierze sprz¦»enia konstrukcji z o±rod-

kiem akustycznym.

W ukªadzie równa« (5.5) uwzgl¦dnione zostaªy warunki brzegowe odpowia-

daj¡ce odebranym przemieszczeniom poprzez usuni¦cie odpowiednich wierszy

oraz kolumn globalnych macierzy bezwªadno±ci, tªumienia oraz sztywno±ci.

Wektor wymuszenia Fb zawieraj¡cy jeden niezerowy element w wierszu od-

powiadaj¡cym horyzontalnym przemieszczeniom w w¦¹le, w którym nast¦puje

uderzenie serca w kielich dzwonu, zostaª zde�niowany jako

Fb = [0 0 · · · 1 · · · 0 0]T (5.6)

Nast¦pnie ukªad (5.5) zostaª rozwi¡zany dla kolejnych warto±ci cz¦stotliwo±ci

f z rozpatrywanego przedziaªu od 1 do 400 Hz z krokiem co 1 Hz. Otrzymana

zostaªa charakterystyka amplitudowo-cz¦stotliwo±ciowa oraz fazowo cz¦stotli-

wo±ciowa, która jest równowa»na transmitancji widmowej ukªadu. Wynik ana-

lizy, ci±nienie akustyczne w wybranym punkcie obserwacji, zostaª przeniesiony

do pakietu MATLAB, gdzie zostaªy przeprowadzone dalsze obliczenia zgod-

nie z algorytmem opisanym w rozdziale 3.3. Przykªadowe wyniki � przebieg

czasowy sygnaªu, dla punktu znajduj¡cego si¦ na przeci¦ciu osi x ukªadu wspóª-

rz¦dnych i sfery ograniczaj¡cej obj¦to±¢ akustyczn¡, przedstawione zostaªy na

rysunku 5.9b.

Wyniki w trzech punktach pomiarowych przedstawione zostaªy na rysunku

5.8. Widoczna jest na nim dla poszczególnych cz¦stotliwo±ci rezonansowych

zdecydowana ró»nica pomi¦dzy poziomem ci±nienia akustycznego odnotowa-

nym w punkcie pomiarowym znajduj¡cym si¦ pod k¡tem 0, -45, -90 stopni

(rysunek 5.7).

79



Rysunek 5.7: Przekrój obj¦to±ci akustycznej z zaznaczonym k¡tem 0 oraz -90
stopni

Rysunek 5.8: Poziom ci±nienia akustycznego i k¡t przesuni¦cia fazowego po-
mi¦dzy odpowiedzi¡ a wymuszeniem ukªadu dla ci±nienia odczytanego w wy-
branych punktach pomiarowych

Pomi¦dzy punktami 0 i 45 ró»nice zawieraj¡ si¦ w przedziale 6-15 dB,

natomiast pomi¦dzy 0 i 90 od 6 do 40 dB. Co jest szczególnie warte odnoto-

wania, wyst¦puj¡ca obok siebie podwójna cz¦stotliwo±¢ rezonansowa w okolicy

230 Hz nie pojawia si¦ na charakterystyce amplitudowo-cz¦stotliwo±ciowej dla

trzeciego punktu.
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Dla wybranego i-tego punktu pola akustycznego znajduj¡cego si¦ na pro-

mieniu sfery otaczaj¡cej ¹ródªo d¹wi¦ku najpierw zostaªa wyznaczona odpo-

wied¹ impulsowa ukªadu hi(t) oraz nast¦pnie wykonany jej splot z zaªo»onym

przebiegiem sygnaªu siªy wymuszaj¡cej f(t)

pi(t) = f(t) ∗ hi(t) (5.7)

W przypadku zamieszczonym na rysunku 5.9b sygnaª wymuszenia zostaª za-

ªo»ony jako poªówka sinusoidy o czasie trwania 20 [ms].

(a)

(b)

Rysunek 5.9: Dane wej±ciowe oraz wyniki syntezy odpowiedzi ukªadu: a) trans-
mitancja widmowa ukªadu - poziom ci±nienia akustycznego oraz k¡t przesuni¦-
cia fazowego w zale»no±ci od cz¦stotliwo±ci, c) odpowied¹ ukªadu w dziedzinie
czasu
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Otrzymana odpowied¹ czasowa ukªadu zostaªa wyznaczona we wszystkich

w¦zªach znajduj¡cych si¦ na linii stanowi¡cej cz¦±¢ wspóln¡ zewn¦trznej po-

wierzchni o±rodka akustycznego oraz pªaszczyzny koªysania dzwonu.

Wygenerowany zostaª d¹wi¦k posiadaj¡cy te same pierwsze pi¦¢ cz¦stotli-

wo±ci skªadowych widma co rzeczywisty dzwon Zygmunt. D¹wi¦k otrzymany

numerycznie cechuje du»e podobie«stwo do rzeczywistego d¹wi¦ku dzwonu,

jednak odpowiada on przypadkowi gdy dzwon jest nieruchomy, a wymuszenie

uderzeniowe nast¦puje pod wpªywem ruchu serca dzwonu. Jest to przypa-

dek cz¦sto spotykany dla dzwonów rosyjskich, dzwonów z których skªadaj¡ si¦

karylliony lub dla dzwonów cz¦±ciowo uszkodzonych ale wci¡» pozostaj¡cych

w u»yciu jak Big Ben w Londynie. W przypadku dzwonu Zygmunt wyst¦-

puje wyra¹ny efekt akustyczny zwi¡zany z koªysaniem dzwonu. W kolejnym

podrozdziale zostanie przedstawiony algorytm pozwalaj¡cy na uwzgl¦dnienie

zmian sygnaªu ci±nienia akustycznego w przypadku zmiennej w czasie orien-

tacji przestrzennej charakterystyki kierunkowej ¹ródªa d¹wi¦ku, co wyst¦puje

w przypadku koªysania dzwonu.
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5.2. Synteza pola akustycznego dla dzwonu koªysanego

D¹wi¦k generowany przez dzwon, który jest koªysany, cechuj¡ zmiany am-

plitudy sygnaªu akustycznego w czasie zwi¡zane ze zmianami orientacji prze-

strzennej charakterystyk kierunkowych odpowiadaj¡cych poszczególnym cz¦-

stotliwo±ciom rezonansowym. Aby wygenerowa¢ d¹wi¦k odpowiadaj¡cy dzwo-

nowi koªysanemu nale»y najpierw uªo»y¢ i rozwi¡za¢ równania ruchu dzwonu.

Wprowadzenie ruchu dzwonu wzgl¦dem punktu odbioru jest zadaniem nume-

rycznym wykonalnym, jednak kosztownym obliczeniowo, poniewa» wymaga-

j¡cym niemal w ka»dym kroku obliczeniowym ponownego nakªadania siatki

w rozpatrywanej obj¦to±ci akustycznej. W niniejszej pracy zastosowano nie-

spotykane wcze±niej podej±cie polegaj¡ce na zaªo»eniu, »e dzwon pozostaje

w modelu nieruchomy natomiast zmieniana jest lokalizacja punktu odbioru.

Dzi¦ki temu podej±ciu wynik otrzymywany jest bez konieczno±ci dopasowywa-

nia siatki elementów akustycznych do zmian orientacji przestrzennej dzwonu,

co pozwala na skrócenie procesu obliczeniowego. Wprowadza to jednak ko-

nieczno±¢ aproksymacji wyników, która zostaªa w niniejszej pracy przeprowa-

dzona równocze±nie w dziedzinie cz¦stotliwo±ci oraz przestrzeni.

5.2.1. Model opisuj¡cy dynamik¦ ruchu ukªadu dzwonu i serca

Badania ruchu dzwonu przeprowadzone zostaªy w oparciu o model o para-

metrach skupionych, analogicznie do bada« [44] w których otrzymany model

o parametrach skupionych zostaª porównany z wynikami zebranymi podczas

bada« rzeczywistych dzwonów oraz po przeprowadzonej kalibracji parametrów

dobrze opisuje rzeczywiste konstrukcje. Ró»nica w przyj¦tym w dalszej cz¦±ci

pracy modelu polega na pomini¦ciu sztywno±ci zawieszenia dzwonu. W celu

zbudowania modelu opisuj¡cego dynamik¦ ukªadu dzwonu i serca zostaªy za-

pisane równania Lagrange'a II rodzaju o postaci

d

dt

(
∂T

∂q̇

)
− ∂T

∂qi
+
∂U

∂qi
+
∂D

∂q̇i
= Qi(t) (5.8)

gdzie qi � i-ta wspóªrz¦dna uogólniona Lagrange'a, T � caªkowita energia kine-

tyczna, U � energia potencjalna, D � energia dyssypacji, Qi � siªa uogólnione

dziaªaj¡ce na i-t¡ wspóªrz¦dn¡ uogólnion¡. Qi(t) zawiera moment wprawiaj¡cy

dzwon w ruch oraz siª¦ powstaª¡ podczas zderzenia serca i kielicha dzwonu.

Zgodnie z rysunkiem 5.10, wspóªrz¦dne Lagrange'a wybrane s¡ jako q1 = Θb,

q1 = Θc.
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Rysunek 5.10: Model o parametrach skupionych: a) schemat, b) wspóªrz¦dne
Lagrange'a

Energi¦ kinetyczn¡ w ukªadzie zapisa¢ mo»na jako

T =
1

2
ICGbΘ̇

2
b(t) +

1

2
ICGbΘ̇

2
b(t) +

1

2
mc[L

2
bΘ̇

2
b(t) + L2

CGcΘ̇
2
c(t)+

+2LbLCGcΘ̇b(t)Θ̇c(t) cos (Θc(t)−Θb(t))−Θb(t)]
(5.9)

Po zastosowaniu twierdzenia Steinera i przegrupowaniu wyrazów otrzymuje si¦

T =
1

2
IbΘ̇

2
b(t) +

1

2
IcΘ̇

2
c(t) +

1

2
mc[L

2
bΘ̇

2
b(t) + L2

CGcΘ̇
2
c(t)+

+2LbLCGcΘ̇b(t)Θ̇c(t) cos (Θc(t)−Θb(t))−Θb(t)]
(5.10)

Energia potencjalna wyst¦puj¡ca w równaniu (5.8) zostaªa wyznaczona jako

U = −mbgLCGb cos Θb(t)−mcg[Lb cos Θb(t) + LCGc cos Θc(t)]. (5.11)

gdzie mb, ICGb , Ib, LCGb oznaczaj¡ wªasno±ci �zyczne dzwonu i jarzma, odpo-

wiednio mas¦, moment bezwªadno±ci wzgl¦dem ±rodka ci¦»ko±ci (CGb), mo-

ment bezwªadno±ci wzgl¦dem punktu obrotu, odlegªo±¢ pomi¦dzy ±rodkiem

ci¦»ko±ci i punktem obrotu. Oraz odpowiednio mc, ICGc , Ic, LCGc oznaczaj¡

analogiczne parametry dla serca dzwonu.

Energia strat przyjmuje posta¢

D =
1

2
ctbΘ̇

2
b +

1

2
ctb

(
Θ̇b − Θ̇c

)2

(5.12)
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Na ukªad dzwonu i serca dziaªa wymuszenie w postaci momentu Mt(t) przy-

ªo»onego do dzwonu. St¡d siªy uogólnione zapisuje si¦ jako

Qb = Mt(t) (5.13)

Qc = 0 (5.14)

Przyj¦to uproszczony model zderzenia w którym zaªo»ono, »e dzwon i serce s¡

bryªami sztywnymi oraz podczas zderzenia energia jest rozproszona w ten spo-

sób, »e wzgl¦dna energia kinetyczna serca po zderzeniu powinna si¦ zmniejszy¢

w porównaniu do energii przed zderzeniem o znany procent, czyli

1

2
Ic

(
Θ̇c,AI − Θ̇b,AI

)2

= α · 1

2
Ic

(
Θ̇c,BI − Θ̇b,BI

)2

(5.15)

gdzie Θ̇c,AI , Θ̇b,AI s¡ pr¦dko±ciami k¡towymi serca i dzwonu po zderzeniu,

a Θ̇c,BI , Θ̇b,BI s¡ pr¦dko±ciami k¡towymi serca i dzwonu przed zderzeniem,

natomiast α jest wspóªczynnikiem restytucji zale»nym od strat energii kine-

tycznej.

Po przyj¦ciu parametrów ukªadu oraz wymuszenia przy pomocy momentu

przykªadanego w sposób skokowy zostaªo wyznaczone rozwi¡zanie równania

przy pomocy metody Rungego-Kutty 4 i 5 rz¦du z krokiem dobieranym adap-

tacyjnie w pakiecie obliczeniowym MATLAB.

5.2.2. Aproksymacja odpowiedzi ukªadu poprzez zmian¦ poªo»enia

punktu odbioru

W celu wygenerowania sygnaªu akustycznego w ukªadzie wibroakustycz-

nym, w którym dzwon jest koªysany, w niniejszej pracy ruch dzwonu wzgl¦dem

punktu odbioru zostaª przybli»ony poprzez równowa»ny ruch punktu odbioru

wzgl¦dem nieruchomego dzwonu. Odpowied¹ ukªadu, któr¡ stanowi sygnaª

ci±nienia akustycznego, zostaªa wyznaczona w ka»dym w¦¹le znajduj¡cym si¦

w pªaszczy¹nie ruchu dzwonu dla k¡ta mieszcz¡cego si¦ w przedziale od 0 do

90 stopni. Nast¦pnie w dziedzinie cz¦stotliwo±ci i przestrzeni przeprowadzona

zostaªa aproksymacja ci±nienia oraz k¡ta przesuni¦cia fazowego. Wynik aprok-

symacji przedstawiony zostaª na rysunku 5.8.
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Rysunek 5.11: Poziom ci±nienia akustycznego w zale»no±ci od cz¦stotliwo±ci
oraz k¡ta odchylenia dzwonu od pionu

Nast¦pnie na podstawie wyznaczonych odpowiedzi oraz wyników uzyska-

nych poprzez rozwi¡zanie równa« ruchu dla ukªadu dzwon-serce wyznaczone

zostaªy przedziaªy czasowe oraz odpowiadaj¡ce im punkty w przestrzeni.

Rysunek 5.12: Ci±nienie akustyczne w zale»no±ci od czasu z zaznaczonymi
przedziaªami czasowymi
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W otrzymanych przedziaªach czasowych umieszczone zostaªy odpowiednie

fragmenty odpowiedzi wygenerowane w wyznaczonych punktach przestrzeni.

Wynik oblicze« � sygnaª akustyczny wyznaczony dla koªysz¡cego si¦

dzwonu, przedstawiony zostaª na rysunku 5.12. Widoczne s¡ tak»e na

nim przyj¦te przedziaªy czasowe. Wyst¦puj¡ w tym sygnale zakªócenia

zwi¡zane z nieci¡gªo±ciami w sygnale na granicy przedziaªów. Mo»na je

jednak zdecydowanie zmniejszy¢ poprzez g¦stsza dyskretyzacj¦ przedziaªów

czasowych. D¹wi¦k wygenerowany przy uwzgl¦dnieniu koªysania dzwonu

cechuj¡ zmiany przebiegu sygnaªu szczególnie widoczne przy zmianach

amplitud wierzchoªków rezonansowych wyst¦puj¡cych w widmie. S¡ one nie

tylko zwi¡zane z tªumieniem drga« powoduj¡cym ich zanik logarytmiczny

wraz z czasem, ale tak»e ma na nie wpªyw zmienna orientacja przestrzenna

charakterystyki kierunkowej ¹ródªa. Uzyskany d¹wi¦k subiektywnie mo»na

oceni¢ jako bli»szy nagraniom rzeczywistego dzwonu.
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5.3. Synteza d¹wi¦ku dzwonu o zadanych parametrach

W poprzednim rozdziale stworzony syntezator numeryczny zostaª zastoso-

wany do wygenerowania d¹wi¦ku zbli»onego do d¹wi¦ku rzeczywistego dzwonu

� Zygmunta znajduj¡cego si¦ w Katedrze Wawelskiej. Stworzony algorytm

cechuje du»a uniwersalno±¢. Aby tego dowie±¢ zostaª on zastosowany do wyge-

nerowania d¹wi¦ku dwu kolejnych dzwonów w±ród których znalazª si¦ zarówno

dzwon zdecydowanie mniejszy, w skali laboratoryjnej oraz dzwon zdecydowanie

wi¦kszy. Do wyznaczenia parametrów konstrukcyjnych wyra»onych wzgl¦dem

±rednicy dzwonu zostaª zastosowany ten sam meta-model, który sprawdziª si¦

w przypadku dzwonu Zygmunt. Pierwszy dzwon o skali laboratoryjnej posia-

daª ±rednic¦ 0,152 m oraz drugi ±rednic¦ dzwonu Car Koªokoª - 6,6 m. Dzwon

Car Koªokoª (ros. Öàðü-êîëîêîë) wybrany zostaª przez to, »e jest dzwonem

wyj¡tkowym, uznawanym za najwi¦kszy na ±wiecie, który jednak nigdy nie

zadzwoniª. Ten wa»¡cy okoªo 160 ton dzwon zostaª odlany z br¡zu w 1735

roku. Gdy byª ju» uko«czony, ale jeszcze nie wydobyty z doªu odlewniczego,

ulegª p¦kni¦ciu podczas po»aru w 1737 roku na skutek gwaªtownego schªodze-

nia wod¡ poprzez gasz¡cych po»ar. Uszkodzony dzwon wraz z odªamanym

kawaªkiem wa»¡cym 11,5 tony w 1836 roku umieszczony zostaª na kamiennym

postumencie w moskiewskim Kremlu.

(a) dzwon w skali laboratoryjnej (b) Car Koªokoª

Rysunek 5.13: Dzwony, których parametry zostaªy wykorzystane do syntezy
d¹wi¦ku
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Powierzchnie odpowiedzi wyznaczone zostaªy tak»e dla parametrów okre-

±laj¡cych odchylenie w centach od oczekiwanych proporcji pomi¦dzy cz¦stotli-

wo±ciami (rozdziaª 3.1) skªadowymi wyst¦puj¡cymi w widmie dzwonów.

Wyznaczone dla meta-modelu powierzchnie odpowiedzi zostaªy przedsta-

wione przykªadowo dla dwu parametrów - k¡ta pochylenia pro�lu ϕ oraz gru-

bo±ci caªkowitej gc na rysunku 5.14. Widoczne jest na wykresach, »e nie

s¡ one pªaskie - parametry jakimi s¡ odchylenia od oczekiwanych proporcji

nie zmieniaj¡ si¦ w sposób liniowy. Dodatkowo na wykresach zaznaczone zo-

staªy punkty, w których zostaªo przeprowadzone do±wiadczenie. Widoczne jest

dobre dopasowanie powierzchni odpowiedzi opisanych wielomianami drugiego

stopnia.

(a) f1/f2 (b) f3/f2

(c) f4/f2 (d) f5/f2

Rysunek 5.14: Powierzchnie odpowiedzi zawieraj¡ce odchylenia w centach od
oczekiwanych proporcji pomi¦dzy cz¦stotliwo±ci¡: a) 1 i 2, b) 3 i 2, c) 4 i 2, d)
5 i 2

Na wyznaczonych powierzchniach odpowiedzi poprzez przesiewanie wyni-

ków oraz zde�niowanie funkcji celu zawieraj¡cej sum¦ odchyle« od oczeki-
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wanych proporcji wyra»one w centach zostaªy wyznaczone punkty dla któ-

rych funkcja celu przyjmuje najmniejsze warto±ci. Te punkty de�niuj¡ war-

to±ci parametrów konstrukcyjnych dla których poszczególne skªadowe cz¦sto-

tliwo±ci s¡ najlepiej dostrojone oraz d¹wi¦k dzwonu jest najbardziej harmo-

nijny. Numeryczny syntezator zbudowany w sposób parametryczny na podsta-

wie meta-modelu pozwala na generowanie d¹wi¦ku który odpowiada zarówno

konstrukcjom rzeczywistym, dla których poszczególne skªadowe cz¦stotliwo-

±ci d¹wi¦ku bywaj¡ silnie odstrojone, jak i na generowanie d¹wi¦ku nowych

dzwonów precyzyjnie dostrojonych.
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6. Synteza pola wibroakustycznego dla

ukªadu gªo±nika w obudowie

Gªo±nik to przetwornik elektro-mechaniczno-akustyczny, urz¡dzenie umo»-

liwiaj¡ce otrzymywanie sygnaªów akustycznych z sygnaªów elektrycznych. Ze

wzgl¦du na element promieniuj¡cy energi¦ akustyczn¡ mo»na wyró»ni¢ dwa

typy gªo±ników: otwarty i tubowy. Gªo±nik otwarty to gªo±nik o promienio-

waniu bezpo±rednim, w którym elementem promieniuj¡cym jest membrana

o odpowiednim ksztaªcie i rozmiarach. Gªo±nik tubowy jest to gªo±nik o pro-

mieniowaniu po±rednim, w którym elementem promieniuj¡cym jest wylot tuby.

Ze wzgl¦du na pasmo przenoszenia gªo±niki mo»na podzieli¢ na: niskotonowe,

±redniotonowe, wysokotonowe [16, 66]. W niniejszej pracy rozpatrywany jest

gªo±nik otwarty nisko-±rednio tonowy pracuj¡cy przy wymuszeniu sygnaªem

o charakterze impulsowym.

6.1. Obiekt bada«

Sprz¦»enie pól wibroakustycznych w ukªadach takich jak gªo±niki, zazwy-

czaj uwzgl¦dniane byªo jedynie dla podstawowej cz¦stotliwo±ci drga«, gdy do

membrany doª¡czona byªa dodatkowa obj¦to±¢ stanowi¡ca rezonator Helm-

holtza, a sama membrana modelowana byªa w postaci skupionej lub doskonale

sztywnego tªoka [18, 16, 66, 71]. Dla wy»szych cz¦stotliwo±ci konieczne jest

zbudowanie ci¡gªego lub dyskretnego modelu caªego ukªadu. Poniewa» z po-

wodu braku rozwi¡zania analitycznego problemu lub du»ej zªo»ono±ci oblicze-

niowej problemu jest to cz¦sto zadaniem trudnym lub wr¦cz niemo»liwym do

wykonania, stosowane s¡ modele hybrydowe, których cz¦±¢ jest modelowana

przy pomocy ukªadów skupionych, a cz¦±¢ przy pomocy ukªadów ci¡gªych lub

dyskretnych [18, 37].

Przetwornik elektro-mechaniczno-akustyczny, jakim jest gªo±nik otwarty

w obudowie powinna cechowa¢ mo»liwie jak najwi¦ksza równomierno±¢ charak-

terystyk amplitudowo-cz¦stotliwo±ciowych oraz charakterystyk kierunkowo±ci.

Nawet gdy nieuniknione jest zmniejszanie wspóªczynnika kierunkowo±ci wraz
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ze wzrostem cz¦stotliwo±ci nie powinny to by¢ zmiany gwaªtowne. W ukªadzie

jakim jest gªo±nik elektromagnetyczny wyst¦puje szereg sprz¦»e« pomi¦dzy

polami �zycznymi. Jest on najcz¦±ciej modelowany w sposób uproszczony po-

przez zast¡pienie ukªadu o parametrach rozªo»onych ukªadem o parametrach

skupionych. Poniewa» ukªady elektryczne, mechaniczne i akustyczne opisy-

wane s¡ równaniami ró»niczkowymi o tej samej postaci, poprzez zastosowa-

nie analogii elektryczno-mechaniczno-akustycznych zast¦puje si¦ zªo»ony ukªad

sprz¦»ony obwodem elektrycznym zawieraj¡cym elementy takie jak oporno±¢,

pojemno±¢ i indukcyjno±¢. Standardowe pomiary parametrów �zycznych gªo-

±nika pozwalaj¡ce odpowiednio dobra¢ obj¦to±¢ jego obudowy przeprowadzane

s¡ w oparciu o model o parametrach skupionych. Niniejsza praca koncen-

truje si¦ na sprz¦»eniu mechaniczno-akustycznym pomi¦dzy membran¡ oraz

o±rodkiem akustycznych zarówno wewn¡trz jak i na zewn¡trz obudowy. Mo-

delowane jest ono oraz jego efekt w przestrzeni otaczaj¡cej gªo±nik jako ukªad

o parametrach rozªo»onych. Dlatego te» zastosowano niecz¦sto spotykane po-

dej±cie zamiany uproszczonego obwodu elektrycznego na analogiczny ukªad

mechaniczny, w którym jako elementy skupione pozostawiono elementy od-

powiedzialne za nap¦d gªo±nika, sztywno±¢ oraz tªumienie zawiesze« gªo±nika,

natomiast membrana gªo±nika oraz przestrze« j¡ otaczaj¡ca jest modelowana

jako ukªad o parametrach rozªo»onych.

Zaproponowany w niniejszej pracy algorytm syntezatora numerycznego

zostaª zastosowany do badania wpªywu ksztaªtu oraz tªumienia wn¦trza

obudowy gªo±nika na jego charakterystyk¦ amplitudowo-cz¦stotliwo±ciow¡

oraz fazowo-cz¦stotliwo±ciow¡. Konstruktorzy gªo±ników niemal jednomy±lnie

stwierdzaj¡, »e w przypadku obudowy zamkni¦tej nale»y umie±ci¢ w jej

wn¦trzu jak najwi¦ksz¡ ilo±¢ materiaªu pochªaniaj¡cego d¹wi¦k [16, 66]

oraz projektuj¡c zestawy zªo»one z wielu gªo±ników staraj¡ si¦ tak dobiera¢

przedziaªy cz¦stotliwo±ci w jakim pracuj¡ poszczególne przetworniki tak,

aby po umieszczeniu ich w obudowie, nie nakªadaªy si¦ one na przedziaªy

w jakich wyst¦puj¡ rezonanse obudowy. W przypadku obudowy bass-re�ex

przyjmowane s¡ odmienne zaªo»enia. W celu zwi¦kszenia efektywno±ci gene-

rowania niskich cz¦stotliwo±ci w zakresie poni»ej podstawowej cz¦stotliwo±ci

rezonansowej gªo±nika celowo projektuje si¦ obudow¦ jako sªabo tªumiony

rezonator Helmholtza. Odpowiednio dostrojony rezonator powoduje, »e przy

dostarczeniu tej samej ilo±ci energii co w przypadku obudowy zamkni¦tej,

membrana gªo±nika drga z wi¦ksz¡ amplitud¡ przemieszcze« oraz przyspiesze«

z powodu wpªywu rezonansu wyst¦puj¡cego w obudowie, co przekªada si¦ na
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wy»szy poziom wytworzonego ci±nienia akustycznego. Dodatkowo energia

akustyczna emitowana jest przez otwór bass-re�ex. Ten typ konstrukcji

obudowy wprowadza jednak dodatkowe opó¹nienia w odpowiedzi ukªadu

w dziedzinie czasu oraz zakªócenia fazowe [66] i dlatego jest ona cz¦sto

zast¦powana poprzez konstrukcje wykorzystuj¡ce membrany bierne.

W niniejszej pracy badany jest ukªad gªo±nika szerokopasmowego w obu-

dowie zamkni¦tej. Jako przetwornik elektroakustyczny zostaª wybrany gªo±nik

Visaton B-17 [14] dla którego zostaªy dobrane trzy ksztaªty obudowy w ten

sposób aby zachowa¢ t¡ sam¡ jej obj¦to±¢. Obudowa miaªa ksztaªty sze±cianu,

prostopadªo±cianu oraz ksztaªt o bocznych ±ciankach prostopadªych wzgl¦dem

siebie oraz pochyª¡ ±ciank¡ tyln¡ nazywan¡ dalej klinem. Ostatnia z kon-

strukcji uznana za najciekawsz¡ zostaªa zrealizowana jako obiekt rzeczywisty

oraz przeprowadzono jej kompleksowe pomiary jej parametrów akustycznych,

których wyniki zostaªy zamieszczone w [14]. Analizuj¡c wyniki pomiarów

trudno jest jednoznacznie okre±li¢ który z parametrów ukªadu wpªywa na dany

fragment charakterystyki amplitudowo-cz¦stotliwo±ciowej lub charakterystyki

kierunkowo±ci. Do tego celu w niniejszej pracy zostaªa wykorzystana MES po-

zwalaj¡ca na zbudowanie modeli ukªadów o ró»nych parametrach dla których

przeprowadzono symulacje numeryczne, w których mody�kowany byª ksztaªt

obudowy oraz w wybranych przypadkach de�niowane graniczne przypadki pa-

rametrów ukªadu takich jak sztywno±¢ membrany przyj¦ta jako niesko«czona.

Wprowadzenie caªkowitego pochªaniania na ±ciankach wewn¦trznych obu-

dowy nie jest mo»liwe do �zycznej realizacji. St¡d istotne staje si¦ pytanie, czy

przy pozostawieniu wªa±ciwo±ci pochªaniaj¡cych ±cianek obudowy oraz zmianie

jej ksztaªtu wewn¦trznego przy zachowaniu tej samej obj¦to±ci mo»na zmody-

�kowa¢ charakterystyki gªo±nika. Ksztaªt zewn¦trzny obudowy gªo±nika ma

tak»e istotny wpªyw na jego charakterystyki z powodu zjawiska ugi¦cia fal

akustycznych oraz ich interferencji podczas obiegania gªo±nika [46]. W ostat-

nich latach nast¡piª silny rozwój metod aktywnych korekcji charakterystyk

amplitudowo-cz¦stotliwo±ciowych gªo±ników [14, 34]. Wad¡ tych metod jest

to, »e w przypadku gªo±ników o nierównomiernych charakterystykach kierun-

kowych, poprawienie charakterystyki amplitudowo-cz¦stotliwo±ciowe w zaªo-

»onym punkcie pola cz¦sto powoduje pogorszenie ich w punktach poªo»onych

w jego pobli»u. St¡d te» szczególnie przy nagªa±nianiu du»ych obszarów za-

miast stosowania pó¹niejszej korekcji nale»y nie dopu±ci¢ do wprowadzenia

nierównomierno±ci charakterystyk ju» na etapie projektowania zestawu gªo±ni-

kowego.
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6.1.1. Gªo±nik otwarty

Istotnymi parametrami gªo±ników otwartych s¡ charakterystyki sprawno±ci

oraz skuteczno±¢. Dokªadne ich wyznaczenie jest skomplikowane pod wzgl¦-

dem matematycznym, wynikaj¡ce z niemo»no±ci uj¦cia w dokªadne zale»no±ci

cz¦stotliwo±ci i postaci drga« wªasnych membrany oraz jej impedancji promie-

niowania. Przybli»ony sposób ich wyznaczania opiera si¦ na nast¦puj¡cych

zaªo»eniach:

� wszystkie punkty membrany drgaj¡ z taka sam¡ faz¡ w caªym zakresie

przetwarzania;

� obci¡»enie akustyczne membrany jest takie samo jak tªoka pªaskiego o ta-

kiej samej ±rednicy, drgaj¡cego w niesko«czenie wielkiej odgrodzie.

Parametry charakteryzuj¡ce gªo±nik mo»na podzieli¢ na trzy grupy. Do pierw-

szej z nich nale»¡ parametry elektryczne takie jak rezystancja cewki drgaj¡cej

Re � dla pr¡du staªego, indukcyjno±¢ wªasna cewki drgaj¡cej Le, indukcja ma-

gnetyczna w szczelinie B, dªugo±¢ przewodu w szczelinie l. Do drugiej nale»¡

parametry mechaniczne: masa membrany M � efektywna masa cz¦±ci drgaj¡-

cej membrany, powierzchnia membrany S � efektywna powierzchnia drgaj¡ca,

sztywno±¢ zawieszenia K � zale»na od wªa±ciwo±ci resorów, mechaniczna rezy-

stancja zawieszenia Rm. Do trzeciej � parametry akustyczne, czyli rezystancja

promieniowania Rr, która zale»y od powierzchni membrany S i parametrów

o±rodka otaczaj¡cego gªo±nik oraz jest niewielka dla niskich cz¦stotliwo±ci.

Na rysunku 6.1 przedstawiony zostaª schemat przykªadowego elektrodyna-

micznego gªo±nika otwartego sto»kowego.

Rysunek 6.1: Schemat budowy gªo±nika sto»kowego
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Impedancja promieniowania ma posta¢ zespolon¡ i wyznacza si¦ z zale»no-

±ci:

Zr = Rr + jXr = ρ0cS [R (2ka) + jX (2ka)] (6.1)

gdzie:

ρ0 - g¦sto±¢ powietrza;

c � pr¦dko±¢ d¹wi¦ku;

S � efektywna powierzchnia tªoka;

R (2ka) - cz¦±¢ rzeczywista impedancji tªoka, gdzie J1 funkcja Bessela

pierwszego rodzaju rz¦du 1

R (2ka) = 1− 2J1 (2ka)

2ka
(6.2)

X (2ka) - cz¦±¢ urojona impedancji tªoka, gdzie H1 funkcja Struva pierw-

szego rodzaju

X (2ka) =
2H1 (2ka)

2ka
(6.3)

Poniewa»:

R (2ka) ≈ 1

2
(ka)2 (6.4)

X (2ka) ≈ 8ka

3π
(6.5)

to zale»no±¢ (6.1) przyjmie posta¢:

Zr ≈
ρ0S

2ω2

2πc
+ j

ρ08Saω

3π
(6.6)

Dla wysokich cz¦stotliwo±ci:

Zr ≈ ρ0cS (6.7)

Natomiast dla ±rednich do wyznaczenia impedancji promieniowania mo»na

korzysta¢ z wykresów zamieszczonych poni»ej
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Rysunek 6.2: a) cz¦±¢ rzeczywista impedancji tªoka, b) cz¦±¢ urojona impe-
dancji tªoka

Sztywno±¢ wn¦trza obudowy gªo±nika

Kb =
κP0S

2

V0

(6.8)

gdzie: κ � wykªadnik adiabaty dla powietrza, P0 � statyczne ci±nienie po-

wietrza, S � efektywna powierzchnia promieniowania,V0 � obj¦to±¢ powietrza

w obudowie.

Natomiast caªkowita sztywno±¢ gªo±nika w obudowie wynosi

K
′
= K +Kb (6.9)

Caªkowita masa wynosi

M
′
= M +

ρ08Sa

3π
(6.10)

Cz¦sto±¢ rezonansowa wynosi

ω0 =

√
K ′

M ′ (6.11)

Cz¦stotliwo±¢ rezonansowa wynosi

f0 =
ω0

2π
=

1

2π

√
K ′

M ′ (6.12)

Impedancja mechaniczna przybiera posta¢

Zm = Rm +Rr (2ka) + j

[
ωM +Xr (2ka)− K

′

ω

]
(6.13)

Dla niskich cz¦stotliwo±ci prawdziwa jest zale»no±¢
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Zm = Rm +
ρ0S

2ω2

2πc
+ j

(
ωM

′ − K
′

ω

)
(6.14)

Moc promieniowania gªo±nika wyznacza si¦ z zale»no±ci

Pr = u2
RMSRr =

1

2
u2
mRr (6.15)

gdzie: Rr � rezystancja promieniowania, uRMS � warto±¢ skuteczna pr¦dko±ci

promieniowania, um � amplituda pr¦dko±ci promieniowania.

Skuteczno±¢ gªo±nika de�niowana jest jako stosunek ±redniej mocy aku-

stycznej promieniowanej przez gªo±nik 〈Pr〉 do ±redniej mocy elektrycznej do-

starczonej do gªo±nika 〈Pe〉:

η =
〈Pr〉
〈Pe〉

=
Rr

|Zm|2

(Bl)2
Re +Rm +Rr

(6.16)

Skuteczno±¢ gªo±nika jest silnie zale»na od cz¦stotliwo±ci i osi¡ga najwy»sz¡

warto±¢ w obszarze mechanicznego rezonansu tªoka. Skuteczno±¢ gªo±ników

otwartych wynosi kilka procent.

Impedancja elektryczna gªo±nika zale»y od typu zamocowania membrany:

� je»eli sto»ek membrany jest zamocowany, tak by ograniczy¢ ruch:

Ze = Re + jωLe (6.17)

� je»eli je»eli sto»ek membrany ma mo»liwo±¢ ruchu:

Ze = Re + jωLe +
B2l2

Zm
(6.18)

Nat¦»enie fali akustycznej jest wielko±ci¡ wektorow¡ opisuj¡c¡ wielko±¢

i kierunek chwilowego strumienia energii akustycznej na jednostk¦ powierzchni

w jednostce czasu. �rednia warto±¢ nat¦»enia jest proporcjonalna do ci±nienia

akustycznego. Dla wymuszenia sinusoidalnego, przy zaªo»eniu, »e czoªo fali

jest kuliste lub pªaskie

〈I〉 =
1

2

p2
m

ρ0c
(6.19)

gdzie: pm � amplituda ci±nienia akustycznego przy wymuszeniu sinusoidalnym.

Wspóªczynnik kierunkowo±ci Q jest de�niowany jako stosunek ±redniego

nat¦»enia d¹wi¦ku w wybranym punkcie w polu dalekim dla analizowanego

¹ródªa d¹wi¦ku, do ±redniego nat¦»enia w tym samym punkcie, jakie osi¡gane

byªoby przez ¹ródªo punktowe promieniuj¡ce z tak¡ sama moc¡, jak ¹ródªo
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analizowane. Warto±¢ wspóªczynnika kierunkowo±ci Q mo»na wyznacza si¦

z nast¦puj¡cej zale»no±ci

Q (θ, φ) =

1
2
· p

2
m(r,θ,φ)
ρ0c

〈P 〉
4πr2

(6.20)

gdzie: 〈P 〉 - ±rednia moc promieniowania.

Nale»y pami¦ta¢, »e poniewa» zarówno moc akustyczna jak i ci±nienie

akustyczne zale»¡ od cz¦stotliwo±ci, to tak»e wspóªczynnik kierunkowo±ci jest

funkcj¡ cz¦stotliwo±ci.

Wspóªczynnik kierunkowo±ci wyznaczony w osiach gªównych ¹ródªa

d¹wi¦ku zwany jest indeksem kierunkowo±ci i de�niowany jest jako

DI = 10 log10Q (6.21)

Skuteczno±¢ gªo±nika informuje o tym, jaki poziom ci±nienia akustycznego

na osi gªównej gªo±nika w pewnej odlegªo±ci b¦dzie uzyskiwany przy doprowa-

dzeniu pewnej okre±lonej mocy elektrycznej. Najcz¦±ciej skuteczno±¢ gªo±nika

wyznaczana jest na osi gªównej gªo±nika w odlegªo±ci 1 [m] przy dostarcze-

niu mocy akustycznej 1 [W]. Ta de�nicja jest jednak trudna w praktycznej

realizacji poniewa» moc dostarczona do gªo±nika zale»y od jego impedancji

elektrycznej, która jest zmienna w dziedzinie cz¦stotliwo±ci. St¡d cz¦sto sto-

suje si¦ wymuszenie poprzez przyªo»enie sygnaªu napi¦cia w postaci szumu

szerokopasmowego, lub przebiegu sinusoidalnego o pªynnie zmienianej cz¦sto-

tliwo±ci, oraz staªej warto±ci skutecznej w dziedzinie cz¦stotliwo±ci wynosz¡cej

2,83 [V].

6.1.2. Obudowy gªo±ników otwartych

Zadania stawiane przed obudowami gªo±nikowymi to przede wszystkim od-

dzielenie akustyczne obu stron membrany od siebie maj¡ce na celu eliminacj¦

wzajemnego znoszenia si¦ ci±nienia akustycznego o fazach przeciwnych wytwa-

rzanego po obu stronach membrany gªo±nika (fale znosz¡ si¦ tym skuteczniej,

im wi¦ksza jest dªugo±¢ fali w porównaniu z rozmiarami membrany) oraz skie-

rowanie energii akustycznej, wytwarzanej przez jedna stron¦ membrany na

drug¡ stron¦, po odpowiednim skorygowaniu faz.

Podstawowe rodzaje obudów gªo±nikowych otwartych i zamkni¦tych przed-

stawia rysunek 6.3.
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(a) (b) (c) (d)

Rysunek 6.3: Typowe obudowy gªo±nikowe: a) odgroda, b) obudowa otwarta,
c) obudowa bas-re�ex, d) obudowa zamkni¦ta

W niniejszej pracy rozpatrywany jest gªo±nik w obudowie otwartej. Przy-

kªadem obudowy otwartej jest odgroda. Celem stosowania odgrody jest za-

pobieganie uginaniu fal wytwarzanych przez jedn¡ stron¦ membrany na jej

kraw¦dziach i interferencji tych fal z falami wytworzonymi po stronie przeciw-

nej. Na rysunku 6.4 przedstawione zostaªy charakterystyki poziomu ci±nienia

akustycznego wytworzonego przez gªo±niki sto»kowe z membran¡ o ±rednicy

25 cm, umieszczone w odgrodach: ±rodkowo i nie±rodkowo. Wpªyw rozmiaru

obudowy przedstawia rysunek 6.5.

Rysunek 6.4: Charakterystyki poziomu ci±nienia akustycznego wytworzonego
przez gªo±niki sto»kowe z membran¡ o ±rednicy 25 cm, umieszczone w odgro-
dach: ±rodkowo i nie±rodkowo [71]
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Rysunek 6.5: Charakterystyki poziomu ci±nienia akustycznego wytworzonego
przez gªo±niki sto»kowe z membran¡ o ±rednicy 25 cm, umieszczone w odgro-
dach o ró»nych rozmiarach [71]

Rysunek 6.6: Charakterystyki poziomu ci±nienia akustycznego wytworzonego
przez gªo±niki sto»kowe umieszczone w obudowie otwartej i zamkni¦tej [71]

W przypadku obudowy zamkni¦tej, podobnie jak w przypadku niesko«czo-

nej odgrody, przestrze« otaczaj¡ca membran¦ jest podzielona na dwie cz¦±ci.

Nie wyst¦puje wzajemne oddziaªywanie pól akustycznych wytworzonych po

obu stronach membrany. Membrana jest natomiast obci¡»ona z ka»dej strony

inn¡ impedancj¡. Parametry obudowy zamkni¦tej wpªywaj¡ na prac¦ gªo-

±nika zwªaszcza w okolicach cz¦stotliwo±ci rezonansowych sprz¦»onego ukªadu

obj¦to±ci akustycznej wewn¡trz obudowy oraz membrany. Na rysunku 6.6 wi-

doczne jest, »e pierwsza cz¦stotliwo±¢ rezonansowa ukªadu gªo±nika w obudowie

otwartej jest ni»sza od cz¦stotliwo±ci identycznego gªo±nika znajduj¡cego si¦

w ukªadzie sprz¦»onym gªo±nika i obudowy zamkni¦tej.

100



6.2. Model numeryczny

Drgania membrany byªy sprz¦»one z o±rodkiem akustycznym wewn¡trz

oraz na zewn¡trz obudowy. Obudowa zostaªa przyj¦ta jako doskonale sztywna

konstrukcja na której wewn¦trznych ±ciankach wyst¦puj¡ straty energii. Na

zewn¦trznej powierzchni obj¦to±ci akustycznej znajduj¡cej si¦ na zewn¡trz gªo-

±nika zaªo»one zostaªo caªkowite wypromieniowanie d¹wi¦ku z ukªadu.

(a) (b)

Rysunek 6.7: Schemat zast¦pczy modelu fenomenologicznego gªo±nika oraz
otaczaj¡cego go o±rodka akustycznego: a) zastosowany w pracy ukªad mecha-
niczny, b) odpowiadaj¡cy mu analogiczny obwód elektryczny

Badania przeprowadzone zostaªy dla gªo±nika Visaton BG-17. Do wyzna-

czenia warto±ci parametrów mechanicznych w zast¦pczym ukªadzie skupionym

wykorzystane zostaªy standardowe parametry Thiele'a-Smalla podane przez

producenta (tabela 6.1).

Tablica 6.1: Parametry katalogowe gªo±nika przyj¦te do oblicze«

Qts 0.64
Mms 6.5e-3 kg
fs 110 Hz
Bl 5,7 Tm
Rdc 6,3 Ω
Vas 8,2 dm3

Sd 143 cm2

Budowa modelu gªo±nika rozpocz¦ta zostaªa od stworzenia modelu feno-

menologicznego � ukªadu mechanicznego (rysunek 6.7a) opisuj¡cego sprz¦»ony

ukªad elektryczno-mechaniczno-akustyczny. Uzyskany on zostaª na podstawie

stosowanego do wyznaczenia parametrów (tabela 6.1) zast¦pczego ukªadu elek-

trycznego, w którym poprzez zastosowanie analogii elektryczno-mechanicznych
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I rodzaju, elementy cz¦±ci elektrycznej ukªadu gªo±nika zostaªy zamienione

na elementy mechaniczne oraz utworzyªy ukªad mechaniczny o parametrach

skupionych zªo»ony z mas, spr¦»ysto±ci, tªumienia oraz d¹wigni dwustronnej.

Nast¦pnie na tej podstawie zbudowano ukªad dyskretno-ci¡gªy w którym za-

st¡piono odpowiednie elementy skupione modeluj¡ce membran¦ oraz obj¦to±ci

akustyczne ukªadami o parametrach rozªo»onych, które zostaªy zdyskretyzo-

wane przy pomocy MES. W¦zªom znajduj¡cym si¦ na kraw¦dzi wewn¦trznej

membrany odebrano mo»liwo±¢ przemieszcze« promieniowych i pozostawiono

mo»liwo±¢ przemieszcze« na kierunku osi gªo±nika. W¦zªy te zostaªy nast¦p-

nie w doskonale sztywny sposób poª¡czone z w¦zªem mechanicznego ukªadu

skupionego w którym znajduje si¦ masa. Wymuszenie drga« przyj¦te zostaªo

w postaci siªy zmieniaj¡cej si¦ harmonicznie w czasie, b¦d¡cej analogiem na-

pi¦cia w zast¦pczym obwodzie elektrycznym. W obecnym modelu pomini¦ty

zostaª wpªyw indukcyjno±ci cewki, który szczególnie nabiera znaczenia w zakre-

sie ±rednich i wysokich cz¦stotliwo±ci. Wprowadzone uproszczenie nie rzutuje

w znaczny sposób na uzyskiwane wyniki poniewa» górna cz¦stotliwo±¢ rozpa-

trywana w obliczeniach numerycznych wynosi 4000 Hz.

Rysunek 6.8: Przekrój modelu dyskretno-ci¡gªego gªo±nika zbudowanego z ele-
mentów skupionych odpowiadaj¡cych fragmentowi cz¦±ci mechanicznej sche-
matu 6.7 oraz elementów sko«czonych � membrana i o±rodek akustyczny

Parametry analogicznego ukªadu mechanicznego � sztywno±¢ K i tªumienie

C wyznaczone zostaªy z zale»no±ci
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Cmt = 1/((2πfs)
2 ·Mms) (6.22)

K = 1/Cm (6.23)

Rmt = 1/((2πfs) · Cm ·Qts) (6.24)

C = Rm (6.25)

W przypadku modelowania ukªadu bez uwzgl¦dnienia rezonansów obudowy

do ukªadu skupionego doª¡czona zostaªa dodatkowa spr¦»ysto±¢ kb zwi¡zana

ze sztywno±ci¡ powietrza w obudowie, wyznaczona z zale»no±ci:

Kb =
(πa2)2ρ0c

2

Vb
(6.26)

w której a to promie« membrany, ρ0 � g¦sto±¢ powietrza, c � pr¦dko±¢ d¹wi¦ku,

Vb� obj¦to±¢ obudowy. Obj¦to±¢ obudowy wyznaczona zostaªa przy uwzgl¦d-

nieniu umieszczonego w niej gªo±nika i wynosiªa 0.1m3.

Model caªego ukªadu mechaniczno-akustycznego zostaª przedstawiony na

rysunku 6.9. Geometria modelu pochodzi z pomiarów rzeczywistej konstruk-

cji. Do stworzenia modelu membrany zastosowane zostaªy elementy SolSh190,

które pomimo, »e s¡ elementami powªokowymi, pod wzgl¦dem geometrycznym

oraz relacji konstytutywnych s¡ kompatybilne z elementami trójwymiarowymi.

Ten rodzaj elementów sko«czonych sformuªowany zostaªy poprzez Bathe'a i

Dvorkina [3] w 1986 roku. Wn¦trze obudowy zdyskretyzowane zostaªo przy

pomocy elementów trójwymiarowych Fluid30. O±rodek akustyczny otacza-

j¡cy gªo±nik zamodelowany zostaª poprzez doª¡czenie obj¦to±ci akustycznej

ograniczonej przy pomocy kuli o promieniu 0.5 m wypeªnionej elementami

akustycznymi Fluid30. Na zewn¦trznej powierzchni przestrzeni akustycznej

zadany zostaª warunek Sommerfelda oznaczaj¡cy caªkowite wypromieniowanie

d¹wi¦ku z ukªadu uwzgl¦dniany poprzez elementy Fluid130.
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(a)

(b)

Rysunek 6.9: Model ukªadu sprz¦»onego: a) przekrój modelu, b) ¢wiartka
obj¦to±ci akustycznej oraz peªna membrana

Wymuszenie w ukªadzie pochodziªo od siªy harmonicznej o amplitudzie

1 [N] i cz¦stotliwo±ci od 1 do 4200 [Hz] przyªo»onej do w¦zªa masy skupio-

nej. Siªa ta jest proporcjonalna do napi¦cia podanego na zaciski rzeczywistego

gªo±nika.
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W celu okre±lenia rozbie»no±ci pomi¦dzy charakterystykami otrzymywa-

nymi w modelu numerycznym oraz danymi katalogowymi gªo±nika przepro-

wadzony zostaª eksperyment numeryczny. Polegaª on na przyj¦ciu na pªasz-

czy¹nie ±cianki przedniej gªo±nika doskonale sztywnej, niesko«czonej odgrody.

Wyniki analizy numerycznej otrzymane dla cz¦stotliwo±ci od 10 do 4000 Hz zo-

staªy u±rednione w oktawach o cz¦stotliwo±ciach ±rodkowych 500, 1000 i 2000

Hz. Charakterystyki kierunkowo±ci wyznaczone zostaªy dla pªaszczyzny po-

ziomej dla k¡tów mieszcz¡cych si¦ od -90 do 90 stopni. Dla kierunku od-

powiadaj¡cemu k¡towi okre±lona zostaªa ró»nica pomi¦dzy wyznaczonym dla

niego poziomem ci±nienia akustycznego oraz poziomem na osi gªównej gªo-

±nika. Porównanie charakterystyk kierunkowo±ci wyznaczonych numerycznie

z katalogowymi zamieszczone zostaªo na rysunku 6.10.
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Rysunek 6.10: Porównanie charakterystyk kierunkowo±ci udost¦pnionych przez
producenta z charakterystykami wyznaczonymi numerycznie

Charakterystyki kierunkowo±ci uzyskane w do±wiadczeniu numerycznym

(rysunek 6.10) odbiegaj¡ od charakterystyk katalogowych maksymalnie

o 1.5 dB. Najwi¦ksze rozbie»no±ci pojawiaj¡ si¦ po przekroczeniu k¡ta

60 stopni od osi gªo±nika, co jest zwi¡zane z przyj¦tymi podczas modelo-
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wania uproszczeniami oraz z tym, »e odgroda pomiarowa ma sko«czone

wymiary wpªywaj¡ce na uzyskiwane wyniki. Porównanie charakterystyk

amplitudowo-cz¦stotliwo±ciowych wyznaczonych na osi gªównej gªo±nika

zostaªo ukazane na rysunku 6.11.
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Rysunek 6.11: Porównanie charakterystyki amplitudowo -cz¦stotliwo±ciowej
udost¦pnionej przez producenta z charakterystyk¡ wyznaczon¡ numerycznie

Synteza odpowiedzi ukªadu zostaªa przeprowadzona w sposób analogiczny

jak w przypadku misy oraz dzwonu i polegaªa na wygenerowaniu przebiegu

czasowego ci±nienia akustycznego w punktach poªo»onych w odlegªo±ci 0.5 m

od ±rodka ukªadu. Jako pierwszy wybrany zostaª punkt znajduj¡cy si¦ na

osi gªównej gªo±nika, a nast¦pnie wybierane byªy kolejne a» do uzyskanie 180

stopni z rozdzielczo±ci¡ 15 stopni. Punkt, którego lokalizacja znajduje si¦

na prostej okre±laj¡cej kierunek o k¡cie 180 stopni znajduje si¦ za obudow¡

gªo±nika.
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6.3. Wpªyw tªumienia w obudowie na charakterystyki

amplitudowo-cz¦stotliwo±ciowe dla gªo±nika

z membran¡ doskonale sztywn¡

Zaªo»enie doskonale sztywnej membrany zostaªo przyj¦te aby pozostawi¢

w ukªadzie tylko te rezonanse, które zwi¡zane s¡ z o±rodkiem akustycznym

we wn¦trzu obudowy. Jest to wyidealizowany przypadek trendu w konstrukcji

membran gªo±ników polegaj¡cy na budowie membran o coraz wi¦kszej sztywno-

±ci zwi¡zanej zarówno z zastosowanym materiaªem (np. aluminium lub tytan)

jak i ksztaªtem.

Rysunek 6.12: Uproszczony model - obj¦to±¢ akustyczna osiowo-symetryczna

W zwi¡zku z du»ym stopniem zªo»ono±ci obliczeniowej modelu przeprowa-

dzone zostaªy dodatkowo obliczenia przy przyj¦ciu dwu dodatkowych uprosz-

cze«: osiowo-symetrycznej przestrzeni akustycznej oraz doskonale sztywnej

membrany. Aby pozostawi¢ obci¡»enie membrany powietrzem znajduj¡cym si¦

w obudowie pozostawiony zostaª model trójwymiarowy wn¦trza obudowy jed-

nak zewn¦trzny ksztaªt obudowy zostaª zast¡piony ksztaªtem walcowym. Za-

stosowane zostaªy dwuwymiarowe elementy sko«czone Fluid29 oraz Fluid129.
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W rozpatrywanym przypadku membrany papierowej, przybli»enie to

sprawdza si¦ jedynie dla niskich cz¦stotliwo±ci, natomiast interesuj¡ce jest

czy ewentualne zwi¦kszenie sztywno±ci membrany wpªywa w sposób istotny

na pole otaczaj¡ce gªo±nik w obudowie.

Rysunek 6.13: Poziom ci±nienia akustycznego dla cz¦stotliwo±ci 4000Hz w sta-
nie ustalonym przy wymuszeniu harmonicznym

Na rysunku 6.15-6.15 widoczne s¡ wykresy na których znajduje si¦ zsynte-

tyzowana odpowied¹ gªo±nika w dziedzinie czasu na wymuszenie o charakterze

bardzo krótkiego impulsu. Wspóªczynnik pochªaniania okre±laj¡cy rzeczywist¡

cz¦±¢ admitancji na powierzchni wewn¦trznej obudowy zostaª przyj¦ty w ko-

lejnych obliczeniach jako 0.001, 0.01, 0.1.
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(a)

(b)

Rysunek 6.14: Dla wspóªczynnika pochªaniania 0.001 wyznaczone a) ci±nienie
akustyczne oraz k¡t przesuni¦cia fazowego w punktach poªo»onych na okr¦gu
o promieniu 0.5m, b) przebieg czasowy ci±nienia akustycznego w punktach
poªo»onych na okr¦gu o promieniu 1m
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(a)

(b)

Rysunek 6.15: Dla wspóªczynnika pochªaniania 0.01 a) ci±nienie akustyczne
oraz k¡t przesuni¦cia fazowego w punktach poªo»onych na okr¦gu o promieniu
0.5m, b) przebieg czasowy ci±nienia akustycznego w punktach poªo»onych na
okr¦gu o promieniu 0.5m
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(a)

(b)

Rysunek 6.16: Dla wspóªczynnika pochªaniania 0.1 a) ci±nienie akustyczne
oraz k¡t przesuni¦cia fazowego w punktach poªo»onych na okr¦gu o promieniu
0.5m, b) przebieg czasowy ci±nienia akustycznego w punktach poªo»onych na
okr¦gu o promieniu 0.5m

Wpªyw tªumienia wewn¡trz obudowy widoczny jest zarówno na charak-

terystykach amplitudowo-cz¦stotliwo±ciowych jak i na odpowiedziach ukªadu

w dziedzinie czasu. Najlepsze charakterystyki z punktu widzenia pracy gªo-

±nika s¡ jak najbardziej wyrównane. St¡d na podstawie wyników mo»na wy-

ci¡gn¡¢ wniosek, »e w przypadku gªo±nika o membranie cechuj¡cej si¦ du»¡

sztywno±ci¡ im wy»szy jest wspóªczynnik tªumienia w obudowie tym lepiej

gªo±nik wygeneruje d¹wi¦k przy wymuszeniu sygnaªem o charakterze impulso-

wym.
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6.4. Model uwzgl¦dniaj¡cy sprz¦»enie pomi¦dzy podatn¡

membran¡ oraz wn¦trzem obudowy gªo±nika

Charakterystyka amplitudowo-cz¦stotliwo±ciowa gªo±nika zamkni¦tego

w sªabo tªumionej obudowie zawiera zdecydowanie wi¦cej wierzchoªków

rezonansowych ni» charakterystyka gªo±nika znajduj¡cego si¦ w odgrodzie

pomiarowej. Poprzedni model w którym zastosowano membran¦ doskonale

sztywn¡ pozwala na uwzgl¦dnienie wpªywu rezonansów obudowy na

charakterystyk¦ amplitudowo-cz¦stotliwo±ciow¡, natomiast wci¡» nie

wyja±nia wszystkich rezonansów. Charakterystyka gªo±nika znajduj¡cego

si¦ w odgrodzie pomiarowej zawiera przede wszystkim cz¦stotliwo±ci

rezonansowe zwi¡zane z postaciami osiowo-symetrycznymi drga« wªasnych

membrany poniewa» wymuszenie jest osiowo-symetryczne i pozostaªe postacie

drga« membrany je±li s¡ wzbudzane to w niewielkim stopniu. Wpªyw na

powstawanie nieosiowo-symetrycznych postaci drga« mog¡ mie¢ na przykªad

niejednorodno±ci materiaªowe.

Po zamkni¦ciu gªo±nika w obudowie sªabo tªumionej nast¦puje sprz¦»enie

drga« powietrza w obudowie oraz drga« membrany. Powstaj¡ce wewn¡trz

obudowy postacie drga« wªasnych powoduj¡, »e na membran¦ dziaªa

nierównomierny rozkªad ci±nienia. To z kolei powoduje, »e oprócz

przesuni¦tych z powodu sprz¦»enia cz¦stotliwo±ci rezonansowych zwi¡zanych

z osiowo-symetrycznymi postaciami drga« wªasnych membrany, wzbudzane

jest tak»e wiele postaci niesymetrycznych.

Model membrany stworzony zostaª przy pomocy elementów powªokowych

Solsh190 posiadaj¡cych topologi¦ elementów bryªowych. Przyj¦te zostaªy pa-

rametry materiaªowe takie jak moduª Younga, g¦sto±¢, wspóªczynnik Poissona.

Tªumienie wewn¦trzne zostaªo przyj¦te jako tªumienie wiskotyczne zde�nio-

wane przy pomocy wspóªczynnika o warto±ci 1 · 10−5. Wewn¡trz obudowy

pozostawiono zaªo»enie doskonale sztywnej ±cianki oraz wprowadzono wspóª-

czynnik strat 0.01. Model przedstawiony zostaª na rysunku 6.17.

Caªkowita sztywno±¢ zawiesze« membrany wyznaczona na podstawie para-

metrów Thiela-Smalla zostaªa podzielona równomiernie na zawieszenie górne

i zawieszenie dolne. Analogicznie post¡piono z caªkowitym tªumieniem. Sztyw-

no±¢ oraz tªumienie wprowadzone zostaªo do modelu na brzegu membrany

w postaci mechanicznych elementów skupionych. Na kierunku zgodnym z osi¡

gªo±nika zostaªy zaªo»one jednakowe przemieszczenia wszystkich w¦zªów. Po-

zostaªe stopnie swobody na brzegach membrany zostaªy odebrane caªkowicie

oprócz mo»liwo±ci obrotu na kraw¦dzi zewn¦trznej membrany.
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Rysunek 6.17: Model z podatn¡ membran¡

Przeprowadzona zostaªa wst¦pnie analiza modalna konstrukcji. Pierwsza

cz¦stotliwo±¢ osiowo-symetryczna membrany wyst¦puje w okolicy 1900 [Hz],

kolejna 2600 [Hz]. Zarówno poni»ej, pomi¦dzy oraz powy»ej tych cz¦stotli-

wo±ci wyst¦puj¡ postacie w których w¦zªy ukªadaj¡ si¦ na promieniach mem-

brany (np (0,2) � rysunek 6.18) oraz postacie kombinowane stanowi¡ce zªo»e-

nie postaci drga« promieniowych i osiowych (np. (1,2) � rysunek 6.18). Ten

typ nieosiowo-symetrycznych postaci drga« wªasnych membrany, gdy wyst¦-

puje niewielka promieniowa i osiowa sztywno±¢ zawieszenia górnego nazywany

jest �postaciami dzwonowymi�. Ju» w okolicy cz¦stotliwo±ci 1 [kHz] nast¦puje

wyra¹ne zag¦szczenie poªo»onych blisko siebie cz¦stotliwo±ci drga« wªasnych.

Poprzez analiz¦ modaln¡ uzyskiwane s¡ cz¦stotliwo±ci drga« wªasnych ukªadu

oraz proporcje przemieszcze«. Aby pozna¢ dokªadniej odpowied¹ ukªadu na

wymuszenie zostaªa przeprowadzona analiza harmoniczna. Warto zaznaczy¢,

»e dana posta¢ drga« niekoniecznie pojawi si¦ w odpowiedzi ukªadu na szeroko-

pasmowe wymuszenie. Zale»y to od dwu czynników, z których pierwszym jest

miejsce w którym przyªo»one jest wymuszenie i je»eli siªa wymuszaj¡ca drgania

przyªo»ona jest w w¦¹le drga« danej postaci, to nie pojawi si¦ zjawisko rezo-

nansu. Podobnie je»eli ukªad i wymuszenie jest doskonale osiowo-symetryczne

to wyst¡pi¡ tylko postacie drga« osiowo-symetryczne. Drugim czynnikiem jest

tªumienie w ukªadzie i je»eli jest ono du»e, to wierzchoªek rezonansu nie b¦-
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dzie obserwowalny, wyst¡pi¡ jednak przesuni¦cia fazowe w przestrzeni oraz w

otoczeniu cz¦stotliwo±ci rezonansowej zgodne z dan¡ postaci¡ drga«. Obecnie

stosowane membrany podzieli¢ mo»na na dwa rodzaje: posiadaj¡ce stosunkowo

niewielk¡ sztywno±¢ i du»e tªumienie (np. papierowe lub tworzyw sztucznych)

oraz posiadaj¡ce stosunkowo du»¡ sztywno±¢ i niewielkie tªumienie (np. alu-

miniowe, magnezowe).

(a) (b)

Rysunek 6.18: Przykªadowe wyniki analizy modalnej ukªadu sprz¦»onego
membrany z obudow¡ a) cz¦stotliwo±¢ 823 Hz, b) cz¦stotliwo±¢ 1190 Hz

Eksperyment numeryczny przeprowadzony zostaª przy wymuszeniu

osiowo-symetrycznym dla dwu przypadków - dla drga« samej membrany

oraz dla membrany sprz¦»onej z obudow¡ gªo±nika. Odczytane zostaªy

przyspieszenia drga« na powierzchni membrany w o±miu wybranych punktach

na jej przekroju rysunku6.19. Wyniki przedstawione s¡ na rysunkach 6.20

-6.21.

Rysunek 6.19: Linie de�niuj¡ce przekrój geometrii membrany wraz z naniesio-
nymi punktami pomiaru przyspiesze«
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Rysunek 6.20: Przyspieszenia oraz k¡t przesuni¦cia fazowego w punktach po-
miarowych bez uwzgl¦dnieniu sprz¦»enia

Rysunek 6.21: Przyspieszenia oraz k¡t przesuni¦cia fazowego w punktach po-
miarowych przy uwzgl¦dnieniu sprz¦»enia gªo±nika i obudowy

Wyniki wskazuj¡, »e na podstawie pomiaru przyspiesze« mo»na okre±li¢

cz¦stotliwo±¢ graniczn¡ dla której badany gªo±nik przestaje drga¢ jako dosko-

nale sztywny tªok. Dla tego modelu cz¦stotliwo±¢ ta wynosi okoªo 500-800

Hz oraz jest ni»sza od cz¦stotliwo±ci dla pierwszej osiowo-symetrycznej po-

staci drga« wªasnych membrany. Na rysunku 6.21 w porównaniu do rysunku

6.20 widoczne jest zdecydowanie wi¦cej wierzchoªków rezonansowych. S¡ to

rezonanse ukªadu sprz¦»onego membrany oraz obj¦to±ci akustycznej wewn¡trz

obudowy. Nierównomierny rozkªad ci±nienia akustycznego oddziaªywaj¡cego

na membran¦ powoduje tak»e wzbudzenie rezonansów membrany, dla których

postacie drga« nie s¡ osiowo-symetryczne.
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6.5. Model uwzgl¦dniaj¡cy wpªyw ksztaªtu obudowy

W celu przybli»enia d¹wi¦ku generowanego przez rzeczywisty gªo±nik

w obudowie synteza d¹wi¦ku zostaªa przeprowadzona przy wykorzystaniu

modelu, w którym uwzgl¦dnione zostaªy zmiany odpowiedzi ukªadu zwi¡zane

z wpªywem ró»nych ksztaªtów obudowy na charakterystyki kierunkowo±ci.

Wyznaczone zostaªy charakterystyki amplitudowo-cz¦stotliwo±ciowe oraz

fazowo-cz¦stotliwo±ciowe gªo±nika w odgrodzie otwartej oraz nast¦pnie

w obudowie zamkni¦tej o ksztaªcie sze±cianu oraz obudowie o pi¦ciu ±cianach

prostopadªych i sko±nej ±ciance tylnej (obudowie nazywanej pó¹niej klinem).

Obliczenia przeprowadzone zostaªy dla trzech modeli membrany, która zostaªa

przybli»ona poprzez model tªoka, model doskonale sztywnej membrany

o geometrii zaczerpni¦tej z rzeczywistego gªo±nika oraz model membrany

podatnej.

Z powodów obliczeniowych wielko±¢ elementów zostaªa tak dobrana aby

siatka znajduj¡ca si¦ wewn¡trz gªo±nika posiadaªa 6 elementów na najkrót-

sz¡ rozpatrywan¡ dªugo±¢ fali. Rozpatrywane byªy dwa przypadki - bez oraz

z uwzgl¦dnieniem wpªywu wn¦trza obudowy na rozkªad pola akustycznego ota-

czaj¡cego gªo±nik. Przy prezentacji wyników zastosowany zostaª kod opisany

w tablicy 6.2.

Obliczenia przeprowadzone zostaªy najpierw w ±rodkowych cz¦stotliwo-

±ciach pasm oktawowych. Charakterystyki kierunkowo±ci w pionie i pozio-

mie w zale»no±ci od cz¦stotliwo±ci dla przypadku obudowy w ksztaªcie klina,

uwzgl¦dnienia wn¦trza obudowy oraz membrany podatnej znajduj¡ si¦ na ry-

sunku 6.22.

W dalszej cz¦±ci do±wiadcze« wyznaczona zostaªa odpowied¹ ukªadu w sta-

nie ustalonym na wymuszenie harmoniczne o cz¦stotliwo±ci zmieniaj¡cej si¦ od

10 do 4300 [Hz] z krokiem co 10 [Hz]. Wyniki dla obudowy klinowej z uwzgl¦d-

nieniem wpªywu wn¦trza obudowy przedstawione zostaªy na rysunku 6.25.

Tablica 6.2: Zastosowane oznaczenia przy prezentowaniu wyników

kod 0 1 2 3
rodzaj obudowy klin prostopadªo±cian sze±cian odgroda

uwzgl¦dnienie wn¦trza tak nie

model membrany podatna dosk. sztywna sto»kowa dosk. sztywna tªokowa
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Rysunek 6.22: Wyniki dla przypadku 000 - Charakterystyki kierunkowo±ci w
poziomie oraz pionie dla cz¦stotliwo±ci ±rodkowych tercji od 0.063-4 kHz
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Rysunek 6.23: Wyniki dla przypadku 000 (membrana podatna) - Charaktery-
styki kierunkowo±ci w poziomie oraz pionie dla cz¦stotliwo±ci 0.063-4 kHz co
10 Hz

118



Rysunek 6.24: Wyniki dla przypadku 001 (membrana doskonale sztywna)
- Charakterystyki kierunkowo±ci w poziomie oraz pionie dla cz¦stotliwo±ci
0.063-4 kHz co 10 Hz
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Rysunek 6.25: Wyniki dla przypadku 002 (model membrany w postaci tªoka)
- Charakterystyki kierunkowo±ci w poziomie oraz pionie dla cz¦stotliwo±ci
0.063-4 kHz co 10 Hz

Dla cz¦stotliwo±ci okoªo 2200 Hz wyst¦puje wyra¹ne zwi¦kszenie poziomu

ci±nienia akustycznego oraz zmiana charakterystyki kierunkowo±ci dla której

najwy»sze poziomy obserwowane s¡ ju» nie na osi gªo±nika lecz poza osi¡.

Na charakterystykach kierunkowo±ci pionowych widoczne jest, »e dla wielu

cz¦stotliwo±ci rezonansowych lub antyrezonansowych charakterystyki nie s¡

symetryczne.

Charakterystyk¦ amplitudowo-cz¦stotliwo±ciow¡ dla ka»dego z rozpatrywa-

nych przypadków przedstawia rysunek 6.26.
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Rysunek 6.26: Charakterystyka amplitudowo-cz¦stotliwo±ciowa dla poszcze-
gólnych modeli

Dla modelu z membran¡ doskonale sztywn¡ i niewielkim tªumieniu na

±ciankach wewn¦trznych obudowy w odpowiedzi ukªadu wyra¹nie widoczne

s¡ wierzchoªki rezonansowe zwi¡zane z cz¦stotliwo±ciami drga« wªasnych

obudowy. S¡ one przesuni¦te z powodu sprz¦»enia z membran¡ która posiada

mas¦, sztywno±¢ i tªumienie zawieszenia. Charakterystyki kierunkowo±ci

w przypadku doskonale sztywnej membrany i obudowy gªo±nika nie zmieniaj¡

si¦.

W przypadku membrany podatnej przy wymuszeniu osiowo-symetrycznym

wyst¦puj¡ bardzo silne wierzchoªki rezonansowe w okolicy cz¦stotliwo±ci

osiowych drga« wªasnych. Po sprz¦»eniu membrany z obj¦to±ci¡ akustyczn¡

obudowy wzbudzaj¡ si¦ tak»e pozostaªe postacie drga« wªasnych. Powoduj¡

one nierównomierno±ci charakterystyk kierunkowo±ci w okolicy rezonansów.

W przypadku umieszczenia gªo±nika w niesko«czonej odgrodzie widoczne

jest, »e odgroda w zakresie niskich cz¦stotliwo±ci powoduje zwi¦kszenie

poziomu ci±nienia akustycznego o okoªo 6 dB, które ma miejsce do okolicy

600 Hz. Jest to zgodne z wynikami prowadzonych dotychczas oblicze«

i do±wiadcze« [17, 18]. Wpªyw ksztaªtu obudowy zamkni¦tej na rejestrowany

poziom ci±nienia akustycznego ujawnia si¦ przede wszystkim pomi¦dzy

cz¦stotliwo±ciami 600 Hz i 2000 Hz. Powoduje ona zwi¦kszenie poziomu

ci±nienia akustycznego zwi¡zane przede wszystkim z interferencj¡ fal

uginaj¡cych si¦ na obudowie. Ksztaªt przyj¦tej obudowy zmieniaj¡cy si¦

w zaªo»onym zakresie nie wpªywa znacz¡co na zmiany charakterystyk.
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7. Podsumowanie

Cel niniejszej pracy, którym byªo stworzenie numerycznego syntezatora

d¹wi¦ku pozwalaj¡cego na generowanie sygnaªu akustycznego o zadanych pa-

rametrach w wybranych punktach pola w sytuacji, gdy wymuszenie w ukªadzie

ma charakter impulsowy � zostaª osi¡gni¦ty.

Otrzymany syntezator numeryczny skªada si¦ z dwu gªównych bloków. Za-

daniem pierwszego bloku jest wyznaczenie parametrów konstrukcji generuj¡cej

d¹wi¦k, które pozwalaj¡ uzyska¢ jego oczekiwane parametry akustyczne. Byªy

nimi cz¦stotliwo±ci skªadowe widma generowanego d¹wi¦ku oraz odpowiednie

proporcje pomi¦dzy nimi. Na podstawie metody planowania eksperymentu

przeprowadzony zostaª eksperyment numeryczny pozwalaj¡cy na wyznacze-

nie meta-modelu zawieraj¡cego parametry konstrukcyjne oraz ich wpªyw na

widmo sygnaªu akustycznego. Umo»liwiaª on wprowadzenie ogranicze« zwi¡-

zanych z oczekiwanymi proporcjami pomi¦dzy cz¦stotliwo±ciami skªadowymi

widma oraz wybór parametrów decyzyjnych pozwalaj¡cych na ich speªnienie.

Drugi blok ma na celu syntez¦ d¹wi¦ku w wybranych punktach pola. Zbudo-

wany w tym celu zostaª rozbudowany model numeryczny, który opisuje pole

mechaniczne, pole akustyczne oraz uwzgl¦dnia sprz¦»enie pomi¦dzy nimi. Na-

st¦pnie na podstawie wyznaczonych charakterystyk ukªadu wibroakustycznego

wygenerowany zostaª sygnaª akustyczny w punkcie odbioru.

Budowa syntezatora wymagaªa rozwi¡zania szeregu problemów cz¡stko-

wych. Opracowano:

� wyznaczenie parametrów oczekiwanych pola akustycznego generowanego

przez ukªady wibroakustyczne generuj¡ce d¹wi¦k zwi¡zany z muzyk¡

� model ukªadu wibroakustycznego uwzgl¦dniaj¡cy sprz¦»enie pomi¦dzy po-

lem mechanicznym i akustycznym stworzony przy pomocy MES

� plany eksperymentów numerycznych pozwalaj¡cych na budow¦

meta-modeli opisuj¡cych ukªady sªu»¡ce do generowania d¹wi¦ku

oraz nast¦pnie dobór ich parametrów na podstawie oczekiwanych

parametrów pola akustycznego

� algorytm pozwalaj¡cy na wyznaczenie na podstawie charakterystyk od-

powiedzi ukªadu w stanie ustalonym przebiegów czasowych generowanych
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sygnaªów, co zostaªo osi¡gni¦te poprzez twórcz¡ implementacj¦ odwrotnego

przeksztaªcenia Fouriera

� algorytm syntezy d¹wi¦ku uwzgl¦dniaj¡cy zmiany w sygnale zwi¡zane z kie-

runkowo±ci¡ ¹ródªa oraz zmianami jego orientacji przestrzennej w cza-

sie, który zostaª stworzony na podstawie nowatorskiej metody aproksyma-

cji fragmentów odpowiedzi impulsowych dla punktów otaczaj¡cych ¹ródªo

d¹wi¦ku.

Stworzony algorytm zostaª zaaplikowany do trzech wybranych konstrukcji:

misa tybeta«ska, dzwon oraz gªo±nik otwarty w obudowie. Syntezator okazaª

si¦ przydatnym narz¦dziem do rozwi¡zania zadania prostego - analizy pola

wibroakustycznego dla istniej¡cych konstrukcji. Uzyskana zostaªa na jego

podstawie wiedza jako±ciowa i ilo±ciowa dotycz¡ca zagadnienia, w jaki sposób

ksztaªt konstrukcji wpªywa na jej cz¦stotliwo±ci rezonansowe. Na podstawie

otrzymanych wyników mo»liwe byªo pó¹niejsze rozwi¡zanie zadania odwrot-

nego polegaj¡cego na zde�niowaniu oczekiwanych parametrów pola akustycz-

nego i na tej podstawie wyznaczeniu parametrów konstrukcji pozwalaj¡cych

na ich speªnienie.

Opracowany algorytm syntezatora numerycznego wykorzystuje nowocze-

sne narz¦dzia informatyczne takie jak MES oraz metody planowania ekspery-

mentu. Stanowi on u»yteczne narz¦dzie pomagaj¡ce nie tylko lepiej pozna¢

wpªyw ksztaªtu istniej¡cych konstrukcji na generowane przez nie pole aku-

styczne, ale przede wszystkim wspomagaj¡ce projektowanie zupeªnie nowych

konstrukcji oraz równoczesn¡ auralizacj¦ d¹wi¦ku przez nie generowanego. Zo-

staªa potwierdzona skuteczno±¢ przyj¦tych rozwi¡za« zarówno w przypadku

instrumentów muzycznych, jak i konstrukcji elektro-mechaniczno-akustycznej.

W dalszych pracach badawczych nad stworzonym i zastosowanym algo-

rytmem syntezy sprawdzone zostanie, na ile uwzgl¦dnienie dróg propagacji

d¹wi¦ku pomi¦dzy ¹ródªem i odbiornikiem ma wpªyw na otrzymywane wy-

niki. Sama MES do tego celu jest ju» niewystarczaj¡ca, poniewa» dla du-

»ych przestrzeni lub wysokich cz¦stotliwo±ci konieczna do zastosowania liczba

elementów sko«czonych powoduje, »e rozwi¡zanie problemu wymaga bardzo

du»ej mocy obliczeniowej i przestaje by¢ realizowalne w rozs¡dnym przedziale

czasu. Istniej¡ dwie drogi rozwi¡zania tego problemu � przeprowadzenie reduk-

cji rz¦du modelu lub wprowadzenie dodatkowo innych metod symulacji pola

akustycznego. Wst¦pne wyniki bada« wskazuj¡, »e dobre wyniki uzyskuje si¦

poprzez uwzgl¦dnienie charakterystyk kierunkowych ¹ródeª wyznaczonych po-

przez MES do algorytmów wykorzystuj¡cych metody geometryczne [33, 31, 30].
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Opracowany syntezator numeryczny mo»na zastosowa¢ tak»e do bada«

i mody�kacji konstrukcji sªu»¡cych do generowania sygnaªu akustycznego nie

zwi¡zanego z muzyk¡. Istnieje szeroka gama zagadnie« technicznych w któ-

rych konieczne jest efektywne wytworzenie w o±rodku akustycznym sygnaªu

o charakterze impulsowym, zawieraj¡cym odpowiednie cz¦stotliwo±ci skªadowe

i pochodz¡cego ze ¹ródªa o zde�niowanej charakterystyce kierunkowo±ci. Przy-

kªadowo szczególnie istotne jest to przy projektowaniu sond ultrad¹wi¦kowych

lub sonarów. Otrzymany algorytm mo»e posªu»y¢ do optymalizacji istnie-

j¡cych konstrukcji lub do budowy zupeªnie nowych, dla których rozkªad pola

wibroakustycznego oraz uzyskany przebieg sygnaªu akustycznego b¦dzie lepszy

od uzyskiwanego przy zastosowaniu dotychczasowych rozwi¡za«.
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