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Rozdziat 1

Wstep

Sieci sa wszedzie. Tworzymy je my, budujac sie¢ kontaktéw miedzyludzkich i tworza ja organizmy
zywe wchodzace w sklad ekosystemu. Istnieja w nas (sie¢ neuronowa w mozgu, krwioobieg)
i korzystamy z ich dobrodziejstwa kazdego dnia (sie¢ energetyczna, Internet). Takie przyktady
moznaby mnozy¢; faktem jest, ze sieci odgrywaja w naszym zyciu ogromna role. Czasami niosa ze
sobg zagrozenia!, innym razem — pomoc i rozwéj. Dlatego tez nowa gataz nauki, jaka jest teoria
sieci (czy biorac pod uwage ich wielopoziomowos$é — teoria ukladéw zlozonych, ang. complex
systems) rozwija sie obecnie bardzo gwaltownie (zob. prace przegladowe [4, 10, 15, 17, 22, 47,
52, 55]), a ze wzgledu na swdj interdyscyplinarny charakter dotyka réznych dziedzin m.in. fizyki,
informatyki, biologi a takze ekonomi i socjologi.

Jeden z wigkszych przetoméw dotyczacych badan nad sieciami nalezy przypisaé¢ pracom Paula
Erddsa i Alfreda Rényi [18, 19], ktérzy w latach sze$édziesiatych ubieglego wieku wprowadzili
do analizy sieci rachunek prawdopodobienstwa. Ta dwdjka wegierskich matematykéw zatozyta,
ze sieci powstaja w sposéb losowy. W efekcie stworzyli oni model sieci (dzi$ znany jako klasyczny
graf przypadkowy) charakteryzujacy sie poissonowskim rozktadem stopnia wierzcholka (zob. roz-
dzial 2.1), ktéry przez wiele lat byl punktem odniesienia w badaniu mechanizméw rzadzacych
sieciami rzeczywistymi. Obecnie model ten zaliczamy do grupy modeli jednorodnych o konstruk-
cji statycznej (ang. equilibrium networks, za [15, 22]) i wlasnie tego typu sieci beda rozwazane
w niniejszej pracy.

Warto jednak zaznaczyé¢, ze najwigkszy rozkwit nauki o sieciach zawdzigczamy pracom Ba-
rabdsiego i Albert [2], ktérzy odkryli, ze wiekszosci sieci rzeczywistych nie cechuje pelna przy-
padkowos$¢é. W ich modelu powiazania pomiedzy wezlami ustalane sa na zasadzie preferencji
(tzw. huby, czyli wezly o wielu sasiadach, wybierane sa czedciej), a sieé¢ ciagle rosnie i ewoluuje.
Ta grupa sieci, zwanych ewoluujacymi (ang. evolving networks [15, 22]) ze wzgledu na obecnosé
usieciowionych weztéw-hubéw wprowadza do analizy pewne komplikacje, ktére — gdybyémy
chcieli bada¢ wptyw frustracji, bedacy tematem tej pracy — powinny by¢ rozwazane dopiero
w kolejnym etapie, po rozpatrzeniu sieci jednorodnych.

Sama topologia sieci nie odzwierciedla jednak wielu aspektéw, z ktérymi czesto spotykamy sie
w sieciach rzeczywistych. Dlatego tez wprowadzamy do uktadu wiecej stopni swobody, przypi-
sujac wezlom dodatkowe zmienne, mogace w najprostszym przypadku przyjmowaé¢ dwie rézne
wartosci. Taki zabieg pozwala na interpretacje stanéw wezléw przykltadowo jako opinie ,tak”
i ,nie”, pleé¢ czy stan ,on” i ,,off” w sieciach genetycznych. Informacja o stanie stacjonarnym ta-

1Jeden z intensywniej rozwijajacych sie kierunkéw badajacy zagadnienia sieci zajmuje si¢ mechanizmem roz-
przestrzeniania sie epidemii [45], a ostatnio réwniez — globalnego kryzysu [35]. Coraz czesciej dokonywane sa tez
analizy sieci przestepczych [25, 31].



kiego systemu ma wéwczas zastosowanie w calej klasie probleméw w réznych dziedzinach nauki.
W wielu zagadnieniach wezty dekoruje si¢ spinami Isinga o wartosciach S = +1, ktére oddzia-
tywuja ze soba ferromagnetycznie lub antyferromagnetycznie. Takie oddzialywanie prowadzi do
preferencji odpowiednio zgodnych lub przeciwnych orientacji sasiednich spinéw [11].

Oddzialywanie magnetyczne pomiedzy weztami moze wspélzawodniczyé z pewnym szumem,
czesto opisywanym jako szum termiczny. Zmiany intensywnosci tego szumu prowadza do przej-
$cia fazowego uktadu: z fazy uporzadkowanej, charakteryzujacej sie niskim poziomem szumu do
fazy nieuporzadkowanej, o duzych zakléceniach. Poziom szumu, dla ktérego uporzadkowanie za-
nika, jest poréwnywalny do temperatury krytycznej w magnetykach; w przypadku oddziatywan
ferromagnetycznych bedzie to temperatura Curie. Jezeli rozpatrujemy problem w kontekscie
sieci spotecznych, takie uporzadkowanie spinéw moze byé traktowane jako zdolnosé grupy do
podjecia wspdlnego dzialania [38]. Magnetyzm mozna wiec traktowaé jako modelowe narzedzie
(ang. toy model), ktérym mozemy si¢ postuzyé¢ do opisu réznego rodzaju zachowan sieci.

W niniejszej pracy rozpatrywano sieci przypadkowe, ktérych wezly udekorowano spinami
Isinga oddzialywujacymi antyferromagnetycznie. Preferowanie antyréwnoleglego ulozenia spi-
néw mozna odnieé¢ do pewnego rodzaju dychotomicznych zachowan spotecznych takich jak
strategia jastrzebia i golebia, czy tez kupna-sprzedazy [37]. Jednakze, w przypadku ukladéw
bedacych tematem tej pracy obecna w sieciach frustracja geometryczna dodatkowo utrudnia
osiagniecie stanu réwnowagi termodynamicznej. Topologia sfrustrowanej sieci moze byé¢ wiec
traktowana — obok temperatury — jako dodatkowy mechanizm rozporzadkowujacy spiny dazace
do antyréwnoleglych konfiguracji, co komplikuje zagadnienie ale jednoczes$nie czyni je bardziej
ciekawym.

Problem stanu podstawowego systemu wezléw o antyferromagnetycznych oddzialywaniach
moze by¢ przedstawiony jako MAX-CUT problem [13] nalezacy do grupy probleméw optymali-
zacyjnych NP-zupelnych. Jezeli weZniemy pod uwage fakt, ze w stanie podstawowym wszystkie
sasiadujace spiny powinny by¢ antyréwnolegle wzgledem siebie, to osiagniecie takiego stanu mo-
zemy potraktowaé jako spelnienie K warunkéw przez N zmiennych, gdzie N jest liczbg weztéw
w sieci, a K — liczba krawedzi. Dlatego tez antyferromagnetyzm na sieci przypadkowej mozemy
traktowac jako przyktad problemu K-spelnialnosci (ang. K-satisfiability problem), ktéry réwniez
nalezy do klasy probleméw NP-zupelnych [23, 43].

Te zwiazki sugeruja, ze sie¢ antyferromagnetycznych spinéw jest modelem o potencjalnie wielu
zastosowaniach.

Cel badan

Celem pracy jest okreslenie temperatury przejscia fazowego w magnetycznych sieciach przypadko-
wych typu Erd6sa-Rényi z regulowana gestodcia frustracji geometrycznej. Frustracja w ukladzie
jest sterowana poprzez zmiany wspolczynnika klasteryzacji (zob. rozdzial 2.1), ktéry wprowadza
do sieci duzg liczbe weztdéw tworzacych grupy trzech wierzchotkéw bedacych dla siebie wzajemnie
sasiadami. Spiny, ktére zostaly przypisane do weztéw zlokalizowanych w tych tréjkatach oddzia-
lywuja antyferromagnetycznie, ale ze wzgledu na ich ulozenie nie jest mozliwe, aby kazda z par
byta antyrownolegla do siebie. Dlatego tez im wigkszy wspdtezynnik klasteryzacji, tym wigksza
liczba tych trojkatow i jednoczesnie wigksza frustracja sieci.

Stan wiedzy

Do opisu magnetykéow w sieciach moze by¢ stosowana teoria Bethego, ktora opisuje sieci typu
drzewa [6, 13]. Niestety nie obejmuje ona uktadéw z podwyzszonym stopniem klasteryzacj,
gdyz takie modele wprowadzaja do sieci zamknigte Sciezki (tréjkaty), nieobecne w drzewach.
Poniewaz jednak teoria drzew Bethego jest jedyna, z jaka mozemy poréwnaé¢ wyniki naszych



symulacji, bedziemy ja traktowaé tylko jako punkt odniesienia.

Szczegdly dotyczace przewidywan tej teorii oraz wyprowadzenie wzordéw analitycznych znajduja
si¢ w rozdziale trzecim. Obliczenia numeryczne skonfrontowane zostana z teoria drzew Bethego
dla kazdego z modeli sieci rozpatrywanych w niniejszej pracy.

Zblizone badania temperatury przejscia fazowego w funkcji frustracji przeprowadzone byly
w literaturze dla sieci regularnej typu malego $wiata poddanej pewnym modyfikacjom [26].
W tych rozwazaniach nieporzadek, ktory byt zrédlem frustracji miat charakter dalekozasiggowy,
a jego wzrost powodowal obnizenie temperatury krytycznej.

Temperatura przejécia fazowego szacowana byla réwniez m. in. dla dwuwarstwowej sieci
Bethego, ktoérej spiny oddzialywuja antyferromagnetycznie [1]. Podobne obliczenia przeprowa-
dzono takze dla ukladu dwdch polaczonych ze soba systeméw ztozonych (o topologii regularnej
sieci przypadkowej i sieci bezskalowej Barabasi’ego—Albert), ktére zawieraly wiazania ferroma-
gnetyczne [58].

Narzedzia do badania przej$cia fazowego

Symulacje magnetyzmu dla poszczegélnych modeli sieci jest kazdorazowo poprzedzone testem
na réwnowage ukladu wykorzystujacym czasowa zalezno$é podatnosci, zgodnie z literatura [51].
Ponadto, przeprowadzane sg rowniez analizy energii w funkcji czasu celem ustalenia czasu, po kto-
rym uktad osigga stan stacjonarny.

Okreslenie temperatury przejécia fazowego w pierwszym kroku sprowadza sie do stwierdzenia
wystepowania fazy niskotemperaturowej. I tak w przypadku ukladéw o zerowym lub malym
wspOlezynniku klasteryzacji (czyli dla ukladéw niesfrustrowanych albo o malym stopniu frustra-
¢ji) spodziewamy sie, ze ponizej temperatury krytycznej pojawia sie faza antyferromagnetyczna.
Dla uktadéw mocno sfrustrowanych mozliwe jest jednak wystapienie fazy szkla spinowego.
Problem szkla spinowego jest trudny i pozostaje nierozwiazany [8, 20, 9]. W niniejszej pracy nie
bedziemy zajmowac sie indetyfikacja fazy niskotemperaturowej, ale poprzestaniemy na okresleniu
temperatury ponizej ktorej taka faza wystepuje. Spodziewamy sie, ze przejscie fazowe powinno
by¢ widoczne w zaleznoéciach temperaturowych ciepta wlasciwego, podatnosci magnetycznej
i parametru Edwardsa-Andersona, ktéry przybiera niezerowe warto$ci w fazie uporzadkowanej
niezaleznie od rodzaju tej fazy [49]. Pewne nadzieje mozna tez wiazaé z parametrem przekrywa-
nia @ [51], ktéry w stanie podstawowym powinien przyjmowaé dwie wartosci +1.

Rozwazane sieci

Pierwsze szacowania temperatury przejscia fazowego przeprowadzono dla grafu przypadkowego,
do ktérego wprowadzono frustracje poprzez zwigkszenie wspo6tezynnika klasteryzacji [38]. W tym
celu zaadoptowano algorytm sterowania klasteryzacja zaproponowany przez Holme i Kima dla
sieci bezskalowej [27]. Tak skonstruowana sie¢ charakteryzuje sie jednak wystepowaniem duzej
liczby swobodnych spinéw, ktére moga zmienia¢ swj stan bez zmiany energii, a ich wplyw moze
zakl6ca¢ m. in. krzywe temperaturowe podatnosci.
Dlatego tez w drugim etapie stworzono nieskorelowana sie¢ regularng, w ktoérej kazdy wezel
posiada dokladnie trzech sasiadéw [39]. Taka konstrukcja pozwolila wyeliminowaé swobodne
spiny z sieci. Klasteryzacje sieci regularnej przeprowadzono dodajac do istniejacych wezlow
nowe wierzcholki, ale w taki sposéb aby pierwotny wezel i dwa nowe tworzyly klaster — trojkat
wzajemnie polaczonych wezldéw.

Kolejno rozwazana sie¢, nazwana siecig pseudoregularng byla pewng modyfikacja poprzedniej
— tutaj dowolny wezel sieci moze taczy¢ sie z trzema lub piecioma innymi weztami. Wprowa-
dzenie tego modelu do symulacji, poprzez jednoczesna regulacje stopnia klasteryzacji oraz liczby



wezléw posiadajacych pieciu sasiadéw pozwala na uzyskanie topologii o réznym wspdtczynniku
klasteryzacji a tym samym wspétczynniku B (stosunku liczby drugich do pierwszych sasiadéw).
Okreslenie, czy temperatura przejécia fazowego zmienia sie dla takich uktaddéw jest istotna szcze-
gélnie w kontekscie przewidywan teoretycznych, ktére jednoznacznie wskazuja tylko na zaleznosé
temperatury uporzadkowania od parametru B.

Nastepnie sprawdzono, jaki wplyw na temperature przejécia fazowego ukladoéw sfrustrowa-
nych bedzie mialo zanurzenie ich w tréjwymiarowej przestrzeni. W tym celu stworzono model
sieci przestrzemnej — sieci przypadkowe] ze sterowang klasteryzacja, ktérej weztom przypisano
wspOlrzedne [41]. Taka sieé¢ nie charakteryzuje si¢ wlasno$cia malego $wiata, co zbliza otrzymane
wyniki symulacji do rzeczywistych probek magnetycznych.

Przeprowadzono réwniez badania temperatury przejscia fazowego dla grafu linkéw (ang. line
graph) — sieci, ktérej konstrukeja opiera sie na przetransformowaniu krawedzi pierwotnego uktadu
na wezlty nowej sieci [42, 40]. Tak skonstruowana topologia tworzy uklady o bardzo duzym stop-
niu frustracji; interesujace wiec bedzie oszacowanie dla takiego modelu temperatury przejicia
fazowego. Warto réwniez zaznaczy¢, ze antyferromagnetyzm sieci linkéw nie byl wczesniej roz-
wazany w literaturze.
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Rozdziat 2

Sieci przypadkowe — teoria

Matematyczna reprezentacja sieci

W matematycznej terminologii sie¢ jest reprezentowana za pomoca grafow. Graf definiujemy
jako zbiér punktéw (zwanych takze wierzcholkami lub wezlami) oraz wigzan (krawedzi, linii),
ktore moga taczyé dwa dowolne wierzcholki [3]. Wezly te nie sa opisywane przestrzennie (np.
poprzez podanie ich lokalizacji), gdyz nie sa rozpatrywane jako punkty polozone w przestrzeni
(czy na plaszczyZnie).

Kompletny obraz grafu dostarczony jest poprzez podanie macierzy polaczen: graf o N wierz-
chotkach opisujemy macierza o rozmiarach N x NN, a kazdy element macierzy a;; jest réwny 1,
jesli istnieje krawedZ pomiedzy i-tym i j-tym weztem lub 0 w przeciwnym wypadku. Inny sposéb
reprezentacji to macierz o stalej liczbie wierszy N bedacych lista kolejnych numeréw sasiadéw j
danego wezla i 1 zmiennej liczbie kolumn (uzaleznionej od liczby sasiadéw danego wierzchotka).

2.1 Model Erdosa-Rényi

Klasyczny model przypadkowych sieci zostal przedstawiony przez Erdésa i Rényi w roku 1959 ([14]
za [18], [19]). W tym modelu konstrukcja sieci przypadkowej przebiega nastepujaco:

1. Dana jest calkowita liczba weztow N.
2. Prawdopodobienstwo, ze dwa dowolne wierzcholki sa polaczone wynosi p.

Warto zaznaczy¢, ze powiazania te nie sa skierowane, ani tez nie zapetlaja sie (nie ma pola-
czen wezla z samym soba), a kazde polaczenie wezldéw jest réwnoprawdopodobne (nie wystepuje
zjawisko preferencyjnego przylaczania). Z powyzszych warunkéw wynika takze, ze:

e Srednia liczba krawedzi wynosi w

e maksymalna liczba krawedzi wynosi N(A;il)

e Srednia liczba sasiadéw (wierzchotkéw, z ktérymi dany wezel ma polaczenie)
wynosi p(N — 1)
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Rozklad stopnia wierzchotka (degree distribution)

Wierzcholek grafu scharakteryzowany jest czesto poprzez tzw. stopien — liczbe weztéw, z ktorymi
jest potaczony (liczbe sasiadéw) [16]. Rozklad stopnia wierzcholka P(k) okresla prawdopodobien-
stwo, ze dowolnie wybrany wezel ma k sasiadéw. Dla sieci Erddsa-Rényi to prawdopodobienstwo
wyraza sie wzorem Bernoulliego:

P(k) = <N2;1>pW1—WﬂN‘1‘k (2.1)

skad éredni stopien wierzchotka (k) = p(N — 1) [14]. W granicy duzych N wyrazenie przyjmuje
postaé rozkladu Poissona:

Plk)y =" (2.2)

Wtasno$é matego swiata

Zgodnie z koncepcja ,malego Swiata” pomimo stosunkowo duzych rozmiaréw sieci faktyczna
odleglo$¢ pomiedzy dowolnymi weztami jest relatywnie mata. Odlegloéé ta nie jest rozumiana
w sensie geodezyjnym; w ,jezyku graféw” oznacza po prostu liczbe wierzchotkéw wzdluz naj-
krotszej laczacej je drogi [3].

Sie¢ wykazuje wlasnogé matego $wiata, jedli wartoéé éredniej odleglosci I (takze liczonej jako
liczba wezléw) pomiedzy para wierzchotkdéw rosnie logarytmicznie albo wolniej z rozmiarem sieci
N dla ustalonego $redniego stopnia wierzchotka [16]:

I~InN (2.3)

Wilasnosé ta zostala takze zademonstrowana przez Erdds’a i Rényi dla modelu klasycznej sieci
przypadkowej [3], przy czym dodatkowo oszacowano, ze:

In N
In (k)

ZN

(2.4)

Przyblizenie to opiera si¢ na argumentacji [48], ktéra w $cislej formie odnosi sie do drzewa
Cayley’al. Zaczynajac od danego wezla, ktéry uwazamy za centralny zliczamy iloéé weztéw
w odlegloéci n. Dlan = 1,2,3,--- mamy kolejno k, k(k—1), k(k—1)2,--- weztéw; w odleglodci [
mamy k(k — 1)!71 weztéw. Ta liczba jest poréwnywalna z iloscia wszystkich weztéw N:

-1
N=1+kY (k—1)" (2.5)
n=0

Sumujac wyrazy ciagu geometrycznego w wyrazeniu 2.5 otrzymujemy wzor na $rednig droge
pomiedzy dwoma wezlami w sieci Erd6s’a i Rényi:

In[(N —1)(k—2)+1] — Ink

1= In(k — 1)

(2.6)

Wynik 2.6 dla N >> k przybiera posta¢ przyblizenia 2.3.

W drzewie Cayley’a kazdy wezet jest potaczony z dokladnie k innymi weztami (za wyjatkiem weztéw brze-
gowych, gdzie k = 1) a graf nie zawiera zadnych zamknietych obwodéw [6] (ang. cyclic or tradic closure [32]).
Liczba weztéw na kolejnej powloce r drzewa jest proporcjonalna do (k — 1)"
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Ze wzgledu na skonczony wymiar drzewa Cayley’a policzono takze jaki jest stosunek ilosci
wezléw brzegowych k; (z ostatniej powloki) do wszystkich weztéw N. Korzystajac ze wzoru 2.5
mozemy zapisac: l

-1
% Tt :(Zk)l_llzk N =0
n=0
Po wykonaniu sumowania postepu geometrycznego i po przeprowadzeniu dalszych przeksztatcen
otrzymujemy stosunek liczby brzegowych weztow do wszystkich wezléw sieci wyrazony jako:

ki k(2 —k)(k— 1)t
N 2—k(k—1)}

(2.8)

Dlal — oo ik > 2 stosunek 2.8 jest rzedu §=2, z czego wynika ze udzial wezléw brzegowych jest
bardzo duzy w stosunku do calej sieci i nie powinien by¢ zaniedbywany.

Wspétczynnik klasteryzacji

Opisujac sie¢ bardziej lokalnie wprowadza sie czesto tzw. wspdlczynnik klasteryzacji, okreslajacy
prawdopodobienstwo, ze dwa wezly sasiadujace z danym wierzcholkiem sa rowniez dla siebie
sasiadami [14].

Matematycznie wspélczynnik C; mozemy zapisaé jako stosunek faktycznej liczby y; istniejacych
krawedzi pomiedzy najblizszymi sasiadami danego wezta i, do catkowitej liczby mozliwych po-
taczen miedzy nimi (gdzie z; jest liczba najblizszych sasiadéw wezta) [5]:

2y;

Cz:m.

(2.9)

Gdy z; = 0,1 przyjmujemy C; = 0. Calkowity wspdlczynnik klasteryzacji C' jest $rednia po
wszystkich N weztach. Dla sieci przypadkowych prawdopodobienstwo, ze dwa sasiednie wezly
danego wierzchotka sa rowniez ze soba potaczone jest takie samo jak prawdopodobienstwo pota-
czenia dwoch dowolnie wybranych weztéw [3], stad zachodzi:

Chrand = p- (2.10)

Sie¢ rozproszona i ,,gigantyczny” klaster

Sie¢ nazywamy rozproszong, jesli zbudowana jest gléwnie z izolowanych drzew (klastréw nie-
zapetlonych). Jej srednica (maksymalna odleglo$¢ pomiedzy dowolna para wezléw) jest réwna
$redniej wartosci $rednicy drzewa, z ktérych zbudowana jest sie¢ (liczonej takze jako najdluzsza
droga pomiedzy dwoma dowolnymi wezlami nalezacymi do drzewa). Odpowiada to warto$ciom
(k) = pN < 1 w granicy N — oo.

Jesli wartosé sredniej liczby krawedzi wychodzacych z dowolnego wierzchotka (k) = pN > 1
w klasycznej sieci przypadkowej pojawia sie ,gigantyczny” klaster zawierajacy wieksza czesé
potaczonych wierzchotkéw sieci. Wéwezas Srednica grafu jest réwna srednicy tego klastra [3].
Dla p < % w sieci pojawia sie duzo wezléw izolowanych [14].

2.2 Sie¢ Wattsa-Strogatza

Rzeczywiste sieci (np. WWW czy sieé¢ powiazan neuronéw w mézgu) charakteryzuja sie wpraw-
dzie wlasnoscia ,malego $wiata” (podobnie do sieci przypadkowych opisywanych w poprzednim
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modelu), jednoczesnie jednak sa opisane wspdlczynnikiem klasteryzacji C' rzedu 0.1 lub wiek-
szym. Przyktadowo, dla sieci przypadkowych wspotczynnik C' jest kilka rzedéw wielkoSci mniej-
szy od tych spotykanych w rzeczywistosci. Natomiast w przypadku klasycznych sieci przestrzen-
nych, jak kubiczna sie¢ d-wymiarowa spotykamy si¢ wprawdzie z podobnymi wspoélczynnikami
klasteryzacji jak te opisywane w przyrodzie, jednak nie posiadaja one wlasnosci malego $wiata.

Model wprowadzony przez Wattsa i Strogatza w 1998r [61] generuje grafy z wysokim wspol-
czynnikiem klasteryzacji przy jednoczesnym zachowaniu charakteru matego Swiata. Zapropono-
wane rozwigzanie jest wiec czyms$ posrednim pomiedzy catkowicie przypadkowym grafem a re-
gularng siecig o skoficzonych wymiarach.

Algorytm

Interpolacji pomiedzy regularng siecig o skoficzonych wymiarach i siecia przypadkowa dokonano
przy uzyciu nastepujacych procedur [61]:

1. Algorytm startuje od okregu zbudowanego z N weztow, z ktorych kazdy potaczony jest
krawedzia z k najblizszymi sasiadami. Aby uniknaé sytuacji, w ktérej graf stalby sie
rozproszony, zaktadamy:

N>»Ek>»InN>1 (2.11)

2. Idac na przyklad zgodnie z ruchem wskazdéwek zegara wybieramy wezetl i krawedz, ktora
taczy go z najblizszym sasiadem.

3. Z prawdopodobienstwem p odlaczamy wybrang krawedz od sasiada wybranego wezla i ta-
czymy z nowym, losowo wybranym wezlem. Wykluczamy istnienie podwdéjnych krawedzi.

4. Powtarzamy proces ,idac” zgodnie z ruchem wskazoéwek zegara, dopdki nie rozwazymy
wszystkich krawedzi w jednej petli.

5. Nastepnie rozwazamy linie, ktére tacza wezly ze swoimi drugimi w kolejnosci sasiadami
i powtarzamy punkty 2-4. Po przejsciu kolejnego cyklu rozwazamy coraz to dalszych
sasiadéw do momentu, w ktérym wszystkie krawedzie poczatkowej sieci beda wziete pod
uwage.

Regular Small-worid Random

Rysunek 2.1: Efekt dzialania algorytmu dla réznych wartos$ci p obrazujacy posrednia postaé —
sie¢ typu ,malego $wiata” — pomiedzy siecia regularna (p = 0) i przypadkowa (p = 1) dla N = 20
i k =4. Zrédlo: [61].
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Przedstawiony powyzej proces wprowadza do poczatkowo regularnej sieci pNk/2 ,dlugoza-
sieggowych” krawedzi, niewiazacych bliskich sasiadéw znajdujacych sie na petli (rys. 2.1). Takie
powiazania maja jednak swoje odzwierciedlenie w rzeczywistych sieciach, np. laczacych przy-
jaciol: wiekszoé¢ ludzi utrzymuje bardzo bliskie kontakty z osobami znajdujacymi sie¢ w ich
najblizszym sasiedztwie, ale czesto zdarza sie, ze przyjacielskie stosunki utrzymuja takze ludzie
oddaleni od siebie o wiele kilometréw. I wlasnie te sytuacje opisuja dlugozasiegowe krawedzie [3].

Najwieksze osiagniecie sieci typu ,maltego swiata”’ prezentuje rys. 2.2:

1 -t:l R R B B L . T T
el °® Clpy/cioy = ]
o L]
i o
ne k- ]
nal . o ]
0s L Lipy/Lo) e
E ) * * "o E 3
D 11l 11l 11l 11 m
0.0001 0.001 0o 0.1 1

Rysunek 2.2: Zaleznosé wspdlezynnika klasteryzacji C' oraz $redniej najkrétszej odlegloéci L
(liczba wezldéw laczacych dwa wierzchotki wzdiuz najkrétszej drogi pomiedzy nimi) od prawdo-
podobienstwa p. Wielkoéci C' i L unormowano wartosciami C(0) oraz L(0) dla regularnej sieci
(p = 0). Zrédto: [61]

Dla bardzo matych wartoéci p unormowany wspétczynnik klasteryzacji praktycznie nie zmie-
nia sie, podczas gdy Srednia najkrétsza odlegtosé L szybko spada w miare pojawiania sie¢ nowych
ydlugozasiegowych” krawedzi. Nieco wiekszym warto$ciom prawdopodobiefistwa p (por. rys. 2.1)
odpowiadaja tak male wartosci L(p) jak dla sieci przypadkowych (i rzeczywistych), pomimo tego
jednak warto$¢ wspolczynnika klasteryzacji pozostaje duzo wieksza niz dla graféw przypadko-
wych.

Fenomen sieci Wattsa-Strogatza przedstawia si¢ wiec nastepujaco:

L > Lrandom iC>» Orandom (212)
Model wygenerowany przez Wattsa i Strogatza zdecydowanie lepiej oddaje charakter sieci rze-
czywistych: o duzym stopniu klasteryzacji, ale wzglednej malej odlegtosci pomiedzy dowolnymi
weztami.

2.3 Grafy ze sterowanym stopniem klasteryzacji

Inne rozwiazanie problemu zbyt malego stopnia klasteryzacji przedstawili Holme i Kim [27]. Tym
razem jednak modyfikacji podlegaly sieci bezskalowe (a dokladniej model sieci Barabasi’ego—
Alberta), ktore obok wlasnosci malego Swiata charakteryzuja sie potegowym rozkladem stopnia
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wierzchotka? wlaéciwym dla wielu sieci rzeczywistych. Jednoczeénie jednak grafy tego typu
posiadaja niewielki wspdlczynnik klasteryzacji i w zwiazku z tym zawodza w opisie duzej liczby
realnych sieci. I wlaénie rozwiazanie tego problemu proponuja autorzy [27].

2.3.1 Sterowanie wspo6ltczynnikiem klasteryzacji w modelu sieci Barabasi’ego—
Alberta (BA)

Holme i Kim rozszerzyli model sieci bezskalowej BA (zob. punkty 1-4) poprzez wprowadzenie
pewnego dodatkowego kroku w procesie tworzenia sieci — ,formowania triady” [27]:

1. Stan poczatkowy: sie¢ zbudowana jest z mgy wierzchotkéw i nie zawiera zadnych krawedzi.

2. Wazrost sieci odbywa sie poprzez dodanie do grafu jednego wierzchotka v z m krawedziami
w kazdym kroku czasowym.

3. Kazda krawedz m wierzchotka v jest przylaczana do pewnego wezta w z prawdopodobien-
stwem proporcjonalnym do jego stopnia (tzw. preferencyjne przylgczanie (PA))

4. Formowanie triady (FT): Po kazdym kroku PA (po dodaniu kazdej kolejnej krawedzi m)
dotaczane jest z prawdopodobienistwem P; dodatkowe, nowe polaczenie pomiedzy weztem v
i losowo wybranym sasiadem wierzchotka w (z ktérym v polaczyl si¢ w poprzednim kroku).
Jedli wszyscy sasiedzi w mieli juz mozliwos¢ przylaczenia do v, wykonuje sie ponownie krok
preferencyjnego przylaczania, a po ,zagospodarowaniu” wszystkich potaczen wierzchotka
v wraca si¢ do punktu 2.

Kiedy przytaczany jest dany wierzchotek z m krawedziami do sieci, najpierw wykonywany jest
wiec krok preferencyjnego przytaczania, pézniej nastepuje formowanie triady z pewnym prawdo-
podobienstwem P;. Srednia liczba krokéw FT wynosi:

my=(m—1)P, (2.13)

i jest ona jednoczesénie parametrem , kontrolujacym” i sterujacym stopien klasteryzacji sieci (dla
wartosci my = 0 zaproponowane rozwiazanie powraca do podstawowego modelu BA).

Wprowadzenie dodatkowego kroku FT ma przyktadowo do$¢ silne uzasadnienie w realnych
sieciach socjologicznych: jesli osoba A zna B i C spodziewamy sie, ze B i C takze sie znaja.
Ponadto opisany tutaj model charakteryzuje sie dodatkowo bezskalowoscia, co w polaczeniu
z wysokim wspdlczynnikiem klasteryzacji daje algorytm, ktory lepiej niz rozwigzanie zapropo-
nowane przez Wattsa i Strogatza (zob. rozdzial 2.2) nadaje sie do opisu wielu rzeczywistych
sieci [46].

2.3.2 Zwiekszenie stopnia klasteryzacji w sieciach przypadkowych

Rozwiazanie przedstawione przez Holme’a i Kima [27] mozna zaadoptowaé takze dla sieci przy-
padkowych. Wéwczas algorytm generacji sieci przypadkowej o wysokim stopniu klasteryzacji
moznaby opisa¢ nastepujaco:

1. Poczatkowo sie¢ zbudowana jest z N wezlow.

2. Dla kazdej pary wezléw i oraz j tworzone sa polaczenia z prawdopodobienstwem p.

2W sieciach bezskalowych prawdopodobienstwo P(k) znalezienia wierzchotka z k krawedziami jest proporcjo-
nalne do k7, gdzie v jest stala charakterystyczng dla danej sieci.
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3. Klasteryzacja: dla kazdego wezla majacego conajmniej dwoch sasiadéw wstawiamy z praw-
dopodobiefistwem pC krawedZ pomiedzy tymi sasiadami (kolejno dla kazdej pary danego
wezla) — analogicznie do kroku ,formowania triady” w modelu zaproponowanym przez
Holme’a i Kima [27].

Powyzszy przepis tworzy sie¢ przypadkowa, ktéra obok wlasnosci malego Swiata charakteryzuje
sie takze regulowanym wspdlczynnikiem klasteryzacji. Efekt jest wiec podobny do tego uzyska-
nego przez Wattsa i Strogatza [61], jednakze w przeciwienstwie do tamtego uzyskujemy graf ,od
razu” przypadkowy.
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Rozdziat 3

Sieci dekorowane spinami —
teoria

Skonstruowanie uproszczonego modelu czesto pomaga zastapic rzeczywisty, bardzo ztozony ukltad
prostszym, ktory zachowuje sie jakoSciowo w ten sam sposéb i ktéry moze dawaé catkiem dobre
przyblizenia. Jednym z nich jest model Isinga' — wstepnie stworzony do rozwiazania zagadki
przejé¢ fazowych w ferromagnetyku, obecnie znajdujacy zastosowania takze w modelowaniu gazu
sieciowego czy stopu podwdjnego [28], a takze w innych dziedzinach takich jak np. socjologia
(formutowanie sie opinii publicznej — ,za” i ,przeciw”), genetyka (aktywny i nieaktywny gen)
czy ekonomia.

3.1 Ferromagnetyzm i model Isinga

Material ferromagnetyczny charakteryzuje sie wystepowaniem tzw. domen magnetycznych —
spiny atomowe ustawiaja sie spontanicznie wzdtuz jednego kierunku w obszarach zawierajacych
wiele atoméw 2. Po umieszczeniu ferromagnetyka w zewnetrznym polu magnetycznym wszystkie
lokalne obszary o takim samym kierunku namagnesowania beda mialy dodatkowo tendencje do
ustawienia swoich momentéw magnetycznych wzdtuz jednego kierunku. Stan ten nie zmienia sie
po wylaczeniu pola magnetycznego — w rezultacie powstaje stan namagnesowania resztkowego,
kiedy probka sama wytwarza zewnetrzne pole magnetyczne.

Wiasciwoéci ferromagnetyczne zanikaja jednak powyzej temperatury Curie® — spontaniczna ma-
gnetyzacja domen zanika, a ferromagnetyk calkowicie sie rozmagnesowuje. Jak wyttumaczy¢
takie nagle przejscie przez punkt Curie? Czy ponizej tej temperatury wystepuja pewne diugo-
zasiggowe korelacje pomiedzy spinami? Na te pytania odpowiada wlasnie model Isinga [11, 33].

Definicja modelu Isinga

W ramach modelu Isinga rozpatruje sie¢ pewna periodyczna d-wymiarowa sie¢ (d = 1,2,3) w we-
ztach ktérej umieszczono oddzialywujace spiny (zastepujace momenty magnetyczne atoméw

1Model Isinga faktycznie zostal zaproponowany przez Lenza a rozwiazany przez jego ucznia Ernesta Isinga dla
przypadku jednowymiarowego w 1925r. [36]

2W paramagnetyku spiny nie tworza zadnych lokalnych grup skierowanych w ta samg, strone, kazdy z nich
ustawia si¢ w losowo wybranym kierunku.

3Przyktadowo dla zelaza T = 1039K
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w magnetyku), mogace przyjmowaé dwie wartosci: 1 (spin ,w gére” 1) i —1 (spin ,w dét”]).
Calkowita energia takiego ukladu spinéw wynosi:

E=-> JSS;—-H>» S (3.1)

<ij> i

gdzie zmienna spinowa \S; przyjmuje wartosci 1, (ij) oznacza pary najblizej sasiadujacych spi-
néw, J jest catka wymiany, a H jest energia oddzialywania spinu z polem magnetycznym (w skré-
cie mozna méwié, ze H jest zewnetrznym polem magnetycznym). Za calke wymiany przyjmu-
jemy pewna stala wartos$é, wieksza od zera w przypadku uktadu o sprzezeniu ferromagnetycznym
(preferowane zgodne ustawienia sasiednich spinéw), a mniejsza od zera dla antyferromagnetyka
(gdzie preferowane sg stany spinéw przeciwnie skierowanych).

Magnetyzacja

Magnetyzacja (namagnesowanie) opisuje moment magnetyczny prébki materialu w jednostce
objetosci [33]. Numerycznie mozna ja wyznaczyé jako érednig w czasie sume wszystkich spinéw
podzielong przez ich liczbe, tzn.:

1 N
M= ; S;. (3.2)

Ponizej temperatury Curie uporzadkowana faza ferromagnetyczna bedzie generowala niezerowa
magnetyzacje; dla T' > T magnetyzacja bedzie wynosita zero.

Rozwigzanie modelu Isinga

Jak dotad analityczne rozwiazanie modelu Isinga podano tylko dla przypadku jedno- i dwuwy-
miarowego.

W modelu jednowymiarowym? zjawisko ferromagnetyzmu nie wystepuje — dazenie do upo-
rzadkowania spinéw jest zbyt stabe, poniewaz liczba oddzialywujacych najblizszych sasiadéw jest
zbyt mala [28].

Dla dwuwymiarowego modelu Isinga, pierwsze rozwiazanie (w nieobecnosci pola magnetycz-
nego) podal Omnsager w 1944r. Zgodnie z jego obliczeniami temperature krytyczna okreslaja
réwnania (za [28]):

kT = (2.269185) - J (3.3)

e T =21 (3.4)

Natomiast spontaniczne namagnesowanie (ktére jest miara uporzadkowania dalekiegozasiggu)
wyznaczyl Yang [63]. Srednia warto$¢ spinu wynosi:

0 T>Tc
m = 1 1 3.5
(1+z2)4(t222+z4)8 T <Tc (3:5)
gdzie: L
z=e W, (3.6)

W ramach dwuwymiarowego modelu udalo sie zaobserwowaé¢ wystepowanie dlugozasiegowych
korelacji: pomimo tego, ze kazdy spin oddzialywuje tylko z najblizszymi sasiadami, ponizej

4Wezly sieci dla d = 1 tworza tancuch N spinéw, ktére oddziatywuja tylko z dwoma najblizszymi sasiadami
iz polem H. Lancuch ten po nalozeniu periodycznych warunkéw brzegowym ma postaé okregu.
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pewnej temperatury momenty magnetyczne w ramach tzw. domen beda preferowaly tylko jeden
wyrézniony kierunek. Rzeczywiscie zachodzi wiec przejscie fazowe, powyzej T¢ spiny ukladaja
sie w taki sposob, ze wystepuja tylko krétkozasiegowe korelacje, natomiast po przejsciu przez
punkt Curie mamy do czynienia z uporzadkowaniem dalekozasiggowym.

3.2 Model niezaleznych par

Model niezaleznych par dla przypadku drzew w zerowym polu jest rownowazny przyblizeniu
Bethego-Peierlsa [28]. W tym modelu sieé¢ spinéw Isinga rozpada si¢ na zbiér par oddzialuja-
cych spinéw. To zaltozenie moze by¢ podstawa pewnych przyblizonych rozumowan dla uktadu
jednowymiarowego i dla regularnej sieci Bethego. Zastosowanie tej koncepcji dla drzew wymaga
dalszych przyblizen, podobnie jak i dla sieci z wzmocniong klasteryzacja, ktére to bedziemy
rozpatrywaé w dalszych rozdziatach.

Model

Model niezaleznych par polega na tym, ze stany poszczegdlnych wigzan sa od siebie niezalezne.
Oznacza to, ze dla dowolnej pary spinéw w sieci mozna zmienia¢ stany tej pary nie zmieniajac
jednoczesnie stanéw pozostalych par.

Funkcja korelacji

Ogoélnie, funkcja korelacji f dwoéch spinéw S; oraz S; okreSlana jest przez wyrazenie:
fiz = (5iS5) = (Si) (5;) (3.7)

gdzie (S;) oznacza $rednia po stanach i-tego spinu. Poniewaz w fazie paramagnetycznej $rednia
po stanach dowolnego spinu wynosi zero, mozna zapisaé¢ funkcje korelacji jako srednia po stanach
iloczynu rozpatrywanych spinéw, tzn.:

fij = (SiS;) . (3.8)

Funkcja korelacji dla dwéch sasiednich spinéw Sy i S1 bedzie wiec wynosita (SpS1). Wykorzy-
stujac formalizm sumy statystycznej® Z mozemy zapisaé:

(5051) = 32 Ze P 5058 (0) (3.9)

[oa

Po obliczeniu wyrazenia 3.9 otrzymujemy funkcje korelacji spin-spin dla pary spinéw bedacych
najblizszymi sasiadami réwna:
(S0 S1) = th(BJ). (3.10)

Poniewaz dla ukladéw nieskonczonych (takich jak sie¢ Bethego, czy dwuwymiarowy model Isinga)
przyjmuje sie, ze srednia po stanach kazdej pary sasiadéow jest taka sama, mozemy zalozy¢,
ze wzor 3.10 poprawny bedzie dla kazdej pary sasiadujacych spinéw.
Analogicznie, dla spinéw odleglych o dwa wigzania mozemy zapisaé:

(S0S2) = (S0515152) (3.11)

5Sume statystyczng definiujemy jako Z = > e PEs | gdzie sumowanie przebiega po stanach o, E, oznacza
energie stanu o, a § = k%
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a poniewaz stany par sa niezalezne:
(S0S2) = (S0S1) (S152) . (3.12)

Przyjmujac ponownie zalozenie o takiej samej $redniej po stanach kazdej pary sasiadow otrzy-
mujemy:

(SoS2) = (SoS1)?. (3.13)

Podstawiajac wynik 3.10 otrzymujemy funkcje korelacji dla drugich sasiadéw réwna th2(8.J).
Ogodlnie, dla spinéw odleglych o r wiazan funkcja korelacji spin-spin bedzie wynosita:

fiitr = th"(BJ). (3.14)

Temperatura krytyczna

Wykorzystujac zatozenia modelu niezaleznych par mozemy policzy¢ temperature przejscia fazo-
wego T’x obliczajac podatnosé dla fazy paramagnetycznej i sprawdzajac dla jakiej temperatury
dazy ona do nieskonczonogci®.

Podatnosé obliczamy jako iloczyn funkcji korelacji i wielkosci 3, a wykorzystujac wzér 3.8 mo-
zemy zapisac:

x=2 Z (SiS;) (3.15)

Ponizej przedstawiono obliczenia temperatury Curie dla jednowymiarowego modelu sieci, dla
regularnej sieci Bethego oraz dla drzewa przypadkowego.

3.2.1 Lancuch spinéw, czyli model jednowymiarowy

W przypadku nieskonczonego tancucha spinéw sume po wszystkich parach ij obecna we wzo-
rze 3.15 zamieniono na sume po kolejuych wezlach oraz po promieniu r (czyli po kolejnych
odleglosciach od wezla i):

N N
X=B>3 (SiSitr) (3.16)
1=1 r=0

Wykorzystujac zalozenia modelu niezaleznych par otrzymujemy:

N
X = 6NZ<8151+T‘>

r=0

N
= BN th"(BJ)

r=0

W granicy N — oo wykorzystujemy definicje sumy ciagu geometrycznego i obliczamy podatnosé
na spin:
_ X _g 1
TN TP B
Podatno$é taficucha spindéw wyrazona wzorem 3.17 bedzie nieskoficzona dla th(8J) = 1, czyli
dla T = 0.

(3.17)

6W temperaturze przejscia fazowego do stanu ferromagnetyka lub antyferromagnetyka dla uktadu nieskoriczo-
nego X przyjmuje warto$¢ nieskoriczong
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3.2.2 Regularna sie¢ Bethego
Model sieci

Regularna sie¢ Bethego jest polaczonym grafem o strukturze drzewa, gdzie kazdy wezel posiada
dokladnie k sasiadow. Graficznie sie¢ te mozna przedstawié¢ jako galezie drzewa rozprzestrzenia-
jace sie z centralnego punktu, gdzie kolejne grupy wezléw (pierwszych, drugich itd. sasiadéw)
tworzag, powloki otaczajace centralny wierzchotek (zob. rys. 3.1).

Rysunek 3.1: Pierwsze trzy powloki regularnej sieci Bethego o k = 3.

Konstrukcja regularnej sieci Bethego przebiega nastepujaco (za [6]).

1. Rozpoczynajac od centralnego punktu 0 dodajemy k& nowych wezléw i wszystkie przyta-
czamy do centralnego. Tak powstaje pierwsza powtoka.

2. Kolejne powloki tworzymy przez przylaczenie do kazdego z wezléw powloki poprzedniej
k — 1 nowych wierzchotkéw. Kazda powloka r bedzie zawierata dokladnie k(k — 1)"~1
wezlow.

W ten sposéb tworzymy regularna sie¢ Bethego, gdzie kazdy wezet ma dokladnie k pierwszych
sasiadéw, k(k — 1) drugich sasiadéw, a iloéé weztéw odlegtych o r wiazan jest k(k — 1)" 1.
Podatnos¢ i temperatura krytyczna

Umieszczajac w weztach sieci Bethego spiny obliczamy podatnosé wykorzystujac ponownie wzér 3.15.
Majac na uwadze rozmieszczenie weztéw w kolejnych powltokach mozemy zapisac:

x = pBN [(SOS()) + k(SoS1) + k(k —1)(SpSa) + k(k — 1)2 (SoSs) + - ]
Wykorzystujac funkcje korelacji 3.8 1 oznaczajac th(8J) = v:

X = BN [1+kv+k(k—1)0?+k(k—1)%°]
= ﬂN[1—|—kv[1—}—(}{;_1)1}_’_(]{;_1)2,02_"_“.”
kv
= Hm ' (3.18)
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Natepnie obliczamy podatnosé na spin i badamy, kiedy jej warto$¢ bedzie nieskonczona. Zero-
wanie sie mianownika we wzorze 3.18 odpowiada wyrazeniu:

1
th(BJ) = —— 3.19
(6.) = (319)
ktére pozwoli nam obliczy¢ temperature krytyczna przejécia fazowego. Po przeksztalceniach
mozemy zapisac:
2J

To = ———
7 kg £,

(3.20)

Wzér 3.20 jest zgodny z literatura [6, 12] i pozwala analitycznie wyznaczyé temperature Curie
dla regularnej sieci Bethego.

3.2.3 Drzewo przypadkowe

Model sieci

Model drzewa przypadkowego jest czesto uzywany do zoobrazowania ewolucji populacji z poko-
lenia na pokolenie [21] (zob. rys 3.2).

o o

Rysunek 3.2: Model drzewa przypadkowego.

W grafie tym liczba pierwszych, drugich i kolejnych sasiadéw sa rézne w calej sieci (kazdy
z wezldw jest polaczony z dowolna liczba wierzchotkéw). Poniewaz liczba sasiadéw danego we-
zla i jest losowa, nie mozna przewidzie¢ ile bedzie sasiadéw w odleglosci r. Dlatego tez model
drzewa przypadkowego jest modelem przyblizonym. Przyblizenie to polega na oszacowaniu liczby

wezléw u(r) w odleglosci r:
r—1
z
u(r) =z <2> (3.21)
21
gdzie z1, 29 jest érednia liczba odpowiednio pierwszych i drugich sasiadéw. Wtedy w odlegtosci
r = 1 sgsiadéw bedzie z1, w odleglosci r = 2 bedzie ich 25, a dalej tak, jak wynika z przyblize-
nia 3.21.
Model ten, choé nie zawiera petli dobrze opisuje strukture sieci przypadkowej Erdésa-Rényi.
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Podatnos¢ i temperatura krytyczna

Dekorujac wezty drzewa przypadkowego spinami obliczamy podatno$é¢ wykorzystujac wzér 3.15:

B 2
X ~ pBN (S()So> + 21 <S()Sl> + 21 <Z2) (SOSQ> + 21 (?) <5053> + .-

1 1

r 2
~ (BN 1+zlv+zl(z2>v2+zl<22> v
21

Z1

2
1+<Z2>v+<z2> V24
z1 Z1

N T U
1-— (2—2) v

L 21

Obliczamy ponownie podatno$é na spin i sprawdzamy, kiedy podatno$é¢ dazy do nieskonczono-

$ci. Zerowanie si¢ mianownika we wzorze 3.22, ktore odpowiada xy — oo jest réwnoznaczne
7 wyrazeniem:

~ BN |1+ zv

(3.22)

th(BJ) = L. (3.23)

22

Po przeksztalceniach warto$é¢ temperatury krytycznej dla drzewa przypadkowego jest réwna:

2J

kg - InBEL’

To = (3.24)

gdzie B = j—f

3.3 Antyferromagnetyzm

Antyferromagnetyk charakteryzuje sie wystepowaniem wzajemnie antyréwnoleglego uporzadko-
wania sasiednich spinéw, w zwiazku z czym jego wypadkowy moment magnetyczny jest ze-
rowy [33]. Faza to wystepuje ponizej pewnej temperatury, nazywanej temperaturg Néela Ty.
Dla T > Ty uporzadkowanie antyferromagnetyczne znika, a uklad przechodzi w faze¢ parama-
gnetyczna.

Zaréwno dla fazy paramagnetycznej jak i uporzadkowanej antyferromagnetycznej wypadkowa
magnetyzacja jest zerowa, w zwigzku z czym nie moze byé ona wykorzystana do oszacowania
temperatury krytycznej. Temperature przejScia fazowego w sieci antyferromagnetycznej mozna
natomiast odczytywac z zaleznoSci termicznej ciepla wlasciwego oraz podatnosci magnetycznej.

Tak otrzymana numerycznie wartos¢ mozemy poréwnac z przewidywaniami teoretycznymi

dla drzewa przypadkowego.
Drzewo jest przypadkiem grafu dwudzielnego (ang. bipartite), w ktérym kazdy wezel w jednej
podsieci sasiaduje z wezlem tylko z drugiej podsieci. Istnieje wobec tego réwnowaznosé fazy
ferromagnetycznej i fazy antyferromagnetycznej, ktéra mozna zademonstrowaé zmieniajac jed-
noczesénie znaki spinéw w jednej podsieci i znaki wszystkich wiazan magnetycznych J;;. 7 tego
wynika w szczegdlnosci, ze temperatura Neela dla drzew jest taka sama jak temperatura Cu-
rie (zob. wzoér 3.24). Wzér 3.24 mozna wiec stosowaé wstawiajac warto$é bezwzgledna catki
wymiany (czyli wstawiajac catke J dla antyferromagnetyka ze znakiem przeciwnym).
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3.3.1 Cieplo wtasciwe

Dla przypadku antyferromagnetyka, to co moze swiadczy¢ o istnieniu przejscia fazowego w sieci to
maksimum ciepla wlasciwego powyzej temperatury krytycznej [56]. Wielko$é ta mozna obliczaé
za, pomocg dwoch metod:

1. Cieplo wlaéciwe jako pochodna catkowitej energii po temperaturze:

oE
v = — 2
C 5T (3.25)
2. Cieplo wlasdciwe jako wariancja energii uktadu:
C, = kB*[(E?) — (E)?] (3.26)

3.3.2 Podatnos¢ magnetyczna

Badanie przejécia fazowego przy uzyciu podatno$ci magnetycznej sprowadza sie takze do po-
szukiwania maksimum tej wielkoéci w danej temperaturze (analogicznie jak w przypadku ciepta
wlasciwego).

Warto$é podatnoéci dla danej temperatury mozna uzyska¢ w oparciu o dwie metody:

1. Podatno$é¢ jako wariancja magnetyzacji dla uktadu nie oddziatywujacego z polem:

(M?) — (M)

2
M (3.27)

X =
gdzie (M) oznacza $rednia czasowa magnetyzacji.

2. Podatnosé liczona jako iloraz réznicowy magnetyzacji dla ukladu w zewnetrznym polu
magnetycznym dodatnim hy oraz w polu przeciwnym h_:

My — My,
= — '2
X Ah (3.28)

3.4 Szklo spinowe

Szkla spinowe sa materiatlami, ktére w przeciwienstwie do ferromagnetykéw i antyferromagne-
tykow nie posiadaja uporzadkowania dalekiego zasiegu. Podstawowe wlasnosci szkiel spinowych
to nieporzadek oraz konkurencja oddzialywan [7], ktéra powoduje, ze uklad posiada wiele sta-
néw podstawowych. W szczegblnosci w modelu +J FEdwardsa-Andersona dana para spindéw
moze z rownym prawdopodobienstwem oddzialywaé ferromagnetycznie lub antyferromagnetycz-
nie, stad oddzialywanie pomiedzy spinami jest przypadkowe (ang. quenched randomness, za [57]).
W materiatach tego typu taka konkurencja oddzialywan pojawia sie m.in. na skutek jednoczesnej
obecnosci oddzialywan antyferromagnetycznych i ferromagnetycznych pochodzacych od domie-
szek w stopach (np. CuMn, AuFe [57]).

Temperature, ponizej ktérej obserwowaé mozna faze szkla spinowego nazywamy tempera-
tura szkta spinowego Tsg lub temperaturg zamarzania. Ponizej tej temperatury spiny zastygaja
w przypadkowych kierunkach i wlasnie ten ,magnetyczny nieporzadek” odniesiono do amorficz-
nej struktury szkla, stad nazwa — szklo spinowe.
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Frustracja

Szklo spinowe charakteryzuje si¢ frustracjq — w ukladzie wystepuje nieporzadek wiazan tzn.
obecne sa jednoczesnie wiagzania ferromagnetyczne i antyferromagnetyczne ($rednia wartosé catki
wymiany wynosi zero, zob. rys. 3.3 a)). Nie istnieje wéwczas taka konfiguracja spinéw, ktora
jednoczesnie ,usatysfakcjonuje” wszystkie oddzialywania pomiedzy wezlami sieci [57].

Frustracja geometryczna pojawia sie, kiedy to geometria (topologia spinéw w sieci) wyklucza
jednoczesna minimalizacje wszystkich oddzialywan pomiedzy spinami sieci [44]. Najprostszym
przyktadem takiej topologii jest sie¢ tréjkatna, w ktérej weztach sieci umieszczono spiny oddzia-
lywujace antyferromagnetycznie. Wowczas w obrebie jednego trdjkata wszystkie pary spinéw nie
moga jednoczesnie przyjaé konfiguracji wzajemnie antyréwnoleglej (zob. rys. 3.3 b)).

a) b)

Rysunek 3.3: a) Nieporzadek wiazan jest zrédlem frustracji. b) Frustracja geometryczna w sieci
tréjkatnej z antyferromagnetycznym oddzialywaniem pomiedzy weztami sieci.

W przyrodzie, frustracja geometryczna dotyczy gléwnie tlenkéw metali przejsciowych lub
ziem rzadkich, ktérych struktura krystalograficzna zawiera komorki elementarne w postaci troj-
katéow (sie¢ Kagome’a) lub tetraedréw (struktura pirochloru) [34].

Podatnos¢ i temperatura krytyczna

W celu analitycznego wyznaczenia temperatury zamarzania Tsg po raz kolejny wykorzystamy
model niezaleznych par i policzymy kiedy podatno$é¢ szkta spinowego przyjmuje warto$é¢ nieskon-
czona. Dla szkla spinowego mierzy sie podatnos$é nieliniowa jako [20]:

2
X=75 Z <Si5j>2 . (3.29)

Przyjmujac teraz za model sieci drzewo przypadkowe (zob. rozdzial 3.2.3) i oznaczajac thGJ = v
mozemy rozpisaé wzér 3.29:

2 [ z 2\ 2
o~ S0 (9080 + (2> (S052)® + 21 (2) (SoS3)? + -
Z1 Z1
2 [ 2
~ i 1+21U2+21<Z2) 4—1—21<Z2) 1)6+~--
N Z1 z1
o [ 2
~ Bf 1+zlv2 1_|_(22>U2_|_<Z2) vt
N Z1 Z1
2 2
~ B Ay (3.30)
N 1— (%) U2
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Aby zbadaé, dla jakich wartosci podatnosé¢ jest nieskonczona, wystarczy sprawdzié¢ zerowanie sie
mianownika w wyrazeniu 3.30. W wyniku otrzymujemy:

th?BJ = 2L, (3.31)
Z2

skad obliczamy wartos¢ temperatury krytycznej Tse dla modelu drzewa przypadkowego:

2J

VB+1®

(3.32)
koI

Tsg =
3.4.1 Parametr Edwardsa-Andersona

Parametrem porzadku szkiel spinowych jest parametr Edwardsa-Andersona [8], ktory definiujemy
jako sume po spinach érednich czasowych wartosci spinu:

1 L1 ’
=53 (2 so) 3
i=1 t=1
gdzie S;(t) oznacza i-ty spin w czasie t. Niezerowa warto$¢ parametru ¢ oznaczaé bedzie faze
szkla spinowego, a warto$¢ temperatury dla ktorej g znika mozna przyjmowac jako temperature
przejscia Tsg szklo spinowe — paramagnetyk.

3.4.2 Parametr przekrywania

Parametr przekrywania @ definiuje sie w nastepujacy sposéb [51]. Rozwazane sa dwie iden-
tyczne pod wzgledem topologii sieci, ktére daza do réwnowagi osobno (tzn. wykorzystujac inny
zestaw liczb pseudolosowych — algorytm kapieli cieplnej dla sieci i jej kopii wykonywany jest
osobno). Nastepnie obliczana jest suma iloczynéw tych samych spinéw pochodzacych z dwdch
wyzej wymienionych realizacji tej samej sieci:

N
_l I QI
Q= N;Si SiT (3.34)

Wartosé tak wyznaczonego parametru zmienia sie od —1 do +1. Stan paramagnetyczny cechuje

Q=0.
+ + +

Rysunek 3.4: Trzy mozliwe stany podstawowe dla ukladu zawierajacego zamknieta $ciezke.
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Nawigzujac do koncepcji, zgodnie z ktéra w fazie szkla spinowego istnieja tylko dwa stany
podstawowe rézniace sie wartosciami wszystkich spinéw [9, 57, 24] nalezaloby sie spodziewad,
ze w stanie podstawowym @ = +1. W istocie w literaturze dotyczacej szkiet spinowych napoty-
kamy rozklad prawdopodobiefistwa P(Q) charakteryzujace si¢ obecnosciag dwéch ostrych pikéw
odpowiadajacych warto$ciom @ = +a, gdzie a przybiera wartosci z zakresu od 0.5 do 1 [50].
7 tego wzgledu srednia warto$¢ bezwzgledna parametru Q mogtaby stuzyé jako parametr po-
rzadku w badaniu przejscia od fazy paramagnetycznej do fazy szkla spinowego.

Ten wybdr parametru porzadku dla celow tej pracy okazuje si¢ jednak bezuzyteczny. Przy-
czyna jest nastepujaca. W uktadach ze zwigkszona klasteryzacja, ktére bedziemy rozwazaé w dal-
szych rozdziatach, wystepuje duza liczba tréjkatéw, gdzie trzy wierzcholki sa swoimi sasiadami.
Tlo$é stanéw podstawowych rosnie z iloscig tréjkatéw n; jak 3™t (przykladowo, dla jednego tréj-
kata w ukladzie mamy trzy stany podstawowe — zob. rys. 3.4). W takich ukladach nie mozna
sie spodziewaé¢ duzych warto$ci parametru ) w fazie szkla spinowego. Dlatego nie prowadzimy
systematycznych obliczen $redniej wartosci ), a jedynie obliczamy po jednej wartosci tego para-
metru w funkcji temperatury.
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Rozdziat 4

Algorytmy numeryczne

Duzo prostsze rozwiazanie modelu Isinga (cho¢ mniej precyzyjne) otrzymujemy przy uzyciu pew-
nych algorytméw numerycznych. W powszechnie stosowanym podejsciu numerycznym korzysta
sie z metody Monte Carlo.

4.1 Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo jest — najogdlniej rzecz biorac — algorytmem komputerowym, wykorzy-
stujacym liczby losowe do rozwiazania problemu'. Podstawa analizy jest statystyka liczona na
wygenerowanym zbiorze wartosci.

W symulacji Monte Carlo tworzy sie kolejne elementy zespolu statystycznego pojedynczo,
a $rednia po zespole zastepuje sie érednia po czasie?. Jakoéé uzyskanych wynikéw bedzie wiec
uzalezniona od liczby krokéw symulacji.

Rozpatrzmy pewien uklad, ktérego stan oznaczamy jako C, a energie E(C). W zespole
kanonicznym? wzgledne prawdopodobienstwo wystapienia stanu C' wynosi

Po(E) = e PEO), (4.1)

gdzie g = ,%T a T jest temperaturg ukladu. Kolejne etapy symulacji Monte Carlo beda polegaly
na generacji ciaggu stanow

C,—Cy— ...Cp, — Cpy1 — ... (4.2)

o rozkladzie kanonicznym, w ktorym stany powstaja z prawdopodobienstwem opisanym wzorem
4.1. Szereg kolejnych stanéw jest ciagiem stanéw réwnowagowych.

Tak zdefiniowany przepis Monte Carlo mozna osiagnaé za pomoca pewnego procesu stocha-
stycznego zwanego procesem Markowa, gdzie prawdopodobienstwo znalezienia uktadu w stanie n,
jesli wezesniej byt w stanie 1,2,...,n — 1 wynosi:

P(1,2,...,n—1|n) = P(n — 1|n) (4.3)

LPierwsze na duza skalg rachunki oparte o liczby losowe mialy miejsce w trakcie prac nad bomba atomows (lata
40. ubiegltego stulecia). Prowadzone byly przez Neumanna, Metropolisa i Feynamanna, a dotyczyly rozpraszania
i absorpcji neutronéw w ramach projektu ,Manhattan” [54].

2Caly wywéd dotyczacy metod Monte Carlo oparty jest na podstawie [29]

3Zesp6t kanoniczny opisuje uklad otwarty o ustalonej liczbie czastek, bedacych w kontakcie ze zbiornikiem
cieplnym o temperaturze T (mozliwe sg fluktuacje energii)
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czyli nie zalezy od historii uktadu — wartos¢ procesu zalezy tylko od wartosci w chwili poprzed-
niej [29]. Warunek szczegdlowej réwnowagi definiujemy jako:

W(1)P(1]2) = W(2)P(2|1), (4.4)

gdzie W (1) i W(2) sa prawdopodobiefistwami stanu odpowiednio 1 i 2, a prawdopodobiefnstwo
warunkowe znalezienia ukladu w stanie 2 jesli poczatkowo byl on w stanie 1 wynosi P(C1|C3)
(przejécie C; — C3). Gdy uklad jest zespolem kanonicznym, warunek réwnowagi szczegdlowe]
(4.4) mozna przepisa¢ nastepujaco:

e~ PEO) P(C|Cy) = e PEC2) P(Cy|Cy). (4.5)

Ponadto z wtasnosci prawdopodobienstwa wynika, ze:

P(C1]C2) >0 (4.6)
> P(Cy|Cy) = 1. (4.7)
Ca

Algorytmy numeryczne, odnoszace sie do stanéw réwnowagi, powinny spelia¢ warunki 4.5 —
4.7. Przykladem algorytmu, opartego na metodzie Monte Carlo jest algorytm Metropolisa,
a takze algorytm kapieli cieplne;j.

4.1.1 Algorytm Metropolisa

W ogélnym przypadku schemat Metropolisa mozna opisa¢ nastepujacymi krokami [29]:
1. Zakladamy, ze dany jest stan C
2. Przechodzimy do stanu Cs
3. Jedli E(Cy) < E(Cy) akceptujemy nowy stan

)
4. Jedli E(Cy) > E(Cy) akeeptujemy przejscie do stanu Co z prawdopodobienstwem réwnym
e—BIE(C2)—E(C1)]

Przyktadowo metode Metropolisa mozemy zastosowaé¢ do numerycznych obliczen przejéé fa-
zowych w ferromagnetyku opisywanych modelem Isinga (zob. rozdzial 3.1). Wéwczas algorytm
sodwraca” spiny w zaleznosci od przylozonego pola zewnetrznego oraz temperatury tak, aby
uktad uzyskal réownowage termodynamiczna:

1. Wybieramy losowy wezel i z sieci spinéw,

2. Obliczamy energie oddzialywania E; wybranego spinu z sasiadami,
3. Odwracamy spin tego wezta S; = —S; i obliczamy nowa energie oddzialywania Ej,
4. Jezeli AE = E — Eg < 0 to akceptujemy to odwrocenie,

5. Jezeli AE = Ej, — Ey > 0 to losujemy liczbe x z przedziatu (0, 1),

6. Dla 2 < e #2F przyjmujemy zmiane spinu, w przeciwnym wypadku spinu nie odwracamy.

Powyzsza procedure wykonujemy dopodki uktad nie osiagnie stanu stacjonarnego energii przy
danej temperaturze i polu zewnetrznym.
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4.1.2 Algorytm kapieli cieplnej

Alternatywny do algorytmu Metropolisa jest algorytm kapieli cieplnej. Tutaj prawdopodobien-
stwo akceptacji zmiany spinu wynosi:
1

ri(t) = T e B (4.8)

W kolejnych krokach algorytm przebiega nastepujaco:
1. Wybieramy kolejne wezly i a nastepnie obliczamy E,.
2. Odwracamy wybrany spin i ponownie obliczamy energie jego oddzialywania ze spinami Fj.
3. Obliczamy warto$¢ r; i losujemy dowolna liczbe x z przedzialu (0, 1).
4. Jezeli wylosowana liczba = < r; to akceptujemy odwrocenie spinu.

Nastepnie procedura wraca do punktu pierwszego i rozwaza kolejny spin sieci.
W symulacjach, jakie przeprowadzono w tej pracy najbardziej stabilne wyniki uzyskano wy-
korzystujac algorytm kapieli cieplnej.

4.2 Modelowanie sieci

Numerycznie, dowolng sie¢ mozna zapisa¢ jako macierz N x S, gdzie numer kolejnego wiersza
odpowiada weztowi sieci, a liczba kolumn S jest zmienna i uzalezniona od iloéci sasiadow danego
wierzcholka ¢ [10]. Element c¢;; tej macierzy podaje numer j-tego sasiada wezla i. Dekorowanie
weztéw spinami odbywa sie za pomoca wektora o rozmiarze N, ktérego kolejne wskazniki ¢ =
1,2,--- , N odpowiadaja wezlom sieci, a warto$ci — wartosciom spinu przyporzadkowanego do
danego wezta (S = £1). Poczatkowy znak kazdego spinu ustalano w dwojaki sposdb:

1. Wszystkie spiny przyjmuja warto$é +1 (wszystkie skierowane w gére).
2. Spiny przyjmuja przypadkowe wartosci (skierowane sa albo w gére albo w dot).

Jak po6zniej udowodniono, poczatkowy znak spinu nie wplywa na kohcowe wyniki przeprowadzo-
nych symulacji ciepta, podatnosci czy parametru Edwardsa-Andersona lub parametru przekry-
wania; nie ma wiec znaczenia, ktéra z dwoch wyzej wymienionych metod zastosowano.

Po ustaleniu stanu poczatkowego uktad w czasie t dazy do stanu réwnowagi termodynamicznej
wykorzystujac algorytm kapieli cieplnej. Calkowita energia ukladu dana jest wzorem 3.1.

4.3 Symulacje wlasnosci magnetycznych sieci — algorytmy
obliczen

Dla kazdej z omawianych w pézniejszych rozdziatach sieci wszystkie symulacje Monte Carlo
przeprowadzano kilkakrotnie. Poczatkowo, algorytmy obliczajace ciepto wladciwe, podatnosé,
parametr porzadku ¢ oraz parametr przekrywania @) byty testowane dla réznych poczatkowych
ustawien spinéw. Nastepnie, w celu sprawdzenia poprawnosci metody oraz ewentualnych ble-
dow numerycznych algorytmy liczace kolejne wielkosci przebiegaly dla sieci o rozmiarach 10-
krotnie mniejszych niz docelowe. W kolejnym etapie rozmiary sieci byly zwiekszane, a programy
zawierajace algorytmy liczace C,, X, q oraz () ponownie wykonywaly serie obliczen, ktore sa
prezentowane w niniejszej pracy. Na zadnym etapie pracy nie stwierdzono wplywu rozmiaréw
sieci na ostateczne wyniki (rezultaty symulacji dla rozmiaréw sieci mniejszych i wiekszych byly
identyczne).
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4.3.1 Cieplto wtasciwe

Cieplo wlasciwe obliczono dwoma metodami: wariancji energii (wzér 3.25) oraz metoda ilorazu
réznicowego (wzér 3.26). Dla obu przypadkéw obliczenia przeprowadzono na dwdch sieciach
o identycznej topologii.

Dla kazdej temperatury algorytm obliczania ciepla wlasciwego przebiegal nastepujaco. Poczat-
kowo, wszystkie spiny ustawiono w przypadkowych kierunkach. Nastepnie uktad relaksowal
wykorzystujac algorytm kapieli cieplnej przez tzw. czas relaksacji Ny rzedu minimum 102MC
krokéw. Jeden krok oznaczaé bedzie zawsze sytuacje, w ktorej N-razy (gdzie N oznacza liczbe
spinéw) losowane sa spiny a nastepnie z pewnym prawdopodobiefistwem odwracane. Wartosé
czasu relaksacji bedzie zawsze uzalezniona od rezultatu badania stanu réwnowagi uktadu.

Po wstepnych iteracjach obliczona zostaje érednia energia po stanach, tzn.: przez 103MC zli-
czana jest w kazdym kroku calkowita energia uktadu, oraz jej kwadrat a nastepnie obliczana jest
érednia obu wielkosci (warto$é Ny, = 103MC jest wartoécia domyglna, tzn. zastosowano ja dla
wszystkich sieci, chyba ze podano inaczej).

Konicowe obliczenia skupiaja sie na obliczeniu wartoéci ciepta wlasciwego dwoma metodami
w oparciu o wzory 3.25 oraz 3.26.

4.3.2 Podatnosé

Podatnosé uktadu obliczono réwniez wykorzystujac dwie metody: wariancji magnetyzacji 3.27
i ilorazu réznicowego 3.28. Tym razem wyniki uzyskano korzystajac z dwoch réznych sieci —
ukladéw weztéw (dla kazdej metody inna sie¢). Dla danej temperatury wszystkie spiny startuja
od wartosci S = +1, a uktad wstepnie relaksuje przez czas relaksacji Ny, > 103MC.

W metodzie pierwszej nastepnie wykonywanych jest 103 iteracji, w ktérych obliczane sa éred-
nie magnetyzacje ukladu (oraz jej kwadratu - z 102MC krokéw) a takze wartosci podatnosci
wedlug wzoru 3.27. Kazda taka iteracja zwraca jedng wartos¢ podatnosci, wartosci te sg prze-
kazywane do zewnetrznych plikéw. W koncowym etapie obliczona zostaje srednia podatnodci
z powyzszych 103 iteracji dla danej temperatury. Nastepnie caloéé powyzszego algorytmu prze-
prowadzona zostaje dla kolejnej temperatury.

W przypadku metody ilorazu réznicowego do uktadu ,witaczane” jest zewnetrzne pole ma-
gnetyczne o wartosciach h = +0.1. Najpierw dla dodatniego pola h, a nastepnie dla ujemnego
wykonanych zostaje 102 iteracji. W kazdej tej iteracji obliczana jest érednia magnetyzacja uktadu
ze 102MC' krokéw; érednie te zwracane sg do zewnetrznych plikéw, z podzialem na dodatnie
i ujemne pole zewnetrzne. Nastepnie, dla danej temperatury obliczany jest iloraz réznicowy
magnetyzacji na podstawie wzoru 3.28.

4.3.3 Parametr Edwardsa-Andersona

Parametr porzadku szkiet spinowych ¢ zdefiniowany wzorem 3.33 obliczono wykorzystujac na-
stepujacy algorytm:

1. Startujemy od sieci ze $rednia magnetyzacja M = 0 (poczatkowe spiny ustawione przypad-
kowo).

2. Poddajemy uklad wstepnej symulacji przez czas Ny, = 10%.

3. Po czasie Ny, obliczamy sume po spinach kwadratéw $rednich czasowych spinu (czas po-
trzebny do obliczenia tej $redniej to tzw. okno czasowe ¢ — Ny, ):

(a) liczymy $rednia czasowa wartosci kazdego spinu (suma wartosci spinu podczas Ny,
krok6éw symulacji podzielona przez liczbe krokéw),
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(b) kazda érednia podnosimy do kwadratu,

(¢) sumujemy Srednie i dzielimy przez liczbe spinéw N.

4.3.4 Parametr przekrywania

Parametr przekrywania @ (wzoér 3.34) obliczamy pracujac na dwéch kopiach sieci o tej samej
topologii. W pierwszym kroku losujemy wspdlny stan poczatkowy ustawienia spinéw dla obu sieci
— spiny przyjmuja losowo warto$¢ +1. Nastepnie sie¢ spinoéw dazy do réwnowagi wykorzystujac
algorytm kapieli cieplnej, ktéry osobno jest generowany dla kazdej z kopii sieci:

1. Kazda z sieci relaksuje przez czas N, = 10%.

2. Obliczana jest suma kolejnych iloczynéw tych samych spinéw pochodzacych z dwéch reali-
zacji sieci tak jak podano we wzorze 3.34.

W ostatnim kroku obliczamy warto$¢ parametru przekrywania na spin, tzn. dzielimy otrzymany
parametr @) przez liczbe wszystkich wezléw N.
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Rozdziat 5

Sie¢ przypadkowa — wyniki
numeryczne

Rozwazano sie¢ przypadkowa, w weztach ktorej umieszczono spiny +1, oddziatywujace ze soba
ferromagnetycznie (catka wymiany J = 1) lub antyferromagnetycznie (J = —1). Uklad wej-
$ciowy zbudowany jest z N spindéw, powigzanych przypadkowo z prawdopodobienstwem p, skla-
steryzowanych z prawdopodobienstwem pC'. Obliczenia dotyczace ferromagnetyka wykonano dla
przetestowania poprawnosci obliczen.

5.1 Budowa grafu

Opis budowy grafu podjeto w rozdziale 2.3.2. Algorytm tworzenia sieci przebiegal w nastepuja-
cych krokach (zob. rys. 5.1):

1. Poczatkowo rozwazono uklad N niepowiazanych weztow.

2. Dla kazdej pary wezléw losowana jest krawedZ z prawdopodobienstwem réwnym p (przy
czym wezel i1 # io - w ukladzie nie pojawiaja sie petle)

3. Z prawdopodobienstwem pC' polaczono te wierzcholki, ktére posiadaja wspdlnego sasiada.
4. Kazdy wierzchotek jest dekorowany spinem =+1.

W przedstawionych w tym rozdziale rozwazaniach przyjeto uktad o sredniej liczbie sasiadéw
(k) = 4 £ 0.05; taki stan rzeczy uzyskiwano sterujac odpowiednio parametrami p i pC' tak, aby
koncowa, érednia liczba sasiadéw danego wezla k wynosila 4 przy jednoczesnym zachowaniu
liniowej zmiany wspolczynnika klasteryzacji C'. Parametry obliczen przedstawia tabela 5.1

5.2 Rozktad stopnia wierzchotka

Dla tak zbudowanej sieci badano rozklad stopnia wierzcholka (zob. rys. 5.2 1 5.3). Poréwnano
rozklad sieci niesklasteryzowanej (przypadek C' = 0) oraz mocno sklasteryzowanej dla C' = 0.18.
Obliczenia przeprowadzono dla liczby weztéw N = 107.

Zgodnie z przypuszczeniami, uklad niesklasteryzowany dazy do rozkladu Poissona — mamy
do czynienia z calkowicie przypadkowa siecia. Wprowadzenie jednak do ukladu tzw. tréjkatow,
czyli weztdéw, ktorych sasiedzi sa rowniez dla siebie sasiadami ,,obniza” i jednoczesnie ,,poszerza”
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Rysunek 5.1: Algorytm budowania sieci przypadkowej ze sterowang klasteryzacja.

Tablica 5.1: Wartosci odpowiednich parametréw budujacych sie¢ o (k) = 4 £ 0.05.

c p pC 22
~0 | 4.00/N 0 16.0
0.05 | 3.60/N | 0.030 | 17.3
0.09 | 3.25/N | 0.060 | 18.8
0.14 | 2.85/N | 0.100 | 19.1
0.18 | 2.50/N | 0.145 | 22.1

wykres stopnia wierzchotka. Dla tego przypadku nie moze byé wiec mowy o poissonowskim

przebiegu rozktadu.

5.3 Spiny sprzezone ferromagnetycznie

5.3.1 Badanie stanu réwnowagi

W pierwszym kroku zbadano energie ukladu spinéw oddzialywujacych pomiedzy soba z caltka
wymiany J = 1 (uklad preferuje réwnolegle ulozenie sasiednich spinéw). Rysunek 5.4 pokazuje
relaksacje energii w czasie dla sieci sklasteryzowanej (C' = 0.18).

Poczatkowy znak wszystkich spinéw ustawiono jako dodatni. Z rysunku 5.4 mozna odczytac,
ze energia roénie wraz ze wzrostem temperatury.

Natomiast wykres 5.5 pokazuje zaleznoéc¢ czasowsa energii dla réznych wartosci wspotezynnika
klasteryzacji i przy statej temperaturze T=0.5. Dla tak zadanych warunkéw obserwuje sie bardzo
staba zalezno$¢ energii od wspoétczynnika klasteryzacji.
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Rysunek 5.2: Rozklad stopnia wierzcholka dla C =01i C = 0.18; N = 107.
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Rysunek 5.3: Rozktad stopnia wierzchotka dla C =0i C = 0.18, N = 10.
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Rysunek 5.4: Catkowita energia uktadu ferromagnetycznego na spin w polu h = 0 dla C' = 0.18,
N = 10° w funkcji czasu.
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Rysunek 5.5: Calkowita energia uktadu ferromagnetycznego na spin w polu & = 0 i temperaturze
T = 0.5 dla réznych wartosci wspotezynnika klasteryzacji; N = 10°.
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5.3.2 Temperatura Curie

Dla ukladéw o réznym stopniu klasteryzacji zbadano temperature Curie T przejscia fazowego
ferromagnetyk-paramagnetyk. W tym celu obliczono magnetyzacje, czyli srednig w czasie sume
wszystkich spinéw podzielona przez ich liczbe (zob. wzér 3.2). Magnetyzacja sieci, ktéra stop-
niowo przechodzi w stan nieuporzadkowany maleje z temperatura, natomiast zerowa wartos¢
magnetyzacji dla sprzezenia ferromagnetycznego bedzie oznaczala, ze uklad znalazl sie w fazie
nieuporzadkowanej — spiny przyjmuja przypadkowe znaki.

Relaksacje magnetyzacji dla réznych wartoéci temperatur przedstawia wykres 5.6.

12 |

0.8
* KKK K OKRKRRR

04 F O 0 0O O O OO e

0.2 i

1 10 100

Rysunek 5.6: Czasowa zaleznoéé magnetyzacji dla réznych temperatur C' = 0.09, N = 10°.

Aby otrzymaé¢ konkretny zbiér wartoéci temperatur dla ktérych uktad zmienia faze zbadano
zalezno$¢ kwadratu magnetyzacji od temperatury dla réznych wartoéci wspdtczynnika klastery-
zacji. Czy klasteryzacja ukladu bedzie miala jakikolwiek wplyw na dazenie ukladu do stanu
bardziej uporzadkowanego?

Rysunek 5.7 wskazuje jednoznacznie, ze temperatura Curie roénie wraz ze wzrostem wspol-
czynnika klasteryzacji C'. Konkretne wartosci temperatury Curie zebrano w tabeli 5.2. Ponadto,
ksztalt krzywych M?(T) sugeruje, ze teoria $redniego pola pracuje tylko dla C' < 0.1 (dla wyz-
szych stopni klasteryzacji kwadrat magnetyzacji nie jest juz liniowa funkcja temperatury).

Otrzymane wyniki temperatury przejscia poréwnano z analitycznymi rozwiazaniami. Dla sieci
przypadkowych nieskorelowanych o poissonowskim rozktadzie stopnia wierzcholtka temperature
Curie mozemy policzy¢ ze wzoru 3.24, gdzie za liczbe pierwszych sasiadéw przyjeto z; = (k) = 4,
a zo jest érednia liczba sasiadéw sasiada danego wezla, ktéra wyznaczono numerycznie (zob.
tabela 5.2). Rysunek 5.8 i tabela 5.2 pokazuja, ze wyniki symulacji odbiegaja nieco od przewi-
dywan teoretycznych. Dla ukladu stabo i niesklasteryzowanego wartosci sa niemalze identyczne,
ale wprowadzenie wiekszego stopnia klasteryzacji zaburza te zgodno$é.

38



[

5 C=0.18 +
H00pg _
900060 C=0.14
a] —
S C=0.09 o
* 0,89y C=0.04 =
08 "+ oo g
. te, o’y C=0
+ o o
+, o g
+ 4,00
+ o g
%o
+ o
+ o
0.6 +, o0 B
+ ot
+ oB
~ + x onO
= t, % oD
+ Og
+ a
04 r 6, 1
08
++ SH
)
++9@
0.2 8s 1
o6
Dég+
007 %+
0% *+y
o o, ++++
N
0t TonBontoosdtt sk
Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6

Rysunek 5.7: Zaleznoéé kwadratu magnetyzacji dla réznych wartosci C przy N = 108 spinach.
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Rysunek 5.8: Temperatura Curie otrzymana z symulacji oraz ze wzoru 3.24.
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Tablica 5.2: Wyniki symulacji T¢ i przewidywania teoretyczne dla sieci przypadkowej o (k) =
4 4+ 0.05 ze sterowana klasteryzacja.

Te Te

C 2o | wzér 3.24 | symulacja M?(T)
~0 | 16.0 3.92 3.90
0.05 | 17.3 4.25 4.20
0.09 | 18.7 4.52 4.50
0.14 | 19.1 4.85 5.00
0.18 | 22.1 5.31 5.60

5.4 Spiny sprzezone antyferromagnetycznie

Dla przypadku antyferromagnetycznego ulozenia spinéw (J < 0) nie mozna rozwaza¢ magnety-
zacji jako parametru porzadku. Ze wzgledu na preferowany przez oddziatywanie przeciwny znak
sasiednich spinéw (1|) magnetyzacja zawsze bedzie réwna zeru. Temperature przejscia fazo-
wego w sieci antyferromagnetycznej mozna natomiast odczytywaé z zaleznosci termicznej ciepla
wlasciwego oraz podatnosci magnetycznej.

Ponadto, ze wzgledu na nieporzadek struktury sieci oraz pojawiajaca sie ze wzrostem klaste-
ryzacji frustracje w ,trojkatach” (rys. 5.9) spodziewamy sie, Ze ponizej temperatury krytycznej
moze pojawié si¢ faza szkla spinowego (zob. rozdzial 3.4). Dlatego tez wydaje sie byé uzasad-
nione przeprowadzone w dalszych rozdzialach badanie parametru porzadku szkiet spinowych ¢
oraz parametru przekrywania Q.

5.4.1 Badanie stanu réwnowagi

Poczatkowo zbadano energie ukladu o antyferromagnetycznym utozeniu spinéw (rys. 5.101 5.11).
Podobnie jak dla przypadku ferromagnetyka, réwniez tutaj poczatkowo ustawiono wszystkie
spiny w gore (stan poczatkowy dla My = 1). Przedstawione wykresy wskazuja na wzrost ener-
gii wraz ze wzrostem temperatury; na wzrost energii uktadu ma takze wplyw wiekszy stopien
klasteryzacji. Z wykreséw 5.10 i 5.11 mozemy takze wywnioskowaé, ze energia stablizuje sie
bardzo szybko — juz po okoto N, = 103MC uktad osigga stan stacjonarny. Wartosé te, zwick-
szona 100-krotnie przyjeto za liczbe poczatkowych relaksacji, przez ktore musi przejsé uktad,
aby w kolejnym kroku dopiero rozpoczaé¢ symulacje ciepta wlasciwego i podatnosci.

Ponadto udowodniono, ze energia nie zalezy od stanu poczatkowego (My = 1 lub My = 0).
Widoczne na rys. 5.12 krzywe odpowiadajace dwoém réznym stanom poczatkowym: start od
przypadkowego znaku spinu (M, = 0) oraz przypadek, gdy wszystkie poczatkowe spiny ustawiono
W gbére” pokrywaja sie dokladnie.
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Rysunek 5.9: Wzrost klasteryzacji w sieci przypadkowej pociaga za soba wzrost frustracji w ukta-
dzie.

-0.3
T=0.5 +
T=15 X
04 F T=20 * A
T=25 O
T=2 0N
-05 E
8] O
-0.6 E
* * R
-0.7 + B
w
08 | -~ X XX X XX . |
09 | |
a1k + |
T e
11 F |
1 10 100 1000

Rysunek 5.10: Catkowita energia uktadu o J = —1, C =0.18 i N = 106.
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Rysunek 5.11: Relaksacja energii ukladu o J = —1, T = 0.5 i N = 10° dla réznych wartosci C.
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Rysunek 5.12: Wplyw poczatkowego ulozenia spindéw na catkowita energie uktadu — 7' = 0.5,
C =0.18, N = 10°.
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Odrebnym testem na réwnowage termodynamiczng jest zbieznos¢ podatnosci z dwoma sta-
nami poczatkowymi ustawienia spindéw: 1) wszystkie spiny ,w gére”— My = 1, 2) spiny skierowane
w losowych kierunkach — My = 0 [51]. Dla sieci przypadkowej ze sterowanym wspo6lczynnikiem
klasteryzacji czasowa zaleznosé podatnosci przedstawiona zostata na rysunku 5.13. Kazdy punkt
na wykresie oznacza N, = 10 przej$¢ przez cala siatke spinéw (N-razy odwracane sa przy-
padkowo wybierane spiny). Srednie magnetyzacje ukladu oraz jej kwadratu przeprowadzone sa
wlasnie z Ny, = 10 krokéw). Jak widaé, na warto$¢ podatnosci nie wplywa stan poczatkowy
spinéw.
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Rysunek 5.13: Czasowa zaleznos¢ podatnosci z wariancji magnetyzacji dla sieci przypadkowe;
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5.4.2 Cieplo wtasciwe

Dla przypadku antyferromagnetyka, to co moze swiadczy¢ o istnieniu przejscia fazowego w sieci
to maksimum ciepla wlasciwego dla danej temperatury. Cieplo wlasciwe obliczono za pomoca
dwéch metod oméwionych w rozdziale 3.3.1; rysunek 5.15 prezentuje wyniki symulacji ciepla
wlasciwego obliczonego tymi dwoma sposobami.

Zaréwno metoda wariancji energii jak i metoda pochodnej jednoznacznie wskazuja na obec-
no$¢ maksimum ciepta wlasciwego w danej temperaturze dla trzech réznych wartosci wspotczyn-
nika klasteryzacji: 0, 0.09 oraz 0.18. Temperatura T'x krytyczna ukladu maleje ze wzrostem
stopnia klasteryzacji i wynosi odpowiednio 1.9, 1.5 oraz 1.3 (zob. rysunek 5.14).

Oznaczenie Tx wiaze sie z faktem, Ze nie wiemy czy faza niskotemperaturowa jest faza anty-
ferromagnetyczng czy faza szkla spinowego. W literaturze spotyka sie sygnaly o mozliwosci
wspolistnienia tych dwdéch faz [62].
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Rysunek 5.14: Termiczna zaleznos¢ ciepla wlasciwego liczonego z pochodnej energii dla réznych
wartoéci wspotezynnika klasteryzacji C'i N = 10,

5.4.3 Podatno$¢ magnetyczna

Badanie przejscia fazowego przy uzyciu podatnosci magnetycznej sprowadza sie takze do po-
szukiwania maksimum tej wielko$ci w danej temperaturze (analogicznie jak w przypadku ciepta
wladciwego). Wartosé podatnosci dla danej temperatury mozna uzyskaé réwniez w oparciu o dwie
metody (zob. rozdzial 3.3.2).

Podatno$¢ liczona metoda wariancji magnetyzacji (rys. 5.16) wskazuje na obecno$é¢ pewnego
stabego maksimum, ktére ze wzrostem klasteryzacji przesuwa si¢ w strone nizszych tempera-
tur. Maksimum to jest prawdopodobnie ostabione poprzez niezwiazane spiny (nie posiadajace
zadnego sasiada), ktérych podatnosé opisuje prawo Curie x ~ 1/T. Natomiast jesli chodzi o ilo-
raz réznicowy magnetyzacji uktadu z zewnetrznym polem dodatnim i ujemnym trudno moéwic
o widocznym maksimum podatnoséci w danej temperaturze (zob. rys. 5.17).
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Rysunek 5.15: Cieplo wlasciwe - poréwnanie metod dla dwédch wartosci wspotczynnika klastery-

zacji C'i N = 10%.
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Rysunek 5.16: Temperaturowa zalezno$¢ podatnosci magnetycznej liczonej metoda wariancji
magnetyzacji dla uktadu N = 10° spinéw o réznym stopniu klasteryzacji.

Ponadto, zaobserwowano niezgodno$¢ obu wspomnianych powyzej metod ponizej pewnej tem-
peratury, zaleznej od stopnia klasteryzacji (zob. rys. 5.18).

Brak zgodnosci obu metod moze swiadczy¢ o braku rownowagi termodynamicznej w tym
zakresie, co z kolei wskazywaé by moglo na obecnosé fazy szkla spinowego. Temperatura ,nie-
zgodnosci” przesuwa sie ze wzrostem klasteryzacji w strone nizszych wartosci i dla C' ~ 0 pokrywa
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Rysunek 5.17: Podatnos¢ magnetyczna liczona metoda ilorazu réznicowego magnetyzacji dla
ukladu N = 10° spinéw o réznym stopniu klasteryzacji.

sie z maksimum otrzymanym dla ciepta wtasciwego liczonego z pochodnej energii.
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Rysunek 5.18: Poréwnanie podatno$ci magnetycznej liczonej dwoma metodami dla C' ~ 01 C =
0.18 przy N = 10°.
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5.4.4 Parametr Edwardsa-Andersona

Wartosci temperatury Tx przejscia fazowego otrzymane w rezultacie poszukiwania maksimum
ciepta wladciwego dla okreélonej temperatury zostaly potwierdzone takze w oparciu o analize
parametru Edwardsa-Andersona ¢ (zob. wzor 3.33).

Relaksacja parametru porzadku

W pierwszej kolejnoéci zbadano relaksacje parametru g, co pozwolilo sprawdzi¢ poprawnosé
zalozen co do wartosci wstepnych relaksacji Ny, ukladu. Zaleznosé ¢(t) pokazano na rysunku 5.19
dla sieci niesklasteryzowanej o N = 10* spinach i okna czasowego N;, = 10% i przy braku
jakichkolwiek iteracji wstepnych. Otrzymane zaleznosci wskazuja na to, ze ¢ osiaga plateau juz
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Rysunek 5.19: Relaksacja parametru Edwardsa-Andersona dla uktadu o N = 10%, N;, = 10*
i klasteryzacji C' = 0.

po ok. 30 krokach symulacji. Uwzgledniajac zaleznosé od okna czasowego uzyskuje sie stabilnosé
q juz po ok. 3-10% krokéw symulacji. Ostatecznie, wartosé N;, = 10* uwzgledniono jako liczbe
wstepnych iteracji uktadu w dalszych badaniach gq.

Zalezno$¢ q od okna czasowego

Okazuje sie, ze nie bez znaczenia dla uzyskania dokladnych wartosci ¢ jest takze dobranie od-
powiedniej wielko$ci okna czasowego Ni,. Rysunek 5.20 pokazuje jaki wplyw na wartos¢ ¢ ma
wielkoéé okna Nyy. Jak widaé wartoéé ¢ stabilizuje sie na poziomie okna N = 10° i dla takiej
wartosci powinny by¢ przeprowadzone symulacje.

Temperatura przejsScia w stan szkla spinowego

Podobnie jak maksimum ciepta wlasciwego dla danej temperatury wskazuje na przejscie fazowe,
w przypadku parametru Edwardsa-Andersona to zanikanie ¢ bedzie wskazywa¢ na temperature
przejscia.
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Rysunek 5.20: Parametr Edwardsa-Andersona ¢ dla réznych okien czasowych (uktad N = 106
spinéw o C = 0.08 w temperaturze T = 1.0).
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Rysunek 5.21: Parametr Edwardsa-Andersona ¢(T") dla uktadu N = 10° spinéw o réznym stopniu
klasteryzacji; okno Nyo = 10°.

Zalezno$é¢ q(T) pokazana na rysunku 5.21 potwierdza poprzednie wyniki otrzymane w roz-
dziale 5.4.2: temperatura, w ktérej zanika parametr ¢ maleje ze stopniem klasteryzacji i wynosi
odpowiednio: 2.0, 1.51 1.4.
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5.4.5 Parametr przekrywania

Dla sieci przypadkowej ze sterowana klasteryzacja zbadano réwniez zachowanie si¢ parametru
przekrywania (). Zaleznos$¢ temperaturowa tego parametru przedstawia wykres 5.22.

0.1

c=000 +
€=0.09
Cc=0.18 ©
0.05 - .
9¢ +
&
o 0sd 0 o + + 860068905908 BEPELLEE5863 2858588294
ST oeed o F
kol kol +
i+
-0.05 ,
_01 Il Il Il Il Il Il Il Il Il

Rysunek 5.22: Parametr przekrywania Q(T) dla uktadu N = 10° spinéw o réznym stopniu
klasteryzacji.

Jak widzimy, badajac parametr przekrywania dla sieci ze sterowana klasteryzacja nie uzyskamy
informacji o temperaturze krytycznej, gdyz wartosci @ sa niewielkie (najwieksze rzedu 0.03).
Za zmniejszenie ) z jednej strony odpowiedzialne beda swobodne spiny, ktére moga przyjmowac
dowolnie warto$¢ +1, a w sieciach przypadkowych ich liczba jest znaczna. Z drugiej strony,
dla ukladéw ze zwigkszong klasteryzacja na wartosé @) bedzie wplywala obecno$é duzej liczby
sfrustrowanych zamknietych $ciezek (tréjkatéw).

5.5 Poréwnanie wynikéw symulacji z teoretycznymi prze-
widywaniami temperatury przejScia fazowego

Odczytane wartosci temperatury krytycznej Tx z symulacji ciepta wlasciwego, podatnosci oraz
parametru ¢ mozna poréwnaé¢ z przewidywaniami teoretycznymi dla drzewa przypadkowego,
ktére rozwazane zostaly w rozdzialach 3.2.3 oraz 3.4. Zgodnie z formula 3.32 Tsg rosnie
wraz ze wzrostem wspoélczynnika klasteryzacji, podobnie jak i wartosé¢ temperatury Néela T
(wzor 3.24). Zalezno$¢ ta wynika z faktu, ze rosnacy wspélezynnik klasteryzacji pociaga za soba
wzrost liczby drugich sasiadéw zo, od ktérych zalezy teoretyczna wartosé temperatury krytycznej
(por. tabela 5.2). Tymczasem wyniki numeryczne méwia o innej zaleznosci (zob. tabela 5.3).
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Tablica 5.3: Poréwnanie wartosci temperatur przejscia fazowego otrzymanych z symulacji z war-
tosciami teoretycznymi. W przypadku symulacji C, (T') uzyto metody ilorazu réznicowego, a dla

podatnosci magnetycznej Tx odczytano z krzywych wariancji magnetyzacji.

Tn Tsa Tx Tx Tx

C | wzér 3.24 | wzoér 3.32 | symulacja C,(T) | symulacja x(7) | symulacja q(T")
~0 3.92 1.82 1.9 1.9 1.9
0.09 4.52 1.97 1.5 1.3 1.4
0.18 5.31 2.17 1.3 0.9 1.5

5.6 Podsumowanie

Sieé przypadkowa rozwazano tylko dla éredniego stopnia wierzchotka (k) = 4, gdzie wspétezynnik
klasteryzacji zmienia sie od C' =0 do C' = 0.18.

Termiczna zaleznosé ciepla wlasciwego liczonego z pochodnej energii jak i réwniez metoda
wariancji pokazuje wyrazny pik (rys. 5.14) dla réznych wartoéci C. Krzywe obliczone dwoma
metodami pokrywaja si¢ w calym zakresie temperaturowym — zob. rys. 5.15.

Podatnos¢ magnetyczna sieci przypadkowej liczona metoda wariancji magnetyzacji daje stabe
maksima (rys. 5.16), ktére w przypadku ilorazu réznicowego magnetyzacji (rys. 5.17) praktycznie
zanikaja: bardzo delikatny tuk zaobserwowaé mozna tylko dla zerowego wspélczynnika klastery-
zacji. W obu przypadkach, maksima sg prawdopodobnie ostabione poprzez niezwiazane spiny,
opisane prawem Curie w niskich temperaturach. Do prawa Curie stosuja sie tez spiny, ktérych
oddzialywanie z sasiadami w danej konfiguracji znika. Obydwie metody liczenia podatnosci ma-
gnetycznej sa zgodne tylko dla wyzszych temperatur (rys. 5.18); rozbiezne staja si¢ w okolicach
maksiméw wariancji magnetyzacji (patrzac od strony niskich temperatur, raczej za maksimum).

Dla sieci przypadkowej ze sterowanym wspotczynnikiem klasteryzacji wyniki numeryczne
stoja w opozycji do teorii: wzrost klasteryzacji pociaga za soba spadek temperatury przejscia
fazowego podczas gdy teoria méwi o zaleznosci odwrotnej.
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Rozdziat 6

Sie¢ regularna

Sie¢ przypadkowa, skonstruowana w rozdziale 5 zawierala swobodne spiny, ktore mogty zmieniaé
swij stan bez strat energii. Utrudnialo to analize wynikéw (zob. rozdzial 5.4.3). Dlatego tez,
aby pozby¢ sie wplywu takich spinéw stworzono sie¢ regularna, w ktorej kazdy wezet posiada
doktadnie trzech sasiadow.

6.1 Budowa sieci

Algorytm konstrukeji sieci regularnej o (k) = 3 przebiegal nastepujaco (zob. rys. 6.1). Poczat-
kowo, uktad N, ponumerowanych weztéw podzielono na potowe. Dla kazdego wezta z przedziatu
(1, %> wylosowane zostaly doktadnie 3 wierzchotki z przedziatu (% + 1, N,). W ten sposéb
zostala skonstruowana nieskorelowana sie¢ dwudzielna o zerowym wspotczynniku klasteryzacji,
w ktorej stopien kazdego wierzcholka jest réwny zawsze 3 (k; = 3).

Rysunek 6.1: Algorytm budowania sieci regularnej o k = 3
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Kolejny krok budowy sieci, to klasteryzacja (rys. 6.2). W tym celu wprowadzono N; dodat-
kowych wezldéw, ale w taki sposéb, aby uzyskaé¢ z kolejnych wierzchotkéw tréjkaty (stary wezet
plus dwa nowe wezly bedace jego nowymi sasiadami).

I
‘

Rysunek 6.2: Klasteryzacja sieci regularnej — formowanie zamknietych $ciezek (,tréjkatéow”).

Faktyczna, koncowa liczba takich wezléw bedzie wynosita:
N=N,+2-N,-pC (6.1)

gdzie pC' jest prawdopodobienstwem z jakim losujemy i dodajemy nowe wezty do uktadu. Wplyw
parametru pC' na topologie sieci reprezentowang poprzez wspdlczynnik klasteryzacji i liczbe
drugich sgsiadow z, pokazuje tabela 6.1.

Tablica 6.1: Wplyw pC na wartos¢ wspolczynnika klasteryzacji C' i liczbe drugich sasiadéw zo
dla N =9-10° wezléw.

pC | C 2
0 | 0.00 | 6.00
0.1 | 0.08 | 5.50
0.2 | 0.14 | 5.16
0.3 ] 0.19 | 4.88
0.5 | 0.25 | 4.50
0.7 | 0.29 | 4.25
1.0 | 0.33 | 4.00

6.2 Magnetyzm sieci regularnej

Dla sieci regularnej rozwazono tylko antyferromagnetyczne ulozenie spinéw, tzn. za calke wy-
miany przyjeto warto$¢ ujemna J = —1. Wszystkie obliczenia numeryczne dotyczace przebiegéow
temperaturowych ciepla wlasciwego, podatnosci magnetycznej i parametru Edwardsa-Andersona
wykonano dla sieci o N = 9 % 10* spinéw.
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6.2.1 Badanie stanu réwnowagi

Dla tak skonstruowanej sieci sprawdzono przebiegi czasowe dla ukladéw o réznych wartosciach
wspOlezynnika klasteryzacji C' (zob rys. 6.3 1 6.4).

Przypadki o matym stopniu klasteryzacji bardzo wolno uzyskujg rownowage — szczegdlnie dla
niskich temperatur potrzebne sg czasy relaksacji rzedu N; = 108. Uklady o wiekszym stopniu
klasteryzacji szybciej osiagaja stan réwnowagi termodynamicznej. Dla przypadku z C' > 0.2 dla
stosunkowo malej liczby iteracji mozna juz zaobserowowaé wzrost energii wraz z temperatura
oraz brak zaleznosci wartosci energii od czasu. Ze wzgledu na fakt, ze w dalszych rozwazaniach
bedziemy brali pod uwage zachowanie si¢ ukladu dla temperatur 7" > 0.4, ostatecznie za mini-
malna warto$é wstepnego czasu relaksacji przyjeto Ny = 10° (w przypadku ciepta wlasciwego
N; = 5-10°%; dla podatnoéci N; = 10° a dla parametréw ¢ i Q: N; = 10°).
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Rysunek 6.3: Zaleznoéé czasowa energii dla uktadu o C' = 0.08, N = 9 % 10*. Magnetyzacja
poczatkowa My = 0.

Dla sieci regularnej o k = 3 czasowa zalezno$¢ podatnosci przedstawiona zostala na ry-
sunku 6.5 dla dwéch réznych warunkéw poczatkowych magnetyzacji (Mg = 0 lub My = 1).
Widaé wyraznie, ze uklad juz po N; = 10° krokach symulacji osiaga stan stacjonarny — symula-
cja zwraca identyczng warto$¢ dla réznych warunkéw poczatkowych.
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Rysunek 6.4: Zaleznoéé¢ czasowa energii dla uktadu o C = 0.29, N = 9 % 10, My = 0.
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Rysunek 6.5: Czasowa zaleznos$¢ podatnosci z wariancji magnetyzacji dla sieci regularnej o k = 3
dlaC=025iT = 0.6; Ny, = 10MC; N =9 % 10%.
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6.2.2 Cieplo wlasciwe

Zbadano temperaturowa zalezno$¢ ciepta wlasciwego dla réznych wartoéci stopnia klasteryza-
cji. W tym celu obliczono cieplo wlasciwe dwoma metodami — z wariancji energii ukladu (zob.
wzér 3.26) oraz z pochodnej energii po temperaturze (zob. wzér 3.25). Obliczenia numeryczne
wykonano dla sieci 0 N = 9 x 10* wezléw, po wykonaniu N;, = 10° iteracji wstepnych, gdzie
$rednia po kolejnych stanach energetycznych obliczono z Ny, = 103 (rysunki 6.6 oraz 6.7). Do-
datkowo, w celu sprawdzenia poprawnosci obliczenn poréwnano obie metody — s one zgodne,
przy czym iloraz réznicowy generuje krzywa C, (T') o bardziej lagodnym przebiegu (zob. rys 6.8).
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Rysunek 6.6: Ciepto wladciwe obliczone z ilorazu réznicowego energii uktadu dla wspétezynnika
C < 0.15.
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Rysunek 6.7: Cieplo wlasciwe obliczone metoda ilorazu réznicowego energii uktadu dla wspdél-
czynnika C' > 0.15.
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Rysunek 6.8: Poréwnanie dwéch metod obliczania ciepta wlasciwego dla C = 0.08 i C' = 0.25.
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6.2.3 Podatnosé

Podatnos¢ magnetyczna zbadano réwniez dwoma metodami:

1. Z wariancji magnetyzacji pod nieobecno$¢ zewnetrznego pola magnetycznego (zob. wzoér
3.27).

2. Z ilorazu réznicowego magnetyzacji dla uktadu z zewnetrznym polem magnetycznym o h =
+0.1 (zob. wzér 3.28).

Obliczenia przeprowadzono uéredniajac magnetyzacje po przeprowadzeniu Ny, = 5 * 105 kro-
kéw relaksacji catego uktadu. Rezultaty pokazuja rysunki 6.9 oraz 6.10. Mozna zaobserwowad,
ze wraz ze wzrostem klasteryzacji do wartosci C' ~ 0.3 maksimum podatnosci przesuwa sie
w strone niskich temperatur. Natomiast dla przypadku C = 0.33 (gdzie uktad jest w pelni
sklasteryzowany) maksimum cofa si¢ w strone wyzszych temperatur.
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Rysunek 6.9: Podatnosé liczona metoda wariancji magnetyzacji dla uktadu o N = 9 % 10%.

Obie metody otrzymywania podatnosci sa zbiezne dla skrajnych wartosci wspotezynnika kla-
steryzacji (tzn. dla C =01 C = 0.33 — rys. 6.11 i 6.12). Jednakze w niskich temperaturach
podatno$é magnetyczna dla posrednich wartoéci C pokazuje pewne rozbieznosci pomiedzy krzy-
wymi x(7T') wariancji i ilorazu réznicowego.
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Rysunek 6.10: Iloraz réznicowy magnetyzacji w zaleznosci od temperatury dla N = 9 % 10%.
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Rysunek 6.11: Poréwnanie dwéch metod obliczania podatnosci dla C' € (0;0.3).
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Rysunek 6.12: Poréwnanie dwoch metod obliczania podatnosci dla C' = 0.33.

6.2.4 Parametr Edwardsa-Andersona

Dla tak zbudowanej sieci badano takze zachowanie parametru ¢ w zaleznoéci od temperatury.
Krzywe q(T) pokazuja, ze zerowanie si¢ parametru q w miare wzrostu wspétezynnika klasteryzacji
nastepuje dla coraz to nizszych temperatur (zob. rys 6.13).
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Rysunek 6.13: Parametr Edwardsa-Andersona ¢ w uktadzie o r6znym stopniu klasteryzacji dla
okna Ny, = 105 przy liczbie spinéw N = 9 * 10*.
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Zalezno$¢ od okna czasowego

Zbadano takze zalezno$¢ parametru ¢ od $redniej czasowej wartosci jednego spinu to (tzw. okna
czasowego, zob. rozdzial 5.4.4). Przykladowe takie zaleznosci ilustruje rysunek 6.14.

Dla pelnych przebiegéw temperaturowych mozna zauwazy¢, ze réznice wartosci parametru q wy-
nikajace z réznych okien czasowych objawiaja sie dla ukladéw o wiekszym stopniu klasteryzacji.
Dlatego tez na wartosé temperatury przejscia fazowego Tsg wyznaczong poprzez ekstrapolacje
krzywej q(T) wplywaé bedzie warto$¢ okna czasowego (rys. 6.15).
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Rysunek 6.14: Wplyw okna czasowego na przebieg krzywej ¢(T) dla uktadu o réznym C.

6.2.5 Parametr przekrywania

Zalezno$¢ termiczna parametru przekrywania zostala zademonstrowana na rysunku 6.16. Dla
sieci niesklasteryzowanej o C' = 0 ponizej temperatury T = 1.9 pojawia sie faza szkla spinowego
— uklad wybiera jeden z dwdch stanéw podstawowych @@ = +1. Dla przypadku o wiekszym C
warto$¢ () zostaje zmniejszona przez obecne w sieci sklasteryzowanej ,trojkaty”, a dla C' = 0.25
niemozliwe juz jest odczytanie temperatury przejscia fazowego.
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Rysunek 6.15: Wplyw okna czasowego na temperatura przejscia fazowego dla uktadéw o réznym
stopniu klasteryzacji.
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Rysunek 6.16: Parametr przekrywania @@ w ukladzie o réznym stopniu klasteryzacji dla okna
Ny, = 10* przy liczbie spinéw N = 9 * 104,
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6.3 Temperatura przejscia

6.3.1 Teoretyczne przewidywania

Dla sieci regularnej o k& = 3 uzyskane numerycznie wyniki zostaly skonfrontowane z przewi-
dywaniami teoretycznymi (zob. rozdzial 3.2.3). Srednig liczbe drugich sasiadéw potrzebng do
obliczenia Tx uzyskano z symulacji sieci o N = 9-10° weztéw (tab. 6.1). Otrzymane analitycznie
temperatury krytyczne przedstawia tabela 6.2.

Tablica 6.2: Przewidywania teoretyczne temperatury krytycznej Tx dla sieci regularnej o k = 3.

6.3.2

Tn Tsa
C | wzor 3.24 | wzér 3.32

0.00 1.82 1.13
0.08 1.64 1.05
0.14 1.50 0.99
0.19 1.39 0.95
0.25 1.25 0.87
0.29 1.14 0.82
0.33 1.02 0.76

Wyniki symulacji

Temperature przejscia fazowego obliczono badajac maksimum ciepla wlasciwego oraz zerowanie
sie parametru Edwardsa-Andersona oraz parametru przekrywania w danej temperaturze. Wy-
znaczenie temperatury przejscia z temperaturowych przebiegéw podatnosci sprowadza sie réw-
niez do zbadania maksimum funkcji x(7T"). Tabela 6.3 oraz wykres 6.17 prezentuje temperature
krytyczna otrzymana w wyniku powyzszych symulacji wraz z krzywymi teoretycznymi.

Tablica 6.3: Wyniki symulacji temperatury przejscia. W przypadku symulacji C,,(T') rozwazono
metode ilorazu réznicowego, a dla podatnosci magnetycznej Tx odczytano z krzywych wariancji
magnetyzacji.

Tx Tx Tx Tx
C | symulacja Cy,(T) | symulacja x(T) | symulacja ¢(T) | symulacja Q(T)
0.00 1.80 1.80 1.85 1.90
0.08 1.50 1.70 1.55 -
0.14 1.20 1.70 1.20 1.20
0.19 0.90 1.60 0.90 -
0.25 0.95 1.10 0.80 -
0.29 0.95 1.00 - -
0.33 1.00 1.10 - -

Obliczenia numeryczne ciepta wladciwego i parametru Edwardsa-Andersona sugeruja, ze dla C' =
0 oraz C' = 0.33 w niskich temperaturach pojawia sie faza antyferromagnetyczna. Natomiast dla
wartosci posrednich wspélczynnika C' temperatura przejscia jest bliska teorii dla szkta spinowego.
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Przypadki C = 0 i C = 0.33 sa szczegblne. W pierwszym z nich sie¢ jest dwudzielna,
co sprawia, ze mozliwa jest faza antyferromagnetyczna. Do obliczenia temperatury przejscia
mozna wiec uzy¢é wzoru 3.24. W drugim przypadku (C = 0.33) sie¢ jest podobna do sieci
Husimi [59], w ktérej nie ma nieporzadku, dlatego tez nie jest obecna faza szkla spinowego.

Wyniki uzyskane z symulacji podatnosci réznia sie od pozostatych metod dla C = 0.141i C =
0.19. Byé¢ moze przyczyna tych réznic jest fakt, ze maksima podatnosci sa w tych przypadkach
bardzo szerokie (rys. 6.9, 6.10).

2 T T
symulacjaq(T) O
symulacja C,(T)
18 symulacja x(T) <
& Tgg teoretyczne
16 | O Ty teoretyczne
14
< L2
1r &
08| o T
0.6 | i
0.4 E
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
C

Rysunek 6.17: Temperatura przejécia fazowego w zaleznoéci od wspdlezynnika klasteryzacji ob-
liczona numerycznie (punkty) i analitycznie (linie ciagle).

Poréwnujac rozbieznoéci teorii z numeryks dla tej sieci z poprzednimi rezultatami dotycza-
cymi sieci przypadkowej (zob. rozdzial 5), mozna zauwazyé, ze tym razem nie chodzi tutaj
o niezgodnoéci jakosciowe, a raczej ilosciowe. Teoria zachowuje sie zaleznie od liczby drugich
sasiadéw; w tym przypadku zo maleje ze wzrostem klasteryzacji (zob. tabela 6.1), podczas gdy
dla sieci przypadkowej obserwujemy wzrost zs z C.

6.4 Podsumowanie

W przypadku omoéwionej tu sieci regularnej stopien kazdego wezla wynosil dokladnie & = 3;
C zmienialo sie od 0 do %

W sieci regularnej o k = 3 wyeliminowali$my wplyw wolnych spinéw. Ksztalt krzywej C,(T)
uzalezniony jest od stopnia klasteryzacji. Dla C' < 0.15 przejscie fazowe znaczy ostry pik, na-
tomiast dla C > 0.15 widaé lagodne maksimum (zob. rys. 6.6 i 6.7). Ta réznica przypomina
przebiegi ciepta wlasciwego Fej_, M g, Cly opublikowane w [62], gdzie ostry pik C, (1) charakte-
ryzowal faze antyferromagnetyczna, a plaskie maksimum C,(T) faze szkla spinowego. Dodajmy,
ze obydwie metody obliczania ciepta wlasciwego C,(T) generuja zgodne krzywe C,(T) w calym
zakresie temperatur (rys. 6.8).

Obliczajac podatnosé¢ dla sieci regularnej widzimy, ze metoda wariancji magnetyzacji zwraca
krzywe w postaci charakterystycznych maksiméw, o ostrej krawedzi od strony niskich temperatur
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i lagodnym przebiegu od strony wyzszych T (rys. 6.9). Konkurencyjna metoda (rys. 6.10) tylko
dla C > 0.15 pokazuje maksima o podobnym ksztalcie (zbiezne z druga metoda tylko powyzej
przejscia fazowego). Sie¢ o wyzszym stopniu klasteryzacji generuje krzywe typu % (za wyjat-
kiem ukladu w pelni sklasteryzowanego o C' = 0.33 gdzie wystepuje wyrazne maksimum). Tylko
dla przypadku z wspolczynnikiem klasteryzacji C = 0 1 C = 0.33 obydwie metody generuja
identyczne wyniki. Sie¢ o posrednich wartosciach wspélczynnika klasteryzacji pokazuje niezgod-
nosci obydwu metod, ktore pojawiaja sie ponizej prawdopodobnej temperatury przejscia — zob.
rys. 6.11 1 6.12.

Podsumowujac, zaréwno teoria jak i obliczenia numeryczne wskazuja na spadek temperatury
krytycznej wraz ze wzrostem wspotczynnika klasteryzacji.

64



Rozdziat 7

Sie¢ pseudoregularna

Aby nie ogranicza¢ wnioskéw z poprzedniego rozdziatu do sieci regularnej, stworzono sieé¢, w kté-
rej kazdy wezel ma doktadnie 3 lub dokladnie 5 sasiadéw. Oznacza to, ze stopien wierzchotka
dowolnego wezta bedzie mégt przyjmowaé tylko jedna z dwoch wartosci: k = {3,5}.

7.1 Budowa sieci
Algorytm budowy nowej sieci przebiega nastepujaco:

1. Tworzona jest sie¢ o k = 3 w spos6b identyczny jak opisano w rozdziale 6 (sie¢ o N,
wierzchotkach podzielono na polowe, a nastepnie dla kazdego wezla z przedzialu (1, %}
wylosowane zostaly doktadnie 3 wierzchotki z przedziatu od <% + 1, N,)).

2. N5 =p5- N, losowych wezléw zyskuje dwoch kolejnych sasiadéw (gdzie p5 € (0, 1)):
(a) Losowo wybrany wezel i; polaczono z losowo wybranym wezlem iy (pod warunkiem,
ze nie byli wczesniej sasiadami)

(b) Wezel iy z poprzedniego kroku taczy sie z kolejnym dowolnym weztem i3 (i tak dalej,
powiazanie zostaje ustalone pomiedzy kazdym losowym 4,, oraz i,1)

(c¢) Ostatni wezel laczy sie z pierwszym.
3. Klasteryzacja — z prawdopodobienstwem pC wprowadzono do uktadu N; dodatkowych

weztéw, ale w taki sposéb, aby uzyskaé z kolejnych wierzchotkéw tréjkaty (podobnie jak
dla sieci regularnej o k = 3 - por. rozdzial 6.1 oraz rys. 6.2).

4. Koncowa liczba weztow wynosi: N = N, + 2N,p

Wartosci parametréw budujacych sieé

Obliczenia numeryczne wykonano dla réznych parametréw p5 i pC budujacych sieé. Wartosci
tych parametréw dobrano w taki sposéb, aby uzyskaé trzy grupy graféw, w obrebie ktérych staly
bytby stosunek drugich do pierwszych sasiadéw, tzn.:

B =22 = const. (7.1)
z1

Tabele 7.1, 7.2 1 7.3 pokazuja wartosci parametréw budujacych sie¢ kolejno o B = 2; 2.5 oraz 3.
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3

Rysunek 7.1: Algorytm budowania sieci regularnej o k = {3, 5}.

Tablica 7.1: Parametry budujace sie¢ o B = 2.

P pC' C

0.00 | 0.00 | 0.00
0.03 | 0.05 | 0.04
0.06 | 0.10 | 0.08
0.10 | 0.16 | 0.12
0.20 | 0.33 | 0.19
0.30 | 0.50 | 0.23
0.60 | 1.00 | 0.29
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Tablica 7.2: Parametry budujace sie¢ o B = 2.5.

p5 pC C
0.17 | 0.00 | 0.00
0.25 | 0.08 | 0.065
0.30 | 0.133 | 0.096
0.35 | 0.18 | 0.12
0.43 | 0.266 | 0.155
0.50 | 0.33 | 0.175
0.60 | 0.435 | 0.199
0.70 | 0.53 | 0.215
0.90 | 0.73 | 0.23

Tablica 7.3: Parametry budujace sie¢ o B = 3.

pd pC C
0.376 | 0.00 | 0.0001
0.50 | 0.08 0.06
0.60 | 0.15 0.10
0.75 | 0.25 | 0.137
0.90 | 0.35 0.16
1.00 | 0.415 | 0.17

7.2 Magnetyzm sieci

Wszystkie obliczenia numeryczne dotyczace magnetyzmu sieci wykonano dla koncowej liczby
wezléw N = 9% 10%. Badano tylko sieci z antyferromagnetycznym sprzezeniem spinéw (J = —1).

7.2.1 Badanie stanu réwnowagi

Dla sieci regularnej o k = {3,5} ze wzgledu na podobienstwo do sieci regularnej o k = 3
nie badano juz czaséw relaksacji energii catkowitej uktadu. Dla wszystkich symulacji przyjeto
za wstepny czas relaksacji N; = 10°.

Natomiast na rysunku 7.2 sprawdzono czasowa zaleznos¢ podatnosci dla dwoch réznych wa-
runkéw poczatkowych: 1) My =1, 2) My = 0. Mozna zauwazy¢, ze juz po okoto 100 pierwszych
krokach relaksacji pojawia sie zbieznos¢ podatnosci z dwoma stanami poczatkowymi.

7.2.2 Cieplo wtasciwe

Cieplo wlasciwe policzono dwoma metodami: wariancji energii i pochodnej po temperaturze.
Dla wyzszych temperatur obydwie metody generowaly niemal identyczne krzywe (por. rys. 7.3),
jednakze dla temperatur ponizej przewidywanego przejscia fazowego w przypadku niektorych
topologii (o réznym wspo6lezynniku klasteryzacji) krzywe staja si¢ rozbiezne.
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Rysunek 7.2: Czasowa zalezno$é¢ podatnoéci z wariancji magnetyzacji dla sieci regularnej o k =

{3,5} dla C =0.23 (pC = 0.5ip5 =0.3) i T = 0.7; Ny, = 10MC; N = 9 % 10*.
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Rysunek 7.3: Poréwnanie dwéch metod liczenia ciepta wlasciwego.
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Zestawienia dla réznych wartosci stopnia klasteryzacji przy zachowaniu tego samego stosunku
drugich do pierwszych sasiadéw B = 2;2.5; 3 prezentuja odpowiednio wykresy 7.4, 7.5 oraz 7.6.
Dla ukladéw o niskim wspélezynniku klasteryzacji widzimy ostre maksimum ciepta wlasciwego
(widoczne dla obu metod), podczas gdy dla wyzszych C maksimum to jest bardzo lagodne.
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Rysunek 7.4: Zalezno$¢ ciepta wlasciwego liczonego metoda pochodnej energii od temperatury
dla B = 2.
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Rysunek 7.5: Zaleznoé¢ ciepla wlasciwego liczonego metoda pochodnej energii od temperatury

dla B=2.5.
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Rysunek 7.6: Zalezno$¢ ciepta wlasciwego liczonego metoda pochodnej energii od temperatury

dla B = 3.

7.2.3 Podatno$¢ magnetyczna

Podatnos¢é magnetyczna sieci zostata réwniez obliczona dwoma metodami: ilorazem réznicowym
i wariancja magnetyzacji — obydwie metody daja ten sam przebieg krzywej dla zerowej wartosci
wspOlczynnika klasteryzacji (zob. rys 7.7). Wyzszy stopien C powoduje, ze krzywe staja sie
rozbiezne w niskich temperaturach. Efekt ten jest tym wiekszy (niezgodno$é rozpoczyna sie od

wyzszej temperatury), im wyzszy jest wsp6lezynnik klasteryzacji.
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Rysunek 7.7: Poréwnanie dwoch metod liczenia podatnosci magnetycznej; B = 2.
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Dla B = 2.5 i réznych wartosci wspdlezynnika C przebieg krzywych x(T') obrazuje wykres 7.8
dla podatnosci liczonej metoda wariancji. Jezeli za polozenie maksimum wybraé¢ punkt, kiedy po-
czatkowy (dla wysokich T') brak zaleznosci x od T konczy sie spadkiem to temperatura przejscia
fazowego maleje ze wzrostem wspoétczynnika klasteryzacji C'.
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Rysunek 7.8: Podatnosé liczona metoda wariancji dla réznych wartoéci wspotezynnika C' przy
stosunku B = 2.5.

7.2.4 Parametr Edwardsa-Andersona

Dla sieci pseudoregularnej zbadano rowniez zachowanie sie parametru Edwardsa-Andersona. Ry-
sunek 7.9 pokazuje zaleznos¢ temperaturowa g dla uktadéw o réznym stopniu klasteryzacji przy
stosunku drugich do pierwszych sasiadéw réwnym B = 2. Zerowanie si¢ parametru porzadku
szkietl spinowych przy wzrastajacym wspolczynniku klasteryzacji C' nastepuje dla coraz to niz-
szych temperatur.

7.2.5 Parametr przekrywania

Parametr przekrywania @@ w funkcji temperatury pokazano na rysunku 7.10. Podobnie jak
dla sieci regularnej o k = 3, przypadki z niskim wspélczynnikiem klasteryzacji pozwalaja na
odczytanie temperatury przejécia fazowego, ktore dla C' = 0 i C' = 0.08 wynosza odpowiednio
1.9 oraz 1.6 (przypadek z C' = 0 jest réwnowazny sieci regularnej o k = 3 z zerowg klasteryzacja).
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Rysunek 7.9: Parametr Edwardsa-Andersona ¢ w ukladzie o réznym stopniu klasteryzacji dla
okna Ny, = 10*i B = 2.

€=000 ©
C=008 =
C=012 ©
1t O O SN C=029 2~ ]
0
0
05 L ] i
S
o o0f8 © 4 o o 4 2 6 06 06 6 0 & O o
(O u
© 0
05 o © 1
&
1t & T
05 1 15 2 25

Rysunek 7.10: Parametr przekrywania @@ w ukladzie o réznym stopniu klasteryzacji dla okna
Ny, =10*i B=2.
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7.3 Temperatury przejscia

7.3.1 Teoretyczne przewidywania

Wykorzystujac model niezaleznych par dla drzewa przypadkowego temperature przejécia w stan
antyferromagnetyczny T obliczono ze wzoru 3.24, a temperature szkta spinowego Tsg wedlug
wzoru 3.32. W tabeli 7.4 przedstawiono otrzymane wartosci temperatur wykorzystujace wspo-
mniane wzory analityczne. Liczbe pierwszych i drugich sasiadow otrzymano z symulacji sieci
o N =9 % 10* sterujac odpowiednio parametrami pC' i p5. Poniewaz z réwnania 3.24 oraz 3.32
wynika, ze temperatura krytyczna zalezy tylko od wielkosci B, otrzymane temperatury przejscia
dla stalego B nie zaleza od wspoétczynnika klasteryzacji — sa identyczne w calym przedziale C
dla ktorego dokonano obliczen.

Tablica 7.4: Teoretyczne wartodci temperatury przejscia.

B | Ty | Tsc C

2.0 | 1.82 | 1.13 | (0;0.29)
2.5 | 2.36 | 1.34 | (0;0.23)
3.0 | 288 | 1.52 | (0;0.17)

7.3.2

Temperature przejécia w stan szkla spinowego odczytano z wykreséw zaleznosci podatnosci ma-
gnetycznej od temperatury oraz ciepla wlasciwego liczonego metoda wariancji energii od tem-
peratury. Za temperature krytyczna przyjeto te warto$é, dla ktérej wykresy C,(T) oraz x(T)
osiagaja maksimum w danej temperaturze, a w przypadku symulacji ¢(T") oraz Q(T) odczytano
temperature, dla ktérej nastepowalo zerowanie si¢ parametréw ¢ i @ (zob. tab. 7.5).

Wyniki symulacji i poré6wnanie z teorig

Tablica 7.5: Wyniki symulacji temperatury przejécia dla B = 2. W przypadku symulacji C,(T)
wykorzystano metode ilorazu réznicowego, a dla podatnoéci magnetycznej T'x odczytano z krzy-
wych wariancji magnetyzacji.

Ty Ty Ty Tx
C | symulacja C,(T) | symulacja x(T) | symulacja ¢(T) | symulacja Q(T)
0.00 1.8 1.8 1.9 1.9
0.08 1.5 1.6 1.7 1.6
0.19 1.2 1.2 1.3 -
0.29 1.0 1.0 1.0 -

Wykorzystany algorytm, dzieki jednoczesnej mozliwosci sterowania liczba weztéw o k = 5
(poprzez p5) i wspolezynnikiem klasteryzacji (poprzez pC'), pozwala na skonstruowanie takich
graféw, ktére maja jednoczesnie ten sam stosunek drugich do pierwszych sasiadéw (B) i zmienny
wspoélczynnik klasteryzacji. Tymczasem teoria wskazuje na zaleznos¢ wylacznie od parametru B.

Dla sieci z topologia o B = 3 wzér analityczny nieznacznie tylko zaniza warto$é¢ tempera-
tury krytycznej w stosunku do tego co pokazuja wyniki symulacji. Dla uktadu o maksymalnej
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Rysunek 7.11: Zestawienie wynikéw symulacji (C,) oraz przewidywan teoretycznych (ciagle linie)
dla trzech réznych wartosci B = 2;2.5; 3.

wartosci wspolezynnika klasteryzacji (przy zachowaniu B = 3) warto$é¢ ta pokrywa sie z warto-
Scig teoretyczna Tse = 1.52. Ponadto, otrzymany numerycznie charakter zaleznosci Tx (C) jest
prawie staly (tak jak przewiduje teoria) dla 0 < C' < 0.15.

Wyniki symulacji ciepta wlasciwego dla przypadku B = 2.5 ukladaja si¢ w charakterystyczne
ykolano” (rys. 7.11): dla C' < 0.1 temperatura przejscia maleje ze wzrostem wspdlczynnika
klasteryzacji az do osiagniecia wartosci bliskiej wartosci otrzymanej analitycznie. Nastepnie T'x
pozostaje stale ze wzrostem C' i powyzej C' = 0.2 znowu zaczyna spadac.

Najwigksze rozbieznosci teorii i symulacji mozna zauwazyé¢ dla B = 2 (rys. 7.11). Tutaj
temperatura krytyczna spada od wartosci Tx = 1.7 dla zerowego wspotczynnika klasteryzacji do
Tx = 1.1 (dla C = 0.23), ktérej wartosé jest bliska przewidywaniom teoretycznym; a dla uktadu
w pelni sklasteryzowanego ponownie staje sie rozbiezna z wartoscig teoretyczna.

7.4 Podsumowanie

Przebieg krzywych C,(T') jest podobny do tego, jaki zaobserwowano dla sieci regularnej o k =
3. Dla C < 0.1 ksztalt krzywej przypomina ostry pik, podczas gdy ciepto wlasciwe bardziej
sklasteryzowanego uktadu przechodzi w bardzo rozciagniete maksimum (por. rys 7.7). Podobnie
jak dla sieci regularnej, to zachowanie odtwarza przebiegi eksperymentalne Fe;_, Mg, Cly [62].

Sie¢ pseudoregularna wykazuje krzywe podatnosci zgodne w calym zakresie temperatur tylko
dla stosunkowo niewielkiego stopnia klasteryzacji sieci (rys. 7.7). Dla C' > 0.1 krzywe te staja
sie rozbiezne dla niskich temperatur; im wiekszy wspélczynnik klasteryzacji tym ta niezgodnosé
pojawia sie wezesdniej (tzn. poczawszy od wyzszej temperatury).

Teoretyczne przewidywania temperatury przejécia fazowego dla dowolnej sieci wskazuja jed-
noznacznie, ze Tx zalezy tylko od stosunku drugich do pierwszych sasiadéw (parametr B), a tylko
posrednio od wspdlezynnika klasteryzacji.

Ze wzgledu na mozliwo$é jednoczesnego sterowania liczba wezléw o pieciu (lub trzech) sasiadach
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i stopniem klasteryzacji udalo sie¢ uzyskaé¢ sie¢ o stalym B i zmiennym wspotczynniku C', kté-
rej teoretyczna warto$é¢ Tsq jest stala. Analiza krzywych C,(T) i x(T), a takze ¢(T) i Q(T)
wskazuje na poczatkowy spadek Tx ze wzrostem C. Dla wyzszych wartosci C' temperatura T},
stabilizuje si¢ na pewnym poziomie, bliskim wartoéci teoretycznej Tsq.
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Rozdziat 8

Sie¢ przestrzenna

W tym rozdziale omawiamy sie¢ zanurzong w tréjwymiarowej przestrzeni — sie¢ przestrzenna.
Tak zbudowany graf nie charakteryzuje si¢ wlasnoécia matego $wiata: $Srednica grafu rosnie
potegowo z iloscia wezldéw, co jest nawigzaniem do rzeczywistych uktadow magnetycznych.

8.1 Budowa sieci

Uktad N weztéw umieszczono w trojwymiarowej komorce elementarnej o wymiarach 1 x 1 x 1
(zob. rys. 8.1). Polozenie kazdego wezla jest wybrane w sposéb przypadkowy — losowane sa

Rysunek 8.1: Algorytm budowania sieci regularnej o k = 3

kolejne wspotrzedne x,y,z danego wezta i. Powiazanie pomiedzy dwoma dowolnie wybranymi
weztami ¢ oraz j ustala sie wtedy, kiedy dzielaca je odleglosé jest mniejsza niz pewna wielkosé p
(maksymalnie ta warto$¢ moze wynosié¢ 1.73 — jest to odlegloéé jaka moze pojawié sie w ukladzie
pomiedzy dwoma wierzcholkami znajdujacymi sie w punktach [0,0,0] i [1,1,1]). Po spelnieniu
tego warunku wezel 7 staje sie sasiadem wezta j.

Na komorke nalozono periodyczne warunki brzegowe we wszystkich trzech wymiarach.

Tworzy sie wiec sie¢ przypadkowa, umieszczong w trojwymiarowej przestrzeni, a kazdy wezel
opisany jest przez zestaw wspolrzednych x,y,z oraz przez odlegloéé¢ dzielaca go od innych wierz-
cholkéw. Srednia liczba sasiadéw (wezléw, z ktérymi dany wierzcholek jest polaczony) zalezy
od promienia p i przy warto$ciach rzedu p ~ 1 nasyca sie¢ (prawie wszystkie wezly sa ze soba
polaczone).
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Dla tak zbudowanej sieci mozna zapisaé¢ przyblizony wzor:

N _ (k)
z czego wynika, ze dla komorki o boku a = 1:
(k) = p*- N. (8.2)

Powyzszy wynik mozna skonfrontowaé z rysunkiem 8.2. W szczegdlnoéci, w wyniku zlogarytmo-
wania réwnania 8.2 mozna otrzymac:

log (k) = 3 -logp + log N. (8.3)

Zalezmo$é logarytmiczna log (k) (logp) powinna wskazaé na wspo6lezynnik kierunkowy prostej
réwny 3 i przesuniecie rzedu 4 jednostek (dla N = 10%). Fitowanie tych danych z zakresu
p € [0.02,0.5] widoczne na rysunku 8.3 daje w przyblizeniu takie wlasnie wartosci.
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Rysunek 8.2: Zaleznoéé éredniej liczby sasiadéw od p> N, N = 10%.

Klasteryzacja

Kiedy badamy wspoétczynnik klasteryzacji tak skonstruowanej sieci okazuje sie, ze jest on nie-
zwykle wysoki. Przykladowo, dla (k) = 4 wynosi on okolo C' = 0.42, podczas gdy dla sieci
nie umieszczonej w przestrzeni (patrz budowa grafu w rozdziale 5.1) o tym samym $rednim (k)
wspolczynnik ten jest bliski zeru.

Tym razem réwniez podwyzszano klasteryzacje sieci metoda opisana w rozdziale 5.1. Ta mo-
dyfikacja nie jest tak efektywna jak w poprzednich przypadkach, ale okazuje sie ze w sposéb
istotny wplywa na parametry sieci opisane w ponizszych rozdziatach.

Tabele 8.1 i 8.2 przedstawiaja zestawienie réznych wielkosci budujacych sie¢ przestrzenng
dla dwo6ch przypadkéw: (k) = 4 i (k) = 9. Parametr p okreSla prég powyzej ktérego dwa
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Rysunek 8.3: Fitowanie zaleznosci log (k) (logp) dla N = 10% i p € [0.02,0.5].

wezly nie sa juz ze soba zwigzane, pC' okresla prawdopodobienstwo klasteryzacji, a C' — uzyskany

wspolczynnik klasteryzacji.

Wszystkie symulacje zaprezentowane w tym rozdziale zostaly przeprowadzone dla sieci prze-

strzennej o N = 10° wezlach.

Tablica 8.1: Wartosci parametréw budujacych sieé¢ o (k) =4 i dla N = 10°.

c p pC 22
0.42 | 0.0212 0 16.0
0.43 | 0.0208 | 0.030 | 16.6
0.44 | 0.0204 | 0.060 | 17.4
0.45 | 0.0200 | 0.094 | 18.3
0.46 | 0.0196 | 0.120 | 18.7

Tablica 8.2: Wartosci parametréw budujacych sieé¢ o (k) =9 i dla N = 10°.

C p pC 22
0.47 | 0.0278 0 81
0.48 | 0.0260 | 0.045 | 86
0.49 | 0.0250 | 0.070 | 88
0.50 | 0.0240 | 0.104 | 98
0.53 | 0.0220 | 0.179 | 113
0.56 | 0.0200 | 0.282 | 143
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Rozklad stopnia wierzchotka

Sie¢ przypadkowa uwieziona w komorce wykazuje zgodnosé rozkladu stopnia wierzchotka z roz-
kladem Poissona dla dowolnej $redniej liczby sasiadéw (k) (patrz rysunek 8.4). Wprowadzenie do
sieci klasteryzacji wprowadza znaczne odchylenia od rozkladu Poissona, tym wieksze, im wigkszy
wspoélczynnik C'. Zmiany te ilustruje wykres 8.5.

0.4 T T T
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Rysunek 8.4: Rozklady stopnia wierzchotka dla réznych (k); N = 10°, pC = 0. Ciagle linie
oznaczaja rozklad Poissona dla ustalonej wartosci (k).

8.2 Badanie stanu ré6wnowagi

Dla sieci przestrzennej rozwazono uklad o antyferromagnetycznym ulozeniu spinéw, przyjmujac
za calke wymiany J = —1. Energia ukladu stabilizuje sie po N; = 10% przejéciach po calej
siatce spindéw (jedno przejScie oznacza, ze kazdy spin ma mozliwo$é zmiany swojego znaku —
algorytm N razy losowo chodzi po siatce i wybiera spiny, ktore moze ,przerzuci¢”). Ten wynik
jest jednak prawdziwy tylko dla temperatury powyzej T = 0.5, gdyz nizsze temperatury — nawet
dla czaséw rzedu Ny = 10° — wskazuja, ze uklad jest daleki od réwnowagi termodynamicznej (por.
rysunki 8.6 i 8.7). Ze wzgledu na ten fakt, badajac magnetyzm sieci przestrzennej skupiono sie
na temperaturach powyzej 7' = 0.5, a za wstepny czas relaksacji przyjeto N; = 10%.

Stan stacjonarny ukladu, podobnie jak w poprzednich rozdzialach sprawdzono réwniez wy-
konujac relaksacje podatnosci startujacej od magnetyzacji réwnej M = 01 M = +1 (rys. 8.8).
Test ten pozwala stwierdzié, ze przyjety wstepny czas N, = 10* jest wystarczajacy dla T > 0.5
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Rysunek 8.5: Rozklady stopnia wierzcholka dla przypadku (k) = 9 i réznym stopniu klasteryzacji.
Ciagla linia oznacza rozklad Poissona dla (k) = 9.

12 ‘
T=01
: T=0.2
25 | 104
T=05
13 |
135 |
[1N)
14 L .
1.45
45 |
155

1 10 100 1000 10000 100000

Rysunek 8.6: Zalezno$¢ czasowa calkowitej energii ukladu antyferromagnetycznego o (k) = 9
i N =10°.
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Rysunek 8.7: Calkowita energia ukladu antyferromagnetycznego o (k) =91 N = 10°.
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Rysunek 8.8: Czasowa zalezno$¢ podatnosci z wariancji magnetyzacji dla sieci przestrzenne;
o) <k> =4dlaC =0441T = 0.7; Nt2 — 10MC; N = 10°.

81



8.3 Magnetyzm sieci przestrzennej

8.3.1 Ciepto wlasciwe

Dla antyferromagnetycznego ukladu sprawdzono zalezno$é¢ ciepla wlasciwego od temperatury.
Do policzenia tej wielkoséci uzyto dwoch metod oméwionych w rozdziale 3.3.1: metody wariancji
i pochodnej energii. Jak wida¢ na rysunku 8.9 obydwa podejscia sa zgodne, jednakze dla metody
ilorazu réznicowego energii wyniki ukladaja sie w bardziej gladka krzywa (nie fluktuuja).

C,z pbchodnej ener‘gii +
04 F C, z wariancji energii i
0.35 €Lt i
i ++
03} X T4 ]
> + +
© o025t + ]
o
L + |
0.2 ++
®x
0.15 - +++ 1
T
01 F+ g
0.5 1 15 2 25 3
T

Rysunek 8.9: Poréwnanie dw6ch metod liczenia ciepla wlasciwego dla (k) =4 i N = 10°.

Szukajac maksimum ciepla wlasciwego dla sieci przestrzennej niesklasteryzowanej widzimy,
ze dla ukladu spinéw o (k) = 4 rysunek 8.11 wskazuje na temperature 7' = 1.0, a dla (k) = 9
temperature okolo T' = 1.6.

Whplyw klasteryzacji

Cieplo wlasciwe ukladow o réznym stopniu klasteryzacji, przy zachowaniu tego samego Sred-
niego (k) wykazuje pewne zmiany, szczegélnie widoczne jest to dla przypadku (k) = 9 (por.
rysunki 8.12 i 8.13). Maksimum ciepla, ktére moze wskazywaé na przejscie fazowe przesuwa
sie delikatnie ze wzrostem wspolezynnika C' w strone nizszych temperatur (np. dla C = 0.47
przypada ono na temperature T = 1.6, dla C' = 0.56 — T = 1.3).

Przypadek o (k) = 4 cechuje zbyt mala zmiana wspdlczynnika C' pod wplywem dzialania kla-
steryzacji, dlatego tez nie jest mozliwe zaobserwowanie znaczacych przesunie¢ maksimow wykre-

séw C,(T).
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Rysunek 8.10: Zaleznosé ciepla wlasciwego i energii od temperatury dla (k) = 4.
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Rysunek 8.11: Temperaturowa zaleznos$¢ ciepta wlasciwego dla (k) =41 (k) = 9.
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Rysunek 8.12: Wplyw wspdlczynnika klasteryzacji C' na temperaturowa zalezno$é ciepla wlasci-
wego dla (k) = 4.
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Rysunek 8.13: Wplyw wspdlczynnika klasteryzacji C' na temperaturowa zaleznoé¢ ciepla wlasci-
wego dla (k) = 9.
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8.3.2 Podatno$¢ magnetyczna

Wykorzystujac do$wiadczenia w liczeniu podatnosci z poprzednich rozdziatow, dla przypadku
sieci przestrzennej podatnosé policzono wstepnie tylko metoda wariancji magnetyzacji, ktéra
to okazywala sie by¢ nieco precyzyjniejsza dla sieci przypadkowych. Uzyskane wyniki poka-
zuja wykresy 8.14 i 8.15. Tym razem, obliczenia przeprowadzono usredniajac magnetyzacje po
przeprowadzeniu N;, = 5x 105 relaksacji calego uktadu. W kolejnym kroku dokonano jednak po-
réwnania dwoch metod liczenia podatnosci, ktére ilustruje rysunek 8.16 1 8.17 (w tym przypadku
uérednienie wynosito Ny, = 10%).
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Rysunek 8.14: Podatno$¢ z wariancji magnetyzacji dla (k) = 4.
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Rysunek 8.15: Podatno$é z wariancji magnetyzacji dla (k) = 9.
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Rysunek 8.16: Poréwnanie dwdch metod liczenia podatnosci dla (k) =4, C =0.43 i C' = 0.46.
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Rysunek 8.17: Poréwnanie dwéch metod liczenia podatnosci dla (k) =9, C' =0.48 i C' = 0.56.

8.3.3 Parametr Edwardsa-Andersona

Sprawdzono takze zachowanie si¢ parametru Edwardsa-Andersona zdefiniowanego wzorem 3.33
dla uktadu o N = 10° przy oknie czasowym Ny, = 10% i iteracjach wstepnych N;, = 10*. Wyniki
prezentuje wykres 8.18.

do=a
0.8 <k>=9 E
0.6 E
+
o 04} i
+
02 + 1
+
of LR SRR S QN

0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 18 2 2.2
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Rysunek 8.18: Temperaturowa zalezno$¢ parametru Edwardsa-Andersona dla (k) =41 (k) =9.
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Okazuje sie, ze ekstrapolacja krzywej ¢ (T') dla (k) = 41 (k) = 9 daje w przyblizeniu tempera-
tury T'=1.01T = 1.6 co pokrywa sie z temperatura przejicia, jaka przewidzialy temperaturowe
zaleznodci ciepta wlasciwego.

Wplyw klasteryzacji

Badajac wplyw klasteryzacji na zachowanie sie parametru Edwardsa-Andersona trudno zauwazy¢
istotne zmiany. Wprawdzie wspolczynnik klasteryzacji wplywa delikatnie na ksztalt krzywej
q(T), niemozliwe jest jednak odczytanie jakichkolwiek zmian temperatury przejscia nawet dla
uktadu o (k) =9 (zob. rys. 8.19 i 8.20).
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Rysunek 8.19: Wplyw klasteryzacji na parametr Edwardsa-Andersona dla (k) = 4.

8.3.4 Parametr przekrywania

Ze wzgledu na duza klasteryzacje sieci, rowniez parametr przekrywania okazuje sie by¢ nie-
przydatny do okreslenia temperatury przejécia fazowego. Dla sieci przestrzennej na obnizenie
wartosci @ wplyw ma zaréwno obecno$¢ wolnych spinéw, jak i duza liczba tzw. tréjkatéw wyni-
kajacych z wysokiego wsp6lczynnika C' (zob. rys. 8.21).
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Rysunek 8.20: Wplyw klasteryzacji

na parametr Edwardsa-Andersona dla (k)
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Rysunek 8.21: Parametr przekrywania ) w uktadzie o réznym stopniu klasteryzacji dla sieci

o(k)y=09.
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8.4 Temperatury przejscia

Teoretyczne przewidywania

Do wyznaczenia teoretycznej wartosSci temperatury Néela oraz temperatury przejécia w stan
szkla spinowego uzyto wzordéw 3.24 oraz 3.32, ktore zostaly wyprowadzone w rozdziale drugim.
Doktadna liczbe pierwszych i drugich sasiadéw wyliczono z symulacji ukladu N = 10 spinéw.
Otrzymane teoretyczne wartosci temperatury krytycznej zamieszczono w tabelach 8.3 1 8.4.

Wyniki symulacji

Przeprowadzone wczesniej symulacje ciepta wlasciwego, podatnosci magnetycznej oraz parame-
tru Edwardsa-Andersona pozwalaja na oszacowanie temperatury przejécia fazowego w zaleznosci
od stopnia klasteryzacji. Tabele 8.3 i 8.4 pokazuja zebrane wyniki symulacji wraz z przewidy-
waniami teoretycznymi Ty i Tsg. Ze wzgledu na trudnosci z odczytaniem niektorych wartosci
maksimum np. dla krzywych x(7T) nie wyznaczono temperatury przejscia (w tabeli pojawiaja
sie znaki " ).

Tablica 8.3: Wyniki symulacji temperatury przejécia i przewidywania teoretyczne dla (k) = 4.

Tx Tx Tx Tn Tsa
C symulacja C,(T') | symulacja x(T') | symulacja ¢q(T) | wzoér 3.24 | wzdr 3.32

0.426 1.0 1.0 1.0 3.92 1.82
0.435 - 0.9 - 4.06 1.86
0.443 1.0 0.9 1.0 4.23 1.90
0.450 1.0 - 1.0 4.42 1.95
0.453 0.9 0.7 1.0 4.63 2.01
0.463 0.9 - 1.0 5.26 2.15
0.470 0.9 - 1.0 5.79 2.27

Tablica 8.4: Wyniki symulacji temperatury przejécia i przewidywania teoretyczne dla (k) = 9.

Tx Tx Tx Tn Tsa
C | symulacja C,(T) | symulacja x(T) | symulacja ¢(T) | wzér 3.24 | wzér 3.32

0.47 1.6 1.6 1.6 8.96 2.89
0.48 - 1.4 - 9.48 2.97
0.49 - 1.4 1.6 9.81 3.03
0.50 1.4 14 1.6 10.32 3.11
0.53 1.3 1.3 1.6 12.05 3.38
0.56 1.3 1.3 1.6 15.89 3.90

Dodatkowo, sporzadzono wykres zbiorczy (rys. 8.22) ilustrujacy temperatury przejscia od-
czytane z powyzszych symulacji wraz z danymi teoretycznymi Tsq dla (k) =41 (k) = 9. Za-
prezentowane wyniki wskazuja jednoznacznie, ze wzrost wspolczynnika klasteryzacji nie pociaga
za soba wzrostu temperatury krytycznej tak, jak opisuje to teoria Bethego. W przypadku sieci
o (k) = 9 widoczny jest nawet odwrotny trend tej zaleznoscei, tzn. temperatura przejscia fazowego
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maleje ze wzrostem klasteryzacji. Ten spadek Tx moze by¢ interpretowany jako konsekwencja
wzrostu frustracji w ukladzie (wigksze C, wigcej sfrustrowanych spinéw w tréjkatach”), czego
nie opisuje teoria Bethego.

15 h

1 o KK wx 1
oéo

05 Il Il Il Il Il Il Il
0.42 0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58

Rysunek 8.22: Wartosci temperatury Tsq dla (k) = 4 (lewa strona, kolor czerwony) i dla (k) =9
(prawa strona, kolor niebieski) w zalezno$ci od klasteryzacji C. Linie prezentuja dane teore-
tyczne T, punkty - wyniki symulacji: gwiazdki i X’y z symulacji C,(T), romby i kwadraty
z symulacji x(T).

8.5 Rzeczywiste préobki magnetyczne

Model sieci przestrzennej jaki opisano w niniejszym rozdziale (nie posiadajacy wlasnosci matego
$wiata; wezly umieszczone w przestrzeni tréjwymiarowej oraz zachowane warunki brzegowe)
pozwala odnie$¢ numerycznie otrzymane wyniki do rzeczywistych probek magnetycznych. Doko-
nujac takiego pordéwnania zakladamy, ze wezly modelowanej sieci odpowiadaja atomom w ma-
gnetyku, podczas gdy krawedzie — istniejacym w materiale oddzialywaniom pomiedzy atomami
sieci. Poniewaz jednak nie jesteSmy w stanie oceni¢ z calg pewnoscia, jakie atomy oddzialy-
wujg ze sobg w probce magnetycznej, ani tez rozréznié¢ stabszych i mocniejszych oddziatywan,
poréwnanie jakiego dokonamy nie bedzie miato charakteru ilosciowego. Skupimy sie gtéwnie na
obserwacji, jaki wplyw na przejécie fazowe w rzeczywistych materiatach ma wzrost frustracji (zob.
rozdzial 3.4).

W sieci przypadkowej pojawienie sie frustracji zawdzieczamy obecnosci wezléw polaczonych
zamknieta Sciezka (tréjkatem, zob. rys 3.3 b) i rys. 5.9), ze spinami oddzialywujacymi antyfer-
romagnetycznie. Jest to wiec przyklad frustracji geometrycznej. Wplyw tego rodzaju frustracji
bedziemy konfrontowali z zachowaniem si¢ magnetykéw, w ktorych frustracja wynika z konku-
rencji oddzialywan ferromagnetycznych i antyferromagnetycznych.
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Stop Laos(Fei—zMng)11.45% 6

W pierwszym przykladzie stop lantanu, zelaza i krzemu zostal wzbogacony manganem, kté-
rego koncentracje zmieniano od 0 < z < 0.08 kosztem udzialu zelaza w prébee [60]. Atomy
zelaza, ktére wypadaly z probki byly wybierane przypadkowo. Wraz ze wzrostem koncentracji
manganu w stopie obok ferromagnetycznych oddzialywan pomiedzy atomami zelaza, pojawiaja
sie oddzialywania antyferromagnetyczne pomiedzy atomami manganu oraz pomiedzy manganem
i zelazem. Jednoczesne wspélistnienie ferro- i antyferromagnetycznych oddziatywan, a takze pod-
mienianie zelaza manganem w losowych miejscach prowadzi do pojawienia si¢ frustracji w ukla-
dzie, a w konsekwencji — fazy szkta spinowego dla x > 0.06.
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I/{ysunek 8.23: Diagram fazowy stopu Lags(Fe1_oMng)11.45%1 ¢ w funkeji koncentracji Mn.
Zrédlo: [60].

Rysunek 8.23 pokazuje diagram fazowy Lags(Fe1—.Mny)11.45%1.6 w funkeji koncentracji
x Mn. Widzimy, ze wzrost koncentracji manganu, ktéry pociaga za soba wzrost frustracji w ukta-
dzie powoduje delikatny spadek temperatury przejscia fazowego. Zalezno$¢ te mozemy pordéwnaé
do wynikéw, uzyskanych dla sieci przestrzennej, dla ktérych réwniez obserwujemy nieznaczny
spadek T'x ze wzrostem klasteryzacji, odpowiedzialnej za frustracje w modelowanym uktadzie.

Stop Lag5S5r95C01_Fe;O3

Drugi przyktad dotyczy materialu, w ktorym koncentracja zelaza wzrastata od z =0 do z = 0.6
kosztem kobaltu [53]. Kazdorazowa podmiana atoméw kobaltu skutkowala pojawieniem sie sil-
nych oddzialywan antyferromagnetycznych w wiazaniu Co-O-Fe wspo6lzawodniczacych z pierwot-
nym oddzialywaniem ferromagnetycznym w probce. Ta konkurencja oddzialywan jest zrédiem
frustracji, ktora odpowiedzialna jest za wystapienie fazy szkla spinowego powyzej x = 0.4.
Rozwazajac diagram fazowy Lag 5579 5C01_,Fe,O3 widzimy tym razem silny spadek tem-
peratury krytycznej wraz ze wzrostem koncentracji zelaza w prébee (zob. rys. 8.24). Te dane
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Rysunek 8.24: Diagram fazowy stopu Lag 55719 5C01_,Fe, O3 w funkcji koncentracji Fe. 7r6-
dlo: [53].

doswiadczalne potwierdzaja wyniki, jakie do tej pory otrzymywaliSémy dla kazdej z rozwazanych
sieci: Tsg maleje ze wzrostem klasteryzacji (frustracji) w sieci.

8.6 Podsumowanie

Sieé przestrzenna zbadano dla przypadku o (k) = 4 oraz (k) = 9; wprowadzono do sieci réwniez
sterowanie wspoélczynnikiem klasteryzacji: C' zmienia sie od 0.42 do 0.46 dla sieci o (k) = 4
oraz od 0.47 do 0.56 dla (k) = 9.

Wyrazne maksima ciepla wlasciwego w danej temperaturze wykazuje sie¢ przestrzenna dla
obu metod; widoczne jest ono zaréwno dla (k) =4, jak i (k) =9 (por. rys. 8.121 8.13).
Wariancja energii i jej pochodna zwracaja identyczne wartosci C, dla calego przedzialu tempe-
raturowego (zob. rys. 8.9).

Dla symulacji podatno$ci metoda wariancji magnetyzacji generuje krzywe z widocznym mak-
simum, przy czym dla (k) = 4 i wigkszych C jest one oslabiane przez spiny, ktérych podatnosé
rosnie w niskich temperaturach jak 7 (rys. 8.14). Dla (k) = 9 nie mamy tych zakléceil (zob.
rys. 8.15).

Metoda ilorazu réznicowego dla (k) = 4 nie pokazuje zadnych maksiméw, aczkolwiek obydwie
metody liczenia podatnosci pokrywaja sie dla wyzszych temperatur.

Parametr Edwardsa-Andersona ¢ dla sieci przestrzennej, ktora jest mocno sklasteryzowana
nawet bez wlaczania dodatkowej klasteryzacji nie potrafi wskaza¢ zmiany temperatur przejicia
dla sieci rézniacych sie nieznacznie wartoscia C. Z kolei parametr przekrywania ) po raz kolejny
przyjmuje bardzo male wartosci, ze wzgledu na wysoki wspélczynnik C.

Dla sieci przestrzennej wzrost wspélczynnika klasteryzacji nie pociaga za soba wzrostu tem-
peratury krytycznej tak, jak opisuje to wzory analityczne (zob. rys. 8.22). Dla uktadu o (k) =9
mozna nawet méwié¢ o delikatnym spadku Tsg ze wzrostem C.

Poréwnujac zjawisko frustracji geometrycznej wystepujace w symulowanym modelu sieci przy-
padkowej z frustracja pochodzaca od konkurencji oddzialywan w rzeczywistych magnetykach za-
uwazamy, ze dla obu przypadkéw wzrost stopnia frustracji pociaga za sobg spadek temperatury
przejécia fazowego.
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Rozdziat 9
Grafy linkéw

Transformacje L(G) grafu G do tzw. sieci ,linkéw” (line graphs, edge graphs) mozna zobrazowaé
opierajac sie o transformacja typu ,gwiazda—trojkat”, w ktorej podgraf w ksztalcie litery Y
(wezel z trzema sasiadami) jest przeksztalcany w podgraf A, gdzie poprzednie wiazania lacza sie
ze soba podczas gdy wezly zostaja usuniete.

9.1 Budowa sieci

W przypadku omawianej w tym rozdziale przetransformowanej sieci przypadkowej, przeksztalce-
nie G — L(G) powoduje transformacje podgrafu Y réwniez w uklad trzech wezldéw polaczonych
ze soba. W wyniku tej operacji wszystkie krawedzie (powiazania miedzy wezlami) pierwotnej,
przypadkowej sieci przekonwertowane zostang w wezly budujace docelowsg sie¢. W nowym, prze-
transformowanym grafie dwa wezly beda ze soba powiazane, jesli byly wygenerowane z krawedzi,
ktore mialy wspdlny wierzcholek.

Przykladowo, dla pierwotnej sieci o N = 4 gdzie tylko wezel 1 jest polaczony z pozostalymi we-
zlami transformacja G — L(G) tworzy uklad, w ktérym wezel 12 nowej sieci laczy si¢ z wezlem
14 1 13, ktéry réwniez sa ze soba powiazane (zob. rys. 9.1).

4 2 14 12

—

L(G)

Rysunek 9.1: Transformacja G — L(G) sieci dla N = 4.

W przypadku w pelni polaczonego grafu kazda para dowolnie wybranych wezléw jest pota-
czona ze soba, wowczas uklad posiada N(N — 1)/2 krawedzi, ktére po transformacji daja liczbe
wezlow nowej sieci. Jednakze transformacja G — L(G) w pelni polaczonego pierwotnego grafu
nie buduje réowniez catkowicie polaczonego grafu nowej sieci. Dla N = 4 link 12 jest polaczony
z linkiem 13 i 14, ale nie z linkiem 34 (zob. rys. 9.2). W pierwotnej sieci o dowolnym N kazdy
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wezel ma dokladnie N — 1 sasiadéw, a kazde powiagzanie ma wspdlny wezel z N — 2 innymi
linkami. Woéwczas w przetransformowanej sieci kazdy wezel ma dokladnie 2(N — 2) sasiadéw
powiazanych ze soba N(N — 1)(N — 2)/2 krawedziami. Pierwotna sie¢ o N = 4, gdzie istnieje
polaczenie pomiedzy kazdymi dwoma weztami ma dokladnie 6 krawedzi, ktére w wyniku trans-
formacji staja sie szesScioma weztami nowego grafu powiazanymi 12 krawedziami. Przy zalozeniu,
ze dlugosci krawedzi pomiedzy wierzchotkami sa wszedzie takie same transformacje G — L(G)
mozna obrazowo przedstawié¢ jako przejscie czworoscianu w oktaedr (o$mioscian foremny, zob.
rys. 9.2).

Rysunek 9.2: Transformacja G — L(G) sieci dla N = 4 w pelni polaczonej przy zalozeniu,
ze dlugosci krawedzi sa wszedzie takie same.

Obliczenia numeryczne — algorytm transformacji G — L(G)

Numerycznie, topologia sieci poczatkowej, jak i przetransformowanej jest opisana poprzez ma-
cierz potaczen X (i, 7), w ktorej kazdy element macierzy x;; jest réwny 1 jezeli istnieje potaczenie
pomiedzy weztem i-tym i j-tym lub x;; = 0 w przeciwnym wypadku. Przetransformowany graf
jest budowany z sieci poczatkowej poprzez wykonanie kilku operacji arytmetycznych na macier-
zach potaczen w kilku krokach opisanych ponizej.

W macierzy polaczen C(i,j) pierwotnej sieci przypadkowej kazda jedynka nad gléwna dia-
gonala zamieniana jest na kolejng liczbe r = 1,2, ..., 7,,. Ostatnia liczba r,, jest réwna liczbie
krawedzi, jakie wystepuja w poczatkowej sieci i jednoczeénie okresla rozmiar przetransformowanej
sieci. Z tak powstalej macierzy R(7,j) budowana jest macierz polaczen Ci(i,j) przetransformo-
wanej sieci: wezly i oraz j sa potaczone, jesli ich wspélrzedne ¢ 1 j wystepuja w macierzy R
w tym samym rzedzie lub w tej samej kolumnie.

Obliczenia prezentowane w tym rozdziale przeprowadzono dla rozmiaru poczatkowej sieci
réwnego zawsze N = 10%. Liczba wezléw przetransformowanej sieci bedzie zalezna od gesto-
$ci powiazan p pierwotnej sieci (zob. rozdzial 2.1) i bedzie wynosita ok. pN2/2. Dla warto-
$ci p = 1073 éredni stopien wierzchotka (k) poczatkowej sieci jest bliski Np = 10. Liczba weztéw
przetransformowanej sieci przypadkowej bedzie wiec wynosita ok. 5 - 10%; dla przyktadu prezen-
towanego na rys 9.3 rozmiar sieci wynosi dokladnie 50147. Przykladowe wartosci parametru p
tworzace graf linkéw o $rednim stopniu (k), wspélczynniku klasteryzacji C' i liczbie wezléw N
pokazuje tabela 9.1.
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Tablica 9.1: Wartoéci parametrow budujacych graf linkow.

D (k) C N
0.0002 | 4 | 0455 | ~ 10%
0.0004 | 8 0.497 | ~2-10%
0.0006 | 12 | 0.500 | ~ 3-10%
0.0010 | 20 | 0.500 | ~5- 107

9.1.1 Rozklad stopnia wierzchotka

Aby uzyskaé rozklad stopnia wierzcholka transformowanej sieci rozwazono uklad pierwotnej sieci
przypadkowej, w ktorym dwa nieskorelowane wezly o stopniu ki i ks powiazane sg ze soba
krawedzia l15. Dla duzych rozmiaréw sieci rozklad stopnia P(k) przypadkowej sieci Erdds-Rényi
jest rozkladem Poissona (zob. rozdzial 2.1).
W wyniku dzialania transformacji G — L(G) wiazanie [15 staje sie wierzchotkiem nowej sieci,
ktorej stopien k = ki + ko — 2. Wéwcezas rozklad stopnia P (k) transformowanej sieci mozna
zapisaé jako:

D k=1.ka1 K1 P (k1)Ko P(k2)Ok ey + ko —2

Pik) = o 5o 9.1
e D1 k1P (k1) o, g ko P(k2) (9-1)
i dalej, upraszczajac:
Bl p
pi—1 k1 P(k1)(k — k1 4+ 2)P(k — k1 4 2)
Pt(k) == )\2 e
— k k k—kq+2
= = _
— k41
B Aft+2o—22 Z;ﬂ:l m B
= 5 _
B )\k+2672>\2k7’;‘
e
(2)\)1:672)\
B TR (9.2)

Wynik 9.2 jednoznacznie wskazuje, ze transformacja G — L(G) sieci przypadkowej o pois-
sonowskim rozkladzie stopnia wierzcholka z srednim (k) = X\ tworzy réwniez sie¢ o rozkladzie
Poissona, przy czym dla (k) = 2)\. Ten sam wynik uzyskano réwniez numerycznie — rozklad
nowej sieci o poczatkowym (k) = 10 pokrywa sie z krzywa rozkladu Poissona ze $rednia A = 20
(zob. rys. 9.3).

9.1.2 Klasteryzacja

Stopien klasteryzacji transformowanej sieci mozna zbada¢ za pomoca wspotczynnika klastery-
zacji C. Lokalnie, wspétczynnik ten okresli¢ mozna jako stosunek faktycznej liczby istniejacych
krawedzi pomiedzy najblizszymi sasiadami danego wezta, do catkowitej liczby mozliwych pota-
czen miedzy nimi (zob. rozdzial 2.1).
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Rysunek 9.3: Rozklad stopnia wierzchotka transformowanej sieci przypadkowej. Wyniki nume-
ryczne zaznaczono gwiazdami (dla poczatkowego (k) = 10 sieci pierwotnej); ciagla krzywa to
rozklad Poissona dla A = 20.

W przypadku grafu w pelni polaczonego o N wezlach kazda krawedZ w wyniku transformacji
G — L(G) jest zamieniana na wezel, ktérego stopien jest réwny 2(N — 2). Maksymalna moz-
liwa liczba powiazan pomiedzy tak skonstruowanymi 2N + 4 wierzcholtkami nowej sieci wynosi
(N —2)(2N — 5). Faktyczna liczba powiazan wewnatrz kazdego klastra jest réwna Mﬁ
Jednakze do niej nalezy doliczy¢ jeszcze N — 2 powiazan pomiedzy weztami, ktére powstaly z lin-
kéw nie potaczonych pierwotnie z wierzchotkami 1 lub 2, co daje: (N—2)(N—3)+N—2 = (N —2)?
krawedzi. Wéwczas wspoOlczynnik klasteryzacji kazdego wezla i w pelni potaczonego grafu wy-
nosi:
(N —2)? N -2

Ci:(NfQ)(2N75):2N75

(9.3)

Wsp6lezynnik klasteryzacji C dla sieci L(G) zbudowanej na dowolnym grafie G o rozkladzie
P(k) opisanej zmiennymi tak jak w rozdziale 9.1.1 jest $rednia:

T (k1i+tka—2)(ki+k2—3)
Dok, k1P (k1) >y, k2 P(k2)

Na rysunku 9.4 poréwnano wyniki obliczen numerycznych wspoélczynnika klasteryzacji z war-
toSciami otrzymanymi teoretycznie z powyzszego wzoru 9.4. Jak widaé, transformowana sie¢
przypadkowa charakteryzuje sie bardzo duzym wspOlczynnikiem klasteryzacji nawet dla sieci
o malym (k) (stopien klasteryzacji poczatkowej sieci przypadkowej jest bliski zeru). Dla graféw
powyzej (k) = 5 przyjmuje on stala warto$¢ réwna ok. C' = 0.5, ktéra potwierdzaja zaréwno
dane teoretyczne, jak i numeryczne.

Zk . klp(kl)kgp(kg) sk —1)(k1—2)+ 5 (k2—1)(k2—2)
1,k2
_ (9.4)
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Rysunek 9.4: Zalezno$é¢ wspélczynnika klasteryzacji C' od $redniego stopnia wierzchotka (k)
dla sieci L(G) na grafie Erdésa-Rényi. Punkty oznaczaja wyniki numeryczne; linia ciagla to
przewidywane wartosci teoretyczne otrzymane bezposrednio ze wzoru 9.4.

9.1.3 Asortatywnosé

Graf charakteryzuje sie asortatywnoscia (ang. assortativity mizing) jezeli korelacje stopien-
stopien sa dodatnie, tzn. wtedy, gdy powigzania w sieci tworzone sg czesciej pomiedzy weztami,
ktére maja podobng liczbe sasiadéw. Przykladowo, wezly o duzym stopniu utworzg powiazanie
z tymi wierzchotkami, ktére maja réwniez duza liczbe sasiadéw!.

Asortatywno$¢ transformowanej sieci przypadkowej sprawdzono wiec badajac korelacje stopien-
stopie. W tym celu obliczono éredni stopien sasiada wezla o stopniu k, tzn. wyrazenie (k'(k)),
gdzie k’'(k) jest stopniem sasiada wezla o stopniu k.

Obliczenia analityczne

Rozwazono nieskorelowany uklad trzech weztéw pierwotnej sieci przypadkowej o stopniu odpo-
wiednio k1, ko 1 k3, gdzie wezel 2 jest powiazany z weztem 11 3. W wyniku dzialania transformacji
G — L(G) pierwsze wiazanie laczace wierzcholek o stopniu ky i ko oraz drugie taczace wezly
o stopniu ks i k3 staja sie potaczonymi ze soba weztami nowej sieci. Powstate tak wierzchotki
maja liczbe sasiadow réwna odpowiednio k1 + ke — 21 kg + kg — 2.

Woéwezas $redni stopien (k'(k)) sasiada wezla o stopniu k& w przetransformowanej sieci wynosi:

1Ogélnie, termin assortativity mizing okreéla tendencje sieci do wystepowania powigzan miedzy wierzchotkami,
ktére sa w pewien sposéb do siebie podobne lub niepodobne.
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gdzie P(k) jest rozkladem stopnia wierzcholtka poczatkowej sieci (dla sieci przypadkowej jest
rozktadem Poissona o (k) = A). Dla duzych k wzér 9.5 mozna przyblizy¢ wyrazeniem:

(K (B) ~ A+ 5. 96)

Obliczenia numeryczne

Aby sprawdzié obecno$é korelacji w sieci zbadano w jaki sposob $redni stopien &’ najblizszych
sasiadéw wezléw o stopniu k zalezy od k.

Obliczenia numeryczne startuja od ,wylapania” z sieci wszystkich wezléw, ktére maja okre-
Slony stopien k (w pierwszym kroku sieé¢ zostaje przeszukana pod katem znalezienia wezldéw
o k =1, w kolejnej iteracji o k = 2 itd.). Nastepnie obliczona zostaje $rednia liczba sasiadéw,
jaka posiadaja najblizsi sasiedzi wierzchotkéw o danym k. Te kroki powtarzaja sie dla wszystkich
mozliwych stopni k, jakie posiadaja wierzcholki sieci.

Monotoniczno$¢ otrzymanego wykresu zaleznosci (k'(k)) wskazuje na charakter korelacji: je-
zeli krzywa jest rosnaca to wystepuje dodatnia korelacja miedzy weztami (huby sie przyciagaja),
jesli malejaca — korelacja ujemna. Staly charakter funkcji (k'(k)) oznacza brak korelacji pomiedzy
wierzchotkami w badanej sieci.

Dla sieci przypadkowej Erdésa-Rényi nie zaobserwowano zadnego nachylenia krzywej (k'(k))
(zob. rys 9.5), co oznacza ze tego typu grafy nie posiadaja skorelowanych wezlow i nie sa
asortatywne (zalozenie o braku korelacji w sieci przypadkowej podjeto réwniez przy okazji wy-
prowadzenia analitycznego wzoru na korelacje w przetransformowanej sieci przypadkowej i jak
sie okazalo — nie bylo ono bledne). Biorac pod uwage konstrukcje sieci, wynik ten jest zgodny
z przewidywaniami.

Jednakze przetransformowana sie¢ przypadkowa charakteryzuje si¢ assortatywnoscia — pomie-
dzy wezlami sieci wystepuje korelacja dodatnia (zob. rys. 9.6). Ponadto, analityczny wzoér 9.5
otrzymany w poprzednim podrozdziale pokrywa sie w pelni z obliczeniami numerycznymi.
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Rysunek 9.5: Korelacje pomiedzy weztami sieci Erdés-Rényi.
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Rysunek 9.6: Korelacje pomiedzy weztami grafu linkéw na sieci Erdésa-Rényi.

9.2 Magnetyzm sieci przetransformowanej

9.2.1 Badanie stanu réwnowagi

Dla przypadku grafu linkéw uklad osigga stan réwnowagi bardzo szybko, co mozemy zobaczy¢
badajac relaksacje calkowitej energii (zob. rys. 9.7). Badajac czasowa zalezno$é podatnosci
startujaca od dwdch réznych konfiguracji spinéw (w pierwszym kroku wszystkie spiny ustawione
losowo lub w jednym kierunku S = +1) widzimy, ze juz po okolo 100MC krokach symulacji
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podatnosci rézniace sie stanem poczatkowym staja sie zbiezne (rys. 9.8). Biorac pod uwage
dos$wiadczenia z relaksacji energii sieci przypadkowych, w dalszych obliczeniach dla pewnosci

przyjeto Ny = 10%,
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-0.71

-0.72

w 073 f

-0.74 +
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-0.76

T=l
T=l
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B T o o Tt
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Rysunek 9.7: Relaksacja energii sieci linkéw o (k) = 4, N = 10*.
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Rysunek 9.8: Czasowa zaleznosé podatnoéci z wariancji magnetyzacji dla sieci transformowanej
dla (k) =81 T = 1.5; Ny, = 10MC; N = 2 % 10%.
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9.2.2 Cieplo wlasciwe

Cieplo wlasciwe obliczono dla réznych (k), na rysunkach 9.10 oraz 9.11 mozna zauwazy¢ maksima
wskazujace na obecno$¢ przejécia fazowego. Obserwowane piki pojawiaja sie dla temperatury ok.
T=0.28.

Poniewaz juz powyzej (k) = 3 wspdlezynnik C jest staly, nie ma zadnego przesuniecia pikéw ze
wzrostem Sredniego stopnia wierzcholtka (k) dla przetransformowanej sieci (zob. rysunki 9.10
1 9.11). Natomiast przesuniecie takie jest obecne w sieci Erdésa-Rényi — rys. 9.9.

Obydwie metody liczenia ciepla wladciwego pokrywaja sie (rys. 9.12).

0.6 T T T
<k>=4 +
<k>=8
<k>=12 %
05 % E
*
n * X
+ * *
04 + ¥ % x « i
+ . %
> * X
o 03f « + * T
+ n * «
X +
0.2 + B
% +
+ + .
T
L + i
0.1 . % % + 4+ n
*

Rysunek 9.9: Cieplo wlasciwe otrzymane metoda pochodnej dla sieci przypadkowej.
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Rysunek 9.10: Cieplo wlasciwe otrzymane metoda pochodnej dla przetransformowanej sieci przy-
padkowe;j.
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Rysunek 9.11: Cieplo wlasciwe otrzymane metoda wariancji energii dla przetransformowanej
sieci przypadkowej.
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Rysunek 9.12: Cieplo wlasciwe dla przetransformowanej sieci przypadkowej - poréwnanie metod.
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9.2.3 Podatno$¢ magnetyczna

Krzywa podatnosci niestety nie pokazuje zadnego maksimum (rys 9.13)

obliczania sa w tym zgodne (zob. rys. 9.14):

i obydwie metody jej
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Rysunek 9.13: Zalezno$¢ temperaturowa podatnosci otrzymanej metoda wariancji magnetyzacji.
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Rysunek 9.14: Podatnos¢ dla przetransformowanej sieci przypadkowej - poréwnanie metod.
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Dokonano réwniez poréwnania krzywych podatnosci magnetycznej przypadkowej sieci Erdésa-
Rény’ego i transformowanej sieci przypadkowej o takim samym $rednim stopniu wierzchotka
(rys. 9.15). Krzywe te pokrywaja sie dla wyzszych temperatur, ale staja si¢ rozbiezne w poblizu
maksimum y(7') sieci Erdds-Rény’ego, czyli w poblizu przewidywanego przejscia fazowego. Stad
mozna wnioskowac, ze podatno$é magnetyczna sieci Erdés-Rényi i sieci linkéw w temperaturze
przewyzszajacej temperature krytyczng zalezy tylko od $redniego stopnia wierzchotka (k).
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Rysunek 9.15: Podatnos¢ dla sieci przypadkowej i przetransformowanej sieci przypadkowe;j.

9.2.4 Parametr Edwardsa-Andersona i parametr przekrywania

Zaréwno parametr Edwardsa-Andersona ¢, jak i parametr przekrywania Q w przypadku grafu
linkéw zbudowanego na sieci przypadkowej zawodza. Juz sie¢ o (k) = 4 jest silnie sklastery-
zowana (C' ~ 0.46), kazda wigksza wartos¢ (k) wskazuje C' juz na poziomie C' = 0.5. Duza
klasteryzacja oraz subtelne réznice w C' dla réznych (k) = 4,8,12 w kolejnych badanych ukta-
dach wplywaja slabo na ksztalt przebiegu ¢(T) (rys. 9.16; por. z ksztaltem krzywej ¢(T) dla
silnie sklasteryzowanej np. sieci regularnej na rys. 6.13).
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Rysunek 9.16: Parametr Edwardsa-Andersona ¢ w uktadzie o réznym $rednim stopniu wierz-
chotka dla okna Ny, = 10%.

Duza klasteryzacja wplywa takze na parametr przekrywania; rys. 9.17 prezentuje @ z warto-
$ciami oscylujacymi woko6! zera. Niemozliwe jest wiec odezytanie dla zadnego (k) temperatury
szkta spinowego.
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Rysunek 9.17: Parametr Edwardsa-Andersona @@ w ukladzie o réznym $érednim stopniu wierz-
chotka dla okna Ny, = 10%.
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9.2.5 Temperatury przejscia - teoretyczne przewidywania i wyniki sy-
mulacji

Badajac magnetyczne wlasnosci przetransformowanej sieci przypadkowej uzyskano numerycznie
tylko dwie temperatury krytyczne T' = 0.8 (z symulacji C,) oraz T' = 0.4 (z symulacji ¢). Wyniki
te dotyczyly kazdego sprawdzanego (k).

Obliczajac analitycznie temperature Neela oraz temperature szkla spinowego ze wzoréw 3.24
oraz 3.32 uzyskujemy wartosci inne niz ta, na ktéra wskazuje maksimum C,(T) czy zerowanie
sie parametru ¢ (tab. 9.2).

Tablica 9.2: Teoretyczne wartosci temperatury przejécia dla sieci linkow.

</€> Z9 TN TSG
4 8 1.85 | 1.15
8 32 | 3.90 | 1.81
12 | 72 | 5.93 | 2.30
20 | 198 | 9.92 | 3.05

9.3 Podsumowanie

Przetransformowana sie¢ przypadkowa wykazuje bardzo duzy wspélczynnik klasteryzacji: dla
sieci linkéw o (k) = 4 wynosil on ok. C' = 0.45, a dla wigkszych (k) byt juz staly i réwny C' = 0.5
(zob. rys. 9.4). Wspdlczynnik klasteryzacji pierwotnej sieci przypadkowej dla tych samych (k)
byt réwny prawie zeru.

Zaleznosé ciepta wilasciwego od temperatury dla sieci linkéw opartej o sie¢ przypadkowa
wykazuje wyrazne maksima (zob. rys. 9.10 1 9.11). Krzywe C,(T) obliczone metoda wariancji
energii i ilorazu réznicowego sa zbiezne (rys. 9.12).

Podatnos¢ magnetyczna dla przetransformowanej sieci przypadkowej nasladuje w przyblizeniu
krzywa %; nie zaobserwowano maksiméw mogacych wskazywaé na przejscie fazowe dla zadnej
z dwéch metod (zob. rys. 9.13. Przetransformowana sie¢ przypadkowa generuje krzywe x(T')
zgodne dla obu metod w calym zakresie temperaturowym (zob. rys. 9.14).

Poniewaz krzywe x(T') nie wykazywaly zadnych maksiméw, analiza przejscia fazowego sku-
pila sie tylko na badaniu przebiegow ciepta wladciwego oraz parametru g. Temperatura, dla
ktorej pojawial sie pik krzywej C,(T) wynosila zawsze ok. Tx = 0.8 i byla ona identyczna dla
sieci o réznym (k) (zob. rys. 9.10). Poniewaz, jak juz wczesniej wspomniano, dla sieci o $rednim
stopniu (k) powyzej 4 wspolezynnik klasteryzacji jest staly, nie zaobserwowano zadnych przesu-
nie¢ maksiméw wraz z dalszym wzrostem (k).

Z kolei zaleznosé temperaturowa parametru ¢ wskazywala na temperature szkta spinowego w oko-
licach T'= 0.4 dla kazdej badanej wartosci (k). Parametr przekrywania po raz kolejny okazal sie
by¢ nieuzyteczny ze wzgledu na wysokie C' badanej sieci.

Teoretyczne przewidywania temperatury przejécia zupelnie odbiegaja od Tx = 0.8 wskazanej
przez maksimum ciepla wlasciwego i Tx = 0.4 otrzymanej z symulacji ¢(T).

Dla tych samych wartoséci (k) i N sieci pierwotnej i przetransformowanej przeprowadzono
poréwnanie krzywych C,(T) — wyniki wskazuja, ze w sieciach transformowanych maksimum jest
zawsze przesuniete wzgledem sieci pierwotnych w stroneg nizszych temperatur. Zjawisko to mozna
tlumaczyé duzym wspolczynnikiem klasteryzacji, ktéry (jak wykazano dla sieci przypadkowej
ze sterowanym C') pociaga za soba spadek temperatury przejscia.
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Rozdziat 10

Podsumowanie

Temperature przejécia fazowego T'x szacowano wykorzystujac kilka metod.

W szczegoélnosci badano zachowanie si¢ krzywych temperaturowych ciepta wtasciwego i podatno-
$ci magnetycznej, a takze — ze wzgledu na spodziewana w niskich temperaturach obecnosé¢ fazy
szkla spinowego — parametru porzadku szkiet spinowych i parametru przekrywania. Zardéwno
ciepto wlasciwe, jak i podatnosé magnetyczna obliczono za pomoca dwoch metod, ktorych wy-
niki zawsze byly zgodne powyzej temperatury przejscia fazowego. W fazie niskotemperaturowej,
zaleznie od sieci prezentowaly one mniejsza lub wiecksza niezgodno$é, przy czym w przypadku
ciepta wlasciwego tylko dla sieci pseudoregularnej pojawiaja sie pewne odchylenia.

Nie zaobserowowano zadnej reguly wskazujacej na to, ktéra z metod moglaby najtrafniej
okreéla¢ temperature przejécia fazowego. Faktem jest, ze parametr Edwardsa-Andersona nie
wykazywal réznic w rozpoznawaniu temperatury przejécia Tx w sieciach rézniacych sie nie-
znacznymi zmianami frustracji (krzywa ¢(7T') zerowala sie¢ w tym samym miejscu dla sieci tego
samego typu o réznych wartoéciach wspélczynnika C') np. w przypadku sieci przestrzennej oraz
grafu linkéw). Z kolei parametr przekrywania @ — jak juz odnotowano w rozdziale 3.4 — w ogdle
nie sprawdzal sie w sieciach z podwyzszona klasteryzacja, a takze w sieciach z duza iloécia swo-
bodnych spinéw zmieniajacych swéj stan bez strat energii. Dlatego tez, dla modeli rozwazanych
w niniejszej pracy okazal si¢ bezuzyteczny.

Jedli chodzi o wyznaczanie T'x z krzywych temperaturowych podatnosci, wptyw swobodnych
spinéw objawil sie réwniez dla tej metody, ale tylko w modelu sieci przypadkowej i przestrzennej.
Zostal on wyeliminowany poprzez konstrukcje sieci regularnej, w ktorej kazdy wezel posiadat
doktadnie trzech sasiadéw, a p67niej réwniez dla sieci pseudoregularnej o k = {3,5}. I wlasnie dla
tych przypadkéw mozna bylo okreslié maksimum podatnosci wskazujace na temperature przejscia
fazowego dla réznego stopnia klasteryzacji ukladu. Wartoéci temperatur przejécia fazowego T'x
z krzywych zalezno$ci podatnoéci od temperatury odczytano dla wszystkich modeli sieci, z tym
ze dla sieci przypadkowej i przestrzennej traktujemy je jako niesciste ze wzgledu na obecnosé
swobodnych spinéw.

Zdecydowanie najmniej zawodna metoda szacowania temperatury krytycznej okazalto sie by¢
badanie ciepla wlasciwego w funkcji temperatury. Maksima ciepta wlasciwego byly czule na
nawet niewielkie zmiany stopnia klasteryzacji ukladu i tatwo mozna bylo odczytaé temperatury
uporzadkowania dla tych sieci, w ktérych klasteryzacja byla mniej efektywna (np. w modelu sieci
przestrzennej). Dla ciepla wladciwego nie obserwujemy tez zaklécajacego wplywu swobodnych
spinéw.

Jednakze jak wskazuja dane literaturowe [20, 56] maksimum funkcji ciepta wlasciwego w funkeji
temperatury daje gérne ograniczenie temperatury zamarzania Tsg; krytyczny punkt znajduje
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sie ponizej maksimum, w kierunku nizszych temperatur. Symulacje wlasno$ci magnetycznych
sieci pokazaly, ze faktycznie, dla sieci przypadkowej i przestrzennej wartosci temperatur krytycz-
nych otrzymanych z ciepta wladciwego sa wyzsze niz te, na ktére wskazuja krzywe podatnosci.
Natomiast dla sieci pseudoregularnej temperatury przejécia fazowego Tx otrzymane obydwoma
metodami sa niemalze identyczne, a dla grafu regularnego relacja sie odwraca (temperatura kry-
tyczna otrzymana z zaleznosci temperaturowej ciepta wladciwego jest nizsza od tej jaka otrzy-
mano badajac podatno$é w funkcji temperatury).

Rozwazajac caloéciowo powyzsze problemy z jakimi sie stykaliSmy nie wyrdzniamy zZadnej
z wymienionych metod jako najlepiej przewidujgcej temperature krytyczng sieci przypadkowych
ze sterowang klasteryzacjg. Warto jednak zaznaczyé, ze temperatury krytyczne oszacowane
z wyzej wymienionych symulacji ciepta wlasciwego, podatnosci magnetycznej oraz parametru
porzadku ¢ sa zblizone.

Dla sieci przypadkowych o podwyzszonej klasteryzacji z oddzialywaniem antyferromagne-
tycznym nie istnieje zadna spojna teoria opisujaca zachowanie sie tego typu ukladéw w poblizu
temperatury przejscia fazowego. Dlatego tez, w niniejszej pracy do poréwnania wynikow sy-
mulacji wykorzystano teorie Bethego dla drzew przypadkowych (zob. rozdzial 3.2). Teoria ta
jednak opisuje sieci typu drzewa, tj. bez zamknietych Sciezek, w ktérych trzy wezly sa dla siebie
sasiadami. Tymczasem liczba takich tréjkatéw wzrasta ze wzrostem wspolczynnika klasteryza-
cji. Nieznana jest metoda analitycznego okreslenia wplywu frustracji na temperature przejscia
fazowego, a teoria z jakq poréwnujemy wyniki numeryczne jest tylko punktem odniesienia.

Zestawienie temperatur przejscia fazowego otrzymanych numerycznie z symulacji magnetycz-

nych wtasnosci sieci z przewidywaniami teorii Bethego wskazuje jednoznacznie, ze nie mozemy
zaniedba¢ wplywu klasteryzacji na Tx. Teoretyczne wartosci temperatury krytycznej zaleza
tylko od stosunku ilosci drugich do iloéci pierwszych sasiadéw (tzw. parametru B). Wyniki
symulacji natomiast wskazuja, ze temperatura przejécia fazowego zalezna jest od wspotczynnika
klasteryzacji uktadu, a nie tylko od topologii sieci.
Przyktadem tej zaleznosci jest przypadek sieci pseudoregularnej, ktoérej konstrukcja pozwolita na
stworzenie ukladéw o stalym parametrze B a zmiennym wspolczynniku klasteryzacji. Zgodnie
z teoria temperatura Tx dla takich graféw powinna by¢ stala, podczas gdy symulacje zaréwno
ciepla wlasciwego, podatnosci jak i parametru Edwardsa-Andersona wskazuja na zalezno$é tem-
peratury przejscia fazowego od gestosci frustracji.

Dla sieci przypadkowej, regularnej oraz przestrzennej temperatury przejécia fazowego roéznia
sie bardziej od teorii dla uktadéw o wiekszym wspoétezynniku klasteryzacji — kazdorazowo symu-
lacja wskazuje na spadek (czasem nieznaczny, jak dla sieci przestrzennej) temperatury krytycznej
ze wzrostem klasteryzacji, podczas gdy teoria pokazuje dokladnie odwrotng zaleznosé. Poniewaz
wzrost klasteryzacji ze wzgledu na oddzialywania antyferromagnetyczne w sieci pocigga za soba
wzrost frustracji geometrycznej uktadu, wysuwamy wniosek o spadku temperatury krytycznej dla
uktadow o wiekszej gesto$ci frustracyi.

Zwiekszenie gestosci frustracji prowadzi do zmniejszenia temperatury przejscia fazowego. Od-
nosi sie to do prawie wszystkich rozwazanych w niniejszej pracy modeli sieci. Zaleznos¢ ta naj-
bardziej widoczna jest dla grafow, w ktérych sterowanie klasteryzacja bylo efektywne, tzn. po-
zwalalo na stworzenie topologii rézniacych sie znacznie wspolczynnikiem klasteryzacji w obrebie
sieci tego samego typu. Dotyczy to modeli sieci przypadkowej, regularnej oraz pseudoregularnej.
Dla sieci przestrzennej mozemy méwié raczej o nierosnacym charakterze zaleznosci temperatury
krytycznej od stopnia frustracji (lub o delikatnym spadku Tx z klasteryzacja C'). Natomiast jesli
chodzi o graf linkéw, nie zaobserwowano jakiegokolwiek przesuniecia temperatury przejscia fazo-
wego; z drugiej strony jednak, pojawiajace sie tutaj réznice w gestosci frustracji byly niewielkie
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(wspolezynnik klasteryzacji C' miescil sie w granicach od 0.46 do 0.5).

Powyzszy wniosek zgadza sie z danymi do$wiadczalnymi, dostepnymi w literaturze [60, 53, 30].
W zaprezentowanych w rozdziale 8.5 przyktadach, frustracja regulowana jest poprzez stopien ge-
stosci wigzan antyferromagnetycznych. Magnetyki te sa domieszkiwane innymi atomami, ktérych
oddziatywania stajg sie konkurencyjne w stosunku do poprzednio istniejacych.

Dla materialu Lag 5(Fe1—zMn;)11.45%1 ¢ [60] stopniowe zastepowanie zelaza manganem powo-
duje wzrost udzialu antyferromagnetycznych oddziatywan w prébce, ktore staja sie poréwyny-
walne do liczby ferromagnetycznych. Takie polaczenie przeciwstawnych oddzialywan jest zré-
dlem frustracji, ktéra powoduje przejécie ukladu w stan szkla spinowego. Im wigksza liczba
zastepowanych atoméw, tym frustracja wieksza i mniejsza temperatura krytyczna Tsq.
Podobna sytuacja ma miejsce w innym stopie — Lag 5579.5C01_,Fe,O3 [53]. Tutaj konkuren-
cja oddzialywan ma swoje zrédto w podmianie atoméw kobaltu zelazem. I tym razem w fazie
niskotemperaturowej pojawia sie szklo spinowe, a temperatura przejscia jest nizsza dla ukladow
bardziej sfrustrowanych (rys. 8.24).

Warto jednak zaznaczyé, ze pordwnanie z rzeczywistymi magnetykami jakiego dokonalidémy od-
nosi sie do frustracji réznego pochodzenia: w modelowanych sieciach mamy do czynienia z frustra-
cja geometryczng, podczas gdy w omawianych prébkach pojawia sie frustracja, ktérej zrédtem
jest konkurencja oddzialtywan.

Wiyniki dotyczace ciepta wlasciwego (dla sieci regularnej i pseudoregularnej) wskazuja, ze cha-
rakter fazy niskotemperaturowej w ukladach modelowanych zmienia sie w miare zwiekszania ge-
stosci frustracji. Dla niskiego wspolezynnika klasteryzacji C, krzywa C,(T) w poblizu tempera-
tury krytycznej przybiera postaé ostrego piku, a w miare wzrostu klasteryzacji (czyli frustracji)
pik ten przechodzi w lagodne maksimum (zob. rysunki 6.6 i 6.8 dla sieci regularnej oraz ry-
sunki 7.4, 7.5 i 7.6 dla sieci pseudoregularnej). Taka nagla zmiana charakteru temperaturowej
zaleznodci ciepta wlasciwego moze wskazywaé na przejécie od fazy antyferromagnetycznej do
szkla spinowego. Na korzys¢ tej tezy wskazuje réwniez fakt, ze gdy wspolezynnik klasteryzacji
jest maly, struktura sieci jest bliska drzewu, a drzewa mozna przedstawi¢ jako grafy dwudzielne.
W takich ukladach frustracja jest nieobecna i stan podstawowy jest faza antyferromagnetyczna.
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