











D® ANTONI PLAMITZER

PROFESOR POLITECHNIKI LWOWSKIE]

AKSONOMETRJA
PROSTOKATNA

KiScaA - Z N A C RO T 1 8-S

ZJEDNOCZONE ZAKLADY KARTOGRAFICZNE I WYDAWNICZE
TOW. NAUCZ. SZKOL SREDN. I WYZSZ. SP. AKC.
LWOW — WARSZAWA

1925



KSIAZNICA-~ HTLHS

LWOW, CZARNIECKIEGO 12
WARSZAWA, NOWY SWIAT 59

POLECGHR

WYDAWNICTWA POLITECHNICZNE:

BARTEL Ki — Geometr)a wykreSlna:+ .. L e A
BORAWSKI WE, — Projektowanie budynkéw mleszkalnych
BRONIEWSKI W. — Metalografja . . . . RAiR i R

BROWINSKI J. — Cwiczenia z chemji flz;ologlcznq v AT
BROWINSKI J. i SUCHOWIAK L. — Przewodnik do éwiczef
z analizy chemu.zne] s Siis A

DUCHOWICZ B. — Jak urzadzi¢ pracownie chemlczna

~— ' Jako$ciowa analiza chemiczna . . . v €
EINSTEIN A. — O szczegélnej i ogélnej teom wzglgdnogm 3
GEISLER E. T. — Obrabiarki do metali. Cz. 1. SRR AR
KORCZYNSKI A. — Preparatyka ' chemiji organicznej i nieorga-

nicznej i e ¥ AR :

. Wskazbwki do wykonywania analizy elementarne; . )
' KOZIKOWSKI A. — Smoliki i korniki. (Dla lesnikéw) . . .
MICHALSKI W. ~— Przyroda martwa. Cz. 1. dla nauczycmla

— ' Przyroda martwa. Cz. IL dla ucznia

— Pracownia fizyczna i chemiczna 4
MIERZEJEWSKI H. — Metrologja techniczna .
MOZER W. — Budowa parowozéw. Cz. I.
NIEDZIELSRI S. — Tablice wsp6lirzednych geodezy)nych
PRZYRODA I TECHNIKA. Rocznik I—IV. Prenumerata .
STADTMULLER K. - Stownik latniczy niemiecko-polski

— Slownik okrgtowy J
TIMOSZENRKO S. P. — Wytrzymalo§6 mater]al6w ST
TEYSSIER G. — Francusko-pelski i pol.-iranc. slownik elekirotechniczny
WEIGEL K. — Rachunek wyréwnawezy . . . . . . .
WOLFKE M. — Zasady teorji ciepla
ZERANSKI ST. — Slownik elekirotechniczny

2
8—
4'50
DI
1°80

1:30
1=
140
1'65
720

1:60

1:30 *
2:507

- A
375

9o_
9 —
6"—
840
0'60
110
10—

360
150




T § SR

AKSONOMETRJA PROSTOKATNA

DAR

Ksiggnicy-htiasd






D* ANTONI PLAMITZER .

PROFESOR POLITECHNIKI LWOWSKIEJ

AKSONOMETRJA
PROSTOKATNA

KeSEhoh 7 NoToC A -vA T LA S
ZJEDNOCZONE ZAKEADY KARTOGRAFICZNE I WYDAWNICZE
TOW. NAUCZ. SZKOL SREDN. I WYZSZ. SP. AKC.

LWOW —WARSZAWA

1.9 26




411

BIBLIOTEKA GtOWNA AGH

00168554
WSZELKIE PRAWA ZASTRZEZONE.

i

g

JEASS “AT
- !

‘y-}o TEKA

Kuzs.rmyAa' ]

AKADEMIA GORNICZO- HUTNICZA
w KRAKOWIE

BIBLIOTEKA

AMBMY
N (xf Wh o4

Klisze, sktad i druk wykonano w zakladach graficznych ,Ksiaznica-Atlas“ we Lwowie.

Ak@; B!Eel:\z :s} %‘JT‘

(o4



D* KAZIMIERZOWI BARTLOWI

PROFESOROWI POLITECHNIKI LWOWSKIEJ
PRACE TE POSWIECAM.



JoT ey

R e Y A
£V Sy Ry B

eSS

SRR Y




Przedmowa.

W podreczniku niniejszym, przeznaczonym dla studentow wyzszych
uczeln, omawiam w spos6b wyeczerpujacy jedng z metod geometrji wy-
kre$lnej, t. zw. aksonometrje prostokatng. Do zrozumienia tego podrecz-
nika wystarcza znajomo$é metody ,rzutow prostokatnych na dwie,
wzgl. trzy wzajemnie prostopadie rzutnie.

Celem uzyskania przejrzystos$ci uktadu, uwazalem za wskazane przy-
jaé taki podzial materjalu, ze w rozdziale pierwszym zestawilem wiado-
mos$ci przygotowawcze, a w pieciu nastepnych rozdzialach wylozylem
szezegolowo ,metode bezposrednig“ aksonometrji prostokgtnej. Nastepnie
zajatem sie zastosowaniami, a mianowicie w czterech ostatnich rozdzia-
fach omo6wilem zadania miarowe, geometrje wykreSlng wielokgatow i wielo-
Scianow, zwigzki miarowe w aksonometrji prostokatnej, oraz ,metode
posrednig“. Aby nie powiekszaé zbytnio rozmiaréw tej ksigzki, pominglem
zupelnie zastosowania, odnoszace sie do teorji krzywych i po-
wierzchni, tembardziej, ze zmiana rzutni (ust. 53, str. 111) umozliwia
wilasciwie rozwigzywanie wszelkich zagadnien geometrycznych w me-
todzie ,rzutéow prostokatnych“ na dwie wzajemnie prostopadte rzutnie.

Przy opracowywaniu niniejszego podrecznika staratem sie¢ usilnie o to,
aby Czytelnika wdrozy¢ do logicznego mys$lenia. Dlatego tez w kazdem
omawianem zagadnieniu najpierw badatem i dokladnie ustalalem wyste-
pujace zalezno$Sci geometryczne, a nastepnie dopiero przechodzilem do
strony konstrukecyjnej. Aby umozliwi¢ Czytelnikowi nalezyte zrozumienie
omawianych kwestyj, poprzedzatem kazdy nowy problem odpowiednig
definicjg. Przy poszczeg6lnych zadaniach geometrycznych nie zadawa-
latem si¢ podawaniem jedynie tylko sposobow rozwigzania, ale przepro-
wadzatem rowniez dyskusje; po uzyskaniu rozwigzania konstrukcyjnego,
zwracalem tez uwage na kontrole rysunku pod wzgledem doktadnosci
przeprowadzone; konstruke;ji.

Za techniczne wykonanie rysunkow dziekuje bardzo uprzejmie
pp. Mieczystawowi Teliczkowi, Janowi Wokrojowi i Leonowi Czupielowi,
asystentom Politechniki Lwowskiej.



VIII

Panu Inz. Janowi Klosinskiemu, adjunktowi Politechniki, oraz pp.
asystentom Janowi Wokrojowi i Jozefowi Rogowskiemu dziekuje ser-
decznie za pomoc w czytaniu Zmudnej korekty.

Speini¢ mitly obowigzek, jezeli Dyrekcji Spotki Ake. ,Ksigznica-
Atlas“ wyraz¢ na tem miejscu podzigkowanie za nalezyte wyposaze~
nie podrecznika, a w szczegolnoSci za pokonanie wszelkich trudnosci,
spowodowanych specjalnym skiladem uzywanych przezemnie oznaczen.

Lwow, w listopadzie 1924 r.
Autor.
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Wstep.

W dzietach G. Desargues’a (1593—1662) i J. H. Lambert'a (1728—1777)
doszuka¢ si¢ mozna pierwszych rozwazan, odnoszgcych si¢ do metody
aksonometrji prostokatnej. Jakkolwiek z praktycznemi konstrukcjami
z zakresu tej metody spotykamy si¢ w pracach inz. Farish’al'), H. W.
Brandes’a?), A. Sopwith’a®) i O. Mollinger’a*), to przeciez wilasciwymi
tworcami aksonometrji prostokgtnej sq: J. L. Weisbach®), R. Skuhersky ®),
C. Pelz"), J. Tesar®), D. Tessari®) i L. Berzolari'®). Bardziej szczegétowe
uwagi o historycznym rozwoju aksonometrji prostokatnej podane sa
w dzietach nastgpujagcych autorow: M. H. Mayer i K. Th. Mayger™),
Chr. Wiener'?), R. Schiissler'®), E. Miiller**) i G. Scheffers®). Trudno tu

1) Isometrical perspective. Cambridge Phil. Trans. 1820.

?) Isometriche Perspective. Gehlers phys. Worterbuch 1833.

3) Treatise on isometrical drawing. London 1834.

4) Isometrische Projectionslehre. Solothurn 1840.

5) Uber die monodimetrische u. anisometrische Projektionslehre. Polyt. Mitteil. 1.
Tiibingen 1884; Anleitung zum axonometr. Zeichnen. Freiberg 1857.

%) Orthographische Parallelperspektive. Prag 1858 ; Die Methode d. orthogonalen Pro-
jektion auf zwei Ebenen, die keinen rechten Winkel miteinander einschliessen... Abh.
Bohm. Ges. Prag (V. Folge. 10 Bd.) 1858.

") Zur wissenschaftlichen Behandlung d. orthogon. Axonometrie. Sitzungsber. d.
Akad. d. Wissensch. Wien Abt. II. Bd. 81 (1880), Bd. 83 (1881) u. Bd. 90 (1884); Bei-
triige zur wissenschaft. Behandlung d. orthogon. Axonometrie. Sitzber. d. bhm. Ges. d.
Wissensch. Prag 1885.

¢ Uber den orthogonal-axonometrischen Verkiirzungskreis. Wien. Sitzungsber.
Bd. 81 (1880).

9) Projezioni assonometriche ortogonali ed oblique. Torino 1882.

1) Sull’ assonometria ortogonale considerata come metodo di rappresentazione.
Pavia 1893.

11) Lehrbuch d. axonometrischen Projektionslehre. Leipzig 1855—1863.

12) Lehrbuch d. darstellenden Geometrie. Bd. 1. Leipzig 1884.

13) Orthogonale Axonometrie. Leipzig 1905.

14) Lehrbuch d. darstell. Geometrie fiir technische Hochschulen. Bd. 2. Aufl. 3.
Leipzig u. Berlin 1923.

15) Lehrbuch d. darstell. Geometrie. Bd. 1. Berlin 1919.

Plamitzer. Aksonometrja prostokatna. 2§



2 Wstep.

wymieni¢ wszystkie prace, traktujace o metodzie aksonometrji prosto-
katnej; zauwazy¢ nalezy jednak, ze w kaidym obszerniejszym podrecz-
niku geometrji wykresinej znajduja sie rozdziaty, poSwiecone omawianej
metodzie.

Rowniez i w naszej literaturze naukowej posiadamy kilka dziet
z zakresu geometrji wykreSlnej, w ktorych uwzgledniona jest metoda
aksonometrji prostokatnej. Nalezg tu prace: prof. Karola Maszkowskiego?),
prof. Dr. Mieczystawa ZLazarskiego®), Dr. M. Feldbluma?®), prof. Dr. Ka-
zimierza Bartla*), Tadeusza J. Lazowskiego’) i prof. Stanistawa Garlic-

kiego %).

) Perspektywa rzutowa jako wynik rzutéw prostokatnych na plaszczyzny ukosnie
wzgledem siebie polozone. Pamietnik T-wa Nauk Scistych w Paryzu. Tom V. 1873;
Geometrja wykreslna dla szk6t Srednich. Zeszyt 1 i 2. Lwéw 1875—1882.

?) Zasady geometrji wykreslnej dla uzytku wyzszych szkét realnych. Lwow 1889;
Zasady geometrji wykreslnej. Tom I i II. Lwow 1903—1906.

3) Geometrja wykreslna. Warszawa 1902.

%) Geometrja wykres§lna (kurs litografowany). Lwéw 1913/14.

) Geometrja wykreslna podrecznik dla klas wyzszych szk6! Sredmich. War-
szawa 1917.

%) Kurs geometrji wykreslnej (litografowany). Warszawa 1921.




Rozdziat 1.

Wiadomosci przygotowawcze.

1. Metoda rzutéw sSrodkowych. Geometrje wykreslng uwazac
mozemy za nauke, ktora pozwala utwory geometryczne (punkty, pro-
ste, plaszczyzny, wieloSciany, linje krzywe, powierzchnie,...) odwzorowacé
na plaszcezyznie obrazu, oraz rozwigza¢ zadania, odnoszgce si¢ do tych
utwor6w. Najogolniejsze sposoby takiego odwzorowania zawarte sg
w t. zw. metodzie rzutow Srodkowych czyli perspektywie.
Z tej metody wyprowadzi¢ sie dadzg wszelkie inne metody geome-
tryczne, ktoremi postugujemy sie w geometrji wykreslne;j.

Niechaj dany bedzie dowolny staly punkt?) S, ktory (rys. 1) nazy-
wamy Srodkiem rzutow (okiem), i stala ptaszczyzna obrazu =,
nie przechodzaca przez punkt S. Plaszczyzne « nazywamy tez tlem,
ptaszezyzng tlowa, plaszczyzng rzutéw lub krotko rzutnia. Wszystkie
proste a, b,... i plaszczyzny 7v,..., ktore przechodzg przez Srodek rzu-
tow S, nazywaé bedziemy prostemi rzucajgcemi (promieniami wi-
dzenia) i ptaszczyznami rzucajgcemi (plaszezyznami widzenia).
Promien rzucajacy p, taczacy Srodek rzutow (oko) S z dowolnym da-
nym punktem P, niechaj przebije plaszczyzne obrazu = w punkcie P’
(czytaj: P z kreskg). Otrzymany w.ten spos6b punkt P’ jest rzutem
srodkowym, perspektywa lub obrazem punktu P. ;

Podobnie punkty A', B',..., przebicia si¢ (rys. 1) promieni widze-
nia a, b,... z rzutnig m, sg obrazami punktow A, B,... Dla punktu C,
ktory lezy na plaszezyZnie tlowej =, jego perspektywa C' nakrywa (scho-
dzi) sie z punktem C. Skoro na promieniu rzucajacym (widzenia) p-
obierzemy dowolne punkty P, R,..., to z tatwo$cig zauwazymy, ze ich
rzuty $rodkowe P', R',... nakrywajg si¢ w jednym punkcie P' =R,
a mianowicie w punkcie przebicia si¢ promienia p z plaszczyzng obrazu .
Obierzmy teraz taki punkt Q, ktéry nakrywa sie ze $rodkiem rzutow S.

) Uméwmy sie, ze punkty i proste oznacza¢ bedziemy duzemi, wzglednie matemi
literami alfabetu lacinskiego, a plaszczyzny malemi literami alfabetu greckiego. Czasem
jednak punkty oznacza¢ bedziemy tez cyframi arabskiemi, a proste cyframi rzymskiemi.

1*



4 I. Wiadomosei przygotowawcze.

Poniewaz poloZenie promienia rzucajgcego, kitory przechodzi przez dwa
nakrywajgce si¢ punkty 'S i Q, nie jest ustalone, przeto dla punktu
2 Q=S nie mozemy wyznaczy¢ wcale jego
a T perspektywy Q'.
Ssalo e Skoro przyjmiemy plaszczyzne obrazu «

C-¢’ ¢ ——7 i nie lezgcy na niej srodek rzutow S, to po-
: £ szczegllne punkty A, B, C,... P, R,... prze-

Ve
/ strzeni odwzorowaé¢ mozemy — z wyjat-
> / kiem Srodka S — na rzutni @ jako punkty:
& /"/ B A,B', C,...P,R',... Kazdemu punktowi P,
- / ktéry nie nakrywa si¢ ze Srodkiem rzutow S,

Rys. 1. padporzgdkowany jest na rzutni @ jeden

§ciSle oznaczony punkt P’, ktory jest

rzutem (obrazem) punktu P. Natomiast 6w punkt P’ uwazany by¢ moze

za rzut srodkowy kazdego punktu P, R,..., dowolnie obranego na pro-

mieniu rzucajacym p. Innemi stowy: jezeli na rzutni @ dany jest rzut P’

pewnego punktu P, to potozenie owego punktu P w przestrzeni nie

jest doktadnie okresSlone. Sposoby ustalenia doktadnego potozenia punktu P
w przestrzeni poznamy w ustgpie 8.

Uwazajmy teraz dowolny utwér geometryczny I', np. linje krzywa,
powierzchni¢ lub wieloScian. Celem odwzorowania owego utworu
geometrycznego I' na plaszczyZnie obrazu =, wyznaczmy dla poszcze-
gblnych punktéw A, B,... tego utworu ich perspektywy (rzuty S$rod-
kowe) A, B',...-Na plaszczyznie tlowej = otrzymamy woOwczas nowy
utwor geometryczny @, ktéry nazywac bedziemy: rzutem Srodkowym,
perspektywg lub obrazem utworu geometrycznego I'.

2. Metody rzutéw réwnoleglych. Obierzmy (rys. 2) pla-
szczyzne rzutow @ i dowolnie nachylong wzgledem niej prostg s,
ktérg uwazaé bedziemy za kierunek rzutow.

Bicwed ¢ 54 Proste a, b,..., rOwnolegte do statej proste;j s,

R AN 4 nazywamy ,promieniami rzucajgcemi“. Skoro
T B \‘\ przez dane punkty A, B, P,... poprowadzimy
\’\ p promienie rzucajace a, b, p,... i wyznaczymy
S SRR punkty przebicia si¢ tych promieni z rzutnig =,
; \ to otrzymane w ten sposéb punkty: A, B', P/,...
g . % sq rzutami rownoleglemi (ukosnemi) przy-
¢ P jetych poprzednio punktow.
Rys. 2. Z latwoscig zauwazymy, ze: 1° kazdemu
: punktowi A podporzgdkowany jest jeden $cisle
okreSlony obraz A’; 2° punktom AP, R,..., Kktére lezg na promieniu rzu-

cajacym p, podporzadkowane sg rzuty zjednoczone (nakrywajgce sig)
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z punktem P'=R’; 3° punkt C, lezgcy na rzutni & nakrywa sie ze
swoim obrazem C'. Natomiast dowolny punkt P’ plaszczyzny obrazu
uwazany by¢ moze za rzut rownolegly (uko$ny) kazdego punktu P,
dowolnie przyjetego na prostej rzucajgcej p.

W metodzie rzutow prostokgtnych, zamiast dowolnego ,kierunku rzu-
tow*, przyjmujemy (rys. 3) prostg rzucajacg s prostopadta do rzutni n.
Przez dowolny punkt A poprowadZzmy promien rzu-
cajacy a//s czyli a | m, to punkt A" przebicia sie
prostej a z rzutnig « jest rzutem prostokgtnym
uwazanego punktu A.'Dla punktu C, lezgcego na pla-
szczyznie , jego obraz C' zjednoczony jest z punk-
tem C. Punktom P, R,..., ktére leza na promie-
niu rzucajacym p |, podporzgdkowane sg rzuty pro-
stokatne, nakrywajace si¢ w jednym punkcie P'=R".

Kazdy punkt A odwzorowany jest na rzutni @ Rys. 3.
przez jeden punkt, a mianowicie przez swoj rzut
prostokgtny A'. Natomiast punkt A’ uwaza¢ mozna za rzut prostokatny
dowolnego punktu A, lezgcego na promieniu rzucajacym a. Aby usta-
li¢ w dokladny spos6b polozenie punktu A w odniesieniu do przyjetej
rzutni &, mozemy obok rzutu prostokatnego A podaé jeszcze np. od-
leglos¢é punktu A od rzutni m, t. zn. dlugo§é odcinka AA’. Odleglosci
punktow, lezacych nad rzutnig =, uwazajmy np. za dodatnie (), a od-
legtosci punktow, znajdujacych si¢ pod rzutnig &, uwazajmy za ujemne (—).
Liczbe algebraiczng, ktéra w przyjetych jednostkach diugosci wyraza
odleglos¢ (z uwzglednieniem znaku - lub —) punktu A od rzutni 7, na-
zywamy?) cechg lub znamieniem owego punktu. Polozenie punktu A
bedzie dokladnie ustalone, jezeli obok rzutu A’ zanotujemy (wpiszemy)
ceche tego punktu. Rzut prostokatny A’ opatrzony cechg nazywamy
rzutem cechowanym punktu A, a odno$ng metode odwzorowania
geometrycznego nazywamy metodg rzutow cechowanych.

Aby ustali¢ polozenie punktu A, uzy¢ mozemy tez np. dwoch jego
rzutow prostokatnych na dwie dowolne rzutnie. Najchetniej jednak —
ze wzgledow praktycznych — przyjmujemy (rys. 4) dwie wzajemnie
prostopadie plaszczyzny rzutéw: rzutnie poziomaq =, i rzutni¢ pio- -
nowa m,, ktére przecinajg si¢ w osi x. Z punktu A poprowadZmy proste
rzucajgce: p | @, i q | m, (prostopadle odpowiednio do rzutni =,
wzgl. m,), to wowezas rzut poziomy A punktu A jest punktem prze-
bicia si¢ promienia p z rzutnig poziomg m,, a rzut pionowy A" (czy-
taj A z dwiema kreskami lub A z dwiema) jest punktem przebicia sie

!y Dr. Kazimierz Bartel: Geometrja rzutéw cechowanych i pewne jej zastosowa-
nia. Warszawa 1914. (E, Wende i Sp.)., -
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prostej g z rzutnig pionowg m,. Skoro dane sg rzuty A" i A” pewnego
punktu A na dwie rzutnie =, i m,, to poloZenie tego punktu jest do-
kladnie ustalone w przestrzeni; w istocie bowien skoro w punkcie A" wy-
kreslimy prosta p | &, a w punk-
cie A" prostg q | a@,, to proste pigq
przetng sie w zgdanym punkcie A.
Czesto jednak, obok rzutni =,

i m,, wprowadzamy jeszcze trzecig
rzutni¢ m; prostopadlg do osi x,
a tem samem prostopadlg rowno-
czeSnie i do dwéch poprzednich
plaszezyzn w, i w,. Rzutnia bocz-
na m; przecina o§ x w punkcie O,
~ a plaszczyzny w,, m, w osiach y
i z. Owe trzy wzajemnie prosto-
padfe rzutnie tworzg ,uktad odnje-
sienia“, ktory oznacza¢ bedziemy
symbolem O [x, y, 2] lub [O], przy-
Rys. 4. czem O jest Srodkiem lub po-

: czgtkiem tego ukladu, a proste

x, y i z sa jego osiami. Prowadzac z danego punktu A (rys. 4) prostg
r | m,;, otrzymamy — w punkcie przebicia sie promienia rzucajacego r
z rzutnig boczng w; — rzut boczny A" (czytaj: A z trzema kreskami
lub A z trzema) punktu A. W metodzie rzutow prostokatnych na dwie,
'wzgl. na trzy wzajemnie prostopadie rzutnie, zajmujemy si¢ badaniem
zaleznosci, jakie zachodzg pomiedzy utworem geometrycznym I' a jego
trzema odwzorowaniami na rzutni poziomej ,, pionowej 7, i bocznej ;.
Obok trzech wzajemnie prostopadtych rzutni ukladu O [x, y, z] nie-

chaj dang bedzie (rys. 4) dowolna czwarta plaszczyzna rzutow m,, ktéra
nie przechodzi przez poczatek O i nie jest prostopadla do zadnej rzutni
ukladu [O]. Przez punkt A poprowadZmy promien rzucajacy b, roOwno-
legly do przyjetego kierunku rzutéw s, i skonstruujmy punkt A, (czy-
taj: 4 ze znaczkiem s lub 4 s), przebicia si¢ prostej b z nowg rzutnig ,.
PoprowadZzmy nastepnie przez punkty A, A” i A" trzy promienie rzu-
cajgce (rownolegle do kierunku s) i oznaczmy przez A,, A, A, (czytaj:
A z trzema kreskami s lub A z trzema s) punkty przebicia si¢ tych
promieni z rzutnig =,. Plaszczyzne m, nazywamy rzutnig aksono-
metryczng, punkty A,, A, A i A rzutami aksonometrycz-
nemi (obrazami aksonometrycznemi) lub wprost aksonometrjami
punktow A, A, A", wzgl. A”. Metode odwzorowania, w ktoérej badamy
zaleznoSci geometryczne pomiedzy punktem A4 i jego obrazami A,, A,
A, i Ay, nazywamy ,metodg rzutéw aksonometrycznych“ lub aksono-
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metrjg. Zaleznie od tego, czy kierunek rzutow s jeét dowolnie nachy-
lony wzgledem rzutni «,, czy tez s jest prostopadly do @,, wystepuje
aksonometrja ukos$na, wzgl. aksonometrja prostokgtna.

Zamiast kierunku rzut6w s w odniesieniu do rzutni aksonometrycz-
nej m,, przyja¢ mozemy sSrodek rzutow S i wyznaczy¢ perspektywy
(rzuty srodkowe) punktow A4, A, A” i A" na rzutni¢ aksonometryczng =, .
Uzyskana w ten spos6b metoda odwzorowania zwie sie aksonometrja
Srodkowg lub perspektywiczna?).

3. Elementy zasadnicze. Oznaczenia. Zanim dokiadniej oma-
wiaé zaczniemy poszczegolne metody geometrji wykreSlnej, zajmiemy
si¢ najpierw elementami zasadniczemi, t. j. punktaml prostemi (promie-
niami) i plaszczyznami.

Pomiedzy elementami zasadniczemi ustali¢ mozemy nastepujace
zaleznosci:

Dwa punkty A i B okreSlajg (wy- Dwie plaszczyzny a i 3 okreSlajg
znaczajg) jedng i tylko jedng pro- | (wyznaczajg) jedna i tylko jedng
stg L prostg k.

Aby oznaczy¢€, ze prosta / okreSlona jest punktami A i B, postugi-
wa¢é sie bedziemy symbolem: /= AB. ‘Podobnie symbol: 2= ap ozna-
cza prosta k&, okreSlong plaszezyznami o i 5. O uwazanej prostej / — AB-
powiadamy tez, ze: prosta (promien) / nalezy do punktéow A i B lub
l przechodzi przez owe punkty. Punkty A i B ,nalezg“ (przynaleza)
do prostej / lub lezg na tej prostej. O prostej &= af méwimy, Ze ,na-
lezy do“ plaszezyzn a i 3, wzgl. ,lezy na“ tych plaszczyznach lub jest
ykrawedzig przeciecia si¢“ uwazanych plaszezyzn a i 5. Owe plaszczyzny
a i f ,nalezg do“ prostej k, ,przechodzg przez“ promien k lub ,przeci-
najg sie“ w krawedzi k.

Niechaj dang bedzie prosta /— AB, okre$lona punktami 4 i B, oraz
dowolny punkt C, nie lezacy na L Oznaczmy przez m prostg, ktora
przechodzi przez punkty 4 i C. Punkt A nalezy do prostej [—=AB
i do prostej m = AC, 6w punkt 4 lezy roéwnoczesnie na tych prostych,
wzgl. A jest punktem wsp6lnym tych prostych. Takie proste / i m na-
zywamy prostemi przecinajgcemi sie w punkcie A.

Trzy punkty A, B i C, ktére nie | Trzy plaszczyzny a, g i y, ktore
nalezg do (nie leza na) jednej pro- | nie nalezg do (nie przechodzg przez)
stej, wyznaczaja jedng i tylko jedng | jednej prostej, wyznaczajg jeden
plaszczyzne. i tylko jeden punkt.

) Dr. Kazimierz Bartel: O pewnem zastosowaniu metody aksonometrji do per-
spektywy srodkowej. Czasop. techniczne. Lwow 1909.
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. Symbol s=ABC oznacza plaszczyzng¢ &, przechodzacg przez
punkty A, B, C. Podobnie punkt E, wyznaczony plaszczyznami a, 8 i 7,
okreslamy symbolem: E=apy. O plaszczyznie ¢ = ABC powiadamy,
7ze ,nalezy“ do punktow A, B, C lub przez nie ,przechodzi“. Owe
punkty ,przynalezg“ do ¢ lub ,leza“ na tej plaszczyznie.

Dwa punkty A i B, nalezace do
plaszczyzny e, wyznaczajg prostg /,

Dwie plaszczyzny a i 3, nalezgce
do punktu E, wyznaczajg prostg &,

ktora lezy na owej plaszczyZnie. | ktéra przechodzi przez 6w punkt.

Mozemy tez powiedzieC, ze: prosta lezy na plaszczyZnie woweczas,
jezeli dwa dowolne punkty tej prostej leza na owej plaszczyZnie.

Prosta / i punkt C, nie nalezgce | Prosta k i plaszczyzna y, hie na-

do siebie, wyznaczajg jedng i tylko
jedng plaszczyzne s.

lezgce do siebie, wyznaczajg jeden
i tylko jeden punkt E.

Symbol ¢ =1I/C oznacza plaszczyzne¢ s, przechodzgca przez prosta“l
i punkt C. Symbol E = ky natomiast oznacza punkt E przebicia sie¢

.

prostej & z plaszczyzng 7. Obok dotychczasowych symboléw, uzywaé

bedziemy tez i nastepujgcych:

AB i oznacza prostsg, przechodzgcg przez punkty A i B.

AB - odcinek (o dtugosci skonczonej), ograniczony punktami koficowemi 4 i B.

ABC = plaszezyzne, przechodzgca przez punkty A, B i C.

AB,C = plaszczyzne, ktéra przechodzi przez prosta AB i przez punkt C.

A.BC e plaszczyzne, przechodzacy przez punkt A i przez prostg BC.

AB.CD - plaszczyzneg, przechodzaca przez dwie proste A B i CD lub punkt prze-
cigcia si¢ prostych AB i CD.

ab ' to samo, co symbol poprzedni.

Ab = plaszczyzneg, okreSlong przez punkt A i prostg b.

ap P punkt przebicia si¢ prostej a z plaszczyzng S.

ap ,, krawedZ przeciecia sie plaszczyzn a i B.

aB.y 5 punkt przebicia sie prostej (krawedzi) a8 z plaszczyzng 7.

afBy 3 punkt przecigcia si¢ trzech plaszezyzn a, § i 7.

Symboldmi: ab.83; ab.cd; ABC.f; ABC.DEF; Ab.3; Ab.DEF; wzgl. Ab.Dc
oznaczy¢ mozemy krawedZ przecigcia si¢ dwéch plaszezyzn, przyczem pierwsza z tych
plaszczyzn oznaczona jest przez: ab; ABC; wzgl. Ab. Podobnie punkt przecigcia sig
trzech plaszczyzn a, ABC i b D oznaczymy symbolem: a¢.ABC.bD.

4. Problemy réwnoleglosei i prostopadlosci. Dwie proste,
lezace na jednej plaszczyzZnie i nie majgce punktu wspolnego, nazy-
wamy prostemi ré6wnoleglemi. Skoro na dowolnej plaszczyznie &
(rys. 5) obierzemy prostag a i punkt B, nie nalezacy do prostej a, to
wowczas: przez punkt B przechodzi jedna i tylko jedna prosta b,
rownolegta do prostej a (postulat Euklidesa). Symbolem a// b ozna-
czac¢ bedziemy dwie proste roOwnolegte a i b.
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Powiadamy, ze prosta i plaszczyzna sg do ‘siebie rownolegte,
jezeli nie majg ani jednego punktu wspolnego. Niechaj dany bedzie
w przestrzeni dowolny punkt C, nie nalezacy (rys. 5) C
do uwazanej plaszczyzny ¢, oraz dowolna prosta a, =
lezgca na owej plaszczyznie . Skoro przez a ozna-

czymy plaszczyzneg, okreSlong elementami C i a, g
to przez punkt C przechodzi jedna i tylko jedna // /37%/
e

c

prosta ¢, lezaca na plaszczyZnie a i réwnolegla
do prostej a. Proste a/|c nie posiadajg punktu
wspOlnego, zatem  plaszczyzna ¢ i prosta ¢ nie Rys. 5.

mogg rowniez mie¢ punktow wspélnych. Innemi

stowy: plaszczyzna ¢ i prosta ¢ sg do siebie réwnolegle (co oznaczy¢
mozemy symbolem ¢ |/ ¢). Otrzymujemy zatem nastepujgce twierdzenia:

Prosta c jest 1ownoleglta do da- | = Plaszczyzna & jest rownolegta do
nej ptaszczyzny e wowczas, jezeli ¢ | danej prostej ¢ wowczas, jezeli ¢
Jjest rownolegta do prostej a, lezacej | przechodzi przez prostg a, rowno-
na owej ptaszczyznie. | legta do owej prostej c.

Przez prostg c, ktora jest r6wnolegla do plaszczyzny & popro-
wadzmy dowolng plaszczyzne a. Z tatwoscia wykazemy, Ze krawedz
a=—z¢a, przeciecia si¢ owych plaszezyzn ¢ i a, jest rownolegla do danej
prostej c¢. W istocie bowiem, gdyby proste c i a (lezace na plaszczyZnie @)
posiadaly punkt wspoélny, to w owym punkcie musialaby prosta ¢ —
wbrew zatozeniu — przecinaé plaszczyzne s. Wobec tego proste c i a
nie posiadaja punktu wspolnego, wigc sg prostemi rownoleglemi. A zatem :

Jezeli przez prostg c, rownolegla do danej plaszczyzny ¢, przepro-
wadzimy dowolng ptaszczyzne o, to wowczas krawedZ przeciecia sig tych
plaszczyzn jest rownolegta do danej prostej c.

Dwie plaszczyzny, nie majgce punktow wspélnych, nazywamy pta-
szczyznami ro6wnolegliemi. Z tego okreSlenia wynikajg wnioski:

Skoro dane sg dwie plaszczyzny |  Skoro dane sg dwie plaszczyzny
rownolegte, to kazda prosta, lezgca | rownolegte, to kazda plaszczyzna,
na jednej z tych ptaszczyzn, jest | kfora nie jest do nich rownolegts,
rownolegta do ptaszczyzny drugiej. | przecina sie z owemi ptaszczyznami

: w dwdch prostych rownolegtych.

Na plaszczyznie o (rys. 6) obierzmy dwie dowolne proste /i n.
Przez punkt A, ktory nie lezy. na plaszczyznie a, poprowadZmy proste
¢ i d rownoleglte odpowiednio do prostych / i n, a mianowicie: c/|/,
d//n. Plaszczyzna $—cd, okreSlona (wyznaczona) dwiema prostemic i d,
nie moze przecinaé plaszezyzny a. Gdyby bowiem owe plaszczyzny 31 a
przecinaly si¢ w krawedzi %, to z warunkow: f=cd, c[[a i d[[a wyni-
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katoby (poréwnaj poprzednie twierdzenie), ze krawedZ k& bylaby rowno-
legta do dwdch prostych ¢ i d, przecinajacych sie w punkcie A! Wno-
simy stad, ze ptaszczyzny a i 8 sg rOwnolegle. A zatem wypowiedzie¢
mozemy nastepujace twierdzenia:

" Plaszczyzna 3 jest rownolegts do Ptaszczyzna o jest rownolegta do

danej plaszczyzny o wowczas, je- | danej ptaszczyzny  wowczas, je-

2eli B przechodzi przez dwie proste, | zeli a jest rownolegta do dwdch pro-

rownolegte do ptaszczyzny c. stych, przecinajgcych sie i lezgcych
| na plaszczyznie p.

Celem oznaczenia, ze dwie plaszczyzny a i  sg rownolegle, uzy-

wamy symbolu: a|/p. :
Na plaszezyznie fS—cd obierzmy (rys. 6) prostg e réwnoleglg do
promienia ¢, a na plaszczyZnie a /[ obierzmy prosta n roéwnolegla do
prostej d. Takie dwie proste e i n, przez ktore

3 2 B nie mozna poprowadzi¢ plaszczyzny, nazywamy
))/N prostemi sko$§nemi (wichrowatemi).
Ea D= Definicja: Kat nachylenia dwdch prostych

skosnych rowna sie katowi nachylenia dwoich

; prostych przecinajgcych sie w dowolnym punkcie

/ N\ w przestrzeni, a rownolegtych odpowiednio do da-
A a O nych prostych skosnych.

Uwazane proste skosne e i n wyznaczajg kat

Rys. 6. nachylenia <c en roéwny katowi <c ed, jaki okre-

Slaja proste c[[e i d|/n, a przecinajgce sie

w punkcie A. Gdyby proste ¢ i d byty do siebie prostopadite: ¢ | d, to

Led=90°% a tem samem kat <z en = 90° wiec proste skosne e i n by-

tyby woOwczas wzajemnie prostopadie.

Korzystajac z powyzszej definicji, rozszerzy¢ i dokladniej omowic
mozemy problem prostopadioSci prostej do plaszeczyzny. Niechaj dang
bedzie plaszczyzna e—ab, wyznaczona (rys. 7) prostemi a i b. Przez
punkt C, przeciecia si¢ uwazanych prostych a i b, poprowadzmy prostg
r prostopadig do nich, a mianowicie: r | a, i r | b. Przyjmijmy na-
stepnie prosta p//r, to w my$§l poprzedniej definicji prosta p jest tez
prostopadlg do danych prostych: p | a, p | b. Chege zbadaé, jak zacho-
wuje sie prosta p wzgledem dowolnej prostej /, lezgcej na plaszczyznie e —
poprowadZzmy przez punkt C prosta d|[|/l Jezeli prosta r speinia wa-
runki: r | a, r_| b, to wowezas — jak wiadomo — prosta r jest pro-
stopadlg do kazdej prostej d, ktora lezy na ptaszczyznie ¢
i przechodzi przez punkt C. Poniewaz r_| d, p||ri l||d, przeto:
p_L 1 czyli: prosta p jest prostopadla do dowolnej prostej [, lezgcej
. na plaszczyznie e. Prostg p, ktora-jest prostopadla do kaidej prostej I,
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lezgcej na plaszezyznie ¢, nazywamy : prosta prostopadta do ptaszczyzny e.
I wzajemnie o plaszezyZnie ¢ moéwimy woOwczas, Ze & jest prosto-
padia do prostej p. Wynikiem rozwazan naszych sa nastepujace twier-
dzenia:

Prosta p jest prostopadta do pta- |  Plaszczyzna ¢ jest prostopadia
szezyzny & wowczas, jezeli p jest | do prostej p wowczas, jezeli ¢ prze-
prostopadta do dwdoch przecinajacych | chodzi przez dwie przecinajgce sig
sie prostych i lezacych na plaszcz. e. ‘ proste i prostopadte do prostej p.

Obierzmy (rys. 7) prosta p i pla-
szezyzne ¢, ktore sg elementami wza-
jemnie prostopadlemi p | & a nastep-
nie poprowadzmy przez prostg p do-
wolng plaszczyzne 6. Dwie takie pla-
szezyzny 0 i ¢ nazywamy plaszczy-
znami prostopadiemi. Mozemy
tedy powiedziec:

Rys. 7.

Plaszczyzna 0 jest prostopadts do Plaszczyzna ¢ jest prostopadia ‘do
danej plaszczyzny ¢ wowczas, je- | danej plaszczyzny O wowczas, jezeli
zeli przechodzi przez prosta p pro- | jest prostopadta do prostej p, lezacej
stopadta. do ptaszczyzny e. | na ptaszczyznie 0. '

Dwie proste przecinajace sie a i b niechaj wyznaczajg (rys. 8) pla-
szczyzne ¢=—ab. PoprowadZzmy dwie plaszczyzny: a | aip | b, to wow-
czas obie te plaszczyzny sa prostopadie do danej plaszczyzny e, a mia-
nowicie a | ¢ i # | &. Oznaczmy przez k krawedZ przeciecia si¢ elemen-
tow a i 8, to z warunku a | o wynika, ze:
a | k; podobnie jest prosta b | k, gdyz b
jest prostopadla do ptaszczyzny j. Ponie-
waz krawedZz k spelnia warunki: % | a,
k 1 b, przeto k jest prostopadlta do pfla-
szezyzny &= ab.

Uwazajmy teraz plaszczyzny a i § za
dane elementy, przecinajgce si¢ w prostej Rys. 8.
k=ap. Przez dowolny punkt C popro-
wadzmy proste: a | ai b | B, to wOwczas plaszezyzna ¢=ab jest
prostopadla do danych plaszezyn: ¢ | o, ¢ | 8. Z warunkow a | a
i b_| B wynikajg zaleznoSci: a | k,b | k, czyli ptaszczyzna ¢ =ab jest
prostopadla do krawedzi k= ap.

Dla plaszezyzn a i 3, ktére nie sg do. siebie rownolegie, dowie-
dliSmy zatem prawdziwosci dwéch twierdzen nastepujgcych:
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Dwie plaszczyzny o i B, prosto- |  Plaszczyzna ¢, prostopadta do
padte do danej ptaszczyzny ¢, prze- | dwdch danych plaszczyzn a i f, jest
cinajg sie w krawedzi, kiora jest pro- | prostopadia do krawedzi przecigcia
stopadta do owej ptaszézyzny e. sig tych ptaszczyzn.

5. Elementy niewlasciwe!). Uwazajmy dwie proste rownolegle
allb i dwie ptaszczyzny réwnolegle a//f3. Zamiast mowié, Ze ,proste a
i b sg roOwnolegle, powiemy, ze owe proste ,posiadajg jeden i ten sam
kierunek®, albo tez, ze one ,posiadajg wspélny kierunek“. Zamiast
mowié, ze dwie plaszczyzny o i 8 sg rownolegte, powiemy, Ze one ,posia-
dajg jedno i to samo ustawienie® lub ,posiadajg wspolne ustawienie“.
ZaleznoSci geometryczne, zachodzgce pomigdzy elementami zasadniczemi
(por. ust. 3), uja¢ mozemy w forme nastepujacq:

a) Dwa punkty okreslaja jedng i tylko jedng prosts.

b) Dwie plaszczyzny okreSlajg jedng i tylko jedng ,prostg“ lub
jedno i to samo ,ustawienie“ (gdy sg réwnolegte),

c¢) Punkt i ,kierunek“ wyznaczajg jedng i tylko jedng prostg (t. zn.
prosta, przechodzacg przez dany punkt i r6wnolegla do danej prostej).

d) Dwa ,kierunki“ okre$laja jedno i tylko jedno ,ustawienie“ (t. zn.
istnieje nieograniczona ilo$¢ plaszezyzn, r6wnolegltych do dwoch danych
prostych).

e) Trzy punkty, nie lezgce na jednej prostej, wyznaczajg jedng
i tylko jedng plaszczyzne.

f) Trzy plaszczyzny, nie przechodzgce przez jedng ,prostg“ i nie
posiadajgce wspoOlnego ,ustawienia“, wyznaczajg jeden i tylko jeden
~punkt® albo jeden i tylko jeden ,kierunek“ (gdy sg réwnolegle do tej
samej prostej).

g) Dwa punkty i dowolny ,kierunek“ (ré6zny od kierunku prostej,
Iaczacej dane punkty) wyznaczajg jedng i tylko jedng plaszczyzne, (ktora
przechodzi przez owe punkty i jest rownolegla do danej prostej).

h) Punkt i dwa ,kierunki“ okreslajg jedng i tylko jedng plaszczy-
zne, (ktéra przechodzi przez punktijest rownolegla do danych prostych).

Z tatwos$cig zauwazymy, ze w wymienionych powyzej zwigzkach
bardzo czesto wyraz ,kierunek“ zastapi¢ mozemy stowem ,punkt®, a wy-
raz ,ustawienie“ zastgpi¢ mozemy przez stowo ,prosta“. Mimowoli na-
suwa si¢ my$l zdefinjowania kierunku prostej jako ,punktu, a usta-
wienia plaszczyzny jako ,prostej“. Celem odréznienia ,punktu“ w zna-
czeniu dotychczasowem, od nowo wprowadzonego ,punktu“ (zamiast

) Por6wnaj Federigo Enriques: Wyklady geometrji rzutowej. Warszawa 1917
{przeklad Fr. Wiodarskiego) str. 8.

Dr. Emil Miiller: Lehrbuch d. darstellenden Geometrie f. techn. Hochschulen.
Leipzig u. Berlin 1908. Bd. I. S. 8.
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ykierunku“) nazywacé¢ bedziemy: pierwszy z tych elementéw punktem
wtaSciwym, a drugi punktem niewtasciwym (punktem nieskon-
czenie dalekim lub punktem w nieskonczonosci). Podobnie prostg w zna-
czeniu dotychczasowem nazwiemy prostg wilasciwag, a nowo wpro-
wadzony element (t. j. prostq zamiast ,ustawienia“) prostg niewta-
Sciwg (prosta nieskoficzenie dalekg albo prosta w nieskonczonosci).
Elementy niewlaSciwe oznaczaé bedziemy symbolem: oo, piszgc np. A”
(czytaj: punkt niewlasciwy A) i b* (prosta niewlaSciwa b). Stosujac
wprowadzone wyrazenia, powiemy:

Kazda prosta wlasciwa posiada | Kazda plaszeczyzna wlasciwa po-
nieograniczong iloS§¢ punktéw wila- | siada nieograniczong iloS¢é prostych
sciwych, oraz jeden i tylko je- | wlaSciwych, oraz jedng i tylko
den punkt niewlasciwy (swoj kie- | jedng prostg niewtasciwg (swoje
runek). ustawienie).

Na ,prostej niewlaSciwej“ uwazanej plaszczyzny leza wszystkie
punkty niewlasciwe tej plaszezyzny, t. zn. ,kierunki“ wszystkich pro-
stych wiasciwych, ktore lezag na tej plaszczyZnie.

O dwoch prostych réwnoleglych (por. ust. 4) powiedzie¢ mozemy :
one ,nie przecinajg si¢ wpunkcie wiasciwym* albo tez: one ,prze-
cinajg si¢ w jednym i tylko jednym punkcie niewlasciwym“. Zamiast
mowié¢, ze: ,dwie plaszezyzny réwnolegle nie przecinajg sie w pro-
stej wlasciwej“ powiemy: ,dwie plaszczyzny rownolegle przecinaja
si¢ w jednej i tylko jednej prostej niewlasciwej“. Jezeli prosta ¢ i pla-
szczyzna e (por. ust. 4, rys. 6) sg rownolegle: ¢ || ¢, to wowczas mozemy
powiedzie¢: ,elementy ¢ i ¢ nie przecinajg sie¢ w punkcie wlasci-
wym* albo tez ,elementy c i ¢ przecinaja sie w jednym i tylko jed-
nym punkcie niewtasciwym®.

Uwazajmy dwie dowolne ptaszczyzny a i 5, ktore nie posiadajg
wspoélnego ustawienia i przecinajg si¢ w prostej wlasciwej c¢. Oznaczmy
przez C” kierunek (t. zn. punkt niewtasciwy) prostej ¢, a przez a” usta-
wienie (t. zn. prosta niewlasciwg) plaszczyzny a, oraz przez b” usta-
wienie plaszczyzny f. Skoro dane sg plaszczyzny o i 8, to tem samem.
dane sg w przestrzeni dwa r6zne od siebie ustawienia czyli: dwie rézne
od siebie proste niewlasciwe a* i b*. Aby zbadaé, jak zachowujg si¢ te
proste wzgledem siebie, zauwazmy, ze kazdy punkt — a zatem i punkt
C* — krawedzi c=ap przynalezy rownoczesnie do plaszczyzny o
i do ptaszczyzny S. Punkt niewla$ciwy C*, jako punkt plaszczyzny a,
lezy na prostej niewlasciwej a®; punkt C* lezy roéwnocze$nie i na pro-
stej niewlasciwej b, gdyz jest punktem plaszczyzny . Wnosimy stad, ze:

Kazde dwie (r6zne od siebie) proste niewtasciwe przecinajg sie w jed-
nym i tylko jednym punkcie niewtasciwym.
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Niechaj dane beda w przestrzeni takie proste: a, b, c, ..., z ktorych
kazde dwie przecinajg sie w jednym punkcie, ale wszystkie nie muszg
koniecznie przechodzi¢ przez jeden i ten sam punkt. Wykazemy, ze
wszystkie te proste muszg leze¢ na jednej plaszczyznie. Oznaczmy przez
Wspunkt przecigcia sie prostych a i b, to przynajmniej jedna z danych
prostych, np. prosta ¢, nie przechodzi przez punkt W=—ab. Poniewaz c
przecina si¢ — wedle zalozenia — z prostemi a i & w dwoéch punktach
ré6znych od W, przeto prosta c¢ lezy na plaszczyznie e=ab. Kazda inna
prosta np. d, przecinajgca proste a, b i ¢, nie moze przechodzi¢ rowno-
czeSnie przez punkty W=ab, A—ca i B=bc. Jezeli prosta d nie prze-
chodzi np. przez A=—ca, to musi lezeé¢ na plaszczyznie ¢—ac. A zatem:

Jezeli kazde dwie z posrod prostych a, b, c,... przecinajg
sie, lecz nie wszystkie przechodzg przez jeden i ten sam punkt,
to wowczas wszystkie uwazane proste lezg na jednej i tej
samej plaszczyZnie.

Wezmy teraz pod uwage og6! prostych niewtasciwych: a*, b”, c”,...,
przyczem niechaj kazda z nich przynalezy odpowiednio do ptaszczyzny:
a, 8, v... Poniewaz kazde dwie proste niewlaSciwe przecinajg sie
w jednym i tylko w jednym punkcie niewlasciwym, ale wszystkie proste
a”,b”,c¢”,... nie muszg roéwnocze$nie przechodzi¢ przez jeden i ten
sam punkt niewtasciwy (bo wszystkie plaszczyzny a, j, 7,... nie muszg
by¢ Kkoniecznie rownolegle do jednej i tej samej prostej!) — przeto:
nasuwa si¢ mysl zdefinjowania ogotu prostych niewtasciwych (a tem
samem i punktéw niewlasciwych) w przestrzeni jako ,plaszczyzny“.

Celem odréznienia ,plaszezyzny“ w znaczeniu zwyklem (dotychcza-
sowem), od nowowprowadzonej ,plaszczyzny“, ktora zawiera wszystkie
punkty niewlasciwe i wszystkie proste niewlasciwe — nazywac bedziemy
pierwszg z nich ptaszczyzng wlaSciwag, a drugg ptaszczyzng
niewtasciwa (pl. nieskoficzenie dalekg, pt. w nieskoniczono$ci).

Korzystajgc z dotychczasowych rozwazan, ujg¢ mozemy zaleznosci
a)...h), podane na poczgtku tego ustepu, w nastepujgca forme:

Dwa punkty okreslajg jedng i tyl- Dwie ptaszczyzny okreslaja jedng

ko jedng prosts. i tylko jedng prosta.

Trzy punkty, nie nalezgce do jed- Trzy plaszczyzny, nie nalezgce
nej prostej, okreslajg jedng i tylko | do jednej prostej, okreslaja jeden
jedna plaszczyzne. | i tylko jeden punkt.

W powyzszych twierdzeniach nie czynimy juz Zzadnej r6znicy po-
miedzy ,elementami wlaSciwemi“ a ,elementami niewlasciwemi“. Z ta-
twoscig stwierdzimy tez prawdziwos¢ nastepujgcych twierdzen :

|
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Prosta i punkt, nie nalezgce do Ptlaszczyzna i prosta, nie nalezgce
siebie, okreslajg jedng i tylko jedng | do siebie, okreslajg jeden i tylko je-
plaszczyzne. den punkt.
Dwie proste, przecinajgce sie Dwie proste, lezgce na ptaszczyz-.
w punkcie, okreslajag jedng i tylko | nie, okreslajg jeden i tylko jeden
Jjedng plaszezyzng. punkt.

6. Rzuty Srodkowe punktéw. Niechaj dana bedzie (rys. 9)
plaszezyzna obrazu =, Srodek rzutow S, ktéry jest stale punktem witasci-
wym, oraz plaszczyzna zniknienia o. Plaszczyzna ta przechodzi przez
srodek rzutow S i jest rownolegla do rzutni m~. Obierzmy w przestrzeni
dowolne punkty wlasciwe A, B,..., oraz punkty niewlasciwe W*, Z*,...,
t. zn. ,kierunki“ prostych w, c,... Przez dowolny punkt A poprowadzmy
promienn rzucajgcy (widzenia) a—.SA. Promien ten przebije rzutni¢ =
w punkcie wlasciwym A'=am, ktory jest perspektywg punktu A. Po-
dobnie otrzymamy obrazy B’, P’,... punktéow B, P,..., jako punkty prze-
bicia si¢ promieni rzucajgcych b =SB, p=SP,... z ttem w. Obierzmy
teraz dowolny punkt wlasciwy E na plaszczyZnie zniknienia o. Ponie-
waz o// w, a promiefh e— SE, laczacy dwa punkty S i E plaszezyzny
zniknienia o, lezy na tej plaszczyZnie, przeto 6w promien rzucajacy e—SE
jest rownolegly do tta & i przebija si¢ z nim w punkcie niewtaSciwym
E, =em. Dla dowolnego punktu 7, ktory lezy na tle m, jego perspek-
tywa T' nakrywa sie z elementem 7. To samo oczywiscie odnosi sie
rowniez i do punktu niewlasciwego F*, ktéry lezy na tle & i rOwno-
czeSnie na plaszczyznie zniknienia o; jego perspektywa F, nakrywa sie
z punktem F”. Wezmy wreszcie pod uwage punkty niewtasciwe W*,Z%,...,
przynalezne do prostych w, c,..., ktére wecale nie sg rownoleglte do
rzutni . Celem skonstruowania rzutow srodkowych punktow W=, Z%, ...,
poprowadzmy promienie rzucajace: p —SW*, z=S8Z~,..., t. zn. proste
pllw, zlle,... i przechodzace przez Srodek rzutow S. Punkty wlasciwe
W =pw, Z' =2zwm,..., przebicia sie promieni widzenia p, z,... z ttem =,
sg perspektywami punktow niewlasciwych W<, Z%,...

Poniewaz S$rodek rzutow S i dowolny (ale r6zny od S) punkt P
wyznaczajg jeden i tylko jeden promien widzenia p — S P, przeto ustali¢
mozemy nastepujace zaleznosci:

Kazdemu punktowi P — roznemu od S$rodka rzutow S — podpo-
rzgdkowany jest na plaszczyZnie obrazu = jeden i tylko jeden rzut Srod-
kowy P' owego punktu, t. j. punkt P' przebicia sie promienia rzucajg-
cego p = SP z rzutnig .

Perspektywa P' punktu wtasciwego lub niewtasciwego jest punktem
niewtasciwym wowczas, jezeli ow punkt P lety na ptaszczyZnie zniknie-
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nia. Natomiast dla punkfu wlasciwego Ilub niewtasciwego, ktory nie
lezy wcale na plaszczyZnie zniknienia, jego perspektywa jest punktem
witasciwym.
e Na promieniu rzucaja-
SRR o cym p obierzmy (rys. 9)
. dowelne punkty P, R,...
W?,..., to ich perspek-
tywy P, R',... W'... zjed-
noczyly si¢ (nakryty sie)
z punktem P’ = p . Skoro
dany jest rzut P', to po-
lozenie elementu P nie

jest ustalone, gdyz:
Dowolny punkt P’ pta-
P (7 szczyzny obrazu uwazany
s byc moze za rzut Srodko-
wy kazdego punktu P,

kitory lezy na promieniu

Rys. 9. + rzucajgcym p— SP'.

“PLRW

7. Rzuty $rodkowe prostych. W poprzednim ustepie oméwiliSmy
sprawe odwzorowania na ptaszczyznie tlowej punktu, dowolnie lezgcego
w przestrzeni. Zanim przejdziemy do kwestji odwzorowania dowolnej
prostej, wprowadzimy nastepujaca

Definicje: Rzutem Srodkowym (perspektywaq) linji prostej nazy-
wamy miejsce geometryczne rzutow Srodkowych (perspektyw) poszczegol-
nych punktow tej prostej.

Przez $rodek rzutow S poprowadzmy (rys. 9) dowolny promien
rzucajagcy p i obierzmy na nim punkty P, R, W*,... Poniewaz perspek-
tywy P, R, W,... tych punktéw sg zjednoczone w punkcie pw przebi-
cia sie¢ promienia p z ttem &, przeto: rzut srodkowy prostej p jest punk-
tem. Dla promienia rzucajgcego e, ktory lezy na plaszczyznie zniknienia o
i jest tem samem réwnolegly do tla &, jego perspektywa jest punktem
niewtas§ciwym ew=FE',.

Niechaj dang bedzie (rys. 9) dowolna prosta ¢, ktéra nie jest pro-
mieniem rzucajgcym, t. zn. nie przechodzi przez Srodek rzutéw S. W tym
wypadku przez S i prostg ¢ przechodzi jedna SciSle okreSlona plaszczy-
zna rzucajaca y — Sc. Na prostej ¢ obierzmy punkty: 4, B, Z%,... i przy
pomocy promieni rzucajgcych a —=SA, b=S8B, z—SZ~%,... wyznaczmy
perspektywy A'—=awm, B =bw, Z' = 2zm,... owych punktéw. W mysl na-
szej definicji, miejsce geometryczne punktow: A, B, Z',... jest rzutem
srodkowym prostej c. Z latwoScia jednak zauwazymy, Ze promien
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rzucajacy a — S A lezy na plaszezyznie rzucajgcej y = Se¢, gdyz posiada
z nig dwa wspolne punkty S i A. Kazdy punkt promienia a— SA,
a wiec i punkt A'=—awm, lezy zatem na plaszczyznie y. Poniewaz jednak
punkt A'=am jest przynalezny i do rzutni tlowej =, przeto 6w punkt A’
lezy na krawedzi ¢ = y & przeciecia si¢ plaszezyzn y i m. Zupeknie ana-
logicznie wykaza¢ mozemy, ze rowniez i dalsze punkty B, Z',... leza na
krawedzi ¢’ czyli innemi stowy: perspektywa prostej ¢ jest linja
prosta c'.

Na plaszczyznie rzucajacej y — Sc¢ obierzmy dowolng prostg d, ktora
nie przechodzi przez Srodek rzutow S. Z latwo$cia zauwazymy, ze dla
prostej d jej perspektywa d' nakryje sie z krawedzig ¢’ = y w. Wnosimy
stad, ze prosta ¢’ uwaza¢ mozemy za rzut Srodkowy kazdej prostej,
ktora lezy na plaszczyZnie rzucajacej v — S¢'. Prostg wlasciwg ¢ mo-
zemy tedy uwazaé rowniez i za perspektywe prostej niewtasci-
wej [, ktora lezy na plaszczyinie j.

Dla prostej (wlasciwej lub niewlaSciwej) f, ktora lezy (rys. 9) na
plaszczyZnie obrazu m, jej perspektywa f' schodzi sie z tg prosta, gdyz
plaszczyzna rzucajagca ¢ = Sf przecina si¢ z tlem w krawedzi f— f' = ¢ a.
Uwazajmy wreszcie dowolng prosta g, lezaca na plaszezyZnie zniknie-
nia 0. Rzuty Srodkowe poszczegélnych punktéw E,... prostej g sa punk-
tami niewlasciwemi E’',,...; podobnie plaszczyzna rzucajgca oc—Sg
przecina tlo # w prostej niewlasciwej g’ — wo. Rzut $rodkowy prostej
wlaSciwej g jest zatem prostag niewltasSciwag ¢g*. Z rozwazan tych
wynika nastepujgce twierdzenie:

Perspektywa (rzut Srodkowy) linji prostej jest punktem lub prosta
zaleznie od tego, czy uwazana prosta przechodzi, czy tez wcale nie prze-
chodzi przez Srodek rzutow. :

Jezeli prosta wilaSciwa lezy na plaszczyZnie zniknienia i nie prze-
chodzi przez srodek rzutow S, to jej perspektywa jest prostag nie-
wlasciwg. Kazda prosta wlasciwa lub niewlasciwa plaszczyzny tlowej,
(a zatem i prosta niewlasciwa plaszezyzny zniknienia) posiada te wia-
snosé, ze jej perspektywa nakrywa sie z owa prosta. Dla kazdej innej
prostej wilasciwej lub niewlasSciwej, ktora nie przechodzi przez Srodek
rzutow S, jej perspektywa jest zawsze prostg wtasSciwa.

Z rozwazan naszych wynikajg rowniez nastepujace zaleznoS$ci:

Dowolny punkt A' plaszezyzny tlowej m uwazaé mozemy za per-
spektywe jednego i tylko jednego promienia rzucajacego a — S A,
ktory tgezy Srodek rzutow S z danym punktem A'.

Dowolng prosta ¢' plaszczyzny tlowej uwaza¢ mozemy za perspek-
tywe kazdej prostej ¢, ktora lezy na plaszczyznie rzucajgcej y = Sc/,
wyznaczonej $rodkiem rzutéow S i dang prostg c'.

Bez wzgledu na to, czy punkt 4 i prosta ¢ sg elementami ,wla-

Plamitzer. Aksonometrja prostokatna. 2
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Sciwemi“, czy tez ,niewlasciwemi, to zawsze wystepujg zwigzki: Jezeli
punkt A lezy na prostej ¢, to rzut A’ tego punktu (definicja str. 16) lezy
na rzucie ¢’ owej prostej. Jezeli prosta ¢ przechodzi przez punkt A, to
rzut ¢’ tej prostej przechodzi przez rzut A’ uwazanego punktu. A zatem:

Jezeli punkt A i prosta ¢ przynalezg do siebie, fo wowczas ich per-
spektywy A' i ¢ sg rowniez elementami przynaleznemi do siebie.

Uwaga: Nie nalezy bynajmniej sadzi¢, ze odwrotne zaleznosci muszg byé za-
wsze prawdziwe! Niechaj punkt X' (por. rys. 9) lezy na rzucie Srodkowym ¢’ dowolne;j

prostej ¢ i schodzi sie z puntem A’, to wéwczas: element X' uwaza¢ mozemy za per-
spektywe kazdego punktu X, lezgcego na promieniu rzucajagcym a — SX'.

8. Ustalenie polozenia prostej i punktu w metodzie rzu-
téow sSrodkowych. Celem skonstruowania perspektywy ¢" dowolnej pro-
stej ¢, postapi¢ mozemy (rys. 9) w sposOb nastepujacy :

Konstrukeja 1: Na danej prostej ¢ obra¢ nalezy dwa dowolne
punkty A i B, wyznaczy¢ ich rzuty Srodkowe A'i B, to prosta ¢’ = A'B’
jest wowczas zgdana perspektywg prostej c.

Konstrukecja 2: Przez dang prostg c¢ i przez srodek rzutéw S
poprowadzi¢ nalezy plaszczyzne rzucajacg y=Sc, to krawedz prze-
cigeia si¢ tej plaszczyzny z rzutnig & jest rzutem Srodkowym ¢ =ya
prostej c.

Skoro elementy ¢/, A" i B' uwaza¢ bedziemy za dane, to — jak -
nam wiadomo — polozenie prostej ¢, oraz punktow A i B nie jest usta-
lone w przestrzeni. Poniewaz proste ¢ i ¢' lezg na plaszczyZnie rzucajg-
cej 7, przeto przecinajg sie¢ w punkcie (wilasciwym lub niewlaSciwym)
T—cc¢, ktory jest zarazem punktem 7 —cx przebicia sie prostej ¢
z plaszezyzng ttowa 7. Ow punkt 7 nazywamy $ladem ttowym pro-
stej c. Przez $rodek rzutow S poprowadZmy nastepnie promien rzuca-
jacy z || e, t.zn. prostq z =S Z~, lgczgcqg Sz punktem niewlasciwym Z~
prostej c¢. Punkt Z' = za, ktory jest perspektywg punktu Z~, nazywamy
sladem zbiegu prostej c.

Zalozmy teraz, ze Slad tlowy T i §lad zbiegu Z' dowolnej prostej ¢
(rys. 9) sa elementami danemi. Uwazajac prostgq ¢'=— TZ' za perspek-
tywe prostej ¢, mozemy odbudowaé (odtworzy¢, przeprowadzi¢ rekon-
strukcjg) polozenie owej prostej ¢ w przestrzeni. W tym celu polaczmy
dany srodek rzutow S ze Sladem zbiegu Z', to prosta z—=SZ' wyzna-
cza  kierunek“ prostej ¢ czyli punkt niewlasciwy Z~ tej prostej. Przez
slad ttowy T poprowadZmy nastepnie prostg c ||z, to prosta ¢= T Z*
jest wiasnie szukang prostg. A zatem:

W  metodzie rzutow Srodkowych potozenie prostej w przestrzeni
jest wowczas wyznaczone, skoro dane sg: $lad towy i Slad zbiegu
tej prostej.
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Z tatwoscig stwierdzimy, ze:

Potozenie punktu w przestrzeni jest wyznaczone wowczas, jezeli
dana jest jego perspektywa, oraz Slad ttowy i slad zbiegu pomocniczej
prostej, ktora przechodzi przez ow punkt.

W istocie bowiem oznaczmy przez ¢ — TZ' perspektywe prostej e,
ktérej polozenie w przestrzeni ustalone jest przez slad ttowy 7 i Slad
zbiegu Z'. Jezeli na ¢ obierzemy dowolny punkt A" i uwazaé go be-
dziemy za rzut srodkowy punktu A, lezacego na prostej ¢ — to z latwo-
Scig przeprowadzimy rekonstrukcje potozenia owego punktu A. W spo-
's6b poprzednio podany odtworzymy polozenie prostej ¢ w przestrzeni,
a nastepnie poprowadzimy przez punkt A’ promien rzucajgcy a —=SA'.
Punkt przeciecia sie promienia a z prostg c¢ jest szukanym punktem
A=ac. . :

Niechaj dane beda dwie proste réwnolegle c/|d, przecinajgce sie
w punkcie niewlasciwym Z*. Promien rzucajacy z-—SZ* przebija
(rys. 10) plaszczyzne tlowa n w punkcie Z'. Poniewaz proste c i d
przechodza przez Z%, przeto ich perspektywy -
¢ id' przejS¢ musza przez punkt Z'. A zatem:

Perspektywy prostych rownolegtych prze-
cinajg sie w jednym punkcie, a mianowicie
w ich wspolnym $ladzie zbiegu.

Gdyby proste c¢|/d byly réwnolegle ao
tla 7, to wowezas i promien rzucajacy z—S8 272~
bedzie prostag rownoleglg do tlta. Przez Slad
zbiegu Z, — mz przejdg perspektywy ¢ i d',
wiee ¢ [/d. Perspektywy prostych,
rownolegiych do siebie i rownole-
glych do tta, sa prostemi rownole-
gtemi. , '

Niechaj dang bedzie prosta / rownoleglta
do plaszezyzny obrazu =z (rys. 10), to Slad Rys. 10.
tlowy tej prostej jest punktem niewlasciwym
T = lm. Przez T,” przejs¢é musi rzut Srodkowy /' prostej / czyli: punkt 7,”
lezy roOwnoczeSnie na prostych /i /. A zatem wypowiedzie¢ mozemy
nastepujace twierdzenie:

Jezeli prosta jest rownolegta do tta, ale nie przechodzi ani przez
Srodek rzutow, ani nie lety na plaszczyZnie zniknienia, fo owa prosta
Jest wowczas rownolegta do swej perspektywy.

9. Rzuty ukosne punktéw i prostych. W metodzie rzutow
srodkowych przyjmowaliSmy, obok tla m, charakterystyczny punkt: Sro-
dek rzutéow S, ktory stale byt punktem wiasciwym. Zat6zmy teraz,

p 2*
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ze Srodek rzutow jest punktem niewilasciwym S*, to wowcezas (rys. 11)
wszystkie promienie rzucajgce (widzenia) sgq prostemi rownoleglemi.
gdyz przecinajg si¢ w punkcie S*. Metoda rzutéw uko$nych (rowno-
leglych) jest zatem tylko szczeg6lnym przypadkiem metody rzutow
srodkowych.

Z rozwazan ust. 6 i 7 wnosimy bezposrednio, zZe: Rzut ukosny
punktu jest zawsze punktem. Rzut uko$ny prostej p, ktora jest rowno-
legla do kierunku rzutéw s, t. zn. przechodzi przez $rodek rzutéw S~
(rys. 11), jest zawsze punktem. Natomiast rzut ukosny dowolnej prostej c,
ktora nie przechodzi przez srodek rzutow S, jest linjg prosta ¢. Te
wilasnosci byly wspdlne dla obydwu metod: perspektywy i rzutow
ukos$nych. Teraz zwrécimy uwage na zasadnicze roznice, jakie wyste-
puja pomiedzy rzutami punktow i prostych w owych dwoch metodach.

Niechaj dany bedzie (rys. 11) dowolny punkt wiasciwy A. Aby

wyznaczy¢ rzut ukosny (réwnolegly) punktu A, prowadzimy promien
rzucajagcy a— AS™ rownolegly do przyjetego  kierunku“ rzutow s
i wyznaczamy punkt A'—am przebicia si¢ promienia a z rzutnig 7.
Poniewaz promien rzucajacy a
na ktérym lezg punkty S<,
i A, posiada jeden i tylko je-
den punkt niewtasciwy S%, prze-
to: rzut ukosny A’ punktu wia-
sciwego A jest punktem wta-
Sciwym.

Na dowolnej prostej c, ktora
nie przechodzi przez srodek rzu-
tow S*, obierzmy punkt nie-
wilasciwy Z”. Aby wyznaezy¢
rzut ukos$ny tego punktu, po-
-prowadZmy przez punkt Z°
i przez Srodek rzutow S“ pro-
mien rzucajgey 2* —=2Z* S”, kto-
ry jest oczywiscie prostg nie-
Rys. 11. wilasciwg. Promien 2z~ przebija

sie¢ z rzutnig & w punkcie nie-

- wlasciwym Z, — 7 2”  ktory jest rzutem ukosnym (rownolegtym) punktu Z~.

A zatem wypowiedzie¢ mozemy twierdzenia, ktore zasadniczo roznig sie
od twierdzen ustepu 6, a mianowicie:

Rzut ukosny punktu witasciwego jest zawsze punktem wlasciwym.
Rzut ukosny punktu niewlasciwego, kiory nie zjednoczyt si¢ ze srodkiem
rzutow S%, jest punktem niewtasciwym.

Na promieniu rzucajagcym p obierzmy (rys. 11) punkty P, R,.
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to ich rzuty ukosne P’, R',... zjednoczone sg w punkcie pmw. Na mocy
definicji, podanej w ust. 7, rzut ukosny promienia rzucajgcego p jest
punktem.. Uwazajmy teraz dowolna prostg ¢, ktora nie jest rownolegly
do kierunku rzutéow s. Celem wyznaczenia rzutu ukosnego (rownoleglego)
tej prostej, zastosowa¢ mozemy (por. ust. 8) dwie konstrukcje nastepujgce:

Konstrukcja 1: Na prostej ¢ obierzmy dwa dowolne punkty A, B
i wyznaczmy, przy pomocy promieni rzucajgcych a—AS” i b=BS”,
rzuty ukosne A'=awmw, B'= ba owych punktow. Prosta ¢ — A' B, lgczaca
punkty A’ i B', jest rzutem ukoSnym danej prostej c.

Konstrukeja 2: Przez dang prostg ¢ i Srodek rzutow S™ popro-
wadzmy plaszczyzne rzucajgcg y —cS”, t. zn. plaszczyzne rownolegly
do kierunku rzutow s. Krawedz ¢ — ym, przeciecia si¢ plaszezyzny 7y
z rzutnig 7, jest rzutem uko$nym prostej c.

Jeden z pomocniczych punktow A i B, uzytych w konstrukeji 1-ej,
moze. by¢ elementem mniewtasciwym. Gdyby obydwa punkty pomocnicze
byly elementami niewlasciwemi A” i B*, to wowczas: prosta ¢® = A*B”,
promienie rzucajgce a®* = A*S*, b* = B*S*, oraz plaszczyzna rzuca-
jaca y*=¢*8%, a tem samem i rzut ¢, — y*« bylyby elementami nie-
wilaSciwemi. A zatem dochodzimy do twierdzen, ktore r()imq sie od
twierdzen ust. 7, a mianowicie: »

Rzut ukosny prostej wtasciwej jest punktem wtasciwym lub prostq
wltasciwg zaleznie od tego, czy uwazana prosta przechodzi, czy tez weale
nie przechodzi przez Srodek rzutow. ,

Rzut ukosny prostej niewtasciwej jest punktem nzewtasczwym lub
prostg niewtasciwg zaleznie od tego, czy uwazana prosta przechodzi, czy
tez wcale nie przechodzi przez sSrodek rzutow.

Natomiast, bez wzgledu na to, czy punkt A i prosta ¢ s elemen-
tami wilasciwemi, czy tez niewlaSciwemi, wystowi¢ mozemy (por defi-
nicje ust. 7) nastepujaca zalezno$c:

Jezeli punkt A i prosta c przynalezg do siebie, to wowczas zch rzutz/
ukosne A' i ¢' sg rowniez elementami, ktére przynaleza do siebie.

Uwaga: Odwrotne twierdzenie byloby zupeknie falszywe. Niechaj rzut ukosny A’
pewnego punktu A lezy ma rzucie uko$nym c' dowolnej prostej c. Punkt A nie musi
weale lezeé na prostej ¢, gdyz A moze byé dowolnym punktem promienia rzucajacego
a=A"'S%. Podobnie prosta ¢ nie musi wecale przechodzi¢ przez punkt A, ale moze by¢
zupelnie dowolna prostg plaszczyzny rzucajacej y=c' S%.

Uwazajmy dwie proste rownolegle c (| d, ktore przecinaja sie
w punkcie niewtasciwym Z*. Rzuty uko$ne ¢ i d’ danych prostych

_przej$¢ muszg przez rzut punktu Z%, t. zn. przez punkt niewlasciwy Z' .
Wnosimy stad, ze elemety ¢ id sg prostemi rownoleglemi. Zaleznosc
te uzasadni¢ tez mozemy w inny sposob: Przez punkt A prostej ci przez
punkt G prostej d poprowadZzmy promienie rzucajgce a —=A4S8*, g — GS”.
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Poniewaz c ||/ d, a || g, przeto plaszezyzny y —ca i 0=—gd sg do siebie
rownolegie i przecinaja sie¢ w prostej niewlasciwej &* = yJ. Rzut-
nia & wyznacza z plaszczyznami y i 0 jeden i tylko jeden punkt,
przez ktory przejS¢ muszg krawedzie k=170, ¢ =yw i d = dx. Po-
niewaz 6w punkt przynalezy do prostej k*, przeto musi by¢ punktem
niewlasciwym Z', —mwyo. Przez punkt Z'_ przechodzg proste ¢ i d,
wiec one sg prostemi rownolegtemi. A zatem:

Rzuty ukosne prostych rownolegtych, ktore nie przechodza przez sro-
dek rzutow, sg prostemi réownolegtemi.

Z rozwazan ust. 8 wynika bezposrednio nastepujgca zaleznosc:

Jezeli prosta wiasciwa jest rownolegta do rzutni, to owa prosta jest
rownolegta tez i do swego rzutu ukosnego.

Na dowolnej prostej d obierzmy (rys. 11) punkty £, F, G i wy-
znaczmy ich rzuty ukosne E', F', G'. Poniewaz promienie rzucajace
e=EE', f=FF' i g=— GG sg rownoleglte do kierunku rzutéw s, przeto
pomiedzy odcinkami EF,... zachodzi relacja:

. EF.:FG=EF :FG
Mozemy tedy wypowiedzie¢ bardzo wazne twierdzenie w formie naste-
pujacej:

Jezeli punkt F dzieli odcinek EG w pewnym stosunku, to rowniez

i rzut ukosny F' owego punktu dzieli w tym samym stosunku rzut ukosny
E' G' uwazanego odcinka.

10. Rzuty prostokatne punktéw i prostych. Zalozmy teraz,
ze kierunek rzutéw s jest prostopadly do plaszezyzny obrazu =;
otrzymana metoda rzutow prostokatnych jest tylko szczegélnym przy-
padkiem metody rzutow uko$nych (rownoleglych). W metodzie rzutow
prostokatnych wazne sg wszystkie twierdzenia, omowione w ust. 9.
Obok nich ogromnie wybitng role odgrywa
twierdzenie o rzucie kata prostego.

Niechaj dang bedzie prosta a rOwno-
legia do rzutni 7 (rys. 12), to wowczas owa
prosta jest (ust. 9) réwnolegla do swego
rzutu prostokatnego a' (ma rzutnie =).
Oznaczmy przez [ plaszczyzne prostopadia
do promienia a, to dowolna prosta b tej

Rys. 12. plaszezyzny jest prostopadla do promie-

nia a. Z warunkow a [[a' i # |.a wynika:

)’J_ a ezyli‘f. 1 m Plaszczyzna g jest zatem plaszczyzng rzucajgca
(przechodzi przez Srodek rzutéw S*) i przecina rzutni¢ = w prostej b,
ktora jest rzutem prostokatnym uwazanej prostej b. Poniewaz a | (.
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przeto prosta a jest prostopadlg do elementu &', a Ze a' || a, wigc proste
a ib tworza kat prosty: a' | &. WykazaliSmy tedy, ze rzut prosto-
katny kata prostego <= ab—90° jest katem prostym -ca'bd’ = 90°.
Zat0zmy teraz, ze na plaszczyznie n dane sg dwie proste prosto-
padie a' | b, ktore sg rzutami prostokgtnemi takich dwodch prostych
a i b, z ktorych pierwsza a jest rOwnolegla do rzutni w. Zbadajmy, jak
sie zachowuje prosta b wzgledem prostej a. Przez promien & popro-
wadZmy w tym celu plaszczyzne 3 | a' czyli 3 | ~. Plaszezyzna p jest
~ zatem plaszczyzng rzucajgcg, a promien b — g uwazany by¢ moze za
rzut kazdej prostej b, lezgcej na plaszczyznie 3. Poniewaz: § | a, a||x,
alla, przeto: 3 | a, wiec dowolna prosta b, lezaca na plaszczyznie 3,
jest prostopadta do prostej a. — PowyZsze zalezno$ci zachodzg rowniez
i w tym przypadku, gdy prosta a lezy na rzutni &, t. zn. gdy a=—a'.
WykazaliSmy tedy prawdziwosé dwoch nastgpujacych twierdzen:

Rzut prostokatny kagta prostego, Dwie proste, z ktorych jedna jest
ktorego jedno ramie jest rownolegte | rownolegta do (wzgl. lezy na) rzutni,
do (wzgl. lezy na) rzutni, jest katem | tworza kgt prosty wowczas, jezeli
prostym. | rzuty prostokatne tych prostych sa

| wzajemnie prostopadte.

Zauwazy¢ musimy, ze pierwsze twierdzenie (z lewej strony) jest
prawdziwe woOwczas, jesli drugie ramie omawianego kata nie jest pro-
stopadie do rzutni.




Rozdziat 1I.

Rzuty aksonometryczne puhktu.

11. Wiadomosci poczatkowe. Niechaj dany bedzie uktad O [x, y, 2]
trzech rzutni wzajemnie prostopadlych w,, 7, i @; (rys. 13), oraz dowolna
plaszczyzna obrazu m,. Osie x =m @, y =m, @; i 2= m, @, ukladu [O]
sg wzajemnie prostopadle i przecinajg si¢ w Srodku (poczatku) O tego
ukfadu. Plaszezyzna obrazu =,, ktorg uwaza¢ bedziemy za rzutnie
aksonometryczng, jest dowolnie nachylong') do rzutni poziomej s,
pionowej =, i bocznej s, fp:zecina si¢ z niemi w trzech prostych:
8y =T, Wy, Sy = W,Ty, S3 = T,T;. SKoro zalozymy, Ze kierunek rzutow n
jest prostopadly (normalny) do rzutni aksonometrycznej =, to rzuty
prostokatne A" (czytaj ,A ze znaezkiem n“ lub ,A n%), B",..., ¢", d",...
punktow A, B,... i prostych ¢, d,... na plaszczyzne ‘obrazu =z, nazywac
bedziemy ,rzutami (obrazami) aksonometrycznemi prostokgtnemi“ lub
aksonometrjami prostokgtnemi uwazanych elementow.

Z rozwazan ustepow 9 i 10 wynika bezposrednio, zZe:

1. Aksonometrja prostokgtna punktu wtasciwego jest punktem wita-
sciwym. Aksonometrja punktu niewtasciwego (ale réoznego od srodka rzu-
tow N7, lezacego na promieniu n) jest punktem niewtasciwym.

2. Aksonomelrja prostokgtna prostej wiasciwej jest punktem wtasci-
wym lub prostg wtasciwg zaleznie od tego, czy uwazana prosta przecho-
dzi, czy tez wcale nie przechodzi przez srodek rzutow N~.

3. Aksonometrja prostokatna prostej niewtasciwej jest punktem. nie-
wtasciwym lub prostg niewtasciwg zaleznie od tego, czy uwazana prosta
przechodzi, czy tez wcale nie przechodzi przez srodek rzutéow N*.

4. Jezeli punkt A i prosta c przynalezg do siebie, to wowczas ich
aksonomelrje prostokatne A" i c¢" sa rowniez elementami przynaleinemi
do siebie. :

5. Aksonometrje prostokatne prostych rownolegtych, a nie przecho-
dzgcych przez srodek rzutow N*, sg prostemi rownolegtemi.

) Rzutnia 7, nie moze byé prostopadlta ani do zadnej rzutni, ani tez do zadnej
osi ukladu [0)].
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6. Rzut aksonometryczny prostokatny kata prostego, ktorego jedno
ramieg jest rownolegte do (wzgl. lezy na) rzutni aksonometrycznej, jest
katem prostym.

Plaszczyzne prostopadia do rzutni aksonometrycznej w,, t. zn. pla-

szcezyzne przechodzacq przez Srodek rzutow N7, stale nazywaé bedziemy
plaszczyzna aksonometrycz-
nie-rzucajgca. Podobnie pla-
szezyzne prostopadia do rzutni po-
ziomej m,, (pionowej m,, wzglednie
bocznej ;) nazywaé¢ bedziemy
plaszczyzng poziomo-rzucaja-
cg . (pionowo- wzgl. boczno-rzu-
cajaca). Punkt przebicia si¢ pro-
stej ¢ z rzutnia & nazywac' be-
dziemy Sladem tej prostej. Punkt
H,—cm, jest Sladem poziomym,
punkty V.,=cm i K,=cm; sg
§ladami pionowym i bocznym,
a punkt S,=cm, jest Sladem Rys. 13.
aksonometrycznym prostej c. ‘ ;
Krawedz przeciecia si¢ dowolnej plaszezyzny o« z rzutnig @ nazywac
bedziemy Sladem te] plaszczyzny. Krawedzie: h,=am, v,= am,,
k,—am, i s,=~=am, sa odpowiednio Sladami: poziomym, pionowym,
bocznym, wzgl. aksonometrycznym uwazanej plaszczyzny c. Na rys. 13
zaznaczono $lad boczny k&, i Slad aksonometryczny -s, dowolnie przy-
jetej pltaszczyzny «, oraz Slad aksonometryczny S, = cm, prostej c.

Krawedzie s, —w,m;,, 8 ==, 7, 1 8 =m,m,, przeciecia sie¢ rzutni
aksonometrycznej m, z poszczeg6lnemi rzutniami =m,, @, i m; ukladu
O [x, y, 2], sa odpowiednio $ladami aksonometrycznemi rzutni: pozio-
mej m,, pionowej m,, wzgl. bocznej x,. Slady s, i s, lezg na rzutni akso-
nometrycznej m, i przecinajag sie w punkcie S, =s;s, (rys. 13). Przez
punkt S., ktory przynalezy roOwnoczesnie do plaszczyzn =, 7, i m,, prze-
chodzi tez krawedz x = m, m,. Wnosimy stad, ze punkt S, jest §la-
dem aksonometrycznym osi x, gdyz jest on punktem S, —=xw=,
przebicia osi x z rzutnig =,. Podobnie punkt S, =s,s; =y, jest ,Sla-
dem aksonometrycznym osi y“, a wreszcie punkt S.=s,s, =27, jest
,Sladem aksonometrycznym osi 2 ukladu [O]. Trojkat (S.S,S.) o wierz-
chotkach S,, S, i S., albo tez trojkat (s,s,s;) o bokach s,, s;, s; nazy-
wamy trojkatem Sladoéw aksonometrycznych trzech osi x, y, 2
lub trzech rzutni m,, 7, @, ukladu odniesienia O [x, y, z].

Przez Srodek (poczatek) uktadu O [x, y, z] poprowadzmy (rys. 14)
prostg w prostopadla do rzutni «,, to punkt O" —=wwm,, przebicia sie
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promienia rzucajacego w z rzutnig 7, jest rzutem aksonometrycz-
nym prostokatnym lub ,aksonometrjg prostokging“ poczatku O uktadu
O [x, y, z]. 0§ z= 0S8, Igczy punkty O1i S.; jej rzut aksonometryczny z"
przejdzie zatem przez aksonometrje O" i S? = §. owych punktéow, czyli
bedzie prosta 2" = O"S,. Podobnie proste x* =0"S, i y»=0"S§,, ta-
czace punkt O" ze Sladami aksonometrycznemi S,., wzgl. S,, sg akso-
nometrjami prostokgtnemi dwéch pozostalych osi x i y ukladu [O]. Po-
niewaz elementy O", x", y" i 2" wystepowac¢ beda bardzo czesto w na-
szych rozwazaniach — przeto ustalimy dla nich osobne nazwy, a mia-
nowicie :

1. Aksonometrje prostokatng O" poczatku (Srodka) O ukiadu O [x, y, 2]
nazywamy ,Srodkiem aksonometrycznym®.

2. Aksonometrje prostokatne x”, y” i 2" trzech osi x, y i z ukfadu -
- O [x, y, 2] nazywamy ,osiami aksonometrycznemi“.

12. WlasnoSci tréjkata sladéw aksonometrycznych. Celem
zbadania zaleznoSci, jakie zachodzg pomiedzy bokami trojkgta Sladow
aksonometrycznych (s, s, s;) a osiami aksonometrycznemi x", y" i 2", za-
uwazmy, ze 0§ z=—m,m, jest prostopadla do rzutni m,, a tem samem
(ust. 4) oS z jest prostopadia i do prostej s, =— =, #,. Dla kata prostego
* 28 = 90°, ktorego jedno ramie s, lezy na rzutni m,, rzut prostokatny
na plaszezyzne m, jest (ust. 10) oczywiscie katem prostym - z"s, = 90°,
czyli innemi stowy : 0§ aksonometryczna 2 jest prostopadig do $ladu s,.
W analogiczny sposob wykaza¢ mozemy,
ze osie aksonometryczne x” iy" sg row-
niez prostopadte do $ladow s;, wzgl. s,
a mianowicicie: x" | s;, y" | s,. Wypo-
wiemy tedy

Twierdzenie: Osie aksonometrycz-
ne x", y" i 2" sg wysokosciami {trojkata
Sladow aksonometrycznych.

Punkt 7 =2"s,, przeciecia si¢ (rys. 14)
osi 2" ze Sladem aksonometrycznym s,
rzutni poziomej, polgczmy ze Srodkiem O
uktadu O [x, y, 2]. Otrzymana prosta O 7
lezy na rzutni poziomej =, i jest prosto-
padig do osi z=0S.. Zauwazymy z la-

Rys. 14. twoscig, ze prosta w=— 00" jest pro-

stopadtg do przeciwprostokatni 7S, troj-

kata prostokatnego (01S.), gdyz element w—0O" jest promieniem rzu-

cajacym w | m,. Wnosimy stad, ze punkt O" =wuwm, lezy ,wewnagtrz®
odcinka (o diugosei skornczonej) 18..
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Oznaczmy przez 2 i 3 punkty przeciecia sie osi aksonometrycz-
nych y" i x" z przeciwleglemi bokami trojkgta sladow aksonometrycznych
(s;8,8;), a mianowicie: 2=y"s, i 3= x"s,. Wykaza¢ mozemy — po-
dobnie jak poprzednio — ze S$rodek aksonometryczny O™ — w, lezy
,wewnatrz¢ odcinkéw 25, i 3S., a tem samem O" lezy ,wewnatrz“ troj-
kata (s;s.s;). Poniewaz jednak w punkcie O" przecinaja sie trzy wyso-
kosei x”, y" i 2" tego trOjkata (s,s.s;), przeto wypowiedzie¢ mozemy
nastepujace .

Twierdzenie: Trojkat sladow aksonometrycznych jest tréjkatem ostro-
katnym.

Na rys. 14 wezmy pod uwage trojkat prostokatny (70"S.). Przy-
prostokatnia 70" z przeciwprostokatnia O"S, tego trojkata zawiera kat
ostry <= 10" S, a zatem kat przylegly = S, O"S. jest katem rozwartym.
Podobnie katy: = S.0"S, i -=§,0"S, sa roOwniez kgtami rozwartemi.
Aby dokladniej okresli¢c owe katy, zauwazmy, ze punkt O dzieli kazdg
z osi x, y i z ukltadu O [x,y, 2] na dwie ,pélproste“; rzutnia aksono-
metryczna 7, przebija w punktach S,, S, i S. tylko ,,polosxe OS;
0S, i OS.. Mozemy tedy wypowiedzie¢ nastepujace

Twierdzenie : Aksonometrje prostokatne tych ,potosi“ uktadu O [x, y, ],
kitore przebijajg rzutnie aksonometryczng, przechodzg przez srodek akso-
nometryczny O" i tworzg trzy katy rozwarte.

Na plaszezyZnie rysunkowej — ktorg uwazac bedziemy odtad stale za
rzutnie aksonometryczng w, — niechaj dany bedzie (rys. 15) trojkat sladow
aksonometrycznych (s;s,s;) o trzech katach ostrych. Z wierzchotkow
S.. S, 18. tego trojkata poprowadzmy proste: 2" | s, y" | s i x" | s,
to otrzymamy osie aksonometryczne, ktére przecinajg si¢ w Srodku akso-
nometrycznym O". Na prostej w, przechodzacej przez punkt O" i pro-
stopadiej do plaszczyzny rysunku (t. zn. do rzutni aksonometrycznej =,),
lezy $rodek O uktadu Olx, y, z].

Cheac wyznaczy¢ polozenie punktu O, weZmy pod uwage (por.
rys. 14) tréjkat prostokagtny (O1S.), ktorego przeciwprostokatnia jest
bokiem 7 S.. Plaszczyzna { tego trojkgta jest prostopadla do rzutni =,
(t. zn. jest plaszczyzng aksonometrycznie rzucajaca) i przecina si¢ z nig
w Sladzie aksenometrycznym s;—z"=1S.. Uwazajmy bok 1S§. (por.
rys. 14 i 15) za o§ obrotu i okolo niego obr6¢my trojkat (01S.)
wraz z prosta w = OO" tak, aby po dokonanym obrocie ten tréojkat
padl na plaszczyzne rysunku 7, Poniewaz prosta w=0O0" jest pro-
stopadlg do =,, a temsamem i do przeciwprostokatni 7S., przeto kiad w"
tej prostej spelia warunek: w* | 7S.. Na przeciwprostokatni 7S.
jako na S$rednicy — zakre$lmy koto k i wyznaczmy punkty O i O’
przeciecia sie owego pomocniczego kota z prostg w*. Punkt O° (wzgled-
nie O!) jest ktadem poczatku O ukladu odniesienia O [x, y, 2], a odci-
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nek 0"O" (wzgl. 0" 0!) wyraza odlegto$¢ punktu O od plaszezyzny
rysunku (rzutni aksonometrycznej) ..

Na prostej] w | m, poprowadzonej w punkcie O" prostopadle do
plaszezyzny rysunku s, odmierzmy (rys. 15) odcinek 0" O — O" O tak,
aby punkt O lezat ponizej (pod) plaszczyzny rysunkowej m,. Przez otrzy-
many w ten sposOb poczatek O i przez §lad s, = S.S, przechodzi
rzutnia pozioma =, = Os, ukladu O [x,y, z]. Podobnie elementy
O 1is,, wzgl. O i s, wyznaczajg rzutnie pionowa 7, = O's, i rzutnie boczng
7y = Os; naszego ukladu [O]. -Proste OS,=x, O0S,=y i 0S.=z2,
tgczgce otrzymany poprzednio punkt O z wierzchotkami tréojkata (s, s, s;),
sg osiami uktadu [O].

Uwaga: Czytelnik koniecznie musi odbudowaé (odtworzy¢) w przestrzeni polo-
zenie owych trzech rzutni =, m,, @, i trzech osi x, y, 2z, aby dokladnie zdaé¢ sobie
sprawe na rys. 15 z ulozenia ukladu [O] wzgledem plaszczyzny rysunkowej o, .

Na prostej w | 7, odmierzmy teraz (rys.15) odcinek O" O'= 0" O
tak, aby punkt konicowy O' tego odcinka znajdowal sie¢ nad (przed)

piaszezyzng rysunku 7, to otrzyma-
+ny punkt O! bedzie Srodkiem nowego
ukiadu odniesienia [O']. Dla te-
go ukladu plaszezyzny: O's, =7,
Ots, =at, Ots, — @} sg trzema rzut-
niami, a proste: 0'S, =ux', 0'S, =y,
O'S. = 2' sg jego osiami. Poniewaz
dla odcinkéow O" O = 0" O' prosto-
padtych do &, punkty koncowe O
i O' sa symetrycznie ulozone
wzgledem plaszezyzny rysunku o,
przeto plaszezyzny: &, i @l, w, 1 m),
o i Wl oraz ;esied T Xl Pl iy,
z i 2' sg parami rOwniez symetrycz-
Rys. 15. nie ulozone wzgledem rzutni aksono-

% metrycznej w,. Wnosimy stad, ze do

dwoch ukiadow odniesienia [O] = O [x, y, 2] i [O'] = O![x!, y', 2'], oraz
do uwazanego tréjkagta Sladow aksonometrycznych (s,s,s;) stosuje sie

Twierdzenie: Kaidemu ostrokgtnemu trojkatowi sladow aksono-
metrycznych podporzadkowane sg dwa uktady odniesienia [O] i [0/,
ktore sg symetrycznie utozone wzgledem plaszczyzny owego trijkata.

Na rys. 16 i 17 obierzmy trojkat Sladow aksonometrycznych (s, s, s;)
i wyznaczmy osie x", y”, z", oraz Srodek O". Wyobrazmy sobie, Ze na
prostej w — poprowadzonej w punkcie O" prostopadle do plaszczyzny
rysunku 7, — umiesciliSmy nasze oko w bardzo wielkiej odleglosci od
rzutni aksonometrycznej =, i nad (przed) tq rzutnig. Skoro zalozymy,

e g



13. Aksonometrje punktu wlasciwego. 29

ze plaszczyzna rysunku m, jest ,nieprzezroczysta“ a poczatek O ukladu
O |[x, y, 2] lezy pod (za) rzutnig «,, to woéwezas (rys. 16) dla przyjetego sta-
nowiska odcinki OS,,
0S,i0S.saniewi-
doczne. Natomiast
wymienione odcinki
(rys.17) sa widocz-
ne, jezeli $rodek O
ukladu O [x, y, 2] lezy
przed (nad) plaszczy-
zng rysunkowsg .
Aksonometrje O"S., Rys. 16. Rys. 17
0"S,iO"S, wymie-

nionych odcinkéw zaznaczono na rys. 16 i 17 odcinkami ,kreskowanemi*,
wzgl. ,pelnemi“ zaleznie od tego, czy odcinki OS,, 0S, i OS. sa nie- .
widoczne, czy tez widoczne.

13. Aksonometrje punktu wlasciwego. Niechaj dane bedg
na rys. 18 rzutnia aksonometryczna =, i rzutnia pozioma ,, obie prosto-
padle do plaszczyzny rysunkowej. Przez dowolnie obrany punkt wiasci-
wy A poprowadzmy proste: b | m,ip | m,topunkty A* =bwn,iA' = pm,
sq rzutami prostokgtnemi elementu A na przyjete rzut-
nie 7, i ;. Punkt A" jest mianowicie aksonometrjg pro- Ma
stokgtng punktu A, a element A’ jest rzutem poziomym
owego punktu. Prosta ¢, wykresSlona z punktu A’ prosto-
padle do plaszczyzny. v, przebije rzutnie 7, w punkcie A’,
(czytaj: A z kreskg n). Punkt A, = cm, jest rzutem pro-
stokatnym punktu A" na rzutnie &, czyli aksono-
metrjg (prostokatna) rzutu poziomego A’ punktu A.

Obok rzutni poziomej 7, uwzgledni¢ mozemy je- Rys. 18.
szeze rzutnie pionowa m, i boczng m;, oraz rzuty pro-
stokagtne punktu 4 na te rzutnie, t. zn. rzut pionowy A" i rzut boczny A™"!
Przez punkty A" i A" poprowadzmy proste d | =, i e | m, a nastgpnie
wyznaczmy punkty A,=dw=, i A, = en,, przebicia si¢ promieni rzucaja-
cych d, e z rzutnig w,. Punkt A’ jest ,aksonometrja (prostokgtng) rzutu
pionowego A" punktu A“, a element A’ jest ,aksonometrja rzutu bocz-
nego A" punktu A“.

Zajmiemy sie teraz zbadaniem zalezno$ci, jakie zachodzg pomigdzy
rzutami prostokgtnemi A", A, A, i A}/ dowolnego punktu wlasciwego 4
na rzutnie aksonometryczng «,. W tym celu na plaszezyZnie rysunko-
wej w, obierzmy (rys. 19) dowolny tréjkat Sladow aksonometrycznych
(s,8,8;), wWyznaczmy osie x", y", 2" i $rodek O", oraz odleglosé¢ O* O"
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srodka O uktadu [O] od rzutni w,. Skoro zatozymy, ze punkt O lezy
np. za plaszczyzng m, to trojkatowi sladow aksonometrycznych (s, s;s;)
podporzadkujemy tylko jeden uklad odniesienia O [x, y, z].

Uwazany punkt A i jego rzut poziomy A’ wyznaczajg w przestrzeni
prosta p = A A’ prostopadita do rzutni poziomej m, — Os,, a tem samem
rownolegla do osi 2= 0S. ukiadu [O]. Dla prostych p |/ z ich rzuty
aksonometryczne p" i z" sg (ust. 11) prostemi rownolegltemi. Poniewaz
nadto punkty A i A" przynaleza do prostej p — AA', przeto na prostej
p", rOwnolegtej do osi 2" (rys. 19), leze¢ muszg rzuty aksonometryczne
A" i A,. Prostg p" nazywaé bedziemy ,prostg odnoszaca“ lub wprost
,odnoszgcg® UzyskaliSmy tedy nastepujgce

Twierdzenie: Aksonometrja A" dowolnego punktu witasciwego A
i aksonometrja A, rzutu poziomego A’ tego punktu A lezg na pro#tej od-
noszacej, ktora jest rownolegta do osi aksonometrycznej z".

W zupelnie analogiczny sposob (por.rys. 20) wykazaé mozemy, Ze:

’

Prosta odnoszgca A" A, ktéra | Prosta odnoszgca A" A,, Kktora
taczy aksonometrje A" punktu A | lgczy aksonometrje A" punktu A
z aksonometrja A, rzutu pionowe- | z aksonometrjg A, rzutu bocznego
go A" owego punktu, jest rowno- | A” owego punktu, jest rOwnole-

legty do osi aksonometrycznej y". | gta do osi aksonometrycznej x". -

Z tatwos$cig bowiem zauwazymy, ze dla prostych: g —=AA"ir—=AA",
lgczgcych dany punkt wilasciwy A z rzutami pionowym A" i bocznym
A", zachodzg nastepujace zaleinosci: q | m, r | m, czyli: q ||y, r|lx.
Z ust. 11 wynika, ze aksonometrje tych prostych sg elementami rowno-
leglemi: ¢ [| y™ i r || x".

14. ZaleiZnoS$ci, zachodzace pomiedzy aksonometrjami
punktu wlasSciwego. Zastanowmy si¢ teraz nad tem, czy kazde dwa
dowolne punkty A” i A, lezace na prostej p” |[z", uwaza¢ mozna za
‘rzuty aksonometryczne punktu wiasciwego A i jego rzutu poziomego A'.
W tym celu poprowadzmy (rys. 19, por. tez rys. 18) w punktach A"
i A, proste b i ¢ prostopadte do rzutni aksonometrycznej =,, (t. zn. do
plaszczyzny rysunkowej dla rys. 19), i oznaczmy przez &¢=—bc pla-
szcezyzne okreslong temi prostemi. Z relacji & | «,, p" [| 2", 2" L s, Wy-
nika (por. ust. 4) zalezno$¢: & | s, p" | s czyli innemi slowy: pla-
szezyzna ¢ — bc = bp" jest prostopadlg do prostej s, ==, 7, a tem sa-
mem plaszczyzna ¢ jest prostopadia do rzutni aksonometrycznej m, i do
rzutni poziomej .

Jezeli punkt A" uwazaé¢ bedziemy za aksonometrj¢ prostokgtng
pewnego punktu wlasciwego A, to 6w punkt leze¢ musi na prostej b | m,.
Jezeli element A, uwazaé bedziemy za aksonometrje rzutu poziomego A’
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owego punktu A, to punkt, w Kktérym prosta c¢ | @, przebije rzut-
ni¢ poziomg m, — Os,, bedzie rzutem poziomym A = c¢m,. Aby otrzymacé
wreszcie zgdany punkt A, poprowadZmy w punkcie A' prosta p | =, to
(z uwagi na to, ze plaszczyzna ¢ jest prostopadlg do rzutni =, i prze-
chodzi przez rzut poziomy A’) owa prosta p
lezy na plaszczyZznie ¢=—bc i przecina sie
z promieniem b w szukanym punkcie A = pb.
WykazaliSmy zatem, Ze prawdziwe jest
Twierdzenie: Dwa dowolne punkty wlta-
Sciwe A" i A, rzutni aksonometrycznej, ktore
lezg na prostej rownolegtej do osi aksono-
mefrycznej 2", uwaza¢ mozna zawsze 2za
aksonometrje A" i aksonometrje A, rzutu po-
ziomego A’ jednego i tylko jednego punktu wla- Sy
Sciwego A. 3% ¢
Na prostej p" |/ 2" niechaj dane beda ; Rys. 19.
(rys. 19) rzuty A” i A, ktére wyznaczajg jeden .
Scisle okreslony punkt wilasciwy A w przestrzeni. Aby odbudowa¢ (zre-
konstruowaé, odtworzy¢) polozenie tego punktu A w przestrzeni, posta-
pimy — jak to wynika z dotychczasowych rozwazan — w sposOb na-
stepujacy: W punktach A" i 4, poprowadzimy proste b | =,
i e | m, (prostopadle do ptaszczyzny rysunku), a nastepnie przez
‘punkt A =cwm, przebicia si¢ prostej ¢ z rzutniga poziomag m; = Os,,
prosta p | m, to wowczas element A=bp jest szukanym
punktem.

Cwiczenie 1: Wykaza¢, ze dwa punkty wilasciwe AniA”, lezace (rys. 20) na pro-
stej odnoszacej ¢n // y», uwazaé mozna zawsze za aksonometrje A" i aksonometrje A’
rzutu pionowego A" jednego i tylko jednego punktu wlasciwego A.

Cwiczenie 2: Rozwigza¢ poprzednie ¢wiczenie, skoro dane s punkty A7 i A7
(t. zn. aksonometrja rzutu bocznego A), lezace na prostej odnoszacej r# //x,

Zadanie: Dany jest trojkat sladow aksonometrycznych i dowolny
punkt wiasciwy A, ktérego polozenie okreSlone jest rzutami A" i A,,.
Nalezy skonstruowaé¢ aksonometrje A, i A’ rzutu pionowego A" i rzutu
bocznego A" owego punktu A.

Rozwigzanie: Uméwmy sie, Zze symbol A (A", A,) oznacza¢ be-
dzie stale: punkt A, ktorego polozenie ustalone jest zapomocg dwoéch
rzutéw aksonometrycznych A" i A,. Owe punkty A" i A, leze¢ muszy
oczywiscie (rys. 20) na prostej odnoszacej p" [|z", ktéra jest rzutem
prostokatnym prostej p — A A’ na rzutnie (pl rysunku) m,. Z rozwazan
ust. 13 wiadomo nam, ze dla prostych: ¢g—AA" i r—=AA" ich akso-
nometrje ¢" i r* spelniajg warunki: q" |/ y”, r*|/x" i q"r" = A".

Niechaj ptaszczyzna pg— AA'A” — ktéra przechodzi przez proste
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plmmiqgl m, azatem jest prostopadla do osi x=ma, =08, —
przetnie 0§ x w punkcie A,.. Z latwoScig zauwazymy, ze proste A 4.
i A"A,, lezgce na plaszczyznie pq, saq prostopadie do osi x, a zatém
AA,[llyiA"A, || z. Wnosimy stad, ze (por. ust. 11) rzuty aksonome-
tryczne A, A® i A, A" tych prostych sg
odpowiednio rownolegle do osi aksono-
metrycznej y", wzgl. z". Celem wykre-
Slenia tych prostych na rys. 20, nalezy
przez punkt A, poprowadzi¢ prostg row-
nolegla do osi y”, a przez oftrzymany
punkt A” na osi x" wykresli¢ nastepnie
drugg prostg 42 A}, || z*. Ta ostatnia pro-
sta przetnie sie z odnoszacg ¢" w punk-
cie 4, ktory jest aksonometrjg prosto-
katng rzutu pionowego A” danego punktu
 A(A", A)).
Podobnie wyznaczy¢ mozemy akso-
nometrje A, rzutu bocznego A”. Pla-
Rys. 20. szezyzna pr— AA A" prostopadia do osi
y = 08§, przecina si¢ z ta osig w punk-
cie A,. Dla prostych A'A, [|x i A, A" || z otrzymamy ich aksonometrje,
kreslac przez punkt A, prosta A, A? [| x", a nastepnie z punktu A; osi
aksonometrycznej y" prostg. A2 A, || z". — Aksonometrje A, wyzna-
czy¢ tez mozemy w inny sposob, korzystajac z ptaszezyzny qr— AA"A”
prostopadlej do osi z—= OS.. Plaszeczyzna ta przecina o z w takim
punkcie A., ze proste A"A. i A, A" sq odpowiednio rownolegle do osi
x=08,, wzgl. y= 0S,. Aksonometrje owych prostych sa elementami:
Ay Az || x~ 1 AL AY ] g
Cwiczenie 3: Dla danego punktu A (A7, A" ), ktorego aksonometrja A" i akso-
nometrja A’ rzutu pionowego A” owego punktu A (rys.20)leza na odnoszacej q" Hy".
nalezy wyznaczy¢ rzuty A’ i A’

m ¥
An el

Cwiczenie 4: Dla danego punktu A(An, A"") skonstruowaé aksonometrje A’
i A jego rzutu poziomego A’ i rzutu pionowego A".

15. Dalsze sposoby wyznaczenia punktu wlasciwego. Z roz-
wazan poprzedniego ustepu wynika, ze aksonometrje A, i A} rzutu piono-
wego A", wzgl. rzutu bocznego A" dowolnego punktu wiasciwego A — lezg
na prostych: A, A7 [/ x"1 A}, A2 || y", ktére przecinajg si¢ na osi aksono-
metrycznej z". Przez dowolny punkt A? osi aksonometrycznej 2" popro-
wadzmy (rys. 21) dwie proste 6 [/ x*, ¢" || y" i obierzmy na pierwszej
z nich dowolny punkt wlasciwy A,, a na drugiej punkt A,. Zbadajmy
teraz, czy punkt A}, uwaza¢ mozna za aksonometrje prostokatng rzutu
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pionowego A", a element A, za aksonometrje rzutu bocznego A" pew-
nego punktu wiasciwego A.

Jezeli punkt A;, jest rzeczywiscie aksonometrja rzutu pionowego A”
pewnego punktu A, to rzut pionowy A” leze¢ musi koniecznie na pro-
mieniu d, wykreS§lonym z punktu A, prosto-
padle do rzutni (pt. rysunku) =,. Promien rzu-
cajacy d | m, przebije sie wowczas z rzutnig
pionowg m, =— Os, w szukanym punkcie
A" =dm,. Skoro drugi (dowolnie na pro-
stej ¢" przyjety) punkt wlasciwy A, uwa-
za¢ bedziemy za aksonometrje prostokatng
rzutu bocznego A" pewnego punktu A, to
rzut A” lezeé musi na promieniu rzucaja-
cym e, ktory przechodzi przez element A’
i jest prostopadty do rzutni =, oraz na Rys. 21.
rzutni bocznej &, — Os;. Musimy teraz
wykazaé, ze skonstruowane w powyzszy sposob punkty A" =dwm,
i A" —=em, sg faktycznie rzutami pionowym i bocznym jednego i tego
samego punktu A.

W tym celu wezmy pod uwage dwie proste 4" [[x" i d | m,, ktore
przechodzg przez punkt A i wyznaczajg plaszczyzne = b"d. Plaszezy-
zna § jest (ust. 4) rownolegla do osi x", prostopadia do rzutni =, i prze-
cina si¢ z rzutnig pionowa =, — Os, w takiej prostej b= gm,, ktora
przechodzi oczywiscie przez punkt A" =dn,. Jezeli w $rodku aksono-
metrycznym O™ (rys. 21) wykre§limy prosta w = O" O -prostopadlg do
plaszezyzny rysunku @, to plaszezyzna §— wx" jest aksonometrycznie
rzucajgcg i przecina si¢ z rzutnig pionowg w7, —0Os, W osi x =E&m, =
= 0S,. Promienie d | 7, i w | =, sq prostemi rownoleglemi: d || w, jak
rowniez i proste b" || x", przeto plaszczyzny f = b"d i §= x"w posia-
daja to samo ,ustawienie“. Skoro plaszczyzny roéwnolegle: 2|/ & prze-
tniemy rzutnig pionowg m,, to (ust. 5) uzyskamy krawedzie do siebie
réwnolegle b = B, i x = Em,. Z zalezno$ci b [| x i x | z wynika: prosta &
jest prostopadlg do osi z=0S8..

Przez punkt A’, (rys. 21) przechodza dwie proste c¢" [[y" i e | =,
ktore wyznaczajq ptaszczyzne y — c” e. Plaszczyzna'ta przecina sig¢ z rzut-
nig boczng w, — Os, w krawedzi ¢ = ym,, na ktorej lezy poprzednio
wyznaczony punkt A" —ewm,. Zupelie analogicznie — jak dla prostej
b= pBm, — udowodni¢ mozemy, Ze prosta ¢=ym; jest prostopadlg
do osi z=—0S,.. Poniewaz jednak pomocnicze plaszezyzny B =—b"d
i y=c"e sa prostopadte do plaszezyzny. rysunku m,, wiec (ust. 4)
krawedz f— gy jest prostopadia do rzutni aksonometrycznej m, i prze-
chodzi przez punkt A? =0b"c". Prosta f lezy zatem na plaszczyZnie

Plamitzer. Aksonometrja prostokatna. 3




34 II. Rzuty aksonometryczne punktu.

aksonometrycznie rzucajgcej {=—2z"z i przecina si¢ z osig z=0S8.
w punkcie A.. Prosta f lezy na plaszczyznie (3, 0§ z na rzatni m,, wiec
punkt A.—fz przynalezy do plaszczyzn f i m,, a tem samem i do
krawedzi b= fm, przecigcia sie¢ tych plaszezyzn. Prosta f—=py lezy
rOwniez na plaszczyznie y, a 0§ z na rzutni m;, przeto punkt A.=fz
przynalezy do plaszczyzn y i m;, oraz do krawedzi ¢ = ym;. Wykaza-
liSmy zatem, Ze proste: b | z i ¢ | z przecinaja sie w punkcie A. na
osi 2=08,.

Oznaczmy wreszcie przez o plaszczyzneg, okreslong prostemi & i c,
to a =bc jest prostopadla do osi z czyli innemi stlowy: owa plaszczy-
zna a jest prostopadia rownoczeSnie do rzutni pionowej m, i do rzutni
bocznej @;. Przez punkt A" — dm; prostej b wykreslmy promien A" A | m,,
a przez punkt A" = ewm; prostej ¢ narysujmy promien A"A | m;. Wy-
mienione promienie lezg oczywiSeie na plaszczyznie a — bc i przecinaja
si¢ w punkcie wlasciwym A. SkonstruowaliSmy taki punkt A, ktorego
rzut pionowy jest punktem A" —= dm,, a rzut boczny jest punktem
A" = em,. Z rozwazan naszych wynika

 Twierdzenie: Dwa dowolne punkty wtasciwe A, i A, rzutni akso-
nometrycznej — ktore lezg odpowiednio na prostych rownolegtych do osi
aksonometrycznych x" i y", a przecinajgcych si¢ na osi aksonometrycz-
nej 2" — uwaza¢ mozna zawsze za aksonometrje A', rzutu pionowego A"
i za aksonometrje A, rzutu bocznego A" jednego i tylko jednego punktu
wiasciwego A. :

Cwiczenie 1: Dane s (por. rys. 20) odcinki A” An//zn i A} An//y". Wykazaé,
7e punkt A;’ uwaza¢ mozemy za aksonometrj¢ rzutu pionowego A”, a element A za
aksonometrje rzutu poziomego A’ jednego Scisle okreslonego punktu wlasciwego A.

Cwiczenie 2: Punkty koncowe Al i A (rysunek 20) odcinkéw A’ A" T o
i A”’ An // z* niechaj bedg aksonometrjaml rzutu poziomego A’ i rzutu bocmego A"

pewnego punktu wlasciwego A. Wyznaczy¢ (odbudowaé) w przestrzeni polozenie tego
punktu 4 (4], 47).

Z dotychczasowych rozwazan naszych (por. ust. 14 i 15) wynika,
ze polozenie punktu wiasciwego A w przestrzeni jest ustalone doktad-
nie wowczas, skoro dane sg dwa rzuty aksonometryczne tego punktu,
a mianowicie: a) A" i A, b) A" i A,, c) A"i A, d) A,i4,,e) A.iA]
lub f) ‘A, i A,. Mozemy tedy wypowiedzieé¢

Twierdzenie : Polozenie punktu wlasciwego wyznaczone jest w prze-
sfrzeni wowczas, skoro dane sg jakiekolwiekbadz dwa rzuty aksonome-
fryczne tego punktu.

-~ PoznaliSmy dotychczas sposoby wyznaczenia potozenia punktu wia-
sciwego. W ust. 22 oméwimy sposéb ustalenia w przestrzeni potoZenia
punktu niewlasciwego A®.
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Zadanie: Dany jest dowolny ostrokagtny trojkat $ladow aksono-
metrycznych (s; sy s;), oraz punkt wiasciwy A (A,, A}), ktorego potozenie
w przestrzeni okreSlone jest rzutami aksonometrycznemi A, i A,. Skon-
struowa¢ nalezy aksonometrje A" i rzut A, owego punktu.

Rozwigzanie: Aby dane elementy A, i A, (por. rys. 20 i rys. 22)
uwaza¢ mozna za aksonometrje rzutu poziomego A’ i rzutu pionowego A"
pewnego punktu A, to odcinki 4, A" ||y i A}, A% || 2" muszg prze-
cia¢ sie w punkcie A7, lezacym na
osi aksonometrycznej x". Na rys. 22
punkt A? lezy na ujemnej czesci
0si x", opatrzonej znakiem —. Skoro
z punktu A, wykreslimy odnoszaca
p" ||z, a z punktu A, odnoszaca
q" || y", to — jak wynika z rozwa-
zan ustepu 14 — punkt A" =p”q",
przecigcia sie promieni p” i q”, jest
aksonometrjg prostokgtng punktu A.
Przez punkt A, poprowadZzmy odno-
szaeca A, Az || x", a nastepnie przez
otrzymany w ten spos6b punkt Aj
osi y™ wykreSlmy prostg Az A} [| 2"
Prosta ta przetnie si¢ z odnoszacq r" ktora przechodzi przez element A
i jest rownolegla do osi aksonometrycznej x", w punkcie A,. Wyzna-
czone w ten spos6b punkty A" i 4 rozwigzujg zadanie. Kontrolg do-
ktadnosci przeprowadzonej konstrukeji jest to, ze punkt A?, przeciecia sie
promieni A, A? || x"
i A7AZ|[|y", lezeé
musi na osi aksono- Crel ol | LG8
metrycznej 2". EOANTICh

#ZN ¢’ +2n

Cwiczenie 3: Na
rys. 22—24 dane sg rzuty
aksonometryczne punk-
tow wlasciwych A (4,
A7), B(B,, BY), C(C,,
C")iD(D’,, D"!). Nalezy
skonstruowaé aksonome-
trje A»,Bn,C" i D", oraz
aksonometrje A”, B”, C"!
i D rzutéw plonowych
A",B”, C"iD" uwazanych Rys. 23.
punktéw wlasciwych.

Cwiczenie 4: Niechaj dane bedg aksonometrje rzutéw pionowych i rzutéw bocz-
nych czterech punktéw wlasciwych A (47 A”’), B(B,B}), C(C,,C) i D(D’, D). Wy-
znaczyé rzuty aksonometryczne: A7 i A’ X g D owych punktéw. e

3*
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16. Konstrukcje niezaleine od tréjkata Sladéw aksono-
metryeznych. Z latwo$cig zauwazymy, Ze konstrukcje, jakiemi poshu-
giwaliSmy si¢ na rys. 22, 23 i 24, nie sg wcale zalezne od polozenia
i wielkosci trojkata Sladow aksonometrycznych. Chege dokladniej zba-
daé¢ te kwestje, obierzmy trojkat sladow aksonometrycznych (s, s;s;) na
rys. 25, a nastepnie wyznaczmy osie aksonometryczne x”,y",z", Srodek
aksonometryczny O”, oraz odleglos¢ O O" = O* O" poczatku O ukladu
Olx,y,z] od plaszczyzny rysunku m,. Na prostej w | =, i przechodzgcej
przez punkt O" odl6zmy odcinek O" O = O" O* tak, aby poczatek O
lezal np. ponizej rzutni aksonometrycznej m, Otrzymamy woéwczas
(ust. 12) trzy wzajemnie prostopadte rzutnie: poziomg =, — Os,, pio-
nowg @, — Os, i boczng m; = Os;, oraz ftrzy wzajemnie prostopadie
osie x=08,, y=0S8, i z= 08, ukladu odniesienia O [x;y, 2] lub [O],
ktory jest podporzadkowany trojkatowi (s;’ss s;).

Uklad [O] przesunmy w kierunku prostopadiym do plaszczyzny
rysunku @, o dlugo$é d°—=00°= 0“0?, to otrzymamy nowy uklad
[O°], ktorego rzutnie i osie bedg rownoleglte do odpowiednich elemen-
tow ukladu [O], a mianowicie: =7 ||, 5 || 7y, 75 || 7wy x° || %, y° || y,
2’ || z. DokonaliSmy przesunigcia ukladu [O] w kierunku prostopadiym
do rzutni aksonometrycznej =,, przeto punkt O przesunie si¢ o odcinek d”
po prostej w | m, i zajmie nowe polozenie O°. Podobnie 0§ x =0S.
przesunie si¢ w plaszczyznie §— wx" prostopadiej do rzutni 7, i zajmie
nowe polozenie x° || x. Na plaszczyznie § lezg proste x” i x° przecinajgce
si¢ w pewnym punkcie S. Poniewaz jednak o§ x" — §m, lezy na rzutni «,,
: przeto punkt S% = x"x° jest Sladem
aksonometrycznym osi x°= 0°S:.
Podobnie osiey = 0S, i z=0S. po
2 dokonanem przesunieciu zajmg no-
we' polozenia y° = 0°S; i 2°= 0° S,
przyczem ich Slady aksonometryczne
S; i S? leze¢ beda na osi aksono-
_.0¢ metrycznej y", wzgl. z". Rzutnia po-

zioma m, = Os, ukladu [O] prze-

W st 8¢ ng @, w Sladzie s, = S, S,. Poniewaz
Sy P Jh=40 x»~ plaszezyzny m, i n? sg do siebie
Rys. 25. réwnolegte, przeto (ust. 5) rzutnia =,

przetnie owe plaszczyzny w dwoch

prostych réwnolegtych: s, =3S.,S, i s{=3S8:S;. Z tych samych powo-
doéw rzutnie: pionowa 7% i boczna #; nowego ukladu [O°] wyznacza
na rzutni m, krawedzie s} — 73 @, i s; = a7, ktére sg odpowiednio row-
nolegte do Sladéow s, =S, S., wzgl. s;,= S, S.. Dla ukladu O° [x°, y°, 2°]

cina si¢ z.rzutnig aksonometrycz-

EE—
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otrzymaliSmy nowy trojkat $ladéw aksonometrycznych (s s% s3), przy-
czem wierzcholki tego trojkata leza na osiach x”, y*, wzgl. z2". ~

Niechaj dane beda (rys. 25) trzy dowolne punkty wiasciwe A (A", A,),
B(B™,B;)i C("C,), ktére sa ,sztywnie“ zlgczone z ukladem odnie-
sienia [O]. Jezeli uktad [O] przesuniemy w nowe polozenie [O°], to
punkt O przesunie si¢ o odcinek O0° = 0“0 =d" po prostej w | =,
a roéwnoczesnie punkt A przesunie si¢ o odcinek AA°=d°’= 0*0% po
prostej a | m,. Podobnie i punkty B, C przesung si¢ o takg samg diu-
gos$¢ po prostych b, wzgl. ¢, poprowadzonych z punktow B, wzgl. C
prostopadle do rzutni aksonometrycznej (plaszczyzny rysunku) «,. Po-
niewaz jednak punkty A i A° lezg na prostej a | =, przeto aksonome-
trje A" i A; tych punktéw nakryja sie w punkcie a,, przebicia si¢ pro-
mienia rzucajgcego a z rzutnig m, Punkty B i B° leza na promieniu
b | m, apunkty C i C° na promieniu ¢ | @, wiec ich aksonometrje B"
i B? zjednoczyly sie¢ z punktem bm, a aksonometrje C" i C zeszly sie
z punktem cm,. Powyzsze zaleznoSci stosujg sie nietylko do danych
trzech punktéow wiasciwych A, B, C, ale r6wniez i do ich rzutéw: po-
ziomych A, B', C', pionowych A", B", C", oraz bocznych A”,B" i C".
Rzut np. poziomy A’ punktu A przesunie si¢ po prostej e | @, o odci-
nek A’ A, = d°’, — ale aksonometrje A, i A," punktow A" i 4, zjednocza
si¢ z punktem e m,.

Na rys. 25 podane sg rzuty aksonometryczne punktéw: A, 4, B,
B", C1i C", ktore sg ,sztywnie“ zlgczone z ukladem odniesienia [O].
Po dokonanem przesunigciu uktadu [O] w nowe polozenie [O°], powyzej
wymienione punkty przejda wprawdzie w nowe polozenie: A°, A, B,
B, C°i C,, ale’ ich rzuty aksonome-
tryczne nakryja si¢ (zjednoczg sie) z po-
przedniemi aksonometrjami A", A, B",
B, C* i C,. Wnosimy stad, ze: trojkat
sladow aksonometrycznych nie
wptywa zupelnie na wzajemne
ugrupowanie sie punktow A, B, C,
ich rzutow poziomych, pionowych, wzgl.
bocznych. Skoro przyjmiemy na rys. 26
osie aksonometryczne x”, y”, 2", oraz trzy
dowolne punkty wiasciwe A (A", A,), B(B",
B;) i C(C", C;), to wyznaczy¢ mozemy
W sposOb poprzednio poznany aksonome-
trje: A,, 47, B,, B,, C, i C,/ owych punktéw, nie uzywajac wcale
zadnego - trojkata Sladow aksonometrycznych. Mozemy tedy powie-
dzie¢, ze:

nm
APl B g
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Wzajemne ugrupowanie punktéw witasciwych w przestrzeni jest wy-
znaczone wowczas, skoro na plaszczyinie rysunkowej dane sg osie akso-
nometryczne x", y", 2" i dla kaZdego z owych punktow dane sg dwa
dowolne jego rzuty aksonometryczne.

+ 17. Szezegdlne polozenia punktéw wlasciwyeh. Na rzutni
poziomej &, obierzmy dowolny punkt wlasciwy 4. Wiadomo nam, ze
; rzut poziomy A’ punktu A nakryje (zjed-

lz” noczy) si¢ z elementem A, rzut piono-
Fn~Fi=f' wy A" leze¢ musi na osi x, a rzut bocz-
ool o4 ny A.”’ na osi y. Z ro?wazaﬁ ustepu 1.1
¢ B wynika (Por. rys. ?7 i 28) bezposrednio
r zaleznoSci nastepujgce:
il Jezeli punkt A lezy na rzutni po-
L En|on ° ziomej, to jego aksonometrja A" zjedno-
Chj i

czona jest z aksonometrjg A, rzutu po-
ziomego punktu A, a dwa dalsze rzuty
aksonometryczne A, i A, letg odpo-
wiednio na osi aksonometrycznej x",
Rys. 27. wzglednie y".

AL
” . --....u
y/z(mfn’:ﬁé”'ogj'nzﬂ;, D7D

Jezeli aksonometrja A" pewnego | Jezeli aksonometrja A, rzutu pio-
punktu A zjednoczy si¢ z aksono- | nowego A" (wzgl. A, rzutu bocz-
metrjg A, jego rzutu poziomego,  nego A") pewnego punktu lezy na
to punkt A lezy wowczas na rzutni | osi x” (wzgl. y”), to punkt A lezy
poziome;j. woOwczas na rzutni poziome;j.

Podobne zalezno$ci wystgpig (por. rys. 27 i 28) dla punktow B i C,

z ktoérych pierwszy przynalezy do rzutni pionowej m,, a drugi do rzutni

bocznej 7;. Na osi z ukladu O [x, y, 2] niechaj

yn dany bedzie dowolny punkt F. Z owym punktem

schodzg sie rzuty pionowy F” i boczny F',a rzut

poziomy F' zjednoczy si¢ ze Srodkiem O ukla-
du [O]. Z ust. 11 wynika bezposrednio:

Jezeli punkt F lezy na osi z, to rzuty akso-
nometryczne F", F, i F, owego punktu zjedno-
czone sg z dowolnym punktem osi aksonome-
trycznej 2", a aksonometrja F, rzutu poziomego F’
nakrywa sig ze Srodkiem aksonometrycznym O".

Na dwoch ostatnich rysunkach skonstruo-
wano rzuty aksonometryczne punktu D, lezgcego na osi x, oraz punktu £,
ktory przynalezy do osi y.

ST}
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Rozdzial 1II.

Prosta 1 plaszczyzna.

18. Aksonometrje prostej wlasciwej. Niechaj dane bedg na
rys. 29 rzuty aksonometryczne A", A, i B”,B, dwé6ch dowolnych punk-
tow wiasciwych A i B. Dla tych punktow wyznaczmy nastepnie akso-
nometrje A, B, ich rzutow pionowych A" i B", oraz aksonometrje A, B,
ich rzutéw bocznych A" i B"'. Z rozwazan ust. 9 i 10 wiadomo nam,
ze dla prostej /= A B, okreSlonej punktami A i B, jej rzut prostokatny /'
na rzutni¢ poziomg =, — Os, otrzymamy, skoro, polgczymy prosta /' rzuty
poziome 4’ i B’ owych punktow. Prosta !'= A'B’ jest rzutem pozio-
mym prostej /= AB. Podobnie punkty
A" i B", lezgce na rzutni pionowej
wy—=0s,, wyznaczajg rzut pionowy
!"—=A"B" prostej /, a punkty A" i B"
rzutni bocznej w; = O's, okreslajg rzut
boczny /" = A" B" uwazanej prostej.

Dla prostej wiasciwej /— A B skon-
struowa¢ mozemy jej ,aksonometrje
prostokatng“, t. zn. rzut prostokgtny
prostej / na rzutnie aksonometryczng
(plaszezyzne rysunku) «,. Z rozwazan
ust. 11 wiadomo nam, ze prosta /"—A" B",
laczgca aksonometrje A" i B” danych
punktow A i B, jest aksonometrjg
prostokgtng uwazanej prostej /— AB. Dla prostych: !'=A'B/,
l"=A"B" i I'"= A" B'" otrzymamy ich rzuty aksonometryczne, skoro
wykresiimy proste: [, =A,B,, l,=A.B, i l,'=A,B,’. Prosta [,
nazywamy aksonometrja prostokatng rzutu poziomego /' pro-
stej I Prosta I, (wzgl. 1,') jest ,aksonometrjg rzutu pionowego 7"
(wzgl. rzutu bocznego ") prostej /“.

Na rys. 30 obierzmy rzuty aksonometryczne A" i A, oraz B" i B,
dwoch dowolnych punktow wiasciwych A i B. Owe punkty wyznaczaja
jedng Scisle okresSlong prostg wlasciwg / — A B, dla ktorej prosta /" — A" B"
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jest jej aksonometrjg prostokatng, a prosta [, — A, B, jest aksonometrjg
jej rzutu poziomego /'. Celem odtworzenia (zrekonstruowania, odbudo-
wania) polozenia prostej /= AB w przestrzeni, wystarczy — w spos6b omo-
wiony w ust. 14 — odbudowac potozenie punktow A (A", A,) i B (B, B,)
w odniesieniu do rzutni aksonometrycznej m,. Prosta /, laczgca otrzy-
mane punkty A i B w przestrzeni, rozwigzuje zadanie.

Polozenie prostej / (I, I,), dla ktérej podane sa aksonometrja /"
- i aksonometrja /, rzutu poziomego [’ prostej /, odbudowa¢ mozemy
w przestrzeni w inny sposo6b. Jezeli prostg /" (rys. 30) uwazaé bedziemy
za aksonometrje prostokgtng pewnej prostej wiasciwej /, to owa prosta
leze¢ musi na plaszczyzZnie o, przechodzacej przez element /* i prosto-
padlej do plaszezyzny rysunkowej m,. Jezeli
prostg /, uwaza¢ bedziemy za aksonometrje
rzutu poziomego /' owej prostej /, to rzut po-
ziomy /' leze¢ musi na rzutni poziomej 7, = O's,
i na plaszczyZnie B, ktora przechodzi przez
dany element /, i jest prostopadta do rzutni
aksonometrycznej w,. Aby otrzymaé¢ wreszcie
“prostg / w przestrzeni, poprowadZmy przez pro-
stg /' =B, plaszczyzne ¢ | m; i wyznaczmy
krawedz /= ¢ a, przecigcia si¢ plaszczyzny po-
ziomo rzucajacej ¢ z plaszczyzng a | &, Wno-
simy stad, Ze: dwa (nie nakrywajgce si¢ na
jednej prostej!) rzuty aksonometryczne /" i [, prostej wilaSciwej [ wy-
starczajg w ogélnym przypadku do ustalenia polozenia owej prostej /
w przestrzeni. :

W zupelnie analogiczny sposob wykaza¢ mozemy, Ze polozenie pro-
stej wlasciwej / dokladnie jest okreSlone w przestrzeni wowczas, skoro
(por. rys. 29) dane sg: aksonometrja /" tej prostej, oraz aksonometrja /,
rzutu pionowego /" lub tez aksonometrja [, rzutu bocznego ! owej
prostej L

Wiadomo nam jednak (ust. 15), ze polozenie punktéw A i B w prze-
strzeni ustali¢ mozemy zapomocg rzutow aksonometrycznych: a) A,, A%,
B, iB,; b A,,A), B,iB,; ¢ A,A,, B, iB,. Polozenie prostej
= AB wyznaczone zatem bedzie wOwczas, skoro dane bedg rzuty akso-
nometryczne: a) I, =A,B, i l,=A4,B,; b) I, il; lub¢) l,il;. Aby
odbudowaé polozenie prostej /— AB w przestrzeni, wystarczy odtwo-
rzy¢ polozenie pomocniczych punktéw wiasciwych A i B.

Potozenie prostej / ({,,, I,) wyznaczy¢ mozemy tez w inny sposob,
nie uzywajgc do pomocy punktéw A'i B. W tym celu przez dany ele-
ment /, poprowadzmy (rys. 29) pltaszczyzne j | =, a przez prosty [,
ptaszczyzne y | m, Jezeli prosta /, uwaza¢ bedziemy za aksonometrje




19. Zaleznosci, zachodzace pomiedzy aksonometrjami prostej wlasciwej. 41

prostokgtng rzutu poziomego /' prostej /, to wowczas plaszezyzna j
przetnie si¢ z rzutnig poziomg s, = Os, w rzucie poziomym /' = 3 x,.
Jezeli prosta /, uwaza¢ bedziemy za aksonometrje¢ rzutu pionowego 1"
pewnej prostej /, to krawedZ [ = ym,, plaszezyzny y rzutnig pionowsg
7y, = Os,, jest rzutem pionowym owej prostej. PoprowadZmy nastepnie
przez rzut poziomy /' = =, plaszczyzne ¢ | m,, a przez rzut pionowy
l" =y m, plaszczyzng 0 | m,, to krawedZ /= ¢ 0 rozwigzuje zadanie, gdyz
jest szukang prostg /.

W podobny sposéb odbudowaé mozemy prosta / w przestrzeni,
skoro dane sg rzuty aksonometryczne /, i [, lub [, i [, tej prostej
Z rozwazan naszych wynika nastepujgce

Twierdzenie: Potoienie prostej wiasciwej wyznaczone jest w ogol-
nosei wowczas, skoro dane -sg dowolne dwa prostokgtne rzuty aksonome-
tryczne tej prostej.

Uwaga: W ust. 20 om6wimy te szczegélne przypadki, w ktérych potozenie pro-
stej nie jest ustalone zapomocg dwéch jej rzutow aksonometrycznych.

Pomigdzy aksonometrjami punktu A i prostej / ustali¢ mozemy
(por. ust. 11) nastepujace zwigzki:

Jezeli prosta [/ przechodm przez Jezeli punkt A lezy na danej prd-

dany punkt A, to rzuty aksonome-
tryczne I, I, 1 i I, tej prostej prze-
chodzg przez ,odpowiednie“ rzuty
aksonometryczne A", A, A, i A,
danego punktu A.

stej /, to rzuty aksonometryczne
A" A, A, i A, tego punktu lezg na
»odpowiednich® rzutach aksonome-

trycznych I, 1, I i [’ danej pro-
stej L

Z tatwoscig dadza sie tez stwierdzi¢ nastgpujace zaleznosci:

Jezeli dwa rzuty aksonometrycz-
ne (np. I" i I,) pewnej prostej / prze-
chodzg przez ,odpowiednie“ rzuty
aksonometryczne danego punktu A
(i* przez A", I, przez A,), to wow-
czas prosta [ przechodzi przez Ow
punkt A.

Jezeli dwa rzuty élksonometrycz-
ne (np. A" i A,) pewnego punktu A
lezg na ,odpowiednich“ rzutach
aksonometrycznych danej prostej
[(A" na I*, A, na [), to wOw-
czas punkt A lezy na owej pro-
stej L

19. ZaleZnoSci, zachodzace pomiedzy aksonometrjami pro-
stej wlasciwej. Zastanowmy si¢ teraz, czy kazde dwie dowolne proste
ptaszezyzny rysunkowej &, uwaza¢ mozna za rzuty aksonometryczne

np. " i [, pewnej prostej L

Na rys. 30 przyjeliSmy prosta /= AB, przechodzgcg przez dwa

dowolne punkty wiasciwe A (A",

A) i B(B", B,). Rowniez i teraz obie-

rzemy takg prosta /= AB, ale poczynimy pewne Zzastrzezenia co do
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punktow A i B. Na prostej odnoszacej p" [| 2" niechaj dane bedg dwa
dowolne punkty wiasciwe A" i A, ktore (rys. 31) uwaza¢ bedziemy za

e
Tan

Rys. 31.

rzuty aksonometryczne punktu A (4", A)).
Skoro na prostej p" = A"A, obierzemy do-
wolny punkt B i uwaza¢ go bedziemy za
aksonometrje pewnego punktu B, to akso-
nometrja B, rzutu poziomego B’ owego
punktu leze¢ musi (ust. 13) na odnoszacej p".
Wyznaczmy nastepnie dalsze rzuty aksono-
metryczne punktow A (A", A)) i B (B", B,).
Z przeprowadzonej Kkonstrukeji wynika, ze
dla prostej /=— A B jej aksonomeirja /"— A"B"
zjednoczyla si¢ z rzutem [,— 4B, na tej
samej odnoszacej p"; natomiast rzut [, — A, B,
nie moze by¢ rownolegly do osi y*, ani do 2”,
a rzut aksonometryczny [,= A, B, nie
moze by¢ rownolegly o osi x" wzglednie z".

Narys. 32 przyjeto prosta [ (I, ), ktorej rzu-

tami aksonometrycznemi sg proste //[z" i [||x".
Przy  pomocy punktow C (C», C.) i D (D", D),
ktore lezg na prostej /, skonstruowano aksono-
metrje C, i D,, a nastgpnie C," i D,". Z kon-

strukeji tej wynika,

ze rzut [,=C,D, pro-
stej ! zjednoczy! si¢ z aksonometrjg /7, a rzut
I =C,'D,” jest robwnolegly do osi y" i prze-
chodzi przez punkt z"/,.

Co do polozenia punktow A (A", A,)i B (B", B,,), Rys. 32.
przyjetych na rys. 31, zajSé moga jeszcze dwa
wazne dla nas przypadki: a) rzuty A4, i B, zjednoczyly sie (rys. 33)
w dowolnym punkcie prostej /" [[z"; b) aksonometrje A" i B zjed-

BYT

)~
An §.

m

In

n

noczylty sie (rys. 34)
w jednym punkcie, kt6-
ry lezy na prostej Z, || 2.
Po wyznaczeniu rzutow
A, A, B, i B, owych
punktow A i B, zauwa-
zymy nastepujace za-
leznosSci :

a) L[| L] 1]] 2";

b Ly, L]«
A zatem:
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~Jezeli aksonometrja [ pew-
nej prostej / jest rownolegtg do
osi aksonometrycznej 27, to
wowczas vs}ystqpié mogg ‘trzy na-
stepujace przypadki:

1. Aksonometrja /, rzutu pozio-
mego tej prostej nakrywa sie z pro-
stg /", a dwa pozostate rzuty aksono-
metryczne /, i I, nie moga byé row-
nolegie do osi aksonometrycznej 2"

2. Aksonometrja /, nakrywa sie
z prostg /7, a dwa dalsze rzuty
aksonometryczne prostej / przeci-
naja si¢ na osi 2" i sg promienia-
mi L || x, L[]y

3. Aksonometrja /, jest punktem,
ktory lezy na prostej /7, a rzuty
aksonometryczne [, i I’ sg row-
nolegle do osi aksonometrycz-
nej 2".

Jezeli aksonometrja/,, rzutu
poziomego /' pewnej prostej [, jest
rownoleglag do osi aksonome-
trycznej 2, to wowczas wystgpic
mogq trzy nastepujgce przypadki:

1. Aksonometrja /" tej prostej na-
krywa sie z prostg /,, a dwa po-
zostale rzuty aksonometryczne [,
i 7’ nie mogg by¢ rownolegle do
osi aksonometrycznej z".

2. Aksonometrja /* nakrywa sie
z prosta [,, a dwa dalsze rzuty
aksonometryczne prostej / przeci-
najg sie na osi 2" i sg promieniami
L e, L[y

3. Aksonometrja /" tej prostej
jest punktem, ktory lezy na pro-
stej 7,, a dwa pozostate rzuty akso-
nometryczne sg prostemi [, [| y",
L || xm

Uwaga: Podobne rozwazania moglibySmy przeprowadzi¢, gdyby spelnione byly
warunki: I7//xn; 7 [/ ym; UV [/ gn, UV [/ xm (por. rys. 34, 36, 37, 39 i 40).

Obierzmy w przestrzeni takie dwa punkty A (A", 4,) i B (B", B,,), aby
dla prostej /— AB jej rzut aksonometryczny /,— A, B, byl (rys. 35—37)
rownolegly do osi y". Aksonometrja /"— A" B" tej prostej / nie moze by¢

2l
=1 Bn

Ir

n
1An

wowcezas rownoleglta do osi 2. Natomiast zachodza relacje: (|7,

i Lz ]| L] L || yg", a rzut I, jest punktem;

i I nakrytly

si¢ na prostej rownoleglej do osi x", a rzut 7, [/ 2. Na rys. 38 —40 po-
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dane sg obrazy aksonometryczne takich trzech prostych [=AB, dla
ktorych rzuty aksonometryczne /,— A, B, sa rownolegle do osi x".

Z przeprowadzonych konétrukcji wynikajg nastepujace zaleznos$ci:

Jezeli aksonometrja /, rzutu |

poziomego /' pewnej prostej /
jest rownoleglg do osi akso-
nometrycznej y*, to wowczas
wystapi¢ mogg trzy przypadki:

1. rzuty /" [| I, sg prostemi, ktore
nie mogg by¢ rownolegle do osi 2",
a rzut [, przecina si¢ z elemen-
tem 7, na osi x” i jest prostg /, || 2"

2. rzut I, jest punktem, a rzuty
I" il sg réwnolegle do /..

3. rzuty ["i [, nakrywajg sie na
prostej rownoleglej do osi x7,
a rzut [, przecina sie¢ z elemen-
tem /, na osi x" i jest prostg . || z".

Jezeli aksonometrja /, rzutu
poziomego /' pewnej prostej /
jest rownolegtg do osi akso-
nometrycznej x", to wowczas
wystgpi¢ mogg trzy przypadki:

1. rzuty 7 [| I, sq prostemi, ktore
nie mogg by¢ rownolegte do osi 2",
a rzut /)" przecina si¢ z elemen-
tem /, na osi y” i jest prostg 7" [| 2"

2. rzut 7, jest punktem, a rzuty
I" il sa rownolegte do /,.

3. rzuty /7 i I, nakrywajg si¢ na
prostej rownolegltej do osi y~,
a rzut [ przecina sie z elemen-
tem /, na osi y"1ijest prostg 7, || 2"

Uwaga: Zupelnie analogiczne rozwazania moglibySmy przeprowadzi¢ dla pro-
stej wlasciwej /= AB, skoro aksonometrja /" wzgl. I'” tej prostej spelnialaby wa-

runki: 1 /f-xn, 17 /| 2, U7 [/ yn lub I /] 2,

Korzystajac z rozwazan niniejszego ustepu, sformutowa¢ mozemy

nastepujgce

Twierdzenie: Skoro na rzutni aksonometrycznej dane sg dwie pro-
ste, z ktorych jedna jest rownolegta do osi aksonometrycznej x*, y" lub 2",
to owe proste nie zawsze mogg by¢ uwazane za dwa prostokgine rzuty
aksonomelryczne jednej i tej samej prostej wtasciwej. '
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20. Szczegélne polozenia prostej wlasciwej. Niechaj dang
bedzie prosta / (I" = 1,), ktorej rzuty aksonometryczne /" i/, zjednoczyly
si¢ (rys. 31) z prostg odnoszaca p" || 2". Celem odbudowania polozenia
tej prostej / w przestrzeni, poprowadZmy przez promien ["=1[, pla-
szezyzne ¢ prostopadla do plaszezyzny rysunku m,. Na plaszezyZnie ¢
leze¢ muszg oczywiscie prosta / i jej rzut poziomy !'= sm,, wigc ele-
ment ¢ | m, jest rowniez prostopadly i do rzutni poziomej m,. Uwazana
prosta / (I"=1,) lezy zatem na plaszczyZnie aksonometrycznie-ipo-
ziomo-rzucajacej. :

Z latwoscig zauwazymy, ze: dwa rzuty /# i [, nakrywajace si¢
(rys. 31) na prostej odnoszacej p" |/ 2", nie wyznaczajg wcale polo-
zenia .prostej / w przestrzeni; kazda bowiem prosta /, lezagca na owej
plaszczyznie ¢ (prostopadiej do rzutni =, i do rzutni & f posiada te¢ wia-
sno$¢, ze jej aksonmometrja /" zjednoczy si¢ z rzutem /, na odnoszgcej
p" || z". Chege ustali¢ potozenie tej prostej / (I"=1,) w przestrzeni, na-
lezy: 1) przyja¢ dwa jej punkty A (A", 4,) i B (B, B,), albo tez 2) przy-
ja¢ jeszcze jeden rzut aksonometryczny (np. /), wzgl. /') owej prostej.
Dopiero przy pomocy tych elementéw da si¢ uskuteczni¢ (por. ust. 14,
15 i 18) odtworzenie prostej / w przestrzeni.

Niechaj dang bedzie w przestrzeni prosta wilasciwa /, ktora (rys. 33)
przechodzi przez dany punkt A (A" A,) i jest ro6wnoleglg do osi z
ukladu O [x, y, z]. Dla owej prostej / || z, jej rzuty pionowy /" i boczny "
sq (ust. 10) prostemi réwnolegiemi do osi z, a rzut poziomy /' jest punk-
tem, gdyz prosta /|| z jest prostopadla do rzutni poziomej #,. Poniewaz
rzuty aksonometryczne prostych rownoleglych sg (ust. 11) prostemi row-
noleglemi, przeto zachodza relacje: I* [| I, || 1" || z°, a rzut , jest punktem.

Twierdzenie: Jezeli prosta jest rownolegta do osi z (czyli prosto-
padla do rzutni poziomej), fo aksonometrja rzutu poziomego tej prostej
jest punktem, a trzy dalsze rzuty aksonometryczne owej prostej sg row-
nolegte do osi aksonometrycznej z".

Chege z rys. 33 odtworzy¢ polozenie prostej / w przestrzeni, mo-
zemy (w spos6b omowiony w ust. 14 i 15) przeprowadzi¢ rekonstrukcje
polozenia punktéw A i B. Do tego samego celu postuzy¢ nam mogg row-
niez i plaszezyzny aksonometrycznie-rzucajace, a przechodzgce (por.
ust. 18) odpowiednio przez proste /7, [, i l,’. Najprostsza konstrukcja
jednak bedzie nastepujgca: Przez punkt /, poprowadZmy prosta c¢ pro-
stopadiq do plaszezyzny rysunku «, i wyznaczmy punkt przebicia sig
prostej ¢ z rzutnig poziomg & = Os,. Przez otrzymany w ten sposéb
rzut poziomy !' = ¢, przechodzi prosta / | @, czyli prosta //| z.

Na rys. 36 wyznaczono obrazy aksonometryczne prostej ! réwnoleglej do osi y

czyli prostopadlej do rzutni pionowej m,. Rys. 39 podaje obrazy prostej / réwnolegtej
do osi x czyli prostopadlej do rzutni bocznej .
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Niechaj dang bedzie w przestrzeni plaszczyzna ¢ prostopadia do
osi z, t. zn. plaszezyzna pionowo- i boczno-rzucajgca. Jezeli na tej pla-
szezyZnie ¢ obierzemy dowolng prosta wlasciwg b, to krawedzie b" = em,
i 8" =¢em, sg rzutami pionowym i bocznym
tej prostej. Poniewaz jednak ¢ jest prostopadig
do osi z, wigc plaszezyzna ¢ jest roOwnolegly do
rzutni poziomej m, i przecina si¢ (ust. 5) z rzut-
niami m,, @3, w prostych 5" [[x i " [|y. Na
plaszezyznie ¢ || m, lezy prosta b, wigc owa pro-
sta jest rownoleglg do rzutni poziomej, a za-
razem (ust. 10) jest rownoleglg tez i do swego
rzutu poziomego /'. Z warunkéw: b [/ b’, b" || x
i " [| y wynika bezpoSrednio, ze rzuty aksono-
~ metryczne prostej b/ @ sg prostemi: &[] b,,
b, || x, b, || y". Na rys. 41 przyjeto dowolny punkt A (4", A;), wyzna-
czono jego rzuty A, i A;, a nastepnie wykreslono rzuty aksonometryczne
prostej b. ;

Twierdzenie: Jeseli prosta b jest rownolegla do rzutni poziomej,
to jej aksonometrja b" jest réwnolegla do aksonometrji b, rzutu poziomego
tej prostej, a dwa dalsze rzuty aksonometryczne b, i b, przecinajg si¢ na
osi aksonometrycznej 2" i sg prostemi odpowiednio réwnolegtemi do osi
aksonometrycznej x", wzgl. y".

W spos6b om6éwiony w ust. 18, mozemy przeprowadzi¢ rekonstruk-
cje polozenia prostej b w przestrzeni, skoro dane sg jej rzuty: " i b,;
b*ib,; b"ib); b,ib,; b,ib,. Natomiast potozenie prostej b nie jest
wcale wyznaczone, skoro dane sg rzuty aksonometryczne b, i b, .
W tym bowiem wypadku otrzymamy wprawdzie rzut pionowy 4" i rzut
boczny b, ale poniewaz owe elementy leza na plaszczyZnie ¢ | z,
przeto kazda prosta plaszezyzny ¢ moze by¢ uwazana za prostg b.

Na rys. 38 i 35 podane sg obrazy aksonometryczne prostych, z ktérych pierwsza
jest réwnolegla do rzutni pionowej m,, a druga do rzutni bocznej ;. Rys. 32 przedsta-
wia prostg I//m, i lezgcq réwnoczeSnie na plaszezyznie aksonometrycznie- i poziomo-
rzucajacej. Prosta [// 7, na rys. 37 spelnia ten warunek, ze lezy na plaszczyznie akso-
nometrycznie- i boczno-rzucajgcej, natomiast prosta 7// 7y (rys. 40) lezy réwnocze$nie na
plaszczyZnie aksonometrycznie- i pionowo-rzucajgce;j.

Przez dowolny punkt A (A", A;) poprowadzmy (rys. 42) prostg c
prostopadtg do rzutni aksonometrycznej «,; aksonometrja c" tej pro-
stej jest punktem, ktéry zjednoczyt si¢ z elementem A". Poniewaz prosta
¢ | m, jest zarazem prostopadly do $ladu aksonometrycznego s, = m, .,
rzutni pionowej, przeto rzut pionowy kata prostego: << ecs, = 90° jest
katem prostym (ust. 10), t. zn. rzut pionowy c” tej prostej jest prosto-
padly do $ladu s,. Skoro dla prostych ¢” | s, wyznaczymy rzut prosto-
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katny na rzutni¢ wm,, to otrzymamy dwie proste prostopadte: ¢, | s,, gdyz
slad s, lezy na rzutni w,. Wedle zalozenia jednak prosta ¢ przechodzi
przez dany punkt A, wiec jej rzut aksonometryczny
¢ | s, przejS¢ musi przez punkt A,. Wnosimy
stad; ze prosta c, tgczy punkty A" i A, a temsa--
mem c, — A" A, jest rownolegla do osi aksono-
metrycznej y". W podobny sposoéb wykazaé mo-
zemy, ze rzuty aksonometryczne c, i ¢, prostej
¢ | m, spelniajg warunki: c, | s, ¢, | s; czyli
el 2 cp || x". A zatem mamy

Twierdzenie: Jezeli prosta c jest prostopadia
do rzutni aksonometrycznej, to aksonomeltrja c"
tej prostej jest punktem, a rzuty aksonome- Rys. 42,
tryczne c,, c, i c, s prostemi, poprowadzonemi
z punktu c¢" prostopadle odpowiednio do bokow s,, s;, wzgl. sy trojkgta
Sladow aksonometrycznych (lub rownolegle do odpow. osi aksonome-
tryeznych 2%, y", wzglednie x").

Na rys. 34 wykreSlono rzuty aksonometryczne prostej /— A B, pro-
stopadlej do rzutni =, i przechodzacej przez dwa dane punkty A (4" A,)
i B (B, B,). Dla prostej [ | m, przyjeto oczywiScie takie punkty A i B,
ktorych aksonometrje A" i B" zjednoczyly si¢ w jednym punkcie. Po
wyznaczeniu rzutow A, B, i A, B, owych punktéw, otrzymaliSmy
bezposrednio zaleznoSci, jakie wystepujg pomiedzy rzutami 7., 7, [;" uwa-
zanej prostej /, a osiami x*, y" i 2"

Pozostajag nam jeszcze do omOwienia pewne szczegblne polozenia
prostych, a mianowicie prostych, ktére lezg na jednej z rzutni ukladu
O[x,y,2] lub na rzutni aksonometrycznej w=,.
W przypadku, gdy prosta a lezy na rzutni pozio-
mej m,, to jak wiadomo — jej rzut poziomy a' na-
krywa si¢ z elementem a, rzut pionowy a” schodzi
sie z osig x, a rzut boczny a" z osig z uktadu [O].
Z zaleznosci: a8’ = a, a" = x i a"' =y, wynikajg bez-
posrednio relacje nastepujgce: a"—a,, a, —x",
a, = y". A zatem otrzymujemy

Twierdzenie: Jezeli prosta a lety na rzutni Rys. 43.
poziomej, fo jej aksonomelrja a" nakrywa sig
z aksonomelrjg a, rzutu poziomego owej prostej, a dwa dalsze rzuty
a, i a, schodzg sie odpowiednio z osiami aksonometrycznemi x" i y".

Z latwos$cia wykaza¢ mozemy prawdziwos¢ (por. rys. 43 i rys. 31)
nastepujacych twierdzen :

Jezeli aksonometrja a" pewnej | Jezeli aksonometrja a, (wzgl. a;)
prostej a nie jest rownoleglg do osi | pewnej prostej a zjednoczy sig z osig
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aksonometrycznej 2" i zjednoczyla | aksonometryczng x* (wzgl. y~), to
sie z rzutem a,, to owa prosta lezy | owa prosta lezy wowczas na rzutni
wowczas na rzutni poziome;j. poziomej.

Na rys. 43 podane sg obrazy aksonometryczne prostych & ic, z ktérych pierwsza
lezy na rzutni pionowej m, a druga na rzutni bocznej ;.

Na rys. 44 obierzmy taka prostg /, ktora lezy na rzutni aksono-
metrycznej m,. Prosta / przecina si¢ z bokami trojkata Sladow aksono-
metrycznych (s, s, s;) w trzech punktach H,=ls,, V,=Is, i K,=s;.
Poniewaz punkt H, lezy na S§ladzie
aksonometrycznym s, — @, w; rzutni po-
ziomej m,, przeto jest punktem prze-
bicia si¢ prostej / z rzutnig =, czyli
innemi stowy: punkt H, =Im, jest §la-
dem poziomym prostej .. Podobnie
element V, =/s, = [m, jest Sladem pio-
nowym prostej /, a punkt K, = Is; = Il7,
jest Sladem bocznym tej prostej. Aby
silniej podkresli¢ te tak wazng dla nas
zaleznoS¢, wypowiemy ja w formie na-
stepujgcego

Twierdzenia: Jezeli prosta | ley
na rzutni aksonometrycznej, to punkty
Hi=l1ls, V,=ls i K;=1s;, w kidrych
owa prosta przecina sig z bokami s,, s, i s; trdjkgta Sladow aksonometrycz-
nych, sa odpowiednio sladami : poziomym, pionowym i bocznym owej prostej.

Wedle zalozenia prosta / lezy na plaszczyznie rysunku =, przeto
aksonometrja /" tej prostej nakrywa si¢ z tg prostg /. Celem skonstruo-
wania dalszych rzutow aksonometrycznych
L, I i I uwazanej prostej /—1I", nalezy wy-
znaczy¢ (por. ust. 15) dla punktéw np. H, i V,
ich rzuty: H,,H, i V,, V,'. Proste I,= H, V,,
I;=V,H; il =H,V, rozwigzujg zadanie.
Uwaga : O ile konstrukecja jest dokladnie prze-
prowadzona, to przez §lad boczny K, prostej /
przej$¢ musi koniecznie aksonometrja /,” rzutu
bocznego /"’ owej prostej. Z tych samych powo-
dow punkt K, t. zn. aksonometrja rzutu po-
ziomego punktu K, leze¢ musi na elemencie
l,=H,V,, a punkt K, na prostej /,, =V, H,.

Na rys. 44 uwzgledniliSmy czesci ,widoczne“ i ,niewidoczne“ prostej / i jej obra-
z6w aksonometrycznych przy zalozeniu, ze: rzutnie m, m,, w3 i 7, S3 nieprzeiroczyste,
a poczatek O ukladu O [x, y, z] znajduje sie ponizej (pod) plaszezyzng rysunku .. Skoro

I//([ Rys. 45.
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zalozymy, Ze rzutnia aksonometryczna m, jest ,przezroczysta“, a rzutnie my, my i 73 sa
nieprzezroczyste i przechodzg przez poczatek O, ktéry lezy réwniez ponizej plaszezyzny 7v,,

to wéwezas czeSci widoczne i niewidoczne prostej /, oraz jej rzutéw aksonometryeznych,
podane sg na r.s. 45.

Na rys. 46 przy-
jeto prosta / réwnole-
gla do S$ladu s; i le-
zgcq na rzutni aksono-
metrycznej mw,. Owa
prosta jest r6wnoleglg
réwniez i do rzutni
bocznej m,;. Na rys. 47
prosta [ lezy na rzutni
a1 jest rownolegla do
- §ladu sy, a temsamem
i do rzutni poziomej ;.

Rys. 47.

21. Zadania i ¢wiczenia. Korzystajac z dotychczasowych roz-
wazan, rozwigza¢ mozemy nastepujgce

Zadanie 1: Dana jest (rys. 29) dowolna prosta [ (7, I,), ktérej po-
tozenie w przestrzeni ustalone jest rzutami aksonometrycznemi /i ..
Wyznaczy¢ nalezy aksonometrje 7, i/, rzutu pionowego 7" i rzutu bocz-
nego [ tej proste;j.

Rozwigzanie: Na danej prostej / (/, /,) obierzmy (ust. 11) dwa
dowolne punkty A (A%, A,), B (B", B,) i skonstruujmy aksonometrje A,
A, B, i B;" owych punktow. Proste I,'’= A, B, i I,’= A, B, rozwia-
zuja zadanie. )

Zauwazy¢ nalezy (por. ust. 16),"Zze na przeprowadzenie powyzszej
konstrukeji nie wpitywa wcale trojkat $ladow aksonometrycznych
(s; S, 83). Ow trojkat potrzebny bylby wowcezas, gdyby np. chodzito
o ustalenie potozenia prostej /—AB w odniesieniu do rzutni aksono-
metrycznej (pt. rysunku) @,.

Cwiczenie 1: Rozwigzaé poprzednie zadanie wowezas, jezeli polozenie prostej /
ustalone jest przez dwa jej rzuty aksonometryczne w nastepujacych przypadkach:
BOEI i 17); L, I L 105 EU ),

Cwiczenie 2: Dane sa dwa dowolne punkty wlasciwe A (An, A7) i B (B, B!). Dla

prostej /= A B wyznaczy¢ rzuty 1! i I'”, a nastepnie odbudowaé (ust. 18) polozenie tej
prostej w przestrzeni.

Cwiczenie 3: Skonstruowaé obrazy aksonometryczne prostej I — A B, przechodzg-
cej przez dwa dane punkty wlasciwe A i B, skoro polozenie tych punktéw okreSlone
jest nastepujgcemi warunkami: a) punkt A (A" = A4) lezy na rzutni poziomej mr;, a punkt
B (B® = B]’) na rzutni pionowej my; ) A (A" = A") lezy na rzutni bocznej s, B (Bn =
=B!);c) A(An=A)), B(B*=B,); d) A (A" =A] = A") lezy na osi x, B(Bn —= Bl)s
e) AlAn=A]=A), B(B»=B,); f) A(A"=A]=A"), B(B"=B)); g) A (A" =49
B (B® = B, = B,).

y

Plamitzer. Aksonometrja prostokatna. 4
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Cwiczenie 4: Dane sa rzuty aksonometryczne I i I pewnej prostej I. Odtwo-
rzyé polozenie tej prostej w przestrzeni, a nastgpnie skonstruowaé aksonometrje I i 7"
owej prostej w nastepujgcych przypadkach:

S R b)) B C L ejelaclapny L f] 20
(LA L e a e)lm Lxn L e [y el L o faxP
it LT 2 h) Ity ] X DR T A
LR HAIRE o REIE L ppasl LIcHBs gttt S X
) e et LT e R T M

e

Cuwiczenie 5: Dla danej prostej [ (1], 1)) skonstruowaé nalezy jej aksonometrjg /™
i aksonometrje /!, rzutu poziomego /' owej prostej, skoro elementy (" i /)" spelniajg na-
stepujace warunki:

a) U/ 1" z» B e e g o ) I/ [/ zn, 17 [] xn
dl, Ly L' 1 zn e L. [y 1) || z" £ T 1A h
9l /gm 1) [ xn O el i B i) Ul e
17 1;’ 1 gn, I’/'u Lyn k) 1:!/ L yn, I'r'ﬂ // xn ]) l;’ 1 yn, 1;:! // P
m)U [|2n, L7 Lxn m) Uy L zn, 17 [] 2m

Zadanie 2: Dane s3 (rys. 48) aksonometrje A, i A, rzutéw pozio-
mego A’ i pionowego A” dowolnego punktu A. Skonstruowaé nalezy
: rzuty aksonometryczne takiej prostej ¢, ktora
przechodzi przez punkt A i przecina o$ x,
a nadto zajmuje w przestrzeni takie poloze-
nie, ze jej aksonometrje c, i ¢, nakrywajg si¢
na promieniu A, A,.

Rozwigzanie: Prosta c,=c, =4, A4,
przecina o$ aksonometryczng x" w punkcie
B"=B,=B,, ktéry jest oczywiScie aksono-
metrjg punktu B, lezacego na osi x. Dla tego
punktu rzut B, zjednoczyt si¢ ze S$rodkiem
aksonometrycznym O". Skoro wyznaczymy
rzuty A" i A} punktu A (4, A,), to prosta
¢ = AB, przechodzaca przez punkty A i B,
rozwiazuje zadanie.

Cwiczenie 6: Ro:wigza¢ poprzednie zadanie, je-
zeli prosta pomocnicza p = A/, A’,'l spelnia warunki na-
stepujace: a) p L z", b) p L y" ¢c)p L x" d) p//xn,
e)pllzm

Cwiczenie 7: Dla danej prostej / (€, 1), ktorej
rzuty 2/, il posiadajg wspélny kierunek, wyznaczyc¢
aksonometrje /" il

Cwiczenie 8: Na danej prostej ¢ (c., ¢]) wyzna-
czyé (por. rys. 49) takie punkty A i B, dla ktérych rzuty
aksonometryczne A’ i B zjednoczyly si¢ z punktem
c. ¢’ przecigcia sig elementéw c/ i c/.

zn
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22. Aksonometrje punktu niewlasciwego. Niechaj dane bedg
dwa dowolne punkty wlasciwe A (A", A,) i B (B", B,), ktére okre$lajg’
jedng i tylko jedng prosta wlasciwg /—AB. Na
rys. 50. skonstruowaliSmy rzuty aksonometrycz-
ne A, i A, punktu A, nastepnie rzuty B, i B,
punktu B, oraz aksonometrje {°, /,, [, i I pro-
stej /= AB. Wiadomo nam, Ze kazda prosta wia-
§ciwa [ posiada (ust. 4 i 5) jeden i tylko jeden
punkt niewlasciwy P~ t.zn. ,kierunek“ przyna-
lezny do prostej L. Wiadomo nam rowniez, ze
dla punkiu P (ust. 11) jego rzuty aksonome-
tryczne musza by¢ punktami niewlasciwemi: Py,
P, P,”, P,”. Poniewaz jednak punkt P* przy-.
nalezy do prostej wilasciwej [/, przeto (ust. 18)
aksonometrje tego punktu leze¢ muszg na ,odpo- Rys. 50.
wiednich“ rzutach aksonometrycznych prostej /.

Checge zatem w metodzie rzutow aksonometrycznych prostokat-
. nych — (jak wogole w kazdej -metodzie rzutéw réwnoleglych) — wy-
znaczy¢ obrazy punktu niewtasciwego P*, nalezy podaé aksonometrje
prostej wlasciwej /, przechodzacej przez 6w punkt P%.

14
Pa

Ah

2 B

23. Aksonometrje Sladéw prostej wlasciwej. Obierzmy na
rzutni poziomej s; (rys. 51) dowolny punkt H, (H} =H,), a na rzutni
pionowej @, punkt V, (Vi =1V,). Dla tych
punktow wyznaczmy nastepnie dalsze
rzuty aksonometryczne: H,, H, i V', V.
Przyjete punkty okreslaja jedng i tylko
jedng prosta /= H,V,, Kktorej aksono-
metrjami sg proste: I"=H" V=", [, [,
il,’=H, V,.Zatwoscig zauwazymy, ze
punkt H,=Im,, lezacy -na prostej / i na
rzutni m,, jest ,Sladem poziomym“ pro-
stej /, a punkt V, =1lm, jest Sladem pio-
nowym tej prostej. Element H} jest akso-
nometrjg $§ladu poziomego H, pro-
stej I, podobnie punkt V; jest aksono-
metrjg Sladu pionowego V, prostej L

Z rysunku 51 czytamy, ze: dla
dowolnej prostej /, o rzutach aksonometrycznych [, [, I, i [,

punkt Hy =1[" [, przecigcia sigakso- | punkt V;' ="}, przecigcia si¢ akso-
nometrji /* z aksonometrja , rzutu | nometrji / z aksonometrja 7, rzutu

4%*



52 : III. Prosta i plaszezyzna.

poziomego /' tej prostej, jest akso- | pionowego /" tej prostej, jest akso-
nometrjg Sladu poziomego H, | nometrjg Sladupionowego V,
uwazanej prostej L uwazanej prostej L

Podobnie punkt Ky =" [, przeciecia sie aksonometrji /" z rzutem

aksonometrycznym /;’, jest aksonometrjg §ladu bocznego K, pro-

stej L. Slad boczny prostej / jest punktem K, = Im,, przebicia sie pro-
stej / z rzutnig boczng m;. Punkt ten, jako element przynalezny do
prostej [, posiada rzuty K i K, ktore leze¢ musza na odpowiednich
rzutach [ i I, prostej /. Poniewaz jednak $lad K, leze¢ musi réwno-
cze$nie i na rzutni bocznej m;, przeto jego rzuty K i K, zjednoczyé

1"r

sie muszg w jednym punkcie. Element K = K, =" [,/ jest zatem akso-
nometrjg Sladu bocznego K, prostej /. Natomiast punkt K, =1, y" jest
aksonometrjg rzutu poziomego K’ $ladu bocznego K, a punkt K, =1, z"
jest aksonometrjag rzutu pionowego K" uwazanego S$ladu bocznego K
prostej L

Dla obrazow aksonometrycznych dwoéch sladow poziomego #, i pio-

1”r

nowego V, prostej / zachodzg nastepujgce relacje: H, =1, x", H,' =1, y",
V,=1,x" iV, =1, z". Na rys. 51 uwzgledniono cze$ci widoczne i nie-
widoczne rzutow prostej I przy zalozeniu, ze punkt O lezy poza pla-
szezyzng rysunku m,, a rzutnie m, m, 1 m; sg nieprzezroczyste.

Cwiczenie 1: Dla danej prostej 7 (I, I/ ) wyznaczy¢ aksonometrje trzech §ladéw :
poziomego, plonowego i bocznego, a nastgpme skonstruowaé¢ dopiero rzuty aksonome-
tryczne I/ i I owe]j prostej [ '

éwtczeme 2: Rozwigzaé poprzednie éwiczenie, skoro prosta / wyznaczona jest
rzutami aksonometrycznemi: a) I i1, b) 1" i1, c) i Y LR I s O AR P R T G

C'wzczeme 3: Skonstru-
owac aksonometrje trzech §la-
déw: poziomego, pionowego
i bocznego dla prostych, kt6-
rych polozenie ustalone jest
warunkami, podanemi w ¢wi-

. czeniach 4—8 ustepu 21.
Cwiczenie 4: Wyznaczy¢
‘aksonometrje trzech §ladéw :
poziomego, pionowego i boez-
Rys. 52. Rys. 53. nego dla prostych (por. rys.
52 1 53) a, biec z ktorych
pierwsza jest réwnolegly do osi z, druga lezy na rzutni poziomej ;, a trzecia jest

réwnoleglg do rzutni .

Cwiczenie 5: Wyznaczyé aksonometrje trzech $ladéw dla prostych, ktérych po-

fozenie ustalone jest na rysunkach 31—40.

- ah HEHn

24. Wzajemne poloZzenia dwéch prostych. Niechaj dane bedg
(rys. 54) dowolny punkt wiasciwy P (P, P,) i prosta a= H,V,, wyzna-
czona $§ladami poziomym H, (H = H,) i pionowym V, (V; =V}). Dla
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owych elementow P i a wykreSlmy dalsze rzuty aksonometryczne, a na-
stepnie przez punkt P poprowadzmy prosta b, rownolegla do prostej a.
Prosta 6", przechodzgca przez punkt
P i rownolegia do elementu a”,
jest aksonometrjg prostej &; dla
prostych a || b ich aksonometrje sg
bowiem (ust. 11) prostemi réwno-
leglemi. Z ust. 10 wiadomo nam
jednak, ze dla prostych rownole-
gtych a i b ich jednoimienne rzuty
sg elementami rOwnolegtemi, a mia-
nowicie: a'|[ ¥, a"|[b", a" || b".
Skoro dla rzutéw poziomych a' [| &' Rys. 54.
skonstruujemy ich aksonometrje,
to otrzymamy réwniez dwie proste rownolegle: a, || ,. Z tych samych
powodow aksonometrje a,, i &, rzutow pionowych a” [[ b”, oraz aksono-
metrje a, i b, rzutow bocznych a” || b"
uwazanych elementow a || b, sg prostemi
rownolegtemi: a, || b, a, || b;. Jezeli
dane sg dwie proste rownolegte a || b, to
ich ,jednoimienne® rzuty np. aj, i b,
sg prostemi réwnolegltemi. Mozemy tedy
wypowiedzie¢ nastepujace

Twierdzenie: Dla prostych rowno-
legltych ich jednoimienne rzuty aksono-
metryczne sq prostemi rownolegtemi.

Obierzmy teraz trzy dowolne punkty
P (PP, V, (Va=V)), K, (K; =K)
I wyznaczmy dla nich na rys. 55 rzuty
aksonometryczne: P,, P, , V,, V., K,, K.
Punkty P i V, okreSlajg prostg a = PV, a elementy P i K, wyznaczajg
prosta b= PK,. Dla tych prostych, ktore przecinajg sie w punk-
cie P, z tatwos$cig wykresli¢ mo-
zemy rzuty aksonometryczne.
=P g = PV
QA== PR e PR
Z rys. b5 czytamy: Jezeli dwie
proste a, b przecinajg sie w punk-
cie P, to wowczas punkty:
Pa=ngthr P ==l TR S hih
i P, =a, b, , przecigcia sie jed-
noimiennych rzutow aksonome-
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trycznych owych prostych, le:g na prostych odnoszacych: P"P, || z",
PR (|, PrEL
O ile powyzsze warunki nie sg spetnione, to uwazane proste a i b
(por. rys. 56 i 57) sg prostemi skoSnemi. .
25. Wyznaczenie plaszczyzny. Aksonometrje Sladéw pla-
szezyzny. Wiadomo nam (ust. 5), Ze polozenie plaszczyzny w prze-
strzeni jest dokladnie okreslone, skoro dane sg: 1) trzy dowolne punkty
(wtasciwe lub niewtasciwe), nie lezgce na
jednej prostej; 2) dowolna prosta i punkt, nie
lezacy na owej prostej; 3) dwie proste przeci-
najace sie w punkcie wlasciwym, wzgl. w punk-
cie niewtasciwym (t. zn. proste rownolegte).
Niechaj dane bedg .(rys. 58) trzy do-
wolne punkty A (A", A,), B(B",B,)i C (C*, C.),
kiére wyznaczajg jedng Scisle okreSlong pla-
szezyzng o = ABC. Oznaczmy przez b= AB
i ¢= AC proste, taczace punkt A z elemen-
tami b, wzgl. ¢, to wOwczas uwazana pila-
szezyzna a = bC = bc okresSlona jest prostg &
i punktem C lub dwiema prostemi przecinajgcemi si¢ b 129
b i c¢. Narys. 59 przyjeto dwie proste rownolegte b || c,
wyznaczajgce jedng i tylko jedng plaszczyzng a = be.
Korzystajae z rozwazan ustgpow 14, 15 i 18, na-
lezy zrekonstruowac potozenie plaszczyzny a = ABC =
=bC=bc wzgledem rzutni aksonometrycznej u,.
W tym celu wystarczy odbudowaé potozenie punktow

Rys. 58.

A, B, C i prostych b, ¢ wzgledem plaszczyzny rysunku @,. “——C2 X7
Zamiast trzech dowolnych punktow A, B i C, mo- _____t»
zemy przyjaé (rys. 60 i 61) punkty X., Y. i Z., lezace )

odpowiednio na osiach x, y i z uktadu [O], celem wy-
znaczenia plaszczyzny a. Majge dane akso-
nometrje X», ¥ i Z» owych trzech punk-
tow, szybcie] — anizeli w przypadku po-
przednim — odtworzy¢ mozemy poloZenie
owych punktow w przestrzeni, a tem samem
latwiej jest uskuteczni¢ rekonstrukcje pla-
szezyzny o =X,Y,Z, w przestrzeni. W tym
celu przez punkt O, ktérego odlegtosé od
plaszezyzny rysunku @, rOwna sie¢ odcin-
kowi O, O,, poprowadzimy osie x=0S§,,
y=0S§,12z=0S§, ukladu [O]. Z punktéow
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X, Yr i Z® wykreslone proste prostopadle do plaszezyzny rysunko-
wej @, — przetng si¢ odpowiednio z osiami x, y i z w szukanych punk-
tach: X, Y,, Z,.. Otrzymane w ten sposob punkty ustalaja doktadnie po-
lozenie uwazanej plaszezyzny o =X, Y, Z,
w odniesieniu do rzutni aksonometrycznej ,.

Plaszczyzna a przecina trzy rzutn'e:
pozioma m, = Os, =xy, pionowg ‘my =
= ()8 ==y 2 1 hoCZNA s = s, =1z Wilrzeeh
prostych, a mianowicie w Sladach: pozio-
mym:+-X. Y.="h:, ‘pionowym. X, Zi=u.
i bocznym Y, Z, = k,. Rzut prostokgtny $la-
du poziomego h, ptaszczyzny o na rzutnie
aksonometryczng m, jest prostg h? = X" Y2
Podobnie (rys. 60 i 61) proste v'=X"Z"
i k"=Y"Z" sq rzutami aksonometrycznemi
sladow pionowego v, i bocznego k, oma-
wianej plaszcezyzny o. Prostg k! nazywamy aksonometrja §ladu po-
ziomego h, uwazanej plaszczyzny a. Prosta v? jest ,aksonometrjg Sladu
pionowego v,“, a prosta k. jest ,aksonometrjg Sladu bocznego &.“ przy-
jetej ptaszczyzny.

Pomiedzy aksonometrjami A}, v} i k7 trzech Sladow dowolnej pla-
szezyzny a zachodzi nastepujaca zalezno$¢: proste h™ i v?, h' i k", oraz
v i k! przecinajg sie parami w trzech punktach (wlasciwych lub nie-
wlasciwych) X7, Y2 1 Z", kiore leta odpowiednio na osiach aksonome-
trycznych x7, y°, wzgl. z".

Poniewaz plaszczyzne wyznaczaja dwie przecinajgce sie proste,
przeto aksonometrje np. A2 i v? dwoch $Sladow wyslarczaja do ustale-
nia w sposOb jednoznaczny potozenia Lo
plaszezyzny o w przestrzeni. Aby od- 78y
tworzy¢ polozenie tej plaszezyzny, po-
prowadzmy (rys. 60 — 62) przez pro-
sta h? plaszczyzne y | w,, a przez ele-
ment o ptaszezyzne 0 | m,, gdzie ,
oznacza plaszczyzne rysunku. Rzutnia
pozioma @, = Os, przetnie sie z pla-
szczyzng y w krawedzi h, — &, y, ktora
jest Sladem poziomym uwazanej pta-
szczyzny a. Podobnie krawedz v,— m; 0,
przeciecia sie plaszczyzn w, — Os, i 0,
jest Sladem pionowym naszej plaszczyzny. Plaszezyzna o = h,v,, prze-
chodzaca przez otrzymane w ten sposob §Slady £, i v,, rozwigzuje zadanie.

Umowmy sie, ze symbolem a (hZ2, v") oznaczaé bedziemy plaszczy-
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zne a, ktorej polozenie w przestrzeni wyznaczone jest zapomocg dwoch
aksonomeirji h” i v* Sladow poziomego h, i pionowego v, Podobnie
symbole: a (hZ, k"), o (v?, k) niechaj oznaczajg plaszczyzne a, oKre-
Slong przez aksonometrje A i k2, wzgl. v? i k* §ladow poziomego A,
(wzgl. pionowego v,) i Sladu bocznego k,.

Zauwazy¢ przytem nalezy, ze na rys. 60 i 61 uwzgledniono czeSci
widoczne i niewidoczne aksonometrji trzech §ladow plaszczyzny o przy
nastepujacem zatozeniu: rzutnia =, jest przeZroczysta, rzutnie =, @, i m,
sq nieprzezZroczyste, a punkt O znajduje si¢ pod ptaszczyzng rysunku w,.
GdybySmy jednak, obok tych zalozen, przyjeli nadto. ze plaszezyzna a
jest nieprzezroczysta, to wowezas (rys. 62) odcinki O" X7, O*Yr i O"Z!
trzech osi aksonometrycznych beda kreskowane, gdyz sa one rzutami
odeink6w niewidocznych.

26. Szczegdlne polozienia plaszezyzny. Na osiach aksonome-

trycznych x" i y" obierzmy (rys. 63) dwa dowolne punkty wtasciwe X Y7

a na osi 2" punkt niewlasciwy Z7”. Te elementy

& uwazajmy za aksonometrje trzech punktow X, V,

¢ i ZZ, ktére przynaleza odpow. do osi x, y,wzgl. z

uktadu [O] i wyznaczajg jedng $ciSle okreslong

ptaszezyzne a = X, Y, Z7. Plaszczyzna a jest oczy-

wiscie rOwnolegtg do osi z, a tem samem prosto-

padig do rzutni poziomej ;. Aksonometrja h’=X"Y"

sladu poziomego h, tej plaszczyzny ma dowolne

polozenie, natomiast aksonometrje o*= X" Z"*

Rys. 63. i k=YY" Z® dwoch dalszych $ladow sg prosterhi
rownoleglemi do osi z".

Twierdzenie: Dla plaszczyzny poziomo-rzucajacej o (Wzgl. rOwno-

legtej do osi 2) aksonomeltrja h? jej sladu poziomego jest dowolng prostg

wiasciwg, a aksonometrje v i k* sladéw pionowego v, i bocznego Rk, sg

prostemi, rownolegtemi do osi aksonometrycznej z".

Na rys. 64 podane sa aksonometrje trzech €§la-
dow plaszcezyzny piono-
wo-rzucajacej p i pla-
szczyzny boczno-rzuca-
jacej y. Pierwsza z nich
jest rownoleglg do osi y,
a druga do osi x. Z pla-
SZczyzn boczno-rzucajg-
cych na szczegolniejszg
uwage zasluguje ptla-
szczyzna ¢ (Tys. 65), prze-
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chodzaca przez o$ x. Slady: poziomy h, i pionowy v, tej plaszczyzny
zjednoczone sg z osig x, a $lad boczny k, jest dowolng prosta, przecho-
dzacq przez poczatek O ukladu O [x, y, z]. Na rys. 65 wkreslono akso-
nometrje h; =v; =x" i k; owej plaszczyzny e. Na tym rysunku po-
dane sg roOwniez aksonometrje §ladow plaszczyz-
ny ¢, przechodzacej przez oS z, oraz plaszczyzny v,
ktora przechodzi przez o$ y.

Na osiach x" i y” obierzmy (rys. 66) punkty
niewlasciwe X**, Y**, a na osi z" punkt wiasci-
wy Z7. Skoro uwazaé bedziemy owe elementy
za aksonometrje trzech punktow X7, Y. i Z,,
ktore lezg odpow. na osiach x, y, wzgl. z ukla-
du [O], to wowczas plaszezyzna e« =X Y; Z, Rys. 66.
jest rownolegtg do rzutni poziomej &, gdyz
jest rownolegla do osi x i y. Uwazana ptaszezyzna o [| @, jest zarazem
prostopadig do osi z, a wiec (ust. 4) prostopadlg tez do rzutni piono-
wej m, 1 bocznej ;- czyli jest plaszezyzng pionowo- i boczno-rzucajgca.

Twierdzenie: Jezeli plaszczyzna o jest réwnolegta do rzutni pozio-
mej (wzgl. prostopadla do osi z), fo aksonometrja jej $ladu poziomego
Jjest prosta niewtasciwg h"*, a aksonometrje v", k* Sladow pionowego
i bocznego sg odpowiednio rownolegte do osi aksonometrycznej x", wzgl. y".

Narys. 67 podane sg aksonometrje sladow ptaszezyzny j, rownolegtej
do rzutni pionowej m,, oraz ptaszczyzny y, rOwnolegtej do rzutni bocznej ;.
Element ||, jest plaszczyzng prostopadig do osi y czyli ptaszczyzng po-
ziomo- i boezno-rzucajaca, a element y || 7, jest plaszczyzng poziomo- i pio-
nowo-rzucajaca czyli
prostopadig do osi x.

Na osiach uktadu
O [x, y, 2] obierzmy
takie trzy punkty wia-
giekwe. X, 'Y, i &3
aby ich aksonometrje
Ao Xo 1. Z; lelaly
(rys. 68) na jednej
prostej. Z owg prosta
zjednoczone sg oczy- Rys. 67.
wiscie aksonometrje
h — v —Fk" trzech $ladow plaszezyzny ¢ =X, Y, Z . Celem zrekon-
struowania polozenia tej plaszczyzny w przestrzeni, poprowadzZmy
przez punkty X7, Y7 i Z; proste a | @, b | @, i ¢ | m, gdzie w, ozna-
cza plaszczyzne rysunku, to na osiach x=O0S,, y=0S§,, z=08.
otrzymamy Zgdane punkty X, ¥, i Z.. Z latwoscig zauwazymy, Ze
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ptaszezyzna ¢= X, Y, Z, przechodzi przez pomocnicze proste a, b, ¢
i jest prostopadia do rzutni aksonometrycznej m,.

Przez dowolng prostg h; plaszczyzny rysunkowej m, poprowadzmy
(rys. 68) plaszczyzne ¢ | m, ktoéra przetnie si¢ z rzutniami =, =, i =,

uktadu [O] w $ladach A, v, i k,. Poniewaz ¢ jest plaszczyzng aksono-,

metrycznie-rzucajaca, przeto rzuty kg, v i k; owych trzech §ladow zjed-
noczg sie na jednej prostej. Mozemy tedy wypowiedzieé. nastepujace
Twierdzenie: Dla plaszczyzny aksonomelrycznie-rzucajgcej ¢ akso-
nomelrje h;, vy i ki trzech jej sladow nakrywaja si¢ na jednej prostej.
Jezeli w szczeg6lnym przypadku (rys. 69),
aksonometrje §ladow plaszczyzny a schodzg
sie z prosta rownoleglg do osi 2z, czyli pro-
stopadtg do $ladu s,, to uwazana plaszczyzna «
spetnia warunki: ¢ | 7,1 a_|_s;, a zatem jest
ptaszczyzng aksonometrycznie-i pozio-
S mo-rzucajgcg. Plaszczyzna 3 jest aksono-
Y, Z xn . S %

LR e metrycznie- i pionowo-rzucajgcg, bo 2.1 s,
eEHE g wreszcie plaszezyzna y | s, jest plaszczyzng

Rys. 69. aksonometrycznie- i boczno-rzucajaca.




Rozdziat 1V.

O prostych i punktach, przynaleznych
do ptaszczyzny.

27. Proste, lezace na danej plaszezyZnie. Uwazajmy pla-
szezyzne a = be, wyznaczong (rys. 70 i 71) przez dwie proste przecina-
jace sie lub rownolegie b i c. Na owej plaszczyznie chcielibySmy przy-
ja¢ dowolng prosta / i wyznaczy¢ rzuty aksono-
metryczne tej prostej. Wiadomo nam (ust. 3), Ze
prosta / lezy na plaszczyznie a woOwczas, skoro
dwa dowolne punkty tej prostej leza na owej pia-
szezyznie. Celem wyznaczenia takiej prostej, na-
lezy przyja¢ pewien punkt 7 (17, 7,) na danej pro-
stej b (b", b,), oraz dowolny punkt. 2 (2", 2)
na prostej c(c", c,). Prosta /=12, laczaca owe
punkty 7 i 2, lezy oczywiScie na uwazanej pla-
szcezyznie a = be. e

Zadanie 1: Na danej plaszczyZnie a = be, wy-
znaczonej przez dwie proste (przecinajgce sie¢ lub Rys. 70.
roOwnoleglte) b (b", b)) i ¢ (¢, ¢,), lezy prosta /, dla
ktorej aksonometrja /* jest elementem danym. Skonstruowac¢ nalezy
rzut aksonometryczny [,, a nastepnie rzuty [, il, owej prostej L

Rozwigzanie: Prosta [, lezaca na plaszczyZnie a=bc (rysu-
nek 70 i 71), przecina sie¢ z prostemi bic w punktach 1=1b1 2=lc.
Aksonometrje 17, 2" owych punkiow sg elementami 1” = ["b", 2" =1["c",
w ktorych dana aksonometrja /" przecina si¢ z prostemi 5" i c¢. Ponie-
waz punkt 7 lezy na danej prostej b (b, b,), przeto odnoszaca 11, [|z"
przelnie si¢ z prosta b, w punkcie 7,. Podobnie odnoszaca 2"2,[[z"
wyznaczy na danej prostej c¢, punkt 2,. Otrzymane w ten sposob ele-
menty 7, i 2, sa aksonometrjami rzutow poziomych 7', 2’ pomocniczych
punktow 7 i 2. Prosta [, = 1,2, rozwigzuje zadanie, gdyz jest aksono-
metrja rzutu poziomego /' prostej /. Konstrukcyjne wyznaczenie dwéch
dalszych rzutow I, =1,2; i I)'=1,"2, prostej [— 12 nie nastrecza
(ust. 14) zadnych trudnosci.
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Z przeprowadzonej konstrukeji wynika bezposrednio, ze zadanie
nasze posiada tylko jedno rozwigzanie. O tem przekonaé sie mozemy
rOwniez w inny sposoOb. Jezeli dana prosta /" jest aksonometrja pewnej
proste] /, to owa prosta leze¢ musi na plaszczyz-
nie & przechodzacej przez element /” i prostopadtej
do rzutni aksonometrycznej z,. Wedle zatozenia jed-
nak, prosta / przynalezy do danej plaszczyzny a = be,
przeto jest krawedzig / = ¢, przeciecia si¢ plaszezyzn
e 1 a. Wnosimy stad, Ze zadanie powyzsze posiada
jedno i tylko jedno rozwigzanie.

Pa

¥ ch e Cwiczenie 1: Na plaszczyinie o = be¢, okreslonej dwiema
ﬂ danemi prostemi przecinajgcemi si¢ (rys. 70) lub réwnolegltemi
74 (rys. 71) b (bn, b,:) ic(cn, c,:), lezy prosta [/, dla ktérej rzut aksono-
ln metryczny /! jest dany. Wyznaczy¢ aksonometrjg /" owej prostej L
Rys. 71. Cuwiczenie 2: Rozwigzaé poprzednie éwiczenie, jezeli dana .
plaszezyzna o okreSlona jest elementami (punktami i prostemi):
a) A (A~ A)), B (B4, B)), C(C™ C)); e) 4 (A7, A))b (b7, b [/xn);
b) A(An=A)), B(B"=B)), C(C"=C); f) A(An, A)), b=x (0§ x);
¢ A(Arn=A), b (" b); g) AAmA)), b=y;
d A(An=A4)), b (b"=10)); h) A (An=A]), b (b»=b]).

Cwiczenie 3: Cwiczenie 1 rozwigzaé wowczas, jezeli aksonometrja I’ jest ele-
i e a) Ll xn ) Ljlyn e) Liizn @) g

Cwiczenie 4: Na plaszcezyznie « = be, przechodzgcej przez dwie proste réwno-
legle & (b7, b)) i c (cn, ¢)’), lezy prosta [, ktérej aksonometrja /* jest elementem danym.
Skonstruowaé rzuty I”’, 1’ i I’ owej pros'ej L :

Cuwiczenie 5: Dwie proste réwnolegle & (6,0 ic(c),c)) wyznaczajg plaszezy-
zng a=be. Dany jest rzut aksonometryczny I prostej [, ktéra lezy na plaszezyznie a;
wykreslié rzuty [, a nastepnie /* i 1] owej prostej.

Niechaj dane beda aksonometrje 2", v’ i k" trzech Sladow (rys. 72)
dowolnej plaszczyzny a, oraz rzut /" prostej /, ktora lezy na tej pla-
szezyznie. Punkty H,=1h, V,=1v, i K,= lk, przeciecia si¢ owej pro-
stej / ze Sladami uwazanej plaszezyzny a, sq oczywiscie Sladami pro-
stej /, gdyz lezg na [/ i na rzutni poziomej m,,
pionowej m,, wzglednie bocznej m;. Punkty
HE=12 h - Vr Ior o K == R sq P7u-
tami aksonometrycznemi owych trzech Sla-
dow. A zatem uzyskujemy

Twierdzenie: Jezeli prosta [ lezy na pla-
szczyznie a, to aksonometrje Hy, Vi, K7, trzech
Sladow poziomego H,, pionowego V, i bocz-
nego K, tej prostej, letq wowczas na odpo-
wiednich aksonometrjach hl,v?, k] trzech $la-
dow owej plaszczyzny. ;
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Z tatwoscig wykaza¢ mozemy prawdziwos¢ twierdzenia wzajemnego.

Twierdzenie: Jezeli aksonometrje dwdch $ladow — Kktore nie sg
zjednoczone w jednym punkcie — pewnej prostej leza na aksonometrjach
odpowiednich Sladow dowolnej ptaszczyzny, to owa prosta lezy wowczas
na tej ptaszczyznie.

Skoro zatozymy, ze np. aksonometrja A} §ladu poziomego H, pew-
nej prostej [/ (rys. 72) lezy na aksonometrji i} Sladu poziomego h, pla-
szezyzny a, to punkt H, lezy na $ladzie h,, a tem samem H, lezy na pta-
szezyznie a. Podobnie, skoro rzut V7 Sladu pionowego V, owej prostej /
lezy na rzucie v Sladu pionowego v, ptaszczyzny a, to punkt V, lezy
na prostej v, i na plaszezyznie «. Prosta /= H,V, okreSlona swojemi
§ladami, lezy zatem na ptaszczyZnie a, gdyz posiada z nig dwa wspadlne
punkty H,i V.

Na rys. 73 przyjeto plaszczyzng poziomo-rzucajgcq 3 (hg,v5 || kg || z"),
oraz lezaca na niej prostg /. Aksonometrje H, V7 i K trzech Sladow
prostej / lezg na odpow. aksonometrjach hj, vj,
wzgl. kj Sladow plaszezyzny . Poniewaz jed-
nak jest 8 | m, przeto rzut aksonometryezny /,
uwazane]j prostej zjednoczyt si¢ z elementem £j;.

Zadanie 2: Dana jest aksonometrja /"
(rys. 72) pewnej prostej /, ktora lezy na pita-
szczyznie a (hF, vr). Skonstruowaé aksonome-
trje /, rzutu poziomego /' owej prostej I

Rozwigzanie: Punkty H'=I1"h i V'=I1"v},
przeciecia si¢ elementu /" z prostemi A} i v?, Rys. 73.
sq aksonometrjami $§ladow : poziomego H, i pio-
nowego V, przyjetej prostej /. Rzut H, punktu H, zjednoczyl sie z ele-
mentem Hp, rzut V, punktu V, lezy na osi x", a prosta [,=HV,
rozwigzuje zadanie.

7 tatwos$cig zauwazymy, ze konstrukcja ta nie rozni si¢ zasadniczo
od konstrukeji, jakiej uzyliSmy do rozwigzania zadania 1. Poprzednio
korzystaliSmy z pomocniczych punktow 1 (17, 1,) i 2 (2% 2,), a obecnie
ze Sladow (t. zn. punktow szezegélnych) poziomego H, (H! = H,) i pio-
nowego V; (V7 V). Na rys. 72 wkreslono ponadto aksonometrje K $ladu
bocznego K, prostej L

Uwaga: Dla konstruktora ogromnie wazng kwestja jest kontrola rysunku
pod wzgledem dokladnosci przeprowadzonej konstrukeji. W zadaniu 2 prosta /) = HpV,
przecina of aksonometryczng ym w punkcie K, a prosta I* wyznacza na elemencie R
punkt K. O ile konstrukcja jest dokladnie przeprowadzona, to rzuty K i K, $ladu
bocznego K, prostej [ leze¢ muszgq na odnoszgcej K'K ' // 2".

Cwiczenie 6: Dla poprzedniego zadania wyznaczyé rzuty aksonometryczne Ll
omawianej prostej /.
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Cwiczenie 7: Na danej plaszczyinie « (R k) lezy prosta I, ktérej rzut 1 jest
podany. Wyznaczyé aksonometrje /7 tej prostej.
Cwiczenie 8: Rozwigzaé poprzednie ¢wiczenie, skoro dane sgq elementy :

a) a(on kr) i U, b)a (o2 kO)siLLYS i) (A% 215 B (8

Zadanie 3: Na danej plaszczyZnie a (h?, vr) przyjaé prosta I, row-
nolegla do $ladu poziomego h, tej plaszczyzny.

Rozwigzanie: Skoro prosta / jest rowno-
legla do sladu poziomego k,, to jest ona rowno-
legla tez i do rzutni poziomej . Rzuty aksono-
metryczne [" i [, tej prostej (rys. 74) sa zatem
(ust. 9 1 20) rownolegle do aksonometrji 2? Sladu
poziomego h,, a dwa pozostate rzuty || x, 1L, [[ y"
przecinajg sie na osi aksonometrycznej z".

Cwiczenie 9: Narysowaé rzuty aksonometryczne pro-
stej p, ktéra lezy na plaszezyznie j (h é’, vﬂ’") i jest réwnolegla
do $ladu bocznego k‘g (rys. 75) lub do $ladu pionowego vy
Rys. 74. (rys. 76) tej plaszczyzny.

28. Punkty, lezace na danej plaszezyZnie. Niechaj dang be-
dzie ptaszczyzna a — be, wyznaczona przez dwie proste przecinajgce sie
(rys. 70) lub roéwnolegte (rys. 71) b (b", b,) i c (¢ c.). Przy pomocy
punktéw 1 (17, 1,) i 2 (2, 2,), z ktorych pierwszy przynalezy do pro-
stej b, a drugi do prostej ¢, — wyznaczyliSmy rzuty aksonometryczne
[" i I, takiej prostej /, ktora lezy na ptaszczyznie ¢ = be. Kazdy punkt
tej prostej /, a zatem i punkt P (P", P,) lezy na plaszczyZnie a.

zn i Zadanie 1: Na plaszczyinie a=bc lezy
t~.._ % punkt P, ktorego rzut P, jest dany. Wyznaczy¢

v, aksonometrje P* owego punktu P.
Rozwigzanie: Przez punkt P, (rys. 70 i 71)
o8 poprowadzmy dowolng prostg /, i uwazajmy ja
za aksonometrje rzutu poziomego /' pewnej pro-
stej pomocniczej I, ktéra lezy na plaszczyz-
.7 nie a==bec. Skonstruujmy punkty 7, =1, b,
i2,=1,¢c, a nastegpnie punkty 1" i 27, le-
zgce na prostych b" wzglednie c¢", przyczem

1, 1" || 2, 2" || z". Otrzymana w ten sposOb pro-

sta /" = 1" 2" jest aksonometrjq prostej /, ktora

przynalezy do ptaszczyzny a = be. Odnoszaca
P, P, poprowadzona z punktu P, rownolegle do osi aksonometrycz-
nej z”, przecina si¢ z elementem /* w szukanym punkcie P".

Polozenie elementu P* nie jest wecale zalezne od przyjetej

prostej pomocniczej 7 (I*, I,). GdybySmy bowiem (w spos6b oméwiony

Rys. 75.
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powyzej) obrali na danej plaszczyZnie e =bc inng pomocniczg prosta
p (p", pn), to w wyniku otrzymalibySmy ten sam punkt P~, jako akso-
nometrje uwazanego punktu P. Aby si¢ o tem przekonac, poprowadZzmy
(rys. 70 i 71) przez dany punkt P, prosta d | m, i wyznaczmy w prze-
strzeni punkt P'=dm,, przebicia si¢ proste] d z rzutnia poziomg .
Przez otrzymany rzut poziomy P’ wykreSlmy prostg e | =, to pro-
sta e przebije sie¢ z dang plaszczyzng e« =bc w jednym S$ciSle okre-
§lonym punkcie P=ea, spelniajagcym warunki zadania.

Korzystajac z rozwigzania powyzszego zadania, ustali¢ mozemy
nastepujacg zaleznosSc¢:

Celem wyznaczenia dowolnego punktu P
na danej ptaszczyznie a, nalezy skonstruowac
na tej plaszczyZnie najpierw pomocniczg pro-
stg 1, a nastepnie dopiero na tej prostej przy-
ja¢ ow dowolny punkt P.

Cwiczenie 1: Dane sg plaszezyzna o= be
i aksonometrja P punktu P, ktéry lezy na tej pla-
szczyznie. Skonstruowaé (rys. 70 i 71) rzut aksono-
metryezny P/ owego punktu.

(fwiczeniq 2: Rozwigzaé éwiczenie poprzednie
dla takiego punktu P, ktérego aksonometrja P=
lezy: a) na prostej b/, b) na osi x?, ¢) na osi y.

Zadanie 2: Na danej plaszczyZnie a (h, v?) lezy punkt P, ktérego
aksonometrja P" jest elementem danym; skonstruowaé rzut P, owego
punktu.

Rozwigzanie: Przez punkt P" poprowadZmy (rys. 72) dowolng
prosta /" i uwazajmy jg za aksonometrj¢ prostokatng pomocniczej pro-
stej [, ktora lezy na plaszczyznie a (A2, v?). Punkty H} =1[" h2 iV} = [" v
sg aksonometrjami $ladow poziomego H, i pionowego V, prostej . Odno-
szaca Vp V, [| z* wyznaczy na osi x" punkt V,, ktory wraz z elementem
Hr = H,, okre§la rzut aksonometryczny [/, — V, H uwazanej prostej .
Na otrzymanej prostej [, leze¢ musi rzut P, punktu P.

Cuwiczenie 3: Dla punktu P, ktéry lezy na danej plaszezyznie a (h”, v}), znany
jest rzut aksonometryczny P;,' Nalezy skonstruowac (rys. 72) aksonometrje P» tego
punktu.

Cwiczenie 4: Rozwigzaé ¢wicz. 3, skoro dla punktu P dany jest rzut Bagtub =P

Zadanie 3: Dana jest aksonometrja P" punktu P, ktory lezy na
plaszczyznie pionowo-rzucajacej a (hy [[ y*, v}). Wyznaczy¢ dalsze rzuty
aksonometryczne punktu P. ‘

Rozwigzanie: Na rys. 77 wykreslono, w spos6b oméwiony w zad. 2,
rzuty aksonometryczne pomocniczej prostej /, ktora lezy na ptaszczyznie
a | m,, a nastepnie wyznaczono rzuty P,, P, i P,’ uwazanego punktu P.
Z przeprowadzonej konstrukeji wynika bezposrednio, ze aksonometrja /,
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rzutu pionowego /" prostej / zjednoczyta si¢ z elementem v?, atem sa-
mem rzut P, punktu P przynalezy tez do aksonometrji »* §ladu piono-
wego v, plaszezyzny pionowo-rzuca-
jacej a.

Wnosimy stad, ze: dla plaszczyzn
rzucajgeych konstrukcja upraszcza sie,
gdyz zbyteczne jest postugiwanie sie
prostg pomocniczg /. Wystarczy bo-
wiem przez dany punkt P" poprowa-
dzi¢ (rys. 77) odnoszacg P" Pj || y"
i wyznaczy¢ na prostej »" rzut P.
Dalsze rzuty aksonometryczne punktu
P (P, P,) znajdziemy w spos6b, omo-
wiony w ust. 14.

Cwiczenie 5: Wyznaczyé rzuty aksonometryczne
punktu, ktéry lezy (por. rys. 78 —81) na plaszczyznie:
a) poziomo-rzucajgcej « (h}, v} // 2"), b) przechodzgcej przez
o§ y, ¢) réwnoleglej do rzutni poziomej w;, d) aksono-
metrycznie - rzucajacej 0 (h§ = v§ = kj). W przypadku d) przy-
ja¢ mozemy rzut D] dowolnie, ale aksonometrje D» ko-
niecznie na prostej Aj.

Rys. 77.

Ap.
O/I
i YL Nt ‘ :
hB-ki 4h o
Rys. 79. Rys. 80.

29. Aksonometrje prostej niewlasciwej. Na rys. 82 wykre-
Slone sg aksonometrje A”, v2 ik} trzech Sladow dowolnej plaszczyzny «,
oraz rzuty aksonometryczne a”, a,, a, i b", b, dwoéch prostych a i b,
ktore lezg na plaszczyznie «. W my$l rozwazan ust. 22 wyznaczono
aksonometrje prostokatne punktéw niewlasciwych A® i B*, z ktérych
pierwszy przynalezy do prostej a, drugi zas do prostej 6. Punkty owe
okreslajg jedna i tylko jedng prostg niewlasciwg [/ — A% B®, ktora lezy
rownoczesnie i na plaszezyznie a, bo ma z nig dwa wspéOlne punkty
A® i B*. Wiadomo nam jednak, ze dla prostej niewlasSciwej /* (ust. 11)
jej rzuty aksonometryczne musza by¢ prostemi niewtasciwemi: /2, 7,7,
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e = 111
/ l

117, ktore zjednoczyly si¢ z prostg
niewtasciwg plaszcezyzny rysunkowej (rzutni
aksonometrycznej) ,.

Chege zatem w metodzie aksonometrji
prostokgtnej ustali¢ polozenie prostej nie-
wiasciwej [”, nalezy poda¢: 1) aksonometrje
dwoch punktéw niewlasciwych A i B®
(ktore sa ,kierunkami“ dwoch prostych wia-
seiwych a i b), albo tez 2) aksonometrje
sladow plaszczyzny wilasciwej a. W tym
drugim przypadku ,ustawienie“ plaszczyz-
ny a okreSla (ust. 5) jedng i tylko jedng
prostg niewlasciwag. Rys. 82,

30. Wyznaczenie aksonometrji Sladéw plaszczyzny, okre-
Slonej prostemi i punktami. W poprzednich ustepach poznalismy
sposoby konstrukeyjnego wyznaczenia rzutéw aksonometrycznych pro-
stych i punktow, ktore lezaty na danej plaszczyzZnie. Teraz zajmiemy
si¢ problemem przeciwnym, a mianowicie wyznaczeniem aksonometrji
h?, v2 i R trzech Sladow plaszezyzny a, ktora przechodzi przez dane
proste i punkty.

Niechaj dang bedzie (rys. 83) dowolna prosta / (I, [,), dla ktorej
punkty Hy=1I"1l,, V" i K" sq aksonometrjami trzech jej §ladéw: pozio-
mego H, pionowego V, i bocznego K, Skoro na osi x obierzemy do-
wolny punkt X,, ktérego aksono-
metrjg jest element X* przyna-
lezny do osi aksonometrycznej x”,
to punkt X, i prosta ! okreSlajg
jedng i tylko jedng ptaszczyzne
a =X, L Dla tej plaszczyzny pro-
sta h,=— H, X, jest oczywisScie Sla-
dem poziomym, a prostav,=V, X,
Sladem pionowym. Proste hZ=—
==Xty — V7 X2, kibre sg
aksonometrjami owych §ladow,
przecinajg si¢ z osiami y" i 2" Rys. 83.

w punktach Y?=h2 y" i Zr =ov" 2.

Uwazajac owe punkty za aksonometrje punktow Y, i Z,, z ktérych
pierwszy lezy na osi y, a drugi na osi 2, otrzymamy prosta Y, Z, = &,,
lezaca na rzutni bocznej m; i na uwazanej plaszczyZnie o= X, L
Prosta k, jest zatem Sladem bocznym tej ptaszczyzny a. Poniewaz §lad
boczny K, — I m, prostej I lezy rownoczesnie na rzutni m, i na plaszczyz-

Plamitzer. Aksonometrja prostokatna. 5
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nie a = X, I, przeto K, przynalezy tez do Sladu bocznego k,= VY, Z,. Je-
zeli tedy przez dana prosta [ (7, [,) poprowadzimy dowolng plaszczyzng «a,
to jej slady h,,v, i k, przechodza odpowiednio “przez slady H,, V,,
wzgl. K, prostej L Poniewaz elementy A, i H, przynaleza do siebie,
przeto (ust. 11) ich aksonometrje i i H} sa elementami, ktore rowniez
przynalezg do siebie. Podobnie prosta v} przechodzi przez punkt V7,
a prosta k" przechodzi przez punkt K.

Twierdzenie: Jezeli plaszczyzna o przechodzi przez prosta I, to
aksonometrje ha, vs i ki trzech Sladow tej plaszczyzny przechodzg przez
odpowiednie aksonometrje H", V", wzgl. K" Sladow owej prostej.

Przez prostg / poprowadzi¢ mozna nie-
ograniczong ilo§¢ ptaszczyzn, ktore two-
rzg t. zw. pek ptaszcezyzn o osi . Na
rys. 83 wykreslono aksonometrje Sladow
WP /pe dwoch dowolnych plaszezyzn a i 8, a na
Hi ey ’ x» Trys. 84. wyznaczono aksonometrje sladow
yol 2 plaszcezyzny poziomo-rzucajacej ¢ i boczno-
Ve rioig hy rzucajacej ¢. Z rys. ostatniego czytamy:

Rys. 84. ‘Skoro przez dowolng prostag [ przechodzi

ptaszczyzna poziomo-rzucajgca, to akso-

nometrja $ladu poziomego tej ptaszczyzny nakrywa sie z aksonometrja
rzutu poziomego owej prostej.

Zadanie 1: Dane sg dwie proste rownoleglte a (a",a,) i b(b",b),).
Wyznaczy¢ aksonometrje trzech Sladow plaszczyzny ¢ = abd, okresSlonej
owemi prostemi.

Rozwigzanie: Skoro wyznaczymy (rys. 85) aksonometrje H?, V",
K,V Sladow: poziomego i pionowego prostej a, oraz bocznego i pio-
nowego prostej b, to wowczas prosta vy =
= V7 V" jest aksonometrjg Sladu pionowego
plaszczyzny e¢=ab. Prosta v; przecina sie
z osiami aksonometrycznemi x* i 2" w punk-
tach X;' i Z, ktore wraz z elementamif; i K,
wyznaczajg aksonometrje h; = X' H; Sladu
poziomego he i aksonometrje k;—=Z.' K,
sladu bocznego ks szukanej plaszczyzny e.
Kontrola rysunku: O ile konstrukeja jest
dokladnie przeprowadzong, to otrzymane po-
wyzej proste h; i k; przecinajg si¢ w punk-
cie Y;', ktory przynalezy do osi aksonome-
trycznej y".

Zadanie 2: Dla ptaszczyzny ¢ —a C, okreslonej prosta a (a”, a,) i punk-

n

tem C(C~, C,), wyznaczy¢ aksonometrje h;, v; i k] trzech jej sladow.

AE
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Rozwigzanie: Przez dany punkt C (rys. 85) poprowadZmy pro-
sta b rownolegla do danej prostej a (a", a,). Skoro wykreSlimy rzuty
b" || a" i b, || a, pomocnicze] prostej b, to zadanie nasze sprowadzimy
do zadania 1, gdyz plaszczyzna ¢=—ab wyznaczong bedzie przez pro-
ste a || b.

Zadanie 3: Dane sg trzy dowolne punkty: A (A", A,), B(B" B,)
i C(C, C,), ktore wyznaczaja plaszczyzne a — A B C. Skonstruowaé akso-
nometrje A%, vi i ki $Sladow tej plaszczyzny.

Rozwigzanie: Punkty A i B wyzna-
czaja prostg a (a"= A" B", a, — A, B,), podobnie
punkty A i C prostg c(c"=A"C", ¢,= A4, C,).
Otrzymane w ten sposOb dwie proste a i ¢, prze-
cinajgce si¢ w punkcie A, okreslajg jedna
i tylko jedng plaszczyzne o — ac, ktéra spel-
nia warunki zadania.

Cwiczenie 1: Przez dany punkt A (4’ ,A") prze-
chodzg (rys. 86) dwie proste a (a,a!’) i b (b //y™, b))
Wyznaczyé aksonometrie kg, vy i k; plaszezyzny s—ab,
okreslonej owemi prostemi a i b.

Cwiczenie 2: Wyznaczyé aksonometrje trzech $la- e 06,
dow plaszezyzny o= A BC, skoro dane sa punkty:
a) A(A», A7), B(B™, B}), C(C™ C); e) A(An=A4)), B(B, B), C(C"C,);
b) A(Ar A7), B (B, B), C(C,C); f) A(Ar=A4]), B(B"=B), C(C*% C));
c) A4,,A7), B(B,,B), C(C,,C.); g) A(A"=A4)), B(B*=B), C(C"=C);
d) A(4;,47), B(B,,B), C(C,,C)); h) A(An=47), B(B"=B), C(C~, C)).

Cwiczenie 3: Dla plaszezyzny «, ktérej polozenie ustalone jest w ¢éwiczeniu 2
ustepu 27-go, skonstruowaé aksonometrje trzech jej Sladéw.

Cwiczenie 4: Wyznaczyé aksonometrje Sladéw plaszezyzny o = Al ‘ktéra prze-
chodzi przez dany punkt A (Am A') i prostg I — przyczem polozenie owej prostej /
ustalone jest warunkami, podanemi w ¢éwiczeniach 4 i 5 ustepu 21-go.

Cwiczenie 5: Przez dany punkt C(Cn C;) poprowadzi¢ taka plaszczyzne y, aby
spelniala nastepujgcy warunek: a) v // @ (por. rys. 80); &) y// @ ¢) v /] 735 d) v L 7y
el iy Pl oy Lime s gl

31. KrawedZ przeciecia si¢ dwéch plaszezyzn. Dwie pla-
szezyzny o i f wyznaczajg jedng Scisle okreslong prosta (krawedz) ¢ = a3,
ktora moze by¢ prosta wilasciwg lub niewlasciwg. W tym ostatnim przy-
padku (ust.. 5) uwazane plaszczyzny sg rownolegle czyli a || posiadajg
jedno i to samo ,ustawienie“.

Dwie plaszezyzny rownolegle a || # przetnijmy rzutnig poziomg m,,
to otrzymamy (ust. 5) dwie rO6wnolegte do siebie krawedzie h, = am,
i hg= pm. Skoro owe plaszczyzny przetniemy rzutniami pionowg w,
i boczng m;, to pomiedzy Sladami pionowemi i bocznemi tych plaszczyzn
wystapig zaleznosci: v, [ vg, &, || kg. Poniewaz aksonometrje prostych

5*
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rownolegtych sg (ust. 11) prostemi rowno-
legtemi, przeto aksonometrje jednoimiennych
sladow przyjetych plaszezyzn a [[ # spelniajg.
(rys. 87) nastgpujace warunki: hy, || b3, vy, [ vf .
kg || K. Mozemy tedy wypowiedzie¢
_ Twierdzenie: Dla plaszczyzn rownole-
gtych aksonometrje ich jednoimiennych $la-
dow (poziomych, pionowych wzgl. bocznych)
sg prostemi rownolegtemi.

Niechaj dane beda (rys. 88) dwie do-
wolne ptaszezyzny a (hy,, vg) i B (hj, vp), ktore
nie posiadajag wspolnego ,ustawienia“ i przecinajg sie w krawedzi
c¢=af. Poniewaz prosta wilasciwa c przynalezy réwnocze$nie do pta-

Rys. 87.

szezyzn a i (3, przeto (ust. 27) aksonometrja H §ladu poziomego H_
owej krawedzi ¢ leze¢ musi na aksonometrjach hg i A Sladow pozio-
mych danych plaszezyzn a i . Punkt H? — h; hj, przecigcia si¢ pro-
stych hg i hg, jest zatem (rys. 88) aksonometrjg Sladu poziomego H,
krawedzi c=af. Z tych samych wzgledow punkty: VI=uog0}
i K=k, kg sa obrazami aksonometrycznemi $ladow pionowego V.,
i bocznego K, owej krawedzi ¢ = af. Otrzymane w ten sposob punkty
H, Vi i K leza na jednej i tylko jednej prostej, a mianowicie na akso-
nometrji ¢ szukanej krawedzi c.

Twierdzenie: Aksonometrje $ladéw poziomych (pionowych wzgl.
bocznych) dwdch danych ptaszczyzn przecinajg sie w punkcie, kiory jest
aksonometrja $ladu poziomego (pionowego . wzgl. bocznego) krawedzi
przeciecia sie tych ptaszczyzn.

Na rys. 88 i 89 punkty H?, V* i K* sa punktami wlasciwemi, na-
tomiast na rys. 87 owe punkty sg elementami niewlaSciwemi, gdyz sg
obrazami aksonometrycznemi S$ladow HY, V¢ i K prostej niewlaSci-
wej ¢* = a 8. Na wymienionych rysunkach uwzgledniono cze¢sci widoczne
i niewidoczne danych i wynikowych elementow przy zatozeniu, ze rzut-
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mie: @, w, i @; sg nieprzezroczyste. Na ostatnim rysunku (89) przyjeto
rowniez, ze dane plaszczyzny « i 3 sa teZ nieprzeZroczyste.
Zadanie 1: Dane sg dwie plaszczyzny a (hg, vp) i B (B3, v3). Wy-
znaczy¢ rzuty aksonometryczne krawedzi przecigcia si¢ tych plaszczyzn.
Rozwigzanie: Proste kg ihj
przecinaja sie (rys. 90) w akso-
nometrji H: = h; hp Sladu pozio-
mego krawedzi ¢ =ap. Podob-
nie punkt V;=vgvg jest akso-
nometrjg Sladu pionowego V.,
a punkt K7 = kg kp jest obrazem
aksonometrycznym S$ladu bocz-
nego K, krawedzi c¢. Punkty H7,
Ve i K7 przynalezg do aksono-
metrji c¢" szukanej krawedzi c.
Skonstruowanie dalszych rzu-
tow c,,c. i c, prostej ¢ nie
nastrecza zadnych trudnosci.
Zadanie 2: Wyznaczy¢ rzuty aksonometryczne krawedzi przeciecia sie
dowolnej ptaszczyzny a (hg,v;) z plaszezyzng poziomo-rzucajgcq ¢ (hg 7).
Rozwigzanie: Punkty H; =hgh, Vi =0v}v; i K=k k: s3
.aksonometrjami trzech sladow krawedzi e — a &. Poniewaz jednak element ¢
jest (rys. 91) plaszczyzng poziomo-rzucajgca, przeto (ust. 27) aksono-
metrja e, (rzutu poziomego e’ szukanej krawedzi e = a&) nakrywa sie
z prosta h;. Dalsze rzuty aksonometryczne krawedzi e sg prostemi:
LTV el e = H" V.,

Rys. 91.

Cwiczenie 1: Rozwiazaé poprzednie zadanie woéwezas, skoro dana plaszczyzna
-8 (h;l 3 vg) jest plaszezyzng: a) pionowo-rzucajacg, b) boczno-rzucajgca, ¢) przechodzges
przez of z, d) aksonometrycznie-rzucajgcg (rys. 92).

Cwiczenie 2 : Wyznaczyé aksonometrje krawedzi przecigcia si¢ dowolnej plaszezyzny
- (hY, v2) z plaszezyzng y w przypadkach nastepujacych: a) v // m (rys.98), &) v// 7y ¢) 7 [/ 3.
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 Cwiczenie 3: Dane s3 dwie plaszezyzny a (h”, o) i 8 (hﬁ, vp) réwnolegle do osi 2.
Nalezy skonstruowaé obrazy aksonometryczne krawedzi ¢ = a 3 przeciecia sig (rys. 94) tych
plaszezyzn.

Rys. 931). Rys. 94.

32. Wyznaczenie punktu przebicia sie prostej z pla--

szezyzna. Na rys. 95 obierzmy dowolnie aksonometrje h; i v, dwoch
§ladoéw ptaszczyzny «, oraz rzuty aksonometryczne /" i I, pewnej prostej
Nastepnie poprowadZmy przez dana
prosta [/ (", l,) dowolng plaszczyzne
e (hg, vy) 1 wyznaczmy krawedz a —a ¢
przeciecia si¢ owych plaszezyzn o i .
Aksonometrje h; i v; Sladow plaszczyz-
ny ¢ przechodzg odpowiednio (ust. 30)
przez punkty Hp i V7, a punkty H? =

Rys. 95. plaszezyzny ¢ i przecinajg si¢ w punk-

cie P= la, ktérego rzutami sg elementy

Pr=I["a" i P,—=1[,a,. Punkt P lezy na prostej / i na krawedzi a = a¢,

wiec lezy réwniez i na plaszezyZznie a, a tem samem element P=/a
jest punktem przebicia sie prostej !/ z plaszczyzng a. A zatem:

Celem wyznaczenia punktu P przebicia sie danej prostej | z dowolna
plaszczyzng o, nalezy poprowadzié przez prostg | pomocniczg ptaszczyzne e,
nastepnie skonstruowa¢ krawedZ a = ca, przeciecia sig tej plaszczyzny
z dang plaszczyzng a, oraz punkt P—al, w kiérym owa krawedz prze-
cina sig¢ z dang prostg L.

Aby konstrukeje uprosci¢, bardzo czesto uzywamy do pomocy pta-
szezyzny rzucajacej (prostopadiej) wzgledem rzutni &, @, w, lub .
Na rys. 96 wyznaczyliSmy rzuty P" i P, punktu P=—/a, przebicia sie
danej prostej / (I, [,) z plaszezyzng a (hZ, v>), postugujgc si¢ pomocnicza

plaszczyzng poziomo-rzucajacg ¢ (h; =1,, v;). Na rys. 97 przez pro--

!) Na rysunku prostg v, oznaczy¢ nalezy symbolem vfl',.

ot A Ak —hihi 1 Vi=uv;v; sa aksonomerja-
ﬁMn mi dwoch sladow pomocniczej krawe-
He

=H4 dzi a = aes. Proste / i a przynaleza do-

TSN
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sta 7 (", I,) poprowadziliSmy plaszczyzne aksonometrycznie-rzu-
cajaca ¢ (hl = v} =1"), skonstruowaliSmy krawedz a (a” =", a,) prze-
ciecia sig tych ptaszezyzn a i ¢ oraz punkt P (P, =a, [,, P") przecigcia
sie prostych a i L Otrzymany w ten sposob punkt P (P, P") jest punktem
przebicia sie prostej / z plaszczyzng a. :

Rys. 96.

Zadanie 1: Dane sa dowolna prosta / (", [,) i plaszczyzna po-
ziomo-rzucajaca o (hZ, v*). Wyznaczy¢ rzuty aksonomefryczne punktu
przebicia si¢ prostej / z ptaszczyzng a.

Rozwigzanie: Punkt P, =1, h?, w ktorym (rys. 98) przecinajg
sig proste [, i hZ, uwazajmy za aksonometrje¢ rzutu poziomego P’
punktu P, lezgcego na danej prostej /. Odnoszgca
P, P || z* przecina element [* w punkcie P, ktory
jest aksonometrja owego punktu P. Z latwoscig za-
uwazymy jednak, ze otrzymany w ten spos6b punkt
P (P, P,) lezy na plaszczyznie o | m,, gdyz jego
rzut P, przynalezy do aksonometrji A? Sladu po-
ziomego plaszczyzny a. Element P jest zatem punk-
tem P—lo przebicia sie¢ prostej / z plaszczyng a.

Cwiczenie 1: Rozwiazaé powyzsze zadanie, jesli a jest Rys. 98.
plaszczyzng: a) pionowo-rzucajaca, b) boczno-rzucajaca (rys. 99),
c¢) przechodzaca przez o§ z (wzglednie y, lub x).

Zadanie 2: Dane sg dowolna prosta / (I, ;) i plaszczyzna a (k2 || v2 || x™)

, ; rownoleglta do osi x. Wyznaczy¢ punkt
P=la przebicia si¢ prostej !/ z pla-
SZCZyzZng a.
Rozwigzanie 1: Skoro przez prosta
[ (I, 1,) poprowadzimy (rys. 99) ptaszczyz-
n¢ poziomo-rzucajaca ¢ (hy =1,,v;) i wy-
znaczymy krawedZ a (a, = h;, a") prze-
cigcia si¢ plaszezyzn a i & to punkt
P (P*=1I"a", P,) rozwigzuje zadanie.
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Rozwigzanie 2: Gdyby dany byl rzut /," prostej /, to punkt
P, =1, k" bylby aksonometrja (poréwnaj zad. 1) rzutu bocznego P
szukanego punktu P=1a. :

Cwiczenie 2: Rozwigzaé poprzednie zadanie dla plaszczyzny a, ktora jest ré6wno-
legla do osi y lub do osi z.

Cwiczenie 3: Wyznaczyé rzuty aksonometryczne punktu przebicia si¢ prostej /
z plaszczyzng a w nastepujgcych przypadkach :

a) L~ 1), a(hg,v)); d) 1™ 1, /| x"), a (kg [[y", v3);
b) 1", 1)), a(hg, k3); e) L, 1)), a(kg [[vg [[2");
) L, 17, a (k2 vl); DL, ), ahg [ kg [/ y™).

Zadanie 3: Dana jest plaszczyzna aksonometrycznie-rzucajgca
o (h? =v? =Fk") i dowolna prosta [ ({", l,). Wyznaczy¢ rzuty P" i P,
punktu P=la przebicia si¢ prostej / z plaszczyzng a.

Rozwigzanie: Punkt P=1[a lezy na prostej ¢
ina plaszezyznie a | m,, wiec jego aksonometrja P lezec
musi (rys. 100) na rzucie /* i na prostej h? — v? = k.
Z otrzymanego w ten sposob punktu P" =I["h> wy-
kre§lmy odnoszacg P" P, || 2", to ona przetnie si¢ z rzu-
tem /, w aksonometrji P, rzutu poziomego P’ szuka-
nego punktu P.

33. Zadania i éwiczenia. Przy pomocy konstrukcji, ktore pozna-

lismy w dwoéch ostatnich ustgpach, rozwigza¢ mozemy nastepujgce

Zadanie 1: Dane sg plaszezyzna a —a b, okreslona
przez dwie proste rownolegle a (a, a,) i b (b", b}),
oraz plaszczyzna pionowo-rzucajgca ¢ (hg, vg). Skon-
struowa¢ krawedZz przeciecia si¢ plaszezyn a i e.

Rozwigzanie 1: Wyznaczmy (ust. 32) punkty
1=ae i 2= be przebicia si¢ danych prostych a i b
z plaszczyzng ¢ | m,. Prosta e=12, ktorej akso-
nometrjami sg (rys. 101) elementy e"=1"2"
ie,=1,2,, jest krawedzig przecigcia si¢ danych
plaszezyzn a=ab i s

Rozwigzanie 2: Krawedz e = a¢ lezy na pla-
szczyznie pionowo-rzucajacej & wiec jej rzut e, na-
krywa si¢ z prostg v;. Poniewaz krawedZ e lezy rOwnoczesnie i na pla-
szczyznie a = ab, przeto przecina si¢ z danemi prostemi a i & w punktach

S ]

=ae i 2= be. Dla tych punktéw znane sg rzuty: 1, —=a,e, i 2, =b, e, ;
aksonometrje 7” i 2" owych punktow lezg na odpowiednich promieniach
g 51 b, .
Cwiczenie 1: Rozwigzaé¢ zadanie 1 dla prostych:
a) allb]lz; b) allb]]x; ¢) aflb]lm; d) allb]] ms; e) A [ixib=x;
: Dallz,b=z; g) a@"=a)), b/la

Rys. 101.
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Cwiczenie 2: Rozwiazaé zadanie 1 wo6wczas, skoro dana plaszezyzna « okreslona
jest elementami :
a) A(A"=A"), B (B, B]), C(C" C)); e) A(An=A"), b(b" b));
b) A(An=A7), B(B" =B)), C(C"=C)"); f) A@r=A), b (b", b});
¢c) A(An=A =A7), B(B",B)), C(C",C)); g) A(An=A4]), b(d"//b});
d AAn=A]=A]),B(B%,B)), C(C" C); h) A(A"=A4)), b (b"//x", b)).

Zadanie 2: Dane sg prosta / (I, [,) i plaszczyzna ¢ = a b, okreslona
prostemi rOwnoleglemi a (a”, a,)i b (b, b,). Wyznaczy¢ rzuty aksonome-
tryczne punktu przebicia si¢ prostej / z plaszczyzna o.

Rozwigzanie: przez prosta [/ poprowadZmy (rys. 102) pla-
szczyzng poziomo-rzucajacy ¢ (hy =1,, k;) 1 wyznaczmy krawedz e = a¢.
Rzut aksonometryczny e, —h; owej krawedzi
przecina si¢ z danemi elementami a,, b, w punk-
tach 1,=e,a, i 2,=e,b,. Aksonometrja
e" = 1"2" pomocniczej krawedzi e wyznacza
na prostej /* punkt P" —=["e", ktéry jest obra-
zem aksonometrycznym wynikowego punktu
Pe—a;

Cwiczenie 3: Rozwigza¢ zadanie 2 wéwezas, jezeli
polozenie plaszezyzny a okreSlone jest warunkami, poda- Rys. 102.
nemi w ¢wiczeniach 1 i 2.

Zadanie 3: Dane sg dwie ptaszezyzny a =ab i f=1Im, z ktorych
pierwsza wyznaczong jest przez dwie proste rownolegte a (a”, a,) i b (b, b,)
a druga przez dwie proste przecinajace sie / (I, [,) i m (m", m},). Skon-
struowaé rzuty aksonometryczne krawedzi 2= ap, przeciecia si¢ tych
plaszezyzn.

Rozwigzanie: Prosta [ (I", [,) przebija pltaszczyzne a =ab (por.
rys. 102) w punkcie P=1Ila. W podobny sposéb wyznaczymy punkt
R = ma przebicia si¢ danej prostej m (m", m,) z ptaszczyzng o = ab.
Prosta k= PR jest szukang krawedzig, gdyz posiada dwa punkty PiR
wspolne z plaszczyznami o i f.

Cuwiczenie 4: Rozwigzaé poprzednie zadanie, jezeli plaszczyzna 3 okreslona jest
przez aksonometrje h§ i vﬁ dwéch swoich §ladow.

Cwiczenie 5: Dane sy dwie proste réwnolegle a (a®, a’), b(b" b)) i dowolny
punkt C (C", C'). Wyznaczy¢ krawedz przecigcia si¢ plaszezyzny a = ab z plaszcezyzng
8= Cx, przechodzgca przez punkt C i przez oS x.

Zadanie 4: Dane sg trzy plaszezyzny a (hy, vg), B (hg, vg) iv (R, vy).
Wyznaczy¢ rzuty aksonometryczne punktu P— afy przeciecia si¢ tych
trzech plaszczyzn.

Rozwigzanie: Plaszezyzny a i 3 przecinajg si¢ w prostej c = af,
plaszcezyzny o iy w prostej b= ay, a plaszezyzny 3 i y w prostej a = 7.
Skonstruowane w ten sposob trzy krawedzie a, b i ¢ przecinajg sie
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w zadanym punkcie P. Do wyznacze-
nia tego punktu P wystarcza oczywiscie
dwie krawedzie np. b i ¢, a trzecia kra-
wedZz a stuzy tylko do kontroli prze-
prowadzonej konstrukeji. 7

Na rys. 103 przyjeto dwie pta-
szezyzny a || B8, ktore przecieliSmy do-
wolng plaszczyzng y. Krawedzie a =y 8
i b=1ya sg (ust. 5) prostemi réwno-
legiemi i przecinajg si¢ w punkcie nie-
wilasciwym P® — ab, ktéry lezy tez na
krawedzi niewtasciwej c¢”=—af. Plaszczyzny a || f i1 7 przecinajg sie
w punkcie niewlasciwym P~ =apy.

Zadanie 5: Dane sg dwie plaszczyzny g (hj, vg) i v (hy, vy), kto-
rych aksonometrje hj; i h; Sladow poziomych nie przecinajg si¢ w obre-
bie rysunku. Wyznaczy¢ rzuty aksonometryczne krawedzi a = fy prze-
cigcia sie tych plaszezyzn.

Rozwigzanie 1: Dla krawedzi a
znany jest jeden punkt, a mianowicie
(rys.104) slad pionowy V, (Vi =wvj vy, V,)
tej prostej. Aby wyznaczy¢ drugi punkt
krawedzi a= 7, poprowadimy pla-
szezyzne np. ¢ [| @, i skonstruujmy punkt
P = &7y przeciecia si¢ plaszczyzn ¢, iy.
Aksonometrje P i P, punktu P otrzy-
mamy, jesli wyznaczymy rzuty aksono-
metryczne krawedzi b=¢f i e=¢y.
Poniewaz $lad poziomy plaszezyzny
¢ || m, jest prosta niewlasciwg h7 , przeto
aksonometrja tego Sladu jest rowniez prostg niewlasciwg h; “. Pomocnicze
krawedzie b—¢8 i e—=-¢y sg rownolegle do rzutni poziomej =, bo
aksonometrje Sladow poziomych tych prostych sg punktami niewlasci-
wemi:H,’,’“——:hg""h[’; S e — hg‘”h;’. Przez punkty V; = v vg i Vi =v; vy,
ktore sg aksonometrjami Sladow pionowych krawedzi & i e, wykreslone
proste b" || hgie" || h; przecinajg si¢ w punkcie P". Proste b, =V, H;*
i e,=V,H"" przecinajg si¢ w punkcie P,. Otrzymane w ten spos6b
punkty P" i P, sg rzutami punktu P=¢&fy, przez ktory przejs¢ musi
krawedz a = 7. Laczac tedy 6w punkt P (P, P,) ze §ladem pionowym

V. (Vz, V), otrzymamy zadang krawedz a (2" =P" V2, a, =P, V).
' Rozwigzanie 2: Zamiast plaszczyzny ¢ || w,, uzy¢ mozemy do
pomocy (por. rys. 103) plaszczyzny a rownoleglej np. do ptaszczyzny p.
Punkt przeciecia sie trzech plaszczyzn a, 8 iy bedzie wowczas punktem
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niewlasciwym P~ =afy. Przez punkt P” przejda krawedzie b—ay
i ¢”=uap. Jezeli tedy skonstruujemy krawedz b (b", b,) i przez punkt
V, (Vi =wvgvy, V,) poprowadzimy prostg a || b, to otrzymana w ten spo-
s6b krawedz a (a" || b", a, || b,) rozwia-
zuje zadanie. !

Rozwigzanie 3: Aksonometrje a”
wynikowej krawedzi a =y otrzymamy
(rys. 104), jesli punkt V;=ojv7 pola-
czymy z punktem H; = hg hj, lezacym
poza obrebem rysunku. Do tego celu za-
stosowa¢ mozemy konstrukcje pomoc-
nicze, podane na rys. 105 (podobien-
stwo trojkatow P12 i R34) lub na rys. 106 (wysokosci trojkata’ 123).

Cwiczenie 6 : Wyznaczy¢ krawedz przeciecia sie dwéch danych plaszezyzn o (kg , v, )
iB(hE vﬁ), jesli aksonometrje §ladéw pionowych tych plaszezyzn nie przecinaja! sie
w obrebie rysunku.

Cwiczenie 7: Rozwigzaé éwiczenie 6, jezeli w obrebie rysunku nie przecinajg sie
wecale ani proste hj i hﬁ, ani tez proste vy i v§. (Do konstrukeji uzy¢ nalezy dwéch po-
mocniczych plaszcezyzn).

Zadanie 6: Dane sg dowolna ptaszczyzna a (h2, v?) iprosta l (1,, [,)
prostopadia do rzutni poziomej. Wyznaczy¢ punkt przebicia sie¢ prostej /
Z plaszezyzng a.

Rozwigzanie: Na rys. 107 wykreslono aksonometrje A; i v; pla-
szezyzny poziomo-rzucajgcej s, ktéra przechodzi przez prostg /. Krawedz
¢ = a¢ przecina prosta ! w zagdanym punkcie P=la
przebicia si¢ elementu / z plaszczyzng a.

Zadanie 7: Dane sa prosta a (a", a,), pla-
szezyzna ¢ (hg, v;) i punkt P (P, P,), ktory lezy
na ¢ Przez P poprowadzi¢ takg prosta [, ktéraby
lezala na plaszczyZnie ¢ i przecinala si¢ z prostg a.

Rozwigzanie 1: Kazda prosta, ktora prze-
chodzi przez punkt P i przecina prostg a, lezy
na plaszezyZznie o —=Pa. KrawedZz [=— as prze-
ciecia sie plaszezyzn « i & rozwigzuje zadanie.

Rozwigzanie 2: Prosta a przebija plaszczyzne ¢ w punkcie
A —ac. Prosta /— AP, tagczaca punkty A i P, spelnia warunki zadania.

Cwiczenie 8: Poprzednie zadanie rozwigzaé, jesli dang jest plaszezyzna ¢: a) ¢ [/ my,
b) e/ ms ) e//x, d) & L g.

Zadanie 8: Dane sg dwie proste skosne a (a" a,), b (b", b,) i do-
wolny punkt P (P, P;), nie lezacy na zadnej z danych prostych. Przez P
poprowadzi¢ nalezy takg prosta r, ktoraby przecinala si¢ z danemi pro-
stemi a i &.
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Rozwigzanie 1: Wszystkie proste, ktore przechodzg przez punkt P
i przecinajg prosta a, lezg na plaszezyznie a — Pa. Podobnie kazda pro-
sta, ktora przechodzi przez P i przecina element b, przynalezy do pla-
szezyzny (= Pb. KrawedZ r— af, przeciecia si¢ tych plaszczyzn, roz-
wigzuje zadanie.

Rozwigzanie 2: Plaszczyzna a = Pa i prosta b wyznaczaja punkt
B =ba. Prosta BP=r jest elementem wynikowym, gdyz prosta r prze-
chodzi przez punkt P, przecina element & w punkcie B, oraz przecina
(jako prosta, przynalezna do ptaszczyzny o == Pa) prostg a.

Cwiczenie 9: Poprzednie zadanie rozwigza¢ woéwezas, skoro dane proste a i b
spelniajag nastgpujgce warunki:

a) af/x, b dowolna; daflm, b1 m; g) a L w,, b dowolna
b)a//x, b//n‘l; e) 8//”1, bJ—n2; h)&_L.TEa; b//nl
o allx, bffm; D allm, b/ m; ) al e, blm.

34. Slady aksonometryczne plaszezyzn i prostych. Niechaj
dane bedg (rys. 108) dowolny ostrokgtny trojkat sladow aksonometrycz-
nych (s, s; s;) i aksonometrje hZ, v?, k? Sladow plaszczyzny a. Punkt
H,= h! s,, w ktorym przecinajg si¢ prosta A? i bok s, = &, m, trojkata
sladow (s; sy s;), lezy na rzutni @; i na rzutni aksonometrycznej u,.
Punkty H* i H,, t. zn. obrazy aksonometryczne punktu H, i jego rzutu
poziomego H’, nakrywaja si¢ z elementem H,. Podobnie punkt V,=uv7? s,
przeciecia si¢ prostych v} i s, =m, @,, lezy rownoczesnie na rzutniach
pionowej m, i aksonometrycznej w,. Aksonometr_la Vi tego punktu zjed-
noczyta si¢ z elementem V,, a natomiast aksonometrja V, rzutu pozio-
mego uwazanego punktu V, lezy na osi aksonometrycznej x”. Omawiane
punkty H, i V, wyznaczajg prosta s,— H, V,, przyczem pierwszy z tych
punktow jest oczywiscie Sladem poziomym H,, a drugi punkt V, §la-
' dem pionowym tej prostej s.. Prosta
sa=H,V,lezy na rzutni aksono-
metrycznej, gdyz dwa jej Slady H;i V,
leza na plaszczyZnie m,. Aksonometrja
s* = H? V* prostej s, nakrywa sie z ele-
mentem s,, aksonometrja zas rzutu po-
%/ T R :Z’(l)n:le% ;Z prostej s, jest promieniem

74 Z tatwos$cig zauwazymy jednak, ze
prosta s, lezy rOwniez i na danej pla-
szczyznie a (hZ, v?), bo aksonometrje
H? i V! Sladow poziomego i piono-
wego prostej s, lezg (ust. 27) na odpowiednich aksonometrjach A7,
wzgl. v? Sladow plaszczyzny a. Prosta s,— m,a, jako krawedZz rzutni

Rys. 108.
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aksonometrycznej @, i plaszczyzny a, jest zatem $ladem aksono-
metrycznym s, plaszczyzny a.

Dla prostej s, wyznaczyliSmy poprzednio dwa jej Slady, a miano-
wicie H,=h"s, i V,= v s,. W podobny sposéb otrzymamy §lad boczny K,
owej prostej. Proste k7 i s;—=wm,n; przecinaja si¢ w punkcie K, gdyz
on przynalezy do rzutni aksonometrycznej &, i do rzutni bocznej s,
oraz lezy rownoczeSnie na plaszczyznie a. A zatem wypowiedzie¢ mo-
zemy nastepujgce ;

Twierdzenie: Aksonometrje h, v i k", trzech sladow (poziomego,
pionowego i bocznego) dowolnej ptaszczyzny a, przecinaja sig z odpow.
bokami s,, Sy i 8 trojkata Sladow aksonometrycz-
nych w trzech punktach (Sladach) H,= hls,,
V,=uv"s, i K,= RIS, kiore lezg na Sladzie akso-
nometrycznym s, owej plaszczyzny a.

Dane sg (rys. 109) trojkat $ladow aksono-
metrycznych (s, s; s;) i dowolna prosta / (7, 7,,).
Aby wyznaczy¢ punkt S,=Im,, przebicia sig
prostej / z rzutniag aksonometryczng ,, popro-
wadZmy przez [ plaszczyzne np. poziomo-rzuca-
jacq e (h” =1, k7). Slad aksonometryczny s, — e,
plaszczyzny ¢ przecina si¢ z prosta ! w punk-
cie S,, ktorego rzutami aksonometrycznemi sg
punkty S} =1[1"s; i §;". Otrzymany w ten spo-
s6b punkt S, jest Sladem aksonometrycznym
danej prostej .

Punkt S, = l@, wyznaczy¢ mozemy tez przy
pomocy plaszezyzny aksonometrycznie-rzucajg-
cej a, a przechodzacej przez prostg /. Aksono-
metrje h" = v? = k} trzech S§ladow pomocniczej
plaszezyzny «i jej Slad aksonometryczny s, na-
krywajg sie (rys. 110) na prostej /”. Aksonometrja
s;" =V, K, rzutu poziomego prostej s, przecina
sie z rzutem [/, w punkcie S;”. Odnoszaca
S;"S,|| 2" wyznaczy na prostej [* zgdany Slad
aksonometryczny S, danej prostej I (1", I,).

Zadanie 1:Dane sa dwie proste rownolegte
a(a™, a,)ib (b, b)), ktore okreslaja plaszczyzneg
a=ab. Wyznaczy¢ $lad aksonometryczny s,
tej ptaszczyzny.

Rozwigzanie: Przez dane proste ai b
poprowadzmy plaszczyzny pionowo-rzucajgce
e (v; =ay, hy) 1 @ (v =107, k) 1 wyznaczmy
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slady aksonometryczne s, s, tych plaszezyzn. Punkty S,=a"s,
i8S, —u Sy sg Sladami aksonometrycznemi danych prostych a i b.
Slady S, i S, wyznaczajg prostg s,—S,S,, ktéra jest $Stadem aksono-
metrycznym plaszezyzny o =ab.

Cuwiczenie 1: Wyznaczy¢ $§lad aksonometryezny plaszezyzny e, ktora przechodzi
przez o x i przez dany punkt A (A7, 4)).

Cwiczenie 2: Wyznaczyé Slady aksonometryczne plaszezyzn: a) a//x, b) B//y,
©) v/lz d) o[/, e &l ms.




Rozdziat V.

Problemy rownolegtosci 1 prostopadtosci.

35. Proste réownolegle. W ust. 24 wykazaliSmy prawdziwo$¢
nastgpujacego twierdzenia:

Dla prostych rownolegtych ich jednoimienne rzuty aksonometryczne
sg prostemi rownolegtemi.

Przyjmijmy teraz takie dwie proste a (a", a,) i b (b", b,), dla kto-
rych (rys. 112) dwie pary jednoimiennych rzutéw aksonometrycznych
sg prostemi réwnolegtemi: a" || b", a, || b,. Chege zbadad, jak si¢ zacho-
wuja wzgledem siebie owe proste a i b, nalezy zrekonstruowac (por.
ust. 18) ich potozenie w przesirzeni. W tym celu przez dane proste
a, [| b, poprowadzmy odpow. plaszczyzny a | m,
i # | m, (prostopadte do plaszczyzny rysunku wm,),
to oczywiScie owe plaszczyzny sgq do siebie rOwno-
legte: a || f. Rzutnia pozioma @, — Os, przecina si¢
z elementami « || # w dwdch prostych réwnolegtych :
a=am i b=pm, ktére sg rzutami poziomemi
uwazanych prostych a i b. Skoro przez a8 poprowa- Y
dzimy plaszczyzne y | m,, a przez element &' pla-
szezyzne 0 | @, to owe plaszcezyzny sg do siebie
rownolegte: 7|/ 0. P&dobnie plaszczyzny ¢ | =,
i ¢ | m, z ktorych pierwsza przechodzi przez_aksonometrjg a", a druga
przez prostg b" [[a", sa do siebie rownolegle. Z warunkow réwnole-
glosci: y[| 01 €[] ¢ wynika, ze krawedzie a=7y¢ i b=0¢ sg prostemi
rownolegtemi. WykazaliSmy tedy, ze dane proste a (a®, a,) i b (b*, b))
sg do siebie rownolegle.

Rozumowanie nasze zn
bedzie tez prawdziwe wna- 2~ an
stepujgcych przypadkach: on
1) a" || b", a,=b, @ys. ,, o
18- D 2" =0" a2 1b. —

(rys. 114) i 3) a" || b", S
A= h50 =gt (PySTEIS ) Rys. 113. Rys. 114. Rys. 115.

Rys. 112.
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W pierwszym przypadku pomocnicza plaszczyzna a schodzi sie
z elementem (B, oraz plaszczyzna y nakrywa sie z elementem J; pla-
szczyzny ¢ || ¢ przecinajg plaszczyzne poziomo-rzucajacg y =9 w pro-
stych a [| b. W drugim przypadku plaszczyzna aksonometrycznie-rzuca-
jaca e = ¢ przecina plaszczyzny 7|/ 0 w prostych réwnolegtych a|| .
W trzecim przypadku schodzg si¢ ptaszczyzny o= ¢
i p=¢, ale elementy ¢/ ¢ i y[| 0 wyznaczajg krawe-
dzie: a=7ye i b=0¢, ktére sg prostemi rownolegtemi.

Gdybysmy jednak (rys. 116) przyjeli, ze a" —=a,,
b" =b,, przyczem a” || b" || z*, to wéwczas owe rzuty
aksonometryczne nie ustalajg wcale (por. ust. 19

Rys. 116. rys. 31) polozenia prostych a i'b w przestrzeni. O ile

speliony bedzie dodatkowy warunek: a, || b, lub
a, || by, to wowezas — jak z tatwoscia wykaza¢ mozemy — ustalone
bedzie polozenie prostych rownoleglych a || b.

W zupelnie analogiczny spos6b wykazemy, Ze
skoro dwie pary roOwnoimiennych rzutéw np.: a, [| b,
i a, || b,, pewnych prostych sg elementami réwno-
leglemi, to réwniez i owe proste a, b sg do siebie
rownolegte. Poming¢ musimy oczywiscie przypadek,
podany na rys. 117. Wprawdzie spelnione sg wa-
runki: a, [| b, 1 a, [| b,’, ale owe rzuty nie wyzna-
czaja polozenia prostych a || 7, i b [| m; W przestrzeni.

Rys. 117. Na rys. 117, przez wkreslenie aksonometrji a* i b,

ustalone zostalo potozenie prostych a i b; owe
proste nie sg wcale rownolegle, tylko skosne.

Wynikiem rozwazan naszych jest nastgpujace

Twierdzenie: Jezeli dwie pary rownoimiennych rzutéw aksonome-
trycznych dwoch prostych sa odpowiednio prostemi rownolegtemi i wy-
starczaja do ustalenia potozenia owych prostych®w przestrzeni, to uwa-
2ane proste sg do siebie rownolegte.

36. O réownoleglosci prostej i plaszezyzny. Wiadomo nam
Z rozwazan ust. 4, ze:
prosta r jest rownolegla do danej | ptaszczyzna a jest rownolegig do da-
plaszezyzny o« wowcezas, jezeli r | nej prostej r wowezas, jezeli a prze-
jest roOwnolegla do dowolnej pro- | chodzi przez dowolng prosta, ktora
stej, ktora lezy na plaszczyznie a. | jest ro6wnolegla do owej prostej r.

Korzystajgc z tych zaleznoS$ci, rozwigza¢ mozemy bezposrednio na-
stepujace

Zadanie 1: Przez dany punkt P (P", P,) poprowadzi¢ prostg r
rownolegly do danej ptaszezyzny a.
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Rozwigzanie: Niechaj dang bedzie (rys. 118) plaszczyzna a = be,
okreSlona dwiema prostemi b (b, b,) i c (¢", ¢,), przecinajgcemi sie
w punkcie A (A", A,). Celem rozwigzania naszego zadania, nalezy na
danej ptaszczyznie a przyjaé (por. ust. 27) dowolng prostg 7 (" = 1" 2",
l,=—1,2;), a nastepnie przez dany punkt P poprowadzi¢ prostg r,
rownolegtg do pomoc- '
niczego promienia L
Z punktu P" wy-
kreslmy prostg r* || 17,
a z punktu P, prostg
r, || L., to elementy te
sg rzutami aksono-
metrycznemi prostej
wynikowej r.

Narys. 119 akso-
nometrje k" iv" dwoch Rye 118
Sladow poziomego h,

i pionowego v, wyznaczajg plaszczyzne a. Na tej plaszczyZnie lezy
prosta [ (I =Hr Vr, I, = H!V,), a prosta wynikowa r przechodzi przez
dany punkt P i jest rownoleglg do L

Uwaga : Zadanie 1 posiada nieograniczong ilo§¢ rozwigzah; zmieniajgc bowiem

na plaszczyznie a polozenie pomocniczej prostej 7 (I7, I;), za kazdym razem otrzymamy

inng prostg r. Wszystkie proste r, otrzymane w ten sposéb, leza (ust. 4) ng plaszczyz-
nie # réwnoleglej do a.

Cwiczenie 1: Zadanié 1 rozwiazaé, jesli dana jest plaszezyzna: a) a//x, b) a/ly,
eaffz,d alxealln,falr,.

Zadanie 2: Dane sg dowolna plaszczyzna a, punkt P (P, P,) i pro-
sta r, przechodzgca przez punkt P,. Uwazajgc element r, za aksono-
metrje rzutu poziomego r' takiej prostej r, ktéra przechodzi przez punkt P
i jest rownolegla do plaszczyzny a, — nalezy skonstruowaé aksonome-
trje r* owej prostej r.

Rozwigzanie: WykreSlmy (rys. 118 i 119) prosta 7, || r, i wy-
znaczmy (ust. 27) aksonometrje /* tak, aby otrzymana w ten sposo6b
prosta I (l,, I) lezala na danej plaszczyZnie a. Prosta r", wykreSlona
z punktu P" réwnolegle do elementu [/, rozwigzuje zadanie. Zauwazy¢
nalezy, ze zadanie 2 posiada jedno i tylko jedno rozwigzanie.

Cwiczenie 2: Poprzednie zadanie rozwiazaé, jesli dana prosta r! spelnia warunki:
A raflx b flynie) i 2 ny

wiczenie 3: Dang jest aksonometrja r» prostej r, ktéra przechodzi przez dany
punkt P (P, P”) i jest r6wnolegla do danej plaszczyzny a (h], v]). Skonstruowaé nalezy
aksonometrj¢ r; rzutu pionowego prostej r.

Cwiczenie 4: W Gwiczeniu 8 wyznaczyé taka prosta r// a i przechodzaca przez P,
dla ktérej aksonometrja r» spelnia warunki: a) r» //x=, b) r® [/ y®, ¢) r™ 1 27,
Plamitzer. Aksonometrja prostokgtna. 6
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Zadanie 3: Dane s dwie plaszczyzny a (h, v?) i B (hj, vj), oraz
dowolny punkt P (P, P,). Przez ten punkt nalezy poprowadzi¢ prostg r,
rownolegla do plaszczyzn a i f.

Rozwigzanie: Wyznaczmy (ust. 31) krawedz ¢ — ap przecigcia
si¢ danych plaszczyzn, nastepnie poprowadZmy przez punkt P prostg
1 || e. Otrzymana prosta r rozwigzuje zadanie, gdyz r jest rownolegtg do
takiej prostej c¢, ktora lezy na plaszczyznie « i na plaszezyznie f.

Zadanie 4: Wyznaczy¢ rzuty aksonometrycz-
ne takiej prostej r, kto6-
raby przeszia przez
dany punkt P(P*, P.,),
oraz byla r6wnoleglia
do danej plaszczyzny
2 a (h?, o) i do rzutni
hé+hn i poziomej .

Rys. 120. Rozwigzanie: Rys. 121.
Prosta 7 musi by¢
rownolegla do krawedzi h, — aw,. Rzuty aksonometryczne elementu r
sg (rys. 120) promieniami: r" [[r, || hZ, r. || x", % || y".

Na rys. 121 wykreslono rzuty r" || r, [[ vZ, r, || x" prostej r rowno-
leglej do Sladu pionowego v, plaszczyzny a. Prosta r spelnia warunki:
rlla, rl| m.

 Cuwiczenie 5: Przez punkt P (Pn, P!) poprowadzié taka prosta r (7, r,), ktéra jest
rownolegly do danej plaszczyzny a (A7, vy) i do rzutni aksonometrycznej. (Prosta r jest
réwnolegla do $§ladu aksonometrycznego s« = am, plaszczyzny «).

Cwiczenie 6: Zadanie 3 rozwigzac, jesli jedna z danych plaszezyzn’ spelnia wa-
runki: a) a//z &) afly, ¢ allx, d) a L z,e) a Ly ) al a,.

Pr

Zadanie 5: Dane sg punkt A (A", A,) i prosta r(r", r,). Przez
punkt A poprowadzi¢ plaszczyzne (a hZ, v?), roOwnoleglga do prostej r.

Rozwigzanie: Celem rozwigzania tego zadania, wykreslmy (rys. 118
i 119) rzuty aksonometryczne /" i [, takiej prostej /, ktora jest rowno-
legla do danej prostej r. Pomocnicza prosta / i dany punkt A okreslajg
ptaszczyzne a = [A, ktéra spelnia warunki
zadania. Istnieje nieograniczona iloS¢ roz-
wigzan, ktore zalezg od polozenia kon-
strukcyjnej prostej || r.

Bardzo czesto jednak korzystamy z ta-
kiej pomocniczej prostej /|| r, ktora (rys. 122)
przechodzi przez dany punkt A (A", A)).
Wszystkie plaszezyzny: a, 8, 7 [| x,..., ktore
przechodzg (ust. 30) przez pomocniczg pro-
stg (I, I,), rozwiazuja zadanie.




. 37. Plaszezyzny réwnolegle. 83

Zadanie 6: Dane sg dwie proste skos$ne a (a", a,) i b (b, b,), oraz
dowolny punkt P (P", P,). Przez ten punkt poprowadzi¢ plaszczyzne «a,
roéwnolegla do prostych skosnych a i &.

Rozwigzanie: Przez punkt P (P", P,) poprowadZmy dwie pro-
ste: ¢[|a i d|| b. Wszystkie ptaszezyzny, ktére przechodzg przez Pi sg
rownolegle do prostej a, przechodzg przez prosta c (¢" [ a*, ¢, || ay)-
Podobnie kazda plaszczyzna, poprowadzona przez punkt P réwnolegle
do prostej b, zawiera prosta d (d*, d,). Istnieje zatem jedna i tylko
~ jedna plaszczyzna ¢ = cd, okreSlona pomocniczemi prostemi c i d, ktéra
spelnia warunki zadania. :

Cwiczenie 7: Rozwigza¢ zadanie 6 w nastepujacych przypadkach:

a) allm, b/ m; dalm, bfm; g) a//x, b dowolna.
b) aflm, b ms; e) al m, b m; hallx, blly.
¢) af/m, b[fm; f) alm, bffm,; ) aflx, bffm.

Zadanie 7 : Przez dang prosta a (a”, a,) poprowadzi¢ plaszczyzne a,
rownolegla do danej prostej b (b”, b,).

Rozwigzanie: Na promieniu 2 obierzmy dowolny punkt C (C*, C})
i poprowadZzmy przezen taka prostg /, ktora jest rownolegig do prostej b.
Plaszczyzna £ — al, okreSlona prostemi a i /, rozwigzuje zadanie.

Cwiczenie 8: Rozwigza¢ zadanie 7, jezeli polozenie - danych prostych sko$nych
4 i b okreSlone jest warunkami, podanemi w éwiczeniu 7.

Cwiczenie 9: Dane sa prosta r (r=, r;) i aksonometrja A; Sladu poziomego pla-
szezyzny a, ktdra jest réwnolegly do prostej r. Nalezy skonstruowaé aksonometrje v} i &)
«dwéch dalszych Sladéw owej plaszezyzny a.

Zadanie 8: Dane sg trzy proste skosne a (a",a,), b (b", b))
ic(em, c,). Wyznaczy¢ nalezy rzuty aksonometryczne takiej prostej,
ktéraby przecinata sig z prostemi a i b, oraz byta ro6wnoleglg do prostej c.

Rozwigzanie 71: Wszystkie proste, ktére przecinajg prostg a i sg
rownolegie do prostej ¢, lezg na plaszczyZnie «a, przechodzgcej przez
promien a i rownoleglej do elementu c (por. zad. 7). Podobnie wszystkie
proste, przecinajgce prostg & i rOwnolegle do promienia ¢, przynalezg do
ptaszezyzny 3, ktora przechodzi przez b i jest rownolegly do c. Krawedz
r=apf, przeciecia si¢ pomocniczych plaszezyzn e i 3, rozwigzuje zadanie.
: Rozwigzanie 2: Przez prostg a poprowadZmy plaszezyzne a || ¢
i wyznaczmy punkt B = bo przebicia si¢ danej prostej b z plaszczyzng a.
Przez punkt B poprowadzmy nastepnie prostg r réwnolegla do trzeciej
danej prostej ¢. Otrzymana w ten sposob prosta r jest elementem wy-
nikowym, gdyz spelnia warunki zadania.

37. Plaszezyzny réwnolegle. Z rozwazan ust. 31 wiadomo nam,
ze: dla plaszezyzn réwnolegltych aksonometrje ich jednoimiennych S$la-
dow (poziomych, pionowych, wzgl. bocznych) sg prostemi rownoleglemi.

6*
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Obierzmy na rys. 123 dowolny ostrokatny
trojkat sladow aksonometrycznych (s, s, S;),
oraz aksonometrje hg || h, vg || vg i kg || kj
§ladow dwoch ptaszezyzn rownolegtych a i 8.
Skoro ptaszczyzny a [| f przetniemy rzutnig
aksonometryczng =7,, to otrzymane w ten
sposob Slady aksonometryczne s,i sg tych
plaszczyzn sg (ust. 4) prostemi rownolegte-
mi: s,/[sp. A zatem wypowiedzie¢ moze-
my nastepujgce

Twierdzenie: Dla plaszczyzn réwnole-
glych ich slady aksonometryczne, oraz aksonomefrje rownoimiennych $sla-
dow (poziomych, pionowych, wzgl. bocznych) sg parami do siebie row-
nolegte.

Niechaj dane beda takie dwie plaszczyzny o i B, dla ktorych
(rys. 123) aksonometrje §ladow np. pionowych i bocznych spelniajg wa-
runki: o? [/ vp i k7 || kg. Zbadajmy teraz, jakie zajmujg polozenie wzgle-
dem siebie owe plaszczyzny a i f. W tym celu przez proste v} [[vj
poprowadzmy dwie plaszczyzny ¢ | @, i ¢ | =, a nastepnie przetnijmy
owe plaszezyzny ¢ || @ rzutnig pionowg @, = Os,. Otrzymane w ten spo-
s6b Slady pionowe v, = &7, i vp==@m; uwazanych plaszczyzn e i § sg
(ust. 4) prostemi réwnoleglemi: v, || vs. Analogicznie wykaza¢ mozemy,
ze z zaleznoSci k7 || kg wynika zwigzek : k. || kg. Skoro przyjmiemy, ze
Slady v, || vg i k.|| kg nie posiadajg wspolnego Kierunku (t. zn. nie sg
rownolegle do osi z), to owe §lady okreslaja (ust. 4) dwie plaszczyzny
réwnoleglte a /| B.

Gdyby jednak, obok zalezno$ci v. || vg i k. || kg, Wystapil jeszeze
(por. rys. 94) warunek trzeci: v, [| k.|| 2, to wOwczas uwazane pla-
szezyzny a i 8 bylyby rownolegle do osi z. KrawedZz c = af przecigcia
sie¢ tych plaszezyzn moze by¢ prosta wiasciwg lub prostg niewlaSciwag.
Elementy e i f w pierwszym przypadku nie posiadajg wspolnego ,usta-
wienia“, t. zn. nie sg do siebie roOwnolegie; natomiast w drugim przy-
padku bylyby plaszczyznami réwnoleglemi i przecinalyby si¢ w kra-
wedzi ¢” =ap.

PrzeprowadziliSmy pewne badania aksonometrji sladow pionowych
i bocznych dwoch danych plaszezyzn o i . Analogiczne rozwazania
dadzg sie przeprowadzi¢ dla dwoch innych par Sladow: poziomych i pio-
nowych, poziomych i boeznych, lub pionowych v, vp i Sladow aksono-
metrycznych s,, sg tych ptaszczyzn. WykazaliSmy tedy prawdziwos¢ na-
stepujacego

Twierdzenia: Jezeli obrazy aksonometryczne dwdéch par réwno-
imiennych Sladow dwdch ptaszczyzn sq prostemi rownolegtemi, ale kazda
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z tych par posiada inny kierunek, fo wowczas uwazane ptaszczyzny sa
do siebie rownolegte.

Niechaj dana bedzie dowolna plaszezyzna a i punkt P, ktory nie
przynalezy do elementu a. Celem wyznaczenia plaszczyzny pJ, przecho-
dzacej przez punkt P i rOwnoleglej do plaszczyzny a, postgpi¢ nalezy
(ust. 4) w sposéb nastepujgcy :

Przez P poprowadzi¢ nalezy dwie | Na a przyja¢ nalezy dwie pomoc-
pomocnicze proste: a |/ a i b /| a,to | nicze proste c i d, a nastgpnie przez
owe proste okreSlaja wynikowg | punkt P poprowadzi¢ plaszczyzne g,
plaszezyzne g —=ab. réwnoleglg do tych prostych.

Czesto jednak zamiast dwoch prostych a i b, wyznaczamy tylko
jedng prosta a||a i korzystamy z rownoleglo$ci jednej z par ele-
mentow: h; [| kg, v [|vg, k7 || kg, wzgl. s, || sg.

Zadanie 1: Dane sg ptaszezyzna a (h”, v™)
i dowolny punkt P (Pm, P,). Nalezy skonstru-
owaé aksonometrje §ladow plaszczyzny j, prze-
chodzgcej przez
punkt P i row-
nolegiej do pla-
SzZczyzny a.

Rozwig-
zanie: . Przez

Rys. 124. punkt P (rys.

124) poprowadz-

my prosta a réwnolegla np. do sladu poziomego %, danej plaszczyzny a.

Rzutami aksonometrycznemi prostej Kkonstrukcyjnej a sa elementy

a" || a, || hz. Przez aksonometrje V' Sladu pionowego tej prostej prze-

chodzi prosta v || v;, a przez punkt Xj

promien hj || h;. WykreSlone w_powyzszy

sposob proste k% i vj sa’ aksonometrjami

sladow poziomego hp i pionowego vg pla-
szezyzny f.

Cwiczenie 1: Poprzednie zadanie rozwigzaé
przy pomocy: 1) prostej a//v, (rys. 125), 2) pro-
stej a// k,, 3) prostej a réwnoleglej do §ladu aksono-
metrycznego s, uwazanej plaszczyzny a (rys. 126),
4) dowolnej prostej a // a.

Cwiczenie 2: Zadanie 1 rozwigza¢ wowczas,
jezeli dana plaszezyzna a jest: a) poziomo-rzuca- “
jaca (rys. 127), b) pionowo-rzucajgcg, c¢) boczno-
rzucajgca. (Konstrukeja znacznie uproszezonal)

Cwiczenie 3: Dane s dwie proste réwno-
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legle a (an, a)), b (b7, b))
i dowolny punkt P(P™, P;).
Przez P poprowadzi¢ pla-
szezyne f3, ré6wnolegla do
plaszezyzny a = a b.
Cwiczenie 4: Przez
dany punkt P (P, P)) po-
prowadzi¢ (rys. 128) pla-
szczyzne &, réwnoleglg do
Rys. 128. do rzutni aksonometrycz-
nej 7,.

Zadanie 2: Dane s punkt A (A", A,), prosta b (b7, b,) i pla-
szezyzna 7 (hy, vy). Przez punkt A poprowadzi¢ taka prostg p, ktoéraby
przecinala si¢ 'z prosta & i byla rownolegla do plaszczyzny 7.

Rozwigzanie 1: Wszystkie proste, ktére przechodzg przez
punkt A i przecinajg prosta b, leza na plaszczyznie 0 — Ab. Wszystkie
proste przechodzace przez punkt A i rownolegle do danej ptaszezyzny 7,
przynaleza do ptaszczyzny e, poprowadzonej przez A rOwnolegle do ele-
mentu y. Krawedz p = de, przecigcia si¢ tych plaszezyzn 0 = Ab i ¢ 7,
rozwigzuje zadanie.

Rozwigzanie 2: Przez dany punkt A prowadzimy plaszczyzne ¢ (| y
i wyznaczamy punkt B = b¢, przebicia si¢ danej prostej b z ptaszczyzng e.
Punkty A i B wyznaczaja prosta p — AB, ktéra spelnia warunki zadania.

Cwiczenie 5: Zadanie 2 rozwigzaé, jesli polozenie danych elementéw b iy okre-
$lone jest warunkami:

a) blm, v/lm; ¢ bjlm, v/fx; e) & il wfl &
b) b Ly, v/[m; d) b/lme, 71 m; P b L Ry v/

38. Proste prostopadile. W ust. 10 wykazaliSmy, ze: Rzut pro-
stokatny kata prostego, kiorego jedno ramie jest rownolegte do (wzgl.
lezy na) rzutni, jest katem prostym. Korzystajgc z tego twierdzenia, roz-
wigza¢ mozemy nastepujgce

Zadanie 1: Dany jest trojkat sladow aksonometrycznych (s; s, S;)
i dowolna prosta a (a", a,). Wyznaczy¢ takq prosta b, ktéraby lezala na
rzutni aksonometrycznej m, i byta prostopadia
do promienia a.

Rozwigzanie: W mysl powyzej wypi-
sanego twierdzenia prosta b (rys. 129) jest pro-
stopadlag do aksonometrji a” prostej a. Aksono-
metrja b" prostej b zjednoczyta sie z elemen-
tem b i przecina si¢ z bokami s, i s; w $la-
dach : poziomym H, = b"s, i bocznym K, = b"s;.
Prosta b, = H, K, jest aksonometrjg rzutu po-
ziomego b’ prostej b. -
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Zadanie powyzsze posiada nieograniczong ilo$¢ rozwigzan, gdyz
kazda prosta b | a" i lezaca na rzutni @, spelnia warunki zadania. Za-
uwazy¢ rowniez nalezy, zZe na przeprowadzenie powyzszej konstrukeji
nie wpltywa zupehlie polozenie rzutu aksonometrycznego a, danej pro-
stej a. Wyjasnienie tej kwestji zawarte jest w zadaniu nastepnem.

Zadanie 2: Na rzutni aksonometrycznej lezy prosta b (b" = b, b,).
Skonstruowaé nalezy rzuty aksonometryczne prostej a, prostopadiej do
promienia b.

Rozwigzanie: Aksonometrja a" (rys. 129) prostej a | b jest pro-
stopadtg do promienia b = ", gdyz jedno ramie kata prostego << ba = 90°
lezy na rzutni m,. Jezeli przez promien a" poprowadzimy plaszezyzne
a | b czyli a | m, (prostopadila do plaszczyzny rysunku @,), to na owej
plaszczyznie aksonometrycznie-rzucajacej a leze¢ musi oczywiscie pro-
sta a. Plaszczyzna a jest prostopadia do prostej b, przeto kazda pro-
sta, lezaca na o, jest prostopadia do elementu 4. Wnosimy stad, ze
aksonometrja a’, prostej a | b jest zupelnie dowolnym promieniem.

Zadanie 3: Przez dany punkt P (P", P,) poprowadzi¢ prosts c,
rownoleglg do rzutni aksonometrycznej i prostopadly do danej prostej
a (a® a;)-

Rozwigzanie: Z warunkoéw zadania: ¢|[m, i ¢ | a wynika za-
leznoS¢: c¢" | a”, zachodzaca pomiedzy aksonometrjami prostych c i a.
Aksonometrje c* otrzymamy, jesli (rys.129) przez punkt P" wykreslimy
prosta c¢" | ‘a". Poniewaz c || w,, przeto za posrednictwem prostej & || c
i lezacej na rzutni @, (por. ust. 36) — wyznaczy¢ mozemy aksonome-
trje ¢, rzutu poziomego ¢’ wynikowej prostej c.

Zadanie 4: Na rzutni poziomej m, lezy punkt P (P" = P,) i pro-
sta a (a" = a,). Przez punkt P poprowadzi¢ taka prostg b, ktoraby le-
zata na rzutni =, i byla prostopadig do pro-
mienia a.

Rozwiazanie: Przez dang prostg a (rys.
130) poprowadzmy plaszczyzne poziomo-rzuca-
jaca ¢ (hy; = a" =a,,, v} || 2") i wyznaczmy jej
Slad aksonometryezny s,. Slad pionowy v, tej
plaszezyzny jest prostopadly do kazdej prostej,
lezacej na rzutni poziomej m,, a wige v, jest
réwniez prostopadly i do prostej b. Z warun-
kKow: v, | bia=h, | b wynika, Ze szukana
prosta b jest prostopadia do pomocniczej pta-
szczyzny &, a tem samem jest prostopadig tez
do sladu s, tej plaszezyzny. OtrzymaliSmy tedy w przestrzem kat pro-
sty < bs, ~90" ktorego ramie s, lezy na rzutni aksonometrycznej ,.
Rzut prostokatny owego kata na rzutnie w, jest oczywiScie kagtem prostym,
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czyli innemi stowy: aksonometrja 6" szukanej prostej b jest prostopadig
do elementu s,. Prosta b" = b,, wykre§lona z punktu P"= P, prosto-
padle do Sladu aksonometrycznego s,, po-
mocniczej ptaszczyzny poziomo-rzucajgce;j &,
rozwigzuje zadanie.

Proste a i b lezg na rzutni poziomej
i sg wzajemnie prostopadie. Przez prostg
b (b, b,) poprowadZmy (rys. 130) ptaszczyz-
ng poziomo-rzucajgcg ¢ (hg, = b", ky, || 2")
i wyznaczmy $lad aksonometryczny s, tej
plaszezyzny. Poniewaz prosta a jest prosto-
padia do ¢, przeto a | s,, a tem samem
aksonometrja a" tej prostej spelnia tez warunek prostopadtosci: a" | Sp-
DowiedliSmy zatem prawdziwosSci nastepujacego

Twierdzenia: Jezeli na rzutni poziomej letg dwie proste wzajemnie
prostopadte, to aksonometrja (prostokatna) kazdej z nich jest prostopadia
do $ladu aksonometrycznego pomocniczej ptaszczyzny poziomo-rzucajgcej,
a przechodzgcej przez drugg prosta.

Rys. 131.

Zupelnie analogicznie wykaza¢ mozemy, ze: Dwie proste,
ktore lezg na rzutni pionowej m, (wzgl. bocznej m;) i sg wza-
jemnie prostopadle, posiadajg te wlasnosé, Ze aksonometrja
kazdej z nich jest prostopadly do $ladu aksonometrycznego
pomocniczej plaszczyzny, ktora przechodzi przez drugg prostg
i jest prostopadig do rzutni pionowej =, (wzgl. rzutni bocznej ;).

Na rys. 131 wykreslono obrazy aksonometryczne dwoch prostych
a | b, ktore lezg na rzutni pionowej m,.

39. Prosta prostopadla do plaszezyzny. Przez dowolny punkt
P (P, P,) poprowadZzmy (rys. 132) prosta p prostopadla do danej pla-
szezyzny o (h2, vr). Prosta p jest prostopadla do kazdej prostej, lezgcej
na plaszczyznie o, wiec prosta p spelnia nastepujgce warunki: p | h,,
pPLv, pl ksip| s.. Wezmy pod uwage kat prosty << ps,=90° za-
warty pomiedzy prostg p i Sladem aksonometrycznym s, danej pla-
szczyzny o. Poniewaz ramie¢ s, tego kata lezy na rzutni =, przeto
(ust. 10) rzut aksonometryczny owego kata jest katem prostym. Wno-
simy stad, ze aksonometrja p" uwazanej prostej p jest prostopadig
‘do $ladu aksonometrycznego s, plaszczyzny a.

Z warunku prostopaditosci p | h, wynika, Zze rzut poziomy p’
prostej p jest prostopadly do $ladu poziomego h, plaszczyzny e,
gdyz ramie h, kata prostego << ph, =—90° przynalezy do rzutni po-
ziomej .
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Na rzutni poziomej &, otrzymaliSmy tedy dwie proste prostopadie
p L h,. Skoro przez prostg h, poprowadzimy (rys. 132) plaszczyzne po-
ziomo-rzucajaca ¢ (hy = hy, vy), to (ust. 38)
aksonometrja p, promienia p' jest prostopadly
do Sladu aksonometrycznego s, pomocniczej
plaszezyzny e. Dla prostej p | a rzuty akso-
nometryczne p" i p, sg zatem elementami:
prcsg el e
Twierdzenie: Jezeli prosta p jest pro- it 2R
stopadtag do plaszczyzny a, to jej aksono- sssiper e
melrja p" jest prostopadla do sladu aksono- “Ha-he \P” SX
metrycznego s, tej plaszczyzny, a aksono- Rys. 132.
metrja p, rzutu poziomego owej prostej p jest
prostopadta do $ladu aksonometrycznego s, pomocniczej ptaszczyzny pozio-
mo-rzucajgcej ¢, poprowadzonej przez slad poziomy h. danej ptaszczyzny a.
W zupehie analogiczny spos6b wykaza¢ mozemy, ze dla prostej
p L aaksonometrja p, jej rzutu pionowego p"
jest prostopadta do $ladu aksonometrycz-
nego ss (rys. 133) pomocniczej plaszczyzny
d | m,, ktora przechodzi przez $lad pionowy v,
danej plaszczyzny o (&7, v?). Skoro przez
Slad boczny k, plaszczyzny o poprowadzimy
plaszezyzne ¢ | m;, to do Sladu aksonome-
trycznego s, prostopadi bedzie aksonometrja
P. rZutu boeznego p" uwazanej prostej p.
Cwiczenie 1: Przez dany punkt P (Pm, P})
poprowadzié (rysunek 132) prostg p, prostopadlas do danej plaszczyzny o (hS,v)).
Cwiczenie 2: Wykresli¢ rzuty aksonometryczne prostej p, prostopadlej do danej
plaszezyzny « (v2, k%), jesli owa prosta p przechodzi przez punkt P, dla ktérego dane
54 Tzuty: ‘a) PR i<P Lo h)i PRAEPACSe) P4 TR D (porirys. 188)  d) Pt 3 P i) Pl P
Zadanie 1: Przez dany punkt P (P", P,) poprowadzi¢ prostg p,
prostopadla do plaszczyzny poziomo-rzucajgcej o (hz, v? || z).
Rozwigzanie: Z IlatwoScia zauwazymy, ze dla plaszezyzny
.o | m, konstrukcja ogrom- :
nie si¢ upraszeza. W tym
wypadku bowiem (por.
rys. 134) pomocnicza pla-
SzZezyzna &, poprowadzo-
na przez h, prostopadle
do rzutni @;, zjednoczy
sie z dang plaszczyzng a.
Rzuty aksonometryczne p" Rys. 134. Rys. 135.
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i p,. prostej p sa prostopadle do S§ladu aksonometrycznego s, pia-
SZCZyzZny a.

Cwiczenie 3: Cwiczenie 1 rozwigza¢ woéwcezas, jezeli dana plaszezyzna a jest ele-
mentem: a) a L @, b) a L w3 ¢) a L w, (por. rys. 135), d) a /[, €) a [/ m, ) a [/ ms,

g) a//x, h) a przechodzi przez o§ y, i) a okreslona jest dwiema prostemi réwnolegtemi..

Cwiczenie 4: Przez dany punkt A (4=, A!) poprowadzi¢ prostg c, prostopadlg do
rzutni aksonometrycznej m, (por. rys. 42).

40. Plaszczyzna prostopadla do prostej. Plaszczyzna o jest
prostopadia do danej prostej p wowczas, jezeli (por. ust. 4) przechodzi
przez dwie proste, prostopadte do danego promienia p. Kazda prosta,
lezaca na plaszczyznie a | p, jest prostopadia do elementu p, a zatem
spetnione sg rOwniez nastepujgce warunki prostopadtosci: A, | p, v. | p,

ko | pis. | p. Z powyzszych zwigzkéw wynikajg bezposrednio (por.

ust. 39) zaleznos$ci: h, | p', v | p", ka | p" i s. | p". Slad aksonome-
tryezny s, plaszczyzny a | p jest zatem prostopadly (rys. 136) do akso-
nometrji p” danej prostej p. Przez §lad poziomy
H,—s, s, prostej s, przejdzie oczywiscie Slad
poziomy h, szukanej plaszczyzny a. Poniewaz
jednak h, jest prostg, ktéra lezy na rzutni po-
ziomej m; 1 jest prostopadia do rzutu pozio-
mego p' danej prostej p, przeto z rozwazan ust. 38
wynika, Zze: aksonometrja h? promienia h, jest
prostopadia do Sladu aksonometrycznego s, po-
mocniczej plaszczyzny e | m;, a przechodzacej
przez prosta p'. Dla plaszeczyzny ¢ skonstruowa-
liSmy aksonometrje h; —p, i k; || z* dwoch jej
sladow poziomego h, —p' i bocznego k., a nastepnie $lad aksonome-
tryczny s,= HK. Prosta h?, wykreSlona z punktu H, prostopadle do
elementu s,, jest aksonometrjg Sladu poziomego h, plaszczyzny o | p.
Przez punkty V, i X7 = h? x" przechodzi aksonometrja v? = V, X $ladu
pionowego plaszezyzny a. — Z rozwazan naszych wynika nastepujgce

Twierdzenie: Jezeli plaszczyzna o jest prostopadta do danej pro-
stej p, to jej slad aksonometryczny s. jest prostopadty do aksonometrji p"
owej prostej, a aksonometrja h? $ladu poziomego plaszczyzny o jest pro-
stopadta do $ladu aksonometrycznego s, pomocniczej plaszczyzny pozio-
mo-rzucajgcej ¢, poprowadzonej przez rzul poziomy p' danej prostej p.

Z latwos$cia wykaza¢ mozemy, ze dla plaszczyzny o | p aksono-
metrja v; sladu pionowego tej plaszczyzny jest prostopadia do sladu s;
plaszczyzny 0 | @, a przechodzacej przez rzut pionowy p’ prostej p.
Podobnie aksonometrja &7, Sladu boeznego k, uwazanej ptaszcezyzny a | p,
jest prostopadta do S$ladu aksonometrycznego s, plaszezyzny ¢ | .

ktora przechedzi przez rzut boczny p"' danej prostej p.
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Zadanie 1: Dane sg prosta p (p" || p.), rownolegia do rzutni po-
ziomej i dowolny punkt P (P", P,). Przez punkt P poprowadzi¢ pla-
szezyzne f, prostopadig do prostej p.

Rozwigzanie: Poniewaz p [|m,, przeto plaszczyzna | p jest
plaszczyzng poziomo-rzucajgcg. Dla plaszezyzny j wystarczy skonstruo-
waé Slad sg, ktory jest prostg prostopadia do elementu p”. W tym celu
wykreS§lmy (por. rys. 134) prostg s. | p” i uwazajmy ja za Slad akso-
nometryczny plaszczyzny o | p i a | &. Przez $Slady V i H owej pro-
stej s. przejdg aksonometrje v? [| 2" i h* Sladbw pionowego v, i pozio-
mego h, pomocniczej plaszczyzny poziomo-rzucajacej a. Nastepnie
przez dany punkt P (P", P,) poprowadzimy ptaszczyzne 8[| a (por. rys. 127),
to otrzymana w ten sposOb plaszczyzna 8 speilnia warunki zadania.

Cwiczenie 1: Rozwiazaé zadanie 1, jezeli dana jest prosta p: a p/l @, b pllm,
¢) p /| ®a, d) p lezy na rzutni v, (s, wzgl. ;).

Zadanie 2: Dana jest dowolna prosta p (p~, p.) i punkt A (A", A)).
Przez 6w punkt nalezy poprowadzi¢ plaszczyzne 3, prostopadta do prostej p.

Rozwigzanie 1: Na rys. 137
wyznaczono najpierw plaszczyzne o
prostopadlg do danej prostej p (p”, p.),
a nastepnie przez dany punkt A (4", A))
poprowadzono plaszczyzne j [/ a. W tym
celu przez prostag p przesunigto pla-
szczyzng poziomo-rzucajgcg ¢ (hy = p,,
v; [| 2"), anastgpnie z dowolnego punktu
H, prostej s, wykresSlono proste: s, | p"
i hy | s.. Pierwsza z nich jest §ladem
aksonometrycznym, a druga aksono-
metrjg Sladu poziomego k, plaszczyzny Rys. 137.

a | p. Do wyznaczenia plaszczyzny f

uzyto prostej ¢ (¢ || ¢, || h}), przechodzace]
przez punkt A i rownoleglej do $Sladu A, pta-
SZezyzny a.

Rozwigzanie 2: Plaszczyzna f, ktora
przechodzi przez punkt A i jest prostopadia
do prostej p, posiada te wlasno$¢, ze kazda
prosta na niej lezaca jest prostopadig do
danego promienia p. Przez punkt A popro-
wadzmy (rys. 138) taka prostg pomocni-
czg e, ktoraby lezata na plaszczyznie
Rys. 1387). i byta rownolegla do rzutni aksonometrycz-

1) Na rysunku prostg v oznaczy¢ nalezy symbolem .
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nej w,. Owa prosta e spelnia zatem warunki: e | pi e[| w,, przeto jej akso-
nometrja e" jest prostopadtg do elementu p". Aby skonstruowaé rzut e,
prostej e || w,, obieramy na rzutni m, prostg / ({" [| e, I,) rownolegla do
promienia e i przez punkt A), kreSlimy prosta e, |/ [,. Przez punkt
H =11, t. zn. przez aksonometrje $ladu poziomego H, pomocniczej
prostej e, przechodzi prosta hj | s, a przez punkty H, = hg s, i X = hpx"
elementy sp | p" i vp =X3 V.

Cwiczenie 2: Rozwiazaé zadanie 2, jezeli dane sg elementy :

a) p(pm p)) i A(An A7); dpp,p,;)iAA),A);
b p(p~ p)) i A(Am, AY); e p(p.,p7) A4, 47);
o) pp,p)i A4, A); PDp(p, /[ p’,’,’) i A(A’,. =Ar).

41. Plaszezyzny prostopadle. Z rozwazan ust. 4 wiadomo nam,
7e plaszczyzna § jest prostopadia do danej plaszczyzny a wowezas,
jesli B przechodzi przez prosta p | .a, lub tez jeSli B jest prostopadia
do pomocniczej prostej a, ktora lezy na plaszczyZnie a. Korzystajac
z tych zaleznoS$ci, rozwigza¢ mozemy nastepujace

Zadanie 1: Dane sa prosta [ (I, l,) i ptaszczyzna a (hZ, vr). Przez
prosta / poprowadzi¢ plaszczyzne j, prostopadig do plaszezyzny a.

Rozwigzanie: Na danej prostej [ obierzmy dowolny punkt
A (A", A),) i poprowadZmy przezen prosta p (p”, p.), prostopadlg do pta-
szezyzny a. Plaszezyzna = Ip, okreslona prostemi / i p, rozwigzuje zadanie.

Cwiczenie 1: Powyisze zadanie rozwigzaé, jesli:

a) lflmy, o=, d) l=x, a dowolna, g) llezy na m, a 1L m,
8) L[y 0= Tay el iy id— A, 7Y B AR G S
c) ll[7ay, a Ly, DIlLm, a=m,, o e e L P

Zadanie 2: Dane sg dwie plaszczyzny o (b}, v7) i B (hg, vg), oraz
dowolny punkt P (P", P,). Przez ten punkt poprowadz1é plaszezyzne e,
prostopadlg do danych plaszezyzn.

Rozwigzanie 1: Przez punkt P poprowadZzmy proste a | aib | p.
Plaszczyzna ¢ —ab, okreSlona prostemi a i b, spelnia warunki zadania.

Rozwigzanie 2: Wyznaczmy krawedz ¢ = af, przecigcia si¢ danych
plaszezyzn a i . Przez dany punkt P poprowadZmy nastepnie plaszczyzne
¢ | e, to plaszezyzna ¢ jest prostopadla do danych plaszezyzn a i g.

Cwiczenie 2: Zadanie 2 rozwiazaé, jesli zamiast dowolnej plaszezyzny 8 dana
jest rzutnia: a) m, b) m, ¢) @, d) W,.

Zadanie 3: Przez dany punkt P (P, P,) poprowadzi¢ ptaszczyzne &,
prostopadla do danej plaszczyzny a (R, vZ) i rOwnolegla do dowolnej
prostej I (I, 1,). .

Rozwigzanie: Z punktu P wykreSlmy prosta p | a oraz prostg
r// 1. Ptaszezyzna ¢ = pr, okreslona prostemi p i r, spetnia warunki zadania.

Cwiczenie 3: Zadanie 3 rozwiazaé, jesli polozenle prostej [ okreslone jest wa-
runkami, podanemi w éwiezeniu 1.

-



Rozdziat V1.

Obroty. Zmiana rzutni.

42. Ogdélne uwagi o obrotach. Niechaj dang bedzie w prze-
strzeni stala (nieruchoma) prosta / i dowolny utwér geometryczny I’
(np. wielokat, wieloScian, linja krzywa lub powierzchnia). Przez poszcze-
gblne punkty A, B,... utworu I' (rys. 139) poprowadZzmy plaszczyzny :
all B.11L..., prostopadie do statej prostej /
i wyznaczmy punkty C = la, C, =18,..., prze-
bicia si¢ danego promienia / z plaszczyznami
a, B,... Poniewaz plaszczyzna a jest prosto-
padlg do I, przeto odcinek CA jest prostopadty
do elementu ! i wyraza ,odleglo$¢“ punktu A
od statej prostej I Podobnie dalsze odcinki
C,B,... sa prostopadle do prostej / i wyrazaja
odleglosci poszczeg6lnych punktéw B,... od pro-
stej I. Promieniami r— CA, r,=C, B, . .- zakresl-
my odpow. na plaszezyznach q, f8,... kola &, k... Rys. 139.
dla ktorych punkty C,C,,... sg ich Srodkami.

Uwazany utwor geometryczny I' niechaj zmienia swoje polozenia
w przestrzeni w ten sposOb, aby: 1) poszczegélne punkty A, B,... tego
utworu poruszaty sie odpowiednio po kotach &, &,, ..., 2) promienie r = CA,
r,= G, B,... odchylaly sie réwnocze$nie od swych pierwotnych polo-
zen w tym samym Kierunku i o ten sam kgt ¢. OkreSlone w ten spo-
sOb zmiany polozenia utworu I' w przestrzeni nazywamy ruchem
obrotowym sztywnego utworu geometrycznego I' okoto statej (nie-
ruchomej) osi obrotu L Podczas tego obrotu kazdy punkt A utworu I’
porusza si¢ zatem po kole k, lezagcem w plaszczyZznie o | [; Srodkiem
kota k jest punkt C= la, a promieniem odcinek r— CA. Ogromnie sil-
nie podkreslic musimy, ze w czasie obrotu utworu I' — wzajemne
odlegloSci pomiedzy poszczegdélnemi punktami A, B,... uwazanego
utworu I' nie ulegajg zmianom. Rozwazamy zatem tylko obroty utwo-
row ,sztywnych®. :
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Praszezyzna «, poprowadzona przez uwazany punkt A prostopadle
do osi obrotu /, jest ptaszczyzng obrotu dla punktu A. Punkt C = la,
w ktorym o§ obrotu [/ przebija plaszczyzne obrotu o, nazywamy
Ssrodkiem obrotu. Odcinek r— CA, wyrazajacy odleglosé danego
punktu A od $rodka obrotu C, wzgl. od osi obrotu /, jest promieniem
obrotu dla punktu A. i

Na rys. 139 wkreSlono dwie plaszczyzny obrotu ¢ | /i p [ [ dla
punktéow A, B, oraz zaznaczono obrot odcinka AB, dokota nieruchomej
osi I o kat <= . Dany odcinek AB po dokonanym obrocie zajgl nowe
polozenie A, B,, przyczem obydwa odcinki AB
i A B; sa skosne wzgledem stalej osi obrotu LI
Na rys. 140 przyjeto taki odcinek AB, ktorego
punkt B lezy na osi obrotu /. Poniewaz punkt B
nie zmienia swego polozenia podczas dokonywa-
nego obrotu, przeto wystarczy obroci¢ punkt A
okolo osi I o < ¢, aby uzyskaé¢ odcinek A, B.
Wezmy wreszcie pod uwage plaszczyzne &= Al,
okreslong punktem A i prostg /. Aby obroci¢ pia-

Rys. 140. szczyzng ¢ dokola osi /, lezgcej na tej pla-

szczyznie, wystarczy obréci¢é dowolny punkt A
plaszczyzny ¢ okolo osi obrotu I Po dokonanym obrocie o << ¢,, uwa-
zana ptaszezyzna ¢ — Al zajmie nowe poloZenie, a mianowicie: & — A, L

W nastepnych ustepach zajmiemy sie kwestja konstrukcyjnego
przeprowadzenia problemu obrotow w metodzie aksonometrji prosto-
katnej. Rozwaza¢ bedziemy obroty punktow, prostych i ptaszczyzn okolo
stalej osi obrotu ./, przyczem owa o$§ / zajmowaé bedzie polozenie do-
wolne w przestrzeni albo tez polozenie szczegOlne wzgledem rzutni m,,
my, wy 1 w,. W aksonometrji prostokatnej ogromnie wazng role odgrywajg
obroty elementow zasadniczych (t. j. punktow, prostych i ptaszczyzn)
okolo osi, lezgcych na rzutni aksonometrycznej. Dowolng plaszezyzng «,
wraz z prostemi i punktami na niej lezacemi, obroci¢ mozemy okolo
§ladu aksonometrycznego s,— awm, o taki kat, aby po dokonanym obro-
cie owa plaszczyzna a zjednoczyta si¢ (padia na, nakryla sie) z rzutnig
aksonometryczng «,. Powiadamy wowczas, ze wykonaliSmy ,klad“ pla-
szezyzny o (wraz z jej punktami i prostemi) na rzutni¢ m,, W czasie
tego obrotu wzajemne ugrupowanie punktow i prostych, ktoére lezg na
plaszezyznie «, nie ulega zmianie. Przez Kklad ptaszczyzny «
(wzgl. punktu A) na rzutnie¢ aksonometryczng =, rozumiemy
zatem taki obrot pltaszczyzny a okolo je Sladu aksonome-
trycznego s, (wzgl. punktu A okoto osi lezgcej na rzutni =,), Ze po
dokonanym obrocie owa plaszczyzna (wzgl. 6w punkt) zjed-
noczy sie z rzutnig m,.
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Czesto jednak bedziemy sie poslugiwaé tez kladami plaszezyzny o
na plaszezyzne ¢ rOwnolegta do rzutni aksonometrycznej w=,. Osia
obrotu bedzie wowczas krawedZ e — a ¢, przeciecia sie danej plaszczyzny «
Z plaszczyzng e.

43. OS obrotu prostopadila do rzutni aksonometryeznej.
Obierzmy (rys. 141) prosta / (I, I, | s,) prostopadlg do ptaszczyzny rysun-
ku @, oraz dowolny punkt A=— A" lezacy na rzutni aksonometrycz-
nej m,. Prostg / uwazajmy za oS obrotu i obr6émy dokola niej dany
punkt A o dowolny kat ¢.

Zanim przystgpimy do konstrukeyjnego rozwigzania tego zagadnie-
nia, wypowiemy pewng uwage. W kazde] metodzie geometrji wykresinej,
gdy chodzi o problem obrotow, nalezy ustali¢c przedewszystkiem: 1) o$
obrotu, 2) plaszczyzne obrotu, 3) srodek obrotu i 4) promien obrotuy,
a woOwczas rozwigzanie odno$nego zagadnienia nie nastreczy zbytnich
trudnosci.

W naszym przykitadzie dana jest o§ obrotu [ | =, Plaszczyzna
obrotu, poprowadzona z danego punktu A (rys. 141) prostopadle do osi /,
nakrywa sie z rzutnig aksonometryczng
(ptaszczyzng rysunku) @,. Aby wyzna-
czyé $rodek obrotu S,=1wm,, t. j. punkt
przebicia sie osi / z plaszczyzng obro-
tu o, przesunmy np. plaszczyzne akso-
nometrycznie-rzucajgcg & —[A. Prosta
s, = AS, jest oczywiscie Sladem akso-
nometrycznym pomocniczej ptaszczyzny
¢ _| m, Skoro dla prostejs,—AS = H,K,
wyznaczymy aksonometrje s, — H, K,
jej rzutu poziomego s’, to owa prosta
przetnie sie z elementem [/, w szuka-
nym punkcie S, = s, I,. Srodek obrotu
S, (S? S,) i dany punkt A (A= A"
wyznaczajg promien obrotu r=—S,A, ktéry zjednoczyt si¢ ze $ladem s,.
Odcinki r—=r"=38,A=S§,A" i r,=_S8,A, sg rzutami aksonometrycz-
nemi owego promienia obrotu.

Teraz dopiero przystgpi¢ mozemy do rozwigzania wilasciwego za-
dania: obrotu punktu A okolo osi / o dany <c¢@. Punkt A w czasie
obrotu porusza sie po kole k, o srodku S, i promieniu r= S,A, ktore
lezy na plaszczyZnie obrotu m,. Po dokonanym obrocie punkt A zajmie
nowe polozenie A,, a promien r—= S,A nowe polozenie r, — S,A,. Za po-
Srednictwem S$ladu pionowego V —r, s, promienia r,, wyznaczymy naj-
pierw rzut r;* =S, V,, a nastepnie aksonometrje A" rzutu poziomego A;
wynikowego punktu A,.

KEvihe
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Zadanie: Dane sg trojkat $ladow aksonometrycznych, prosta
L (", I, | s,) prostopadta do rzutni aksonometrycznej =, i dowolny punkt
A (A", A,). Nalezy obroci¢ punkt A dokota osi / o dowolny kat.
Rozwigzanie: Przez punkt A poprowadzmy (rys. 142) ptaszczy-
zn¢ obrotu a | /. Poniewaz [ | m,, przeto a || m,. Celem wyznaczenia
aksonometrji & $ladu bocznego k, owej plaszczyzny ¢, wykreSlmy rzuty
a" || a, || s, pomocniczej prostej a, ktora przechodzi przez dany punkt
A (A", A)) 1 jest réwnolegly do
boku s, trojkgta sladéow aksono-
metrycznych. Przez aksonometrje
Kr sladu bocznego K, prostej a
przechodzi zgdana prosta k|| ss.
Przez punkt Z!=2z"k” przecho-
dzi prosta v?[|s,;, a przez punkt
Y?=y"k? element AZ|[|s,. OS
obrotu / przebija plaszczyzne obro-
tu a (k7, v™) w punkcie C(C", C, =
=1, s,), ktéry jest srodkiem obrotu.
Promieniem obrotu r—= C A, ktérego
rzutami sg odcinki r" = CrA"
Rys. 1421). i r,= C,A,, nalezy zakresli¢ koto
k, lezgce na plaszczyznie a || m,.
Aksonometrja tego kota jest kolem £k”, zakreSlonem ze Srodka C™ pro-
mieniem r=r" = C" A". Po dokonanym obrocie dany punkt 4 zajmie
nowe polozenie A, (AT, A"), przyczem promienie r" = C" A" i rr = Cr AT
tworzg kat ¢.
Cwiczenie 1: Dany odcinek AB (A"Bn, /ﬁ ) obrécié o dowolny kat dokola osi

obrotu I, ktéra przechodzi przez punkt B (B7, B) i jest prostopadia do rzutni akso-
nometrycznej .

Cwiczenie 2: Rozwigzaé ¢wiczenie 1, jezeli o§ obrotu / Lz, nie przecina wecale
(jest skosng wzgledem) danego odcinka A B.

44. Klad plaszezyzny aksonometrycznie- i poziomo-rzuca-
jacej. Obierzmy dowolny ostrokatny trojkat Sladow aksonometrycznych
(s, 85 83) 1 ptaszezyzne a (rys. 143), prostopadia do boku s,. Plaszezyzna a
jest (ust. 4) prostopadia do rzutni poziomej s, i rzutni aksonometrycz-
nej w,. Uwazang plaszczyzne a obro¢my dokola jej sladu aksonome-
trycznego s, = HV tak, aby po dokonanym obrocie a padta na rzutni¢ =,.
Aby wykonaé 6w ktad elementu a, wystarczy obr6ci¢ punkt np. A = xa,
przebicia si¢ osi x z plaszczyzng a, okolo osi obrotu s, Plaszczyzng
obrotu dla punktu A (A" = A,) jest plaszczyzna y | s, ktorej Slad akso-

) Punkty H i K oznaczy¢ nalezy na rysunku symbolami H" i K", a prostg
8! =r, symbolem & =1r/.
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nometryczny s, jest prostopadly do osi s, i przecina si¢ z nig w Srodku
obrotu C=sys,. Skoro z punktu C, jako $rodka, zakreSlimy promie-
niem r= CA kolo k na plaszczyznie obrotu y, to

po owem kole porusza¢ sie bedzie dany punkt A Sz vé
w czasie swego obrotu dokola osi s, Kazdy g v
z dwoch punktow, w ktorych owe kolo przetnie ki

si¢ ze sladem s, , uwaza¢ mozemy za kta d punktu A Sy Sushi=vé-hd
na rzutni m,. Poniewaz jednak nie znamy praw- ‘ iS5 :
dziwej dlugosci promienia r— C A pomocniczego VoVASNS /er;;z\ 53
kota k, przeto om6wionej poprzednio . konstrukeji iy X

zastosowaé bezposrednio nie mozemy.

Aby jednak - wykonaé¢ klad punktu A za-
uwazmy, ze Ow punkt A i Slady H=s;s,, Rys. 143.
V=s, s, prostej s, sg wierzchotkami trojkata prosto-
katnego (AH V). Przyprostokatniami tego trojkata sa odcinki AH i AV,
lezace odpowiednio na S$ladach poziomym h, i pionowym v, danej pla-
szezyzny o | m,, a przeciwprostokatnig jest odcinek HV, lezgcy na Sla-
dzie aksonometrycznym s,=— HV owej plaszczyzny. Na trojkacie (AHV)
opiszmy Kkoto %, o $rednicy HV, a nastgpnie plaszczyzng o — wraz
z trojkatem (AHV), kolem k&, i odcinkiem AA™ | s, — obro¢my okoto
osi s, tak, aby po dokonanym "obrocie owa plaszczyzna a zjednoczyla
sie z rzutnig aksonometryczng m,. Woéwezas punkty H, V i A", lezace
na osi obrotu s, nie zmienig swego poloZenia, natomiast kolo %, zajmie
(rys. 143) nowe polozenie k;, odcinek AA"” | s, polozenie A*A" | s,
a omawiany trojkat prostokatny polozenie (A*H V). Prosta s, | s, prze-
cina sie z pomocniczem kolem £, zakreSlonem na S$rednicy HV, w szu-
kanym punkcie A%, ktory jest kladem punktu A. Laczac punkt A* z ele-
mentami /A i V, otrzymamy proste A= A"H i v} = A*V, ktére sg kla-
dami §ladow poziomego h, i pionowego v, danej plaszczyzny a. Prze-
prowadzong konstrukeje nazywamy: ktadem plaszezyzny a (A =vr=s,)
na rzutnie aksonometryczng m,, dokonanym okoto osi obrotu s,.

Zadanie: Wykona¢ klad ptaszezyzny {, ktora przechodzi przez oS z
i jest prostopadia do rzutni =,, na rzutni¢ aksonometryczna.

Rozwigzanie: Plaszczyzna { jest prostopadila do boku s, (rysu-
nek 144), a jej Sslad aksonometryczny s¢ zjednoczyt si¢ z osig aksono-
metryczng 2" i przecina si¢ z bokiem s; w punkcie 7. Skoro na trojkg-
cie prostokatnym (O1S.) opiszemy kolo k,, ktérego Srednicg jest prze-
ciwprostokatnia 7 S., a nastepnie — w spos6b poprzednio om6éwiony (por.
tez ust. 12 rys. 14 i 15) — wykonamy klad plaszczyzny ¢ na rzutnie =,
uwazajac s; = 2" za o$ obrotu, to w kladzie otrzymamy: koto % i troj-
kat prostokatny (0*18,), przyczem odcinek O*O" jest prostopadly do
osi s;. Punkt O* jest ktadem S$rodka O ukladu odniesienia O [x, y, z],

Sy S H /)x Sx

Plamitzer. Aksonometrja prostokatna. i
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a proste hg—O 1 v¢-—z = 0*S. sg kltadami Sladow hy i vy danej
plaszezyzny .

Cwiczenie 1: Wyznaczy¢ klad plaszczyzny aksonometrycznie-rzucajgcej, ktéra
przechodzi (por. rys. 146) przez: a) o$ x, b) oS .

Cwiczenie 2: Wyznaczy¢ klady plaszczyzny aksonometrycznie- i pionowo-rzuca-
jacej B, oraz plaszczyzny aksonometrycznie- i boczno-rzucajacej y (rys. 145).

Rys. 145.

45. Odleglo$é punktu od rzutni aksonometrycznej. Dla do-
wolnego punktu wiasciwego P niechaj dang bedzie jego aksonometrja Pn.
Odcinek (o dlugosci skonczonej) PP", prostopadly do rzutni aksonome-
trycznej m,, wyraza odleglo$¢ danego punktu P od rzutni w,. W szcze-
golnosci ‘odleglosé srodka O ukladu O [x, y, 2] od rzutni @, r6wna sie
(rys. 144) odcinkowi O™ O*, zawartemu pomiedzy aksonometrja O™ a kia-
dem O* uwazanego punktu O.

Zadanie 7: Na osi x dany jest punkt A (A" = A,). Wyznaczyé od-
legto$¢é punktu A od rzutni aksonometrycznej .

Rozwigzanie 1: Skoro przez dany punkt A poprowadzimy pro-
stg b | m, to odcinek AA" owej prostej b wyraza zgdang odleglosc.
Aby wyznaczy¢ prawdziwg diugosé tego
odcinka, poprowadZmy przez prosta b | m,
i przez o$ x ptaszezyzne {, prostopadig do
boku s, (rysunek 146) trojkata Sladow.
aksonometryeznych. Z osig aksonome-
tryezng x zjednoczyly sie aksonometrje
h¢ i ki Sladow poziomego hy i boczne-
go ké’ oraz Slad aksonometryczny ¢ po-
mocniczej plaszczyzny (. Plaszczyzne te
obro¢my dokota jej sladu s, i pot6zmy
ja na rzutni¢ ~,. W kladzie otrzymamy
punkt O° S$lady h°§=x° i kz. Poniewaz
prosta & | m, jest prostopadla do osi
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obrotu s, przeto jej ktad b° pozostanie prostopadty do elementu s;. Pro-
sta b°, wykresSlona z punktu A" prostopadle do boku s¢, przetnie ktad x°
osi x w punkcie A°, ktory jest kladem danego elementu A na rzutnig =,.
Odcinek A"A° rozwigzuje zadanie, gdyz rowna sie odleglosci punktu A
od rzutni aksonometrycznej.

Rozwigzanie 2: Przez. pomocniczg prostg b6 —= AA", prostopadig
do rzutni wm, poprowadzmy (rys. 143) plaszczyzne aksonometrycznie-
i poziomo-rzucajacg a. Wykonajmy klad plaszezyzny o | s, okolo jej
$ladu aksonometrycznego s,, to uzyskany w kladzie'odcinek A" A* | s, roz-
wigzuje zadanie.

Rozwigzanie 3: Zamiast ptaszezyzny o | @, i a | @, uzy¢ mo-
zemy do konstrukeji ptaszezyzny f .|, 18 | m,. Pomocnicza plaszczyzna S
(rys. 145) jest prostopadla do boku s, trojkata Sladow aksonometrycz-
nych. Przy pomocy kladu elementu j na rzutnie =,, wyznaczymy kiad A*
danego punktu A, a zarazem odlegto$¢é owego punktu od rzutni =, rowng
odcinkowi A” A%

Cwiczenie 1: Zadanie 1 rozwigzaé w()wczas, jezeli dany punkt lezy: a) na osi y
(rys. 145), b) na osi z (rys. 144).

Zadanie 2: Wyznaczy¢ odleglo$é danego punktu P (P, P,) od rzutni
aksonometrycznej m,.

Rozwigzanie: Aby wyznaczyé dlugosé odcinka PP", popro-
wadzmy (rys. 147) przez prosta p = PP" prostopadla do rzutni =, pta-
szczyzne aksonometrycznie- i poziomo-rzucajacg

o (h*=vr=s,). W sposOb omoéwiony w po- Sz

przednim ustepie, wykonamy ktad plaszezyzny s/ 2" 4

a_| s na rzutni¢ aksonometryczng w, otrzy- px x|l

mujac klady A& i v; Sladow poziomego i pio- 4 5
nowego owej pltaszczyzny. Z latwoscig zauwa- /x\ / s, o7 k¢ 4
zZymy, Ze na pomocniczej plaszczyzZnie o lezg 7 A74h i
proste p = PP" i P'P,, prostopadte do rzutni =, Sr_ £
a zarazem i do $ladu s,. Ktady owych pro- ¥ T z, S
stych otrzymamy, jesli z punktow P" i P, wy- 43 £ /;: i
kres§limy promienie p* | s, i P,P. | s,. Rzut ol g
poziomy P’ punktu P lezy na $ladzie pozio- Rys. 147.

mym h, plaszczyzny a; klad P: owego rzutu
poziomego przynalezy zatem do elementu k. Celem uzyskania kltadu P*
danego punktu P, wezmy pod uwage prostg /= PP’, 1aczacq punkt P
7 jego rzutem poziomym P'. Prosta / lezy na ptaszczyZnie o i jest pro-
stopadta do rzutni poziomej 7, a zatem prosta / spelnia warunek pro-
stopadtosci: [ | h,. Klad owej prostej / schodzi si¢ z promieniem /%,
wykreslonym z punktu P, prostopadle do elementu A}. Uzyskane w ten
sposOb proste p* | s, i I* | h} przecinajg sie w punkcie P*= p*[*, ktory
7*
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jest kladem danego punktu P na rzutnie w,. Odcinek P P* wyraza od-
leglo$¢ punktu P od rzutni aksonometrycznej.

Cwiczenie 2: Wyznaczyé odleglosé danego punktu P (P", P”) od rzutni m,, uzy-
wajac do konstrukeji plaszezyzny aksonometrycznie- i pionowo-rzucajacej.

Cwiczenie 3: Wyznaczy¢ odleglosé danego punktu P (P, P!") od rzutni 7,. Kon-
strukeje nalezy przeprowadzi¢ zapomoca plaszezyzny aksonometrycznie- i boczno-
rzucajacej.

Zadanie 3: Dane s3 aksonometrje P" pewnego punktu P i odle-
glos¢ owego punktu P od rzutni aksonometrycznej. Wyznaczy¢ rzut
aksonometryczny P, uwazanego punktu P.

Rozwigzanie: W punkcie P" (rys. 147) poprowadzmy prosta p | ,
i odt6zmy na niej odcinek P” P, po jednej lub drugiej stronie rzutni akso-
nometrycznej (plaszezyzny rysunku) w, — to otrzymamy w przestrzeni
zgdany punkt P. Celem wyznaczenia aksonometrji P, rzutu poziomego P’
punktu P, poprowadZmy przez promien p | m, ptaszczyzne np. prosto-
padig do boku s, i wykonajmy klad owej ptaszczyzny o na rzutnie wm,,
obracajac a dokota S$ladu aksonometrycznego s, | s;. Po dokonanym
obrocie prosta p zajmie polozenie p* | s,, a punkt P polozenie P, przy-
czem (rys. 147) odcinek P"P* rOwna si¢ danej odlegtoSci punktu P
od rzutni w,. Z punktu P* wykreSlmy nastepnie prostg /* | A}, a z punktu
P.=1I"h; promien P.P, prostopadty do osi obrotu s,. Z tatwoscig stwier-
dzimy, ze element P; jest kladem rzutu poziomego P’ punktu P na
rzutnie m,, a punkt P, jest wreszcie aksonometrjg punktu P'.

Otrzymany w powyzszy spos6b punkt P, rozwigzuje zadanie. Gdy-
bySmy jednak odcinek P"P* odlozyli po przeciwnej stronie osi obrotu s,,
to otrzymalibySmy inne punkty P; i P,, ustalajace potozenie drugiego
punktu P w przestrzeni. Zadanie nasze posiada zatem dwa rozwigza-
nia, odpowiadajgce dwom punktom P, symetrycznie ulozonym wzgle-
dem rzutni a,.

46. Klad plaszezyzny aksomometrycznie-rzucajacej. W do-
tychczasowych rozwazaniach omawialiSmy klady plaszezyzn, ktore byty
prostopadie do jednego z bokéw trojkata Sladow aksonometrycznych,
t. zn. plaszezyzn prostopadtych do rzutni @, i do jednej z trzech rzutni
ukiadu O [x, y, z]. Teraz zajmiemy si¢ kladem (obrotem) plaszczyzny
aksonometrycznie-rzucajgcej a, ktéra nachylona jest pod dowolnemi ka-
tami do rzutni =, @, i @; ukladu [O].

Na uwazanej plaszczyznie a | m, obierzmy (rys. 148) dwa dowolne
punkty A (A", A}) i B (B", B,). Aksonometrje A"i B" owych punktow lezg
oczywiscie na Sladzie aksonometryeznym s, plaszczyzny a. Plaszczyzne o
obr6¢my okoto osi obrotu s, i pol6zmy jg na rzutnie¢ m,. Poniewaz pro-
ste a=— AA" i b= BB", lezace na plaszczyZnie a, sg prostopadle do
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rzutni 7, i do osi obrotu s,, przeto klady tych promieni zajmg nowe po-
tozenia: a° | s,i b°_| s,. Celem uzyskania ktadow A° i B° danych punk-
tow A i B, nalezaloby na elementach a°, b° odlozy¢ odcinki A”A°, B"B°,
wyrazajgce odlegtos$ci owych punk-
tow A i B od rzutni aksonometrycz-
nej w,. Dlugosci tych odcink6w mo-
gliby$Smy wyznaczy¢ (por. rys. 147)
W sposob, podany w ust. 45. Po-
wyzsza metoda bylaby jednak zbyt
ucigzliwg i dlatego tez nie sto-
sujemy jej bezposrednio. Celem
uproszczenia konstrukeji, wezmy
pod uwage punkt przebicia sie
plaszezyzny o | @, z jedng osig
ukladu O [x,y,z]. Na rys. 148
uwzgledniono punkt C =az, kt6-
rego aksonometrja jest punktem Rys. 148.

C" =s, 2", a ktorego rzut C, zjed-

noczyt sie¢ ze srodkiem O". W poznany poprzednio sposOb wyznaczymy
odlegtosé punktu C od rzutni w, ré6wng odcinkowi C*C*, a nastepnie
odlozymy odcinek C*C°= C"C* na prostej ¢° | s,. Element ¢° jest kia-
dem prostej ¢ = CC", prostopadtej do rzutni 7,, a tem samem prosto-
padtej i do osi obrotu s,, a punkt C° jest kltadem punktu C na rzutni¢
aksonometryczng.

Skoro wyznaczyliSmy klad C° punktu C, to kiady A°, B°,....dal-
szych punktéw plaszezyzny o uzyskamy w sposo6b nastepujacy. Oznaczmy
przez d i e proste, ktore lgcza punkt A z elementami C i B. Aksono-
metrje d" i e* owych prostych d = CA, e= AB zjednoczyly si¢ ze §la-
dem aksonometrycznym s,— HV plaszezyzny a, a aksonometrje ich rzu-
tow poziomych d', ¢ sg prostemi d,= C, A,, e,= A, B,. Dwa ostatnie
promienie przecinaja si¢ z rzutem aksonometrycznym s;= HV, ele-
mentu s, w punktach S7 i S, o tej wlasnosci, ze odnoszace S;*S,|[| 2"
i §;»S,|| z* wyznacza (ust. 34) na prostejs, Slady aksonometryczne
S;i S, prostych d i e. Poniewaz punkty S,1i S, leza na osi obrotu s,,
przeto, po wykonaniu kladu ptaszezyzny e« na rzutni¢ =, Slady akso-
nometryczne S, i S, pomocniczych prostych d— CA i e= AB nie zmie-
nig wcale swego potozenia. Laczac tedy poprzednio wyznaczony klad C°
punktu C ze §ladem S,, uzyskamy kiad d° = C°S, prostej d. Element d°
przecina sie z prostg a° | s, w punkcie A° = d°a°, ktory jest kladem punktu
A =da, przynaleznego do prostych d i a. Dla drugiej prostej e—= AB
otrzymamy jej klad e°, skoro klad A° punktu A polaczymy ze Sladem
aksonometrycznym S, owego promienia e. Proste e>= S, A°i4° | s, prze-
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cinajg sie¢ w punkcie B°=e°b°, ktory jest kiadem danego punktu B.
W analogiczny spos6b wyznaczy¢ mozemy klady dowolnej iloSci pro-
stych i punktow, ktére lezg na plaszczyznie aksonometrycznie-rzucajgcej a.

Z rozwazan naszych i przeprowadzonej konstrukeji wynika naste-
pujaca zaleznos¢: Celem wyznaczenia ktadu plaszczyzny aksonometrycz-
nie-rzucajgcej, wystarczy skonstruowac ktad jednego punktu, lezgceqgo do-
wolnie na tej plaszczyzZnie.

Klady dalszych punktow i prostych, ktére lezg na plaszezyZnie
a | m, otrzymamy, jesli uwzglednimy zwigzki:

1) Aksonometrja A" dowolnego | 2) Dla prostej e= AB jej klad
punktu A i klad A° tego punktu | e’= A°B° przechodzi przez klady
lezg na prostej A" A° prostopadiej | A° i B° punktow A i B, oraz przez
do sladu aksonometrycznego s, pla- | Slad aksonometryczny S, uwazanej
szczyzny o, prostej e.

47. OS obrotu lezy na rzutni aksonometrycznej. Niechaj
dana bedzie (rys. 149) prosta ! ({=1", l;), lezaca na rzutni aksonome-
trycznej m,, oraz dowolny punkt A (A", A;). Prostg / uwazajmy za o$
obrotu i obr6¢émy dokota niej dany punkt A o taki kat, aby 6w punkt
po dokonanym obrocie padl na rzutni¢ w,. Celem wyznaczenia zgdanego
ktadu elementu A na rzutni¢ =,,
poprowadzmy przez punkt A
plaszczyzne obrotu s prostopa-
dig do osi obrotu /. Poniewaz /
przynalezy do =,, przeto pta-
szezyzna ¢ | I jest plaszezyz-
ng aksonometrycznie-rzucajg-
ca. Slad aksonometryczny pla-
szczyzny obrotu & jest promie-
niem s., wykreSlonym z punktu
A" prostopadle do osi obrotu 7.
Punkt C=1Is., przeciecia sie
prostych /i s., jest Srodkiem
obrotu dla punktu A, a odci-
nek CA promieniem obrotu. Podczas obrotu punktu A okolo osi /, ele-
ment A porusza si¢ po kole %, lezacem oczywiscie na plaszezyznie
obrotu & Srodkiem kola k jest punkt C, a promieniem odcinek r— CA.
Punkty A° i A?, przecigcia si¢ owego kota k z rzutnig =,, wzgl. ze §la-
dem s, plaszezyzny obrotu & rozwigzuja nasze zadanie. Celem skon-
struowania tych punktéw, nalezy wyznaczy¢ rzeczywistg wielko$¢é pro-
mienia r, a to uskutecznimy skoro weZmiemy pod uwage trojkat pro-
stokatny (CAA™). Odcinek AA™ | m, jest jedng przyprostokatnia, odci-
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nek CA", t. zn. odleglos¢é aksonometrji A* danego punktu A od $rodka
obrotu C, jest drugg przyprostokatnia owego trojkata, a promien obrotu
r= CA jest jego przeciwprostokatnig. Poniewaz odcinek CA” lezy na
rzutni m, przeto znamy prawdziwg dlugo§é przyprostokatni CA".
Druga przyprostokgtnia AA" wyraza odleglo$¢ punktu A od rzutni m,;
przy pomocy plaszczyzny o | s, skonstruujemy odcinek A" A* roéwny co
do dlugosci przyprostokatni AA”.

Plaszczyzne ¢ | I, wraz z tréjkatem prostokatnym (CAA") i ko-
tem k, obr6émy okoto $ladu s, i pol6zmy ja na rzutnig¢ m,. Po dokona-
nym kladzie ptaszczyzny ¢ | @, omawiany trojkat prostokginy zajmie
(rys. 149) polozenie (CA*A"), przyczem przyprostokatnia 4" A* — A" A*
a kolo %k zajmie polozenie kota k*. Oznaczmy przez A° i A? punkty prze-
cigcia si¢ kota k* ze Sladem s, plaszczyzny e, a nastgpnie obroé¢my troj-
kat (CA*A™) i kolo k* dokola osi s, tak, aby utwory te zajely z po-
wrotem swoje dawne polozenie na plaszczyznie ¢ | m,. Poniewaz punkty
A° i A¢ lezg na §ladzie s,, przeto kolo k& (lezace na &!) przecina sie
w owych punktach z rzutnig aksonometryczng w,. Jezeli punkt A obro-
cimy okoto danej osi obrotu / o kat ¢ =< A*CA°. to wowczas ele-
ment A — poruszajacy si¢ po kole & — zajmie nowe polozenie i zjed-
noczy si¢ z punktem A°. Punkt A jednak poruszaé¢ sie¢ moze po kole &
w kierunku przeciwnym do poprzedniego i po obrocie o << 180° — ¢ =
= <z A*CA? padnie na rzutni¢ aksonometryczng =, w punkcie A4?.
Skonstruowane w powyzej omowiony spos6b punkty A°i A? nazywamy:
ktadami danego punktu A na rzutnig¢ aksonometryczng «,, uzyskanemi
przez obrot elementu A dokola osi L

Zadanie: Na rzutni aksonometrycznej lezy dowolna prosta / i punkt A°.
Nalezy obroéci¢ 6w punkt A° okoto osi:/ o dany kat ¢ i dla otrzymanego
po obrocie punktu A skonstruowaé rzuty aksonometryczne A" i A,

Rozwigzanie: Dla punktu A° (rys. 149) wyznaczmy plaszczyzne
obrotu ¢ | / i Srodek obrotu C=le=1Is,. Promieniem obrotu r= CA°,
zakreSlmy (z punktu C jako Srodka) koto k* na plaszezyZnie rysunku m,,
a nastepnie obierzmy na niem taki punkt A* aby <z A°CA* = < ¢. Pro-
sta A* A", prostopadla do $ladu s., wyznacza na tym S$ladzie punkt A",
ktory jest rzutem aksonometrycznym zgdanego punktu A. W istocie bo-
wiem, skoro koto k* i odcinek A*A" | s, obrécimy okoto osi s, tak,
aby po dokonanym obrocie utwory te padly na plaszezyzne e | m,, to
kolo k* zajmie nowe polozenie k, a odcinek A*A" polozenie AA" | =,
przyczem << A°CA =<z ¢. Dla otrzymanego w powyzszy spos6b punktu A4,
(ktory lezy na kole k), jego aksonometrja schodzi si¢ z punktem A~
a odcinek AA" = A*A" wyraza odlegltos¢ punktu A od rzutni aksono-
metrycznej m,. Znajagc aksonometrje A™ i dlugos¢ odcinka A A", wykre-
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§lic mozemy (ust. 45, zadanie 3) rzut aksonometryczny A, zadanego
punktu A. :
Cuwiczenie : Punkt A (A, A) obrécié o kat 60° dokota danej prostejl (I=1im,1)),

lezgcej na rzutni aksonometrycznej; dla uzyskanego po tym obrocie punktu A1 skon-
struowaé rzuty aksonometryczne A;’ i Al’".

48. Klad dowolnej plaszezyzny. Wykona¢ klad danej pla-
szcezyzny a (hZ, v?) na rzutnie aksonometryczng m, (rys. 150) znaczy to:
obroci¢ owg plaszczyzne o dokota jej Sladu aksonometrycznego s, tak,
aby o po obrocie padfa na rzutni¢ m,. Poszczegolne punkty plaszczyzny o
w czasie tego obrotu poruszaé sie bedg po kolach, ktoére lezg na pla-
szczyznach obrotu, poprowadzonych przez uwazane punkty prostopadle
do osi obrotu s,. Wezmy np. pod uwage punkt X,— xa, przebicia sie
osi x z dang plaszczyzng a. Przez X, poprowadzmy plaszczyzne obrotu
e_| s,, to prosta s, wykreslona z punktu X7 prostopadle do osi obrotu s,,
jest Sladem aksonometrycznym plaszczyzny & a punkt C=s,s, jest
Srodkiem obrotu. Podczas obrotu ptaszczyzny o okolo osi s., punkt X,

: poruszac¢ si¢ bedzie po
kole k&, lezgcem na pta-
szczyzZnie ¢ | s, izakre-
$lonem ze $§rodka C pro-
mieniem r—= CX,. Klad
punktu X, zjednoczy
sie z elementem X?, jak
to wynika z konstrukeji
(por. ust. 47), uwidocz-
nionejnarys.150. W po-
dobny sposob moglibys-
my dla poszczeg6lnych
punkiow: Y 5 SZ LR RNt
plaszezyzny o skonstru-
owa¢ ich klady Y2, Z°,

Rys. 150. Pe,... Pomiedzy akso-

- nometrjami wymienio-
nych punktéw i ktadami tych punktow zachodzi ten zwigzek, Ze proste:
X X, Yo Yo, Zr Z2, Pt Pe,... sg prostopadte do osi obrotu s,.

Skoro wyznaczyliSmy ktad X° punktu X,, to zbyteczne jest prze-
prowadzanie tej samej konstrukeji dla dalszych punktow plaszezyzny a.
Niechaj P" bedzie aksonometrja dowolnego punktu P, lezgcego na a.
Kiad P° tego punktu leze¢ bedzie na prostej s,, poprowadzonej z ele-
mentu P" prostopadle do osi obrotu s,. Punkty P i X, wyznaczajg pro-
sta ¢ = PX,, lezgcq na danej plaszczyznie a; prosta ¢*= P" X" jest akso-
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nometrjg prostej c, a punkt S, =c"s, jest Sladem aksonometrycznym
owej prostej. Skoro wykonamy ktad plaszczyzny e, to ktad ¢° elementu
¢ = PX, przechodzi¢ bedzie oczywiscie przez klady P° i X° punktow
P i X,, oraz przez $lad S, lezacy na osi obrotu s,. Laczac tedy punk-
ty S. i X;, otrzymamy klad ¢° = S,X? pomocniczej prostej ¢, a nastepnie
ktad P° = c¢°s,, uwazanego punktu P.

W zupelnie analogiczny sposob, uzywajac do pomocy punktéow
(Sladow) H,, V, i K, osi obrotu s,, wyznaczy¢ mozemy kiady punktow
Y,1 Z,. Proste h = H,X? i v2 =V, X? sq kltadami Sladow poziomego A,
i pionowego v, plaszczyzny a. Promienie s, | s, i s8¢ L s4, przechodzgce
przez punkty Y2 i Z» przecinajg si¢ Z elementami A2 i v2 w takich
punktach Y? i Z?, ze prosta k2 = Y? Z? jest kladem §ladu bocznego k&, pla-
szczyzny a. O ile konstrukcja jest dokladnie przeprowadzong, to proste
Rk 1 k2 przecina¢ si¢ muszg w punkcie K, lezgcym na osi obrotu s,.

Pomiedzy rzutami aksonometrycznemi P-,...., c¢*,... punktow P,...
i prostych c,..., lezacych na dowolnej plaszczyznie a, a kladami Pe,...,
¢’,... tych elementéw na rzutnie m,, uzyskanemi przez obrot plaszczyzny o
dokota $ladu aksonometrycznego s,, zachodzg nastepujgce zaleznoSci:

1. Aksonometrja P" dowolnego punktu P i jego kitad P° lezg na
prostej prostopadtej do osi obrotu s,.

2. Aksonometrja c" dowolnej prostej ¢ i ktad c® owej prostej prze-
cinajg sie na osi obrotu s,.

3. Jezeli elementy P" i ¢ przynaletg do siebie, to rowniez w kia-
dzie punkt P° i prosta ¢’ sq elementami, przynaleznemi do siebie.

Teraz wypowiedzie¢ mozemy (por. tez ust. 46) nastepujaca uwage:
Aby wykona¢ ktad plaszczyzny, wystarczy skonstruowaé
ktad jednego punktu, lezgcego na owej ptaszczyznie. Dla
dalszych punktow i prostych, przynaleznych do owej plaszczyzny, wy-
znaczymy ich klady, jesli skorzystamy z zaleznoSci 17, 2 i 3.

49. Podnoszenie z kladu. W dotychczasowych rozwazaniach
poznaliSmy sposoby Kkonstrukcyjnego wyznaczenia elementow P° i c°,
skoro dane byty elementy P (P, P)) i c (c", c,), lezace na dowolnej pta-
szezyZnie a. ZastanOwmy sie teraz nad problemem odwrotnym, a mia-
nowicie nad sposobem wyznaczenia elementow P (P", P,) i c (c", ¢,) na
plaszezyznie a, skoro dane sg ich klady P° i ¢°. W ust. 47 omawialiSmy
juz podobne zagadnienia — obecnie rozwazymy szczeg6lowo 6w problem.

Niechaj dana bedzie (rys. 150) dowolna ptaszczyzna o (hZ, vZ), prze-
cinajaca sie z osig x w punkcie X,. Ow punkt obréémy okoto Sladu
aksonometrycznego s, plaszczyzny o o taki kat << ¢ =< X;C X7, aby
punkt X, po dokonanym obrocie padl na rzutni¢ aksonometryczng ,.
Powiadamy krotko, zeSmy wyznaczyli ktad X? danego punktu X,. Te-
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raz wykonajmy problem odwrotny. Skoro dany jest punkt X° na rzutni m,,
to (por. zadanie w ust. 47) obrdci¢ go mozemy o << ¢ dokota osi obrotu s,
1 dla otrzymanego w ten spos6b punktu X, w przestrzeni, skonstruowac
mozemy jego rzuty aksonometryczne. Zauwazy¢ jednak musimy, Ze
punkt X?, po dokonanym obrocie o << dokota osi s,, padnie na dang
plaszczyzne o (h2, v?). Uwazajac dany na rzutni w, punkt X?° za klad
takiego punktu X,, ktéry lezy na plaszczyZnie ¢, — mozemy w omo-
wiony powyzej sposOb wyznaczy¢ polozenie punktu X, na owej pla-
szczyznie a. Problem ten nazwiemy krotko podnoszeniem z ktadu.

Na rzutni aksonometrycznej , obierzmy (rys. 150) dowolnie punkty
P Y2, Z2 oo AT proste; che= Pr X0 diss Po Yo ke ——"¥2 Ze s iementy
te uwazajmy za klady punktow P, Y,, Z,... i prostych ¢, d, &,,..., le-
zgcych na danej plaszezyznie a. Chege wyznaczy¢ potozenie punktow A,...
i prostych ¢,... na plaszczyZnie a, nalezy dane elementy Pe,..., c°...
»podnies¢ z ktadu®, t. zn. nalezy je obrocic¢ okoto osi s, tak, aby po do-
konanym obrocie padly na ptaszczyzng a. Konstrukcje znacznie uproscimy,
skoro skorzystamy z zalezno$ci 7, 2 i 3, ustalonych poprzednio w ust. 48.
Jezeli przez S,, S,, K,,... oznaczymy punkty przeciecia si¢ osi obrotu s.
z prostemi c°, d°, k°,..., to z tatwoScia zauwazymy, Ze owe punkty
podczas omawianego obrotu nie zmieniajg wcale swego polozenia. L.a-
czac tedy punkty S, i X", uzyskamy aksonometrje ¢” = S, X* pomocni-
czej prostej c. Poniewaz prosta ¢ = P X, przechodzi przez punkt P, przeto
na promieniu c¢" leze¢ bedzie aksonometrja P" szukanego punktu P.
Z rozwazan ust. 48 wiadomo nam jednak, ze punkty P° i P" leze¢ mu-
sz na prostej s, | s,. Prosta s,, wykreSlona z danego punktu P° pro-
stopadle do osi obrotu s,, przecina si¢ z promieniem ¢* =S, X; W 7g-
danym punkcie P". Podobnie wyznaczymy dalsze elementy: d" = S,P",
Yo=—=d° Sy Ry 5= Ko Xs - VLe sk Speees ktore sg rzutami aksonometrycz-
nemi elementéow d, Y,, k, i Z,, przynaleznych do plaszczyzny o.

50. Zadania i éwiczenia. Zajmiemy sie teraz kladami plaszczyzn
o szeczeg6lnem potozeniu wzgledem ukladu O [x, y, 2], przyczem starac
sie bedziemy o mozliwe uproszczenie konstrukeji.

Zadanie 1: Wyznaczy¢ klad rzutni poziomej 7, oraz kiad lezg-
cego na niej punktu A (A"=A4)).

Rozwigzanie 1: Rzutnie poziomg &, = Os; obr6¢my (rys. 151)
okoto $ladu s, =S.S, i polozmy ja na rzutni¢ aksonometryczng w,.
W tym celu przez poczatek O ukladu O [x, y, z] poprowadZmy pia-
szczyzne obrotu § (h =vf = S¢ = 2"), prostopadia do osi obrotu s;, a na-
stepnie wyznaczmy srodek obrotu C=s§ s, i prawdziwg wielko$¢ pro-
mienia obrotu r*= CO*. Skoro obrocimy punkt O dokotla osi s, to jego
ktad O°na rzutni¢ 7, leze¢ bedzie na przecigciu si¢ kofa & ze Sladem s;.
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Z ust. 48 wynika bezposrednio, Ze pro- . Sz /NS

ste x°=0°S, i y°=0°S, sa kladami e PR oV

osi x=0S, i y=08,. Podobnie dla S:"hs'ys’kgf e
prostej b— OA jej klad b° — 0" S, jest ss/ % ;
promieniem, ktory laczy element O° ze b2bn

sladem aksonometrycznym S, owej pro- 1odah I e
stej. Prosta, poprowadzona z punktu A* Jy, i Sx

prostopadle do osi obrotu s,, przecina
promien b° w szukanym punkcie A°.

Rozwigzanie 2: Rzutni¢ pozio-
mg @, obracamy dokola osi s, jako
yuklad sztywny“. Poniewaz osie x=0S,
i y=0S8, sa prostemi prostopadiemi,
przeto ktady x° i y° tych osi tworza Rys. 1519).
kat prosty <c x°y>= << S, 0°S, =< 90°.
Chege wyznaczy¢ ktad O° punktu O, wystarczy zatem na Srednicy
S.S, zakresli¢ kolo k% i skonstruowaé (rysunek 151) jeden z punk-
tow przeciecia si¢ tego kota z prostg 2" | s,.

Cwiczenie 1: Na rzutni pionowej lezy prosta ¢—= AB,
przechodzgca (rys. 152) przez dane punkty A (47, A7)
i B(Bn, B]). Skonstruowaé¢ nalezy klad c°= A°B° owej
prostej na rzutnie aksonometryczng m,, obracajac rzutnie
pionowg 7, — 0s, okolo osi s,.

Cwiczenie 2: Wykonaé¢ klad rzutni bocznej /s — Os,
na rzutnie m,, uwazajgc slad s;==8S, S, za o$ obrotu.

Zadanie 2: Wyznaczy¢ klad plaszezyzny
poziomo -rzucajgcej o (h?, v?) na rzutnie aksono-
metryczng w,.

Rozwigzanie: Slad aksonometryczny s, Rys. 152.
danej plaszezyzny o (rys. 153) jest osig obrotu.
Aby wykona¢ ktad plaszezyzny a, moglibySmy obroci¢ np. punkt Y,=ya
dokota osi s, w sposob podany w ust. 47. Rozwiazanie zadania znacz-
nie si¢ jednak uprosci, jezeli uwzglednimy warunek prostopadtosci:
 k, |_h., zachodzacy pomigdzy Sladem bocznym k. i Sladem poziomym A,
plaszezyzny poziomo-rzucajgcej a. Po dokonanym obrocie, ktady &2 1 h?
sg prostemi prostopadtemi. Celem skonstruowania tych prostych, wy-
starczy na $rednicy K,H, zakre§lic kolo k°, a nastepnie poprowadzi¢
promien Y"Y? | s,. Otrzymany w ten sposob punkt Y? jest kladem
punktu Y,=ya, a proste k2 =YK, i h?=Y?H, s kladami dwoch §la-
dow plaszcezyzny poziomo-rzucajacej o.

Na plaszczyznie a | m; niechaj lezy dowolny punkt A (A", A)).

Zn

Sz A
\ 0

) Prostg O" S, oznaczy¢ nalezy na rysunku literg y=.
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Dla punktu A jego rzut poziomy A’
lezy na Sladzie poziomym h,, a pro-
sta pomocnicza b= AA’ jest prosto-
padia do $ladu h,. Na rys. 153 po-
dane sg obrazy aksonometryczne
A, ib"= A" A, punktu A’ i prostej b.
Po dokonanym obrocie ptaszczyzny «a,
punkt A’ zajmie potoZenie A, na kla-
dzie h?, przyczem prosta A, A, musi
by¢ prostopadta do osi obrotu s,.
Prosta &°, wykreSlona z punktu A,
prostopadle do h?, jest ktadem pro-
Rys. 153. mienia b. O ile konstrukcja doktad-
nie jest przeprowadzona, to proste &°
i b" przeciaé¢ si¢ musza w punkcie S,= b°b", ktory lezy na osi obrotu s,
i jest sladem aksonometrycznym promienia b. Poniewaz dany punkt A
lezy na prostej b, przeto ktad A° owego punktu przynalezy do elementu &°.
Punkt A° jest punktem przecigcia si¢ promieni 4° i A" A° | s,.

Cwiczenie 3: Wyznaczyé ktad plaszezyzny: a) pionowo-rzucajacej f, ) boczno-
rzucajgcej 7, ¢) przechodzacej przez oS x, y, wzgl. 2, d) 0 /[, e) &[]/ 7, f) @[] 7.

Cwiczenie 4: Dana jest plaszczyzna poziomo-rzucajaca « (h o, kZ)iklad A° punktu A4,

lezacego na tej plaszczyznie. Nalezy wyznaczy¢ rzuty aksonometryczne A i A’ punktu A4,
przez zastosowanie problemu ,podnoszenia z kladu.

Cwiczenie 5: Rozwiaza¢ éwiczenie 4 dla plaszezyzny, ktérej polozenie okreslone
jest warunkami, podanemi w éwiczeniu 3.

51. Obrét punktu okelo dowolnej osi. W dotychczasowych
zagadnieniach przyjmowaliSmy za oS obrotu prostg, prostopadig do rzutni
aksonometrycznej w, lub tez lezacg na owej rzutni. Teraz uwazac¢ be-
dziemy za o§ obrotu .prostg [/, ktéra jest zupeinie dowolnie potozona
w przestrzeni.

Zadanie 1: Dany punkt A (A", A,) nalezy obréci¢ o kat 45° do-
kola osi I, ktorej polozenie ustalone jest (rys. 154) rzutami [ i 7,.

Rozwigzanie: Przez punkt A poprowadZmy (por. rys. 138) pla-
szezyzng obrotu a (h7, vZ, kZ), prostopadla do danej osi obrotu /, a na-
stepnie wyznaczmy punkt C = la, przebicia si¢ prostej / z plaszczyzng a.
Element C (C*, C,) jest $rodkiem obrotu, a odcinek CA = r promie-
niem obrotu. Jezeli punkt A obraca sie okolo osi /, to wowcezas 6w punkt
porusza sie¢ w plaszczyznie o po kole &, ktorego srodkiem jest punkt C,
a promieniem odcinek r= CA. Po dokonanym obrocie o kat ¢ = 45°,
punkt A zajmie na kole k& nowe polozenie A,. Celem skonstruowania
rzutow A" i A" punktu A,, wykonajmy klad plaszczyzny obrotu a (wraz
z kotem k) na rzutni¢ aksonometryczng =,, obracajac plaszczyzne o do-
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Rys. 154.

kota jej sladu aksonometrycznego s,. W Kkladzie wyznaczymy punktir
X2, A°, C° i koto &° o promieniu r° = C°A°. Na owym Kkole k° obierzmy
taki punkt A2, aby << A°C°A;=<cr°rf = 45°, to wowczas punkt A?

uwaza¢ mozemy za kilad punktu

A,. Element A; nalezy wkoncu pod-

nies¢ z kladu, t. zn. nalezy obréci¢ Ay dokota osi s, tak, aby po obro-

cie padt na plaszczyzne a | I Za
cinajgcych sie w punkcie S; na
osi s,, oraz prostej A? A" | s, skon-
struujemy aksonometrje A szuka-
nego punktu A,. Poniewaz A, przy-
nalezy do plaszezyzny obrotu «,
przeto wyznaczenie aksonometrji
A" rzutu poziomego A; punk-
tu A; nie nastreczy zadnych trud-
nosci.

Cwiczenie 1: Dany punkt A obré-
cic o kat 90° jezeli osig obrotu / jest
prosta prostopadta do rzutni: a) pozio-
mej s, (por. rys. 155), b) pionowej m,,
¢) bocznej ;.

Cwiczenie 2: Obréci¢é dany punkt
A (A, A) okolo osi x= 0S8. o kat 60°.

Cwiczenie 3: Rozwigzaé éwiczenie
2 wéwezas, jezeli osig obrotu jest: a) o$

posrednictwem promieni r? i r® prze-
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y=08y, b) o§ 2=08,, ¢) §lad s;=um,m, d) Slad s,=m, m, e) Slad s;3 =7, m,
f) prosta l// w,, g) prosta l// m,, h) prosta l// m,.

Zadanie 2: Dane sg prosta [ (I, I,)), punkt A (A", A}) i plaszczyzna
o (hg, v;). Punkt A nalezy obroci¢ okoto osi / o taki kat, aby po do-
konanym obrocie 6w punkt padl na plaszczyzne o.

Rozwigzanie: W sposob oméwiony w zadaniu 1 (por. rys. 154),
wyznaczymy plaszczyzne obrotu a | /, Srodek obrotu C=/a i promien
obrotu r= CA. Punkt A, poddany ruchowi obrotowemu dokota osi /,
porusza sie w plaszczyznie o po Kkole k, ktorego srodkiem jest punkt C
a promieniem odcinek CA —r. Poniewaz jednak punkt A po dokona-
nym obrocie ma pa$¢ na plaszczyzng o, wigc musi leze¢ na kole & i na
krawedzi g = aw, przecigcia si¢ plaszczyzn a i w. KrawedZz g przecina
sie¢ z kolem & w dwoch punktach A, i A,, ktore spetniajg warunki zada-
nia. Celem skonstruowania owych punktéw, wykonamy ktad (por. rys. 154)
plaszczyzny obrotu a na rzutni¢ aksonometryczng i wyznaczymy ktady C°,
4°, k° i g° wymienionych poprzednio elementow. Prosta g° przetnie sie
z kolem k° w punktach A? i Ag, ktore sg kltadami szukanych punktow
A, i A,. Stosujac problem podnoszenia z kladu do elementow A7 i A?,
wykres§limy najpierw aksonometrje A i A’ punktéow A, i A,, a nastepnie
rzuty aksonometryczne A" i A7. Uzyskane w ten spos6b punkty A, i A,
leze¢ muszg oczywiScie na poprzednio skonstruowanej krawedzi g = c .

52. Klad na plaszczyzne, réwnolegla do rzutni aksonome-
tryeznej. W dotychczasowych rozwazaniach wykonywaliSmy ktady pta-
szczyzn na rzutni¢ aksonometryczng. Mozemy jednak dang plaszczyzne
a (h}, v?) obroci¢ okoto krawedzi e—ae (rys. 156) i polozy¢é na pla-
szezyzne ¢ (hg, vg), rOwnole-
glg do rzutni wm,.

Niechaj odcinek 0" O, wy-
raza odlegto$¢ s$rodka O od
rzutni aksonometrycznej .
Skoro uktad O [x, y, z] prze-
suniemy w kierunku prosto-
padtym do @, o odcinek
0, 0L, to (por. ust. 16) uzyska-
my nowy uklad O*[x!, y*, 2]
i nowy trojkat sladow akso-
nometrycznych (S S} St) =
= (sl sis}). Przyjeta poprzed-
nio plaszezyzne ¢|[m, uwa-
zaé mozemy za nowg rzutnie
aksonometryczng . Podob-
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nie krawedZ e = ea, przeciecia si¢ plaszczyzn ¢ i a, uwaza¢ mozemy
teraz za €Slad aksonometryczny s, plaszczyzny a. Dang plaszczyzne
a (h2, v?) obrocié mozemy dokota §ladu s, —e tak, aby po dokonanym
obrocie padla na nowg rzutni¢ aksonometryczng =t —e¢. Na rys. 156
skonstruowaliSmy klad Z° punktu Z, (odcinek Z* Z} wyraza odlegtosé
punktu Z, od rzutni 7,=¢) i klady v?, k2 dwoch §ladow plaszczyzny a.

53. Wprowadzenie nowej rzutni, prostopadlej do rzutni
aksonometryeznej. Niechaj dana bedzie (rys. 157) plaszezyzna
¢ (hy = v; = k;), prostopadia do rzutni aksonometrycznej =, i do rzutni
poziomej &, = Os,. Uwazajmy plaszczyzne ¢ za nowq rzutnie i wyznaczmy
rzut prostokatny dowolnie przyjetego punktu P (P, P,) na owg rzutnie e.
W tym celu poprowadZmy przez punkt P prostg g | ¢ i skonstruujmy
punkt P,=ge, przebicia si¢ promienia rzucajgcego g z plaszczyzng e.
Poniewaz rzutnia ¢ jest prostopadia do sladu s, = =, 7, przeto prostag | ¢
jest rownoleglg do elementu s,, a rzuty g” i g, prostej g sg tez r6wno-
legte do s,. Slad aksonometryczny s, pla-

% 5 e Sa/ zn| s\ | A&
SZCezyzny ¢ przecina si¢ z promieniami g y
i iw pupitach Py = g8, 1 Pl =g s;, o ;Dn 5
ktore sgrzutami aksonometrycznemipunktu : g ®

\

P,=ge. , A0 |se-ht-vé
W przestrzeni otrzymaliSmy tedy (por. Yo
ust. 2) dwie wzajemnie prostopadte rzut- R

nie: @, | &, przecinajgce si¢ w osi s,, oraz

: a7
rzuty prostokatne P" i P, dowolnego & 2L 95 ROPE~pe X
punktu wilasciwego P na uwazane rzut- >
nie m, i &. Celem sprowadzenia tych rzutni Rys. 1571).

do jednej ptaszczyzny rysunkowej, wyko-

najmy klad plaszczyzny & na rzutni¢ aksonometryczng m,, uwazajgc
§lad s, za o$ obrotu. Po dokonanym obrocie, punkt Ps:=ge (por.
ust. 45) zajmie nowe potozenie P;, przyczem elementy P* i P; lezg na
prostej odnoszacej P" P; | s,. Odcinek P; P; wyraza odleglo$¢ da-
nego punktu P od rzutni aksonometrycznej «,, odcinek za§ P" P; wyraza
odlegtos¢ punktu P od nowowprowadzonej rzutni &.

Polozenie punktu wlasciwego P ustalone jest przez pare rzutow P*iP,,
albo tez przez nowa pare rzutow: P" i P;, t. zn. przez aksonometrje
prostokatng P" i przez rzut prostokatny P; punktu P na nowg rzutnig¢ .
Majac dane rzuty P* i P, punktu P, wyznaczyliSmy na rys. 157 rzut P;
owego punktu. Z tatwoscig jednak mozemy skonstruowaé rzut P;, skoro
dane sg rzuty P" i P;. Oczywiscie w tych dwéch przypadkach nalezy ustali¢
polozenie trojkata §ladow aksonometrycznych (S, S, S.) i plaszezyzny e.

) Punkt PS oznaczy¢ nalezy na rysunku symbolem Pex.
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Cwiczenie 1: Wyznaczyé rzut prostokatny P, danego punktu P (P?, P”) na pla-
szezyzne ¢ (s, = hy = vg), ktéra jest prostopadlg do rzutni aksonometrycznej m, i do
rzutni pionowej 7y,

Cwiczenie 2: Skonstruowaé rzut prostokatny P; danego punktu P (P, P]’) na
plaszczyzne aksonometrycznie- i boczno-rzucajacy .

Cwiczenie 3: W Gwiczeniach 1 i 2 dane niechaj beda rzuty P i P, dowolnego
punktu P; nalezy wyznaczy¢ rzuty aksonometryczne P! i P!” owego punktu P.

Zadanie 1: Dane sg dowolna prosta wtasciwa / (I, ) i ptaszczyzna
aksonometrycznie- i poziomo-rzucajgca . Wyznaczy¢ rzut prostokatny /,
prostej / na rzutnie¢ e.

Rozwigzanie: Chegc skonstruowac rzut /,, nalezy obraé¢ na pro-
stej / dwa dowolne punkty A, B i wyznaczy¢ ich rzuty prostokgtne
A., B, na nowo przyjeta rzutnie .
Zamiast dowolnych punktéw przy-
jeto na rys. 158 slad aksonometrycz-
ny S, prostej /, oraz punkt E = /¢,
przebicia sie owej prostej z rzutnig e.
Dla elementu E, ktéry jest Sladem
danej prostej / na nowej rzutni e,
wykresliliSmy rzuty aksonometrycz-
Ne EN==i"g. Bl g 1 kind - 8%
; Prosta S,S; prostopadia do sladu s,

Rys. 158. przecina si¢ z osig s, w punkcie

S;, ktory jest rzutem prostokatnym

§ladu S, na rzutnig¢ e. Po sprowadzeniu rzutni ¢ do jednej ptaszczyzny

rysunkowej z rzutnig aksonometryczng ,, rzut prostokatny prostej /
na plaszezyzne ¢ zajmie potozenie: I, — E*S;.

Zamiast Sladu aksonometrycznego S, prostej [, mogliSmy uzy¢ do
konstrukeji np. $ladu poziomego H, owej prostej. Poniewaz rzutnia e
jest prostopadta do rzutni poziomej =, przeto rzut prostokatny H,
punktu H, na plaszezyzne ¢ leze¢ musi na Sladzie poziomym #A, rzutni e.
Prosta odnoszaca HH;, wykreslona z punktu H} prostopadle do osi s,,
wyznaczy na kladzie k; punkt H;, przez ktory przechodzi element 7.

Ss/ 27 Se=hé=vd

Cwiczenie 4: Rozwiazaé zadanie 1, jezeli dana jest prosta: a)l//m, b)1//m,
c) U my, d) 17, e) Il f) l1Lm, g) lim,

'wiczenie 5: Zadanie 1 rozwigzaé, jesli rzutnia ¢ jest plaszezyzng: a) aksonome-
trycznie- i boczno-rzucajaca, &) aksonometrycznie- i pionowo-rzucajaca.

Zadanie 2: Dana jest dowolna ptaszczyzna a (hZ, vZ, kZ) i rzutnia ¢,
przechodzgca przez o§ z=0S. i o§ aksonometryczng z”. Wyznaczy¢
rzuty prostokgtne trzech Sladow: poziomego, pionowego i bocznego da-
nej plaszezyzny o na przyjeta rzutnie e.

Rozwigzanie: Skoro oznaczymy (rys. 159) przez X, Y, Z punkty
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przeciecia si¢ ptaszezyzny o z osiami x, y, z ukladu [O], to wowczas
proste: h,=XY, v,=XZ i k,=YZ sg trzema §ladami plaszczyzny a.
Celem wyznaczenia rzutow prostokgtnych
owych prostych h,, v, i k. na rzutni¢ e=z2",
nalezy skonstruowaé rzuty prostokatne
punktow X i ¥ na plaszczyzne e Ponie-
waz punkty te lezg na rzutni poziomej
m, | & przeto rzuty prostokatne X, i Y,
elementow X i Y przynalezg do $ladu po-
ziomego h, rzutni s. Odnoszace, poprowa-
dzone z punktow X" i Y” prostopadle do
osi s,, przecinaja si¢ ze Sladem s, w punk-
tach X; i Y7, ktore sa aksonometrjami
punktow X, i Y,. Poniewaz punkt £ —=za
lezy na rzutni ¢ przeto jego rzut prosto-
katny Z, zjednoczyl si¢ z elementem Z.
Proste hi=X,Y,, V=X ZikE =Y Z le- Rys. 159.

zgce na plaszezyznie ¢ | s,, rozwiqzujg za-

danie, gdyz sg rzutami prostokatnemi sladow h,—XVY, v,—=XZ i ka=YZ
danej plaszczyzny e na przyjeta rzutni¢ s. Po dokonanem sprowadzeniu
rzutni ¢ do jednej ptaszczyzny rysunkowej z rzutnig aksonometryczng =,
(t. zn. po wykonaniu kitadu rzutni &), punkty X, Y,, Z=_Z, i proste
ht, vi, kY zajmg nowe potozenia, a mianowicie:

v, VI g e i e e B e

Zadanie 3: Dana jest dowolna plaszczyzna a (A2, v?, k) i rzutnia s,
prostopadta do boku s, trojkgta Sladow aksonometrycznych. Skon-
struowa¢ nalezy €lad e, plaszezyny a
z rzutnig e. :

Rozwigzanie: Krawedz e,=as,
przeciecia sie danej plaszezyzny a z rzut-
nig & jest zgdanym S$ladem. Celem wy-
znaczenia prostej e,, wezmy pod uwage
(rys. 160) punkt B = aem,, przynalezny
do trzech plaszezyzn a, ¢ i w,. Poniewaz
przez punkt B przechodza Kkrawedzie:
e,=0as, h,=¢m i h,=am, przeto pro-
ste h; i h, przecinajg sie¢ w aksonometrji
B" owego punktu. Skoro dla ptaszczyzny a Rys. 160.
wyznaczymy jej Slad aksonometryczny s.,
to punkt C=s,s, lezy na plaszczyznach a, &, i ¢, a temsamem i na
krawedzi e,— aes. WyznaczyliSmy tedy takie dwa punkty B i C, ktére

Plamitzer. Aksonometrja prostokgtna. 8
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lezg na szukanym S$ladzie e,. Po dokonanym kladzie rzutni ¢ na pla-
szezyzne rysunku m,, pierwszy z tych punktéw zajmie polozenie B*
na prostej h;, a drugi C nie zmieni wcale swego polozenia, gdyz lezy
na osi obrotu s,. Prosta e, — B*C jest Sladem plaszczyzny ¢ na nowo
przyjetej rzutni e.
Cwiczenie 6: Rozwigza¢ zadania 2 i 3 woéwczas, jezeli dana jest plaszczyzna:
a)alm, b) alm, ¢c) alm, d) allm, e) allm, f) a/l w.

Cwiczenie 7: Dwa ostatnie zadania rozwigzaé, jezeli nowo przyjeta rzutnia & jest
plaszczyzng: a) aksonometrycznie- i pionowo-rzucajgea, &) aksonometrycznie- i boczno-
rzucajgeq. i
Cwiczenie 8: Dowolna plaszezyzna o (s » €,) wyznaczona jest (por. rys. 160) przez
slad aksonometryczny s, i Slad e; na rzutni & Skonstruowaé nalezy aksonometrje
h?, v} ik] trzech Sladéw: poziomego h,, pionowego v, i bocznego k, plaszezyzny a.




Rozdzial VII.

Zadania miarowe.

54. Podzial zadan geometrycznych. Wszelkie zadania geome-
tryczne podzielic mozemy na dwie duze kategorje: na zadania mia-
rowe i na zadania opisowe. Do pierwszej kategorji nalezg te zadania,
w ktorych wystepujg dilugosei odecinkow i wielkosSci kgtow, oraz po-
wierzchnie i objetoSci utwor6w geometrycznych. Do zadan miarowych
zaliczamy tedy zagadnienia, odnoszdce sie np. do odlegto$ci: dwoch
punktéow, dwoch prostych (wzgl. plaszezyzn) rownolegltych, punktu od
prostej, punktu od plaszczyzny lub tez odnoszgce sie¢ do kgta nachy-
lenia;: dwoch prostych, prostej do plaszezyzny i dwoch plaszezyzn.

Natomiast wszelkie zagadnienia geometryczne — w ktorych nie wy-
stepuja weale diugosci odcinkéw, wielkosei katow, powierzchnie i obje-
toSei utworé6w geometrycznych — nalezg do zadan opisowych. Skoro
badaliSmy zalezno$ci, jakie zachodzity np. pomiedzy aksonometrjami
punktow i prostych, pomiedzy sladami plaszczyzny, pomiedzy wzajemng
przynaleznoscig punktow, prostych i plaszezyzn, i t. p. — to wystepo-
waly wowezas w tych problemach zagadnienia opisowe.

Z dotychezasowych rozwazan naszych wynika, ze w metodzie rzu-
tow aksonometrycznych nie byla potrzebng wcale znajomo$¢é potoZenia
trojkata Sladow aksonometrycznych podczas rozwigzywania zadan opi-
sowych. Zupelnie przeciwnie, gdy chodzi o rozwigzanie zagadnienia
miarowego, to konieczna jest znajomo$¢ polozenia trojkata sladow akso-
nometrycznych. Ow trojkat musieliSmy przyja¢ wowczas, gdy$my cheieli
ustali¢ polozenie rzutni m,, m, i w; uktadu [O] oraz polozenie elementow
zasadniczyeh (t. j. punktow, prostych i plaszczyzn) w odniesieniu do
plaszezyzny rysunku (rzutni aksonometrycznej) m,. Podobnie z trojkgta
Sladow aksonometrycznych korzystaliSmy przy rozwigzywaniu zagadnien,
odnoszacych sie do problem6éw prostopadtosci i obrotow.

55. Wyznaczenie dlugo$ci odeinka. Skoro pewien odcinek AB
jest rownolegly do rzutni m, to jego rzut prostokgtny na rzutni¢ & jest
rowny co do dlugosci odcinkowi AB. Dla odeinka AB, dowolnie nachy-

8*
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lonego wzgledem rzutni @, jego rzut prostokginy jest mniejszy od od-
cinka AB. To samo stosuje sie oczywiscie do rzutéw aksonometrycznych
A"Bn, A B, A.B i A’B. dowolnego odcinka AB. W metodzie rzutow
aksonometrycznych zapoznaé sie¢ musimy ze sposobami konstrukcyjnego
wyznaczenia prawdziwej diugosci odcinka.

Zadanie 1: Dane sg dwa dowolne punkty A (A", A,) i B (B, B,);
wyznaczy¢ nalezy prawdziwg dlugos$é odcinka AB.

Rozwigzanie 1: Przez odcinek AB poprowadzmy (por. rys. 148)
plaszczyzne aksonometrycznie-rzucajgcg a (b2 — v? =s,) i wyznaczmy
punkt C(C=, C, = O"), przebicia si¢ osi z z owg plaszczyzng. Skonstru-
ujmy odcinek C"C*, wyrazajacy odle-

Sz\ v pr

N —#5c gto§¢ punktu C od rzutni aksonome-

40 G g0 trycznej =, a nastepnie wykonajmy
Xﬁl Wiy o N &f (ust. 46) ktad plaszczyzny ¢ na rzut-
i M }n‘ e ni¢ m,. Przy pomocy kiadu C° punktu C,
2y ; 4 wyznaczmy ktady A° i B° danych punk-

b’”" VS % VN % tow, to uzyskany w ten sposob odci-

nek A°B° przedstawia prawdziwg diu-
gos¢ przyjetego odcinka AB. -

Rozwigzanie 2: Przez dany od-
cinek AB poprowadzmy (rys. 161) pta-
szezyzng - poziomo -rzucajacg f (hg =
= A, B,, vg|| z") i wykonajmy jej kiad

FEn Rys. 161. (por. ust. 50) na rzutni¢ m,, obracajgc

plaszezyzne # dokota jej Sladu aksono-

metrycznego sg. Klady danych punktow A i B wyznaczajg odcinek
A°Be°, ktory rozwigzuje zadanie.

Rozwigzanie 3: Konstrukcje znacznie
upro$cimy, jesli wykonamy (rys. 162) klad po-
mocniczej plaszczyzny poziomo-rzucajgcej f na
plaszczyzne ), ktora jest rownoleglta do rzutni
aksonometrycznej m, i przechodzi przez punkt
np. A (A7, A}). Prosta sé, wykreslona z punktu
A" réwnolegle do prostej sp=f=,, jest §la-
dem aksonometrycznym plaszczyzny S na no-
wo-wprowadzonej rzutni ). Przez punkt B"
wykreslmy proste B"1 || hj i B"2 || v}, to tr6j-
kat (1B2) jest trojkatem prostokgtnym, gdyz
jego boki 1B i B2 sg odpowiednio rownolegte
do $ladéw hj | vy plaszezyzny poziomo-rzuca-
jacej f. Skoro wykonamy kilad owego trojkata
na rzutni¢ ), ‘obracajagc go dokola przeciw-
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prostokatni 172 2—83, to kltad B° wierzchotka B leze¢ musi na kole &°
(o Srednicy 12) i na prostej B"B° | sﬂ Odcinek A" B° rozwigzuje zadanie.

Rozwigzanie 4: Przez punkt
A (A", A,) poprowadZmy plaszczyzne
7 [| w, 1 uwazajmy ja (rys. 163) za nowg
rzutnie¢ aksonometryczng. Wyznaczmy od-
leglos¢ B” B* punktu B od rzutni =}, a na-
stepnie wykreslmy przez punkt A dowolng
prostg 4, lezacg na rzutni x). Uwazajac
element /, za 0§ obrotu, wykonajmy
(ust. 47) ktad B? punktu B na rzutni¢ =},
to odcinek A" B3 wyraza prawdziwa dhu-
gos¢ odcinka AB.

Na rys. 163 przyjeto jeszcze drugg
0$ obrotu /, = a" i skonstruowano klad B
punktu B. OeczywiScie zachodzi¢ musi
rowno$¢ odcinkow A" B —= A" B2. Zauwa-
zy€ tez nalezy, ze omOwione konstrukcje
pozwolity nam obrocié dany odcinek AB w polozenie AB?, wzgled-
nie ABj, rownolegte do rzutni aksonometrycznej wm,.

Rozwigzanie 5: Celem wyzna-
czenia prawdziwej dtugosci odcinka 4 B,
mozemy wkoncu uzy¢ do pomocy (rys.
164) nowej rzutni ¢ ktéra przechodzi
przez punkt np. A (A", A,) i jest prosto-
padia do boku s, =m,m,. Skoro wy-
znaczymy (ust. 53) rzut prostokgtny
B. (BZ, B,") danego punktu B, oraz rzut
AB, odcinka AB na rzutnie &, to po do-
konanym obrocie plaszczyzny & odcinek i
AB, zajmie nowe polozenie A*B;. Uzy- AhE
skaliSmy w ten sposo6b rzuty prosto- Rys. 164.
katne A" B" i A*B; odcinka AB na dwie
wzajemnie prostopadle rzutnie 7, | e Odleglos¢ punktu B od rzutni e,
rowng odcinkowi B" BZ, odt6zmy na prostej p | B:A* to odcinek A*Br
wyraza dtugo$é danego odcinka AB.

Cwiczenie 1: Wyznaczy¢ dtugosé odcinka "AB, jezeli dane sg jego rzuty aksono-
meétryczne: a) Az BrivAT B b) A= B AT B ¢)tA B’ ii-A” BY.

Zadanie 2: Dane sa prosta b. (b", b,) i lezgcy na niej punkt
A (A", A)). Od punktu A poczawszy nalezy odtozy¢ na prostej b odci-
nek AB, o dlugosci 5 em.

Rozwigzanie: Wyznaczmy klady A° i b° danych elementéw na -
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rzutni¢ aksonometryczng m, i odt6zmy na promieniu b° odcinek A°B°
o diugosci 5 cm. Nastepnie podnieSmy z kiadu punkt B° i wyznaczmy
(ust. 49) jego rzuty B™, B,, przynalezne do rzutébw b", b, danej prostej b.
Powyzsze zadanie posiada dwa rozwigzania.

Cwiczenie 2: Poprzednie zadanie rozwigza¢ woéwcezas, jezeli element b jest pro-
sta: @) blm, b) blmy, c) bl d) blawa e) b//m, f) b/ m, g) b/ w,.

Zadanie 3: Dane sa dowolna plaszczyzna a (A2 vr) i dwa punkty
B (B, B,), C (C~, C,), ktére nie lezg na a. Wyznaczy¢ rzut prostokatny
odcinka BC na ptaszczyzne «, a nastepnie skonstruowaé prawdziwg
wielkos¢é tego rzutu.

Rozwigzanie: Przez dane punkty B i C poprowadZmy proste
b |l a ¢ aiwyznaczmy punkty B.=ba, C, =ca, przebicia si¢ tych
promieni rzucajgcych z elementem a. Otrzymany w ten sposéb odcinek
B, C, jest rzutem prostokatnym odcinka B C na plaszczyzne . Dhugo$é
tego odcinka wyznaczymy w sposOb, omOwiony w zadaniu 1.

56. Odleglos¢ punktu od plaszezyzny. W ust. 45 poznaliSmy
sposoby konstrukcyjnego wyznaczenia odleglosci danego punktu od
rzutni aksonometrycznej w,. Teraz rozwigzemy ogolniejsze

Zadanie: Dane sg punkt P (P, P,) i dowolna ptaszczyzna a (h”, vr)-
Wyznaczy¢ nalezy odlegto§¢ punktu P od plaszczyzny «.

Rozwigzanie 1: Przez odleglo$¢ punktu P od plaszezyzny a ro-
zumiemy odcinek (o diugosci skofczonej) PP,, jezeli przez P, oznaczymy
rzut prostokatny punktu P na owg plaszczyzne a. Celem rozwigzania
naszego zadania, poprowadzmy przez punkt P prosta p | a i wyznaczmy
punkt P, — pa. Prawdziwa diugos¢ (ktad) odcinka PP, wyraza odleglo$é
punktu P od plaszczyzny a.

Rozwigzanie 2: Wprowadzmy (rys. 165) nowg rzutnie &, prze-
chodzacg np. przez o§ z = OS, i prostopadlg do rzutni aksonometrycz-

¥ ; o nej m,. Skoro skonstruujemy (ust. 53)
eé‘:\ hé=vé=se|-z R / rzut prostokatny P; punktu P na rzut-
o
es il x AL
Z o/lasld

ni¢ ¢, oraz §lad e, = a ¢ danej plaszczyz-
yo3 ’D A q 2s~ sprowadziliSmy nasz problem do me-

ny a na owej rzutni ¢ to tem samem

PE Y K \\\\SE ) N, tody rzutéw prostokatnych (ust. 2) na
0-; =X PR dwie wzajemnie prostopadte rzutnie
AL\ g - %a 1& Aby wyznaczy¢ odleglo$¢ punktu
85/ AKX pE X P (P, P)) od plaszezyzny a (s, e3), Wy-
kreslmy prostg p | o i skonstruujmy

Sy, 3 H Sx

n I X RN

punkt R=pa, przebicia si¢ tej pro-
stej z elementem a. Przez prostg p, kto-
rej rzutami sg proste p” | s, ip; | e,

R
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przesunmy plaszczyzng aksonometrycznie-rzucajgcg o (s, =p”, e, L ;)
i skonstruujmy krawedZ r—= ap, oraz punkt R=rp. Uwazajgc §lad s,
za 0§ obrotu, wykonajmy nastepnie klad plaszczyzny o | &, na rzut-
ni¢ m,; kltady P° i R° punktéw P i R otrzymamy, jesli odmierzymy od-
cinki P"P°= P;1 i R"R° = R; 2, wyrazajace odlegloSci owych punktow
od rzutni m,. Odcinek P°R° rozwigzuje zadanie.

Cwiczenie 1 : Rozwiazaé poprzednie zadanie, jezeli a jest plaszczyzna: a) a L,
b) almy c) alm, d) alms e) al/my, f) a/lm, g) allm,.

Cwiczenie 2: Wyznaczyé odleglosé danego punktu P (Pn P’) od rzutni: a) po-
ziomei m; (rys. 147), b) pionowej 7y, ¢) bocznej ;.

wiczenie 3: Poprzednie zadanie rozwigzaé, je§li dany punkt P lezy na rzutni:

a) my, b) my, c) 73, d) 7w, lub tez na osi: e) x, f) y, g) 2.

57. Odleglos¢é punktu od prostej. Niechaj dane bedg dowolna
prosta / i punkt P, nie lezacy na tej prostej. Przez P poprowadZmy takg
prosta ¢, ktoraby lezala na plaszczyZnie a =[P i byta prostopadig do
promienia /. Skoro przez B oznaczymy punkt B = l¢, przecigcia si¢ ele-
mentéw [ i ¢, to odcinek PB wyraza odlegto$¢ punktu P od prostej I

Zadanie: Wyznaczy¢ odlegto$¢ danego punktu P (P, P,) od dowol-
nej prostej I (I", 1,).

Rozwigzanie 1: Dla plaszczyzny a = PI, okreSlonej elementami
P i [, wyznaczmy S$lad aksonometryczny s.. Uwazajagc s. za oS obrotu,
wykonajmy ktad plaszczyzny ¢ na rzutnie w,. W kiladzie z punktu P°
wykreSlmy prostg c° prostopadta do promienia /° i skonstruujmy punkt
B° =c¢°l°. Odcinek P°B° rozwigzuje zadanie.

Rozwigzanie 2: Przez dany punkt P poprowadZmy plaszczy-
zne f prostopadia do danej prostej / (ust. 40) i wyznaczmy punkt B =18,
przebicia si¢ tej prostej z plaszezyzng (. Otrzymany w ten sposéb od-
cinek PB jest prostopadly do promienia / i rozwigzuje zadanie.

Rozwigzanie 3: Mozemy wreszcie przyja¢ nowg rzutni¢ s, prze-
chodzgcg przez oS np. z i prostopadilg do rzutni w,. Po wykresleniu rzu-
tow prostokatnych P; i I; danych elementow P i / na rzutni¢ ¢ | s,
rozwigza¢ mozemy (por. ust.56) zadanie nasze w metodzie rzutow pro-
stokgtnych na dwie wzajemnie prostopadle rzutnie w, i .

Cuwiczenie 1: Poprzednie zadanie rozwigzaé¢ dla elementéw P i [, lezacych na

rzutni: a) m, b) my, c¢) w3, d) Pna m,l na m, e) Pna m, [ na m, f) P na mw,
[l na T09.

Cwiczenie 2: Wyznaczyé odleglosé dowolnego punktu P (Pn, P’) od osi: a) x,
b) y, ¢)=.

58. Zadania i éwiczenia.

Zadanie 7: Dane s3a punkt A (A", A;), prosta p (p", p,) i pla-
szezyzna o (h?, v)). Przez punkt A poprowadzi¢ takg prosta a, ktora by-
laby prostopadiq do danej prostej p i zarazem réwnoleglg do ptaszczyzny a.
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Rozwigzanie: Wszystkie proste, przechodzace przez punkt A
i prostopadte do prostej p, leza na plaszczyznie § prostopadiej do pro-
mienia p. Natomiast wszystkie proste, przechodzgce przez punkt A i row-
nolegte do plaszczyzny «, lezg na ptaszczyznie y || a. Przez dany punkt A
prowadzimy zatem dwie plaszczyzny: p | p i y || a, to wowczas krawedz
a = 3y, przeciecia sie¢ tych plaszczyzn, spetnia warunki zadania.

Zadanie 2: Dane s dwie proste skosne a (a", a;), b (b", b,) i do-
wolny punkt P (P, P,). Przez ten punkt poprowadzi¢ nalezy prostg p,
prostopadlg do danych prostych sko$nych a i &.

Rozwigzanie 1: Przez punkt P poprowadzmy dwie ptaszczyzny :
o aip | b KrawedZ p — af, przecigcia si¢ tych plaszczyzn, rozwig-
zuje zadanie i jest w ogoOlno$ci sko$ng wzgledem danych prostych.

Rozwigzanie 2: Przez punkt P poprowadZmy plaszczyzne e,
rownolegla do prostej a i do prostej b (por. zad. 5, ust. 36), a nastgpnie
z punktu P wykreSlmy prosta p | & ktoéra spelnia warunki zadania.

Zadanie 3: Przez dany punkt P (P~, P;) poprowadzi¢ taka prosta p, .
ktora przecina dang prostg a (a", a,) i jest do niej prostopadia.

Rozwigzanie 1: Miejscem geomefrycznem prostych, ktore prze-
chodzg przez punkt P i przecinajg prostg a, jest plaszczyzna o= Pa.
Miejscem geometrycznem prostych, przechodzacych przez P i prosto-
padtych do prostej a, jest ptaszczyzna 3, poprowadzona z punktu P pro-
stopadle do owej prostej a. KrawedZ p — af jest prostg wynikows.

Rozwigzanie 2: Przez P poprowadzmy plaszczyzne f | a i wy-
znaczmy punkt A—ap, przebicia si¢ prostej a z plaszczyzng (. Prosta
p=PA, lgczgca punkty P i A, speilnia warunki zadania.

Zadanie 4: Dane sg dwie proste skosne a (a", a,,) i b (b",b,). Skon-
struowaé nalezy taka prostg r, ktoraby przecinala dane proste skosne
i byla do nich prostopadis.

Rozwigzanie 1: Przez dowolnie przyjety punkt P (P, P,) po-
prowadZzmy (por. zadanie 2) prostg p, spelniajgca warunki: p | aip | b.
Nastepnie wyznaczmy prostg r, ktora (por. ust. 36, zadanie 8) przecina
proste skoSne a, b i jest rOwnolegla do promienia p. Prosta r rozwig-
zZuje zadanie.

Rozwigzanie 2: Przez prostq a przesunmy plaszczyzne a row-
nolegla do prostej b, a przez prosta b poprowadZmy plaszczyzne [ pro-
stopadla do plaszczyzny a. Oznaczmy przez A punkt, w ktéorym prosta a
przecina si¢ z krawedzig ¢ = a . Prosta r, wykres§lona z punktu A=ac
prostopadle do plaszczyzny a, lezy oczywiScie na plaszczyznie (i prze-
cina si¢ w punkcie B z prostg b. Z warunkow: a [[ b, r | a wynika bez-
poSrednio, Ze prosta r jest prostopadla do prostych a i b. Poniewaz
nadto r przecina si¢ z prostemi skoSnemi a i & w punktach A—=ar
i B=br, przeto prosta r spetnia warunki zadania.
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Cwiczenie 1: Zadania 2, 3 i 4 rozwigza¢ wowczas, jezeli polozenie danej prostej a
okreslone jest warunkami: a) a//m, b) a//ws, c) all s, d) allw,, e) allx, ) ally,
g) allz, h) a | m,, i) a lezy na rzutni poziomej (pionowej, wzgl. bocznej).

Zadanie 5: Wyznaczy¢ odlegtosé dwoch prostych sko$nych a (a*, a,)
ib @ 0b,).

Rozwigzanie: WykreSlmy (por. zadanie 4) prosta r, prostopadig
do prostych skosSnych a, b i przecinajacg si¢ z niemi w punktach A =ar
i B=1br. Odcinek AB wyraza odlegloS¢ prostych sko$nych a i b.

Cwiczenie 2: Wyznaczy¢ odleglosé dowolnej prostej b (b, b’ ;) od osi x (y, wzgl. 2).

Cwiczenie 3: Rozwigzaé¢ zadanie 5 wéweczas, jezeli dane sg proste:

a)a 'l o b, c) a1l m, bl m,, €)X DLty

b)ia i st by, d).a | T b [/ m, . f)ally, b/ =

Zadanie 6: Wyznaczy¢ odlegtos¢ dwoch danych ptaszczyzn rowno-
legtych a (hg, vg) i B (hp, VR).

Rozw1qzan1e Prosta p prostopadta do danych plaszczyzn aip,
przebija si¢ z niemi w punktach A=pa i B=pp. Odcinek AB rowna
sie odlegtosci ptaszezyzn a || 5.

Zadanie 7: Dana jest plaszczyzna a (h?, v}). W odleglosci 5em po-
prowadzi¢ plaszczyzny, rownolegle do elementu a.

Rozwigzanie: W dowolnym punkcie 4 plaszczyzny o o wykreSlmy
prosta p | a, a nastepnie odt6zmy na promieniu p odcinki AB—= AC =
=5cm (por. zad. 2, ust. 55). Przez otrzymane w ten sposob punkty B
i C przeprowadzmy plaszczyzny: f iy, rOwnolegle do danej ptaszczyzny a.

Cwiczenie 4: Rozwigza¢ zadanie 6 i 7, jezeli plaszezyzna o spelnia warunki:
a)alm b)alm c)alm dalm, e)aflm, f)al/m, g)allns, k) a/lm,.

Zadanie 8: Wyznaczy¢ odleglo$é
dwoch danych prostych rownoleglych
a(atsa,) 1 b(b%b:);

Rozwigzanie 1: Skonstruujmy slad
aksonometryczny s, plaszczyzny eé=ab,
okreslonej danemi prostemi a i b. Prosta
s, (rys. 166) tgczy slady aksonometryczne
S, i S, prostych  réownolegtych a||b;
owe Slady otrzymaliSmy zapomocg pla-
szczyzn poziomo-rzucajacych a (b =a,)
i B (hp = b,). Wykonajmy nastepnie ktad 3
pomocniczej ptaszezyzny ¢ = ab na rzut- @ ah=hi
ni¢ w, i wyznaczmy kltady a°, b° danych h-k7=sy so/ V&
prostych. W tym celu wystarczy obrocié
jeden punkt np. K, (K2, K,) prostej a do-
kota osi s, o taki < K ~CK?, aby punkt K, po dokonanym obrocie
padi na rzutnie; m, (por. ust. 47). Na rys. 166 wyznaczyliSmy odleglo$¢

Rys. 166.
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K7 K* §ladu bocznego K, prostej a od rzutni m,, Srodek obrotu C, pro-
mien obrotu CK, i ktad K? owego punktu. Prosta a’°=S,K? jest kla-
dem prostej a, prosta za§ b°, wykreSlona z punktu S, réwnolegle do
elementu a°, jest kladem prostej b. Odcinek d, prostopadly do promieni
a° || b°, wyraza odleglos¢ danych prostych rownoleglych.
Rozwigzanie 2: Zadanie nasze rozwigzaé tez mozemy przy po-
mocy plaszezyzny 0, prostopadtej do danych prostych a i 6. Skoro wy-
znaczymy punkty A=—ad i B=>0, przebicia si¢ plaszeczyzny 0 z pro-
stemi a i b, to odcinek do nich prostopadty AB rozwigzuje zadanie.

Cwiczenie 5: W zadaniu 8 przyjaé dwie proste a // b, ktére sa nadto réwnolegle
do osi: a) x, b) y, ¢) z lub tez ré6wnolegte do rzutni: d) m, e) my, f) ;.

59. Kat nachylenia dwéch prostyeh. Niechaj dane bedg
(rys. 167) dwie proste a (a", a,) i b (b", b,), przecinajace sie w punkcie
C (C~, C.). Dla plaszezyzny ¢ = ab, przechodzacej przez dane proste, jej
slad aksonometryczny s,=S,S, laczy $lady aksonometryczne S, i S,
prostych a i b. Wykonajmy nastepnie kilad plaszczyzny ¢ (wraz z da-

¢ Sa nemi promieniami a i b) na rzutni¢
w, to otrzymane proste a° = C°S,
i b= C°S§, wyznaczajg prawdziwg
wielkos¢ kata nachylenia dwoéch
danych prostych a i b. MoOwige
o kacie nachylenia dwo6ch prostych
a, b, mamy zazwyczaj na mysli kat
ostry ¢ =-<cab, zawarty pomie-
dzy temi prostemi.

Zadanie 1: Dane sg dwie pro-
ste, przecinajace sie w punkcie C.
Wyznaczy¢ symetralng kgta nachy-
lenia tych prostych.

Rozwigzanie: Wyznaczymy
w kladzie prawdziwg wielkoS¢ kata
nachylenia danych prostych i wy-
kreslimy symetralng (dwusieczng)
d’s kata. 1% == a%b% < Prostq d*
uwazaé bedziemy za klad prostej d, ktéra lezy na plaszezyznie s —ab,
przechodzacej przez dane proste a i b. Prostg d° nalezy podnie$¢ z kladu
i skonstruowaé (por. ust. 49) rzuty aksonometryczne d” i d, dwusiecz-
nej d. Prosta d° przecina si¢ ze §ladem s, ptaszczyzny ¢ =ab w punk-
cie S,=d"s,, ktory jest Sladem aksonometrycznym promienia d. La-
czac 6w $lad S, z punktem C" = a” b, uzyskamy aksonometrje d” —=S,C"
symetralnej d. ‘
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Cwiczenie 1: Rozwigzaé zadanie 1 dla takich prostych a i b, ktére leza na pla-
szezyZnie: a) poziomo-rzucajacej & b) 1, ¢) e1las, d) 17, e) e/ m, f) e[/
g) €]/ ms: :

wiczenie 2: Wyznaczy¢ rzeczywistg wielkos¢ kata nachylenia dwéch prostych
przecinajacych si¢ a (a®, a;’) i b (b, b)), jezeli spelnione sg warunki:
a)alm, b//m, c)affm, b//x,  e)allm, bl m,

_ b) alm, bf s d)aflnmg bz flalm, blm,

Zadanie 2: Dane sg dwie proste skosne a (a", a,) i b (b, b,). Wy-
znaczy¢ prawdziwg wielkoS¢ kata nachylenia tych prostych.

Rozwigzanie: W my$l definicji, podanej w ust. 4, postgpimy
w nastepujgcy spos6b: Przez dowolny punkt P (P~ P,) poprowadzimy
dwie proste c¢|/a i d||b, a nastepnie wyznaczymy (w kladzie!) wiel-
ko$¢ kata nachylenia, jaki zawierajg pomocnicze proste przecinajgce
sig ¢ i d. ;

Cwiczenie 3: Wyznaczyé katy nachylenia dowolnej prostej I (17, 1)) z osiami x,
y i z ukladu [O].

Cwiczenie 4: Dana jest prosta [, lezaca na rzutni poziomej ,. Wyznaczyé praw-
dziwe wielko$ci katéw nachylenia prostej do osi x i do osi y.

Cwiczenie 5: Rozwiazaé zadanie 1 przy pomocy nowej rzutni aksonometrycznie-
i poziomo-rzucajgcej.

60. Kat nachylenia prostej do plaszezyzny. Katem nachyle-
nia proste] a do plaszezyzny [ nazywamy <cab, jaki tworzy owa
- prosta ze swoim rzutem prostokgtnym & na plaszczyzne f.

Zadanie 1: Dane sg dowolna prosta a (a”, a,) i ptaszczyzna § (hg, vg).
Wyznaczy¢ prawdziwg wielko$¢ kata nachylenia tych elementow.

Rozwigzanie: Celem wyznaczenia rzutu prostokgtnego b danej
prostej a na plaszczyzne j, nalezy przez element a peprowadzi¢ pla-
szezyzne ¢ prostopadia do 3 (ust. 41) i skonstruowaé krawedz b= fe:
Proste a i b, lezgce na pomocniczej plaszczyznie e, wyznaczajg << ab,
ktory jest szukanym katem nachylenia prostej a do ptaszczyzny B. Aby
wykresli¢ prawdziwg wielko$¢ tego kata nachylenia ¢ = <capf = <cab,
nalezy wykona¢ klad ptaszczyzny ¢ (ale nie ptaszezyzny (!) na rzut-
nie m, i narysowa¢ klady a° i b° prostych a, b. Kat a°b° rozwiazuje
zadanie.

Cwiczenie 1: W zadaniu 1 przyjaé elementy :
a) adomys g xy c)ia ks B[t €):alfx; Bl =,
b) allm, BLm, d) al|mwa B L, f) a(ar=a)), B=xA.
Zadanie 2: Wyznaczy¢ kat nachylenia dowolnej prostej a (a”, a,)
do rzutni poziomej u,.
Rozwiagzanie: Kat, jaki tworzy prosta a ze swoim rzutem pozio-
mym a', rozwigzuje zadanie. Plaszczyzne pomocniczg ¢ — aa’, ktéra jest
plaszezyzng poziomo-rzucajgca, nalezy obroci¢ okolo Sladu s, i polozyé
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na rzutni¢ =,. Klad a° danej prostej a i ktad a,=h; §ladu pozio-
mego pomocniczej plaszczyzny ¢ | m;, — wyznaczajg szukany <cam, —
= <xa’hg.
Cwiczenie 2: Wyznaczy¢ katy nachylenia dowolnej prostej a (a”, a)) do rzutni
pionowej 7y i do rzutni bocznej ;.-
Zadanie 3: Wyznaczy¢ kat nachylenia prostej a (a”, a,) do rzutni
aksonometrycznej ,. 3
Rozwigzanie: Kat nachylenia ¢ — <cam, rowna si¢ katowi <scaa”,
utworzonemu przez prostg a i jej rzut aksonometryczny a". Aby wyzna-
czy¢ prawdziwg wielkoS¢ tego kata, nalezy przez dang prostg a popro-
wadzi¢ plaszczyzne ¢ | @, i wykonaé¢ nastepnie ktad owej plaszczyzny e,
oraz ktad a° prostej a. Kat ¢°=—=-<-a°a™ spelnia warunki zadania.
Cwiczenie 3: Skonstruowaé katy nachylenia osi x, y i z ukladu [0] do rzutni
aksonometrycznej m,. (Na rys. 168 wyznaczono katy <Cf= < x0xm=<xmw, LXn=
o yRyne_TrpuL e te=x 2Tz = e yn i ktore
Sz Z”=$5=/7§':V€” sg rozwigzaniem niniejszego éwiczenia).
Zadanie 4: Dany jest dowolny punkt
A (A, A) i prosta a,, przechodzaca przez
element A,. Uwazajac promien a, za akso-
nometrje rzutu poziomego a' takiej pro-
stej a, ktora nachylong jest pod << ¢ = 45°
do rzutni poziomej &, i przechodzi przez
dany punkt A, — nalezy skonstruowac
aksonometrje ‘a” owej prostej a.
Rozwigzanie: Skoro przez dany rzut
Rys. 168. poziomy a' poprowadzimy plaszczyzne
: e | m, to prosta a leze¢ musi na tej pta-
szczyznie. Po wykonaniu kiadu plaszezyzny ¢ na rzutnie «,, przez ktad A°
punktu A wykre§limy prostg a°, nachylong pod << ¢ =45° do elementu
h; = a,. Element a° nalezy obroci¢ tak dokota §ladu aksonometrycz-
nego s,, aby po dokonanym obrocie padl na plaszczyzneg ¢ | 7, to uzy-
skana w ten sposéb prosta a (a", a,) rozwigzuje zadanie.

Cwiczenie 4: Dana jest aksonometrja b2 takiej prostej b, ktéra przechodzi przez
dany punkt A (4", A7) i jest nachylong do rzutni aksonometrycznej pod katem 60°.
Wykresli¢ dalsze rzuty aksonometryczne &', &) i &”’ prostej b.

Cwiczenie 5: Na danej plaszczyznie B (h é' s vé') lezy prosta b. Przez punkt C pro-
mienia & nalezy poprowadzié taka prostg a, ktéraby nachylong byla do plaszczyzny B
pod danym katem ¢. (Problem odwrotny do zadania 1).

61. Kat nachylenia dwéch plaszezyzn. Kgtem nachylenia
dwoch plaszezyzn nazywamy kat, jaki tworza krawedzie przecigcia sig
danych ptaszezyzn z plaszezyzng do nich prostopadig.
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Zadanie 1: Wyznaczy¢ prawdziwg wielko$¢ kata nachylenia ¢ dwoch
danych ptaszczyzn a (hg, v;) i B (hj, vF).

Rozwigzanie: PoprowadZzmy plaszczyzne ¢ (hy, v;), prostopadig
(ust. 41) do plaszezyzn e i f czyli prostopadla do krawedzi ¢ =ap.
Skonstruujmy nastepnie proste a=ca i b=¢f, to kat nachylenia tych
prostych jest zarazem katem nachylenia danych plaszczyzn: <cab—
= <xafl=-<C@. Celem otrzymania prawdziwej wielkosci kata ¢, wyko-
namy kiad pomocniczej plaszezyzny ¢ na rzutnie =, i wyznaczymy
kat ¢°=<ca’b’ utworzony przez klady a° i b° krawedzi a i b.

Zadanie 2: Wyznaczy¢ plaszczyzne symetralng kata nachylenia ¢
dwoch danych plaszezyzn a (hg, v,) i f (hg, vg).

Rozwigzanie: W spos6b omoéwiony w zadaniu 1 wyznaczymy
w kladzie kat ¢°= <-a°b°, a nastepnie wykreSlimy symetralng (dwu-
sieczng) d° kata ¢° Po podniesieniu z kladu elementu d°, otrzymamy
prosta d (d”, d;) na pomocniczej ptaszczyZnie e Plaszczyzna ¢=dc,
przechodzgca przez dwusieczng d i krawedZ ¢ = af, spelnia warunki
zadania.

Cwiczenie 1: Rozwigzaé zadania 1 i 2, jesli dane sa plaszezyzny:

a) allx, B L m, e) ol m- B Ty (2 s S i g A

b) a/l[x, B L m, d) all m, B/ x, [l alf] X Bl v,

Zadanie 3: Wyznaczy¢ kat nachylenia dowolnej plaszezyzny
a (hZ, v?) do rzutni aksonometrycznej.

Rozwigzanie: Pomocnicza plaszczyzna ¢ jest prostopadta do
sladu aksonometrycznego s, = awm, danej plaszczyzny o i przecina sie
z nig w krawedzi a =ca. Kat ¢ = < as,, utworzony przez krawedz a
i slad s, = em, pomocniczej plaszczyzny &, jest szukanym kgtem nachy-
lenia. Prawdziwag wielkoS¢ kata ¢ otrzymamy, jesli wykonamy klad pta-
szezyzny aksonometrycznie-rzucajgcej e.

Zadanie 4: Wyznaczy¢ kat nachylenia dowolnej plaszczyzny
a (h2, v?) do rzutni poziomej .

Rozwigzanie: PoprowadZmy (por. rys. 169) plaszczyzne & | ha,
to krawedz a = ¢a i $lad poziomy h,= em, pomocniczej plaszezyzny e
wyznaczaja zadany kat nachylenia. Prawdziwg wielkoS¢ owego Kkata
@ = << ah, uzyskamy, skoro wykonamy klad ptaszczyzny poziomo-rzu-
cajacej e. :

Cwiczenie 2: Zadania 3 i 4 rozwigzaé, jesli dana jest plaszczyzna: a) a//x,
b) ally, c) allz, d) a=Ax,¢e) a L @, f) a Ll mw.

wiczenie 3: Wyznaczy¢ katy nachylenia dowolnej plaszezyzny o (v7, k2) do
rzutni pionowej @, i do rzutni bocznej .
Cwiczenie 4 : Wyznaczy¢ (por..rys. 168) rzeczywiste wielkosei kgqtéw nachylenia:

X Q= I Ty My, L Y= My Wy i g = L 7, w3 TZUtNi aksonometrycznej w, do trzech
rzutni: poziomej m;, pionowej m, i bocznej ;.
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Zadanie 5: Na rzutni poziomej m, lezy dowolna prosta ¢ (c¢", c,).
Przez prostg ¢ poprowadzi¢ plaszczyzny e i #, nachylone do rzutni po-
ziomej m, pod katem 45°.

Rozwigzanie: Plaszczyzna ¢ | c¢ przetnie si¢ z szukanemi pla-
szezyznami o i f w takich prostych a=-¢a i b=¢p, ktore muszg by¢
nachylone do §ladu poziomego A, pod katami 45° Skoro poprowadzimy
plaszczyzne pomocniczg ¢ | ¢ i wykonamy (rys. 169) jej kiad na rzutni¢ =,,
obracajac element ¢ dokola §ladu
aksonometrycznego s, | c¢" — to przez
ktad H° punktu H=ce¢ przejdg klady
a® i b° promieni a i b. Proste a°i b°,
nachylone do elementu h; pod ka-
tami 45° nalezy podnies¢ z kladu
na plaszezyzne e Promienie a° i b°
przecinajg sie z osig obrotu s, w §la-
dach S, =a°s, i S,=¥b°s,; proste
a"=S§,H", b =S,H" sg aksono-
metrjami prostych ai b, przynalez-
nych do plaszczyzny poziomo-rzuca-
jacej e. Majac rzuty a®, b" i a, =
=b,=nh, prostych a i b, z latwosScig
wyznaczymy najpierw aksonometrje Vi, VpiK7 Sladow owych prostych,
a nastepnie aksonometrje h;, — h=—c", vg, k; i vp Sladow plaszczyzn
a i B, ktére speiniaja warunki zadania.

Cwiczenie 5: Przez prostg c (c" = ), ktéra lezy na rzutni pionowej 7, popro-
wadzié plaszezyzny a i 3, nachylone pod << 60° do rzutni .

Cwiczenie 6: Dany jest $lad aksonometryczny s. takiej plaszezyzny «, ktéra na-
chylong jest do rzutni aksonometrycznej m, pod << 30°. Nalezy skonstruowaé¢ aksono-
metrje h%, v? i k) §ladéw tej plaszczyzny. (Dwa rozwigzania!l).

Cwiczenie 7: Wyznaczyé plaszezyzny, przechodzace przez o§ z=0S. i nachy-
lone pod << 45° do rzutni bocznej ;.

Cwiczenie 8: Na danej plaszczyznie 7y (h;, v;) lezy dowolna prosta c (c,c)).
Przez prostg ¢ poprowadzi¢ dwie plaszcezyzny o i 8, nachylone pod < 45° do danej
plaszczyzny 7.

Rys. 169.

62. Zadania i éwiczenia.

Zadanie 1: Dany jest odcinek AB (A" B", A,B,) i dowolna prosta
[ (I, 1,). Na prostej / skonstruowa¢ punkt C, r6wno oddalony od punk-
tow A i B.

Rozwigzanie: Skoro przez Srodek E odcinka AB poprowadzimy
plaszezyzne o, prostopadla do owego odcinka, to ¢ jest miejscem geome-
trycznem punktéow réwno oddalonych od danych punktéow A, B i nazywa
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sie plaszczyzng symetralng odcinka AB. Punkt C=/o0, w ktorym
prosta [ przebija si¢ z plaszczyzng o, spelnia warunki zadania.

Zadanie 2: Wyznaczy¢ miejsce geometryczne punktéw, ktore sg
rowno oddalone od trzech danych punktow A (A", A,), B (B", B),)
B ol 445

Rozwigzanie 1: WykreSlmy plaszczyzny symetralne o i v od-
cink6w AB i BC, to krawedZ e — o7 jest miejscem geometrycznem szu-
kanych punktow.

Rozwigzanie 2: Wykonajmy klad plaszczyzny e« =ABC i wy-
znaczmy Srodek E° kola opisanego na trdojkgcie (A° B° C°). Po podnie-
sieniu z kladu punktu E°, uzyskamy na plaszczyznie a punkt E ro6wno-
oddalony od danych punktow A, B i C. Z tatwosciga zauwazymy, Ze
prosta e, poprowadzona w punkcie E prostopadle do plaszezyzny
a = ABC, spelnia warunki zadania.

Cwiczenie 1: Dane sg trzy punkty A (4n, A4’), B (B, B]) C (C", C’) i dowolna
plaszezyzna B (hﬁ, vﬁ). Na plaszezyznie  wyznaczy¢ punkt P, réwno oddalony od trzech da-
nych punktéw.

Cwiczenie 2: Dane sg trzy proste réwnolegle: a (an, al), b (", b)) iclcc)).
Wyznaczy¢ taky prostg e, ktéraby byla réwnolegla do danych prostych i ré6wno odda-
long od nich.

Zadanie 3: Dane sg dwie plaszczyzny a (hg, vg) i B (hg, vg), oraz
dowolna prosta /({",7,). Na prostej / skonstruowa¢ punkty réwno od-
dalone od ptaszczyzn a i .

Rozwigzanie: Wyznaczmy (por. ust. 61, zad. 2) plaszczyzne sy-
metralng ¢ kata nachylenia ¢ = << a8 danych ptaszezyzn a i 3, to owa
plaszezyzna o jest miejscem geometrycznem punktow, rowno oddalonych
od plaszczyzn o i . Skoro przez krawedZ c¢—=af poprowadzimy pla-
szezyzne 0 | o, to z tatwoscig zauwazymy, Ze poszczegllne punkty pla-
szcezyzny 0 sa tez rowno oddalone od danych plaszczyzn a i 3. Prosta /
przebija sie z ptaszezyznami 0 i o w punktach P=1lc i Q=10, ktére
rozwigzuja nasze zadanie.

Cwiczenie 3: Na osi z uktadu O [x, y, z] wyznaczy¢ punkty, réwno oddalone od
rzutni aksonometrycznej 7, i od rzutni poziomej s,.




Rozdziat VIII.

Wielokaty ptaskie.

63. OkreS$lenia i podzial wielokatéw. Niechaj dany bedzie
wielokgt (ABC...PR), ktérego wierzchotkami sg punkty wilasciwe
AB,C...P,R, a bokami odcinki (o dtugo$ci skonczonej): AB, BC,...
PR, RA, aczace kolejno pary wierzcholkow w porzadku wypisanym.
Wielokaty o trzech, czterech, pieciu,..., n wierzcholkach nazywamy:
trojkatem, czworokatem, pieciokgtem,..., n-katem. Wielokgty dzielimy na
ptaskie i skoSne zaleznie od tego, czy wszystkie wierzcholki uwaza-
nego wielokgta leza na jednej plaszczyznie, czy tez nie lezg na tej samej
plaszezyznie.

Skoro zatozymy, ze kazde dwa boki pewnego wielokgta plaskiego,
nie przechodzace przez jeden i ten sam wierzchotek, wcale si¢ nie prze-
cinajg, to uwazany wielokgt plaski nazywamy wypuktym lub wkle-
stym zaleznie od tego, czy po jednej stronie, czy tez po obydwu stro-
nach kazdego boku znajdujg sie wszystkie pozostate wierzcholki tego
wielokata. O wielokgcie wypuklym, ktérego wszystkie wierzcholki leza
na obwodzie kota k, powiadamy, ze jest ,wpisany“ w to kolo. Srodek
tego kola jest §rodkiem geometrycznym uwazanego wielokata.
Jezeli w szczeg6lnym przypadku wielokat wypukty jest wpisany w kolo &,
a nadto wszystkie jego boki sg sobie rowne co do diugo$ci, to wowcezas
nazywamy go wielokgtem umiarowym lub foremnym. Trojkat row-
noboczny, kwadrat, pieciokat umiarowy,... sg przykladami wielokgtow
umiarowych.

Zauwazy¢ nalezy, ze: 1) kazdy wielokat umiarowy posiada zawsze
Srodek geometryczny, ktory jest Srodkiem kota ,opisanego“ na tym wie-
lokgcie; 2) natomiast wielokat wypukly, ktéry posiada $rodek geome-
tryczny, nie musi by¢ koniecznie wielokgtem umiarowym.

64. Aksonometrje wielokatéw plaskich. Na dowolnej pla-
szezyznie a niechaj dany bedzie wielokat (AB...PR). Wyznaczmy rzuty
aksonometryczne A",B",...P" R", poszczeg6lnych wierzcholkow, oraz
aksonometrje A"B",..., P"R", R" A" poszczegblnych bokoéw owego wielo-
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kata ptaskiego. Na rzutni aksonometrycznej w, uzyskamy wowczas nowy
wielokat plaski (A"B="...P" R"), ktory jest odwzorowaniem danego wie-
lokata na rzutni m,. Wielokat (A"B"...P"R™) nazywamy aksonome-
trja (obrazem aksonometrycznym) danego wielokata (AB...PR).

W podobny sposéb skonstruowa¢ mozemy rzuty: poziomy (A'B'...
...P'R"), pionowy (A"...R") i boczny (A"...R") danego wielokgta. Dla
uzyskanych w ten spos6b trzech nowych wielokatow, ktore lezg odpo-
wiednio na rzutniach: poziomej m,, pionowej =, i bocznej m,;, wyznaczy¢
mozemy wKoncu ich rzuty aksonometryczne: (A4,...R,), (A....R))
FA R

Zadanie 1: Na danej plaszczyznie a (h7, v}) lezy dowolny tréojkat
(AB (), ktorego (rys. 170) rzut aksonometryczny (A, B, C,) jest dany.
Skonstruowaé nalezy aksonome-
trje (A"B"C") owego trojkata.

Rozwigzanie: Proste
ASBl — el i AL CL=—h <sa akso-
nometrjami rzutoOw poziomych
dwoch prostych AB=ci AC=b,
ktore tacza wierzcholek A z po-
zostalemi wierzchotkami B i C
przyijetego trojkata (ABC). Po-
niewaz proste ¢ i b lezg na da-
nej plaszczyznie o, przeto akso-
nometrje H=hzc,, H;="h} b, _457]
i V7 przynaleza (ust. 27) do obra- Rys. 170.
zOw aksonometrycznych h? i v?
odpowiednich sladow h, i v, ptaszczyzny a. Na aksonometrji " = H; Vi
pomocniczej prostej b leza aksonometrje A" i C* dwoch wierzchotkow
danego trojkata. Prosta A" H?=c", t. zn. aksonometrja prostej ¢, oraz
odnoszgca B, B" || z* przecinaja si¢ w punkcie B”, ktéry jest obrazem
aksonometrycznym trzeciego wierzchotka B przyjetego trojkata na pta-
szezyznie a. Trojkat (A"B"Cr) rozwigzuje zadanie. — Kontrola ry-
sunku: Proste a” = B" C" i a, = B,, C, muszg si¢ przecina¢ w punkcie H;
na prostej h?, gdyz sg rzutami aksonometrycznemi prostej a=BC, le-
zace] na plaszczyznie a. Z tego samego powodu punkty Vi=a"uvg
i V., =a, x" leze¢ musza na promieniu roéwnoleglym do osi 2".

Zadanie 2: Na plaszczyZnie a = pr, okreSlonej dwiema danemi pro-
stemi rownoleglemi p (p*, p,) i r(r", r,), lezy trojkat (ABC). Dany jest
rzut aksonometryczny (A"B"C"); nalezy skonstruowa¢ aksonometrje
(A, B, C,) rzutu poziomego (A'B’'C’) owego trojkata.

Rozwigzanie: Na rys. 171 przyjeto, Ze aksonometrja B"C" = a"
prostej BC=a jest rownoleglg do elementow p~|[|r". Proste c=AB

amitzer. Aksonometrja prostokatna. 9

HEH
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i b= AC, laczace wierzcholek A z pozostatemi wierzchotkami tréjkata
(ABC), leza oczywiScie na danej plaszczyznie a = pr. Ich aksonometrje
: c¢" i b" przecinajg sie z prostemi p"
i r* w punktach: 1"=c"p", 2*=0b"p",
=" ri4*—ctr"% Element 1*—¢*p"
jest obrazem aksonometrycznym punktu
1=cp przecigcia sie prostych c i p.
Odnoszaca 1" 1, || z" przecina dang pro-
sta p, w punkcie 7,, ktory jest akso-
nometrjg rzutu poziomego 7' punktu
1=cp. W podobny sposOb wyznaczy-
my punkty 2,, 3, i 4,, a nastgpnie na
prostych 1,4,=c¢, i 2,3,=20b, skon-
Rys. 171%). struujemy punkty A,, B, i C,. Troj-
kat (A, B,C,) spelnia warunki zada-
nia. — Kontrola rysunku: Prosta B, C, jest rownolegla do elementu r,,
a punkt A, lezy na prostych b"c¢"i A" A, [| z". Ponadto punkty H; = a"ay,,
Hr =0b"b, i H"=c"c, przynaleza do jednej prostej hZ, ktéra jest
aksonometrjg $ladu poziomego plaszczyzny a =pr.
2 " Cwiczenie 1: Zadanie 1 rozwigzac
woéwezas, jezeli dana jest plaszezyzna

a=pr.

Cwiczenie 2: Zadanie 2 rozwiazac,
jezeli dana jest plaszczyzna o (A2, v}).

Cwiczenie 3: Dana jest aksonometrja
(An Bn Cn D) czworokata (A B C D), le-
zgcego na dowolnej plaszcezyznie & (v'g, k: ).
Skonstruowa¢ (por. rys. 172) aksono-
metrje (A” B/ C// D) rzutu pionowego
tego wielokgta.

Cwiczenie 4: Dane sa trzy wierz-
chotki A (47, A”)), B(B™, B)i C(C", C7))
pigciokata plaskiego (ABCDE), oraz aksonometrje D» i En dwéch jego pozostatych
wierzcholkéw. D-i E. Znalezé nalezy rzuty aksonometryczne D/’ i E!” punktéw D i E.

Zadanie 3: Na plaszczyznie ¢ (v;, k;) lezy trojkat (123), ktorego
rzut aksonometryezny (1,2, 3,) jest dany. Skonstruowac aksonometrje
7y 27787 rzutu bocznego tego trojkata.

Rozwigzanie: Na rys. 173 przyjeto szczeg6lne potozenie trojkgta
(172137, gdyz dwa jego boki spelniaja warunki: 7,2, || 2", 1,3, [ v;.
Prosta ¢ = 12, przechodzgca przez wierzcholki 7 i 2 uwazanego trojkata,
lezy na plaszczyZnie ¢ i jest rownoleglta do $ladu bocznego k. pla-

!) Prostg A’ €/, —pm oznaczy¢ nalezy na rysunku litera bl .
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szezyzny e Przez punkt VI =c|, v;, t. zn. przez aksonometrje $ladu pio-
nowego V. prostej ¢, poprowadzmy odnoszacg V7V, || x", a nastepnie
przez V), promien ¢, [|k;, to otrzy- :
mana w ten sposob prosta ¢, jest akso-
nometrjg rzutu bocznego elementu c.
Za posrednictwem punktow 717 i 2%,
wyznaczymy na prostej ¢, rzuty akso-
nometryczne 7, i 2, dwoch wierzchol-
kéw naszego trOjkata. Prosta b =13
lezy na plaszczyznie ¢ i jest roOwno-
legta do jej sladu pionowego v,, gdyz
rzut &), jest rownolegty do elementu v; .

N, TAn

Aksonometrja b, rzutu bocznego tej - Kb
prostej przechodzi przez aksonometrje ’J%fyzg X3
K} §ladu bocznego prostej & i jest row- Rys. 173.

nolegla do osi z”. MoZemy wreszcie

wzigé pod uwage trzecig prostg a = 23, laczaca wierzcholki 2 i 3 oma-
wianego tréjkata. Rzut a, — 2, 3, tej prostej przecina si¢ z elementami
v; i 2" w punktach V7 i K. Skoro wykresliSmy rzut V" i aksono-
metrje K7 §ladu bocznego promienia a =23, to lgczgc dwa ostatnie
punkty, otrzymamy rzut a, = V, K?. — O ile konstrukcja jest doktad-

nie przeprowadzona, to prosta &, przej$¢ musi przez punkt 7,’, a pro-

mien a, przez punkt 2.
Cwiczenie 5: Dany jest rzut (277277 3") tréjkata (123), lezgcego (rys. 173) na do-
. wolnej plaszezyznie e (v, k). Wyznaczy¢ aksonometrje (1,2 3!) rzutu pionowego tego
trojkata.
Cwiczenie 6: Zadanie 3 rozwigzaé woéwezas, jezeli plaszezyzna ¢ okreSlona jest

dwiema prostemi réwnoleglemi p (p//, p’") i r (¢, r").

65. Aksonometrje wielokatéw, lezacych na plaszezyznach
rzucajacych. W poprzednim ustepie zajmowaliSmy sie konstrukcyjnem
wyznaczaniem rzutow aksonometrycznych wielokatow, lezgcych na do-
wolnej plaszczyZnie. Teraz omawiaC bedziemy podobne zagadnienia,
przyjmujac wielokaty na plaszczyznach rzucajgcych. Wprawdzie mogli-
bySmy stosowa¢ i tutaj poznane poprzednio konstrukcje, ale z uwagi
na szczegblne potozenie ptaszezyzn, na ktorych leza wielokaty, sprawa
konstrukeyjnego rozwigzania tych zagadnien znacznie sie¢ uproSci.

Zadanie 1: Dana jest aksonometrja (A" B" C") dowolnego tréjkata
(ABC), ktory lezy na plaszczyZnie poziomo-rzucajacej ¢ (h;, v;). Wyzna-
czy¢ nalezy aksonometrje rzutow: poziomego, pionowego i bocznego
owego trojkata.

Rozwigzanie: Poniewaz plaszczyzna ¢ jest prostopadia do rzutni
poziomej, przeto (rys. 174) aksonometrje A,, B/, i C, wierzchotkow troj-

9*
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kata (ABC) leze¢ muszg (ust. 28)
na aksonometrji 2; $ladu poziome-
go plaszezyzny e Wystarczy tedy
z punktu np. A" wykresli¢ odnoszaca
A" A, || 2" i wyznaczy¢ punkt A,
w ktorym owa odnoszgca przetnie
si¢ z elementem h;. Majagc dwa
rzuty A" i A, wierzchotka A, otrzy-
mamy dalsze rzuty aksonometryczne
A, i A) owego punktu w sposob,
omoOwiony w ust. 14.

Zadanie 2: Dany jest rzut akso-
nometryczny (A, B, C’) dowolnego trojkgta, ktory lezy na plaszczyZnie
poziomo-rzucajgcej . Skonstruowaé aksonometrje owego tréjkata(AB C).

Rozwigzanie: Celem uproszczenia konstrukeji (rys. 174) wy-
znaczmy dla wierzchotka 4 najpierw
rzut A, na prostej k., a nastgpnie do-
piero aksonometrje A". Za posrednic-
twem odnoszacych A, Az || z" i A%A, || y"
otrzymujemy aksonometrje A, rzutu
poziomego wierzchotka A, a nastep-
nie (por. ust. 15) przez wykreslenie
odnoszgcych A, A" ||y 1 A,A"||z"
dochodzimy do punktu A". W podob-
ny sposéb wyznaczymy obrazy akso-
nometryczne B” i C* dwo6ch pozo-
statych wierzchotkow danego trojkata.

Cwiczenie 1: Zadanie 1 i 2 rozwigzaé wow-

czas, jezeli plaszczyzna ¢ jest: a) pionowo -rzuca-
- jaca, b) boczno-rzucajaca, c) przechodzaca przez
.3/’4 of x, d) przez oS y, e) przez of z.
: Cwiczenie 2: Wyznaczyé rzuty aksonometrycz-
ne czworokata (A B C D), lezgcego na plaszczyznie ¢
n  réwnoleglej do rzutni: a) poziomej m, (por. rys. 175),
b) pionowej m,y, ¢) bocznej ;.

Zadanie 3: Dany jest rzut (1,2,3,4,)
czworokata, lezgcego na ptaszezyznie akso-
: nometrycznie-rzucajacej ¢ (s; = h; =1v;).
i  Wyznaczy¢ trzy dalsze rzuty aksonome-

& tryczne czworokata (1234).

Rozwigzanie: Poniewaz plaszczyzna
¢ _| m,, przeto aksonometrja (1"273"4")
danego wielokata leze¢ musi (rys. 176) na

Rys. 174.

LSe=hE=vE
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Sladzie aksonometrycznym s, tej plaszezyzny. Odnoszgce, poprowadzone
z punktow 1,,...4,, rownolegle do osi z", przecinajg §lad s, w szu-
kanych punktach: 77, 27, 3" i 4". Skonstruowanie rzutoOw aksono-
metrycznych (1,...47) i (1/...4))) uwazanego czworokgta nie nastre-
czy zadnych trudnosci.

Cwiczenie 3: Rozwigza¢ zadanie 3 wowezas, gdy plaszczyzna s jest prostopadiy
do dwéch rzutni: a) e Lmwaielm, b) el mgiclm, c)el mgieslm.

66. O powinowactwie ukladéw plaskich. Ogot wszystkich
punktow A, B,... i prostych a, b,..., ktore lezg na dowolnej plaszczy-
znie a, nazywamy ukladem ptaskim i oznaczamy symbolem (a). Pta-
szczyzna a jest podstawa, a poszezegéOlne punkty i proste tej pla-
szczyzny sg elementami uwazanego ukladu plaskiego (a).

Niechaj dane bedg dwa uktady ptaskie (a;) i (a,), ktérych podsta-
wami sg dwie dowolne plaszezyzny wlasciwe a, i a,, przecinajgce sie
w prostej wlasciwej p=aq,a,, albo tez dwie plaszczyzny zjednoczone
(nakrywajgce si¢) na jednej i tej samej plaszczyZnie wiasciwej a. Po-
migdzy temi uktadami (a,) i (a;) ustan6wmy nastepujgcg zalezno$é geo-
metryczng : ’

1. Niechaj katdemu punktowi wiasciwemu A, pierwszego uktadu (a,)
podporzadkowany bedzie jeden i tylko jeden punkt wtasciwy A, drugiego
uktadu (a,), i wzajemnie.

2. Niechaj kazdej prostej wtasciwej b, pierwszego uktadu odpowiada
jedna i tylko jedna prosta wtasciwa b, w uktadzie drugim, i wzajemnie.

3. Punktowi A, i prostej b,, przynaleznym do siebie w ukladzie (a,),
niechaj odpowiadaja w uktadzie (a,) punkt A, i prosta b,, ktore rowniez
przynaleta do siebie.

4. Punkty podporzadkowane: A, i A,, B, i B,,... niechaj leza na
prostych rownolegtych, a proste podporzgdkowane: a, i a;, b, i b,,..
niechaj przecinajg sie¢ na statej prostej wlasciwej p.

Ustanowiong w ten spos6b zaleznos$¢ geometryczng pomiedzy ukia-
dami ptaskiemi () i (a;) nazywamy powinowactwem Srodkowem
lub perspektywicznem (pokrewienistwem $rodkowem, wzgl. homo-
logja réwnolegla). Punkty A, i A, lub proste b, i b,, podporzgdkowane
sobie w obu uktadach (a,) i (a;), nazywamy elementami homologicz-
nemi. Proste rownolegle A, A;, B, B,,..., 1aczace pary punktéw homo-
logicznych, sg promieniami powinowactwa i przecinajg sie w punk-
cie niewlasciwym S”, t. zw. Srodku powinowactwa. Stata prosta
wlasciwa p, na ktorej przecinajg sie¢ pary homologicznych prostych:
ay 1as, by 1by,..., jest osig powinowactwa. W przypadku dwoéch
réznych od siebie plaszezyzn «, i a,, osig powinowactwa jest krawedz
p = o, a, przeciecia sie tych ptaszezyzn.
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W geometrji wykreslnej bardzo czesto spotykamy sie z powino-
wactwem perspektywicznem. Nadmieni¢ tu, Ze np. pomiedzy dowolnym
uktadem ptaskim (a) a jego rzutem ukosnym
na dowolng rzutni¢ = (rys. 177) zachodzi
powinowactwo $rodkowe. Slad p—=an da-
nej ptaszczyzny a jest osig powinowactwa,
a punkt S*, wyznaczony kierunkiem rzu-
tow &, jest Srodkiem powinowactwa.

Wezmy teraz pod uwage powinowactwo
Rys. 177. srodkowe, zachodzace (rys. 178) pomiedzy
dwoma uktadami ptaskiemi (a,) i (a,), ktorych
podstawy zjednoczyly sie z plaszczyzng rysunkowg. Osig tego powino-
wactwa niechaj bedzie prosta wtaSciwa p, a parg punktéw homologicz-
nych elementy A, i A;. Promiefi powinowactwa A, 4, ustala t. zw. ,Kkie-
runek powinowactwa“, a punkt niewlasciwy S jest §rodkiem po-
winowactwa. Przez punkt A; popro-
wadzmy dowolng prostg b, i oznaczmy
przez B punkt przecigcia sie¢ tej pro-
stej z osig p. Uwazajac b, za element
ukiadu ptaskiego (a,), mozemy — w mysl
ustalonych zalezno$ci 1,...4 — podpo-
rzgdkowac prostej b, jedng i tylko jedng
prosta b, =B A, w ukladzie (a,), ktéra
Iaczy punkty B i A,. Skoro na b, obie-
rzemy dowolny punkt C;, to punkt ho-
mologiczny C, leze¢ musi na prostej b,
przyczem promien powinowactwa C; C,
przechodzi przez $rodek S®. Podobnie skonstruowa¢ mozemy proste
di=0CyD idy,=C,D, oraz punkty E, i E;, ktére sg elementami ho-
mologicznemi uwazanych uktadéw ,perspektywicznie-powinowatych*
(ar) i (ay).

Z tatwos$cig zauwazymy (por. rys. 177 i 178), ze dla dwoch ukiladow
»Srodkowo-powinowatych® (a,) i (a;) — punktowi niewlasciwemu Z;” pod-
porzadkowany jest réwniez punkt niewlasciwy Z;°. Dowolny promien
powinowactwa ¢ = S” C, przecina si¢ bowiem z dwiema prostemi b, i b,
w punktach homologicznych C; i C;. Podobnie tez promien z* — S* Z*,
t. zn. prosta niewlasciwa z” tgczqca punkty S*i Z”, wyznaczy na pro-
stych b, i b, punkty homologiczne Z°i Z;°. Owe punkty potaczmy z do-
wolnym punktem G osi powinowactwa p, to uzyskane proste homolo-
giczne g, = Z7 G i g, = Z;” G spelniaja warunki: ¢, || b,, g, || b,. Zamiast
punktu witasciwego G, obierzmy na osi p punkt niewlasciwy W*. Pro-
ste] w” = W~ Z” ukladu (a,) odpowiada w ukladzie (a;) prosta w,’—
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= W? Z;". Wreszcie prostej , = C; W, rownoleglej do osi powinowactwa p,
podporzadkowana jest w ukladzie (a,) prosta , = C, W*. Dowolny
punkt B, lezacy na osi powinowactwa p, uwaza¢ mozemy za dwa na-
krywajace si¢ punkty homologiczne B, i B,. Mozemy tedy powiedziec,
ze dwa uklady ptaskie Srodkowo-powinowate posiadaja nastepujgce
wlasnosci :

a) Proste niewlasciwe w,” i w,” tych ukladow sg elemen-
tami homologicznemi.

b) Kazdemu punktowi niewlasciwemu Z ukladu (a,)
podporzadkowany jest jeden i tylko jeden punkt niewlasciwy Z;°
w ukladzie plaskim (a;), i wzajemnie.

¢) Prostym réwnoleglym ¢, || b, ukladu (a,) podporzad-
kowane sa w ukladzie (a,) rowniez proste rownoleglte g; || b;.

d) Dwie homologiczne proste 4 i , sg do siebie réwno-
legte tylko wowczas, jezeli owe proste sg rownolegle do osi
powinowactwa.

e) W kazdym punkcie B osi powinowactwa p zjednoczone
sq dwa homologiczne punkty B, i B,.

Z przeprowadzonych Kkonstrukeyj na rys. 177 i 178 wynika bezpo-
Srednio nastgpujacy zwigzek:

Powinowactwo Ssrodkowe, zachodzgce pomiedzy dwoma uktadami .
plaskiemi, jest wyznaczone woiwczas, skoro dane sg 0§ powinowactwa
i jedna para punktéw homologicznych.

Przejdzmy teraz do zwigzkéw geometryeznych nieco ogolniejszych,
anizeli powinowactwo $rodkowe. Niechaj dla dwoch ptaskich ukladow (a,)
i (ay) — ktorych podstawami sg dwie rézne od siebie plaszczyzny wia-
Sciwe @, i a,, albo tez dwie plaszczyzny zjednoczone z plaszczyzng o —
spelnione beda poprzednio wymienione zaleznoS$ci: 1, 2 i 3, a nadto,
w miejsce zwigzku 4, ustan6wmy nowg zaleznosc¢:

5. Kazdemu punktowi niewtasciwemu Z7 uktadu (a,) podporzad-
kujmy jeden i tylko jeden punkt niewtasciwy Z; w ukladzie (ay),
i wzajemnie. :

Skoro wykluczymy zwigzek 4, to ustalong w ten spos6b zaleznoS$¢
geometryczng pomiedzy dwoma ukladami ptaskiemi (a,) i (a;) nazywamy
powinowactwem og6lnem lub wprost powinowactwem.

Z Yatwoscig zauwazymy, ze dwa plaskie uktady powinowate (a,)
i (ay) posiadajg wiasno$ci, wypisane poprzednio pod: a) i ¢). Natomiast
nie sg wcale spelnione wilasnosci d) i e), gdyz dwa uklady
»,0g0lnie-powinowate“ nie posiadaja ani Srodka, ani tez osi powinowactwa.

Przyjmijmy trzy uklady plaskie (a,), (a3), (a3) i ustanbwmy pewne
powinowactwo ogoélne pomiedzy ukiladami (a,) i (a;), oraz drugie powi-
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nowactwo ogélne pomiedzy ukladami («,) i (a;). Wowezas kazdemu
punktowi A, pierwszego ukladu plaskiego (a,) podporzadkowany bedzie
jeden i tylko jeden punkt A, w uktadzie (o), oraz jeden $ciSle ozna-
czony punkt A; w ukladzie (¢;). Podobnie kazdej prostej b, uktadu (o)
odpowiada¢ bedzie jedna i tylko jedna prosta b, w uktadzie (a,), oraz
jedna SciSle okreSlona prosta by w ukladzie (a;). Za posrednictwem
kazdego punktu A, pierwszego uktadu podporzadkowaé mozemy kazdemu
punktowi A, uktadu (a;) jeden i tylko jeden punkt A; w uktadzie (o),
i wzajemnie: punktowi A; odpowiada tylko punkt A,. Podobnie kazde
takie dwie proste b, i by ukltadow (a,) i (a;), ktére podporzadkowane
sg tej samej prostej b, ukladu (¢,), uwaza¢ mozemy za promienie ho-
mologiczne. W ten sposob — za poSrednictwem ukladu (a¢,) — ustano-
wiliSmy powinowactwo ogoélne pomiedzy ukladami ptaskiemi (a;) i (as).
A zatem mozemy wypowiedzie¢ nastepujace

Twierdzenie 1: Dwa uklady plaskie, powinowate z trzecim ukladem
plaskim, sg miedzy sobg tez powinowate.

Korzystajac z tego twierdzenia, udowodni¢ mozemy z latwosScig

Twierdzenie 2: Rzut ukosny dwdch plaskich uktadow powinowa-

tych na dowolng rzutnie wyznacza na owej rzuini dwa nowe uklady
powinowate.

W istocie bowiem, skoro dla punktow A,,...,A4;,... i prostych
byyeovy by,... dwoch ukladow plaskich (a,) i (a,) skonstruujemy ich rzuty
ukosne: A%,...A:..., bY...b%... na dowolnie przyjetg rzutni¢ =, to ele-

menty AY,..., by, ... utworzg uklad ptaski (a,)*, a punkty Az,...iproste &;,...
uklad ptaski (a;)". Otrzymane zapomocg tego rzutu uko$nego dwa nowe
uklady (a,)" i (ay)" zlgczone sg na tej samej plaszczyznie podstawowej
Uklady (o) i (¢y)%, oraz uktady (as) i (a3)* sg Srodkowo-powinowate.
Osig pierwszego powinowactwa jest krawedZ p, — @, w, a drugiego kra-
wedZ p, = a; w; natomiast kierunek rzutéw jest wspdlnym ,kierunkiem
powinowactwa“. Poniewaz uktady (a,) i (@), jak rowniez ukiady (a,)
i (o) sa powinowate, przeto, na mocy tw. 7, zachodzi powinowactwo
pomiedzy uktadami (a;) i (a,)". Z powinowactwa ukladow: (a,) i (a)"
oraz (ay) i (ay)* wynika ostatecznie powinowactwo pomiedzy ukladami
{ag)® b (05)% e b di W

Zat6zmy teraz, ze dane dwa uklady ptaskie (a;) i (a3) sg Srod-
kowo-powinowate, a osig tego powinowactwa niechaj bedzie prosta
p =&, 3. Proste homologiczne np. ¢, i ¢, tych ukladow przecinajg si¢
w punkcie C=¢, ¢, na osi powinowactwa p. Skoro wyznaczymy rzuty
uko$ne c} i ¢ owych prostych na rzutni¢ w, to punkt C*=c}c} lezec
musi (ust. 9) na rzucie uko$nym p* osi p. Promienie powinowactwa:
a=A, Ay, b=B, B,, ..., laczace homologiczne punkty uktadow (a,) i (a3),
sq do siebie rownolegle. Rzuty uko$ne a" = A" A, b* = B! B},... owych
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promieni lgcza podporzgdkowane sobie punkty ukladow (a,)”, (a,)" i sg
oczywiscie prostemi rownoleglemi. WykazaliSmy tedy, ze dla uktadow
powinowatych (a,)" i (a,)* spelniony jest zwigzek 4, czyli innemi stowy:
dwa ostatnie uklady sg perspektywicznie-powinowate, a osig tego powi-
nowactwa jest rzut uko$ny p“ osi p na przyjetg rzutni¢ .

Twierdzenie 3: Rzul ukosny dwdch plaskich uktadow srodkowo-
powinowatych na dowolng rzutnie — wyznacza na owej rzutni dwa nowe
uktady sSrodkowo-powinowate.

67. Powinowactwa, zachodzace pomiedzy rzutami akso-
nometryeznemi wielokata plaskiege. Na dowolnej plaszczyznie a
niechaj lezy wielokat I', dla ktorego (por. rys. 170 i 171) skonstruowa-
liSmy aksonometrje I'™ i aksonometrje I', rzutu poziomego I owego
wielokgta. Zbadajmy zalezno$ci geometryczne, jakie zachodzg pomiedzy
wielokatami I',I'", I i I',. Pomiedzy wielokgtem ptaskim I' a jego
aksonometrjg I'* zachodzi powinowactwo Srodkowe; osig tego powino-
wactwa jest §lad aksonometryczny s, = a 7, plaszczyzny podstawowej a,
a , kierunek powinowactwa*“ jest prostopadty do rzutni aksonometrycznej =,.
Podobnie pomiedzy wielokatem I' a jego rzutem poziomym I zachodzi
inne powinowactwo perspektywiczne; osig powinowactwa jest Slad po-
ziomy h, — am, plaszcezyzny a, a kierunek powinowactwa jest prosto-
padty do rzutni poziomej w,. Zauwazy¢ musimy, ze wielokaty I' i I'™"
sg Srodkowo-powinowate tylko wowczas, gdy plaszczyzna o nie jest
prostopadia do rzutni m,; analogicznie wielokaty I' i I sg perspekty-
wicznie-powinowate, gdy plaszezyzna o nie jest prostopadla do rzutni
poziomej &,. — Skoro dla ukladow (wielokatow) I' i I" skonstruujemy
ich rzuty aksonometryczne prostokatne I i I',, to wowczas — na mocy
tw. 3 ustepu 66 — owe uklady sg perspektywicznie-powinowate. Mo-
zemy tedy wypowiedzie¢ twierdzenie, wazne jednak tylko dla wielo-
kata, lezacego na takiej ptaszczyznie a, ktéra nie jest ani aksonome-
trycznie- ani tez poziomo-rzucajaca.

Twierdzenie: Pomiedzy aksonometrja prostokatna pewnego wielo-
kata plaskiego i aksonometrja jego rzutu poziomego zachodzi powino-
wactwo Srodkowe. Osig tego powinowactwa jest aksonometrja $ladu po-
ziomego plaszczyzny, na ktorej 6w wielokat lety, a promieniami powi-
nowactwa sg odnoszgce, réwnolegte do osi aksonometrycznej z".

Z tego powinowactwa Srodkowego mozemy korzysta¢ przy wyzna-
czaniu rzutow aksonometrycznych wielokgtow ptaskich (por. rys. 170
i 171). W tych wypadkach wystarczy skonstruowa¢ o§ powinowactwa h;
i pare punktéw homologicznych np. A" i A,, gdyz elementy te wyzna-
czaja juz owe powinowactwo. Na rysunkach 172 i 174 podane sg akso-
nometrje wielokgtow plaskich, oraz aksonometrje ich rzutow pionowych.
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Rowniez i tutaj zachodzi powinowactwo srodkowe, ktorego osig jest pro-
sta v;, a promieniami powinowactwa sg odnoszgce, rOwnolegle do osi y”.
Na rys. 174 wystepuje wreszcie powinowactwo Srodkowe, o osi &; i kie-
runku réwnoleglym do osi x", zachodzgce pomiedzy wielokgtami
(A*B C*y 1 (A B C,). :

Zbadajmy teraz charakter zaleznosci geometrycznej, jaka zachodzi
(por. rys. 173) pomiedzy aksonometrjami (7,2,3,) i (1,2, 37) wielo-
kata (723), lezacego na dowolnej plaszczyznie e. Niechaj symbol I' ozna-
cza Ow wielokat plaski, to pomiedzy I' i jego rzutem pionowym I
zachodzi powinowactwo srodkowe, o osi v, =e&m, 1 kierunku powino-
wactwa prostopadtym do rzutni m,. Podobnie wielokat I' i jego rzut
boczny I sg perspektywicznie-powinowate, przyczem osig powinowac-
twa jest Slad boczny k., a kierunkiem prosta 71" | @;. Wnosimy stad
(ust. 66 tw. 1), ze wielokagty I'" i I"" sg powinowate, ale — jak
z latwosScig stwierdzimy — bynajmniej nie Srodkowo-powinowate. W isto-
cie bowiem 0§ z = m,mw,;, jako krawedz przeciecia sie podstaw m, | 7,
uwazanych wielokatow I'" i I, nie jest wcale osig tego powinowac-
twa, gdyz proste homologiczne np. 1”2" i 12" nie przecinajg si¢ na
osi z. Skoro dla wielokatow powinowatych I'" i I'" wyznaczymy rzuty
aksonometryczne I, i I',, to wowczas (ust. 66 tw. 2) otrzymane akso-
nomeirje sg powinowate. Mozemy tedy wystowi¢ nastepujace twierdze-
nie, wazne tylko wowczas, gdy plaszczyzna ¢ nie jest ani pionowo-, ani
boczno-rzucajaca.

Twierdzenie: Pomiedzy aksonometrjami prostokgtnemi rzutu piono-
wego i rzutu bocznego pewnego wielokgta ptaskiego zachodzi powino-
wactwo ogolne.

W podobny spos6b wykazaé mozemy, Ze aksonometrja I', rzutu
pionowego i aksonometrja I, rzutu poziomego pewnego wielokata pia-
skiego sg wielokgtami powinowatemi. Analogiczny zwigzek zachodzi tez
pomiedzy rzutami I, i I, wielokata plaskiego. Oczywiscie i tutaj mu-
simy poczyni¢ pewne zastrzezenia. W pierwszym przykladzie ptaszczy-
zna ¢ tego wielokata nie moze by¢: ¢ | m,, ¢ | @, ; natomiast w drugim
przykladzie ptaszczyzna ¢ nie moze spetnia¢ warunkow: & | m,, & | ;.

68. Klad i podnoszenie z kladu wielokata plaskiego. Do-
tychczas omawialiSmy sposoby Kkonstrukeyjnego wyznaczenia rzutow
aksonometrycznych wielokatow plaskich, a nastepnie badaliSmy zalez-
nosci geometryczne, zachodzgce pomiedzy obrazami aksonometrycznemi
tego samego wielokgta plaskiego. Teraz zajmiemy si¢ wyznaczaniem
prawdziwego ksztaltu (postaci, wielkoSci katow i bokow) wielokata pia-
skiego, skoro dane sg jego rzuty aksonometryczne.
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Zadanie 1: Na dowolnej plaszczyZnie a (hZ, v") lezy wielokat pla-
ski; wyznaczy¢ prawdziwg wielkos¢ (ksztatt) tego wielokata.

Rozwigzanie: Na rys. 179 przyjeto dowolnie rzut (4, B’ C.)
trojkata (ABC), lezacego na plaszczyZnie a, a nastepnie skonstruowano
jego aksonometrje (A”B"C"). Celem wyznaczenia rzeczywistej wielko-
Sci trojkata (ABC), wykonano klad
plaszczyzny o na rzutni¢ m,, obra-
cajac ja okolo Sladu aksonometrycz-
nego s,. Przy pomocy kladu X°
punktu X,=ax wyznaczono Kktad
(A°B° C°) uwazanego trojkata, korzy-
stajac z zalezno$ci 17, 2 i 3, usta-
lonych w ust. 48. Uzyskany w ten
sposOb trojkat (A°B°C°) rozwigzuje
zadanie. Z rozwazan ust. 66 wynika
bezposrednio

Twierdzenie: Pomiedzy aksono-
melrjg wielokgta ptaskiego — ktory
nie lezy na plaszczyznie aksonome- Rys. 179.
trycznie-rzucajgcej — a jego ktadem
na rzutnie aksonometryczng zachodzi powinowactwo Srodkowe. Osig tego
powinowactwa jest slad aksonometryczny (0§ obrotu) ptaszczyzny uwaza-
nego wielokata, a. kierunkiem powinowactwa jest prosta prostopadta do
ost obrotu.

Wiadomo nam, ze powinowactwo Srodkowe wyznaczone jest (ust. 66)-
osig i parg punktow homologicznych. Dlatego tez wypowiedzie¢ mo-
zemy (por. ust. 48) nastepujacg uwage: Aby wyznaczy¢ ktad wie-
lokata ptaskiego, wystarczy skonstruowa¢ ktad jednego
punktu, lezgcego na plaszczyznie owego wielokgta.

Cwiczenie 1: Zadanie 1 rozwiaza¢ woéwezas, jezeli plaszezyzna a spelnia waru-
nek: a)alm, b)alm, c)alm, d)al/m, e) aflm, f) aflx, g)a=m,
R G =—"Tlas 1 1) 0=—0s.

Cwiczenie 2: Dane sy rzuty aksonometryczne (A7 BnCnDn) i (A, B C. DYy
czworokata, lezacego na plaszezyznie aksonometrycznie-rzucajacej a (s,= h) =uv]). Wy-
znaczy¢ prawdziwa wielkos¢ tego czworokata (por. ust. 46).

Bardzo czesto jednak spotykamy si¢ z zagadnieniem przeciwnem:
wyznaczy¢ obrazy aksonometryczne wielokata plaskiego, jezeli dany
jest jego ktad. Uwazajmy np. wielokat (A°B°C°) za klad (rys. 179) troj-
kata, lezacego na dowolnej plaszezyznie a (hZ, vZ?). Celem skonstruowa-
nia aksonometrji (A" B™ C"), nalezy trojkat (4°B°C°) ,podnie$¢ z ktadu®,
t. zn. obroci¢ poszczegélne wierzchotki A°, B°, C° i boki A°B°, B°C,
Ce A° okoto osi s, tak, aby po dokonanym obrocie (por. ust. 49) owe
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elementy padty na dang plaszczyzne o (h72, v?). Poniewaz jednak po-
miedzy tréjkgtami (A°B°C° i (A"B"C™) zachodzi powinowactwo per-
spektywiczne, ktére wyznaczone jest osig powinowactwa s, i parg ho-
mologicznych punktéow np.
X° i Xz, przeto wystarczy
podnies¢ z kladu jeden punkt
X? i wyznaczy¢ aksonometrje
Xr pomocniczego punktu X..

Zadanie 2: Skonstruowac
rzuty aksonometryczne kwa-
dratu (7 234), lezacego na do-
wolnej ptaszezyznie a (A2, RY).

Rozwigzanie: Wykresl-
my ktad Y? punktu Y, =ya
i w ktadzie obierzmy dowolny
kwadrat (7°2°3°4°). W spo-
s6b omoéwiony w ust. 49
wyznaczmy najpierw akso-
nometrjg (1"2"3"4") tego kwadratu, a nastepnie (por. ust. 64) rzat
(1,2,3,4,). Zauwazy¢é musimy, ze obrazy aksonometryczne kwadratu,
nakreslone na rys. 180, sg oczy-
wiscie rownolegtobokami.

Cwiczenie 3: Wyznaczyé rzuty akso-
nometryczne pieciokgta umiarowe-
go, ktéry lezy (rys. 181) na plaszczyznie
poziomo-rzucajacej a (b2, v}).

Cwiczenie 4: Rozwigzaé éwiczenie 3
dla plaszezyzny: a) a//m, b) a/m,,
c)aflns, d) alms, e) alm,. f) alsm,.

Cwiczenie 5: Wyznaczyé¢ rzuty akso-
nometryczne kwadratu, lezgcego na rzutni:
a) poziomej s, b) pionowej my, ¢) bocz-
nej m;. '

Cwiczenie 6: Skonstruowaé obrazy
aksonometryczne tréjkgta rownobocznego,
ktéry lezy na plaszczyznie &, przechodzg-
cej ‘przez: &) 08hx, B)- 08 y,i-€) of 2.

69. Przenikanie si¢ wielokatéw plaskich. Niechaj dany be-
dzie (rys. 182) dowolny trojkat (ABC), ktérego wierzcholkami sg punkty
A (A" AY), B(B",B,) i C(C",C,). Obierzmy dowolng prosta (", 1,)
i wyznaczmy punkt P (P", P,), przebicia si¢ tej prostej z plaszczyzng
a = ABC uwazanego trojkata. W tym celu poprowadzmy (ust. 32) przez
prosty [/ plaszezyzne aksonometrycznie-rzucajacg ( (sg=1"), skon-
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struujmy krawedz b (b" =I"=1"2", b,=1,2,), przecigcia si¢ pla-
szezyzn o i B, oraz punkt P (P, =1,b, P"), w ktorym owa krawedz b
przecina si¢ z prosta I Konstrukcje przeprowadzi¢ tez mozemy przy
pomocy plaszcezyzny poziomo-rzucajacej y (hy =1,). Krawedz ¢ (ch=hy=
=3, 4, c® = 3"4"), przeciecia si¢ plaszezyzn a iy, wyznacza na danej
prostej / zadany punkt P (P", P.,), przebicia si¢ prostej / z plaszczyzng
trojkata (ABC). Na rys. 182 uwzgledniliSmy czesci ,widoczne® i ,niewi-
doczne“ prostej / przy zalozeniu, ze uwazany tréjkat (ABC) jest nieprze-
zroczysty, a punkt O lezy poniZej (za) plaszczyzng rysunku m,. Celem
dokladniejszego omoOwienia tej sprawy, wezmy najpierw pod uwage pro-
sta d(d", d’, | s), prostopadig an S»

(rys. 182) do rzutni aksonome- ; ;
tryeznej m,. Na owej prostej d cr 2
obierzmy dwa dowolne punkty
wlasciwe E (E", E,) i F (F", F,),
a nastepnie wyznaczmy (ust. 45)
ich odlegtosci E"E* i F"F* od

(255"

rzutni aksonometrycznej =,. Skoro = /-;(78 A
oko obserwatora umie$cimy na pro- o (Lx »
stej d |, nad ptaszczyzng rysun- S
kowa w, w odleglo$ci wiekszej ani- i
Se=he=Ve

zeli punktow E i F, to wowezas ten ;
punkt uwazac bedziemy za widocz- Rys. 182.
ny,ktory znajduje sie blizej oka ob- ]
serwatora. W mys$l tego punkt E jest widoczny, a punkt F jest niewi-
doczny. Aby jednak za kazdym razem nie wyznacza¢ w kladzie od-
legltosci dwoch punktow E i F, lezacych na prostej d | m,, od rzutni
aksonometrycznej ,, zauwazy¢ musimy, Zze: dla punktu widocznego E
jego rzut E', lezy ponitej elementu F, (o ile poczatek O znajduje sie
pod plaszczyzng rysunkowa o,).

Teraz z tatwo$cig wyznaczymy czesSci widoczne i niewidoczne pro-
stej . W tym celu punkt przeciecia si¢ elementow /" i A»B” na rys. 182
uwazajmy raz za aksonometrje 2" punktu 2 (2%, 2), przynaleznego do
boku AB, a drugi raz za aksonometrje 5" takiego punktu 5 (5=, 5%),
ktory lezy na prostej /. Poniewaz punkt 5, lezy ponizej elementu 2,
przeto punkt 5 jest widoczny, a punkt 2 jest niewidoczny. Odcinek
(o skoriczonej dlugosci) P5 prostej [ jest zatem widoczny, a odcinek P2
jest niewidoczny. Do tego samego wyniku dojdziemy, gdy uzwgled-
nimy punkty 7 (7, 1,) i 6 (6" =1", 6,), lezace na prostej prostopadiej
do rzutni w,. Poniewaz rzut 7, lezy ponizej rzutu 6, przeto punkt 1
jest widoczny, a punkt 6 i odcinek P6 sg niewidoczne.
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Zadanie: Na rys. 183 i 184 dane sg rzuty aksonometryczne do-
wolnego trojkata (ABC) i rownolegtoboku (D EFG). Skonstruowaé na-
ANA7 lezy przenikanie sie
tych wielokgtow.
Rozwigzanie:
Wyznaczmy punkt
P (P, P,) przebicia
si¢ prostgj [=DE
Z plaszczyzng troj-
kata (ABC), oraz
punkt R (R", R)),
w ktorym bok m =
= AB przebija pla-
szczyzn¢ rownole-
gtoboku (D EF G). .
Prosta PR rozwig-
Zuje zadanie, gdyz
jest krawedzig prze-
ciecia si¢ plaszezyzn uwazanych wielokgtow. W mys$l poprzednich na-
szych rozwazan i zalozen, uwzgledniliSmy na rys. 183 i 184 czeSci wi-
doczne i niewidoczne owych wielokatow plaskich.
Cuwiczenie 1: Wyznaczyé przenikanie si¢ dowolnego tréjkata (A B C) z piecioka-
tem (D EFGI), ktéry lezy na plaszczyznie a (hZ, v}).
Cwiczenie 2: Rozwigzaé ¢wiczenie 1, jesli dana jest plaszezyzna: a) a L my,
b) alm,c)allx,d allm,e) allm,f)alm.
wiczenie 3: Zadanie 1 rozwigzaé, jeSli (por. rys. 195) tréjkat lezy na plaszezyz-
nie poziomo-rzucajgcej y (11;',, v;), a réwnolegtobok na plaszezyznie & (vg, k) réwnoleglej
do rzutni poziomej.

70. Cienie punktéw i prostych, przy oswietleniu réwno-
leglem. Uwazajmy dowolng plaszczyzne ¢, ktéra (rys. 185) catkowicie
odbija promienie Swiatla p,, ps,..., rOwnolegte do przyjetego kierunku p.
Mowimy wowczas, ze owe promienie §wiatlta oSwietlajg plaszczyzne s.
Przez dowolny punkt wilasciwy A, nie lezgcy na plaszczyZnie e, popro-
wadZzmy promien $wiatta a || p i wyznaczmy punkt A, —ae przebicia
si¢ promienia a z plaszczyzng s. Skoro zalozymy, ze przyjety punkt A
odbija catkowicie promien Swiatta a, to punkt A jest ,oSwietlony“, a na-
tomiast punkt A, jest w ,cieniu“, gdyz do niego nie dochodzi wcale 6w,
odbity od punktu A, promien Swiatta a. Punkt A, nazywamy cieniem
rzuconym przez punkt A na plaszezyzne ¢ lub wprost cieniem
punktu A na te plaszezyzne.

Przez poszczeg6lne punkty B,C,D,... prostej wlasciwej / (rys. 185)
poprowadzmy promienie Swiatta b [/ c[/d||...[| p. Promienie te przebi-
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jaja plaszczyzne ¢ w punktach: B,=bs, C,=cs, D,=d¢,..., ktore sg
cieniami rzuconemi przez uwazane punkty na plaszczyzne e Cieniem
rzuconym przez dowolng prostg / na
ptaszczyzne ¢ nazwiemy miejsce ge-
ometryczne cieni B,,...poszczegodlnych
punktow B,... tej prostej / na owa pla-
szczyzne e. W mysSl tej definicji, przy rozwa-
zanem ,oS$wietleniu rownolegltem®, cien rzucony
przez prostg / na plaszezyzne ¢ jest linjg pro-
stg lub punktem zaleznie od tego, czy owa
prosta / nie jest rOwnolegly, czy tez jest row-
nolegtg do promieni $§wiatla. Na rys. 185 cien prostej / jest prostg /.,
a cien prostej g [| p jest punktem g, w ktérym zjednoczyly si¢ cienie
E,=F,=... poszczeg6lnych punktow E, F,... promienia g.

Celem otrzymania cienia /, dowolnej prostej / wystarczy skonstru-
owacé cienie B, i C, dwoch jakichkolwiek punktow B i C, lezgcych na
prostej L Prosta l,= B,C,, taczaca owe cienie B, i C,, jest Zgdanym
cieniem prostej /. — Promienie Swiatla b,c,..., przechodzace przez po-
szczegOlne punkty B, C,... prostej /, przynaleza wraz z danym elemen-
tem / do jednej plaszczyzny A =[b. Wnosimy stad, ze krawedZ [, = 1¢,
przeciecia sie ptaszczyzny 4 [| p z plaszezyzng ¢, jest cieniem prostej L
Jezeli przez dowolny punkt D, cienia /, poprowadzimy promien Swiatla
d||p, to 6w promienn d lezy oczywiScie na plaszczyznie A i przecina
dang prostg / w takim punkcie wlasciwym D, ktorego cien na pla-
szczyzne ¢ schodzi sie z przyjetym po-
przednio punktem D,. :

Zadanie 71: Dane sg dowolna pla-
szezyzna ¢ (hy, vy), prosta wlasciwa I (I, 1,)
i kierunek $wiatta p (p*, p,). Wyznaczy¢
cien [/, prostej / na plaszczyzne e.

Rozwigzanie: Na danej prostej
1 obierzmy (rys. 186) dwa dowolne punkty
A(A~ A)), B (B", B,) i poprowadZmy przez
nie promienie Swiatta a (a", a,), b (b", b,),
rownolegte do promienia p. Celem wy-
znaczenia punktu A, = ae, przebicia si¢
promienia Swiatla a, z plaszezyzng e,
przesuneliSmy przez a plaszczyzne pozio-
mo-rzucajaca o (h* —=a,, v’) i skonstru-
owaliSmy krawedz k=ae. Punkt A,=ka, w Kktorym owa krawedZ
k (k", k,) przecina promien $wiatta a, jest cieniem rzuconym przez
punkt A na ptaszczyzne e. Na rys. 186 wykreslono obrazy aksonome-
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tryczne A. i A cienia A,. — W podobny sposéb wyznaczyliSmy
cien B, (B:, B,") drugiego punktu B, przyjetego dowolnie na danej pro-
stej L. Prosta /.= A, B, rozwigzuje zadanie, gdyz jest cieniem rzuconym
przez prostg / na plaszczyzne e Element /J = A7 B jest aksonometrja
cienia rzuconego /., a prosta ['= A7 B" jest aksonometrjg rzutu po-
ziomego I, prostej /.

Zadanie 2: Dany jest dowolny odcinek ABikierunek sw1atla p(p", pn)-
Skonstruowaé cien odcinka AB na rzutnie pozioma w7, i rzutnie pionowaq ,.

Rozwigzanie: Przez dane punkty A (A" A;) i B (B, B;) popro-
wadzmy (rys. 187) promienie Swiatla a (a”, a,), b (b, b,), roOwnolegle do
danego kierunku p. Wyznaczmy nastepnie punkty A,=am, i B,=bwm,,
przebicia si¢ promieni a i b z rzutnig &, (czyli
slady poziome tych promieni), to otrzymamy
cienie punktow A i B na rzutnie @,. Punkty
Ar=a"a, i By =b"b, sa aksonometrjami za-
danych cieni A, i B,. Odcinek za$ A;Bj jest
aksonomeirja cienia rzuconego przez odcinek
AB na rzutnie poziomg 7, .

Przez punkt C7, przeciecia si¢ odcinka
ArB; z osig aksonometryczna x", wykreslmy
proste: ¢ [[p™ ic, || pn- Uzyskanywten spo-
sOb promien $wiatta ¢ (¢”, ¢,) przechodzi przez
punkt C, cienia rzuconego A, B, i lezy na pta-
szczyznie ab, okreSlonej promieniami Swiatta a i 4. Promien ¢ przecina
zatem dany odcinek AB w takim punkcie C(C", C,), ze cien rzucony
przez punkt C na rzutnie poziomg =, jest punk-
tem C,. Poniewaz jednak punkt C, lezy na osi
x = m, w,, przeto jest zarazem punktem C,—=cw,
przebicia si¢ promienia §wiatlta ¢ z rzutnig piono-
wa m,, czyli innemi stowy: C,= C, jest cieniem
punktu C i na rzutni¢ pionowg m,. Promien $wia-
tta b (b, b,) przebija plaszczyzne w, w punkcie
B, (Br,B,), ktory jest cieniem punktu B na rzut-
ni¢ pionowsg m,. faczac punkty Cr i B} otrzy-
mamy aksonometrje C* B? cienia rzuconego przez
odcinek CB na rzutni¢ pionowa m,, podczas gdy
odcinek A;C; jest obrazem aksonometrycznym cienia rzuconego przez
odcinek AC na rzutnie poziomg m,. Cien uwazanego odcinka AB pada
czeSciowo na rzutnie poziomg 7, a po zalamaniu si¢ w punkcie C, = C,
na osi x, wystepuje w dalszym ciggu na rzutni pionowej 7,

Cwiczenie : Rozwigzaé zadanie 2 dla odcinka A B, prostopadtego do rzatni: a) po-
ziomej m; (por. rys. 188), &) pionowej m,, ¢) bocznej s, d) aksonometrycznej 7,.
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71. Cienie wielokatéw plaskich. Niechaj dane be¢dg dowolny
trojkat (ABC), kierunek $wiatta p i plaszczyzna e Przez wierzcholki 4,
B i C danego trojkata poprowadZmy (rys. 189 i 190) promienie Swiatta
allblle]|| p i wyznaczmy cienie A, —=as, B,=bs, C,= ce owych wierz-
chotk6w na przyjeta plaszczyzne e. Skoro zalozymy, ze cz¢S¢ plaszczyzny -
ograniczonej trojkatem (ABC) od-
bija catkowicie promienie Swiatla,
to wowczas ta strona owego troj-
kata, na ktorg bezposrednio padajg
promienie Swiatta (por. rys. 189),
jest oSwietlong, a strona prze-
ciwna (por. rys. 190) jest w cieniu
wtasnym. Promienie §wiatta, ktore
oswietlaja trojkat (ABC), odbijaja
si¢ od niego i nie dochodza wecale
do plaszczyzny e Cze$¢ (obszar) plaszezyzny e, ograniczong trojkgtem
(A, B, C,), na ktorg nie padajg promienie $wiatla, nazywamy cieniem
rzuconym przez dany tréjkat (ABC) na plaszezyzne e. Celem wyzna-
czenia cienia rzuconego przez tr6jkat (AB C) na plaszczyzng e, wystarczy
zatem skonstruowac cienie A., B, i C. poszczeg6lnych wierzchotkow A,
B i C, wzglednie cienie A, B,, B.C,, C A, poszczegélnych bokéw AB,
BC i CA owego trojkata.

Zadanie 7: Dane sg trzy dowolne punkty wlasciwe A (A", A,),
B (B", B,) i C(C", C,), oraz kierunek $wiatta p (p", p,). Wyznaczyc¢
cien trojkata (ABC) na rzutnie poziomg w,, oraz ustali¢, ktéra strona
owego trojkata jest w cieniu wiasnym.

Rozwigzanie: Na rys. 191 i 192 wyznaczyliSmy, w spos6b poprzed-
nio poznany, cienie A,, B, i C, poszczegolnych wierzcholk6w, oraz cienie:
A,B,, B,C, i C,A, poszczegblnych bokoéw uwazanego trojkata (ABC).
Trojkat (Ar B Cp) jest aksonometrja cienia rzuconego (A,B,C,) przez
dany trojkat (ABC) na rzutni¢ poziomg .

Pozostaje jeszcze sprawa ustalenia, ktora strona trojkata (ABC)
jest oSwietlong, a ktora znajduje sie¢ w cieniu wilasnym. W tym celu
przez promien $wiatta b (b, b)) poprowadZmy plaszczyzne aksonome-
trycznie-rzucajacq f (s;=>b") i wyznaczmy punkt 7 (17 1), przebicia
sie boku AC z plaszezyzng (3. Punkt 1" = A"C". b" oznaczmy przez 2"
i element 2" uwazajmy za aksonometrje takiego punktu 2 (27, 2;), ktory
lezy na promieniu §wiatta b. Skoro na prostej 72, prostopadiej do rzutni
aksonometrycznej m,, umieScimy oko obserwatora w dos¢ znacznej od-
legloseci nad plaszezyzng rysunkowa m,, a poczatek O ukladu odniesie-
nia O [x, y, 2] ponizej rzutni «,, to wowczas z zachowania si¢ rzutow 71,
i 2, wnosimy (por. ust. 69), ze: punkt 2 na rys. 191 jest widoczny,

Plamitzer. Aksonometrja prostokatna. 10
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a punkt 2 na rys. 192 jest niewidoczny. W pierwszym przypadku
odcinek (o skonczonej dilugos$ci) 2B promienia $wiatla & jest widoczny,
a tem samem — przy uwzglednieniu kierunku padania promieni Swia-

tta — widoczna strona uwazanego trojkata jest oSwietlona. Nato-
miast w drugim przypadku (rys. 192) odcinek 2B promienia Swiatta b
jest niewidoczny, wiec niewidoczna strona trojkata (ABC) jest oSwie-
tlona, a strona widoczna znajduje si¢ w cieniu wlasnym.

Zadanie 2: Na plaszczyznie poziomo-rzucajgcej o lezy prostokat
(ABCD), ktérego jeden bok CD schodzi si¢ ze $ladem poziomym £, tej
ptaszczyzny. Nalezy skonstruowaé cienie rzucone przez 0w prostokat na
rzutnie poziomg v, i pionowg m,, oraz usta-
li¢, ktora strona owego wielokata jest w cie-
niu wiasnym. 2

Rozwigzanie: Aksonometrja przyje-
tego prostokgta jest (rys. 193) réwnoleglo-
bokiem (A"B"C"D"), ktérego dwa boki sg
rownolegle do osi z”, a trzeci bok C"D"
lezy na elemencie k. Przy pomocy promieni
Swiatla a [| b || p wyznaczyliSmy aksonometrje
Arc—agng’ W Rr = bbb B clenl raucos
nych przez wierzchotki A i B na rzutnie po-
ziomg m, i pionowa m,. Bok AB rzuca cien
A,B, na rzutni¢ @, a aksonometrjg tego
cienia rzuconego jest odcinek A Bj. Przez
punkt E?, przeciecia sie osi x" z odcinkiem A} Bj, wykreslmy proste
e"||prie, |/ p,. Otrzymany promieri Swiatlta e (e”, e;,) wyznaczy na
boku AB taki punkt E (E", E',), ze cien owego punktu E na rzutnie
poziomg m; (por. rys. 187) jest punktem E,, przynaleznym do osi x. Odci-
nek AE rzuca cien catkowicie na rzutnie pozioma, a odcinek EB rzuca
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ciefi tylko na rzutnie pionowa; odcinki A7 Ef i Ef B" sg aksonome-
trjami owych cieni.

Dwa pozostate wierzchotki C i D (rys. 193) uwazanego prostokgta
(ABCD) leza na rzutni poziomej. Z tego tez powodu cien C, punktu C
na rzutnie poziomg =, schodzi si¢ z elementem C, a cien D, punktu D
na rzutni¢ m, réOwniez nakrywa si¢ z wierzcholkiem D. Odcinki D A}
i Cp B sa aksonometrjami cieni rzuconych przez boki DA i CB pro-
stokata na rzutnie pozioma w,. Ciefi boku CB czeéciowo pada na rzut-
ni¢ poziomg m,, a po zalamaniu si¢ na osi x, w dalszym ciggu wyste-
puje na rzutni pionowej ;.

Na rysunku 193 zakreskowane sg granice cienia rzuconego przez
prostokat (ABCD) na rzutnie poziomg &, i pionowg m,. Na rys. 194
przyjeto w innem polozeniu prostokat (ABCD) i wyznaczono réwniez
jego cienie na obie rzutnie. Z samego ukladu cieni rzuconych wnosimy,
ze widoczna strona prostokata na rys. 194 jest o§wietlona, a narys. 193
jest w cieniu wlasnym. MozZemy jednak przeprowadzi¢ badania
W sposOb, omOwiony poprzednio w zadaniu 1. Przez promien $wiatta
a (a", a’,) poprowadZmy mianowicie plaszczyzne aksonometrycznie-rzu-
cajacg ¢ (s,=—a") i wyznaczmy punkt 7 (17, 17,), przebicia si¢ tej pla-
szezyzny ¢ z bokiem CD (na rys. 193), wzgl. z bokiem CB (patrz rys. 194).
Na promieniu Swiatla a (a”, a’,) obierzmy nastepnie taki punkt 2 (27, 2/),
ktérego aksonometrja 2" zjednoczyla si¢ z elementem 7”. Na rys. 193
rzut 2, lezy ponizej rzutu 7’,, a narys. 194 zupehie przeciwnie rzut 2/,
lezy powyzej rzutu 1. Skoro na prostej 72 | @, umieScimy (w dosé
znacznej odleglos$ci od rzutni aksonometrycznej w,) oko obserwatora nad
ptaszczyzng m,, a poczatek O ponizej plaszczyzny rysunku w,, to z roz-
wazan ust. 69 wynika, ze: punkt 2 na rys. 193 jest widoczny, a na
rys. 194 jest niewidoczny. Odcinek (o skonczonej dlugosci) A2, lezacy
na ,przedluzeniu“ promienia Swiatla a (odbitego od punktu A!), jest
w pierwszym przypadku widoczny, a w drugim niewidoczny. Wno-
simy stad, ze widoczna strona prostokgta (ABCD) jest w cieniu wia-
snym na rys. 193, a przeciwnie na rys. 194 owa strona widoczna jest
oSwietlona.

Cwiczenie 1: Zadanie 2 rozwigzaé woéwezas, jezeli plaszezyzna a posiada naste-
pujace polozenie: a) a//m, b) af/m, ¢) a//ms, d) alm,, €) alms, [) alm,.

Cwiczenie 2: Dany jest pieciokat umiarowy, lezacy na dowolnej plaszczyznie
a(hl, v). Wyznaczyé cienie tego pieciokgta na rzutnie s, i .

Zadanie 3: Dane sg na rys. 194 obrazy aksonometryczne dowol-
nego trojkata (EF Q) i prostokata (A BCD), lezacego na plaszczyznie
poziomo-rzucajacej a. Wyznaczy¢ ciefh rzucony przez ten trojkat na pta-
szczyzne prostokata.

10*
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Rozwigzanie: Przez wierzchotki
E(E", E)), F (F» F;):1 G (G, G) -pray-
jetego trojkata poprowadzmy promie-
nie $Swiatta e[| f||g|/p 1 wyznaczmy
punkty E,=ea, F, =fa, G.= ga prze-
bicia sie¢ owych promieni §wiatla z pla-
szezyzng o | m,. Uzyskany w ten spo-
sob trojkat (Er Fr Gr) jest aksonome-
trjg cienia rzuconego przez dany troj-
kat (EFG) na plaszczyzne prostokata
(ABCD).

Przy pomocy plaszczyzny aksono-
metrycznie-rzucajacej ¢ (s, = f"), oraz

Rys. 194. punktow 3 (3%, 3,) i 4 (4", 4,), ktore
: lezg na prostej 34 | =,, ustalono, Ze
widoczna strona tréjkata (EFG) znajduje sie w cieniu wiasnym.
Zadanie 4: Dane sg dowolny trojkat (ABC), lezacy na ptaszczyznie
poziomo-rzucajacej y (hy, vy), oraz prostokat (DEFG), przynalezny do
plaszczyzny ¢ (vg, k;) rownoleglej do rzutni poziomej. Skonstruowac na-
lezy cien rzucony przez trojkat na plaszczyzne czworokata.

Rozwigzanie 1: Na rys. 195 wyznaczyliSmy najpierw krawedz
et 0, = hy), przecigcia sig ptaszezyzny y | 7, i ¢/| @, a nastgpnie punkty
PP, P, i Q(Q" Q)
przebicia sie¢ prostych AB
iAC z plaszezyzng a. Punkt
R (R", R,) jest wreszcie
punktem przebicia sie¢ bo-
ku DE prostokata z pla-
szezyzng trojkata. — Aby
otrzymaé cien wierzchol-
ka A na plaszczyzne prosto-
kata, poprowadzmy przez
punkt A promien $wiatla
a(a™ a’,) 1 wyznaczmy
punkt A,=ae¢ przebicia
sie owego promienia a
z plaszczyzng e. Plaszezyz-
~& na np. aksonometrycznie-

Rys. 195. : rzucajaca o (s,=— a") prze-

cina si¢ z plaszczyzng s

w krawedzi 12(1"2% 1,2;). Punkt A, (A7, A7), przynalezny do pro-
stych 72 i a, jest Zgdanym cieniem punktu A na plaszczyzne pro-




71. Cienie wielokatéw plaskich. 149

stokata. Poniewaz poprzednio wyznaczone punkty P i Q lezg na pla-
szczyznie e, przeto ich cienie P, i Q, na owg plaszczyzne ¢ schodzg
sig odpow. z elementami P i Q. Odecinki A7 P" i A7 Q" sg akso-
nometrjami cieni rzuconych przez odecinki AP i AQ na plaszczyzne e.
Przez punkt 7, w kforym odcinek A} P" przecina sie z bokiem D™ E",
wykreslmy prostg £” [ p®, to promien {” wyznaczy nam na boku A" B™
punkt 7". Skoro otrzymany w ten sposob punkt 7" uwaza¢ bedziemy za
aksonometrje punktu 7, lezacego na boku AB danego trojkata, to z la-
twoscig zauwazymy, ze: punkt 77 jest obrazem aksonometrycznym cienia
rzuconego przez punkt 7 na plaszczyzne e. Wielokat (A; Qf R; T;) roz-
wigzuje nasze zadanie, gdyz jest aksonometrjg cienia, jaki trojkat (ABC)
rzuca na plaszczyzne prostokgta (D EF Q).

Rozwigzanie 2: Celem skonstruowania cienia rzuconego przez
bok AB trojkata na plaszczyzne prostokata, wyznaczmy aksonometrje
cieni ArBy, DrER i Dy G prostych AB, DE i DG na rzutnie np. po-
ziomg wm,. Prosta A7 Bp niechaj przecina si¢ z prostemi Dy EZ? i Dz Gt
w punktach 77 i Wj. Promien #”, wykreslony z punktu 7% réwnolegle
do elementu p”, wyznaczy na bokach A" B" i D" E" punkty 7" i T;.
Z tatwoscig zauwazymy, ze element 7; jest aksonometrjg cienia rzuco-
nego przez punkt 7 na plaszezyzne e. Podobnie promiei w”, wykre-
Slony z punktu W7 ro6wnolegle do elementu p”, wyznaczy na prostych
A" B* i D" G" takie punkty W" i W{, ze punkt W} jest obrazem akso-
nometrycznym cienia rzuconego przez punkt W (W=, W,) na plaszczyzne e.
Odcinek (o skoriczonej diugosci) TW prostej AB rzuca cien na pla-
szczyzne prostokata (DEFQG), a aksonometrja owego cienia jest odci-
nek 7; W;. Poniewaz wierzcholek A lezy na odcinku 7 W, przeto jego
ciefi A, na plaszczyzne ¢ przynaleze¢ musi do odcinka 7, W,. Promien a”,
wykreslony z punktu A" réwnolegle do kierunku p", wyznaczy na od-
cinku 7; W; punkt A/, t. zn. aksonometrje zZadanego cienia A,. Wkoficu
nakresli¢ mozemy wielokat (A7 Q" R" T;), spelniajagcy warunki zadania.




Rozdziat IX.
Wielosciany.

72. OkreSlenia i podzial wieloScianéw. Cze$¢ przesirzeni,
ograniczong ze wszystkich stron wielokatami ptaskiemi, nazywamy wie-
loscianem. Owe wielokagty sg Scianami, a boki i wierzchotki tych
wielokgtow sg krawedziami i wierzchotkami wieloScianu. Prze-
katniami wielo$cianu nazywamy odcinki (o dtugosci skonczonej), ktore
lacza dwa dowolne jego wierzcholki, nielezgce na jednej Scianie. Wie-
loScian nazywamy wypuklym woweczas, jezeli kazda jego Sciana po-
siada te wlasnos¢, ze po jednej i tej samej stronie jej plaszczyzny lezg
wszystkie pozostale Sciany tego wieloScianu. Jezeli ta wlasnoSé nie jest
spetniong, to wieloScian nazywamy wklestym. W rozwazaniach na-
szych zajmowaé si¢ bedziemy przewaznie tylko wieloScianami wypu-
kiemi. Wielo§cian nazywamy: czworoscianem, piecio-, szeScio-Scianem,...
n-Scianem zaleznie od iloSci $cian. O wieloScianie wypukilym, ktérego
wszystkie wierzchotki lezg na powierzchni kuli, mowimy, ze jest ,wpi-
sany“ w te kule. Na szczegoélniejsza uwage zastugujg wielo$ciany umia-
rowe, ostrostupy i graniastostupy.

WieloScianem umiarowym (foremnym) nazywamy taki wie-
loScian wypukly i wpisany w kule, ktorego wszystkie Sciany sg wielo-
katami umiarowemi i przystajacemi do siebie. Takich wieloScianOw mamy
pie¢, a mianowicie: czworoScian umiarowy, szesScian, oSmioScian umia-
rowy, dwunastoscian umiarowy i dwudziestoScian umiarowy. SzeScian
ograniczony jest szeScioma kwadratami, dwunasto$cian umiarowy ogra-
. niczony jest dwunastoma pieciokgtami umiarowemi. Natomiast trzy po-
zostate wieloSciany umiarowe ograniczone sg trojkgtami rownobocznemi.

Ostrostupem nazywamy wieloScian, ograniczony wielokgtem pta-
skim i trojkgtami o wsp6lnym wierzchotku W, a ktorych podstawami sg
poszczegolne boki owego wielokata. Wielokgt ten nazywamy podstawa,
a jego wierzcholki i boki nazywamy wierzchotkami podstawy
i krawedziami podstawy uwazanego ostrostupa. Trojkaty o wspol-
nym wierzchotku W sg §cianami bocznemi, punkt W jest wierz-
chotkiem ostrostupa, a odleglos¢ wierzchotka od ptaszczyzny podstawy
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jest wysokoScig tego ostrostupa. Krawedziami bocznemi ostro-
stupa nazywamy te jego krawedzie, ktore przechodzg przez jego wierz-
chotek. Zaleznie od iloSci $cian bocznych ostrostupa — przyczem nie
wliczamy wecale podstawy! — nazywamy ostrostup: tr6jSciennym, czwo-
roSciennym, pieciosciennym, ..., n-Sciennym. Ostrostup np. czworoscienny
ograniczony jest czterema tréjkgtami i dowolnym czworokgtem podsta-
wowym ; ostroshup ten jest oczywiscie wieloScianem piecioSciennym.

Podstawa ostroshupa moze posiada¢ srodek geometryczny S, o ile
wielokat podstawowy (por. ust. 63) jest wpisany w koto. Jezeli odci-
nek SW, lgczacy srodek geometryczny S podstawy pewnego ostrostupa
z jego wierzchotkiem W, jest prostopadly do plaszezyzny podstawy,
(t. zn. SW jest wysokoScig ostrostupa), to wowezas 6w wieloScian nazy-
wamy ostrostupem prostym. Poniewaz nadto Srodek S jest $rod-
kiem kola opisanego na wielokgcie podstawowym uwazanego ostrostupa,
przeto: jego krawedzie boczne sg roOwnej dlugosci, a tem samem $ciany
boczne sg trojkgtami rownoramiennemi. Ostrostlup prosty, ktérego pod-
stawg jest wielokgt umiarowy, nazywamy ostrosiupem umiaro-
wym; Sciany boczne tego ostrostupa sg oczywisScie trojkgtami ro6wnora-
miennemi i przystajgcemi do siebie. WysokosSci owych trojkatow, stano-
wigcych Sciany boczne ostrostupa umiarowego, sg sobie rOwne; kazdag
z tych wysokos$ci nazywamy apotemag tego ostrostupa.

Graniastosiupem nazywamy wieloScian, ograniczony dwoma
przystajgcemi wielokgtami plaskiemi, ktérych pary bok6éw réwnych sg
do siebie rownolegte, oraz rownoleglobokami, utworzonemi przez owe
pary bokow rownych i przez odcinki, lgczace punkty koncowe tych bo-
kow. Wymienione dwa wielokaty stanowig podstawy graniastostupa,
ich wierzcholki i boki stanowig ,wierzchotki podstaw“ i ,krawedzie pod-
staw“ uwazanego graniastostupa. Wszystkie pozostale krawedzie grania-
stostupa sg do siebie rOwnolegle i nazywajg sie krawedziami bocz-
nemi owego wieloScianu. Rownolegloboki, ograniczajgce graniastostup,
sg jego Scianami bocznemi, a odlegto$¢ podstaw jest wysokosScig
tego graniastostupa. Graniastoslup nazywamy prostym woweczas, jezeli
jego krawedzie boczne sa prostopadie do plaszezyzny podstawowej. Je-
zeli podstawy graniastostupa prostego sg wielokgtami umiarowemi, to
6w wieloScian nazywamy graniastostupem umiarowym. Jezeli
podstawy pewnego graniastostupa sg rownoleglobokami, to wielo$cian
taki nazywamy rownolegloScianem. MOwimy wreszcie o graniasto-
stupach: tréjSciennych, czworoSciennych, piecio-, ..., n-Sciennych zalez-
nie od ilosci Scian boeznych tego wieloScianu. Poniewaz nie wliczamy
wcale podstaw, przeto graniastostup np. piecio$cienny jest wieloScianem
siedmio$ciennym.
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73. Aksonometrje wielosciané6w. Uwazajmy w przestrzeni do-

wolny wielo$cian I', ktérego wierzchotkami sg punkty wiasciwe A4, B, C, ...,
~a krawedziami odcinki AB, BC,... Aksonometrje tego wieloscianu otrzy-

mamy, skoro wyznaczymy rzuty aksonometryczne A", B", Cn=,...
i A"B", B"C",... poszczegblnych wierzcholkow i krawedzi tego wielo-
scianu. Aksonometrje rzutu poziomego uwazanego wieloScianu I' wy-
znaczymy, jesli skonstruujemy rzuty A4,, B,, C,,... i A,B,, B,C.,,...
wymienionych powyzej elementéw. Podobnie wyznaczy¢é mozemy akso-
nometrje rzutu pionowego i rzutu bocznego tego wieloScianu. .

Poniewaz dwa dowolne rzuty aksonometryczne punktu lub pro-
stej — ustalajg polozenie owych elementow w przestrzeni, przeto: skoro
dane sg dwa rzuty aksonometryczne pewnego wieloScianu, to jego po-
lozenie w przestrzeni jest dokladnie ustalone.

Zastosujmy te uwagi do ostrostupa piecio$ciennego (rys. 196), ktorego

podstawa (ABCDE) lezy na rzutni poziomej =, , a wierzchotek W (W=, W7,)
jest dowolnym punktem wlasciwym. Z okreSlen ustepu poprzedniego
wiadomo nam, Ze skoro dane sg podstawa i wierzcholek ostrostupa, to
wieloScian ten jest doktadnie wyznaczony
w przestrzeni. Dla krawedzi bocznych
WA, WB,... tego ostrostupa otrzymamy
ich rzuty aksonometryczne, jesli wykre-
Slimy odcinki W= A", W»B~",... Odcinki
za§ W,A,, W,B,,... sa aksonometrjami
rzutéw poziomych W’ A, W' B, ... poszcze-
g6lnych krawedzi bocznych uwazanego
ostrostupa. Na rys. 196 uwzgledniliSmy
krawedzie widoczne (pelne) i niewidoczne
(kreskowane), przy zatozeniu, Ze przy-
jety ostrostup jest ,nieprzezroczysty*.
Aby zbadaé, ktore krawedzie i Sciany
tego ostrostupa sg widoczne — skoro oko obserwatora umieScimy w do$é
znacznej odleglo$ci na prostej prostopadiej do rzutni aksonometrycz-
nej w, — weZmy pod uwage np. punkt przeciecia si¢ odcinkow A" E”"
i B»W". W owym punkcie 7" = 2" poprowadzmy prostg p (p"=1",
p.|| 2™) prostopadlg do rzutni =, i wyznaczmy punkty 1 (17, 1;), 2(2", 27),
w ktérych prosta p przecina sie¢ z krawedziami BW=b i AE ostro-
stupa. Jezeli oko obserwatora znajduje si¢ ponad plaszczyzng rysunku =,
a poczatek O ponizej rzutni aksonometrycznej m,, to wowczas (por.
ust. 69) punkt 7 jest widoczny, a punkt 2 jest niewidoczny, gdyz
rzut 7, lezy ponizej rzutu 2,,. Wnosimy stad, ze odcinek B W, przecho-
dzacy przez widoczny punkt 7, jest krawedziag widoczng, a natomiast
krawedz AE jest niewidoczna.
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W podobny spos6éb zbadaé mozemy, ze krawedzie ED i EW sg tez
niewidoczne. Po ustaleniu krawedzi widocznych i niewidocznych naszego
ostrostupa, zajg¢ sie musimy wyznaczeniem S$cian widocznych i Scian
niewidocznych uwazanego ostrostupa. W ogoélnosci te Sciany, ktére ogra-
niczone sg tylko krawedziami widocznemi, s3 widoczne; natomiast
Sciany, na ktorych leza krawedzie widoczne i niewidoczne, lub tylko
same krawedzie niewidoczne, sq Scianami niewidocznemi. W na-
szym przykiadzie Sciany: (ABW), (BCW) i (CDW) sg zatem Scianami
widocznemi, a natomiast Sciany (D E W), (EAW) i podstawa (ABCDE)
sg niewidoczne.

Uwaga : Moze'siQ jednak zdarzyé, ze $ciana, ktéra zawiera tylko same krawedzie
widoczne, jest mimo to §ciang niewidoczng! Na rys. 196 wystarczyloby przyja¢ np.
punkt Wr  wewnatrz“ wielokgta podstawowego (A» B»Cr D En), to wéwezas krawe-

dzie AE i ED bylyby réwniez widoczne. Wszystkie §ciany boczne takiego ostrostupa
bylyby widoczne, a jego podstawa (A B CD E) bytaby wéwczas niewidoczng.

W omawianym poprzednio przykladzie (rys. 196) wezmy pod uwage
krawedzie: AB, BC, CD, DW i WA, ktére odgraniczaja $ciany widoczne
od $cian niewidocznych przyjetego ostrostupa. Z tatwoscig zauwazymy,
ze krawedzie te nie lezag w ogélnoSci na jednej plaszczyznie i tworzg
wielokat przestrzenny (ABCD W). Wielokat ten — w odniesieniu do
rzutni aksonometrycznej w, — nazywamy konturem lub zarysem
ostrostupa. Rzut aksonometryczny konturu (ABCD W) jest oczywiScie
wielokgtem plaskim (A"B"C»D"W™); ten ostatni wielokat nazywac be-
dziemy aksonometrjg konturu uwazanego ostrostupa.

Na rzutni poziomej m; obierzmy (rys. 197) dowolny czworokat
(ABCD) i uwazajmy go za podstawe graniastostupa prostego. Krawe-
dzie boczne tego wielo$cianu sg prostopadte do
rzutni ;. Skoro w punktach A", B®, C"iD"
poprowadzimy proste a” [[b" [[c™[|d" || z"
i odlozymy na nich odcinki réwnej dlugosci,
to uzyskamy aksonometrje krawedzi bocz-
nych owego graniastostupa. Czworokaty
(A"B"C" D™ i (1723 4") sa obrazami akso-
nometrycznemi podstaw graniastosiupa. Na
rys. 197 uwzgledniliSmy krawedzie widoczne
i niewidoczne, przyjmujac dany graniasto-
stup za ,nieprzezroczysty“. W punkcie prze- Rys. 197.
cigcia si¢ odcinkéw D"C™ i B"2" wypro-
wadZmy prosta p (p", p.), prostopadtg do plaszezyzny rysunku w=,,
i oznaczmy przez E (E", E}), F (F", F,,) punkty przecigcia si¢ owego pro-
mienia p z krawedziami DC i B2. Jezeli na prostej p | &, umiescimy
oko obserwatora w odpowiedniej odleglosci ponad plaszczyzng rysun-
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kowg m,, a §rodek O ukladu O [x, y, 2] ponizej rzutni =,, to wowczas.
(por. ust. 69) punkt F jest widoczny, a punkt E jest niewidoczny,
a tem samem krawedz B2 jest widoczna, natomiast krawedz DC jest
niewidoczng. Wnosimy stad, ze krawedzie AD i D4 sa niewidoczne,
jak réwniez $ciany (AD41), (DC34) i (ABCD) graniastostupa sg tez
niewidoczne. W mys$l poprzednich naszych rozwazafi Kkrawedzie: AB,
BC, C3, 34, 41 i 1A odgraniczajg $ciany widoczne od $cian niewidocz-
nych przyjetego graniastostupa. Wielokat przestrzenny (ABC341) — w od-
niesieniu do rzutni aksonometrycznej =, — stanowi kontur naszego gra-
niastostupa prostego, a wielokat ptaski (A»B"C"3"4" 1") stanowi ,,akso-
nometrje konturu“ owego wieloScianu. '

74. Zadania i ¢wiczenia.

Zadanie 1: Wyznaczy¢ rzuty aksonometryczne ostrostupa prostego
piecioSciennego, ktérego podstawa lezy na rzutni pionowej, a wysokos¢
rowna sie¢ danemu odcinkowi w.

Rozwigzanie: Podstawg ostrostupa prostego jest wielokat wpi-
sany w koto; jednak wielokat ten nie musi by¢ koniecznie wielokgtem

umiarowym. Aby wykresli¢ akso-

s ano/_>£0 ._0° mnometrje podstawy, wykonajmy
Z TR

) (rys. 198) ktad rzutni pionowej
M SERINN g 7w, na plaszezyzne rysunku u,.

9 1V SF A C2 *° W kiadzie z dowolnego $rodka C°
KN T |F  zakre§lmy koto i na jego obwo-

D,n_" o AN dzie obierzmy pie¢ punktow

[y D 5‘:n 8 \ Ao 2. A°, B°, D°, E°, F°. Skoro podnie-
YAt 5 X siemy z kladu pieciokat (A° B°
[ SHKETN De E° F°) i punkt C°, otrzymamy
w7 o aksonometrje (A" B» D" E" F7)
? [”/ = Fr L podstawy ostrostupa, oraz aksono-
- 5 3 oy metrje C" srodka geometrycznego

= i wielokata podstawy. W punkcie

Rys. 198. ; C (C*=C;) wykreslmy prosta

[ | my, i odl6zmy na niej dany
odcinek w=38, N*= CW, to uzyskany w ten sposob punkt W jest
wierzchotkiem ostrostupa prostego. Poniewaz [ [| y, przeto na kiladzie y*
osi y odmierzymy dang wysoko$¢ w — S, N* i wyznaczymy rzut N" na
osi y". Na prostej I*, wykreslonej z punktu C" réwnolegle do osi akso-
nometrycznej y, odt6zmy odcinek C* W = §, N"; element W* jest akso-
nometrjg wierzchotka W ostrostupa prostego. — Na rys. 198 uwzgl¢dniono
krawedzie i $ciany widoczne, oraz niewidoczne owego wieloScianu,
a nadto wyznaczono aksonometrje rzutu poziomego tego ostrostupa.
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Cwiczenie 1: Skonstruowaé aksonometrje ostrostupa umiarowego pigcioscien-
nego, ktérego podstawa lezy: a) na rzutni bocznej m;, ) na rzutni poziomej .

Zadanie 2: Wyznaczy¢ aksonometrje czworoscianu umiarowego,
ktorego podstawa lezy na rzutni poziomej.

Rozwigzanie: Podstawg tego wieloScianu jest trojkat rowno-
boczny. Na rys. 199 wykonaliSmy ktad rzutni poziomej w7, i przyjeliSmy
w kladzie trojkat ro6wnoboczny (A° B° C°). Uwazajac 6w trojkat za ktad
podstawy czworoscianu, podniesliSmy go
nastepnie z kladu i skonstruowali$my rzut
- aksonometryczny (A" B" C"). Poniewaz
czworoscian umiarowy jest trojSciennym
ostrostupem prostym, ktérego podstawa
(ABC) i $ciany boczne (WAB), (WBC),
(WCA) sa trojkgtami rownobocznemi,
przeto jego wysokos¢é WD i wierzcholek
np. A wyznaczaja trojkgt prostokatny
(WD 4). Jedng przyprostokatnig jest, nie-
znana co do dlugosci, wysokos¢é WD
czworoscianu, drugg przyprostokatniag DA
jest odlegloS¢ srodka geometrycznego D
podstawy czworo$cianu od wierzchotka A,
a przeciwprostokgtnig jest odcinek AW
rowny (co do diugosci) bokowi tréjkata podstawy. Narysujmy tréojkat
prostokgtny (A°D° W,), ktérego przeciwprostokatnia A° W, = A° C°, a wierz-
cholek Dr kata prostego schodzi si¢ ze Srodkiem geometrycznym tréjkata
rownobocznego (A° B° C°), to wowczas odcinek D° W, wyraza wysoko$é
czworoscianu. Wysokos¢ te nalezy odlozy¢ na prostej / | & i przecho-
dzacej przez punkt D. Poniewaz [ || z, przeto na kladzie z* osi z odmie-
rzymy odcinek O*E*= D°W, i dla uzyskanego w ten spos6b punktu E
wykre§limy rzut £”. Na promieniu /" [/ 2" wyznaczmy taki punkt W=,
aby odcinek D" W™= O"E", to element W”" jest aksonometrjg szukanego
wierzchotka czworoscianu.

Cwiczenie 2: Rozwiaza¢ zadanie 2 wéweczas, jezeli podstawa czworo$cianu umia-
rowego lezy na: a) rzutni pionowej m,, b) bocznej 73, ¢) ptaszezyznie dowolnej a (h), v)),
d) na a//m, e) na a L m, f) na af/x.

Zadanie 3: Wyznaczy¢ aksonometrje o$mio$cianu umiarowego,
ktorego jedna przekatnia jest prostopadig do rzutni poziome;.

Rozwigzanie: Obierzmy (rys. 200) na rzutni poziomej m, kwa-
drat (ABCD), ktorego srodek zjednoczyt sie z poczatkiem O ukladu
O [x, y, 2], a ktérego wierzchotki leza na osiach x i y. Aby wyznaczy¢
aksonometrje (A" B" C* D™) tego kwadratu, musimy wykonaé¢ ktad
rzutni s, i na osiach x°, y° odlozy¢é odcinki O°B° = O° A°. Po podnie-
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sieniu z kladu rzutni poziomej, otrzymamy aksonometrje A" i B dwoch
wierzcholkow owego kwadratu. Rzut aksonometryczny kwadratu jest
réwnolegtobokiem, wiec w naszym przykia-

£x L dzie z tatwos$cig skonstruujemy rzuty C* i D"

S ex ) NNZ dwéch pozostalych wierzcholkéw, gdyz za-

/ zni cn chodzarelacje: A" D", —=B" CryAnBr =D
px \\'{:':”O‘;’j i 1 A DB €0, -AtiBa DY C*° Jub. tek:
S ot 4 O A= 07 €1 10 Br=107 D?;:Olrzymany
A > XYs»  kwadrat (ABCD) uwazajmy za podstawe

, D adlih & P 7 ostrostupa prostego czworos$ciennego, ktorego
v/ /5 wysoko$é O E = O A= O B. Aksonometrje E”

A° o YF7/X9 wierzchotka znajdziemy za poSrednictwem
09 ktadu z* osi z, przyczem O* E*=0° A°= 0° B°.

Z latwoscig zauwazymy, Ze S$ciany boczne

Rys. 200. (EAB), (EBC), (ECD) i (EDA) ostrostupa

prostego sg trojkgtami r6wnobocznemi. Skoro
na osi z odlozymy odcinek OF— OE, to punkt F jest wierzchotkiem
drugiego ostrostupa prostego, ktérego $cianami bocznemi sg tréjkaty
réwnoboczne (FAB), (FBC), (FCD) i (FDA). Zesp6t (potaczenie) tych
dwoéch ostrostupow prostych, o wspoélnej podstawie (ABCD), tworzy
wieloScian, ograniczony oS$mioma trojkgtami rownobocznemi, t. zn.
o$mio$cian umiarowy. '
Cwiczenie 3: Wyznaczy¢ aksonometrje o$mioscianu umiarowego, ktérego dwie
przekatnie leza na plaszezyznie: a) dowolnej ¢ (k2, v2), b) a// 7, ¢) a//x, d) a/ly, e)a L m;.
Zadanie 4: Skonstruowaé aksonometrje szescianu, ktérego podstawa
lezy na plaszczyznie poziomo-rzucajacej a (hZ, vr).

Rozwigzanie: SzeScian jest czwo-
roSciennym graniastostupem prostym, kt6-
rego dwie podstawy i cztery Sciany bocz-
ne sg kwadratami. Celem wyznaczenia
podstawy. tego szescianu, wykonajmy kiad
plaszezyzny o | s, na rzutnie &,, obraca-
jac a okoto $sladu aksonometrycznego s,.
Na rys. 201 przyjeliSmy w kladzie dowolny
kwadrat (A°B° C° D°), a nastgpnie (po pod-
niesieniu z ktadu) wykresliliSmy rzut akso-
nometryczny (A" B"C" D") zgdanej podsta-

Rys. 201. wy szeScianu. Na prostej /, poprowadzonej

w punkcie A (A", A,) prostopadle do pla-

szczyzny a, nalezy odlozy¢ odcinek A71=— A°B°, to odcinek ten bedzie
krawedzig boczng szeScianu. Z warunkéw / | a i a | &; wynika, ze
prosta /| @, a zarazem jest /|| h,, gdzie ¢ oznacza plaszczyzne pozio-
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mo-rzucajacyg i przechodzaca przez promien L Aby otrzymaé aksono-
metrje A" 1" krawedzi bocznej A1 || h,, wystarczy wyznaczy¢ ktad pla-
szcezyzny ¢ i na kladzie

h; sladu poziomego od- ; i s \vd V&Y g0

mierzy¢ odcinek X, 1, =
= A’B°. Prosta 1.1,
prostopadta do osi obro-

2/7 ) /JX
tu s,=em,, przecina sie :
z elementem 2; w punk- . :
cie 1,, ktory jest akso- . U
nometrjg rzutu pozio- X AL
mego 1’ punktu 7. Akso- B PEhu e

nometrja 7" punktu 1
lezy na promieniu [”.
W  wierzchotkach
B, C* i D" ré6wnoleglo-
boku (A" B™ C" D") wy-
kreslmy proste réwno-
legle do promienia /", Rys. 202.
t. zn. proste prostopadie
do §ladu s,. Skoro na tych prostych odtozymy odcinki B"2"=C"3" =
=D"4"=A"1", to uzyskamy aksonometrje krawedzi bocznych uwaza-
nego szescianu.
Cwiczenie 4: Wyznaczy¢ rzuty aksonometryczne szeScianu, ktérego podstawa
lezy na rzutni: a) poziomej s, b) pionowej m,, c) bocznej w3, lub na plaszezyznie:
d) dowolnej a (por. rys. 202); e¢) a L @y, f) a L 3.

Cwiczenie 5: Wyznaczy¢ aksonometrje graniastostupa prostego o wysokos$ci 6 cm,
ktérego podstawsg jest pieciobok umiarowy, lezacy na dowolnej plaszczyznie a.

75. Powierzchnie ostroslupowe i graniastoslupowe. W uste-
pie 72 zajmowaliSmy si¢ podzialem wieloScian6w, przyczem szczegoOlniej-
szg uwage zwrociliSmy na ostroslupy i graniastostupy. Teraz rozsze-
rzymy nieco zakres naszych rozwazan.

Obierzmy w tym celu dowolny punkt wiasciwy W i pewien wielo-
kat — plaski lub skosny — (AB CDE), ktérego wierzcholkami sg punkty
wlasciwe A,..., E, a bokami sg odcinki (o dtugosci skonczonej!) AB,
BC, CD, DE i EA. Na boku np. AB tego wielokgta przyjmijmy dowolny
punkt 7' i oznaczmy przez t = W T prostg wtasciwa, tgczacg dany punkt W
z punktem 7. O takiej prostej {— W T m6éwimy, Ze ona przecina uwa-
zany wielokat (ABCDE) w punkcie 7. Uwazajmy punkt W za staty
(nieruchomy), a punkt 7 za ruchomy, ktéry porusza sie¢ stale tylko po
poszczeg6lnych bokach (t. zn. po odcinkach o dtugo$ci skonczonej!)
AB, BC, CD, DE i EA naszego wielokgta. Rownoczes$nie prosta wia-
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§ciwa t= WT roéwniez zmienia swoje polozenie w przestrzeni, przyczem
owa prosta:

1) przechodzi stale przez nieruchomy punkt wilasciwy W, i

2) przecina stale dany wielokat (AB CD E) w zmiennym (ruchomym)
punkcie 7.

0Ogo6t (zbior) tych wszystkich prostych wiasciwych t= W T lezy na
(przynalezy do) powierzchni, ktéra nazywamy?!) powierzchnig ostro-
stupowa. Punkt wlasciwy W jest wierzcholkiem, wielokat (ABCDE)
jest kierownica, a prosta = WT jest tworzgcg owej powierzchni.
Pworzace a—WA, b—WB, ¢c=WC, .d=— WD 1 e=WE,: laczgce
wierzcholek W tej powierzchni ostroslupowej z poszczegélnemi wierz-
chotkami A, B, C, D i E kierownicy, nazywamy jej krawedziami.
Wszystkie tworzgce powierzchni ostrostupowej, przecinajgce bok AB
kierownicy (ABCDE), przynalezg do jednej §ciany, ktora ograniczona
jest krawedziami a—= WA i b= WB. Na oznaczenie tej Sciany uzywaé
bedziemy symbolu: (ab). Uwazang powierzchnie ostrostupowg nazwiemy
piecioScienng, gdyz posiada ona pie¢ Scian, a mianowicie: (ab),
(be), (cd), (de) i (ea). W ogolnosci ,powierzchnia ostrostupowa n-§cienna“
posiada n Scian i n krawedzi, a jej kierownicg jest n-kat (wielokat o n
bokach i n wierzchotkach).

Z latwoS$cig zauwazymy, Ze skoro kierownicg powierzchni ostrostu-
powej piecioSciennej bedzie wielokat ptaski (ABCDE), to cze$é tej po-
wierzchni, ograniczong tréjkatami (WAB), (WBC), (WCD), (WDE)
i (WEA), oraz podstawg (ABCDE) stanowi ostrostup piecioScienny,
o wierzchotku W.

Zamiast punktu wlasciwego W, przyjmijmy teraz punkt nie-
wlasciwy W™ za wierzcholek powierzchni ostrostupowej. Tworzace
t=WF?%T,... tej powierzchni sg do siebie rownolegte (posiadajg wspolny
kierunek W) i przecinajg w punktach wiasciwych 7,... Kkierownice
(ABCDE). Rowniez i krawedzie a= W%A, b=W*B, ¢=W>C,
d=W?*D, e= W7YE tej powierzchni sg prostemi réwnolegtemi. Taka
powierzchni¢, o wierzchotku niewtasciwym W*, nazywamy powierzch-
nig graniastostupowa. Poniewaz powierzchnia ta posiada pie¢ Scian:
(ad), (be), (cd), (de) i (ea), przeto jest ona powierzchnig graniastostu-
powa piecioscienng.

Na krawedziach bocznych a, b, ¢, d i e powierzchni graniastostu-
powej I', ktérej kierownicg jest wielokat ptaski (AB CDE), odt6zmy od-
cinki rownej dtugosci i lezace po jednej stronie plaszczyzny pieciokgta
(ABCDE), a mianowicie: A7 — B2— C3= D4 — E5. Ottzymane w ten
sposOb punkty 1,...5 wyznaczg pieciokat plaski (12345), ktérego boki

Y) Tadeusz Zazowski: Geometrja wykreslna, Warszawa 1916, str. 163.
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12,..., 51 lezg odpow. na poszczegdlnych $cianach (ab),..., (ea) po-
wierzchni I'. Z latwoS$cig zauwazymy, Ze czeS¢ powierzchni graniasto-
stupowej I', ktéra ograniczona jest rownoleglobokami (AB21), (BC32),...,
(EA15), oraz dwoma wielokatami (ABCDE) i (12345), stanowi grania-
stostup piecio$cienny. '

76. Przekroje plaskie powierzchni graniastosilupowej. Nie-
.chaj dana bedzie dowolna plaszczyzna ¢ i powierzchnia graniastostupa I,
ktérej krawedziami sg proste rownolegle a [| b [|c[| d || e. Plaszczyzna &
przecina si¢ z poszczegllnemi krawedziami powierzchni I' w punktach:
1—as 2=0bs, 3=ce, 4=ds i 5=es. Plaszczyzna ¢ przecina Sciany
(ab), (be), (cd), (de) i (ea) uwazanej powierzchni graniastostupowej w od-
cinkach: 712, 23, 34, 45 i 51. Otrzymany w ten sposéb wielokat
(12345) na plaszczyznie ¢ nazywamy przekrojem plaskim po-
wierzehni graniastostupowej I' owg plaszczyzng e.

Zadanie 1: Dana jest powierzchnia graniastostupowa, ktorej wierz-
chotek W* lezy na osi 2, a kierownica (ABCDE) na plaszczyznie
o (k*, v*) rownolegte] do rzutni poziomej. Wyznaczy¢ przekroj tej po-
wierzchni dowolng ptaszczyzng e (hg, vp).

Rozwigzanie 1: Na rysunku 203 przyjeliSmy aksonometrje
(A®B"C"D" E") kierownicy, oraz rzut W2 wierzchotka tej powierzchni
graniastostupowej I'. Laczac punkt W, z wierzchotkami kierownicy
(4B...E), otrzymamy krawedzie a = W_A4,..., e= W_E powierzchni I'.
Poniewaz W, jest punktem niewlaSciwym osi z, przeto krawedzie a...e
'sg rOwnolegle do osi z. Aksonometrje a”, b, ¢, d" i e™ tych krawedzi
sg rownolegle do osi aksonometrycznej z", a aksonometrje a,,... e, rzu-
tow poziomych owych krawedzi sg punktami, ktore zjednoczyly sie
z poszezegbélnemi wierzchotkami wielokata (A,B,C,D, E}).

Celem wyznaczenia przekroju powierzchni graniastostupowej I" pta-
szezyzng ¢ (hg, vg), nalezy skonstruowaé¢ punkty przebicia si¢ krawedzi
a,..., e powierzchni I' z plaszezyzng s, albo tez krawedzie (odcinki!)
przeciecia si¢ poszczegélnych Scian owej powierzchni z plaszezyzng e.
Na rys. 203 poprowadziliSmy przez krawedzie & (b, b)) i c (¢", c,) pla-
szezyzng y (hy, vy), ktora jest w naszym przykladzie plaszczyzng po-
ziomo-rzucajacg. Plaszczyzna pomocnicza y = bc przecina plaszczyzne prze-
kroju ¢ w prostej & (k" k, = h}). Punkty 2 (2"=£k"b",2)) i 3 (3"=Fk"c", 3}),
przeciecia sie prostej k& z krawedziami b i ¢ powierzchni I', sa wierz-
chotkami wielokgta przekroju. Sciana (bc) powierzchni graniastostupo-
wej I' lezy na plaszczyznie y — bc i przecina si¢ z plaszczyzng ¢ w od-
cinku 23. Odcinek ten jest bokiem szukanego wielokgta przekroju. —
Za poSrednictwem plaszcezyzny y — bc wyznaczyliSmy tedy wierzchotki
2 3, oraz bok 23 wielokata przekroju. W zupelnie podobny sposob,
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uzywajgc do' pomocy plaszczyzn,
ktore przechodzg przez $ciany (cd),
(de) i (ea) powierzchni graniastostu-
powej I', skonstruowaé¢ mozemy dal-
sze wierzcholki 4 (4%, 4,), 5 (5™, 5,)
i 11~ 1,), oraz boki 34, 45, 51
i 12 zgdanego - przekroju (12345)
powierzchni I' ptaszezyzng s.
Rozwigzanie 2: Omowiona po-
przednio konstrukcja da sie jednak
znacznie uprosci¢. W istocie bowiem
trzy plaszezyzny: o, ¢iy=0bc prze-
cinajg si¢ w punkcie P, przez ktory
przejS¢ musza krawedzie p=uag,
Rys. 203. BC=ay i k=¢y. Aksonometrjg
owego punktu P jest na rysunku 203
punkt P», przeciecia si¢ prostych p” i B*C". Przypusémy, Ze dane sg
rzuty 2" i 2, punktu 2= be, przebicia si¢ krawedzi b (b", b,) po-
wierzchni graniastostupowej I' z plaszczyzng przekroju e. Poniewaz pro-
sta k= ¢y przejs¢ musi przez punkty P i 2, przeto aksonometrje k" tej
prostej otrzymamy, skoro potaczymy punkty P i 2. Proste k" = P"2"
i e"=C"W2 przetng si¢ w punkcie 3", ktory jest aksonometrjg
punktu 3= ce.

Podobnie wyznaczy¢ mozemy aksonometrje 47, 5” i 1" pozosta-
tych wierzchotkow zadanego wielokata przekroju (72345). Plaszczy-
zny a, ¢ i 0 =cd przecinajg si¢ w punkcie P,, ktoregn aksonometrja P
wyznaczona jest prostemi p® i C"D”". Prosta P]'3" jest obrazem akso-
nometrycznym krawedzi przeciecia si¢ plaszczyzn i 0 = cd, a punkt 47,
przynalezny do prostych P3" i d”, jest aksonometrja wierzcholka 4=de
wielokgta przekroju. Za posrednictwem punktéow P; i P}, przeciecia sie
elementu p” z prostemi D"E" i E*A", skonstruowa¢ mozemy zgdane
punkty 5" i 7. O ile konstrukcja powyzsza jest dokladnie przepro-
wadzona, to wowczas proste p*, A"B™ i 12" przecinajg si¢ w punk-
cie P?, gdyz jest on aksonometrjg punktu P,, nalezacego réwnoczesnie
do trzech ptaszczyzn: a, ¢i f=ab.

Z rozwazan ust. 66 wynika bezposrednio, ze wielokaty (A" B" C" D" E™)
i(@"273"475") sg Srodkowo-powinowate. Osig tego powinowactwa jest
prosta p, Srodkiem powinowactwa punkt W2, a promieniami powino-
wactwa sg aksonometrje a”,...e" krawedzi powierzchni graniastostupo-
wej I'. Poniewaz kierownice (ABC D E) powierzchni I' uwaza¢ mozemy
rOwniez za ,przekréj plaski“ powierzchni graniastostupowej I' dang
plaszczyzng a, przeto uzyskaliSmy nastgpujgce
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Twierdzenie: Pomigdzy aksonometrjami (prostokatnemi) dwdch
przekrojow ptaskich powierzchni graniastostupowej zachodzi w ogélnym
przypadku powinowactwo Srodkowe. Osig tego powinowactwa jest akso-
nometrja krawedzi przeciecia sig ptaszczyzn owych przekrojow, a promie-
niami powinowactwa sg aksonomelrje krawedzi uwazanej powierzchni
graniastostupowej.

Uwaga: Gdyby jedna z plaszezyzn przekroju byla aksonometrycznie-rzucajgca
lub réwnolegla do krawedzi powierzchni I' lub tez gdyby krawedzie owej powierzchni
graniastostupowej byly prostopadte do rzutni aksonometrycznej m, — to twierdzenie
powyzsze nie mialoby woéwcezas zastosowania.

Dotychezas badaliSmy zwigzki pomiedzy aksonometrjami wieloka-
tow (ABCDE) i (12345). Zastanowmy si¢ teraz nad zaleznoScig geo-
metryczng, jaka zachodzi w przestrzeni pomiedzy owemi wielokgtami.
Poprzednio zauwazyliSmy (por. rozwigzanie 2), Ze przez punkty P, P,
P, P, i P, krawedzi p = a¢ przechodzg odpowiednio proste: BC i 23,
CD i34, DEi45, EAib51, AB1i 12. Wnosimy stad (por. ust. 66)
o prawdziwosci nastepujacego

Twierdzenia: Pomiedzy dwoma przekrojami ptaskiemi powierzchni
graniastostupowej — o ile plaszczyzny tngce nie sg rownolegle do kra-
wedzi tej powierzchni — zachodzi powinowactwo Srodkowe. Osig tego
powinowactwa jest krawedZ przeciecia sie plaszczyzn tngcych, a promie-
niami powinowactwa sg krawedzie uwazanej powierzchni graniastostupowej.

Korzystajac z tego twierdzenia i rozwazan ust. 66 (por. tw. 3),
ustali¢ mozemy nastepujgce zaleznoS$ci:

Aksonometrje (A, B, C.D, E;)i(1, 2, 3,4, 5,) rzutbw pio-
nowych dwoch przekrojow plaskich powierzchni graniastostu-
powej I' sa w ogolnosci wielokatami srodkowo-powinowatemi.
Osig powinowactwa jest aksonometrja p, krawedzi p przecie-
cia si¢ plaszezyzn tnacych, a Srodkiem powinowactwa jest
rzut W» wierzchotka W_ owej powierzchni graniastostupowe;j.

Wielokaty (4,...E,)i(1,...5},), jak rOwniez (4, ...E;)i (I, ...5))
sqa w og6lnym przypadku tez wielokgtami perspektywicznie-powinowa-
temi. Osig powinowactwa w pierwszym przykladzie jest element p,,

a w drugim element p,’. Srodkiem powinowactwa jest punkt niewla-

sciwy W2, wzgl. W'
Zadanie 2: Dany jest (por. rys. 197) graniastostup prosty czworo-
$cienny, ktorego podstawa lezy na rzutni poziomej, oraz dowolna pila-
szczyzna ¢ (hg, v;). Wyznaczy¢ przekroj owego graniastostupa pta-
SZCZYyZng é&. :
Rozwigzanie: Krawedzie boczne a, b, ¢ i d graniastostupa pro-
stego wyznaczaja powierzchni¢ graniastostupowa czworoScienng I,

Plamitzer. Aksonometrja prostokgtna. 11
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a podstawa (ABCD) naszego graniastoslupa uwazang by¢é moze za
przekr6j plaski powierzchni graniastostupowej I' rzutnig poziomg .
W poznany poprzednio sposob skonstruujmy przekr6j (A.B,C.D,) po-
wierzchni I' dang plaszezyzng e (hg, v;), to pomiedzy wielokgtami
(A"B" C"D") i (A; B; C; D) zachodzi¢ bedzie powinowactwo srodkowe.
Osig tego powinowactwa jest aksonometrja h; $ladu poziomego pla-
szczyzny tnacej, gdyz slad h, jest krawedzig przeciecia sie ptaszezyzn o, i e.
Poniewaz powinowactwo perspektywiczne okreSlone jest osig h; i parg
homologicznych punktéw np. A" i A, przeto celem rozwigzania naszego
zadania wystarczy skonstruowaé tylko punkt A, (A7, A7), przebicia sig
krawedzi bocznej a (a”, a,) danego graniastostupa z plaszczyzng s. Po-
zostale wierzcholki Zzgdanego przekroju (A,B,C,D,) otrzymamy za po-
Srednictwem wymienionego powinowactwa Srodkowego.

Cwiczenie 1: Dane sg plaszezyzna e (h;‘, v") i szeScian, ktorego podstawa (rys. 202)
lezy na dowolnej plaszczyznie a (h), v}). Wyznaczyé aksonometrje przekroju tego sze-
$cianu plaszczyzng e.

Cuwiczenie 2: Rozwigzaé éwiczenie 1, jesli plaszczyzna tngca ¢ jest plaszczyznq.
a elm, belm, c:) 8 Ly, d el m, e e/, ) €] Ta.

wiczenie 3: Cwiczenie 1 rozwigzaé, jesli podstawa szeScianu lezy na rzutni:
a) poziomej my, b) pionowej s, c¢) bocznej s1;, lub na plaszezyzmie: d) a L my (por.
rys. 201), ¢) @ L @y, f) a//x, g) @ L @w,.

77. O kolineacji ukladéw plaskich. W ust. 66 ustanowiliSmy
pomiedzy dwoma ukiadami plaskiemi powinowactwo. Teraz zajmiemy
sig takq zaleznoScia geometryczng, ktora jest nieco ogélniejszg od po-
winowactwa.

Uwazajmy dwa uklady plaskie () i (@), ktorych podstawami sg
dwie dowolne plaszczyzny wlasciwe a, i a,, przecinajace si¢ w prostej
wiasciwej p = a, a,, albo tez dwie plaszczyzny «, i a, zjednoczone (na-
krywajace si¢) na jednej i tej samej plaszczyznie wlasciwej a. Pomigdzy
temi ukladami plaskiemi (a;) i (a;) ustané6wmy nastepujgca zaleznos¢
geometryczng :

1. Niechaj kazdemu punktowi A, pierwszego uktadu (a,) podporzadko-
wany bedzie jeden i tylko jeden punkt A, drugiego uktadu (a,), i wzajemnie.

2. Niechaj kazdej prostej b, uktadu (a,) odpowiada jedna i tylko
jedna prosta by, w uktadzie (a;), i wzajemnie.

3. Punktowi A, i prostej b,, przynaleinym do siebie w uktadzie (a,),
niechaj podporzgdkowane bedg w uktadzie (a;) punkt A, i prosta b, kicre
rowniez przynalezg do siebie. :

4. Punkty podporzgadkowane: A, i A;, B, i B,,... niechaj le¢q na
takich prostych, ktére przecinajg si¢ w stalym punkcie wtasciwym S,
a proste. podporzgdkowane: a, i ay, b, i by,... niechaj przecinaja sig na
statej prostej wiasciwej p.
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Ustanowiong w ten sposob zaleznos$¢ geometryczng pomiedzy ukia-
dami plaskiemi (a,) i (¢;) nazywamy kolineacjg Srodkowg lub per-
spektywiczng (wzgl. homologjg). Punkty A, i A, lub proste b, i b,,
podporzadkowane sobie w obu tych ukladach Srodkowo-kolineacyj-
nych («,) i (a;), nazywamy elementami homologicznemi. Proste A, A;,
B, By,..., 1aczace pary punktow homologicznych, nazywamy promie-
niami kolineacji, a ich wspélny punkt przeciecia S nazywamy $rod-
kiem kolineacji. Stala prosta wlaSciwa p, na ktérej przecinaja sie
pary homologicznych prostych: a, i a;, b, i by,... jest osig koli-
neacji. W przypadku dwoch roéznych od siebie plaszezyzn a, i a,, osig
kolineacji jest krawedz p = ¢, a; przeciecia sie tych plaszczyzn.

Jako przyklad takiej kolineacji srodkowej niechaj postluzy nam za-
lezno$é, zachodzaca (por. rys. 204) pomiedzy dowolnym ukladem pla-
skim (@) a jego rzutem $rodkowym (per-
spektywg). Uwazajgc punkt wiasciwy S za
§rodek rzutéw, a plaszczyzne m za tlo, to
wowczas: kazdemu punktowi A plaszezyzny a
podporzadkowana jest jego perspektywa A,
a kazdej prostej / ukladu (e¢) jej perspekty-
wa ['. Jezeli elementy A i / przynalezg do
siebie, to roOwniez i elementy im podporzad-
kowane A' il' przynalezg tez do siebie. Osig
kolineacji jest krawedz p=—awm, Srodkiem
kolineacji jest srodek rzutow S, a promie-
niami Kkolineacji sg promienie rzucajace
AA, BB',..., przechodzace przez Srodek S.

Wezmy teraz pod uwage dwa plaskie uklady ,perspektywicznie-
kolineacyjne“ czyli ,$rodkowo-kolineacyjne“ (a,) i (ay), zlgczone na
jednej i tej samej (rys. 205) ‘plaszczyZnie ry-
sunkowej. Osig kolineacji niechaj bedzie prosta
wiasciwa p, a Srodkiem kolineacji punkt wia-
§ciwy S. Skoro dana jest jedna para homolo-
gicznych punktow 4, i A, tych ukltadow («,) i(ay),
przyczem promien kolineacji a musi przechodzié
‘przez $rodek S — to wowezas, korzystajac z usta-
lonych zaleznoSci 7, 2, 3 i 4, skonstruowa¢ mo-
zemy dowolng ilo$¢ par elementow homologicz-
nych przyjetych ukladow (a,) i (ay). Prostej b,
ktora przechodzi przez punkt A, i przecina oS
kolineacji p w punkcie B, podporzagdkowana jest w ukladzie (a;) prosta
b, — BA,, laczaca punkty B i A;. Dowolny promien kolineacji przecina
proste b, i b, w dwoch homologicznych punktach C, i C,. Podobnie

11*
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prostej 4, = C, L, uwazanej za element ukiadu («,), odpowie w ukia-
dzie (a,) prosta L, = C, L.

Majgc dane elementy: S, p i A,, A;, wzgl. A i A’ skonstruowaliSmy
(por. rys. 205 i 204) dalsze pary homologicznych punktéw, oraz pary
homologicznych prostych dwoch plaskich uktadow Srodkowo-kolineacyj-
nych. Z tatwoscig zauwazymy jednak, ze powyzsze konstrukcje dadza
sie roOwniez przeprowadzi¢ i wowczas, gdy zamiast pary punktéw ho-
mologicznych przyjmiemy pare prostych homologicznych b, i b,, wzgl. /
il'. A zatem: -

Kolineacja srodkowa, zachodzgca pomiedzy dwoma ukladami pta-
skiemi, jest wyznaczona wowczas, skoro dane sq: Srodek kolineacji, 0$
kolineacji i para homologicznych elementow (punktow lub prostych).

Na rys. 206 niechaj dane bedg: oS§ kolineacji p, srodek S i para
punktéow homologicznych 4, i A;, lezgca wraz ze Srodkiem S na jednej
prostej (promieniu kolineacji). Przez dowolny punkt B osi p przechodzi
para homologicznych prostych b, = BA, i b, — BA,. Poniewaz kazdy
promienn kolineacji przecina proste b, i b, w dwoch punktach podpo-
rzagdkowanych sobie w ukladach perspektywicznie-kolineacyjnych («,)
i (a;), przeto rowniez i promien kolineacji f, wykreSlony ze srodka S
rownolegle do prostej b,, przetnie si¢ z elementami b, i b, w dwoch
homologicznych punktach 7"=1tb, i T, ==1b,. Punktowi nie wtasci-
wemu 7, prostej b, podporzgdkowany jest zatem punkt wiasciwy 7,
na prostej b,. Skoro przez s$rodek S poprowadzimy promien kolineacji
r|| by, to wowczas punktowi wlasciwemu R, —rb, odpowiada na pro-

a\s 5 stej b, punkt niewlasciwy R,"—rb,.
W Przez punkt 7,° poprowadZmy
92 /4 2 proste b, (| c, || d,, przecinajace si¢

G . Az 5 %" zosigkolineacji p wpunktach B, C, D.
e bt o \ / S Owym prostym, w mys$l ustalonych
D

T 5 zaleznosci 1,...4, podporzgdkowa-
F Z  ne beda w ukladzie (a,) proste:
ol ¢ b,=T,B, ¢,.=T,C i d,=T,D,

ATl 5 przecinajace sie w punkcie wilasci-

Rys. 206. wym 7,. Zamiast punktu D obierz-

my punkt niewiasciwy G* na osi p.

Laczac 6w punkt G” z punktami 7" i T,, uzyskamy dwie proste homolo-
giezne: g°=G"T,” i g,=— G* T;, Podobnie proste z2; — G*R, i z;; = G* R
sgq rowniez elementami homologicznemi ukladow (a,) i (a;). Prostej nie-
wltasciwej ¢ ukladu (a;) podporzadkowana jest w ukladzie (a,)
jedna i tylko jedna prosta wlasciwa g,, rOwnolegta do osi
kolineacji p. Prostej niewlasciwej z,° ukladu (a;) podporzgdkowana jest
w ukladzie (¢,) jedna $ciSle okreSlona prosta wlaSciwa z;, ro6wnolegla
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do osi kolineacji p. Proste g, i 2, nazywamy: prostemi granicznemi,
prostemi zbiegu lub osiami wzajemnemi dwoch ptaskich uktadow
srodkowo-kolineacyjnych. Prosta graniczna g, przynalezy do ukiadu (),
a’ prosta zbiegu z, do uktadu (o).

Punkt G” osi p polaczy¢ mozemy wreszcie z punktami np. A, iA4,,
to uzyskane proste homologiczne e, = G* A, i e, = G” A, sg rOwnolegte
do osi kolineacji. Wkoncu zauwazy¢ musimy, ze w kazdym punkcie B
osi kolineacji p nakrywaja sie¢ dwa homologiczne punkty B; i B,.

Z Yatwoscig zauwazymy, ze takie same wilasnoSci posiadajg dwa
plaskie uklady srodkowo-kolineacyjne, ktérych podstawami sg (np. pla-
szcezyzna o i tlo @) dwie rozne plaszczyzny wiasciwe. Na rys. 204 punk-
towi W* podporzadkowany jest punkt W', a punktowi U element U,.
Proste 2’ [[p i g || p sa osiami granicznemi dwé6ch ukladéw perspekty-
wicznie-kolineacyjnych (a) i (w). Mozemy tedy powiedzie¢ ogolnie, ze
dwa ptlaskie uklady $rodkowo-kolineacyjne (a,) i (a;), bez wzgledu na
to, czy ich podstawami sg dwie rézne plaszczyzny a, i a,, czy tez dwie
plaszezyzny zjednoczone na wspolnej plaszezyznie a — posiadaja naste-
pujace wilasnosci:

a) Prostej niewlasciwej jednego uktadu podporzadkowana
jest w drugim ukladzie prosta graniczna, rownolegta do
osi kolineacji p, i wzajemnie.

b) Kazdemu punktowi niewlasciwemu jednego uktadu pod-
porzadkowany jest w drugim ukladzie jeden i tylko jeden
punkt wilasciwy, lezacy na prostej granicznej drugiego ukiadu,
i wzajemnie.

¢) Prostym rownoleglym jednego ukladu podporzadko-
wane sg w ukladzie drugim takie proste, ktore przecinajg sie
w punkcie na osi granicznej drugiego ukiadu, i wzajemnie.

d) Dwie homologiczne proste e, i e, sg do siebie row-
nolegte tylko wowczas, jezeli owe proste sg rownolegte do osi
kolineacji p.

e) W kazdym punkcie B osi kolineacji p zjednoczone sg
dwa homologiczne punkty B, i B,.

Skoro poro6wnamy te wlasnosci z wiasnoSciami a)...e) dwoch pla-
skich ukladow $rodkowo -powinowatych, podanemi w ust. 66, to zwro-
cimy uwage na wybitne roznice. Odnosza si¢ one do wlasnoSci, wy-
mienionych pod a), b) i ¢). Natomiast wspolne sg dla tych dwoch zwigz-
kow geometrycznych wilasnosci, wypisane pod d) i e). Na tem miejscu
zaznaczy¢ nalezy, Ze powinowactwo Srodkowe jest tylko szczegoOlnym
przypadkiem kolineacji Srodkowej. Skoro bowiem dla dwoch plaskich
uktadoéw perspektywicznie-kolineacyjnych («,) i (a;) zatozymy, ze Srodek
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kolineacji jest punktem niewlasSciwym S%, to owe uklady sg ,Srod-
kowo-powinowate“.

Zbadajmy teraz zalezno$¢, zachodzgcg pomiedzy Srodkiem koline-
acji, osig kolineacji i prostemi granicznemi. Na rys. 206 wykresliliSmy
proste: r||b, i t|/ b, wige odcinki ST, i R, B sg sobie réwne. Po-
prowadzmy nastepnie odcinki S7 | g, i R,2 | p, a poniewaz prosta
zbiegu g, jest rownolegla do osi p, przeto katy << S7,71 1 <R, B2 sa
sobie rowne, a trojkaty prostokatne (S7,7) i (R,B2) sa przystajgce.
Z przystawania owych trojkatow wynika rownosé odcinkow S7—R, 2.
UdowodniliSmy tedy nastepujgce

Twierdzenie: Dla dwdéch plaskich uktadow srodkowo-kolineacyjnych
odlegtos¢ Srodka kolineacji od jednej prostej granicznej rowng jest od-
legtosci drugiej prostej granicznej od osi kolineacyi.

Twierdzenie powyzsze stosuje sie nietylko do dwoch Kkolineacyj-
nych ukladow (a,) i (a3), zjednoczonych na jednej plaszczyznie wiasci-
wej a, ale rOwniez i do dwoch takich uktadéw, ktérych podstawami sg
dwie dowolne plaszezyzny wilasciwe a; i ;. Na rys. 204 wykre§liliSmy
najpierw proste SW'|[m i SU|| m', a nastepnie przez punkt W' pro-
stg zbiegu 2’ || p, oraz prostg graniczng g [/ p. Wnosimy stad o rownosci
odcinkéw: SW'=UT,, i SU=W'T,, a tem samem o prawdziwosci
naszego twierdzenia.

Przejdzmy teraz do zwigzkoéw nieco ogolniejszych, anizeli kolineacja
srodkowa. Niechaj dla dwoch plaskich ukladéow (o) i (a;) — ktérych
podstawami sg dwie rézne od siebie plaszczyzny wlasciwe @, i a,, albo
tez dwie plaszczyzny @, i a, zjednoczone z plaszczyzng wiasciwg a —
spetnione bedg poprzednio wymienione w ust. 77 zalezno$ci: 1, 2 i 3,
a nadto, w miejsce zwigzku 4, ustanowmy nowg zalezno$¢:

5. Katdemu punktowi niewtasciwemu Z7 uktadu (a,) podporzad-
kujmy jeden i tylko jeden punkt wlasciwy Z, w uktadzie (ay), i wza-
Jjemnie. v

Skoro wykluczymy zwigzek 4, to ustalong w powyzszy sposob za-
lezno$¢ geometryczng pomiedzy dwoma uktadami ptaskiemi (a,) i (a,) na-
zywamy kolineacjg og6lng, homografjg lub wprost kolineacja.

Z latwoscig zauwazymy, Ze dwa plaskie uktady kolineacyjne
(a) i (ay) posiadaja nastepujgce wiasnosci:

a) Prostej niewlasciwej jednego ukladu podporzadkowana
jest w drugim ukladzie prosta wlasciwa, zwana prostg gra-
niczng (zbiegu, wzgl. wzajemng).

b) Prostym réwnoleglym jednego ukladu podporzgdko-
wane sg w ukladzie drugim takie proste, ktére przecinajg sie
w punkcie na prostej granicznej drugiego ukladu, i wzajemnie.
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Natomiast nie sg wcale spelnione wilasno$ci, wypisane poprzednio
pod d) i e), gdyz dwa uklady kolineacyjne (homograficzne) me posia-
dajg ani Srodka, ani osi kolineacji.

W ust. 66 dowiedliSmy prawdziwosSci trzech twierdzen, oznaczo-
nych przez 1, 2 i 3, dla dwoch ukladow powinowatych. W zupelnie ana-
logiczny spos6b udowodni¢ mozemy nastepujace

Twierdzenie 1: Dwa uklady plaskie, kolineacyjne z trzecim ukla-
dem ptaskim, sg miedzy soba tez kolineacyjne.

Twierdzenie 2: Rzut ukosny dwdich ptaskich uktadow kolineacyj-
nych na dowolng rzutnie wyznacza na owej rzutni dwa nowe uklady
kolineacyjne.

Twierdzenie 3: Rzut ukosny dwdch plaskich uktadéw srodkowo-
kolineacyjnych na dowolng rzutnie wyznacza na owej rzutni dwa nowe
uktady srodkowo-kolineacyjne.

78. Przekroje plaskie powierzchni ostroslupowej. Dowolny
czworokat (A, B, C, D,), lezacy (rysunek 207) na rzutni poziomej, uwa-
zajmy za kierowniceg, a punkt wilasciwy W (W=, W;) za wierzchotek po-
wierzchni ostrostupowej I'. Proste a" = Wm"Ar, b»=W=B?, ¢"= W"Cr
id"=W"D; sg aksonometrjami krawedzi uwazanej powierzchni ostrostu-
powej czworoscien-
nej. Niechaj zadaniem %

. g,
naszem bedzie wyzna- s
czenie punktow prze-
bicia si¢ krawedzi
a— WAI, b= WBl)
powierzchni I' z rzut- =
nig np. pionowg . LRy

. Q. a

0/7
W tym celu przez pro- v

sta b= WB, popro-
wadzmy plaszczyz- Y

ne poziomo-rzucajaca Y 5 Fl‘ .
B(hy=B1 W, vf|2), TN MEEEmS

to punkt B =b"vj e PR Yy \’: f

jest oczywiscie rzu- Sl fad N N o’”
tem aksonometrycz- 7 o/ Jre Bl 22
nym punktu B, = b, 4 om A SN
w ktéorym krawedz b ' Rys. 207.

przebija rzutnie pio-
nowg m,. W podobny sposéb moglibySmy wyznaczy¢ obrazy aksono-
metryczne A7, C; i D7 punktoéw przebicia si¢ trzech pozostatych kra-
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wedzi a, ¢ i d powierzchni ostrostupowej I' z rzutnig pionowa m,. Za-
miast plaszczyzn poziomo-rzucajgcych, uzy¢é mozemy do konstrukeji ta-
kich ptaszezyzn, z ktorych kazda przechodzi przez dwie krawedzie po-
wierzchni ostrostupowej I'. Wezmy pod uwage np. plaszczyzne o = be,
wyznaczong krawedziami b = WB, i ¢= WC(,. Rzutnia &, plaszczyzna
przekroju =, i plaszezyzna o = bc przecinajg si¢ w punkcie P, — m, w, o,
przez ktory przejsé muszg krawedzie x = m, 1, , B, C, =m0 i k= 7, 0.
Punkt P7, przecigcia si¢ prostej B!C! z osig aksonometryczng x”,
jest obrazem aksonometrycznym owego punktu P,. Poniewaz krawedz
ky =m, w przej$¢ musi przez punkt P, —=m m, o i przez poprzednio
wyznaczony punkt B, = bm,, przeto (rys. 207) aksonometrje & tej kra-
wedzi otrzymamy, skoro polaczymy punkty Pp i Br. Proste k' = Pp B!
i ¢" = W Cr przecinajg si¢ w punkcie C7, ktory jest aksonometrjg szu-
kanego punktu C, = cm,.

Podobnie wyznaczy¢ mozZemy aksonometrje D i A7 punktow
D, =dm, i Ay=aum,. Plaszczyzny m,, m; i 0 = cd przecinajg si¢ w punk-
cie P, — m, m, 0, ktérego aksonometrja P? wyznaczona jest prostemi x”
i CpD7. Prosta P;Cy jest obrazem aksonometrycznym krawedzi prze-
. ciecia sie plaszezyzn m, i'0=cd, a punkt D, przynalezny do prostych
P;Cp i d», jest aksonometrjq zadanego punktu D, =dm,. Za posSred-
nictwem punktu P7, w ktorym prosta D7 A? przecina si¢ z osig x", wy-
kresli¢ mozemy prosta P; D; oraz punkt A?. Element P; jest bowiem
aksonometrjg punktu P,, w ktorym przecinajg sie plaszczyzny =, m,
i v=da, a punkt A jest aksonometrjag punktu przebicia si¢ krawedzi
a= WA, z rzutnig m,. O ile powyzsza konstrukcja jest dokladnie prze-
prowadzong na rys. 207, to proste A’B! i ArB} muszg si¢ prze-
cig¢ w punkcie P! na osi x". Element P} jest bowiem obrazem akso-
nometrycznym punktu P,, przez ktory przechodzg trzy plaszezyzny:
Ty, Wy i ab.

Na rys. 207 wyznaczyliSmy aksonometrje A7, B, C; i D} punk-
tow przebicia si¢ krawedzi a, b, ¢ i d przyjete] powierzchni ostrostupo-
wej I' z rzutnig pionowa m,. Plaszezyzna &, przecina Sciany (ab), (bo),
(ed) i (da) powierzchni I' w odcinkach: A,B,, B,C,, C;D, i D, A;.
Otrzymany w ten sposob wielokat (4,B,C,D,) na plaszczyznie m, na- .
zywamy przekrojem ptaskim powierzchni ostrostupowej I' plaszczy-
zng @,. Wielokat zas (ArBrCrDr) jest obrazem aksonometrycznym
owego przekroju ptaskiego. Kierownice (4,B, C,D,) powierzchni ostro-
stupowej I' uwaza¢ mozemy rowniez za ,przekroj ptaski“ powierzchni I’
rzutnig poziomg s, .

Z latwoscig zauwazymy, opierajgc sie na przeprowadzonej poprzed-
nio konstrukeji i na rozwazaniach ust. 77, ze wielokaty (AfByC;D})
i (ArBrCrDJ) sa Srodkowo-kolineacyjne. Osig tej kolineacji jest pro-
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sta x", Srodkiem Kkolineacji punkt W~", a promieniami kolineacji proste
a", b, ¢ i d". UzyskaliSmy zatem nastepujace

Twierdzenie: Pomigdzy aksonometrjami (prostokgtnemi) dwdch
przekrojow ptaskich powierzchni ostrostupowej zachodzi w ogdlnym przy-
padku kolineacja Srodkowa. Osig tej kolineacji jest aksonomeltrja krawe-
dzi przeciecia sie plaszczyzn owych przekrojow, a Srodkiem tej kolineacji
jest aksonometrja wierzchotka uwazanej powierzchni ostrostupowej.

Uwaga: Gdyby jedna z plaszezyzn przekroju byla aksonometrycznie-rzucajgca
lub przechodzita przez wierzchotek W powierzchni ostrostupowej I, to twierdzenie po-
wyzsze nie mialoby woéweczas zastosowania.

Z dotychezasowych rozwazan naszych wiadomo nam (por. rys. 207),
76" proste v Ay By 1 ASB SRNEG I BAC, S Cr Dt ol vootaz DA DSAY
przecinajg si¢ parami w punktach P,, P,, P, i P;, ktore lezag na kra-
wedzi x —=m, w,. Wnosimy stad (por. ust. 77) o prawdziwoS$ci naste-
pujacego

Twierdzenia: Pomiedzy dwoma przekrojami ptaskiemi powierzchni
ostrostupowej — o ile ptaszczyzny tngce nie przechodzg przez wierzcho-
lek tej powierzchni — zachodzi kolineacja srodkowa. Osig kolineacji jest
krawedZ przeciecia sie ptaszczyzn owych przekrojow, a Srodkiem kolinea-
¢ji jest wierzchotek uwazanej powierzchni ostrostupowej.

Z tego twierdzenia i z ostatniego twierdzenia ust. 77 wynika bez-
posrednio zalezZnosSc:

Aksonometrje (A"B"C;"D") i (A;"B;"C,"D;") rzutow
poziomych dwoéch przekrojow ptaskich powierzchni ostrostu-
powej I' s3 w ogollnosci wielokgtami $rodkowo-kolineacyj-
nemi. Osig kolineacji jest aksonometrja rzutu poziomego kra-
wedzi przeciecia si¢ plaszezyzn tnacych, a Srodkiem Kkolineacji
jest rzut W), wierzcholka W owej powierzchni ostrostupowej I'.

Podobnie zachodzi w og6lnym przypadku kolineacja srodkowa po-
miedzy aksonometrjami rzutéw pionowych (wzgl. bocznych) owych prze-
krojow plaskich. Punkt W, (wzgl. W) jest $rodkiem tej kolineacji,
a aksonometrja rzutu pionowego (wzgl. bocznego) krawedzi przeciecia
sie plaszczyzn tnacych jest osig owej kolineacji.

Zadanie 1: Dane sg na rys. 208 rzuty aksonometryczne ostrostupa
piecioSciennego, ktérego podstawa lezy na rzutni poziomej m,. Wyzna-
czyC przekréj tego ostrostupa ptaszczyzng ¢ (h;, v;) rownoleglg do osi x.

Rozwiazanie 1: KrawedZ b — W B ostrostupa przebija plaszczy-
zne ¢ w punkeie 2 (27, 2;’). Punkt 2 wyznaczyliSmy przy pomocy pla-
szczyzny boczno-rzucajgcej f (kg = by, hj || x"), ktora przeprowadziliSmy
przez krawedZ b. Plaszczyzny ¢ i  przecinajg sie w krawedzi f=¢p,
a rzut aksonometryczny f* wyznacza na prostej b"= W"B" szukany

~
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punkt 2°. Pomiedzy aksonometrja (A"B"C"Dm™E™) podstawy ostro-

stupa i aksonometrjg (77273"4"5") jego przekroju zachodzi kolineacja

srodkowa. Majgc dane: Srodek kolineacji W, o§ kolineacji p” = h; oraz

pare homologicznych punktow

Wi g hé-ls B" i 2", wyznaczy¢ mozemy

i (za posrednictwem punktow P},

Pp, P i P!') aksonometrje po-

zostalych wierzchotkow wielo-
kata przekroju (12345).

Rozwigzanie 2: Poniewaz

ptaszczyzna tnaca ¢ (hg, k; ) jest

boczno-rzucajgca, przeto akso-

- nometrja (17, 27 3, 4, 57) wie-

paY: \&’ lokagta przekroju leze¢ musi na

Rys. 208. prostej k;. Aksonometrja £k

§ladu bocznego plaszczyzny e

przecina si¢ z prostemi a, =W, A},..., €, =W, E, w punktach

1,,... 5. Proste odnoszgce, wykreSlone z owych punktéw réwnolegle

do osi x", wyznaczg na prostych a"= W"A~»... e*= W"E" punkty

17, 27, 3", 4™ i 5", bedgce aksonometrjami wierzchotkéw wielokata

przekroju.

Cwiczenie 1: Rozwigzaé poprzednie zadanie, jezeli plaszczyzng przekroju jest ele-
ment: a) cfly, b) ellz, - ¢c) el sy d) e=mg, e) elfms.

Cwiczenie 2: Zadanie 1 rozwigzaé woéweczas, jezeli podstawa ostrostupa lezy na
plaszczyznie: a) alm, b) alm, c¢) af/x, d) alm,, e) a=m,a [f) alx

Cwiczenie 3: Czworoscian umiarowy, ktérego podstawa lezy na dowolnej pla-
szezyznie a (hg, vy), przeciaé: a) dowolng plaszezyzng f3 (h[}', vé'),_ b) rzutnig poziomg m,,
c¢) rzutnia aksonometryczng 7,.

Zadanie 2: Na rysunku 207 dany jest rzut aksonometryczny po-
wierzchni ostrostupowej czworoSciennej, oraz dowolna plaszezyzna
¢ (hg, vg). Nalezy skonstruowaé¢ aksonometrje przekroju tej powierzchni
plaszczyzng e.

Rozwigzanie: Celem rozwigzania powyzszego zadania, naleza-
loby wyznaczy¢ obrazy aksonometryczne punktow A=—ae, B=bs,
C=ce i D=ds, przebicia si¢ krawedzi a = WA,,..., d= WD, po-
wierzchni ostrostupowej I' z pltaszczyzng przekroju . Poniewaz na ry-
sunku 207 obok rzutu aksonometrycznego kierownicy (4, B, C, D,), po-
dana jest aksonometrja (A7B»C»Dr) przekroju powierzchni ostrostupo-
wej I' rzutnig pionowa m,, — przeto konstrukcja nasza da si¢ znacznie
uproscié. Oznaczmy mianowicie przez 1" i 2" punkty przeciecia sie od-
cinkow B2 C! i A D z elementem hg, a przez 3" i 4" punkty przecie-
cia sig odcinkéw B;Cr i A:D” z elementem o?. Poniewaz boki B, C,
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i B, C, leza na $cianie (bc) powierzchni ostrostupowej I', przeto punkty
1™ i 3" sa aksonometrjami punktéw przebicia sie owych dwo6ch bokow
z plaszczyzng &, a prosta 13" jest aksonometrjg krawedzi przeciecia sig
plaszezyzny ¢ ze Sciang (bc). Punkty B" i C", w ktérych prosta 13"
przecina si¢ z elementami 6" = W"B? i ¢*= W"C7, sa obrazami akso-
nometrycznemi punktow B=be¢ i C=ce przebicia si¢ krawedzi b= WB5B,
i c= WC(, z dang plaszczyzng . Podobnie prosta 274" jest rzutem akso-
nometrycznym krawedzi przeciecia sie Sciany (ad) powierzchni ostrostu-
powej I' z plaszczyzng przekroju &, a punkty A" i D™ sg aksonometrjami
punktow A—=as i D—=de¢ przebicia si¢ krawedzi a = WA, i d= WD,
z dang plaszczyzng e.

Uzyskane w ten sposéb punkty A" B", C"iD" sg aksonometrjami
wierzcholkow wielokata, wedlug ktérego plaszczyzna e przecina po-
wierzchni¢ ostrostupowg I'. Wiadomo nam, ze pomiedzy wielokatem
(A B C* D) a wielokatem o wierzchotkach A", B", C*i D" zachodzi ko-
lineacja Srodkowa. Srodkiem tej kolineacji jest punkt W~, a osig koli-
neacji prosta h; (t. . aksonometrja krawedzi h,= m, ¢ przecigcia si¢ pta-
szezyzn tngcych m, i ¢). Punktom B} i C! pierwszego wielokata podpo-
rzadkowane sg punkty B” i C" wielokgta drugiego, przyczem punkty
homologiczne B? i B" lezg na promieniu kolineacji b = W" B}, a punkty
homologiczne Cp i C* na promieniu kolineacji ¢" = W” C. Poniewaz
punkt 7" lezy na osi Kolineacji h?, przeto odcinkowi Cr1" pierwszego
wielokgta podporzgdkowany jest odcinek (o dlugosci skonczonej!) C"1*
wielokata drugiego. Ze Srodka Kkolineacji W” wykreSlmy (rys. 207) do-
wolny promien #", ktéry przecina si¢ z prostemi homologicznemi C;B?
i C" B w punktach homologicznych 77 i 7". Natomiast promiefi koli-
neacji e” || BC"® wyznaczy na owych prostych dwa homologiczne
punkty EP i EZ, przyczem drugi z tych punktéw jest elementem nie-
wlasciwym. Wnosimy stgd, Ze odcinkowi (o diugosci skorfczonej)
1" E} B} pierwszego wielokgta podporzadkowany jest w wielokgcie dru-
gim odcinek 1" E2B" o dlugosci nieskonczenie wielkiej. Przez
punkt W" wykreSlmy wreszcie promien f* réwnolegly do prostej 27 D",
to zauwazymy z latwoscig, ze odcinkowi (o dtugosSci skonczonej) D} Fp Ap
pierwszego wielokata podporzadkowany jest w wielokacie drugim row-
niez odcinek D"F2A" o dlugoSci nieskonczenie wieclkiej. Wielokgtowi
(Ar Br Cr DMy podporzadkowany jest zatem kolineacyjnie wielokat plaski
o wierzchotkach A”,B",C" i D", oraz o bokach A"B", B"E»(C", C*D"
PD"Fr A",

79. Punkty przebicia si¢ prostych z wieloScianami. Celem
wyznaczenia punktéw przebicia sie¢ dowolnej prostej / z danym wielo-
Scianem I', nalezy przez ! poprowadzi¢ pomocniczg ptaszczyzne ¢ i skon-
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struowaé przekr6j owego wieloScianu I' tg plaszeczyzng. Poniewaz na
plaszczyznie ¢ lezy prosta [ i wielokat przekroju, przeto punkty, w kto-
rych prosta !/ przetnie si¢ z poszczeg6lnemi bokami wielokata przekroju,
sq szukanemi punktami przebicia si¢ danej, prostej / z wielo$cianem I'.

Zadanie 7: Dane sg rzuty aksonometryczne dowolnej prostej /
i ostrostupa piecioSciennego. Nalezy skonstruowac punkty przebicia sig
prostej / z tym ostrostupem.

Rozwigzanie 1: Konstrukcja znacznie si¢ uprosci, jezeli przez
dang prostg [ (I, I,’) poprowadzimy (rys. 208) plaszczyzne¢ boczno-rzu-
cajaca ¢ (k; =1). Plaszczyzna ta przetnie dany ostrostup w wielokgcie
(12345), dla ktérego wyznaczyliSmy rzut aksonometryczny (17...5").
Prosta " przecina si¢ z bokami 7"5" i 2"3" w punktach R" i Q-, ktére
sg aksonometrjami szukanych punktéw R i Q, przebicia si¢ prostej /
z danym ostrostupem.

Rozwigzanie 2: Do rozwigzania naszego zadania bardzo czgsto
uzywamy tez takiej plaszczyzny pomocniczej 4 = W/, ktora przechodzi
przez dang prosta ! i wierzchotek W ostrostupa. Na rys. 209 wykresli-
liSmy przez punkt W (W=, W)
prosta w (w", w,), rownoleglg do
danej prostej / (I, ), a nastep-
nie dla ptaszczyzny A= Wli=wl
wyznaczyliSmy  aksonometrje
h; = H} Hj jej Sladu poziomego
h;. Poniewaz podstawa (ABCD)
przyjetego ostrostupa lezy na
rzutni poziomej m,, przeto punk-
ty 1® i 2 — przecigcia si¢ bo-
kow A" B* i B" C" z prostg hj —
/ sg aksonometrjami takich punk-

Rys. 209. _ tow 1 i 2, w ktorych S$lad po-

ziomy h; plaszczyzny A przecina

podstawe (AB CD). Pomocnicza plaszczyzna A — W1 przecina ostrostup

czworoscienny w trojkagcie (W12), a punkty R (R*, R,) i Q (Q", Qy), le-

zace na prostej / i na bokach W1, W2 owego trojkata przekroju, sg
szukanemi punktami przebicia si¢ prostej / z danym ostrostupem.

Cwiczenie 1: Wyznaczyé punkty przebicia si¢ prostej Z (I, 1) z czworoScianem
umiarowym, ktérego podstawa lezy na dowolnej ptaszczyznie a (A2, vl).

Zadanie 2: Dane sg rzuty aksonometryczne graniastostupa i do-
wolnej prostej /. Wyznaczy¢ nalezy punkty przebicia sie tej prostej
z owym graniastostupem.

Rozwigzanie 7: Przez dang prostg / (I, l;) poprowadzmy np.
plaszczyzne pionowo-rzucajacg ¢ (v; = 1,) i skonstruujmy przekroj owego
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graniastoslupa owag plaszczyzng e. Punkty, w ktorych prosta / przecina
0w przekréj, rozwigzujg zadanie.

Rozwigzanie 2: Do konstrukeji uzy¢ mozemy tez takiej pomoc-
niczej plaszezyzny A, ktéra przechodzi przez dang prostg [ i jest row-
noleglta do krawedzi bocznych przyjetego graniastostlupa. Celem wy-
znaczenia plaszezyzny A, obierzmy
(rys. 210) na prostej I (I",1,) do-
wolny punkt P (P, P,) i popro-
wadzmy przezen prostg m (m", m}),
rownolegla do Kkrawedzi bocznej
a (a, a,) graniastostupa. Plaszczyz-
na A =Im — dla ktérej wyznaczono
aksonometrje k] = HH}, jej Sladu
poziomego — jest rownoleglg do
krawedzi bocznych graniastostupa
trojSciennego i przecina ten wielo-
Scian w roOwnolegtoboku (7 23 4). Po-
niewaz podstawa (ABC) graniasto-
stupa lezy na rzutni poziomej =,
przeto punkty 7* i 27, w ktorych element h] przecina si¢ z bokami
A"B" i B"Cr, sg aksonometrjami dwoch wierzcholkow 7 i 2 wielokata
przekroju. Aksonometrje 3" i 4° dwoch dalszych wierzchotkow réwno-
legtoboku (7234) otrzymamy, jesli wykreslimy odcinki: 774" [[ 2"3"|| a™.
Dana prosta / (", I,) przecina sie z bokami 74 (1"4", 1,4,) i 23 (23",
2,3,) w punktach R (R", R;) i Q (Q", Q.), ktére rozwigzuja zadanie.

Cwiczenie 2: Wyznaczyé punkty przebicia sig prostej / (I, I') z szeScianem, kto-
rego podstawa lezy (por. rys. 202) na dowolnej plaszczyinie a (hY, vl).
wiczenie 3: Rozwigzaé poprzednie ¢wiczenie, jezeli podstawa szeScianu lezy na
plaszezyznie: a) a//m, b) a// @, ¢) @ L m (rys. 201), d) a L m,, e) a L m,.

80. Uwagi ogdélne o przenikaniu sie¢ wieloScianéw. Przeni-
kanie sie ostroslupéw. Skoro dane sg3 dwa dowolne wieloSciany
I, i I, to wyznaczy¢ mozemy punkty przebicia sie poszczegolnych kra-
wedzi pierwszego wieloScianu I'y z wieloScianem drugim I, oraz punkty
przebicia si¢ poszezegolnych, krawedzi wieloScianu I', z wieloScianem
pierwszym I'y. Z po$réd otrzymanych w ten spos6b punktoOw przebicia
si¢ 1, 2,... wezmy pod uwage takie dwa punkty np. 7 i 5, ktore lezg
rownoczesnie na Scianie @, wieloscianu I';, oraz na S$cianie & wielo-
cianu I'y. Odcinek 75 posiada oczywiscie te wlasno$¢, ze kazdy jego
punkt lezy r6wnocze$nie na Scianie a, i $cianie s, a tem samem i na
obydwoch wielosScianach I'y i I',.

W podobny sposéb laczy¢é mozemy odcinkami dalsze pary takich
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punktow, ktore lezg rownoczesnie na jednej Scianie wielo$cianu I'; i na
jednej Scianie wieloScianu I',. Po polgczeniu wszystkich mozliwych par
takich punktow, otrzymamy pewien wielokgat przestrzenny, ktérego
wszystkie boki lezg rownoczesnie na danych wieloScianach I', i I',.
O wielo$cianach I', i I', mé6wimy wowczas, Zze przenikaja sie w owym
wielokacie, a wielokat ten nazywamy wielokgtem przenikania.

Zadanie 7: Na rys. 211 dane sg obrazy aksonometryczne dwoch
ostrostupow Iy i I'y, o wierzchotkach W, (Wp, W) i W, (Wr, W), kt6-
rych podstawy leza na rzutni poziomej &,. Nalezy wyznaczy¢ aksono-
metrje wielokata przenikania tych ostrostupow.

Rozwigzanie: Wierzchotkami wielokgta przenikania bedg punkty
przebicia si¢ krawedzi a=W; A, b=W,B i ¢ =W, C pierwszego ostro-
stupa Iy z ostrostupem drugim, oraz punkty przebicia si¢ krawedzi
d=W,D, e=W,E i f=W,F ostrostupa I'; z ostrostupem pierwszym I, .
Celem wyznaczenia owych punktow, uzyjemy do konstrukeji najchetniej
takich plaszczyzn pomoc-
niczych, ktore przechodzié¢
beda przez poszczegéllne
krawedzie a...f, oraz przez
prosta w = W, W,, I1gczaca
wierzchotki danych ostro-
stupéw. Prosta w (w"=
=W Wi, w,=Wrwy)
przebija rzutni¢ poziomg
my, na ktorej lezg podsta-
wy (ABC) i (DEF) ostro-
stupow I, i I';, w punk-
ciet H (H—H,). Chcac
wyznaczy¢ punkty prze-
bicia si¢ krawedzia = W, A
z ostrostupem I'y, popro-
wadzmy przez te krawedz
i przez prosta w = W, W,
plaszezyzne a = aw. Pro-
sta h? = A"H? (rys. 211)
jest aksonometrjg $ladu
poziomego A, pomocniczej
ptaszczyzny a. Punkty A?
i A7, w ktorych prosta A przecina si¢ z bokami F*D" i F"E", polaczmy
z wierzchotkiem W7, to uzyskany w ten sposéb-trojkat (Wi Ay A7) jest
obrazem aksonometrycznym trojkata (W;A; A,), wedlug Kktérego pla-
szezyzna o = W,a przecina ostrostup I';. Punkty przecigcia si¢ krawe-
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‘dzi a= W, A z bokami W,4, i W,A, owego tr6jkqta sg szukanemi punk-
tami 7 i 2 przebicia si¢ krawedzi a= W,A z ostrostupem I',. Rzuty
aksonometryczne 1" i 2" tych punktéow otrzymamy, jesli wyznaczymy
punkty przeciecia si¢ prostej a” = W A" z prostemi WA i WIA;.

W podobny spos6b, przy pomocy plaszczyzny y—=—cw, wyznaczy-
liSmy punkty 3 i 4 przebicia si¢ krawedzi ¢= W, C z ostrostupem I%.
W tym celu wykresliliSmy najpierw aksonometrj¢ hy = C" H;, Sladu po-
ziomego plaszczyzny y, nastepnie punkty Cr? i C lezace odpowiednio
na bokach F*D" i D"E", a wkoncu punkty 3" i 4" przeciecia sie pro-
stej ¢ = WrC" z dwoma bokami trojkata (W7 Cr Cr). Otrzymane w ten
spos6b punkty 3" i 4" sg aksonometrjami Zgdanych punktéow 3 i 4,
w ktorych krawedZ ¢ = W, C przebija ostrostup I',. Stosujac te samg
konstrukcje do krawedzi b = W, B zauwazymy, Ze krawedz ta wcale nie
przebija ostrostupa I',, gdyz aksonometrja hj (Sladu poziomego pomocni-
czej plaszezyzny fp = bw) nie przecina bokow trojkata (D" E"F").

Punkty 5 i 6, przebicia si¢ krawedzi d = W,D z ostrostupem I7,
" otrzymamy przy pomocy plaszczyzny 6 — dw. Aksonometrja hj = D" Hj
§ladu poziomego tej ptaszczyzny przecina boki B C" i B" A® w punk-
tach D! i Dp. Proste WDy i WD} przecinaja si¢ z elementem
d"= W} D" w zadanych punktach 57, 6". Przy pomocy plaszczyzny
¢ =-ew ofrzymaliSmy wierzcholki 7 i 8 wielokgta przenikania, lezgce na
krawedzi e =W, E ostrostupa I',. Z polozenia aksonometrji hy,=F"Hj
§ladu poziomego ptaszczyzny ¢ — fw wnosimy, ze krawedZz f—= F W, nie
przebija wcale ostrostupa I';.

Celem ustalenia porzadku, w jakim nalezy polgczy¢ poszczegOlne
wierzcholki wielokgta przenikania, postgpimy w spos6b nastepujacy?):
Na rys. 212 niechaj proste a, b i ¢ oznaczajg krawedzie boczne ostro-
stupa I'y, a proste d, e i f krawedzie boczne ostrostupa I',. Obszary za$
plaszezyzny rysunkowej, zawarte pomiedzy prostemi: ai b, bic, c i a,
die, eif, fid, niechaj oznaczaja odpowiednie Sciany boczne (ab),..., (fd)
uwazanych ostrostupéw I',iI',. Znakami ,-}“ oznaczono $ciany widoczne
(por. rys. 211), a znakami ,—“ Sciany niewidoczne owych ostrostupow.

Z przeprowadzonej konstrukeji na rys. 211 wiadomo nam, ze punkt 7
lezy na krawedzi a=W;A i na S$cianie (df), a punkt 2 na krawedzi a
i na Scianie (ef). Na rys. 212 zanotujemy to w ten sposéb, ze punkty
1 i 2 umieScimy tak na prostej a, aby element 7 przynalezal do ob-
szaru (df), a punkt 2 do obszaru (ef). Poniewaz punkty 3 i 4 lezg na
krawedzi ¢ =W, C i na $cianach (W,DF) = (df), wzgl. (W,DE) = (de)
ostrostupa I',, przeto na rys. 212 umie$ciliSmy element 3 na prostej ¢

) Por6wnaj np. podrecznik 7adeusza Zazowskiego: Geometrja wykre§lna, War-
szawa 1916, str. 177.
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i w obrebie obszaru (df), a punkt 4 na prostej ¢ i w obszarze (de)."
Wierzchotki 5 i 6 wielokata przenikania lezg na krawedzi d = W,D i na
Scianach (W,BC)=(bc), wzglednie (W,AB)=(ab),

I~ a wierzcholki 7 i 8 na krawedzi e= W, E i na Scia-
/ 56, [+ mach (W,AC) = (@0), wagl. (W,AB)— (ab).

c 75 N Z rozwazan ust. 80 wiadomo nam, zZe takie dwa

> 2 2 : wierzchotki wielokgta przenikania, ktore lezg na

S o, ‘__--74 _ Jjednej $cianie ostrostupa I', i rownocze$nie na jed-

gt St nej Scianie ostrostupa I',, wyznaczajg bok owego

30 M s wielokgta. Na rys. 212 wezmy pod uwage np. wierz-

Rys. 212, chotek 4. Element 4 polgczy¢ mozemy tylko z punk-

tami 5 i 7, bo odcinek 45 lezy rownoczesnie na
Scianie (bc) i (de), a odcinek 47 przynalezy rownocze$nie do Scian (ca)
i (de). Postepujac w mysl tej zasady, lgczymy odcinkami punkty w na-
stepujgcym porzadku: 4i 7, 712, 2i8, 816,611,113 315, 514,
otrzymujgc wielokgt przenikania (4£7286135). Obrazem aksonometrycz-
nym skosnego wielokata przenikania jest (por. rys. 211) wielokat ptaski -
(4777278767 1"3"5"), Bok 477" jest widoczny, gdyz odcinek 47 lezy
na dwoch S$cianach widocznych (oznaczonych znakami - na rys. 212),
a mianowicie na $cianie | (ca) i na $cianie | (de). Natomiast bok 475"
jest niewidoczny, gdyz odcinek 45 lezy na $cianie niewidocznej
— (be) i na Scianie widocznej - (de). Na rys. 212 i rys. 211 linjg kre-
skowang oznaczyliSmy boki niewidoczne wielokgta przenikania. Przy
wyznaczaniu wielokgta przenikania tabelka umieszczona na rys. 212 od-
daje nam duze ustugi, gdyz odczytujemy z niej nietylko porzadek,
w jakim nalezy lgczy¢ wierzcholki wielokata przenikania, ale zarazem
poznajemy tez boki widoczne i boki niewidoczne owego wielokata.

Zadanie 2: Na rys. 213 dane s rzuty aksonometryczne dwoch
ostrostupow tréjSciennych, o wierzchotkach W, (W», W) i W, (Wy, W),
Podstawa (ABC) pierwszego ostrostupa I', lezy na ptaszczyznie o (v}, k1)
rownoleglej do rzutni poziomej &, podstawa za$§ (DEF) drugiego ostro-
stupa I', lezy na rzutni pionowej w,. Wyznaczy¢ nalezy obraz aksono-
metryczny wielokgta przenikania tych ostrostupow.

Rozwigzanie: Prosta w (w"= WrW}, w,= Wr"Wp), laczgca
wierzchotki W, i W, ostrostupéw I'; i I'y, przebija ptaszczyzne o w punkcie
0, (0;, O, a rzutnie w, w punkcie V, (V2, V,). Chcac wyznaczyé
punkty przebicia si¢ krawedzi a — W, A z ostrostupem I, nalezy przez
proste a i w poprowadzi¢ plaszeczyzne a — aw, a nastepnie skonstruo-
wacé krawedzie a, =aw 1 v, = am,, przecigcia si¢ plaszeczyzny a z pla-
szczyznami podstawowemi o i m,, oraz punkt A, = e wm,, przynalezny
do trzech plaszezyzn o, o i m,. Prosta aj= OyA" jest aksonometrjg
krawedzi a, , punkt A" =av; jest rzutem aksonometrycznym punktu 4,,
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a prosta v = A" V jest wreszcie aksonometrjg krawedzi v, . Teraz bardzo
latwo wyznaczy¢ mozemy punkty 7 i 2 przebicia si¢ krawedzi a= W, A
z ostrostupem I',. Punkty A7 i Az, w ktorych element »] przecina si¢
z bokami E"D" i D"F", polaczmy z wierzcholkiem W, to uzyskany
w ten spos6b troj- P
kat (WrAp A7) jest , & 2 I\
aksonometrjg trojka- :

ta (W; A, A,), podlug
ktérego pomocnicza
plaszczyzna ¢ —=aw
przecieta ostrostup I',. d
Krawedz a= W, A
wyznacza na bokach
W, A, i W, A, zadane
punkty 7 i 2. Ich obra-
zy aksonometryczne
1"i 2" otrzymamy, jesli
wyznaczymy punkty
przeciecia sie prostej

a":w;’An b 4 bOka- n /e,” ;
R e
Z przeprowadzonej wi-ho_—We

konstrukeji wynika, Rys. 213.

ze punkt 7 lezy na

krawedzi a i na Scianie widocznej (W,DE)— (de), a punkt 2 na Kkra-
wedzi a i na Scianie (W, DF)= (df). W pomocniczej tabelce, umieszczo-
nej na rys. 213, uwidoczniliSmy rownoczeSnie potozenie uzyskanych
wierzchotkow 7 i 2 wielokata przenikania.

W zupehie analogiczny sposob, przy pomocy plaszezyzn = bw,
s=ew,..., wyznaczyliSmy aksonometrje pozostalych wierzchotkow wie--
lokata przenikania, oraz zanotowaliSmy rownoczesnie' polozenie tych
wierzcholkOw na zalgczonej tabelce. Uwzgledniajgc Sciany widoczne (-})
i niewidoczne (—), wykreS§limy w tabelce odcinki: 13, 36, 68, 84, 42,
27,751 51. Wnosimy stad, ze dane ostroshupy I, i I', przenikajg sie
w wielokacie skoSnym (7 36 8 4 2 7 5), ktorego obraz aksonometryczny
jest wielokatem plaskim (7" 3" 6" 8" 4™ 2" 7" 5™).

~

Cwiczenie : Zadanie 2 rozwigza¢ wéwezas, jezeli podstawa ostrostupa I, lezy na
dowolnej plaszezyinie o (hy, v, ) a podstawa ostrostupa I'y na plaszczyznie ¢ (h(';,, v(';)),
réwnoleglej do rzutni aksonometrycznej m,.

81. Przenikanie sie¢ ostroslupa z graniastoslupem. Na rys. 214
dane sg rzuty aksonometryczne ostrostupa trojSciennego I'; i graniasto-

Plamitzer. Aksonometrja prostokatna. 12
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stupa czworosciennego I'y. Podstawy (ABC) i (DEF G) tych wieloscia-
now lezg na plaszezyZnie boczno-rzucajgcej o (v), || x", k). Punkt
W (W", W) jest wierzchotkiem ostrostupa I',, a odcinek DD, (D"Dr,
D, D;'™) jest krawedzia boczng graniastostupa I',.

Celem wyznaczenia wielokata przenikania, nalezy skonstruowac
punkty przebicia si¢ krawedzi bocznych a=— WA, b= WB ic= WC
ostrostupa z graniastostupem Iy, oraz punkty przebicia sie krawedzi
boecznych d =DD,, e=EE,,f=FF, i g= GQG, graniastostupa z ostro-
stupem I'y. Aby uprosci¢ konstrukcje, wykreslmy przez wierzcholek
W (W, W,") prostag pomocniczg w (w", w,), réwnolegtyg do krawedzi
bocznych graniastostupa I'y, a nastepnie wyznaczmy punkt O, (OZ, O)
przebicia si¢ prostej w z plaszczyzng boczno-rzucajacg o.

Plaszezyzna o = wa, przechodzaca przez prosta w i krawedz a — WA
ostrostupa, przetnie si¢ z plaszczyzng o (&;,, v;) W krawedzi a, = O, A,
dla ktorej aksonometrjg jest prosta a — O A". Poniewaz plaszczyzna
a=uwa jest rownolegla do krawedzi bocznych graniastostupa I';, przeto
(por. ust. 79 zad. 2) o przecina ten wieloScian w rownolegloboku. Rzut
aksonometryczny (ArA;ApA;) owego réownolegloboku otrzymamy, jesli
przez punkty A" i A® — przecigcia sie prostej a; = O, A" z bokami
E"D" i E"F* — poprowadzimy odcinki: A” Ay || A; A; || E" Ef. Punkty
1" i 2", przynalezne do krawedzi a"—= W"A" i do boku A} A;, wzgl.
Az A7, sg oczywiScie aksonometrjami punktéw 7 i 2, przebicia si¢ kra-
wedzi a = W A ostrostupa I'; z graniastostupem I',. Z przeprowadzonej
konstrukeji  wynika,
ze punkt 1 lezy na
krawedzi a=—=WAina
Scianie (DEE, D,) =
= (de), a punkt 2 na
krawedzi a i na Scia-
nie (EFF,E,) = (ef).
To polozenie wierz-
chotkow 7 i 2 wielo-
kata przenikania za-
notowaliSmy rowno-
cze$nie na pomocni-
czej tabelce, umie-
szczonej na rys. 215.

Zupelnie podob-
nie, przy pomocy pta-
szezyzny f—=bw,wWy-
znaczymy punkty 3
i 4 przebicia si¢ kra-
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wedzi b= WB z graniastostupem I';. Prosta b = O;B" jest aksono-
metrjg krawedzi b, — 8 i wyznacza na bokach E” D", E"F" punkty B"
i Bj. Proste, wykreSlone z owych punktéw rownolegle do krawedzi
e" — E" EJ, przecinaja promien " = W" B* w zadanych punktach 3" i 4.
Korzystajac z tej konstrukeji, zanotujemy w tabelce na rys. 215, ze
wierzcholek 3 wielokgta przenikania lezy na krawedzi & i na S$cianie
(de), a wierzchotek 4 na krawedzi & i na $cianie (ef). W ten sam spo-
s6b wyznaczymy — przy uzyeciu plaszezyzny y —cw — punkty 5 i 6
przebicia sie krawedzi ¢ = W C ostrostupa z graniastostupem I';. Punkt 5
lezy na $cianie (dg), a punkt 6 na $cianie (fg).

Checge wyznaczy¢ punkty 7 i 8, w ktorych krawedZ d = DD, gra-
niastostupa I'; przebija ostrostup I, nalezy uzy¢ do Kkonstrukcji pta-
szczyzny 0 — wd. Plaszezyzna 0 przecina (rys. 214) ptaszczyzne podsta-
wowa @ w krawedzi d; = O, D, a ostrostup I'; w trojkacie (W D, Dg). Wkre-
slajac rzuty dr =0, D" i (W" Dy D) wyznaczyliSmy za ich posred-
nictwem na boku d® = D" D! aksonomeirje 7" i 8" ity et 8 ks
zadanych punktow 7, 8 wielokata przenikania. Wierz- e 7 7]
cholek 7 lezy na $cianie (ac), a wierzchotek & na 2\‘\;0 ifes

Scianie (bc); potozenie tych punktow uwzglednilis- r o é %
my na tabelce w rys. 215. Przy pomocy plaszczyzny g Y6

¢ =wf wyznaczyliSmy wreszcie punkty 9 i 10, A
w ktorych kraweds f— FF,. przebija ostrostup I'. o~ 7
Prosta . fr = O, F* przecina boki -A*C", B*C" \é it
w punktach F7 i Fj;, a prosta f» = F" F! przecina R SR L e
si¢ z trojkatem (W= Fy Fr) w szukanych punktach Rys. 215.

n

9" i 10". — Poniewaz pomocnicze proste e/ =Og E
igl":Og)G" nie przecinajg bokow trdojkata (A" B"C"), przeto krawe-
dzie e=FEE, i f—=FF, graniastostupa I, nie przebijaja wcale ostro-
stupa I.

Przy pomocy tabelki (rys. 215) ustalimy porzadek, w jakim nalezy
tgezy¢ poszcezeg6Olne wierzcholki wielokata przenikania. Zaczynajac np. od
punktu 3, wykres§limy odcinki: 38, 85, 57, 71 i 13, ktére wskazujg na
wystapienie wielokata przenikania (3857 1). Zaczynajgc za$ od punktu
np. 10, otrzymamy boki: 10,6, 69, 92, 24 i 4,10 wielokata sko$nego
(10,6924). Wnosimy stad, ze ostrostup I', i graniastostup I', przenikajg
sie w takim wielokacie, ktory rozpadt sie na dwie oddzielne czesci: (38571)
i (10,6924). WykreSlenie rzutow aksonometrycznych (3°87577"1")
i (10" 6" 9" 2" 4") owych wielokatow (por. rys. 214), jak rowniez uwzgled-
nienie krawedzi widocznych i niewidocznych, nie nastrecza juz zadnych
trudnosci.

Cwiczenie 1: Wyznaczyé aksonometrje wielokata przenikania czworoSciennego
ostroslupa z piecioSciennym graniastoslupem, jezeli podstawa (4 B C D) ostrostupa

12+
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lezy na rzutni poziomej m;, a podstawa (EFFGIL) graniastostupa lezy na rzutni pio-
nowej .

Cwiczenie 2: Rozwigzaé éwiczenie 1 wéwezas, jezeli dwie dowolne plaszczyzny
o (hyy vg) i P (hq;}, v,(;:) uwaza¢ bedziemy odpow. za plaszczyzny podstawowe tych wie-
loScianéw.

82. Przenikanie sie¢ graniastoslupéw. Na rysunku 216 dane sg
rzuty aksonometryczne dwoch graniastostupoéw trojSciennych I, i I,.
Podstawa (ABC) pierwszego graniastostupa lezy na plaszczyZnie
o (vl, k2) rownolegtej do rzutni poziomej x,, podstawa zas (D EF) gra-
niastostupa I', lezy na plaszczyznie o (hj, k;) rOwnolegtej do rzutni pio-
nowej m,. Aby wyznaczy¢ wierzcholki wielokgta przenikania tych gra-
niastoslupow, nalezy skonstruowaé punkty przebicia si¢ krawedzi gra-
niastostupa I', z wieloScianem I',, oraz punkty przebicia si¢ krawedzi
graniastostupa I', z wieloScianem I',. Konstrukcja znacznie si¢ uprosci,
jezeli do pomocy uzyjemy plaszezyzn, rownoleglych do krawedzi
bocznych uwazanych graniastostupow I', i I',. W tym celu przez do-
wolny punkt P poprowadZmy prostg p,, rownoleglyq do krawedzi a = A A,
i prosta p,, rownoleglg do krawedzi e = EE,. Na rysunku 216 przez do-
wolny punkt P wykredliliSmy aksonometrje pr|[| A"Ar i pr||E™E”"
owych prostych p,, p,. Punkty O i O} niechaj bedg aksonometrjami
punktoéw przebicia si¢ prostej p, z plaszczyzng o i prostej p, z ptaszczy-
zng o. Pomocnicza plaszczyzna & — p, p,, wyznaczona prostemi p, i p,,
przecina si¢ z plaszezyznami podstawowemi o i o w krawedziach
w, = wo, w, = mww, ktorych aksonometrjami sg proste: wr=O0rW?
i w!=0rW;. Poniewaz przyjety wieloScian I') jest graniastostupem
prostym, przeto jego krawedzie boczne sg réwnoleglte do osi z i do
plaszezyzny o, a tem samem pomocnicza prosta p, musi by¢é rowno-
leglta do plaszczyzny o, a zarazem i do krawedzi w, = mwo. Aksono-
metrje w; owej prostej otrzymamy zatem, jesli z punktu O poprowa-
dzimy prosta ‘w? || pr. Oznaczywszy przez t" aksonometrje krawedzi
t= wo (przecigcia si¢ ptaszczyzn podstawowych ® i o), a przez W7
punkt przynalezny do prostych #” i wj, otrzymamy przez polgczenie
elementow W2 i Of aksonometrje w! —= Wr Op krawedzi w, = ww.

Teraz dopiero przystapi¢ mozemy do konstrukcyjnego wyznaczenia
wierzchotkOw wielokgta przenikania. Chege wykresli¢ obrazy aksonome-
tryczne 7™ i 2™ punktow 17, 2 przebicia si¢ krawedzi bocznej a = AA,
graniastostupa Iy z drugim graniastostupem I',, poprowadZmy przez
prostg a = AA, plaszczyzne o réwnolegla do plaszezyzny &« = p, p,. Po-
niewaz « jest plaszczyzng roOwnoleglg do krawedzi bocznych graniasto-
stupa I',, przeto plaszczyzna a || m, przetnie wieloScian I', w rownolegto-
boku. Prosta af — A" A}, wykreSlona z punktu A" réwnolegle do pro-
mienia w! = O}W}, jest aksonometrja krawedzi a, =aw; prosta a’,
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wykreslona z punktu A =a't" réwnolegle do elementu w; = OrWpr,
jest rzutem aksonometrycznym krawedzi a,=ao. Jezeli przez punkty
Ar i A7, lezace na pro-
stej a; i na bokach
E7" D= ' wrol, E*F*,
poprowadzimy odcinki
A A7 || A7 A7 || e, to
uzyskany w ten spo-
s6b rownoleglobok (A7 A
Ar Ar A7) jest aksono-
metrjg rownolegloboku,
wedtug Kktorego pla-
szczyzna o przecina
graniastostup I',. Pro-
staa"= A" A} wyznacza <
na bokach A7 A7 i A; A?
punkty: 7 i 27, ktére
sg aksonometrjami szu-
kanych wierzchotkow
1, 2 wielokata przeni-
kania. Z Kkonstrukeji
powyzszej wynika, Ze
punkt 7 lezy na krawe-
dzi a= AA, i na $cia-
nie (DEE,D,)=(de), a punkt 2 na krawedzi a i na Scianie (EFF,E,)= (ef).
Wiynik ten zanotowaliSmy ro6wniez i na tabelce, umieszczonej na rys. 216.
Zupelnie podobnie, prowadzac przez krawedZ np. d = DD, pla-
szczyzne 0 roOwnolegla do plaszczyzny pomocniczej w = p,p,, wyznaczy¢
mozemy punkty 5 i 6 przebicia si¢ krawedzi d z graniastoslupem I'.
Prosta d, wykre§lona z punktu D" rownolegle do promienia w; = O; W,
jest obrazem aksonometrycznym krawedzi d,— do, a prosta d, popro-
wadzona przez punkt D =d¢" rownolegle do elementu w! = OfW},
jest aksonometrja krawedzi d, —oJw. Skoro przez punkty D? i Dy,
w ktorych prosta d" przecina si¢ z bokami B*C" i A"C", wykreslimy
proste réwnolegle do promienia A" A7, to one wyznaczg na odcinku
D"D! 7zadane punkty 5" i 6". W tabelce (na rys. 216) zanotujemy,
opierajgc sie na powyzszej konstrukeji, ze: wierzcholek 5 wielokata
przenikania lezy na krawedzi d =DD, i na $cianie (BCC,B,)— (bc)
a wierzchotek 6 na krawedzi d i na Scianie (ACC A, = (ac). '
Analogicznie skonstruujemy aksonometrje 37, 4", 7" i 8" pozosta-
tych wierzcholkow wielokata przenikania. Z odcinkow: 13,.35,:57, 74,
42, 28, 86 i 61 (wykreSlonych na tabelce) wnosimy, Ze uwazane gra-
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niastostupy I', i I', przenikajg si¢ w wielokacie skoSnym (13574286).
Na rys. 216 narysowaliSmy rzut aksonometryczny (173757747278 6")

owego wielokgta przenikania i uwzgledniliSmy jego boki widoczne, oraz
niewidoczne.

Cwiczenie: Wyznaczyé wielokat przenikania dwdch graniastostupéw, ktérych
obydwie podstawy lezg: a) na rzutni poziomej m;, &) na rzutni bocznej m;, c¢) na rzutni
aksonometrycznej ., d) na dowolnej plaszczyinie o (h, vy).

83. Cienie wieloscianéw. W ust. 71 poznaliSmy sposoby wy-
znaczenia cieni rzuconych i cieni wlasnych wielokatow plaskich, przy
t. zw. oSwietleniu rownoleglem. Teraz zamierzamy omowic¢ zagadnienia,
odnoszace si¢ do sposobOw wyznaczenia cieni wieloScianow.

Uwazajmy w przestrzeni pewien wielo$cian I' i kierunek Swiatla p.
Skoro zalozymy, ze wszystkie $ciany tego wieloScianu odbijaja calko-
wicie promienie Swiatta, to wowczas poszczegodlne Sciany wieloscianu I’
podzielic mozemy na dwie kategorje:

1) Sciany, na ktére padaja bezpo$rednio promienie Swiatta (rowno-
legte do przyjetego kierunku p) i catkowicie odbijajg si¢ od tych $cian, oraz

2) Sciany, na ktore nie padajg wcale promienie Swiatta.

Sciany pierwszej kategorji sq ,o0§wietlone® a $§ciany drugiej
kategorji sq ,w cieniu wtasnym®. Wszystkie Sciany oSwietlone wie-
loScianu I' tworzg jego cze$S¢ oSwietlona, a wszystkie pozostale
§ciany, bedgce w cieniu wlasnym, stanowig jego czeS$S¢ nieoSwie-
tlong lub czesS¢ znajdujaca si¢ w cieniu wlasnym. Gdybys$my, dla przy-
jetego Kkierunku $wiatta p, ustalili cze$¢ nieoSwietlong wielo$cianu I
(t. zn. gdybySmy wyznaczyli wszystkie jego Sciany nieo$wietlone), to
wowczas mowimy, zZe wyznaczyliSmy cien wilasny tego wieloScianu.
Na przyjetym wieloScianie I' wystgpig wowezas pewne charakterystyczne
krawedzie, ktore odgraniczajg czeS¢ o$wietlong wieloScianu I' od czeSci
nieoSwietlonej. Krawedzie te sg w og6lnosci bokami wielokgta skosnego;
wielokat ten nazywamy granicg cienia wlasnego uwazanego
wieloScianu I'.

Przypus$émy, Ze granicg cienia wlasnego wielo$cianu I’ jest wielokat
skoény (ABCD), o bokach AB, BC, CD i DA. Wyznaczmy teraz cienie
Ag, Bg, C; i D, poszczegdlnych wierzchotkow wielokata (AB CD), oraz
cienie A,B,, B,C,, C.D, i D A, jego poszczeg6lnych bok6w na dowolnie
przyjeta plaszezyzne e Otrzymany w ten sposob wielokgt plaski
(A,B,C.,D,) jest (por. ust. 71) cieniem rzuconym przez wielokat (A BC D)
na plaszczng ¢ Te promienie S$wiatta, rownolegle do elementu p, ktore
padaja bezposrednio na ,Sciany o$wietlone“ wielo$cianu I, odbijaja sie
calkowicie od tych $cian (wedle naszego zalozenial!) i nie dochodzg
wcale do plaszezyzny e. Z tatwoscig zauwazymy, Ze obszar ptaszczyzny e,
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do ktérego nie dochodzg wcale wymienione powyZej promienie Swiatla,
ograniczony jest wielokatem (A.B,C,D,). Natomiast wszystkie inne pro-
mienie Swiatta, ktére nie padajg na zadng Sciane wielo$cianu I', docho-
dzg bezposrednio do przyjetej plaszczyzny ¢ i oSwietlajg pozostaly obszar
tej plaszczyzny. NieoSwietlong czeS¢ plaszezyzny e ograniczong wielo-
katem (A,B,C,D,), nazywamy cieniem rzuconym przez wieloScian I
na plaszezyzne e.

Teraz zajmiemy si¢ konstrukcyjnym sposobem wyznaczenia cieni
wilasnych i cieni rzuconych dowolnie przyjetych wieloScianow.

Zadanie 1: Na rys. 217 dane sg rzuty aksonometryczne ostrostupa
czworoS$ciennego, ktérego podstawa (ABCD) lezy na rzutni poziomej .
Przy oSwietleniu rownolegtem, ustalonem za posrednictwem promienia
Swiatla p (p”, p,), skonstruowaé nalezy cien rzucony przez ten ostrostup
na rzutnie m, i m,, oraz cien wlasny ostrostupa.

Rozwigzanie: Przez wierzcholek W (W=, W,) ostrostupa popro-
wadzmy promien Swiatta [/ (I, [;), réwnolegly do promienia p, a na-
stepnie wyznaczmy (por. ust. 70 i 71)
aksonometrje W7 i W7 cieni rzuco-
nych W,,W, przez wierzcholek W
na rzutnie poziomg w, i pionowg m,.
Poniewaz podstawa (AB CD) ostro-
stupa lezy na rzutni =, przeto cie-
nie A,, B,, C, i D, wierzcholkow
podstawy zjednoczyly sie odpowied-
nio z owemi puaktami.

Z rozwazan ust. 71 wiadomo
nam, ze odcinek A7 W7 jest aksono-
metrjg cienia rzuconego przez od-
cinek. AW na rzutnie m,, a tréjkat
(A Bi W) jest obrazem aksonometrycznym cienia, jaki trojkat (AB W)
rzuca na rzutni¢ poziomg. Podobnie trojkat (BzCpW7) jest aksonometrjg
cienia rzuconego przez $ciane (B C W) ostrostupa na rzutnie =, . Wszystkie
promienie Swiatla, ktére padaja na Sciany (AB W) i (BC W) przyjetego
ostrostupa, odbijajg sie catkowicie od tych $cian i nie dochodzg wecale
do rzutni m,. Owe dwie Sciany ostroshupa sg oSwietlone, a obszar
plaszezyzny poziomej m,, ograniczony wielokatem (4, B, C, W,), nie
jest wcale oSwietlony. Z polozenia promienia $wiatta p wnosimy,
ze podstawa (ABCD) ostrostupa znajduje sie¢ w cieniu wiasnym. Po-
dobnie i dwie pozostate Sciany boczne (CD W) i (DA W) ostrostupa sg
w cieniu wtasnym, gdyz cien D, W, krawedzi DW znajduje sie (por.
rys. 217) wewnatrz obszaru nieoSwietlonego (A, B, C, W,). Obszar ten
jest cieniem rzuconym przez ostrostup na rzutnie poziomg =, , a wie-
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lokat skosny (ABCW) stanowi granice cienia wlasnego owego
ostrostupa. :

Na rys. 217 wyznaczyliSmy nadto punkty 7;1i 2;, przeciecia sie osi
aksonometrycznej x” z bokami Ar W7 i CiW7, a nastepnie owe dwa
punkty z elementem W7. Cienie odcinkow AW i CW wystepuja cze-
§ciowo na rzutni poziomej m;, a po zalamaniu si¢- w punktach 7, i 2,
(por. ust. 70) na osi x, wystepujg w dalszym ciggu na rzutni pionowej ;.
Wielokat (AzBpCr2: Wrip) jest obrazem aksonometrycznym cienia rzu-
conego przez przyjety ostrostup na rzutnie m; i 7@,. Widoczng czgsé
tego wielokgta plaskiego zakreskowano, jak rOwniez przez zakreskowa-
nie trojkgta (C» D™ W™) na rys. 217 zaznaczono, Ze widoczna $ciana
(CD W) ostrostupa znajduje si¢ w cieniu wiasnym.

Cwiczenie 1: Zadanie 1 rozwigza¢, jezeli podstawa ostroslupa lezy na rzutni
pionowej 7.

Zadanie 2: Na rys. 218 dane sg rzuty aksonometryczne ostrostupa
czworosciennego, ktérego podstawa (ABC D) lezy na plaszczyZnie po-
ziomo-rzucajacej o (h7, k). Dla Kkie-
runku $wiatta p (p", p,) wyznaczy¢ cien
wlasny ostrostupa i jego cienn rzucony
_______ - na rzutnie poziomg w, .

: > s Rozwigzanie: Dla poszczegdlnych

Ol X 3%
N
X5 wierzchotkow W (W=, W), A (A", A),...
P NI '

D (D", D,) uwazanego wieloScianu skon-

i ,{/// 77 '// ////I/ 77 : . n n n n

) W//////////////// //// .struu]xpy ; aksonometrje W3, Az, B:, Cp

. ,,/;,_., // i Dy cieni rzuconych przez owe punkty

0h," Db < na rzutnig poziomg x,. Wielokat plaski
/ B, //I/,//‘ p

% : ‘ (W3 Az Dy C?) jest aksonometrjg cie-

Ch nia rzuconego przez ostrostup na

Rys. 218. rzutnie @,, a wielokat przestrzenny

(WADC) jest granicg cienia wla-
snego. Podstawa (ABCD) oraz $ciany (BCW) i (ABW) ostrostupa sg
oSwietlone, Sciany za§ (DC W) i (ADW) sq w cieniu wlasnym.

Cuwiczenie 2: Wyznaczyé cienie wiasne i rzu-

% cone czworos$cianu umiarowego, ktérego podstawa
\ lezy na plaszezyinie: a) a// my, b) a /] @, ¢) a /],

Dn d) a L 75 e) - aflfaws f)-al.m,.
Cwiczenie 3: Dane sg rzuty graniastostupa
7 prostego (rys. 219), ktérego podstawa (A B C) lezy
3 S na rzutni poziomej ;. Nalezy skonstruowac cienie

g ok tego graniastoslupa na rzutnie m; i 7,.
s Cwiczenie 4: Wyznaczyé ciefi wlasny i cien
2 rzucony (na rzutnie 7 i 7y) szeScianu, ktérego pod-
on

stawa lezy na plaszezyznie: a) dowolnej a (A, vz),
b) af[m, c)al/x,d) almy, e) alma, f) a//”a-
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84. Cienie wzajemne wielokatéw i wieloScianéw. W ust. 71
om6wiliSmy sposoby wyznaczenia cieni rzuconych przez jeden wielokat
plaski na wielokat drugi. Teraz zajmiemy si¢ Kkonstrukcyjnem wyzna-
czeniem cieni rzuconych przez wielokaty na wieloSciany, oraz cieni rzu-
conych przez jeden wieloScian ha wieloScian drugi.

Zadanie 7: Na rys. 220 dane sg rzuty aksonometryczne trojkata
(EFQG) i ostrostupa I', ktorego podstawa (ABCD) lezy na rzutni pozio-
mej . Dla kierunku $wiatla p (p", p,,) nalezy skonstruowaé¢ aksono-
metrje cienia rzuconego przez 6w trojkat na ostrostup I'.

Rozwigzanie: Wyznaczmy najpierw aksonometrje W3, E:, Fr
i G cieni punktow W, E, Fi G na rzutni¢ np. poziomg m,. Odcinki
ErFr, ErGr i FrGpr sa aksonometrjami- cieni rzuconych przez boki
trojkata (EFG) na rzutnie w,. Podobnie odcinki A*"Wj, C*"Wp i B"W7,
sq obrazami aksonometrycznemi cieni rzuconych przez krawedzie AW,
CW i BW ostrostupa I' na plaszezyzne «,. Z poloZenia tych odcinkow
wnosimy, ze $ciany (ABW) i (BCW) ostrostupa sa oswietlone, nato-
miast Sciany boczne (CD W) i (AD W), oraz podstawa (ABCD) sg w cie-
niu wlasnym. Zadaniem naszem jest wyznaczenie cienia, jaki rzuca dany
trojkat (EF G) na $ciany o$wietlone (ABW) i (BCW) ostrostupa I'.

' W tym celu przez punkt 1; — 27, przeciecia si¢ odcinkow Ej; Gj
i C* W} (rys. 220), poprowadzmy promieni /" [/ p®. Promien ten niechaj

a‘,{‘ !
dJiis
pi

N
i

/) X
./II iy

SN
i i ;iz'.«fé';,"ié'
| L

[

y W/],A_;gn

przetnie si¢ z bokiem E" G* w punkcie 7", a z bokiem C" W" w punk-
cie 27. Otrzymane w ten spos6b elementy 7" i 2" uwazajmy za aksono-
metrje takich punktéw 7 i 2, z ktérych pierwszy lezy na boku EG tréj-
kata, a drugi na krawedzi CW ostrostupa. Poniewaz cienie 1, i 2, tych
punktow zjednoczyly si¢ w jednym punkcie rzutni «,, a nadto punkt 7
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lezy blizej zrodta Swiatla anizeli punkt 2, przeto: punkt 7 rzuca cien na
punkt 2, a tem samem punkt 7 rzuca cien w punkcie 2 na krawedz CW
ostrostupa I'.

W podobny sposoOb, przy pomocy punktow 3; =4 i 55 = 6}, prze-
cigcia si¢ boku Ej Gp z odcikami B"W; i A*W}, wyznaczyliSmy na
boku EG danego trojkata takie punkty 3 i 5, z ktorych pierwszy rzuca
cien w punkcie 4 na krawedz BW ostrostupa I', a drugi rzuca cien
w punkcie 6 na krawedz AW. Odcinki 2"4" i 4"6" sq aksonometrjami
cienia rzuconego przez bok E G (wzgl. przez odcinki 73 i 35!) na o$wie-
tlone Sciany (CBW) i (BA W) uwazanego ostrostupa.

Za posrednictwem punktow 77 =87, 97 =10 i 117 = 12" (L. zn.
punktu przeciecia sie prostej E7F; z bokiem A" B", wykredlilismy obrazy
aksonometryczne 8”10" i 10" 12" cieni rzuconych przez prosta EF na
oSwietlone S$ciany ostrostupa I'. Promien f”, wykreS$lony z punktu F”
rownolegle do prostej p”, wyznacza na odcinku 70" 12" taki punkt F[,
ktory jest rzutem aksonometrycznym cienia wierzchotka F na Sciane
¢= ABW. Wkoncu za posrednictwem punktu 13} — 14} przeciecia si¢
prostych F7 Gy i A"W}, skonstruowaliSmy taki punkt 73 na boku FG,
ktorego cien na krawedz AW jest punktem 74 Otrzymany wielokat
(2"4"6" 14" F; 10" 8") jest obrazem aksonometrycznym cienia rzuconego
przez dany trojkat (EF G) na ostrostup I

Zadanie 2: Na rys. 221 dane sg aksonometrje ostrostupa I', i gra-
niastoslupa I',. Wyznaczy¢ nalezy cienie wtasne tych wielo$cianéw, ich
cienie rzucone na rzutni¢ pozioma s,, oraz ciefi rzucony przez ostrostup
na graniastostup.

Rozwigzanie: Podstawa (ABCD) ostrostupa i Sciana boczna
(EE, O L) graniastostupa leza na rzutni poziomej «,, podstawa zas (EFGL)
graniastostupa lezy na plaszczyZznie poziomo-rzucajgcej a (A2, vZ). Wy-
znaczmy najpierw aksonometrje F7? i G cieni rzuconych przez punkty
F(F", F,) i G(G", G,) na rzutni¢ =,, oraz aksonometrje (E"L" GpF7})
cienia, jaki podstawa graniastostupa rzuca na plaszczyzne m,. Proste f7
i gn, wykreSlone z punktow F7 i G rownolegie do boku F™ F_;', sg obra-
zami aksonometrycznemi cieni rzuconych krawedzi bocznych f= FF,
i g= G G, graniastostupa na rzutni¢ @,. Z przeprowadzonej konstrukcji
wynika, ze Sciany (EFF,E,)), (FGG,F), (GLOG) i (F,G,0E,) grania-
stostupa sg oSwietlone, a natomiast $ciana (EE,OL) i podstawa (EFGL)
sg W cieniu wilasnym. :

Skoro wyznaczymy cien W, wierzchotka W danego ostrostupa I',
na rzutni¢ =,, to zauwazymy, ze podstawa (AB CD), oraz $ciany boczne
(CDW) i (DAW) sg w cieniu wlasnym, a $ciany (ABW) i (BCW) sa
oswietlone. Ostrostup I', rzuca cien na rzutnie poziomg, przyczem wielo-
kat (A" B C" W}) jest aksonometrjg owego cienia rzuconego.
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Pozostaje nam jeszcze do wyznaczenia cien, jaki ostrostup I', rzuca
na graniastostup I',. W tym celu przez punkt 7}, przecigcia si¢ prostych
cp=C" W3 i e" = E"E", wykreS§lmy promien p" || p" i uwazajmy punkt
1* —a®p}  za akso-
nometrje punktu 7,
lezagcego na krawe-
dzi ¢ = W C ostrostu-
pa. Otrzymany w ten
sposOb punkt 7 rzu-
ca cien na krawedz
e—= EE, graniastostu-

i! S X ap
pa I,. Przy pomo- //A\ \\\§\\ AR 7 b
cy punktu 27 — aje" A\ "‘QW ( :
i promienia py || p", ﬁ%. =2 .
Fr=f£"

skonstruowaliSmy ta-
ki punkt2nakrawedzi
a= WA ostrosltupa, ze
jego cien pada row- ¥
niez na krawedz e = Rys. 221.

=FEE, graniastostupa.

Analogicznie, korzystajac z punktow 3r=43, S5p =65 i 73 =8%
przeciecia sie¢ cj, ap z prostemi f7 i gy, otrzymaliSmy punkt 3 na kra-
wedzi ¢ = WC oraz punkty 5 i 7 na prostej a=— AW. Punkty 3 i 5 rzu-
cajg cien w punktach 4 i 6 na krawedz f= FF,, a punkt 7 rzuca cien
w punkcie 8 na krawedz g= GG,. Odcinki 2767 i 6787 sa aksono-
metrjami cieni rzuconych przez prosta a=— AW na $ciany boczne (EFF, E)
i (FGG,F, graniastostupa, a punkt W? — przeciecia sie odcinka 6" 8"
z promieniem W~” W} — jest obrazem aksonometrycznym cienia, jaki
wierzcholek ostrostupa rzuca na Sciane (FGG,F,) graniastostupa.

Element W wyznaczy¢ mozemy tez w sposOb nastepujacy. Przez
punkt W; wykre§lmy prostg r; [| f* i punkt 97 (przecigcia si¢ prostych
rp i Fp Gpr) uwazajmy za aksonometrje cienia rzuconego na rzutnie po-
ziomg m, przez taki punkt 9, ktory lezy na odcinku FG. Z rzutu 9"
owego punktu 9 wykreslmy nastepnie prostg r” [| f* i oznaczmy przez W;
punkt przeciecia sie elementu r" z promieniem w" = W* W}. Prosta rj
jest aksonometrjg cienia, jaki prosta r rzuca na plaszczyzne w,, a punkt
W jest aksonometrjg cienia rzuconego przez wierzchotek W na prosta r,

a tem samem i na Sciane (FGG,F,) graniastostupa.




" Rozdzial X.

Zwigzki miarowe i zalezne od nich konstrukcje
w aksonometrji prostokatne;j.

85. Wlasnosci katéw nachylenia osi x, y i z do rzutni
aksonometryeznej. Dowolny trojkat ostrokatny (S, S, S.) uwazajmy
(rys. 222) za trojkat Sladow aksonometrycznych. Z rozwazan ust. 12
wiadomo nam, Ze proste x" | s;, y" | s, 1 2" | s sg osiami aksonome-
trycznemi, a punkt O™ jest Srodkiem aksonometrycznym. Owemu tréj-
katowi (S.S,S.) podporzagdkowa¢ mozemy uklad potréjnie prostokgtny
O [x, y, 2], przyczem poczatek O tego ukladu niechaj lezy ponizej
rzutni aksonometrycznej (plaszczyzny rysunku) x, w odlegtosci O"O°
na prostej w, wykreSlonej z punktu O" prostopadle do rzutni ,. Osiami
tego uktadu O [x, y, 2] sq wowczas proste x=0S,,y=0S8,,z=08,,
a rzutniami ptaszezyzny w, = Os,, @, = 0s, i w3 =0s;.

Oznaczmy przez § 7 i { katy nachylenia osi x, y, wzgl. 2 do
rzutni aksonometrycznej w,. Celem wyznaczenia prawdziwej wielkoSci
kata ¢, jaki o§ z zawiera z rzutnig m,, poprowadZmy przez oS z pla-
szezyzne y | m,. Poniewaz plaszezyzna y — zz" okreSlona jest prostemi

» z 1 2", przeto kat { rowny jest katowi

<< zz", zawartemu pomiedzy osig z i osig

aksonometryczng z". Skoro plaszezyzne

aksonometrycznie-rzucajaca y = zz" obro-

cimy dokofa osi obrotu z* i polozymy na

rzutnie w,, to woéwczas punkt O° (rys. 222)

Hlm jest kladem punktu O, prosta 2°= 0°S,

P Asx  jest Kladem osi z, a kat {=<72°2" jest

%\ prawdziwg wielkoScig kata nachylenia osi 2

Rys. 222. do rzutni m,. W podobny sposob wy-

znaczy¢ mozemy (por. ust. 60, rys. 168)

dwa pozostate katy §1im, t. zn. katy nachylenia osi x i osi y do
rzutni aksonometrycznej =,

Zajmiemy sie¢ teraz zbadaniem zaleznoS$ci, jakie zachodzg pomiedzy
katami § 7 i {. W tym celu wykre§lmy (rys. 222) z punktu O" odci-
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nek O" C° prostopadly do boku O° 1 czyli rownolegly do boku z° = 0°S, .
Jezeli trojkat (S.10°) obrécimy dokola osi z* tak, aby po dokonanym
obrocie punkt O° zjednoczyl sie¢ z poczatkiem ukladu O, to uwazany
trojkat padnie na plaszczyzne y — 22", a odcinek O" C° zajmie nowe
polozenie O" C, rownolegte do osi z=0S,.. Otrzymany w ten sposob
odcinek O™ C jest prostopadly do rzutni poziomej w, — Os,, a poniewaz
punkt C (przynalezny do boku O 1) lezy na rzutni =, , przeto: odcinek O" C
okresla odlegto$¢ srodka aksonometrycznego O™ od rzutni poziomej 7, .
Z prostokatnego trojkata (O° O™ C°) wynika relacja O" C° = O™ 0°.sin ¢,
a poniewaz 0"C°=0"C i 0"0°=0"0, przeto: 0"C=0"0.sin &
Z punktu O™ (rys. 223) wykre§lmy odcinki O"C | @, O"B | m,
i O"A | wy, to owe odcinki wyrazajg odpo-
wiednio odleglo$ci Srodka aksonometrycznego O
od trzech rzutni: poziomej =, , pionowej @, i bocz-
nej @;. Dla kata {, pod jakim o$ z nachylong
jest do rzutni aksonometrycznej 7., uzyskaliSmy
relacie 0" C= 0" O . sin {. Zupelnie analogicznie
dla dwoeh dalszych katow # i § t. zn. katow Rys. 223.
nachylenia osi y i osi x do rzutni =, otrzymamy
zwigzki nastepujace: O"B=0"0.sinn i O"A= 0" 0. sin & Skoro na
rys. 223 wykres§limy odcinki OC | O"C i CD [/ O"B, to z trojkatow
prostokatnych (ODC) i (OCO™") wynikaja zaleznoSci:

0C’=0D’+CD’, 0°0’=0C’+0"C'=0D"'+CD’+0"C"
Poniewaz OD—=0"A, CD=O0"B, przeto:
0"0'=0"A"+0"B’+0"C’=0"0".sin* §+0"0". sin* 5 +
+0"0". sin2 £=0"0". (sin? & + sin? 5 -+ sin2 {)
lub: 1=sin?§ -} sin?y - sin? { = (1 — cos? §) + (1 — cos? h) -+ (1 — cos? §)
czyli ostatecznie otrzymaliSmy zaleznosé:
cost§tcostnptcostf=2 . . . . . . . (1)

wystepujacg pomiedzy katami nachylenia trzech osi x, y i z ukitadu
O [x, y, 2] do rzutni aksonometrycznej w,.

Wezmy pod uwage (rys. 222) tréjkat prostokatny (O™ 0°S.), w kto-
rym jedng przyprostokatnia O™ O° jest odlegto$¢ poczatku O od Srodka
aksonometrycznego O", a druga przyprostokatnia O"S, jest odlegtosc
srodka aksonometrycznego O" od $ladu aksonometrycznego S. osi z.
Dla odcinka O" S, otrzymamy zaleznoS¢:

0"S, =0"0°.cotg ¢
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Podobnie otrzymamy relacje:
0"S,=0"0°. cotg 7
O S. =0 0r. calp &

wyrazajace odlegtoSci Srodka aksonometrycznego O" od Sladow aksono-
metrycznych S, i S, dwoch dalszych osi y i x ukladu O [x, y, z].

86. Wlasnosci stosunkéw skrécen aksonometrycznych dla
trzech osi x, y i z. Liczby stosunkowe. Dla trojkata sladow akso-
nometrycznych (S, S,S.) wyznaczmy na rys. 224 osie aksonometryczne
x", y", z" i §rodek aksonometryczny O". Nastepnie wykonajmy kiad z°
osi z=03S,, oraz klad x* i y* osi x i y na plaszczyzne¢ =,, obracajgc
rzutnie¢ poziomg m, — Os; dokola osi s,. Skoro na osiach x, y,z uktadu
O [x, y, 2] odmierzymy od $rodka O trzy od-
cinki rownej dhigosci OX—=0Y=0Z=d,
to ich klady schodzg si¢ z odcinkami O*X* =
O'Y*=0°Z°=d, odmierzonemi odpowied-
nio na prostych x*, y* i 2°. KreSlge z punk-
tow X* i Y* proste prostopadle do $ladu s,
a z punktu Z° prostopadlg do z”, otrzymamy
na osiach aksonometrycznych punkty X~, ¥~
i Z7, ktoére sg aksonometrjami elementow
X1 Zo:0deinki (d == 0" X", d, =02 "
i d, = 0"Z"sg oczywiScie rzutami aksono-
metrycznemi uwazanych odeinkow d =0 X —
—O0Y=0Z. W aksonometrji prostokatnej
zachodza nier6wnosci

Rys. 224. d. <d d,<W g, d
gdyz rzut prostokgtny odcinka, ktory nie
jest ani rownolegly ani tez prostopadly do przyjetej rzutni, jest mniej-
szy od uwazanego odcinka.

Dla odcinka d = OZ jego rzut aksonometryczny d, — O™ Z" ulegt
pewnemu skroceniu, ktory zalezny jest od kgta nachylenia { osi z do
rzutni w,. W istocie bowiem z tréjkgta prostokatnego (O° Z° P), w kt6-
rym (rys. 224) przyprostokatnia Z°P jest roOwnoleglg do osi z”, wynika
zaleZnos¢: OB

o2

Sz

5 AR lub % = eos .k

Dla odcinkow AB, BC, CD,.... roznej dlugoSci, odmierzonych
na osi z=0S8, ukltadu O [x, y, 2], ich aksonometrje prostokgtne nie-




86. Wlasnosci stosunkéw skréocen aksonometr. dla trzech osi x, y i z. 191

chaj bedg odcinkami A"B", B*C", C"D",... Z ust. 9 wynika bez-
posrednio, ze
Az B 73 O CRERG el g“——cosg‘
AB BC CD d
czyli: stosunek diugo$ci rzutu aksonometrycznego pewnego odcinka, od-
mierzonego na osi z, do dlugosci owego odcinka jest liczbg statlg,

ktora zalezy jedynie od kata nachylenia {. Stosunek ‘(ii-’ nazywaé be-

dziemy stosunkiem skrocenia aksonometrycznego dla osi z.
Zupelnie w ten sam sposOb ustali¢ mozemy stosunki skrocen akso-
% i % dla dwoch pozostatych osi x i y ukladu odnie-
sienia O [x, y, 2|, przyczem d, i d, (rys. 224) sg aksonometrjami odcin-
koéw d, odmierzonych na osiach x i y. Pomiedzy stosunkami skrocen
aksonometrycznych dla trzech osi x, y, z ukladu O [x, y, 2], a katami
nachylenia § 7, { tych osi do rzutni aksonometrycznej w, zachodzg na-

stepujce zwiazki:
d. g

720055 7

nometrycznych

= €oS 1 %=cos§ R o

Z zalezno$ci (1), otrzymanej w ust. 85, wynika bezpos$rednio relacja:

d\ P G N
(7>+(7>+(—d)_2 ksl S Ay
pozwalajaca nam wypowiedzie¢ nastepujace
Twierdzenie: W aksonomelrji prostokgtnej suma kwadratow stosun-
kow skrocen aksonometrycznych dla trzech osi x, y i z rowna sig dwa.
W rozwazaniach naszych przyjeliSmy takg rzutnie aksonome-
tryczng m,, ktora nie jest ani prostopadlg ani tez r6wnolegla do Zadnej
osi uktadu O [x, y, z]. Dla katow & 7 i ¢, pod jakiemi owa rzutnia =, na-
chylong jest do osi x, y i 2, wystepujg zatem zaleznosci

0°<E<C90® OP<p<90® 0°<ECI . &+ . @
Dla kata nachylenia { mamy tedy:
2
@e=lcos <1 ~Tub O<%<1’<%><1’

a poniewaz d\? (gi)z_ _(@)2
(al)Jr d Pl at

P (%’—) 2+ (%l) 2> 1 oraz (%) . o+ (%”) 2> (%‘)2
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Podobne zalezno$ci otrzymamy rowniez i dla katow & i 5. A zatem wy-
pisa¢ mozemy nastepujgce niero6wnosci:

d, dLe o id g2 d 2
o<t [F+E>r G +HE=E)
d, dz\* . (4:)° dy)\* (=) (4=
o<<t (GV+(G)>r ) +E)>G
dezq (& e d:\*, (d:\*S (4w
o<g<t (G+(E>r (F)+(G)> (@
WykazaliSmy tedy prawdziwo$¢ nastepujgcego
Twierdzenia: W aksonometrji prostokatnej suma kwadratéw dwoch
stosunkow skrocen aksonometrycznych dla kazdych dwoch osi uktadu
O [x, y, 2] jest wigkszg od jeden, a tem samem wigkszg od kwadratu po-
zostatego trzeciego stosunku.
Oznaczmy przez 4, u i » warto§ci stosunkéow skrocen aksonome-
trycznych, to
d d

LY W B
d 4 d

515(0)

2
2
2

M,%":v lub cos §=4, cos n=u, cosE=r (6)

przyczem A, n i v sg liczbami niemianowanemi. Skoro we for-
mutach (3) i (5) zamiast stosunkéw. skrécen aksonometrycznych pod-
stawimy wartoSci 4, u, v tych stosunkoéw, to otrzymamy:

AFC pa SR Lot s TR
Q<A< B>t Bdpr>en
o<u<1 w4 v2>1 Bt S T S

0<r<1 v A2>1 v2 b 42>

Liczby niemianowane A, x i » pomnézmy przez dowolng liczbe niemia-
nowang e i pol6zmy:
le=1 we—m Ve Tl S R ()

to otrzymane w ten sposob wielkoSci /, m, n sg rowniez liczbami nie-
mianowanemi. Liczby /, m i n, proporcjonalne do wartoS§ci 4, pwiv
trzech stosunkéw skrécen aksonometrycznych dla osi ukladu O [x, y, 2],
nazywamy liczbami stosunkowemi.

Ze zwigzkow (3) i (5,), po podstawieniu wartosci l:é, M:%
i v:—Z—, otrzymamy zaleznoSci:
B g o iR L O e s A O
O< l'<e 2 +m2>e? 2 4+ m>> n? ;
O<m<e m>-+ n*>e? mifn: >k L, (B)

Oeipr<e n:+ 2 >e*  n2+ 2 >m?
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. W aksonometrji prostokatnej bardzo czesto nie jest nam wcale po-

trzebna znajomoS¢ poszczegdlnych wartosSci 4, w i » stosunkéw skrocen
aksonometrycznych %‘, %‘; i % Celem rozwigzania zagadnien konstruk-
cyjnych wystarczy bowiem, skoro (por. ust. 88) podany jest stosunek
_wartosci 4, u i », wyrazony zapomocg stosunku trzech liczb stosunko-

‘wych /, m i n. Z formut (7) wynika wowczas zalezno$é
PRI LR Ay R e e St o |

87. Tréjkat skrécen aksonometryeznych. Niechaj dany be-
dzie na rys. 225 ostrokatny trojkat sladow aksonometrycznych (S, S, S.),
osie x", y" i 2z, oraz Srodek O". Na srednicy S,S, zakreSlmy kolo &,
o $rodku C,, to owe kolo przejS¢ musi przez punkty 2 =s,y" i 3=s,x", be-
dace wierzcholkami katéw prostych: << S, 2S, = << S, 3S, = 90°. Zupehie
podobnie kota k, i k, — o $rodkach C,, C, i o $rednicach S, S., S, S, —
przejS¢ musza przez punkty 7 i 3, wzgl. 7 i 2. Na hlukach S/';\Z, §,T1,
wzgl. 21 kot k., k, 1 k, wspierajg si¢ rOwne sobie katy obwodowe:

X 8:32=x8.8,2=<x0a, . . . .. .. dla kola 'k
Faodl=x8. 8 1T=a SRR s T R e %
X BS L = 28,1 sl T Qs i e e

Zupelnie podobnie wykaza¢ mo-
zemy rowno$¢ katow: << B, = << B,
i <=7, a temsamem do-
wieS¢, ze: osie aksonometryczne
x", y" 1 z" (por. rys. 225) sg syme-
tralnemi katow wewnetrznych tréj-
kata (723), a Srodek aksonome-
tryezny O" jest srodkiem kota wpi-
sanego w Ow trojkat. Jezeli przez
r=0"4 oznaczymy promien tego
kota, to z podobienstwa trojkatow
302 i (§,0"S,) wynika:
32:r=38,8::071 lub 32— pSuSs,

o1
Wykonajmy ktad O°, obracajac po-
czatek uktadu O [x, y, z] dokota osi
obrotu 2", to z podobienstwa - trojkatow (0°0" 1) i (S. O™ 0°) wynikajg

Rys. 225.

lz“l’)‘qZk“ 0°1: 0°0" — 0°S. : 0°S. oraz 0"1:0°1— 0°0": O°S.
= e z o e s
o5 OO o 001 00 OO - BRO

0"S. LU SRy & S ) -y ey )

Plamitzer. Aksonometrja prostokatna. 13
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Skonstruujmy wreszcie ktad rzutni poziomej m, — Os,, obracajac
ja dokota osi s, =S, S,, to dla tr6jkatoéw podobnych (S, S, O¥) i (0*S, 1)
otrzymamy relacj@ :

BaS OS—O*S o1 b 88—

0S,.0%S,
O*1
Poniewaz O*1= 0°1, wigc po uwzglednieniu wartosci poprzednio
obliczonej dla odcinka O°1 otrzymamy:
SRS LN
i B T e s
Poniewaz odcinki 0°0", 0°S,, O*S,., O*S, i O*1 wyrazajg od-

legloém srodka O uktadu O [x, y, 2] od poszczeg6lnych punktow O",S.,
S.,S8, 1 1, przeto dwa ostatnie zwigzki napisa¢ mozemy w naste;pu;ace;

formie: G n
G 0S..0S8

0"l =—— $,8,=———L.0"S§
0°5, ' 00:.05.
Poprzednio wyraziliSmy dlugos$¢ boku 3 2 r6wnaniem 32— r- SO”HSI" )

wiec dochodzimy do relacji:

i 08,108,058, 0'S." 05::08,.05. - ({0°S: ! L

B2 . ST . —g.coszg
00208, oor Qo OS

gdzie (por. rys. 225) cos {= %RSSZ , a ¢ oznacza pozostaly czynnik

o statej wartosci.
Zupetnie podobnie obliczymy diugosci dwoch pozostalych bokow
i 13 tréjkata (123), a mianowicie:

21=c¢.cos? & 13=c.cos® 1 39 =UENE0S> ¢
Z rozwazan naszych wynika relacja:
21:13:832—cos?E:cos?n:cos? . . . . . . . (8
a poniewaz ze zwigzkow (6) i (7,) mamy
co8* 52,008 1 Cos? {=1A22 p*r0d==P : m*; n}, -przeto:
21:13:32=F:misnt. o . AR e e |
Trojkat (723), ktérego wierzchotkami sg punkty przeciecia sie bokoOw
trojkata sladow aksonometrycznych (S.S,S.) z osiami aksonometrycz-
nemi x”, y" i 2", nazywamy tro6jkgtem skr(’)ceﬁ aksonometrycz-
nych. Mozemy tedy wypowiedzie¢ nastgpujgce
Twierdzenie: Osie aksonometryczne sg symetralnemi katow we-

wnetrznych trojkgta skrocenn aksonometrycznych. Boki tego trojkata sa
proporcjonalne do kwadratow liczb stosunkowych.
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88. Konstrukeje podstawowe. Korzystajac z rozwazan trzech
ostatnich ustepow, przystapi¢ mozemy dorozwigzania nastepujgcych zadan.

Zadanie 7: Dany jest trojkat sladow aksonometrycznych (S, S, S.);
nalezy wyznaczy¢ stosunki skrocen aksonometrycznych dla trzech osi
uktadu O [x, y, z].

Rozwigzanie: Wiadomo nam, Ze pomiedzy zadanemi stosun-

kami a katami § » i { zachodzi relacja (2), a mianowicie : % ="Cc08 &,
%:cos , %‘- =cos {. W sposo6b podany na rys. 222 (por. tez rys. 230),
skonstruujemy najpierw katy §, n i {, a nastepnie stosunki skrocen
d, d, i d.

Wady :

Zadanie 2: Dane sa wartosci dwoch stosunkow skrocen aksono-
metrycznych dla dwoch osi uktadu O [x, y, z]. Nalezy skonstruowac osie
aksonometryczne x”, y* i 2".

Rozwigzanie: Niechaj dane beda np. wartosci 2 i u stosunkow
skrocen aksonometrycznych % i % dla osi xiy. Z nier6wnosci (5,) wy-
nika, - ze wartosci 4 i u tych stosunkow spelnia(’: muszg nastepujace wa-

runki: O.<<iA<1, O<<u<1, 224 pu*>1. Skoro przez v oznaczymy
warto§é stosunku- skrocenia aksonometrycznego %’ dla osi z, to z rowna-
nia (3,) otrzymamy wartosé » — )/ 2 — % — u®. Znajac wartosci 4, u, v
; : S o sd d. .
i korzystajac z relacji: 4 — q o8 & k== o —cosn, v=-7=cos {
mozemy teraz skonstruowaé¢ katy § » i &

Jako przyktad ‘konkretny pi'zyjmijmy wartosci }.:'% i’ﬂ :’%, spelniajace wa-

\ 2 2 7

runki: 0 < 2 T e -§~ sl 1 (—2«) + (—;—) > 1. ‘Dla v otrzymamy woéwezas war-
2 31 5 Bl L

tose v — 2— — — 36" Skoro cos§:§, acosa;:—g,toka‘ty&ln otrzy-

mamy (rys. 226) z tréjkqt(')w

prostokatnych (ABC) i(DEF), F c

dla ktérych zachodzg relacje : /"%,,)
AB  10mm 2
8 10mmB,

BCc 15mm 3

Celem skonstruowania kata ¢, Byns 9%0:

g_(ls’ odmierzmy (w przyjetych jednostkach diugosei) odeinki GK—31mm
i GH=36mm, a nastepnie wyznaczmy punkt L, przecigéia sie prostej KL | GH
13¥%

ktérego cos {—
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z polkolem, zakre$lonem na Srednicy GH. Z relacjii GL:GK—=GH:GL wynika
e aiiact GL\' GK _ 31mm GL 31
G .GH CZyll (ﬁ)h—‘ﬁ?m lub gﬁﬁi‘/%.

Poniewaz jednak cos {= l/—, przeto dla tréjkata prostokqtnego (GHL) zachodzi zwig-
zek —Gi = cos {, zatem < LGH = < {.
GH

Majac prawdziwe wielkoSci katow § # i {, wyznaczy¢ mozemy
osie aksonometryczne x", y", z" i trojkat Sladow aksonometrycznych
(S. S, S.). Przez dowolny punkt O" (rys. 227),
ktory uwazaé bedziemy za S$rodek aksono-
metryczny, wykreslmy dwie proste prosto-
padte O™ O° | z". Przez O° poprowadimy
takie proste O°T, O°U i O°S., ktéore na-
chylone sg do promienia z” pod katami §, 7,
wzglednie (. Skoro punkt O° uwazaé¢ be-
dziemy za klad na rzutnie w, (pl rysunku)
srodka O ukladu O [x,y, 2], to z relacji:
0"S. = 0"0°.cotg { wynika (por. ust. 85),
ze S, jest sladem aksonometrycznym osi z.
Prosta O°S, —=2° jest zatem kladem osi z,
a prosta O°1 | z° przecina si¢ z osig 2" w ta-

Rys. 227. kim punkcie 1, przez ktory przechodzi (por.

rys. 222) bok s, trojkgta Ssladow aksonome-

trycznych. Na prostej s, | 2" leze¢ muszg Slady aksonometryczne S, i S.

dwoch dalszych osi x i y, przyczem (ust. 85) spelnione muszg by¢ relacje:

0"S,=0"0°.cotg & 0"S,=0"0°. cotg 1.

Dla tr6jkatow prostokatnych (00’ 7)i(0"0°U) mamy O T = 0" O° . cotg &

i O"U=0"0°.cotg 7, przeto odcinek O"T=0"S, wyraza nam od-

legtosé srodka aksonometrycznego O" od $ladu S, , a odcinek 0" U= 0" S,

rowny jest odlegtosci punktow O"iS, . Kota &, i k;, zakreSlone ze srodka O™,

wyznaczajg na §ladzie s, zagdane punkty S, i S,. O ile konstrukcja jest

dokladnie przeprowadzong, to wowczas osie x*=0"S, i y"=0"S,
muszg spelnia¢ warunki prostopadtosci: x* [ §,S. iy" | S.S..

Zadanie 3: Dane sg liczby stosunkowe /, m i n. Nalezy skonstru-
owaé katy & #, { i osie aksonometryczne x*, y" i z".

Rozwigzanie 1: Niechaj dane bedg liczby stosunkowe [=29,
m =95, n =10, przyczem owe liczby niemianowane muszg by¢ tak do-
brane, aby spetniaty [por. (5,)] nieréwnosci: 224 m? > n? m? -+ n®* > P
in®+0>m*% W zadaniu naszem wcale nie znamy wartosci 4, u i »
trzech stosunkO6w skrocen aksonometrycznych, podany jest tylko sto-

Sz

O —

T —————————
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sunek tych trzech wartoSei 4, v i », a mianowicie A:u:v=29:5:10.
Celem wyznaczenia katow & 7 i {, obliczymy z réwnania (3;) najpierw

2 2 2 .
wartosé e:] M a nastepnie — korzystajgc ze zwigzkow (6)

2
i (7) — wielkosci kgtow z réwnan:
ook & o _._V op e —ﬂ—V_M_
i Aeeu) ol e e V P+m+n¥
cosg—r,,_ﬁ_l/#rﬁ

Powyzsze obliczenie arytmetyczne zastapi¢ mozZemy nastepujaca
konstrukecjg. Narysujmy trojkat prostokatny (ABC), ktorego (rys. 228)
przyprostokgtniami — w przyjetych jednostkach diugosci « — sg od-
cinki AB=1=9, i AC=m,=5,. Odt6zmy nastepnie odcinek BD =
=n,= 10, na prostej prostopadlej do przeciwprostokatni CB i wy-
znaczmy trojkat prostokatny roéwnoramienny (CDE) o przeciwprosto-
katni CD. Z przeprowadzonej konstrukeji wynika, ze:

CE—VAB +AC Vi m,, CD=VCB' 1 BD'=Vp{mifrt,

e op Ve e VAT
CS:SD=§V12+m2+n2,L, ED:VSD“+SE :V%fb___eb_

Na srednicy E D zakre$lmy koto k, i narysuj-
my cigciwy DL =1, — AB, DM=m,—AC
i DN = n,= BD. Konstrukcja ta da si¢ prze-
prowadzi¢, gdyz — wedle relacji (5,) — od-
cinek ED =e, jest wiekszy od odcinkow
AB =1l AC=m i BD—n,. Z trojkata
prostokatnego (EDL), o przeciwprostokatni
ED, oraz réwnan (6) i (7) wynika, ze:
.D_L_ —llzi:}tzcosé.
£k) e, e
Wnosimy stad, ze <c LDE roéwny jest ka-
towi § nachylenia osi x do rzutni akso-
nometrycznej m,. Podobnie wykaza¢ mozemy, ze katy nachylenia 7 i {
osi y i osi z do rzutni =, rowne sg katom (rys. 228) @:MDE X
i <cNDE—<3:=(
Znajac katy § 7 i {, wyznaczy¢ mozemy  osie aksonometryczne
x", y" i z" w sposO6b, omO6wiony w zadaniu poprzedniem.
Rozwigzanie 2: Skoro dane sg liczby stosunkowe /=5, m =4
i n =6 — spelniajgce warunki 2+ m?®*>n?, m*+n*>Ein*+2>m* —
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Vi U G T B Ly to korzystajac z wlasnosci trojkata skrocen akso-
¢ m4__p Pt nometrycznych, wyznaczy¢ mozemy najpierw
9% =6t F osie x", y" i 2", a nastepnie dopiero katy &, », &

' / : W tym celu wezmy (rys. 229) pod uwage trzy od-

M
?ﬁw einki AB=—1,—5,, CD=m,—4,1 EF—n,—6,,
b/ Al L7, k przyczem niechaj odcinek PQ przedstawia nam
jednostke dilugosci ¢. Na dowolnym odcinku
G AmidL Amv \n GH, ktéry jest dluzszy od trzech poprzednio
przyjetych odcinkow, zakreslmy potkole &, na-
rysujmy trzy cigciwy GL=10L=AB, GM=
Rys. 229. =m,=CD, GN =n,= EF, oraz odcinki LL,,
MM, i NN, prostopadte do boku G H. Dla tr6j-
katow prostokatnych (GHL), (GHM) i (GHN) mamy zwigzki:
OL'-—GCH.OL GM'— GH.GM, N'—GH.GN,
lub GL:GM": GN" = GL,:GM,:GN,
czyli- ()2 vlm)t= () =1 s = CL;: GM, :GN,:

QQ

Skoro - uwzglednimy relacje (8,) z ust. 87, a mianowicie /2:m?:n®*=

21:13:32, to wowezas otrzymamy zaleznosSc:
21:13:32=0GL,: GM,: GN,.

Wnosimy stad, ze odcinki GL,, GM, i GN,
(rys. 229) sa proporcjonalne do bokow 27,
13 i 32 trojkata skrocen aksonometrycznych
(123) lub tez wprost rowne bokom tego
trojkata. Na rys. 230 skonstruowaliSmy troj-
kat skrocen aksonometrycznych (723) o bo-
kach 21=GL,, 13=GM, i 32—=GN,. Wyzna-
czenie tego trojkata jest zawsze mozliwe, gdyz
zachodzg — jak to z relacji (5,) wynika — na-
stepujgce nieroOwnosci:
GL,+ GM, > GN,, GM, + GN, > GL,,
GN,+GL,>GM,.

Wkreslajac symetralne katow wewnetrznych
trojkata skrocen aksonometrycznych (723),
uzyskujemy osie aksonometryczne x*, y™ i z".

Narysowanie trojkata sladow aksonometrycznych (S, S, S.) i wyznacze-
nie katow & 7, { nie nastrecza juz zadnych trudnoSci.
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89. Aksonometrja prostokatna jako metoda posrednia. Na
rysunku 231 niechaj dane bedg rzuty prostokgtne (poziomy i pionowy)
pewnego zespolu geometrycznego, ztozonego z dwoch graniastostupow
(ABCD,EFGH) i (1234,5678), oraz ostrostupa Scietego (1234, EFGH),
ktorego wierzcholkiem jest punkt W (W', W"). Zajmiemy si¢ teraz omo-
wieniem sposobOw konstrukeyjnego wyznaczenia rzutu aksonometrycznego
uwazanego zespolu geometrycznego.

Zadanie 1: Wyznaczy¢ aksonometrje prostokatng zespolu geome-
trycznego, przedstawionego na rys. 231, jezeli dane sg liczby stosun-
kowe =5, m=4 i n=6.

Rozwigzanie 1: Dla powyzszych liczb stosunkowych skonstruo-
waliémy na rys. 230 osie aksonometryczne x”, y”, 2" i katy nachylenia
& n, §. Osie aksonometryczne przenie$liSmy na rys. 233, a katy & n i &
umieSciliSmy na rys. 232.

Cheace wyznaczy¢ rzut aksonometryczny przyjetego na rys. 231 ze-
spolu geometrycznego, musimy skonstruowaé aksonometrje poszczegol-
nych wierzcholkéw A, B,... tego zespolu. Wezmy np. pod uwage punkt B,
lezacy na rzutni poziomej m,. Odcinek OB" =x, (rys. 231) jest ,szero-
koscig“, a odcinek BB" =y, jest ,glebokoScig“ punktu B. Aby uzyskac
aksonometrje B" punktu B, nalezy skonstruowaé rzuty aksonometryczne
odcinkéw x, i y,. Dla odcinka x,— OB", lezqcego na osi x ukladu
O [x, y, 2], jego rzut aksonometrycznyx =0"B

ulega pewnemu skroceniu, ktére zalezy od e 75”7"
kata & (nachylenia osi x do rzutni aksonome- 4"7” 2n3r
trycznej m,). Z ust. 86 wiadomo nam, ze sto- RNt o
sunek skrocenia aksonometrycznego dla osi x {
wyraza sie wzorem gt ol SOl E Skoro ° {4 e

o :

. zatem na jednym z ramion kata § odltozymy ”f
(rys. 232) odcinek PT= OB" = x, i przez otrzy- 40, Z 3,7,"'
many punkt 7 poprowadzimy prostg 7°T, prosto-
padlg do drugiego ramienia tego kata & to wow-
czas z trojkata prostokgtnego (P77,) wynika y
zaleznosé cos §— ?’ =2 Otrzymany w ten

b oy s
sposob odcinek xi=PT, wyraza nam dlugosc ¥ 2%
rzutu aksonometrycznego odcinka x, — OB". Rys. 231.

Dla odcinka y, = BB" (rys. 231) wyzna-
czymy w podobny sposob dugosé jego rzutu aksonometrycznego y*—B"B,,.
Poniewaz odcinek y, = BB” jest réwnolegly do osi y ukladu O [x, y, 2],
przeto rzut aksonometryczny tego odcinka ulega skréceniu, ktére zalezy
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i gn »B_
od kata 1 nachylenia osi y do rzutni =,. Z relacji &Z%Erzcos n
y
wynika Snastgpujgca konstrukeja: Na jednym ramieniu kata 7 (rys. 232)
odt6zmy_odcinek QU =y, = BB" i poprowadzmy odcinek UU, prosto-
padly do drugiego ra-

o s mienia tego kata. Otrzy-

Y 2) _ many w ten sposob od-

, zt v  cinek QU,=y? wyra-

p : g . Y $ 4 ja nam dlugo$é rzutu

S e A 2l aksonometrycznego od-
Rys. 232. cinka y, —=BB".

Szeroko$¢ x, — OB”
i glebokos¢ y, — BB" nazywamy spélrzednemi uwazanego punktu B.
Odcinki za§ x'=PT, i yf =QU,, wyznaczone w powyzej omoOwiony
sposob na rys. 232, nazywaé bedziemy spoéOirzednemi aksonome-
trycznemi punktu B. Skoro dane sa spéirzedne x, i y, punktu B,
to polozenie tego punktu B na rzutni poziomej m, jest dokladnie usta-
lone, w odniesieniu do przyjetego uktadu
O [x, y, z]. Znajomo§¢ ,spoirzednych akso-
nometrycznych® x! i y! pozwoli nam
w sposOb bardzo tatwy skonstruowac rzut
aksonometryczny B" owego punktu B.
Skoro na osi x" (por. rys. 233) odmierzy-
my od $rodka aksonometrycznego O" od-
cinek O"B, —x'=PT,, to otrzymany
‘punkt B, jest oczywiscie obrazem akso-
nometrycznym punktu B", lezacego (por.
rys. 231) na osi x. Poniewaz spoéirzedna
y,— B"B, t. zn. jego glebokos¢, jest row-
noleglta do osi y, przeto prosta B, B",
wykreslona (na rys. 233) z punktu B,
rownolegle do osi aksonometrycznej y", jest obrazem aksonometrycznym
prostej B"B. Odcinek za$§ B,B" —=yr=O0U, jest rzutem aksonome-
trycznym glebokosci y, — B" B, a punkt B" jest aksonometrja danego
punktu B.

Wezmy teraz pod uwage punkt (F F', F"), ktérego spoirz¢dnemi
(rys. 231) sg: szeroko$¢ x,= OB”, gleboko$¢ y, = B"F i wysokosé
z,=B"F". Dla spoirzednych x, i y, skonstruowaliSmy na rys. 232 po-
przednio juz dhugosci spéirzednych aksonometrycznych x!' = PT, i y!' =
=QU,. Aby otrzymacé trzecig spéirzedng aksonometryczng 27, odi6zmy
na ramieniu kata { odcinek RV =z =—B"F" i, za posrednictwem pro-
stej V'V, prostopadlej do drugiego ramienia kata {, wyznaczmy odcinek
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2 = RV,. Poniewaz wysoko§¢ z,— B"F" punktu F (F',F") jest réwno-
legla do osi z uktadu O [x, y, 2], przeto jej rzut aksonometryczny be-
dzie odcinkiem rownolegtym do osi aksonometrycznej z*. Jezeli tedy na
rys. 233 przez punkt F, — B" wykreS§limy prostag roéwnolegla do osi 2"
i odmierzymy na tej prostej odcinek F,F" =z =RV, to otrzymamy
wowczas aksonometrje F" punktu F. Dla punktu F (F', F") o spélrzed-
nych x,, y, i 2,, wyznaczyliSmy jego obraz aksonometryczny F*, uzy-
wajac do pomocy trzech spoéirzednych aksonometrycznych x7', g i 2f.

W podobny sposob, korzystajac z ,podziatek katowych® & # i ¢
umieszezonych na rys. 232, skonstruowaé¢ mozemy aksonometrje A", C”,
D", E*, G, 1", 2",...8" pozostatych wierzchotkow uwazanego zespotu
geometrycznego. O ile konstrukcja jest dokladnie przeprowadzona, to
na przekatni 7,3, réwnolegloboku (7,2, 3, 0") leze¢ musza punkty A”,
C" i W,. Podobnie przez punkt W=, ktory jest aksonometrja wierz-
chotka W (W', W") ostrostupa, przejS¢ musza proste 1" E", 3" G",...

Rozwigzanie 2: Uzywanie podzialek kgtowych, podanych na
rys. 232, jest dosy¢ ucigzliwe. Ze wzgledow praktycznych chetniej sto-
sujemy zazwyczaj inne podzialki kgtowe, ktore uzyskamy w sposob
nastepujgcy. Na rys. 234 obierzmy jeszcze raz osie aksonometryczne x”,
y" 1 z", odpowiadajgce wa-
runkom naszego zadania (po-
réwnaj rys. 233). WkreSlmy
bok s, =S,S, trojkata Sla-
déow aksonometrycznych, wy-
konajmy klad rzutni poziomej
m, = Os;, otrzymujac klady
e RS gte="0° S, - 081
x 1 y, a nastepnie wyznacz-
my klad z° osi z. Skoro do-
wolny odcinek d odlozymy na
osiach x°, y° i 2z jako odcinki
X =Y =0 Z"=d iwy-
znaczymy rzuty O" X" =d,,
O"Y"=d, i O"Z"=d., to wowczas stosunki skrocen aksonometrycz-
nych dla trzech osi uktadu O [x, y, z] wyrazimy (por. ust. 86) wzorami
%f —COB & %zcos 7, %zcos {. Przy pomocy odcinkéw did,,did,,
wzgl. d i d. skonstruujemy katy w., o, i @, w sposob, uwidoczniony
na rys. 234.

Z otrzymanych w ten sposOb podziatek katowych korzystaé be-
dziemy przy wyznaczaniu spoirzgdnych aksonometrycznych punktu
F (F', F"), jezeli dane sg (rys. 231) jego spéirzedne x, —=OB", y, =B"F'




202 X. Zwigzki miarowe i zalezne od nich konstrukeje w aksonometrji.

i 2y = B" F;. ZakreS§lmy kolo k,, ktorego $rodkiem jest wierzchotek W,
kata ., a promieniem odcinek x, — O B", to wowczas kolo k, przetnie
si¢ z ramionami kgta o, w punktach N, i N,. Z podobienstwa trojka-
tow wynika relacja

AR N PRI PO e Y

d p r O d R X, 0
czyli innemi stowy: odcinek N, N, — x[ jest spolrzedng aksonometryczng
dla punktu F. Podobnie, za poSrednictwem podziatek katowych o, io.,
otrzymamy dwie dalsze spoirzedne aksonometryczne y* i 2i dla uwa-
zanego punktu F. W tym celu wystarczy na rys. 234 zakres$li¢ kota k,ik,
o promieniach y, —=B"F, z,—B"F’ i o S§rodkach schodzacych sie
z wierzcholkami W,, W, katow o, i w.. Uzyskane punkty przeciecia
sie tych kot z ramionami katéow o, i @, ograniczajg odcinki gy i 2]
bedace szukanemi spoOilrzednemi aksonometrycznemi punktu F (F', F").
Z latwoscig zauwazymy, ze stosowanie podziatek katowych w,., o, i o,
jest o wiele korzystniejsze, niz uzywanie podzialek katowych & 5 i ¢
umieszczonych na rys. 232.

Rozwigzanie 3: Do wyznaczenia spoOirzednych aksonometrycz-
nych x!, y" i 2 dowolnego punktu F (F', F") uzy¢ mozemy tez podzia-
lek, wykreSlonych na rys. 235. Dowolnie przyjety na rys. 234 odcinek
d= 02 X0= Y2 =0 Z \uwazaj-

IR ! 2d; i 1 ]
1 s /4 my za jednostke diugosei i odtos-
e ‘ /x7]  my go kilka razy na prostej a (por.
i ey i : J dy[)”’] rys. 235), otrzymujgc podziatke dla
¢ i f 2% /407 osi x, y i 2. Na prostej b odmierzmy

Rys. 235. kilkakrotnie odcinek d,=0"X",

to otrzymamy podziatke dla osi

aksonometrycznej x". Podobnie, odmierzajac odcinki d,=0"Y"id,—0"Z"

(por. rys. 234) na prostych ¢ i d umieszczonych na rys. 235, otrzymamy
odno$ne podzialki dla osi aksonometrycznych y" i z".

Wiadomo nam, Ze stosunek skrocenia aksonometryczego dla osi x

: y d X - e STl
wyraza Si¢ wzorem: COS §=F":E‘—, gdzie x, = OB" jest szerokoscig
1

punktu F (F', F"), a x} =0"B,, jest jego spoéirzedng aksonometryczng
(por. rys. 231 i 238). Odcinek x, — OB" weimy w ,rozwarto$é cyrkla*
I, porownujac go z podzialka a na rys. 235, odczytajmy jego diugosé,
r0wng w naszym przypadku 7°4 jednostkom d. Z relacji x, :d =x7:d;
wynika, ze dlugosé odcinka x! wynosi 74 jednostek d., ktorg to diu-
gos¢ otrzymujemy wprost z podziaiki & na rys. 235. Podobnie por6wnujgc
odeinki y;, =B"F' i 2, =B"F" (rys. 231) z podziatka a na rys. 235 od-
czytujemy, ze dlugosci tych odcinkow wynosza y, —1°4d i 2, =1'45d;
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dla spoéirzednych aksonometrycznych y¢ i 27 otrzymujemy odcinki
yr=14d, i 2 =1-45d., wyrazone (por. podzialki ¢ i d na rys. 235)
w jednostkach dlugosci d,, wzgl. d.. Skoro na osi x" (rys. 233)
odmierzymy odcinek xy = 1-4d,, a przez otrzymany punkt B, narysu-
jemy prostg rownolegla do osi y” i odfozymy na niej odcinek yy =1'4d,,
a wkonficu na prostej F, F" || 2" odmierzymy spoOirzedng z2}=1"45d.,
to otrzymamy aksonometrje F" uwazanego punktu F (F',F").

Zadanie 2: Na rys. 236 dane sg rzuty prostokatne (poziomy, pio-
nowy i boczny) czesci stropu zelazno-betonowego ). Nalezy skonstruo-
waé aksonometrje tego stropu.

Rozwigzanie: Ze wzgledow praktycznych nie zawsze mozemy
narysowaé¢ pewien zespot geometryczny w wymiarach rzeczywistych.
Rysujemy wowczas 6w zesp6l w pewnem pomniejszeniu, przyczem
zaznaczy¢ musimy: stosunek wymiar6w przyjetych na rysunku do wy-
miaréw rzeczywistych. Szczeg6t stropu zelazno-betonowego na rys. 236
wykonany jest w pomniejszeniu (podziailce) 1:80, t. zn., zZe wszelkie
narysowane wymiary na rysunku sg 80 razy mniejsze od odpowiednich
wymiar6w w rzeczywisto$ci. Innemi stowy: 1 ¢m na rysunku przedsta-
wia 80 em w rzeczywistosSci. Zamiast napisu: ,podzialka 1:80¢, umie-
SciliSmy na rys. 236 (ponizej rzutoOw stropu) prostg i odmierzyliSmy na
niej pewng iloS¢ jednostek dilugosci, pomniejszonych w zgdanym sto-
sunku. Odcinek od 0 do 2 m o dlugosci 25 cm przedstawia nam
80.26cm=2m, t. zn. dwa metry w rzeczywistosci. Na rys. 236 wpi-
sano niektore wymiary, inne za§ mozemy odczyta¢ przy uzyciu zalaczo-
nej podziatki. : ‘

Na rys. 237 przyjeliSmy osie aksonometryczne x”, y" i z", oraz
bok s, =S, §, trojkata Sladow aksonometrycznych (S, S, S.). Po wyko-
naniu ktadéw x°, y° i z* trzech osi, odmierzyliSmy odcinki O°X°—
=0°Y°=0*Z" =d o dlugo$ci 2 cm i skonstruowali§my rzuty aksono-
metryczne d, = 0" X", d, = 0"Y" i d, = O"Z" tych odcinkéw. Skoro
zalozymy, ze odcinek d o dilugosSci 2 cm przedstawia nam w rzeczy-
wistos$ci 1 metr, to rys. 237 wykonaliSmy w (podziatce) pomniejszeniu
1:50. Na prostej a wykres$liliSmy nastepnie podziatke dla osi x, y i 2,
a na prostych b, ¢ i d podziatki dla osi aksonometrycznych x*, y», 2",
przyczem postugiwaliSmy si¢ odcinkami d =2 em, d, =0"X", d, =
=0r ¥ S d P27

Wyznaczenie obrazu aksonometrycznego uwazanego szczegotu stropu
zelazno-betonowego jest bardzo latwe. W tym celu nalezy osie aksono-
metryczne x", y” i 2" przenie$¢ z rys. 237 na rys. 238, a nastepnie wy-
znaczy¢ spolrzedne aksonometryczne poszczeg6élnych punktow A, B,...

!). Temat powyiszego zadania podal Prof. Dr. Adam KuryHo.
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71:70

Rys. 236.

Z rys. 236 wiadomo nam, ze dla punktu A jego szerokos¢ wynosi — 35 cm,
gdyz element A lezy na osi —x w odlegtosci 35 em od Srodka O. Obraz

- )
0% o \']XT/\”’\‘
S_}/ Y7L Sx
akim yn - yo & Srf
oz

a-im
ZX
£ 7
09,
)
7 01'5 ? 5 7 %m
a , 5 2.z
b /l_]_l_l 10151 ? { J Xf/
=4 47
7 050 7 2, 3m
Ty [ ! s 1 J 17
TR
L e B 1 ! lm[zn7
PO A -
Rys. 237

aksonometryczny A" otrzyma-
my, jesli w ,rozwartoS¢ cyr-
kla“* wezmiemy odcinek xi =
=035d, =035 m wedle po-
dziatki dla osi x", umieszczonej
(por. rys. 237) na prostej b,
a nastepnie spoirzedng aksono-
metryczng x! odlozymy (por.
rys. 238) na osi — x" jako od-
cinek O™ A". Dla punktu B czy-
tamy z rys. 236, ze jego gle-
boko$¢ y, =+ 35 em. Odpo-
wiadajaca spoirzedna aksono-
metryczna jest odcinkiem o diu-
gosci y?=35cm wedle podziatki
dla osi y”, umieszczonej na
prostej ¢ (rys. 237). Odcinek
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ten wezmiemy w rozwarto$¢ cyrkla i odmierzymy od punktu O" po-
czgwszy (rys. 238) na osi - y". Otrzymany w ten spos6b punkt B" jest
aksonometrjg punktu B. Dla punktu C, ktérego wysoko$¢ wynosi 165 cm,
otrzymamy spoOirzedng aksonometryczng zf, jesli w rozwartoS¢ cyrkla
wezmiemy (rys. 237) odcinek yy =165 cm wedle podziatki dla osi 2~
umieszczonej na prostej d. Skoro odcinek ten odmierzymy na rys. 238
od punktu A" poczawszy na prostej A"C"|[|z", to otrzymamy aksono-
metrje C" punktu C. Na rys. 238 podana jest wreszcie konstrukcja
punktu D", bedacego aksonometrja takiego punktu D (rys. 236), ktérego
szeroko$¢ wynosi — (35 em -+ 60 cm), a wysoko$¢ -+ (165 cm -+ 20 cm).
Odpowiednie spoirzedne aksonometryczne xi i 27 punktu D sg odcin-
kami x7 =95cm i 27 = 185 cm, mierzonemi oczywiScie wedle podziatek
dla osi x" i 2", umieszczonych na rys. 237. Odcinek O" E” na rys. 238
roOwna si¢ spoirzednej x, odcinek za§ E”D" [[ 2" réwna si¢ spOlrzed-
nej z7. Aksonometrje D" punktu D mozemy wreszcie uzyska¢ w ten
spos6b, ze skonstruujemy najpierw aksonometrje F” pomocniczego
punktu F, o wysokosci 20 em i szerokosci — 95 cm, a nastepnie wykre-
slimy odcinek C"D" || A* F".

i
[ni i
: 7
B b
Rl
wh BN X7
Rys. 238.

90. Rodzaje aksonometrji prostokatnej. Z rozwazan ust. 85
wiadomo nam, ze odleglo$¢ srodka aksonometrycznego O" od wierz-
chotkow tréjkata $ladéw aksonometryeznych (S, S, S.) wyraza si¢ zapo-
mocg WZOrow : A o e

0"S,=00".cotg§ 0"S,=00".cotgn O"S,=00".cotg (9)
gdzie odcinek OO" oznacza odleglos¢é Srodka O uktadu O [x, y, 2] od



206 X. Zwigzki miarowe i zalezne od nich konstrukecje w aksonometrji.

rzutni aksonometrycznej w,, a katy & »n i { sa katami nachylenia osi

x, y i z do rzutni m,. Dla stalej wartosci OO", odlegtosci srodka akso-

nometrycznego O" od wierzchotkow trojkata (S.S,S.) zalezg jedynie
tylko od katow &, n i ¢

Skoro przyjmiemy wszystkie katy sobie rowne: §—=mn=¢_, to wow-
czas zachodzi zaleznosé: O"S,=0"S, =0"S,, a tem samem trojkat
sladow aksonome-
trycznych (S, S, S.)
jest trojkatem
roOwnobocznym.
I wzajemnie, jeze-
li trojkat (S. S, S.)
jest rOwnoboczny,
to woéwezas (por.
rysunek 239) katy
Rys. 240. nachylenia &7 i ¢

' sq sobie rowne. Dla
tej aksonometrji (por. ust. 86) stosunki skrécen aksonometrycznych sa so-
bie rOwne: %‘ :gd"- :%, az zaleznosci (3) wynika wprost, ze % = %
Uwzgledniajac relacje (6) i (7), mamy zwigzki: A—=u=wv,.oraz /—m—n.
Ten szczegOlny przypadek aksonometrji nazywamy aksonometrjg prosto-
katng izometryczna. ]

Zat6zmy teraz, ze dwa katy nachylenia np. £ i { sg sobie rowne,
to wowezas z relacji (9) wynika rownosé odcinkow 0" S, = 0" S.. Wno-
simy stad, ze trojkat Sladow aksonometrycznych (S, S, S.) jest (por.
rys. 240) trojkagtem rownoramiennym. W tym przypadku zachodzag
nastepujace rownosci: %"z% 4. =w, l=n. Aksonometrj¢ taka nazy-
wamy aksonometrjg prostokatng dimetrycznag.

Natomiast aksonometrje, dla ktorej trojkat Sladow aksonometrycz-

nych (S, S, S.) jest ostrokgtnym trojkatem ré6znobocznym (por.

rys. 230), a katy nachylenia &,
{233 2 (518199 |17|37|49) m i § sa rézne od siebie, nazy-
ml7l717 mlél1515l6l6l8 || wamy aksonometrjg prostokatng

nl2lsl4 nlelalwlolmslselsol] anizometryczna.

Rys. 241. tabelki, zawierajace najczeSciej

uzywane wartosci dla liczb sto-

sunkowych /, m i n. Pierwsza tabelka odnosi si¢ do aksonometrji prosto-
katnej dimetrycznej, a druga do anizometryczne;j.

Na rys. 241 umieszczono dwie -




G

Skorowidz alfabetyczny.

(Liczby oznaczajg stronice).

Aksonometrja (metoda rzutow) 7, — anizo-
metryczna 206, — dimetryczna 206, — izome-
tryczna 206, — perspektywiczna7, — pro-
stokatna 7, 24, — Srodkowa 7.

Aksonometrja konturu wielo$cianu 153, —
prostej 24, 39, — prostej niewlaSciwej 64,
— punktu 6, 24, — punktu niewlasciwego 51,
— $ladéw plaszezyzny 54, 65, — Sladow
prostej 51, — wielokgta 128, — wieloScia-
nu 152. ‘

Apotema ostrostupa 151.

Cecha punktu 5.

Cien odcinka 144, — prostej 143, — .punktu
142, — rzucony 142, 145, — rzucony wie-
lokgta 145, — rzucony wielo$cianu 183,
— wlasny 145, — wlasny tr6jkata 146,
— wlasny wieloScianu 182.

Cienie wielokgtow 145, — wieloScianow 182.

Czesé oswietlona (ptaszezyzny) 145, — wielo-
Scianu 182.

Elementy niewlasciwe 12, 14, — ukladu pla-
skiego 133, — wlasciwe 14, — zasadni-
A i

Gleboko$é (punktu) 199.

Graniastostup 151, — prosty 151, — umia-
rowy 151.

Granica cienia wlasnego (wieloscianu) 182.

Homologiczne elementy 133, — proste 133,
— punkty 133.

Homologja 163, — réwnolegia 133.

Homografja 166.

Kat nachylenia osi124, 188, — plaszezyzn 124,
— prostej i plaszezyzny 123, — prostych
122, — prostych sko$nych 10.

Kierownica powierzchni ostrostupowej 158.

Kierunek powinowactwa 134, — prostej 12,
— rzutéw 4, 22, 24.

Kiad 94, — plaszczyzny 94, 96, — punktu 94,
— prostej 94, — wielokata 138.

Kolineacja ogélna 166, — perspektywicz-
na 163, — Srodkowa 163, — ukladéw pla-
skich 162, 166.

Kontur wielosScianu 153.

Krawedzie powierzchni ostrostupowej 158,
— wielo$cianu 150.

Liczby stosunkowe 190, 192.

Metoda posrednia 199. .

Metoda rzutéw  aksonometrycznych 6, cecho-
wanych 5, — prostokatnych 22, — réwno-
legtych 4, 20, — srodkowych 3, — uko-
$nych 4, 20. /

Obraz aksonometryczny 6, — punktu 3,
— utworu geometrycznego 4.

Obrot plaszezyzny 94, — punktu 94.

Odbudowaé prostag 40, — punkt 31, 34,
— rzutnie 28. =

Odlegtosé punktu od plaszezyzny 118, — pro-
stej 119, — rzutni 28, 98.

Odnoszgca prosta 30.

Odtworzy¢é prostg 40, — punkt 31, — rzutnie 28.

Odwzorowanie geometryczne 3, 6.

0§ kolineacji 163, — obrotu 93, — powino-
wactwa 133.

Osie aksonometryczne 26, — ukladu 6,

- — wzajemne 165.

Ostrostup 150, — prosty 151, — umiarowy 151.

Pek plaszezyzn 66.

Perspektywa prostej 16, — punktu 3, 15, 16,
— utworu geometrycznego 4.

Plaszczyzna niewlasciwa 14, — obrazu 3,
— obrotu 94, — symetralna 125, 127,
— tlowa 3, — widzenia 3, — wlasSciwa 14,
— zniknienia 15.

Plaszezyzna rzucajaca 3, 22, 25, 64, — akso-
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nometryeznie- 25, 58, — boczno- 25, 57,
— pionowo- 25, — poziomo-rzucajaca 25, 56.

Poczatek uktadu 6.

Podnoszenie z ukladu 105, 139.

Podstawa ukladu plaskiego 133, — wielo-
§cianu 150.

Podzial wielokgtéw 128, — wielo$cianéw 150,
— zadan geometrycznych 115.

Podziatki aksonometryczne 202, — katowe 201.

Pokrewienstwo Srodkowe 133.

Polozenie prostej 18, — punktu 4.

Pélosie 27.

Pétproste 27.

Powierzchnia ostroslupowa 157, — grania-
stostupowa 158.
Powinowactwo 133, — ogé6lne 135, — per-

spektywiczne 133, — Srodkowe 133, — ukla-
dow plaskich 133.

Problem prostopadio$ci 7, 79, — réwnole-
glosei 7, 79.

Promien kolineacji 163, — obrotu 94, — po-
winowactwa 133, — rzucajgcy 3, — widze-
nia 3.

Prosta graniczna 165, — niewlaSciwa 13,
— odnoszgca 30, — rzucajgca 3, 4, — wia-
§ciwa 13, — wzajemna 165, — zbiegu 165.

Przekr6j plaski (wielo$cianu) 159, 167.

Przenikanie si¢ wielokatow 140, — wielo-
§cianéw 173, 177, 180.

Przesuniecie ukladu 36.

Punkt niewidoczny 146, — niewlasciwy 13,
— ofwietlony 142, — w cieniu 142, — wi-
doczny 146, — wlasciwy 13.

Rodzaje aksonometrji 7, 206.

Ruch obrotowy 93.

Rzutnia 3, — aksonometryczna 6, 24, — bocz-
na 6, — pionowa 5, — pozioma 5.

Rzut aksonometryeczny 6, 24, — prostokatny
24, — prostej 24, — punktu 24, — wielokata
128, — wielo$cianu 152.

Rzut cechowany 5, — boczny 6, — kata pro-
stego 22, — prostokatny 5, 22, — poziomy
5, — pionowy 5, — réwnolegly 4, 20, — uko-

$ny 4, 20, — Srodkowy 3, 4, 16.

Sciana wieloscianu 150, — o§wietlona 182,
powierzchni ostrostupowej 158, — w cie-
niu wlasnym 182.

Slad aksonometryczny 77, — prostej 25, 77,

— plaszezyzny 25, 77, — boczny 25, 48:
— pionowy 25, 48, — poziomy 25, 48,
— tlowy 18, — zbiegu 18.

Spoélrzedne aksonometryczne punktu 200.

Srodek aksonometryczny 26, — geometrycz-
ny (wielokata) 128, — kolineacji 163,
— obrotu 94; — powinowactwa 133, — rzu-
téw 3, — uktadu 6.

Stosunki skrécen aksonometrycznych 190.

Szeroko$¢ (punktu) 199.

Symbol 7, 8, — A (A", A’) 31, — (a) 133,

— @I, p7). 90, — (12, L) 40, —-(a.b)
158.

Tio 1.

Tréjkat skrécen aksonometrycznych 194,
— ¢ladéw aksonometrycznych 25.
Tworzgca powierzchni ostrostupowej

— graniastoslupowej 158.

Uklad odniesienia 6, — plaski 133.

Uklady plaskie kolineacyjne 166, — ogolnie
powinowate 135, — perspektywicznie-ko-
lineacyjne 163, — perspektywicznie-powi-

nowate 134, — srodkowo-kolineacyjne 163,

— $rodkowo-powinowate 134.
Ustawienie plaszczyzny 12.
Utwoér geometryczny 3, — sztywny 93.

Wartosci liczb stosunkowych 192, — sto-
sunk6éw skrécen aksonometrycznych 192.

Wielokat plaski 128, — przenikania 174.
— przestrzenny 174, — sko$ny 128, — umia-
rowy 128, — wklesly 128, — wypukly 128.

Wielo$cian 150, — umiarowy 150, — wkle-
sly 150, — wypukly 150.

Wysokosé (punktu) 200, — graniastostupa 151,
— ostroslupa 151.

Wyznaczenie kolineacji 164, — powinowac-
twa 135.

Zadania miarowe 115, — opisowe 115.
Zarys wieloScianu 153.

Zespot 156.

Zjednoczony 4.

Zmiana rzutni 93.

Znamie¢ punktu 5.

Zrekonstruowaé polozenie (punktu, prostej)s

31, 40, 46.
Zwiazki miarowe 188.
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P OLEC A

S. P. Timoszenko :

RKURS WYTRZY MHLOSCI M.HTERJHLOW

Przetozyl z IV wydania i uzupeinit M. T. HUBER, inz., prof. pohtechnlkx Iwowskiej
Str. 363 z 415 rys. w tekscie. /

slak au!or, iuk i th q do jalistéw, znanych z prac oryginalnych takfe w pl-
ictwie jskiem, co s!arczy za najlepsze zalecenie ksigzki, odznaczu]qce] sig

nadto przyltgwnoiqu wykhdu przy wysokim poziomie nnnkowym i nader oblfitej tresci“.
(N. R. w ,Przegladzie wydawnictw Ksiaznicy Polskiej T. N. S. W.*, nr. 3 i 4 zr. 1923, sir. 28).

wSzczerg wdzigeznos¢ wmmlmy prof. dr. M: T. Huberowi za przyswojenie polskiej literaturze
lcchmczne] dziela, vyrdiml)qcego si¢ pod kazdym wzgledem korzystmc nawet wirod poczytnych

podrecznikéw literatury Swiatowej z zakresu wytrzymalosci materjatow®.
\\ (Inz. dr. Z. Fuchs w ,,Machaniku nr. 7 z r. 1922).

CENA 10— ZE.:

Dr. K. Weigel :

RACHUNEK WYROWNAWCZY
WEDLUG METODY NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW.
Str. XII 4 336.

»Przed niedawnym czasem otrzymalem od Pandw to wspaniale dzielo... Zwréce na to po-
wazne wyd“mlchlo uwage naszego Tow. techni¢anego w Pradze.
| (Prof. dr. in2. A. Tichy, Wyisza szkofa techniczna w Bernle, w liscie' z 4. X. 1923),

CENA 9—ZL.

Dr. M. Wolfke :
ZASADY TEORJI CIEPE A

Str. VIII {120 i 27 rysunkéw w tekscie.

HAutor ujgt w sposéb zwigzly lecz dokladny podstawy termody iki z jej
i ogdlne znudy kinetycznej teorji ciepla. W podreczniku tym zostaly u nas po raz plervuy
uwzglgdnione najnowsze wyniki badani wspdlczesnyth W termodynamice positkuje si¢g autor wyni-
kami ostatnich badaf stawnego laboratorjum kriogenicznego w  Lejdzie, kidre mxal sposobno$¢ oso-
biscie bliZzej poznaé,

Réwniez zostala uvzglgdmonn teorja kwantéw w jei t aniu do zjawisk cieplnych.

Calo$¢ daje zatem Scisly obraz wspdiczesnych pogladéw na tg d:udzmg z,uusk fizycznych.

Dlatego 'tez ksigzka ta jest przeznaczona nietylko dla stuchaczy wyZszych zakladéw nauko-~
wych, ale réwnie2 dls tych wszystkich, ktdrzy pragng juz posiadsne wiadomofci w tych dzie~
dzinach poglebié i uzupetnic®, (»ERspress Lubelski® z dnia 9. IX. 1924).

CENA 3:60 ZL.




KSIAZNICA-ATLAS

LWOW, CZARNIECRIEGO 12
WARSZAWA, NOWY SWIAT 59

POLECH:

W. Borawski :

PROJEKTOWANIE BUDYNKOW
MIESZKALNYCH

Str. VIII + 154 z 1 kol. ilustr. i 82 rys.

sDzieto to wzbudzilo zainferesowanie w szerokich kotach naszégo spoleczeristwa: odpowiad
ono bowiem potrzebie czasu... Dlatego teZ inicjatywe autora nalety powitaé z uznaniem. Praca jego
jest bardzo sumienna i widaé staranne wyczerpanie tematu w ramach mezliwie skfomnych. Dobdr
przykladéw jest dobry. Tak, jak praca jest podana, widaé, Ze w ogdlnych zarysach jest doskonale
ujeld, i naleiy tylko: Zyczy€, by byla zapowiedzigq szeregu nastgpnych prac, dalej poghibinj’cych
dane zagadnienia®, (A. Gravier w ,Przegladzie Technicznym®, nr. 31 z r. 1924).

CENA 450 ZL.

H.' Mierzejewski :

METROLOGJA TECHNICZNA

Str. VI 206 z licz. ilustr. i rys.

Tre$é: Przedmowa. — Pasowanie watkéw i dlugosci. — Pasowanie gwin-
téw. — Narzedzia miernicze. — Specjalne metody miernicze. — Wiadomosci
z optyki geometrycznej. — Maszyny miernicze i podzialkowe. — Metody inter-
ise;encyir‘;e. ~ Wyznaczenie metra w dlugo$ci fali $wietlnej. — Bibljografja. —

orowidz.

CENA 9— ZL.

i
I
|

W. Mozer:

BUDOWA PAROWOZOW

TOM L CZESC OGOLNA
Str. VI 185 z licz. rys. i ilustr.

wJesli z radoscig witamy kazde nowo wydane dzielo techniczne, to tem silniej skandujemy
swe zadowolenie, gdy dane dzielo dotyczy zakresu w piSmiennictwie slabo lub zupelnie nie opraco-
weahego, i gdy ten dzial potraktowany jest z europejskiego punktu widzenia i opr ia. Takiem
jest nasze zadowolenie z ksigzki W. Mozera“. (sKurjer Lwowski, nr. 125 z r. 1924)

CENA 9— Z%.
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