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Przedmowa. 

W podręczniku niniejszym, przeznaczonym dla studentów wyższych 
uczelń, omawiam w sposób wyczerpujący jedną z metod geometrji wy­
kreślnej, t. zw. aksonometrję prostokątną. Do zrozumienia tego podręcz­
nika wystarcza znajomość metody "rzutów prostokątnych" na dwie, 
wzgl. trzy wzajemnie prostopadłe rzutnie. 

Celem uzyskania przejrzystości układu, uważałem za wskazane przy­
jąć taki podział materjału, że w rozdziale pierwszym zestawiłem wiado­
mości przygotowawcze, a w pięciu następnych rozdziałach wyłożyłem 

szczegółowo „metodę bezpośrednią" aksonometrji prostokątnej. Następnie 
zająłem się zastosowaniami, a mianowicie w czterech ostatnich rozdzia­
łach omówiłem zadania miarowe, geometrję wykreślną wielokątów i wielo­
ścianów, związki miarowe w aksonometrji prostokątnej, oraz „metodę 

pośrednią". Aby nie powiększać zbytnio rozmiarów tej książki, pominąłem 
zupełnie zastosowania, odnoszące się do teorji krzywy c h i po­
wierzch n i, tembardziej, że zmiana rzutni (ust. 53, str. 111) umożliwia 
właściwie rozwiązywanie wszelkich zagadnień geometrycznych w me­
todzie "rzutów prostokątnych" na dwie wzajemnie prostopadłe rzutnie. 

Przy opracowywaniu niniejszego podręcznika starałem się usilnie· o to, 
aby Czytelnika wdrożyć do logicznego myślenia. Dlatego też w każdem 
omawianem zagadnieniu najpierw badałem i dokładnie ustalałem wystę­
pujące zależności geometryczne, a następnie dopiero przechodziłem do 
strony konstrukcyjnej. Aby umożliwić Czytelnikowi należyte zrozumienie 
omawianych kwestyj, poprzedzałem każdy nowy problem odpowiednią 
definicją. Przy poszczególnych zadaniach geometrycznych nie zadawa­
lałem się podawaniem jedynie tylko sposobów rozwiązania, ale przepro­
wadzałem również dyskusję; po uzyskaniu rozwiązania konstrukcyjnego, 
zwracałem też uwagę na kontrolę rysunku pod względem dokładności 
przeprowadzonej konstrukeji. · 

Za techniczne wykonanie rysunków dziękuję bardzo uprzejmie 
pp. Mieczysławowi Teliczkowi, Janowi Wokrojowi i Leonowi Czupielowi, 
asystentom Politechniki Lwowskiej. 
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Panu Inż. Janowi Kłosińskiemu, adjunktowi Politechniki, oraz pp. 
asystentom Janowi Wokrojowi i Józefowi Rogowskiemu dziękuję ser­
decznie za pomoc w czytaniu żmudnej korekty. 

Spełnię miły obowiązek, jeżeli Dyrekcji Spółki Akc. ,,Książnica­

Atlas" wyrażę na tern miejscu podziękowanie za należyte wyposaże­

nie podręcznika, a w szczególności za pokonanie wszelkich trudności, 

spowodowanych specjalnym składem używanych przezemnie oznaczeń. 

Lwów, w listopadzie 1924 r. 
Autor. 
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Wstęp. 

W dziełach G. Desm:gues' a (1593-1662) i J. H. Lambert' a (1728-1777) 
doszukać się można pierwszych rozważań, odnoszących się do metody 
ak:sonometrji prostokątnej. Jakkolwiek z prak:tycznemi konstrukcjami 
z zakresu tej metody spotykamy się w pracach inż. Farish' a 1), H. W. 
Brandes'a 2), A. Sopwith'a 3

) i O. Mollinger'a 4), to przecież właściwymi 
twórcami aksonometrji prostokątnej są: J. L. Weisbach 5), R. Skuhersky 6), 

C. Pelz 7
), J. Tesar 8), D. Tessari. 9) i L. Berzolari 10). Bardziej szczegółowe 

uwagi o historycznym rozwoju ak:sonometrji prostokątnej podane są 

w dziełach następujących autorów: M. H. Mayer i K. Th. Mayer 11), 

Chr. Wiener 12), R. Schiissler 18), E. Miiller 14) i G. Scheffers 15). Trudno tu 

1) Isometrical perspective. Cambridge Phil. Trans. 1820. 
2) Isometriche Perspective. Gehlers phys. W6rterbuch 1833. 
3) Treatise on isometrical drawing. London 1834. 
4) Isometrische Projectionslehre. Solothurn 1840. 
5) Uber die monodimetrische u. anisometrische Projektionslehre. Polyt. Mitteil. 1. 

Tilbingen 1884; Anleitung zum axonometr. Zeichnen. Freiberg 1857. 
6) Orthographische Parallelperspektive. Prag 1858; Die Methode d. orthogonalen Pro­

jektion auf zwei Ebenen, die keinen rechten Winkel miteinander einschliessen... Abh. 
B6hm. Ges. Prag (V. Folge. 10 Bd.) 1858. 

7) Zur wissenschaftlichen Behandlung d. orthogon. Axonometrie. Sitzungsber. d. 
Akad. d. Wissensch. Wien Abt. II. Bd. 81 (1880), Bd. 83 (1881) u. Bd. 90 (1884); Bei­
trage zur wissenschaft. Behandlung d. orthogon. Axonometrie. Sitzber. d. b6hm. Ges. d. 
Wissensch. Prag 1885. 

8) Uber den orthogonal-axonometrischen Verkiirzungskreis. Wien. ~itzungsber. 
Bd. 81 (1880). 

9) Projezioni assonometriche ortogonali ed oblique. Torino 1882. 
10) Sull' assonometria ortogonale considerata come metodo di rappresentazione. 

Pavia 1893. 
11) Lehrbuch d. axonometrischen Projektionslehre. Leipzig 1855-1863. 
12) Lehrbuch d. darstellenden Geometrie. Bd. 1. Leipzig 1884. 
13) Orthogonale Axonometrie. Leipzig 1905. 
14) Lehrbuch d. darstell. Geometrie fiir technische Hochschulen. Bd. 2. Aufl. ~­

Leipzig u. Berlin 1923. 
15) Lehrbuch d. darstell. Geometrie. Bd. 1. Berlin 1919. 

Plamitzer. Abonometrja prostokątna. 1 



2 Wstęp. 

wymienić wszystkie prace, traktujące o metodzie aksonometrji prosto­
kątnej; zauważyć należy jednak, że w każdym obszerniejszym podręcz­
niku geometrji wykreślnej znajdują się rozdziały, poświęcone omawianej 
metodzie. 

Również i w naszej literaturze naukowej posiadamy kilka dzieł 

z zakresu geometrji wykreślnej, w których uwzględniona jest metoda 
aksonometrji prostokątnej. Należą tu prace: prof. Ka.rola Maszkowskiego 1} , 

prof. Dr. Mieczysława Łazarskiego 2), Dr. M. Feldbluma 8), prof. Dr. Ka­
zimierza Bartla 4), Tadeusza J. Łazowskiego 5) i prof. Stanisława Garlic­
kiego 6). 

1) Perspektywa rzutowa jako wynik rzutów prostokątnych na płaszczyzny ukośnie 
względem siebie położone. Pamiętnik T-wa Nauk Ścisłych w Paryżu. Tom V. 1873 ; 
Geometrja wykreślna dla szkół średnich. Zeszyt 1 i 2. Lwów 1875-1882. 

2) Zasady geometrji wykreślnej dla użytku wyższych szkół realnych. Lwów 1889; 
Zasady geometrji wykreślnej. Tom I i II. Lwów 1903-1906. 

3) Geometrja wykreślna. Warszawa 1902. 
1) Geometrja wykreślna (kurs litografowany). Lwów 1913/14. 
5) Geometrja wykreślna podręcznik dla klas wyższych szkół średnich . War­

szawa 1917. 
6) Kurs geometrji wykreślnej (litografowany). Warszawa 1921. 



Rozdział I. 

Wiadomości· przygotowawcze. 

1. Metoda rzutów środkowych. Geometrję wykreślną uważać 
możemy za naukę, która pozwala utwory geometryczne (punkty, pro­
ste, płaszczyzny, wielościany, linje krzywe, powierzchnie, ... ) odwzorować 
na płaszczyźnie obrazu, oraz roz~ązać zadania, odnoszące się do tych 
utworów. Najogólniejsze sposoby takiego odwzorowania zawarte są 

wt. zw. metodzie rzutów środkowych czyli perspektywie. 
Z tej metody Wyprowadzić się dadzą wszelkie inne metody geome­
tryczne, któremi posługujemy się w geometrji wykreślnej. 

Niechaj dany będzie dowolny stały punkt 1) S, który (rys. 1) nazy­
wamy środkiem rzutów (okiem), i stała płaszczyzna obrazu ai, 
nie przechodząca przez punkt S. Płaszczyznę n nazywamy też tłem, 

płaszczyzną tłową, płaszczyzną rzutów lub krótko rzut n i ą. Wszystkie 
proste a, b, . . . i płaszczyzny y, . .. , które przechodzą przez środek rzu­
tów S, nazywać będziemy pro st em i rzucające mi (promieniami wi­
dzenia) i płaszczyznami rzucającemi . (płaszczyznami widzenia). 
Promień rzucający p, łączący środek rzutów (oko) S z dowolnym da­
nym punktem P, niechaj przebije płaszczyznę obrazu n w punkcie P' 
(czytaj: P z kreską). Otrzymany w .ten sposób punkt P' jest rzu tern 
środkowym, perspektywą lub obrazem punktu P. , 

Podobnie punkty A', B', ... , przebicia się (rys. 1) promieni widze­
nia a, b,... z rzutnią n, są obrazami punktów A, B,... Dla punktu C, 
który leży na płaszczyźnie Uowej n, jego perspektywa C' nakrywa (scho­
dzi) się z punktem C. Skoro na promieniu rzucającym (widzenia) p · 
obierzemy dowolne punkty P, R, ... , to z łatwością zauważymy, że ich 
rzuty środkowe P', R', ... nakrywają się w jednym punkcie P' =R', 
a mianowicie w punkcie przebicia się promienia p z płaszczyzną obrazu n. 
Obierzmy teraz taki punkt Q, który nakrywa się ~e środkiem rzutów S. 

1) Umówmy się, że punkty i proste oznaczać będziemy dużemi, względnie małemi 
literami alfabetu łacińskiego, a płaszczyzny małemi literami alfabetu greckiego. Czasem 
jednak punkty oznaczać będziemy też cyframi arabskiemi, a proste cyframi rzymskiemi. 

1* 
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Ponieważ położenie promienia rzucającego, który przechodzi przez dwa 
nakrywające się punkty ·S i Q, nie jest ustalone, przeto dla punktu 

Q = S nie możemy wyznaczyć wcale jego 
perspektywy Q'. 

Skoro przyjmiemy płaszczyznę obrazu n 
i nie leżący na niej środek rzutów S, to po­
szczególne punkty A, B, C, ... P, R,... prze­
strzeni odwzorowa .ć możemy - z wyjąt-

R kiem środka S - na rzutni n jako punkty: 
r· A', B', C', ... P', R', ... Każdemu punktowi P, 

który nie nakrywa się ze środkiem rzutów S, 
Rys. 1. pqdporządkowany jest na rzutni n i eden 

ściśle oznaczony punkt P', który jest 
rzutem (obrazem) punktu P. Natomiast ów punkt P' uważany być może 
za rzut środkowy każdego punktu P, R, ... , dowolnie obranego na pro­
mieniu rzucającym p. Innemi słowy: jeżeli na rzutni n elany jest rzut P ' 
pewnego punktu P, to poło że n ie owego punktu P w przestrzeni nie 
jest dokładnie określone. Sposoby ustalenia dokładnego położenia punktu P 
w przestrzeni poznamy w ustępie 8. . 

Uważajmy teraz dowolny utwór geometryczny I', np. linję krzywą, 

powierzchnię lub wielościan. Celem od wzorowa n i a owego utworu 
geometrycznego I' na płaszczyźnie obrazu n, wyznaczmy dla poszcze­
gólnych punktów A, B,. . . tego utworu ich perspektywy (rzuty środ­

kowe) A', B', ... · Na płaszczyźnie Uowej n otrzymamy wówczas nowy 
utwór geometryczny <I.>, który nazywać będziemy: rzutem środkowym, 

perspektywą lub obrazem utworu geometrycznego I'. 

2. Metody .rzutów równoległych. Obierzmy (rys. 2) pła­

szczyznę rzutów n i dowolnie nachyloną względem niej prostą s, 

B 

1( 

a 

którą uważać będziemy za kierunek rzutów. 
Proste a, b, ... , rów n o 1 e gł e do stałej prostej s, 
nazywamy „promieniami rzucającemi". Skoro 
przez dane punkty A, B, P;.. . poprowadzimy 
promienie rzucające a, b, p, . . . i wyznaczymy 
punkty przebicia się tych promieni z rzutnią n, 

~ to otrzymane w ten sposób punkty: A', B', P ', ... 
R s są rzutami równoległemi (ukośnemi) przy­

jętych poprzednio punktów. 

Rys. 2. Z łatwością zauważymy, że: 1 ° każdemu 
punktowi A podporządkowany jest jeden ściśle 

określony obraz A'; 2° punktom P, R, ... , które leżą na promieniu rzu­
cającym p, podporządkowane są rzuty _zjednoczone . .(nakrywające się) 
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z punktem P' = R'; 3° punkt C, leżący na rzutni n -nakrywa się . .ze 
swoim obrazem C'. Natomiist dowolny punkt P' płaszczyzny obrazń J;C. 

uważany być może za rzut rownole,gły (ukośny) k~żdego punktu. P, 
dowolnie przyjętego na prostej rzucającej i · 

. W metodzie r~utów prostokątnych, zamiast dowolnego „kierunku rzu­
tów", przyjmujemy (rys. 3) prostą rzucającą s prost op ad ł ą do rzutni n. 
Przez dowolny punkt A poprowadźmy promień rzu­
cający a I I s czyli a J_ n, to punkt A' przebicia się 

prostej a z rzutn~ą n.jest rzutem prostokątnym 
uwa.ż~ego punktu A. ~Dla 'punl{tu C,.leżącego na pła­
szczyźnie n, jego obraz C' zjednocźony jest z punk­
tem C. Punktom· P, R, ... , które · leżą na promie­
niu ·rzucającym p _i n , podporządkowane są rzuty pro­
stokątne, nakrywające się w jednym punkcie P' =R'. 

Każdy punkt A odwzorowany jest na rzutni n 
przez j eden punkt, a mianowicie przez swój rzut 

p 

a p C ' 

A' 

. R 

Rys. 3. 

prostokątny A'. Natomiast punkt A' uważać można za rzut prostokątny 
d Q w o 1 n ego. punktu A,· leżącego na promieniu rzucającym a. Aby u~ta­
lić w dokładny sposób położenie punktu A w odniesieniu do przyjętej 
rzutni n, możemy obok rzutu prostokątnego A' podać jeszcze np. od­
ległość · punktu A od rzutni n, t. zn. długość odcinka A A'. Odległości 
punktów, leżących nad rzutnią n, uważajmy np. za dodatnie ( + ), a od­
ległości punktów, znajdujących się pod rzutnią n, uw_ażajmy za ujemne(-). 
Liczbę algebraiczną, która w przyjętych jednostk~ch długości wyraża 

odległość (z uwzględnieniem znaku + lub -) punktu A od rzutni n, na­
zywamy 1) cechą lub z n am ie n iem owego punktu. Położenie punktu A 
będzie dokładnie ustalone, jeżeli obok rzutu A' zanotujemy (wpiszemy) 
cechę tego punktu. Rzut prostokątny A' opatrzony cechą nazywamy 
rzutem ~ech o w a ny m punktu A, a odnośną metodę odwzorowania 
geometrycznego nazywamy metodą rzutów cechowanych~-. ' · .. 

Aby ustalić położenie punktu A, użyć możemy też np. dwóch, j~gą : 
rzutów prostokątnych na dwie dowolne rzutnie. Najchętniej jednak -..:.:. . 
ze względów -praktycznych - przyjmujemy (rys. 4) dwie wzajemniei 
prost opadłe płaszczyzny rzutów: rzutnię po ziom ą n1 i rzutnię pi o-· 
n ową n2 , · które przecinają się w . O§i x. Z punktu A poprowadźmy proste 
rzucające: · p J_ n1 i ą J_ ~ 2 (prostopadłe- odpowiednio d<;> rzutni n1 , 

wzgl. n2), to wówczas rzut po ziomy A' ·punktu A jest punktem prze­
bicia się promienia p z rzutnią poziomą n-1 , -a rzut pionowy A" (czy­
taj A z dwiema kreskami lub A z · dwiema) -'jest · punktem przebicia się 

. . 

1) Dr. Kazimierz Bartel: Geometrja rzutów cechowanych i pewne jej zastosowa-
nia. Wars~awa 1_914. (E~ Wende _i ~p.) ., . · 
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prostej q z rzutnią pionową n2 • Skoro dane są rzuty A' i A" pewnego 
punktu A na dwie rzutnie n1 i n2 , to położenie tego punktu jest do­
kładnie ustalone w przestrzeni; w istocie bowien skoro w punkcie A' wy.:. 

/ y 

Rys. 4. 

kreślimy prostą p _l_ n1 , a w punk­
cie A" prostą q _l_ n2 , to proste pi q 
przetną się w żądanym punkcie A. 

Często jednak, obok rzutni n1 

i ·n2 , wprowadzamy jeszcze trzecią 
rzutnię n3 prostopadłą do osi x , 
a tern samem prostopadłą równo­
cześnie i do dwóch poprzednich 
płaszczyzn n1 i n2 • Rzutnia bo cz­
n a n3 przecina oś x w punkcie O, 
a płaszczyzny n:1 , n2 w osiach j, 
i z. Owe trzy wzajemnie prosto­
padłe rzutnie tworzą "układ odnie­
sienia", który oznaczać będziemy 
symbolem O [x, y, z] lub [O],przy­
czem O jest środkiem lub po­
c z ą t kie m tego układu, a proste 

x, y i z są jego osiami. Prowadząc z danego punktu A (rys. 4) prostą 
r _l_ n3 , otrzymamy - w punkcie przebicia się promienia rzucającego r 
z rzutnią boczną n3 - rzut boczny A'" (czytaj: A z trzema kreskami 
lub A z trzema) punktu A. W metodzie rzutów prostokątnych na dwie, 
wzgl. na trzy wzajemnie prostopadłe rzutnie, zajmujemy się badaniem 
zależności, jakie zachodzą pomiędzy utworem geometrycznym I' a jego 
trzema odwzorowaniami na rzutni poziomej n1 , pionowej n2 i bocznej n3 • 

Obok trzech wzajemnie prostopadłych rzutni układu O [x, y , z] nie­
chaj daną będzie (rys. 4) dowolna czwarta płaszczyzna rzutów na , która 
nie przechodzi przez początek O i nie jest prostopadłą do żadnej rzutni 
układu [O]. Przez punkt A poprowadźmy promień rzucający b, równo­
legły do przyjętego kierunku rzutów s, i skonstruujmy punkt As ( czy­
taj: A ~e znaczkiem s lub A s), przebicia się prostej b z nową rzutnią na. 
Poprowadźmy następnie przez punkty A', A" i A"' trzy promienie rzu­
cające (równoległe do kierunku s) i oznaczmy przez A: , A~, A~' (czytaj: 
A z trzema kreskami s lub A z trzema s) punkty przebicia się tych 
promieni z rzutnią na . Płaszczyznę na nazywamy rzut n i ą akson o­
metry cz n ą, punkty As, A:, A~ i At rzutami aksonometrycz­
ne mi ( obrazami aksonometrycznemi) lub wprost aksonometr j am i 
punktów A, A', A", wzgl. A"'. Metodę odwzorowania, w której badamy 
zależności geometryczne pomiędzy punktem A i jego obrazami As, A: , 
A~ i At, nazywamy "metodą rzutów aksonometrycznych" lub aksono-
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metrją. Zależnie od tego, czy kierunek rzutów s jest dowolnie nachy­
lony wżględein _rzutni na, czy też s jest prostopadły do na, występuje 
aksonometrja ukoś n a, wzgi. aksonometrja prost ok ą t n a.' 

, Zamiast kierunku rzutów s w odniesieniu do rzutni aksonometrycz­
nej na, przyjąć możemy środek rzutów S i wyznaczyć perspektywy 
(rzuty środkowe) punktów A, A', A" i A"' na rzutnię ·aksonometryczną na. 
Uzyskana w ten sposób metoda odwzorowania zwie się aksonometr i ą 
środkową lub perspektywiczną 1). 

3. Elementy zasadnicze. Oznaczenia. Zanim dokładniej oma­
wiać zaczniemy poszczególne metody geometrii wykreślnej, zajmiemy 
się najpierw elementami zasadniczemi, t. j. punktami, prostemi (promie­
niami) -i płaszczyznami. 

Pomiędzy elementami zasadniczemi ustalić możemy następujące 

zależności : 

Dwa punkty A i B określają (wy­
znaczają) jedną i tylko jedną pro­
stą l. 

Dwie płaszczyzny a i /3 określają 
(wyznaczają) jedną i tylko jedną 
prostą ·k. 

Aby oznaczyć, że prosta / określona jest punktami A i B, posługi­
wać się będziemy symbolem: / = AB. 'Podobnie symbol: k = a/3 ozna­
cza prostą k, określoną płaszczyznami a i /3. O uważanej prostej l = AB· 
powiadamy też, że: prosta (promień) l n ależ y do punktów A i B lub 
l p,:r ze chodzi przez owe punkty. Punkty A i B „należą" (przynależą) 

do prostej l lub leżą na tej prostej. O prostej k = afJ mówimy, że „na­
leży do" płaszczyzn a i /3, wzgl. ,,leży na" tych płaszczyznach lub jest 
„krawędzią przecięcia się" uważanych płaszczyzn a i /3. Owe płaszczyzny 
a i /3 „należą do" prostej k, ,,przechodzą przez" promień k lub „przeci­
nają się" w krawędzi k. · 

Niechaj daną będzie prosta l = AB, określona punktami A i B, oraz 
dowolny punkt C, nie leżący na l. Oznaczmy przez m prostą, która 
przechodzi przez punkty A i C. Punkt A należy do prostej l = AB 
i do prostej m = AC, ów punkt A leży równocześnie na tych prostych, 
wzgl. A jest punktem wspólnym tych prostych. Takie proste / i m na­
zywamy prostemi przecinaj ącemi się w punkcie A. 

Trzy punkty A, B i C, które nie I Trzy płaszczyzny a, f3 i r, które 
należą do (nie leżą na) jednej pro- nie należą do (nie przechodzą przez) 
stej, wyznaczają jedną i tylko jedną jednej prostej, wyznaczają jeden 
płaszc~yznę. i tylko jeden punkt. 

1) Dr. Kazimierz Bartel: O pewnem zastosowaniu metody aksonometrji do per­
spektywy środkowej. Czasop. techniczne. ·Lwów 1909. 
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, Symbol s = AB C oznacza. płaszczyznę s, przechodzącą przez 
pu,n~ty A~ B, C. Podobnie punkt E., wyznaczony płaszczyznami a, fJ i r, 
określamy symbolem: E = a fJ y. O płaszczyźnie s = ABC powiadamy, 
że „należy" do punktów A, B, C lub przez nie „przechodzi". Owe 
punkty „przynależą" do s lub „leżą" na tej płaszczyźnie. 

Dwa punkty A i B; należące do 
płaszczyzny s, wyznaczają prostą l, 
która leży na owej płaszczyźnie. 

Dwie płaszczyzny a i /J, należące 
do punktu E, wyznaczają prostą k, 
która przechodzi przez ów punkt. 

. Możemy też powiedzieć, że: prosta leży na płaszczyźnie wówczas, 
jeżeli <bva dowolne pm,lkty tej prostej leżą na owej płaszczyźnie. 

Prosta l i punkt C, nią _ należące I· Prosta k i płaszczyzna y, hiena­
do siebie, wyznaczają jedną i tylko I leżące do siebie, wyznaczają jeden 
jedną płaszczyznę s. i tylko jeden punkt E. 

Symbol s = l C oznacza płaszczyznę s, przechodzącą przez prostą'· 1 
i punkt C. Symbol E = kr natomiast oznacza punkt E p r z e bici a . się 

• prostej k z płaszczyzną y. Obok d<;>tychczasowych symbolów, używać 

będziemy też i następujących: 

AB 
AB 
ABC 
AB.C 
A.BC 
AB.CD 

ab 
Ab 
a f1 
af) 
a{J. y 
a{Jy 

oznacza prostą, przechodzącą przez punkty A i B. 
" odcinek (o długości skończonej), ograniczony punktami końcowemi A i B. 
" płaszczyznę, przechodzącą przez punkty A, B i C. 
" płaszczyznę, która przechodzi przez prostą AB i przez punkt C. 
" płaszczyznę, przechodzącą przez punkt A i przez prostą BC. 
" płaszczyznę, przechodzącą przez dwie proste AB i CD lub punkt prze-

cięcia się prostych AB i CD. 
" to samo, co symbol poprzedni. 
" płaszczyznę, określoną przez punkt A i prostą b. 
" punkt przebicia się prostej a z płaszczyzną fJ. 
" krawędź przecięcia się płaszczyzn a i f]. 
" punkt przebicia się prostej (krawędzi) afJ z płaszczyzną y. 

" punkt przecięcia się trzech płaszczyzn a, fJ i y. 

Symbolami: ab .fJ; ab .cd; AB C.fJ; AB C.DEF; Ab.fJ; Ab .DEF; wzgl. A b.Dc 
oznaczyć możemy krawędź przecięcia się dwóch płaszczyzn, przyczem pierwsza z tych 
płaszczyzn ozna~zona jest przez: ab; ABC; wzgl. Ab._ Podobnie punkt przecięcia się 
trzech płaszczyzn a, ABC i b D oznaczymy symbolem: a. ABC. b D. 

4. Problemy równoległości i prostopadłości. Dwie proste, 
leżące na jednej płaszczyźnie i nie mające punktu wspólnego, nazy­
wamy proste mi rów n o 1 e gł em i. Skoro na dowolnej płaszczyźnie s 

(rys. 5) obierzemy prostą a i pµnkt B: nie należący do prostej a, to 
wówczas: przez punkt B przechodzi jedna i tylko jed_na prosta b, 
równoległa do prostej a (postulat Euklidesa). Symbolem a li b ozna­
czać będziemy dwie proste równoległe a i b. 
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Powiadamy, że prosta i płaszczyzna są do · siebie rów n o 1 e gł e, 
jeżeli nie mają ani jednego punktu wspólnego. Niechaj dany będzie 
w przestrzeni dowolny punkt C, ni~ należący (rys. 5) 
do uważanej płaszczyzny 8, oraz dowolna . prosta a, 
leżąca na owej płaszczyźnie 8. Skoro przez a ozna­
czymy płaszązyznę, określoną elementami C i a, 
to przez punkt C przechodzi jedna i tylko jedna 
prosta c, leżąca na płaszczyźnie a i równoległa 

do prostej a. Proste a I I c nie posiadają punktu 
wspólnego, zatem . płaszczyzna 8 i prosta c nie 
mogą również mieć punktów wspólnych. Innemi 

Rys. 5. 

słowy: płaszczyzna 8 i prosta c są do siebie równoległe ( co oznaczyć 

możemy symbolem 811 c). Otrzymujemy zatem następujące twierdzenia: 

- Prosta c jest 1ównoleglą do da- · Płaszczyzna 8 jest równoległą do 
nej płaszczyzny 8 wówczas, jeżeli c danej prostej c wówczas, jeżeli 8 

jest równoległą do prostej a, leżącej przechodzi przez prostą a, równo-
na owej płaszczyźnie. legią do owej prostej c. 

Przez prostą c, która jest równoległą do płaszczyzny 8, popro­
wadźmy dowolną płaszczyznę a.. Z łatwością wykażemy, że krawędź 

a= sa, pr~ecięcia się owych płaszczyzn 8 i a, jest równoległą do danej 
prostej c. W istocie bowiem, gdyby proste ci a (leżące na płaszczyźnie a) 
posiadały punkt wspólny, to w · owym punkcie musiałaby prosta c -
wbrew założeniu - przecinać płaszczyznę 8. Wobec tego proste c i a 
nie posiadają punktu wspólnego, więc są prostemi równoległemi. A zatem: 

Jeżeli przez prostą c, równoległą do danej płaszc_,z,yzny s, przepro­
wadzimy dowolną płaszczyznę a, to wówczas krawędź przecięcia się tych 
płaszczyzn jest równoległą do danej prostej c. · 

Dwie płaszczyzny, nie mające punktów wspólnych, nazywamy pła­
szczyznami równoległemi. Z tego określenia · wynikają wnioski: 

Skoro dane są dwie płaszczyzny I Skoro dane są dwie płaszczyzny 
równolegle, to każda prosta, leżąca równolegle, to każda płaszczyzna, 

na jednej z tych płaszczyzn, jest która nie jest do nich równoległą, 

równoległą do płaszczyzny drugiej. przecina się z owemi płaszczyznami 
w dwóch prostych równoległych. 

Na płaszczyźnie a (rys. 6) : obięrzmy dwie dowolne proste l i n. 
Przez punkt A, który nie leży . na płaszczyźnie a, poprowadźmy proste 
c i d równoległe odpowiednio do prostych l i n, a mianowicie: c / I l, 
d I I n. Płaszczyzna ę = cd, określona (wyznaczonaj dw1.ema prostemi c _i d, 
nie może przecinać p~aszczyzny · n. Gdyby·_· bowiem owe · płaszczyzny fJ i a 
przecinały się ~ kra":ędzi k,_ t? z warunków : fJ =Cd, C I I a i d I I, a wyni~ 
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kałoby (porównaj poprzednie twierdzenie), że krawędź k byłaby 'równo­
ległą do dw6ch prostych c i d, przecinających się w punkcie A 1 Wno­
simy stąd, że płaszczyzny a i fJ są równoległe. A zatem wypowiedzieć 

możemy następujące twierdzenia: 

· Płaszczyzna fJ jest równoległą do 
danej płaszczyzny a wówczas, je­
żeli fJ przechodzi przez dwie proste, 
równolegle do płaszczyzny a. 

Płaszczyzna a jest równoległą do • 
danej płaszczyzny fJ wówczas, je­
żeli a jest równoległą do dwóch pro­
stych, przecinających się i leżących 
na płaszczyźnie {J. 

Celem oznaczenia, że dwie płaszczyzny a i fJ są równoległe, uży­
wamy symbolu : a I I {J. 

Na płaszczyźnie fJ= cd obierzmy (rys. 6) prostą e równoległą do 
promienia c, a na płaszczyźnie a I I fJ obierzmy prostą n równoległą do 

K-/27 
Ara O:/ 

prostej d. Takie dwie proste e i n, przez które 
nie można popro~adzić płaszczyzny, nazywamy 
prostemi skośne mi (wichrowatemi). 

Definicja: Kąt nachylenia dwóch prostych 
skośnych równa się kątowi nachylenia dwóch 
prostych przecinających się w dowolnym punkcie 
w przestrzeni, a r6wnoleglych odpowiednio do da­
nych prostych skośnych. 

Rys. 6. 
Uważane proste skośne ei n wyznaczają kąt 

nachylenia -t:_ en równy kątowi -t:_ cd, jaki okre­
ślają proste C I I e i d I I n, a przecinające się 

w punkcie A. Gdyby proste c i d były do siebie prostopadłe : c J_ d, to 
-t:_ cd= 90°, a tern samem kąt -t:_ en = 90°, więc proste skośne e i n by­
łyby wówczas wzajemnie prostopadłe. 

Korzystając z powyższej definicji, rozszerzyć i dokładniej omówić 
możemy problem prostopadłości prostej do płaszczyzny. Niechaj daną 

będzie płaszczyzna 8 = ab, wyznaczona (rys. 7) prostemi a i b. Przez 
punkt C, przecięcia się uważanych prostych a i b, poprowadźmy prostą 
r p r os top ad ł ą do nich, a mianowicie: r J_ a, i r J_ b. Przyjmijmy na­
stępnie prostą p I Ir, to w myśl poprzedniej definicji prosta p jest też 
prostopadłą do danych prostych: p J_ a, p J_ b. Chcąc zbadać, jak zacho­
wuje się prosta p względem dowolnej prostej l, leżącej na płaszczyźnie B­

poprowadźmy przez punkt C prostą d I/ l. Jeżeli prosta r spełnia wa­
ru.Q.ki: r J_a, r J_ b, to wówczas - jak wiadomo - prosta r jest pro­
stopadłą do każdej prostej d, która leży n a płaszczyźnie 8 

i przechodzi przez punkt C. - Ponieważ · r J_d, pl/r i I/Id, przeto: 
p J_ l czy~i: prosta p jest prostopadłą do dowolnej prostej l, leżącej 
na. płaszczyźnie , s. Prostą p, która- jest prostopadłą do każdej prostej l, 



4. Problemy równoległości i prostopadłości. 11 

leżącej na płaszczyźnie 8, nazywamy: prostą prostopadłą do płaszczyzny 8 . 

I wzajemnie o płaszczyźnie 8 mówimy wówczas, że 8 jest prosto­
padłą do prostej p. Wynikiem rozważań naszych są następujące twier­
dzenia: 

Prosta p jest prostopadłą do pła­
szczyzny 8 wówczas, jeżeli p jest 
prostopadłą do dwóch przecinających 
się prostych i leżących na płaszcz. 8 . 

Płaszczyzna 8 jest prostopadłą 

do prostej p wówczas, jeżeli 8 prze­
chodzi przez dwi~ przecinające się 

proste i prostopadle do prostej p. 

Obierzmy (rys. 7) prostą p i pła­
szczyznę 8 , które są elementami wza­
jemnie prostopadłemi p J_ 8 , a następ­
nie poprowadźmy przez prostą p do­
wolną płaszczyznę o. Dwie takie pła­
szczyzny ·o i 8 nazywamy płaszczy­
znami pros topadłemi. Możemy 

tedy powiedzieć: 

r 

I 
p 

ć Rys. 7. 

Płaszczyzna ó jest prostopadłą do Płaszczyzna 8 jest prostopadłą ~do 
danej płaszczyzny 8 wówczas, je- danej płaszczyzny ó wówczas, jeżeli 
żeli przechodzi przez prostą p pro- jest prostopadłą do prostej p, leżącej 
stopadlą , do płaszczyzny 8 . na płaszczyźnie ó. · 

Dwie proste przecinające się a i b niechaj wyznaczają (rys. 8) pła­
szczyznę 8 = ab. Poprowadźmy dwie płaszczyzny: a J_ a i fJ J_ b, to wów­
czas obie te płaszczyzny są prostopadłe do danej płaszczyzny 8 , a mia­
nowicie a J_ 8 i fJ J_ 8. Oznaczmy przez k krawędź przecięcia się elemen­
tów a i {J, to z warunku a J_ a wynika, że: 
a J_ k; podobnie jest prosta b J_ k, gdyż b 
jest prostopadłą do płaszczyzny {J. Ponie­
waż krawędź k spełnia warunki: k J_ a, 
k J_ b, przeto k jest prostopadłą do pła­

szczyzny 8 = ab. 
Uważajmy teraz płaszczyzny a i fJ za 

dane elementy, przecinające się w prostej 
k · a fJ. Przez dowolny punkt C popro­

s 

Rys. 8. 

wadźmy proste: a J_ a i b J_ fJ, to wówczas płaszczyzna 8 = ab jest 
prostopadłą do danych płaszczyn: s J_ a, 8 J_ {J. Z warunków a J_ a 
i b J_ fJ wynikają zależności : a J_ k, b J_ k, czyli płaszczyzna 8 = a b jest 
prostopadłą do krawędzi k = a{J. 

Dla płaszczyzn a i fJ, które nie są do. siebie równoległe, dowie­
dliśmy zatem prawdziwości dwóch twierdzeń następujących: 



12 I. Wiadomości przygotowawcze. 

Dwie płaszczyzny a i f), prosto­
padle do danej płaszczyzny 8, prze­
cinają się w krawędzi, która jest pro­
stopadłą do owej płaszczyzny 8 . 

Płaszczyzna s, prostopadła do 
dwóch danych płaszczyzn a i f), jesi 
prostopadłą do krawędzi przecięcia 
się tych płaszczyzn. 

5. Elementy niewłaściwe 1). Uważajmy dwie proste równoległe 
a. I I b i dwie płaszczyzny równoległe a I I f). Zamiast mówić, że „proste a 
i b są równoległe", powiemy, że owe proste „posiadają jeden i ten sam 
kierunek", albo też, że one „posiadają wspólny kierunek". Zamiast 
mówić, że dwie płaszczyzny ·a i f) są równoległe, powiemy, że one „posia­
dają jedno i to samo ust a wie n ie" lub „posiadają wspó~e ustawienie". 
Zależności geometryczne, zachodzące pomiędzy eiementami zasadnicz~mi 
(por. ust. 3), ująć możemy w formę następującą: 

a) Dwa punkty określają jedną i tylko jedną prostą. 

b} Dwie płaszczyzny określają jedną i tylko jedną „prostą" lub 
jedno i to samo „ustawienie" (gdy są równoległe), 

c) Punkt i „kierunek" wyznaczają jedną i tylko jedną prostą (t. ~n. 
prostą, przechodzącą przez dany punkt i równoległą do danej prostej). 

d) Dwa „kierunki" określają jedno i tylko jedno „ustawienie" (t. zn. 
istnieje nieograniczona ilość płaszczyzn, równoległych do dwóch danych 
prostych). 

e) Trzy punkty, nie leżące na jednej prostej, wyznaczają jedną 

i tylko jedną płaszczyznę. 
f) Trzy płaszczyzny, nie przechodzące przez jedną „prostą" i nie 

posiadające wspólnego ·"ustawienia", wyznaczają jeden· i tylko jeden 
„punkt" albo jeden i tylko jeden „kierunek" (gdy są równoległe do tej 
samej prostej). 

g) Dwa punkty i dowolny „kierunek" (różny od kierunku prostej, 
łączącej dane punkty) wyznaczają jedną i tylko jedną płaszczyznę, (która 
przechodzi przez owe punkty i jest równoległą do danej prostej). 

h) Punkt i dwa „kierunki" określają jedną i tylko jedną płaszczy­
znę, (która przechodzi przez punkt i jest równoległą do danych prostych). • 

Z łatwością zauważymy, że w wymienionych powyżej związkach 

bardzo często wyraz „kierunek" zastąpić możemy słowem „punkt", a wy­
raz „ustawienie" zastąpić możemy przez słowo „prosta". Mimowoli na­
suwa się myśl z de fi n j o w a n i a kierunku prostej jako „punktu", a usta­
wienia płaszczyzny jako „prostej". Celem odróżnienia „punktu" w zna­
czeniu dotychczasowem, od nowo wprowadzonego „punktu" (zamiast 

1) Porównaj Federigo Enriques: Wykłady geometrji rzutowej . Warszawa 1917 
(przekład Fr. Włodarskiego) str. 8. 

Dr. Emil Mllller: Lehrbuch d. darstellendąn Geomętrie f. techn. Hochsch.ulęn. 

Leipzig u. Berlin 1908. Bd. I. S. 8. 
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„kierunku") nazywać będziemy: pierwszy z tych elementów punktem 
właściwym, a drugi punktem niewłaściwym (punktem nieskoń­
czenie dalekim lub punktem w nieskończoności). Podobnie prostą w zna­
czeniu dotychczasowem nazwiemy prostą wł a ś ci wą, a nowo wpro­
wadzony element (t. · j. prostą zamiast „ustawienia") prostą n ie wł a­
ś ci wą (prostą nieskończenie daleką albo prostą w nieskończoności). 
Elementy niewłaściwe oznaczać będziemy symbolem: , pisząc np. A00 

(czytaj: punkt niewłaściwy A) i b 00 (prosta niewłaściwa b). Stosując 
wprowadzone wyrażenia, powiemy: 

Każda prosta właściwa posiada 
nieograniczoną ilość punktów wła­
ściwych, oraz j e de n i tylko j e­
den punkt niewłaściwy (swój kie­
runek). 

Każda płaszczyzna właściwa po­
siada nieograniczoną ilość prostych 
właściwych, oraz jedną i tylko 
jedną prostą niewłaściwą (swoje 
ustawienie). 

Na „prostej niewłaściwej" uważanej płaszczyzny leżą wszystkie 
punkty niewłaściwe tej płaszczyzny, t. zn. ,,kierunki" wszystkich pro­
stych właściwych, które leżą na tej płaszczyźnie. 

O dwóch prostych równoległych (por. ust. 4) powiedzieć możemy: 
one „nie przecinają się w punkcie właściwym" albo też: one „prze­
cinaj ą się w jednym i tylko jednym punkcie niewłaściwym". Zamiast 
mówić, że: ,,dwie płaszczyzny równoległe nie przecinają się w pro­
stej właściwej" , powiemy : ,, dwie płaszczyzny równoległe przecinają 
się w jednej i tylko jednej prostej niewłaściwej". Jeżeli prosta c i pła­
szczyzna s (por. ust. 4, rys. 6) są równoległe: c I I B, to wówczas możemy 
powiedzieć: ,,elementy c i s n ie przecinają się w punkcie właści­

wym" albo też „elementy c i s przecinają się w jednym i tylko jed­
nym punkcie niewłaściwym". 

Uważajmy dwie dowolne płaszczyzny a i /J, które nie posiadają 
wspólnego ustawienia i przecinają się w prostej właściwej c. Oznaczmy 
przez C00 kierunek (t. zn. punkt niewłaściwy) prostej c, a przez a00 usta­
wienie (t. zn. prostą niewłaściwą) płaszczyzny a, oraz przez b00 usta­
wienie płaszczyzny {J. Skoro .dane są płaszczyzny a i /J, to tern samem. 
dane są w przestrzeni dwa różne od siebie ustawienia czyli : dwie różne 
od siebie proste niewłaściwe a00 i b00

• Aby zbadać, jak zachowują się te 
proste względem siebie, zauważmy, że każdy punkt - a zatem i punkt 
C00 

- krawędzi c= a/J przynależy równocześnie do płaszczyzny a 
i do płaszczyzny {J. Punkt niewłaściwy C00

, jako punkt płaszczyzny a, 
leży na prostej niewłaściwej a00

; punkt C00
· leży równocześnie i na pro­

stej niewłaściwej b00
, gdyż jest punktem płaszczyzny {J. Wnosimy stąd, że: 

Każde dwie (różne od siebie) proste niewłaściwe przecinają się w jed­
nym ż tylko jednym punkcie niewłaściwym. 
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Niechaj dane będą w przestrzeni takie proste: a, b, c, ... , z których 
każde dwie przecinają się w jednym punkcie, ale wszystkie nie muszą 
koniecznie przechodzić przez jeden i ten sam punkt. Wykażemy, że 

wszystkie te proste muszą leżeć na jednej płaszczyźnie. Oznaczmy przez 
Wi)unkt przecięcia się prostych a i b, to przynajmniej jedna z danych 
prostych, np. prosta c, nie przechodzi przez punkt W= ab. Ponieważ c 
przecina się - wedle założenia - z prostemi a i b w dwóch punktach 
różnych od W, przeto prosta c leży na płaszczyźnie s =ab. Każda inna 
prosta np. d, przecinając.a proste a, b i c, nie może przechodzić równo­
cześnie przez punkty W=ab1 A=ca i B=bc. Jeżeli prosta d nie prze­
chodzi np. przez A=ca, to musi leżeć na płaszczyźnie s=ac. A zatem: 

Jeżeli każde dwie z pośród prostych a, b, c, ... przecinają 
się, lecz nie wszystkie przechodzą przez jeden i ten sam punkt, 
to wówczas wszystkie uważane proste leżą na jednej i tej 
samej płaszczyźnie. 

Weźmy teraz pod uwagę ogół prostych niewłaściwych: a00
, b00

, c00
, ••• , 

przyczem niechaj każda z nich przynależy odpowiednio do płaszczyzny: 
a, /3, y ••• Ponieważ każde dwie proste niewłaściwe przecinają się 

w jednym i tylko w jednym punkcie niewłaściwym, ale wszystkie proste 
11

00
, b00

, c00
,... n ie muszą równocześnie przechodzić przez jeden i ten 

sam punkt niewłaściwy (bo wszystkie płaszczyzny a, /3, y, . . • nie muszą 
być koniecznie równoległe do jednej i tej samej prostej!) - przeto: 
nasuwa się myśl zdefinjowanźa ogółu prostych niewłaściwych (a tern 
samem i punktów niewłaściwych) w przestrzeni jako "płaszczyzny". · 

Celem odróżnienia "płaszczyzny" w znaczeniu zwykłem ( dotychcza­
sowem), od nowowprowadzonej "płaszczyzny", która zawiera wszystkie 
punkty niewłaściwe i wszystkie proste niewłaściwe - nazywać będziemy 

pierwszą z nich płaszczyzną właściwą, a drugą płaszczyzną 

n ie właściwą (pł. nieskończenie daleką, pł. w nieskończoności). 
Korzystając z dotychczasowych rozważań, ująć możemy zależności 

a) ... h), podane na początku tego ustępu, w następującą formę: 

Dwa punkty określająjedną i tyl­
ko jedną prostą. 

Trzy punkty, nie należące do jed­
nej prostej, określają jedną i tylko 
jedną płaszczyznę. 

Dwie płaszczyzny określają jedną 
i tylko jedną prostą. 

Trzy płaszczyzny, nie należące 

do jednej prostej, określają Jeden 
i tylko jeden punkt. 

W powyższych twierdzeniach nie czynimy już żadnej różnicy po­
między "elementami właściwemi" a "elementami niewłaściwemi". Z ła­
twością stwierdzimy też prawdziwość następujących twierdzeń: 
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Prosta i punkt, nie należące do 
siebie, określają jedną i tylko jedną 
płaszczyznę. 

Dwie proste, przecinające się 

w punkcie, określają jedną i tylko 
jedną płaszczyznę. 

Płaszczyzna i prosta, nie należące 
do siebie, określają jeąen i tylko je­
den punkt. 

Dwie proste, leżące na płaszczyź­
nie, określają jeden i tylko jeilen 
punkt. 

6. Rzuty środkowe punktów. Niechaj dana będzie (rys. 9) 
płaszczyzna obrazu 1'C, środek rzutów S, który jest stale punktem wł aś ci­
wy m, oraz płaszczyzna zniknienia a. Płaszczyzna ta przechodzi przez 
środek rzutów S i jest równoległą do rzutni 1'C. Obierzmy w przestrzeni 
dowolne punkty właściwe A, B, ... , oraz punkty niewłaściwe W 00

, z 00
, ••• , 

t. zn. "kierunki" prostych w, c,. . . Przez dowolny punkt A poprowadźmy 
promień rzucający (widzenia) a = SA. Promień ten przebije rzutnię Jr 

w punkcie właściwym A' = a Jr, który jest perspektywą punktu A. Po-
dobnie otrzymamy obrazy B', P', ... punktów B, P, ... , jako punkty prze-
bicia się promieni rzucających b = SB, p = SP, ... z tłem Jr. Obierzmy 
teraz dowolny punkt właściwy E na płaszczyźnie zniknienia a. Ponie­
waż a I I 1'C, a promień e = SE, łączący dwa punkty S i E płaszczyzny 
znilrnienia a, leży na tej płaszczyźnie, przeto ów promień rzucający e = SE 
jest równoległy do tła 1'C i przebija się z nim w punkcie niewłaściwym 

E~ = e Ji. Dla dowolnego punktu T, który leży na tle Jr, jego perspek­
tywa T' nakrywa się z elementem T. To samo oc

0

zywiście odnosi się 
również i do punktu niewłaściwego F00

, który leży na tle Jr i równo­
cześnie na płaszczyźnie zniknienia <J ; jego perspektywa F~ nakrywa się 
z punktem F 00

.: Weźmy wreszcie pod uwagę punkty niewłaściwe W 00
, Z 00

, •• • , 

przynależne do prostych w, c, ... , które wcale nie są równoległe do 
rzutni 1'C. Celem skonstruowania rzutów środkowych punktów W 00

, z 00
, ••• , 

poprowadźmy promienie rzucające: p = S W 00
, z = S Z 00

, ••• , t. zn. proste 
p I i w, z I I c, . . . i przechodzące przez środek rzutów S. Punkty właściwe 
W' = p 1'C, Z ' = z Jr, ••• , przebicia się promieni widzenia p, z, . . . z tłem 1'C, 

są perspektywami punktów niewłasciwych W 00
, z 00

, ••• 

Ponieważ środek rzutów Si dowolny (ale różny od S) punkt P 
wyznaczają jeden i tylko jeden promień widzenia p = SP, przeto ustalić 
możemy następujące zależności : 

Każdemu punktowi P - różnemu od środka rzutów S - podpo­
rządkowany jest na płaszczyźnie obrazu 1'C jeden i tylko jeden rzut środ­
kowy P' owego punktu, t. j. punkt P' przebicia się promienia rzucają­

cego p = SP z rzutnią 1'C. 

Perspektywa P' punktu właściwego lub niewłaściwego jest punktem 
niewłaściwym wówczas, jeżeli ów punkt P leży na płaszczyźnie zniknie-
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nia. Natomiast dla punktu właściwego lub niewłaściwego, który nie 
leży wcale na płaszczyźnie zniknienia, jego perspektywa jest punktem 

Rys. 9. 

właściwym. 

Na promieniu· rzucają­
cym p obierzmy (rys. 9) 
dowolne punkty P, R, . .. 
W 00

, .. . , to ich perspek­
tywy P ', R', ... W' ... zjed­
noczyły się (nakryły się) 

z punktem P' = p n. Skoro 
dany jest rzut P', to po­
łożenie elementu P nie 
jest ustalone, gdyż: 

Dowolny punkt P' pła­
szczyzny obrazu uważany 
być może za rzut środko­
wy każdego punktu P, 
który leży na promieniu 

• rzucającym p = SP'. 

7. Rzuty środkowe prostych. W poprzednim ustępie omówiliśmy 
sprawę odwzorowania na płaszczyźnie tłowej punktu, dowolnie leżącego 
w przestrzeni. Zanim przejdziemy do kwestji odwzorowania dowolnej 
prostej, wprowadzimy następującą 

Definicję: Rzutem środkowym (perspektywą) linji prostej nazy­
wamy miejsce geometryczne rzutów środkowych (perspektyw) poszczegól­
nych punktów tej prostej. 

Przez środek rzutów S poprowadźmy (rys. 9) dowolny promień 

rzucający p i obierzmy na nim punkty P, R, WOO, ... Ponieważ perspek­
tywy P', R', W, . . . tych punktów są zjednoczone w punk.cie pn przebi­
cia się promienia p z tłem n, przeto: rzut środkowy prostej p jest punk­
tem. Dla promienia rzucającego e, który leży na płaszczyźnie zniknienia a 
i jest tern samem równoległy do tła n, jego perspektywa jest punktem 
niewłaściwym en = E'oo• 

Niechaj daną będzie (rys. 9) dowolna prosta c, która nie jest pro­
mieniem rzucającym, t. zn. nie przechodzi przez środek rzutów S. W tym 
wypadku przez S i prostą c przechodzi jedna ściśle określona płaszczy­
zna rzucająca y = Sc.Na prostej c obierzmy punkty: A, B, Z 00

, ... i przy 
pomocy promieni rzucających a = SA, b = SB, z = SZ00

, ••• wyznaczmy 
perspektywy A' = a n, B' = b n, Z' =zn, ... owych punktów. W myśl na­
szej definicji, miejsce geometryczne punktąw : A', B', Z ', . . . jest rzutem 
środkowym prostej c. Z łatwością jednak zauważymy, że promie11 
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rzucający a . SA leży na płaszczyźnie rzucającej y = Sc, gdyż posiada 
z nią dwa wspólne punkty S i A. Każdy punkt promienia a· · SA, 
a więc i punkt A' = a1"C, leży zatem na płaszczyźnie y. Ponieważ jednak 
punkt A' = a 1"C jest przynależny i do rzutni Uowej n , przeto ów punkt A' 
leży na krawędzi c' = y 1"C przecięcia się płaszczyzn y · i n. Zupełnie ana­
logicznie wykazać możemy, że również i dalsze punkty B', Z', ... leżą na 
krawędzi c' czyli innemi słowy: perspektywa prostej c jest linją 
prostą c'. 

Na płaszczyźnie rzucającej y = Sc obierzmy dowolną prostą· d, która 
nie przechodzi przez środek rzutów S. Z łatwością zauważymy, że dla 
prostej d jej perspektywa d' nakryje się z krawędzią c' = y n . Wnosimy 
stąd, że prostą c' uważać możemy za rzut środkowy każ d ej prostej, 
która leży na płaszczyźnie rzucającej ·y = Sc'. Prostą wł a ś c•-i wą c' mo­
żemy tedy uważać również i za perspektywę prostej n ie wł a ś ci­
we j r, która leży na płaszczyźnie r. 

Dla prostej (właściwej lub niewłaściwej) /, która leży (rys. 9) na 
płaszczyźnie obrazu n, jej perspektywa l' schodzi się z. tą prostą, gdyż 
płaszczyzna rzucająca <p = Sf przecina się z tłem w krawędzi/= f' = <pn.­
Uważajmy wreszcie dowolną prostą g, leżącą na płaszczyźnie zniknie­
nia o. Rzuty środkowe poszczególnych punktów E, . .. prostej g są punk­
tami niewłaściwemi E'oo, ... ; podobnie płaszczyzna rzucająca o = Sg 
przecina tło n w prostej niewłaściwej g'00 = n a. Rzut środkowy prostej 
właściwej g jest zatem prostą n ie wł a ś ci wą g'00

• Z rozważań tych 
wynika następujące twierdzenie : 

Perspektywa (rzut środkowy) linji prostej jest punktem lub prostą 
zależnie od tego, czy uważana prosta przechodzi, czy też wcale nie prze­
chodzi przez środek rzutów. 

Jeżeli prosta właściwa leży na płaszczyźnie zniknienia i nie prze­
chodzi przez środek rzutów S, to jej perspektywa jest prostą n ie­
wł a ś ci wą. Każda prosta właściwa lub niewłaściwa płaszczyzny Uowej, 
(a zatem i prosta niewłaściwa płaszczyzny zniknienia) posiada tę wła­

sność, że jej perspektywa nakrywa się z ową prostą. Dla każdej innej 
prostej właściwej lub niewłaściwej, która nie przechodzi przez środek 
rzutów S, jej perspektywa jest zawsze prostą właściwą. 

Z rozważań naszych wynikają również następujące zależności: 
Dowolny punkt A' płaszczyzny tłowej n uważać możemy za per­

spektywę jednego i tylko jednego promienia rzucającego a = SA', 
który łączy środek rzutów S z danym punktem A'. 

Dowolną prostą c' płaszczyzny Uowej uważać możemy za perspek­
tywę każ dej prostej c, która leży na płaszczyźnie rzucającej y = Sc', 
wyznaczonej środkiem rzutów S i daną prostą c'. 

Bez względu na to, czy punkt _A i prosta c są elementami „wła-
Plamitzer. Aksonometrja prostokątna. 2 
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ściwemi", czy też „niewłaściwemi", to zawsze występują związki: Jeżeli 
punkt A leży na prostej c, to rzut A' tego punktu (definicja str. 16) leży 
na rzucie c' owej prostej. Jeżeli prosta c przechodzi przez punkt A, to 
rzut c' tej prostej przechodzi przez rzut A' uważanego punktu. A zatem :. 

Jeżeli punkt A i prosta c przynależą do siebie, to wówcz,as ich per-­
spektywy A' i c' są również elementami przynależnemi do siebie. ,. ' 

Uwaga: Nie należy bynajmniej sądzić, że odwrotne zależności muszą być za­
wsze prawdziwe! Niechaj punkt X' (por. rys. 9) leży na rzucie środkowym c' dowolnej 
prostej c i schodzi się 'z puntem A', to wówczas: element X' uważać możemy za per­
spektywę każdego punktu X, leżącego na promieniu rzucającym a = S X'. 

8. Ustalenie p.ołożenła prostej i . punktu w metodzie rzu• 
tów środkowych. Celem skonstruowania perspektywy c' dowolnej pro~ 
stej c, postąpić możemy (rys. 9) w sposób następujący: 

Konstrukcia 1: Na danej prostej c obrać należy dwa dowolne 
punkty A i B, wyznaczyć ich rzuty środkowe A' i B', to prosta c' = A' B1 
jest wówczas żądaną perspektywą prostej c. 

Ko n str u kc j a 2 : Przez daną prostą c i przez środek rzutów· S 
poprowadzić należy płaszczyznę rzucającą r = Sc, to krawędź prze­
cięcia się tej płaszczyzny z rzutnią :re jest rzutem środko~m c' = y ar 
prostej c. 

Skoro elementy c', A' i B' uważać będziemy za da n e, to - jak 
nam wiadomo - położenie prostej c, oraz ·punktów A i B nie jest usta­
lone w przestrzeni. Ponieważ proste c i c' leżą na płaszczyźnie rzucają­
cej y, przeto przecinają się w punkcie (właściwym lub niewłaściwym) 
T = c c', który jest zarazem punktem T = c :n: przebicia się prostej c 
z płaszczyzną tłową 1r. ów punkt T nazywamy ś 1 ad em tł owym pro­
stej c. Przez środek rzutów S poprowadźmy następnie promień rzuca­
jący z lic, t. zn. prostą z= SZ00

, łączącą Sz punktem niewłaściwym Z 00 

prostej c. Punkt Z'= z:n:, który jest perspektywą punktu Z 00
, nazywamy 

śladem zbiegu prostej c. 
Załóżmy teraz, że ślad tłowy Ti ślad zbiegu Z' dowolnej prostej c 

(rys. 9) są elementami danemi. Uważając prostą . c' = T Z' za perspek­
tywę prostej c, możemy odbu.dować ( odtworzyć, przeprowadzić rekon­
strukcję) położenie owej prostej c w przestrzeni. W tym celu połączmy 
dany środek rzutów S ze śladem zbiegu Z', to prosta z = S Z' wyzna­
cza „kierunek" prostej c czyli punkt niewłaściwy Z 00 tej prostej. Przez 
ślad tłowy T poprowadźmy następnie prostą c I I z, to prosta c = T Z 00 

jest właśnie szukaną prostą. A zatem : 
W metodzie rzutów środkowych położenie pros.tej w przestrzeni 

jest wówczas wyznaczone, skoro dane są : ślad iłowy i ślad zbiegu 
tej prostej. 
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Z łatwością stwierdzimy, że: 
Położenie punktu w przestrzeni jest wyznaczone wówczas, jeżeli 

dana jest jego perspektywa, oraz ślad tlowy i ślad zbiegu pomocniczej 
prostej, która przechodzi przez ów punkt. 

W istocie bowiem oznaczmy przez c' = T Z „ perspektywę prostej c,· 
której położenie w przestrzeni ustalone jest przez ślad tłowy T i ślad 
zbiegu Z'. Jeżeli na c' obierzemy dowolny punkt A' i uważać go bę­
dziemy za rzut środkowy punktu A, leżącego na prostej c - to z łatwo­
-cią przeprowadzimy rekonstrukcję położenia owego punktu A. W spo-

, ób poprzednio podany odtworzymy położenie prostej c w przestrzeni, 
a następnie poprowadzimy przez punkt A' promień rzucający a = SA'. 
Punkt przecięcia się promienia a z prostą c jest szukanym punktem 
A~ ac. 

Niechaj dane będą dwie proste równoległe c I I d, przecinające się 
w punkcie niewłaściwym Z 00

• Promień rzucający z = S Z 00 przebija 
(rys. 10) płaszczyznę tłową n w punkcie Z'. Ponieważ proste c i d 
przechodzą przez Z 00

, przeto ich perspektywy 
c' i d'· przejść muszą przez punkt Z'. A zatem: 

Perspektywy prostych równoległych prze-
cinają się w jednym punkcie, a mianowicie 
w ich wspólnym śladzie zbiegu. 

Gdyby proste c I I d były równoległe ao 
tła n, to wówczas i promień rzucający z = S Z 00 

będzie prostą równoległą do tła. Przez ślad 
zbiegu Z 'oo = n z przejdą perspektywy c' i d' , 
więc c' li d'. Perspektywy prostych, 
r ównoległych do. siebie i równole­
głych do tła, są pros temi równole­
głemi. 

Niechaj daną będzie prosta l równoległa 

zoo 

do płaszczyzny obrazu n (rys. 10), to ślad Rys. 10. 

tłowy tej prostej jest punktem niewłaściwym 
Tt = l u . Przez r; przejść musi rzut środkowy l' prostej l czyli: punkt r; 
leży równocześnie na prostych l i l'. A zatem wypowiedzieć możemy 
następujące twierdzenie: 

Jeżeli prosta jest równoległą do tła, ale nie przechodzi ani przez 
środek rzutów, ani nie leży na płaszczyźnie zniknienia, to owa prosta 
jest wówczas równoległą do swej perspektywy. 

9 .. Rzuty ukośne punktów i prostych. W metodzie rzutów 
·rodkowych przyjmowaliśmy, obok tła n, charakterystyczny punkt: śro­
•dek rzutów S, który stale był punktem wł a ś ci wym. Załóżmy teraz, 

2* 
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że środek rzutów jest punktem niewłaściwym S 00
, to wówczas (rys. 11} 

wszystkie promienie rzucające (widzenia) są prostemi równoległemi 

gdyż przecinają się w punkcie S 00
• Metoda rzutów ukośnych (równo­

ległych) jest zatem tylko szczególnym przypadkiem metody rzutów 
środkowych. 

Z rozważań ust. 6 i 7 wnosimy bezpośrednio, że: . Rzut ukośny 
punktu jest zawsze punktem. Rzut ukośny prostej p, która jest równo­
ległą do kierunku rzutów s, t. zn. przechodzi przez środek rzutów S 'lJ 
(rys. 11), jest zawsze punktem. Natomiast rzut ukośny dowolnej proste.i c, 
która nie przechodzi przez środek rzutów S 00

, jest linją . prostą c'. _Te 
własności były wspólne dla obydwu metod: perspektywy i rzutów 
ukośnych. Teraz zwrócimy uwagę na zasadnicze różnice, jakie wystę­
pują pomiędzy rzutami punktów i prostych w owych dwóch metodach ~ 

Niechaj dany będzie (rys. 11) dowolny .punkt właściwy A. Aby 
wyznaczyć . rzut ukośny (równoległy) punktu A, prowadzimy promień 

rzucający a = A S 00 
· równoległy do przyjętego „kierunku" rzutów 

i wyznaczamy punkt A' = a n przebicia się promienia a z rzutnią JT. 

Ponieważ promień rzucający a, 
na którym leżą punkty S 00

, A 
i A', posiada jeden i tylko je­
den punkt niewłaściwy S 00

, prze­
to: rzut ukośny A' , punktu wła-­

ściwego A jest punktem wł a­
ś ci wym. 

N a dowolnej prostej c, która 
nie przechodzi przez środek rzu-· 
tów S 00

, obierzmy punkt nie­
właściwy Z 00

• Aby wyznaciyć 
rzut ukośny tego punktu, po-

-prowadźmy przez punkt Z J. 

i przez środek rzutów S 00 pro­
mień rzucający z 00 = Z '"J) S 00

, któ-­
ry jest oczywiście prostą nie-

Rys. 11. właściwą. Promień z~ przebija 
się z r2iutnią n w punkcie nie­

właściwym Z :X, = n z 00
, który jest rzutem ukośnym (równoległym) punktu z=r-. 

· A zatem wypowiedzieć możemy twierdzenia, które zasadniczo różnią się 
od twierdzeń ustępu. 6, a mianowicie: 

· Rzut ukośny punktu właściwego jest zawsze punktem właściwym . 

Rzut ukośny punktu niewłaściwego, któ,y nie zjednoczył się ze środkiem 
rzutów S00

, jest pu[lktem niewłaściwym. 
N a promieniu rzucającym p obierzmy (rys. 11) punkty P, R, . .. ,. 
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to ich rzuty ukośne P', R', ... zjednoczone są w punkcie p.n. Na mocy 
•definicji, podanej w ust. 7, rzut ukośny promienia Dzucającego p jest 
punktem .. Uważajmy teraz dowolną prostą c, która nie jest równoległą 
do kierunku rzutów s. Celem wyznaczenia rzutu ukośnego (równoległego) 
tej prostej, zastoso'Yać możemy (por. ust. 8) dwie konstrukcje następujące: 

Ko n str u kc j a 1 : N a prostej c obierzmy dwa dowolne punkty A, B 
i wyznaczmy, przy pomocy promieni rzucających a = A S 00 i b = B S 00

, 

rzuty ukośne A' = a.n, B' = bn owych punktów. Prosta c' = A' B', łącząca 
punkty A' i B', jest rzutem ukośnym danej prostej c. 

Ko n str u kc ja 2 ;. Przez daną prostą c i środek rzutów S 00 popro­
wadźmy płaszczyznę rzucającą y = c S 00

, t. zn. płaszczyznę równoległą 
do kierunku rzutów s. Krawędź c' = y TC, przecięcia si~ płaszczyzny y 

• . z rzutnią TC, jest rzutem ukośnym prostej c. 
Jeden · z pomocniczych punktów A i B, użytych _w konstrukcji 1-ej, 

może. być elementem niewłaściwym. Gdyby obydwa punkty pomocnicze 
były elementami niewłaściwemi A 00 i B 00

, to wówczas: prosta cOC) · A 00 B00
, 

promienie rzucające a 00 
. A 00 S 00

, b 00 = B 00 S 00
, oraz płaszczyzna rzuca­

jąca y 00 = c 00 S 00
, ·a tern samem i rzut c~= y 00 n byłyby elementami nie­

właściwemi. A zatem dochodzimy do• twierdzeń, które różnią się od 
.twierdzeń ust. 7, a mianowicie: 

Rzut ukośny prostej właściwej jest punktem właściwym lub prostą 
właściwą zależnie od tego, czy uważana prosta przechodzi, czy -też wcale 
nie przechodzi przez środek rzutów. .J 

Rzut ukośny prostej niewłaściwej jest punktem niewłaściwym lub 
prostą niewłaściwą zależnie od tego, c~y uważana prosta przecho_ązi, czy 
też wcale nie przechodzi przez środek rzutów. 

Natomiast, bez względu na to, czy punkt A i prosta c są elemen­
tami właściwemi, czy też niewłaściwemi, wysłowić możemy (por. defi­
nicję ust. 7) następującą zależność: 
· Jeżeli punkt A i prosta c przynależą do siebie, to wówczas ich rzuty 
ukośne A' i c' są również elementami, które przynależą do siebie. 

Uwaga: Odwrotne twierdzenie byłoby zupełnie fałs~ywe. Niechaj rzut ukośny A' 
pewnego punktu A leży na rzucie ukośnym c' d.owolnej prostej c. Punkt A nie mu si 
wcale leżeć na prostej c, gdyż A może być dowolnym punktem promienia rzucającego · 
. .a = A' S 00

• Podobnie prosta c nie musi wcale przechodzić przez punkt A,. ale może być 
zupełnie dowolną prostą płaszczyzny rzucającej y -= c' S 00

• 

Uważajmy dwie proste równoległe c / I d, które przecinają się 

w punkcie niewłaściwym Z 00
• Rzuty ukośne c' i d' danych prostych 

_ _przejść muszą przez rzut punktu Z 00
, t. zn. przez punkt niewłaściwy Z ' 00 • 

Wnosimy stąd, że elemety c' i d' są prostemi . róWQ.oległemi. Zależność 
tę uzasadnić też możemy w inny sposób: . Przez punkt A prostej p, i przez 
punkt G prostej d poprowadźmy promienie rzucające a ---:- · A-S 00

, g = Q,-$00
• 
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Ponieważ c I/ d, a // g, przeto płaszczyzny y = ca i o = g d są do siebie­
równoległe i przecinają się w prostej niewłaściwej ka, = y ó. Rzut-­
nia Jr wyznacza z płaszczyznami y i o jeden i tylko jeden punkt 
przez który przejść muszą krawędzie k 00 = y ó, c' = y Jr i d' = ó u . Po­
nieważ ów punkt przynależy do prostej k 00

, przeto musi być punktem 
niewłaściwym Z ' 

00 
= ny ó. Przez punkt Z' 00 przechodzą proste c' i d', 

więc one są prostemi równoległemi. A zatem: 
Rzuty ukośne prostych 'równoległych, które nie przechodzą przez śro­

dek rzutów, są prostemi równoległemi. 
Z rozważań ust. 8 wynika bezpośrednio następująca zależność: 
Jeżeli prosta właściwa jest równoległą do rzutni, to owa prosta jest 

równoległą też i do swego rzutu ukośnego. 
Na dowolnej prostej d obierzmy (rys. 11) punkty E, F, O i wy­

znaczmy ich rzuty ukośne E', F ', G'. Ponieważ promienie rzucające 
e = EE', f = FF' i g = GG' są równoległe do kierunku rzutów s, przeto 
pomiędzy odcinkami EF, . . . zachodzi relacja: 

EF:FG = E'F' :F'G' 

Możemy tedy wypowiedzieć bardzo ważne twierdzenie w formie nastę 
pującej: 

Jeżeli punkt F dzieli odcinek E G w pewnym stosunku, to również 
i rzut ukośny F' owego punktu dzieli w tym samym stosunku rzut ukośny 
E' G' uważanego odcinka. 

10. Rzuty prostokątne punktów i prostych. Załóżmy teraz,. 
że kierunek rzutów s jest prostopadły do płaszczyzny obrazu n; 
otrzymana metoda rzutów prostokątnych jest tylko szczególnym przy­
padkiem metody rzutów ukośnych (równoległych). W metodzie rzutów 
prostokątnych ważne są wszystkie twierdzenia, omówione w ust. 9. 

(j( 

Rys. 12. 

Obok nich ogromnie wybitną rolę odgrywa 
twierdzenie o rzucie kąta prostego. 

Niechaj daną będzie prosta a równo­
legła do rzutni u (rys. 12), to wówczas owa 
prosta jest (ust. 9) równoległą do swego 
rzutu prostokątnego a' (na rzutnię u) .. 
Oznaczmy przez f:l płaszczyznę prostopadłą 
do promienia a, to dowolna prosta b tej 
płaszczyzny jest prostopadłą do promie­
nia a. Z warunków a I I a' i fJ _L a wynika.: 

tł _L a' czyli f:l _Lu. Płaszczyzna f:l jest zatem płaszczyzną rzucającą 

(przechodzi przez środek rzutów S 00
) i przecina rzutnię Jr w prostej b', 

która jest rzutem prostokątnym uważanej prostej b. Ponieważ a _L 11 



10. Rzuty prostokątne punktów i prostych. 23 

przeto prosta a. jest prostopadłą do elementu b', a że a.' fi a., więc proste 
a' i b' tworzą kąt prosty: a'· _Lb'. Wykazaliśmy tedy, że rzut prosto­
kątny kąta prostego <;t: ab = 90° jest kątem prostym ~ a' b' = 90°. 

Załóżmy teraz, że na płaszczyźnie n- dane są dwie proste prosto­
padłe a' _L b', które są rzutami prostokątnemi takich dwóch prostych 
a i b, z których pierwsza a jest równoległą do rzutni n. Zbadajmy, jak 
się zachowuje prosta b względem prostej a.. Przez promień b' popro­
wadźmy w tym celu płaszczyznę fJ _L_ a' czyli fJ _L_ n. Płaszczyzna fJ jest 
zatem płaszczyzną rzucającą, a promień b' = fJ n uważany być może za 
rzut każdej prostej b, leżącej na płaszczyźnie {J. Ponieważ: fJ _L_ a', a // n, 
a I I a', przeto : fJ _L_ a, więc dowolna prosta b, leżąca na płaszczyźnie fJ, 
jest prostopadłą do prostej a. - Powyższe zależności zachodzą również 

i w tym przypadku, gdy prosta a leży na rzutni n, t. zn. gdy a = a'. 
Wykazaliśmy tedy prawdziwość dwóch następujących twierdzeń: 

Rzut prostokątny kąta prostego, 
którego jedno ramię jest równolegle 
do (wzgl. leży na) rzutni, jest kątem 
prostym. 

Dwie proste, z których jedna jest 
równoległą do (wzgl. leży na) rzutni, 
tworzą kąt prosty wówczas, jeżeli 

rzuty prostokątne tych prostych są 
wzajemnie prostopadle. 

Zauważyć musimy, że pierwsze · twierdzenie (z lewej strony) jest 
prawdziwe wówczas, jeśli drugie ramię omawianego kąta nie jest pro­
stopadłe do rzutni. 

• 



Rozdział II. 

Rzuty aksonometryczne punktu. 

11. Wiadomości początkowe. Niechaj dany będzie układ O [x, y, z] 
trzech rzutni wzajemnie prostopadłych u1 , u2 i u3 (rys: 13), oraz dowolna 
płaszczyzna obrazu ua . Osie x = u1 n:2 , y = n:1 n:3 i z = u2 u3 układu [O] 
są wzajemnie prostopadłe i przecinają się w środku (początku) O tego 
układu. Płaszczyzna obrazu ua , którą uważać będziemy za rzutnię 
aksonometryczną, jest dowolnie nachyloną 1) do rzutni poziomej u1 , 

pionowej U2 \ bocznej U3 , r pr,zecina się Z niemi W trzech prostych: 
S1 = n;au1 , S2 = UaU2 , S3 = UBU3 , Skoro założymy, że kierunek rzutów n 
jest prostopadły (normalny) do rzutni aksonometrycznej ua, to rzuty 
prostokątne A 11 (czytaj „A ze znaczkiem · n" lub "A n"), B11

, ••• , c1'~ d11
, ••• 

punktów A, B, :: . i prostych c, d;: .. na płaszczyznę ·obrazu ua ·nazywać 
będziemy „rzutami ( obrazami) aksonometrycznemi prostokątnemi" lub 
aksonometrjami prostokątnemi uważanych elementów. 

Z rozważań ustępów 9 i 10 wynika bezpośrednio, że: 

1. Aksonometrja prostokątna punktu właściwego jest punktem· wła­
ściwym. Aksonometrja punktu niewłaściwego (ale różnego od środka rzu­
tów N 00

, leżącego na promieniu n) jest punktem niewłaściwym. 
2. Aksonometrja prostokątna prostej właściwej jest punktem właści­

wym lub prostą właściwą zależnie od tego, czy uważana prosta przecho­
dzi, czy też wcale nie przechodzi przez środek rzutów N 00

• 

3. Aksonometrja prostokątna prostej niewłaściwej jest punktem nie­
właściwym lub prostą niewłaściwą zależnie od tego, czy uważana prosta 
przechodzi, czy też wcale nie przechodzi przez środek rzutów N 00

• 

4. Jeżeli punkt A i prosta c przynależą do siebie, to wówczas ich 
.aksonometrje prostokątne A 11 i c11 są również elementami przynależnemi 
do siebie. · 

5. Aksonomehje prostokątne prostych równoległych, a nie przecho­
dzących przez środek rzutów N 00

, są prostemi równoleglemi. 

1) Rzutnia n a. nie może być prostopadłą ani do żadnej rzutni, ani też do żadnej 

osi układu [ O]. 
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6. Rzut aksonometryczny prostokątny kąta prostego, którego jedno 
ramię jest równolegle do (wzgl. leży na) rzutni aksonometrycznej, jest 
kątem prostym. 

Płaszczyznę prostopadłą do rzutni aksonometrycznej Jta , t. zn. pła­
szczyznę przechodzącą przez środek rzutów N 00

, stale nazywać będziemy 
płaszczyzną ak s o no metryGz­
nie-rzucającą. Podobnie pła-

zczyznę prostopadłą do rzutni po­
ziomej n:1 , (pionowej n2 , względnie 

bocznej n3) nazywać będziemy 

płaszczyzną poziomo-rzuc,ają­

c ą (pionowo- wzgl. boczno~rzu­
cającą). Punkt przebicia się pro­
stej c z rzutnią n nazywać bę­

dziemy ś 1 ad em tej prostej. Punkt 
H(. = C nl jest śladem poziomym, 
punkty VC= c n2 i Kc= C U3 są 
' ladami pionowym i bocznym, 
a punkt Sc= c nć, jest śladem Rys. 13. 

aksonometryc_znym prostej c. . 
Krawędź przecięcia się dowolnej płaszczyzny a z rzutnią n nazywać 
będziemy. ś 1 ad em tej płaszczyzny. Krawędzie : h a= a n1 , Va= a n2 , 

k n = et n3 i . sa = a Jta są odpowiednio śladami: poziomym, pionowym, 
bocznym, wzgl. aksonometrycznym uważanej płaszczyzny a. Na· rys. 13 
zaznaczono ślad boczny k a i ślad aksonometryczny ·sa dowolnie przy­
j ętej płaszczyzny a, oraz ślad aksonometryczny Sc= c n:8 prostej c. 

Krawędzie S1 = n a U1 , S2 ~ na n2 i S3 = na n s , przecięcia się rzutni 
aksonometrycznej na z poszczególnemi rzutniami ni, n2 i n3 układu 

O [x, y, z], są odpowiednio śladami aksonometrycznemi rzutni: pozio­
mej n 1 , pionowej n 2, wzgl. bocznej n3 • Ślady s1 i s2 leżą na rzutni akso­
nometrycznej 1r11 i przecinają się w punkcie S x = s1 s2 (rys. 13). Przez 
punkt S x, który przynależy równocześnie do płaszczyzn na , n1 i n:2 , prze­
chodzi też krawędź x = n:1 n2 • Wnosimy stąd, że punkt S x jest śla­

d em aksonometrycznym osi x, gdyż jest on punktem S x = X~a 

przebicia osi x z rzutnią n 11 • Podobnie punkt S Y = s1 s3 = y na jest „śla­
dem aksonometrycznym osi y" , a wreszcie punkt S z = s2 s3 = z Jta jest 
~śladem aksonometrycznym osi z" układu [O]. Trójkąt (Sx Sy S z) o wierz­
chołkach S.n S 0 i S z, albo też trójkąt (s1 s2 s3) o bokach si, s13 , s3 nazy­
wamy trój ką tern śladów aksonometrycznych trzech osi x, y, z 
lub trzech rzutni Jr1 , n2 , n3 układu odniesienia O [x, y, z]. 

Przez środek (początek) układu O [x, y, z] poprowadźmy (rys. 14)° 
prostą w pr~stopadłą do rzutni na , to punkt Qn = w na, przebicia . się 
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· promienia rzucającego · w z rzutnią na, jest rzutem aksonometrycz­
nym prostokątnym lub „aksonometrją prostokątną" początku O układu 
O [x, y, z]. Oś z= OSZ łączy punkty O i S z ; jej rzut aksonometryczny z" 
przejdzie zatem przez ~ksonoinetrje on i S~ = S z owych punktów, czyli 
pędzie prostą zn = On S z, Podobnie proste xn = On Sx i yn = on Su, łą­

czące punkt on ze śladami aksonomeJrycznemi Sx, wzgl. Sv, są akso­
nometrjami prostokątnemi dwóch pozostałych osi x i y układu [O]. Po­
nieważ elementy on, xll' y 11 i zn występować będą bardzo często, w na­
szych rozważaniach - przeto ustalimy dla nich osobne nazwy, a mia­
nowicie: 

1. Aksonometrję prostokątną 0 11 początku (środka) O układu O [x, y , z} 
nazywamy „środkiem ąksonometrycznym". 

2. Aksonometrje prostokątne xn, yn . i z 1
~ trzech osi x, y i z układu · 

O [x, y, z] nazywamy „osiami aksonom etrycznemi". 

12. Własności trójkąta śladów aksonometrycznych. Celem 
zbadania zależności, jakie zachodzą pomiędzy bokami- trójkąta śladów 

aksonometrycznych (s1 s2 s3 ) a osiami aksonometrycznemi x 11
, yn i zn, za­

uważmy, że oś z= Jt2 Jt3 jest prostopadłą do rzutni Jt1 , a tern samem 
(ust. 4) oś ~ jest prostopadłą i do prostej s1 = Jt1 Jt8 • Dla kąta prostego 
~ z s1 = 90°, którego jedno ramię s1 leży na rzutni :rc.1 , rzut prostokątny 
na płaszczyznę n 11. jest (ust 10) oczywiście kątem prostym ::r=: zn Si= 90°, 
czyli innemi słowy: oś aksonometryczna z" jest prostopadłą do śladu s1 • 

W analogiczny sposób wykazać możemy, 
że osie aksonometryczne x 11 i yn są rów­
nież · prostopadłe do śladów s3 , wzg]. s2 , 

a :rµianowicicie: x 11 J_ s3 , yn J_ s2• Wypo­
wiemy tedy 

:Jt3 Twierdzenie: Osie aksonometrycz-
ne x 11

, yn i z~ są wysokościami trójkąta 

śladów aksonomehycznych. 
Punkt 1 =zn s1 , przecięcia się (rys. 14) 

osi zn ze śladem aksonometrycznym s1 

rzutni pozio~ej, połączmy ze środkiem O 
układu O [x, y, z]. Otrzymana prosta O 1 
leży na rzutni pozi9mej :rc1 i jest prosto­
padłą do osi z = OS z . Zauważymy z ła:-

Rys. 14. _ twością, że prosta w = 0 On jest pro-
stopadłą do przeciwprostokątni 1 S z trój­

kąta prostokątnego (01Sz), gdyż element w=OOn jest promieniem rzu­
cającym w J_ na. Wnosimy stąd,. że punkt On = w :rea leży „ wewnątrz" 
odcinka ( o długości skończonej) 1 S z . 
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Oznaczmy przez 2 i 3 punkty przecięcia się osi aksonometrycz­
nych yn i xn z przeciwległemi bokami trójkąta śladów aksonometrycznych 
(s1 s2 s3), a mianowicie: 2 = yn s2 i 3 = x~ s3 • Wykazać możemy - po­
dobnie jak poprzednio - że środek aksonometryczny on = w TC8 leży 

,,wewnątrz" odcinków 2S,, i 3Sx, a tern samem on leży "wewnątrz" trój­
kąta (s1 s2 s3). Ponieważ jednak w punkcie on przecinają się trzy wyso­
kości xn, yn i zn tego trójkąta (s1 s2 s3), przeto wypowiedzieć możemy 
następujące 

Twierdzenie: TrójkJJ:t śladów aksonometrycznych jest trójkątem ostro­
fuJlnym. 

Na rys. 14 weźmy pod uwagę trójkąt prostokątny (1&1 Sx). Przy­
prostokątnia 10n z przeciwprostokątnią On S x tego trójkąta zawiera kąt 
ostry ~ 1011 Sx, a zatem kąt przyległy ~ S x on S z jest kątem rozwartym. 
Podobnie kąty: <t S z on s11 i ~ S y on S x są również kątami rozwartemi. 
Aby dokładniej określić owe. kąty, zauważmy, że punkt O dzieli każdą 
z osi x, y i z układu O [x, y, z] na dwie „półproste"; rzutnia _aksono­
metryczna Jr" przebija w punktach S x, S,, i S z tylko „półosie" OS,.. , 
O S1, i OS z . Możemy tedy wypowiedzieć następujące 

Twierdzenie: Aksonometrje prostokątne tych „pólo~i" układu O [ x, y, z], 
które przebijają rzutnię aksonometryczną, przechodzą przez środek akso­
nometryczny On i tworzą trzy kąty rozwarte. 

Na płaszczyźnie rysunkowej -którą uważać będziemy odtąd stale za 
rzutnię aksonometryczną na - niechaj dany będzie (rys. 15) trójkąt śladów 
aksonometrycznych (s1 s2 s3) o trzech kątach ostrych. Z wierzchołków 
Sx, Sy i s z tego trójkąta poprowadźmy proste: Z 11 _l_ S1, yn _l_ S2 i xn _l_ S3, 

to otrzymamy osie aksonometryczne, które przecinają się w środku akso­
nometrycznym on. Na prostej w, przechodzącej przez punkt On i pro­
stopadłej do płaszczyzny rysunku (t. zn. do rzutni aksonometrycznej TCa) , 

leży środek O układu O [x, y, z]. 
Chcąc wyznaczyć położenie punktu O, weźmy pod uwagę (por. 

rys. 14) trójkąt prostokątny (O 1 S z), którego przeciwprostokątnia jest 
bokiem 1 S z . Płaszczyzna t tego trójkąta jest prostopadłą do rzutni TCu 

(t. zn. jest płaszczyzną aksonometrycznie rzucającą) i przecina się z nią 
w śladzie aks0nometrycznym se= zn= 1 S z. Uważajmy bok 1 S z (por. 
rys. 14 i 15) za oś obrotu i" około niego obróćmy trójkąt ( O 1 S z) 
wraz z prostą w = O On tak, aby po dokonanym obrocie ten trójkąt 

padł na płaszczyznę rysunku TC8 • Poni~waż prosta w = O on jest pro­
stopadłą do Ji8 , a temsamem i do przeciwprostokątni 1 S z, przeto kład wx . 
tej prostej spełnia warunek: wx J_ 1 S z . N a przeciwprostokątni 1 S z -

jako na średnicy - zakreślmy koło k i wyznaczmy punkty ox i O! 
przecięcia się owego pomocniczego koła z prostą wx. Punkt OX (względ-
nie O!) jest kładem początku O układu odniesienia O [x, y, z], a odci- • 
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nek Qn ox (wzgl. Qn O!) wyraża od 1 e głoś ć punktu O od płaszczyzny 
rysunku (rzutni aksonometrycz;nei) n a. 

Na prostej w J_ na, poprowadzonej w punkcie 0 11 prostopadle do 
płaszczyzny rysunku na, odmierzmy (rys. 15) odcinek On O = Qn ox tak, 
aby punkt O leżał poniżej (pod) płaszczyzny rysunkowej na. Przez otrzy­
many w ten sposób początek O i przez ślad s1 = S x Su przechodzi 
rzutnia pozioma 1e1 = Os1 układu O [x, y, z]. Podobnie elementy 
O i s2, wzgl. O i s3 wy.maczają rzutnię pionową n2 = O s2 i rzutnię boczną 
lt3 = 0s3 naszego układu [O]. •Proste os.'C = X, osy = y i OSZ= z, 
łączące otrzymany poprzednio punkt O z wierzchołkami trójkąta (s1 s2 s3), 

są o si ami układu [O]. 
Uwaga: Czytelnik koniecznie musi odbudować ( odtworzyć) w przestrzeni poło­

żenie owych trzech rzutni .:rr.1, n2, n3 i trzech osi x, y, z, aby dokładnie zdać sobie 
prawę na rys. 15 z ułożenia układu [ O] względem płaszczyzny rysunkowej na . 

Na prostej w J_ na odmierzmy teraz (rys. 15) odcinek Qn 0 1 = Qn O~ 
tak, aby punkt 1końcowy 0 1 tego odcinka znajdował się nad (przed) 

Rys. 15. 

płaszczyzną rysunku na, to otrzyma-
„ ny punkt 0 1 będzie środkiem nowego 
układu odniesienia [01]. Dla te­
go układu płaszczyzny: 01 s1 = ni, 
0 1 s2 = n~, 0 1 s3 = n~ są trzema rzut­
niami, a proste: 0 1S x = x1, 0 1 S 11 = g1, 

0 1 S z = z1 są jego osiami. Ponieważ 
dla ·odcinków Qn O = Qn 0 1 prosto­
padłych do n a punkty końcowe O 
i 0 1 są symetrycznie ułożone 

względem płaszczyzny rysunku n a, 
przeto płaszczyzny : n1 i n !, n-2 i n~, 
n 3 i n ~, oraz osie : x i x1, y i yt, 
z i z 1 są parami również symetrycz­
nie ułożone względem rzutni aksono­
metrycznej na. Wnosimy stąd, że do 

dwóch układów odniesienia [O] = O [x, y, z] i [01] = 0 1 [x1, y1, z•], oraz 
do uważanego trójkąta śladów aksonometrycznych (s1 s2 s3) stosuje się 

Twierdzenie: Każdemu ostrokątnemu trójkątowi śladów aksono­
metrycznych podporządkowane są dwa układy odniesienia [OJ i [01], 
które są symetrycznie ułożone względem płaszczyzny owego trójkąta. 

Na rys. 16 i 17 obierzmy trójkąt śladów aksonometrycznych (s1 s2 s6) 

i wyznaczmy osie xn, y 11
, zn, oraz środek Qn. Wyobraźmy sobie, że na 

prostej w - poprowadzonej w· punkcie on prostopadle do płaszczyzny 
rysunku n a - umieściliśmy nasze oko w bardzo wielkiej odległości od 
rzutni aksonometrycznej na i nad (przed) tą rzutnią. Skoro założymy, 
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że płaszczyzna rysunku n 11 jest "nieprzeźroczystą" a początek O układu 
O [x, y, z] leży pod (za) rzutnią n a, to wówczas (rys. 16) dla przyjętego sta-
nowiska odcinki OS x, 
osy i OSZ są niewi­
doczne. Natomiast 
wymienione odcinki 
(rys.17) są widocz­
ne, jeżeli środek O 
układu O [x, y,z] leży 
przed (nad) płasz~y­
zną rysunkową Jta • 

Aksonometrje On S x, 
onsyi~z, wymie­

Rys. 16. Rys. 17. 

nionych odcinków zaznaczono na rys. 16 i 17 odcinkami "kreskowanemi", 
wzgl. "pełnemi" zależnie od tego, czy odcinki OSx, OS„ i OSz są nie- . 
widoczne, czy też widoczne. 

13. AksonometrJe punktu właściwego. Niechaj dane będą 
na rys. 18 rzutnia aksonometryczna na i rzutnia pozioma n1 , obie prosto­
padłe do płaszczyzny rysunkowej. Przez dowolnie obrany punkt właści­
wy A poprowadźmy proste: b J_ na i p J_ n1 , to punkty An = bna iA' = p n 1 

są rzutami ·prostokątnemi elementu A na przyjęte rzut-
nie n„ i Jt1 • Punkt A n jest mianowicie aksonometrją pro- 1ta 

stokątną punktu A, a element A' jest rzutem poziomym An . b A 
owego punktu. Prosta c, wykreślona z punktu A' prosto­
padle do płaszczyzny Jt0 , przebije rzutnię na w punkcie A~ 81 

(czytaj: A z kreską n). Punkt A~= c na jest rzutem pro- , . 
stokątnym punktu A' na rzutnię n„ czyli aksono- Ana-----1.."I 

met.rją (prostokątną) rzutu poziomego A' punktu A. 
Obok rzutni poziomej Jt1 , uwzględnić możemy je- Rys. 18. 

szcze rzutnię pionową n 2 i boczną n3 , oraz rzuty pro-
stokątne punktu A na te rzutnie, t. zn. rzut pionowy A" i rzut boczny A"'~ 
Przez punkty A" i A"' poprowadźmy proste d J_ na i e J_ na, a następnie 
wyznaczmy punkty A:;= dna i A~'= e n 0 , przebicia się promieni rzucają­
cych d, e z rzutnią na• Punkt A~ jest "aksonometrją (prostokątną) rzutu 
pionowego A" punktu A" , a element A'~' jest " aksonometrją rzutu bocz­
nego A"' punktu A". 

Zajmiemy się teraz zbadaniem zależności, jakie zachodzą pomiędzy 
rzutami prostokątnemi An , A'n, A~ i A:;' dowolnego punktu właściwego A 
na rzutnię aksonometryczną na. W tym celu na płaszczyźnie rysunko­
wej Jta obierzmy (rys. 19) dowolny trójkąt śladów aksonometrycznych 
(s1 s2 s3), wyznaczmy osie ~11

, yn, zn i środek On, oraz odległość o x 01ł 
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środka O układu [O] od rzutni n;a· Skoro założymy, że punkt O leży 
np. za płaszczyzną na, to trójkątowi śladów aksonometrycznych (s1 s2 s3) 

podporządkujemy tylko jeden układ odniesienia O [x, y, z]. 
Uważany punkt A i jego rzut poziomy A' wyznaczają w przestrzeni 

prostą p = A A' prostopadłą do rzutni poziomej n1 = O s1 , a tern samem 
równoległą do osi z = OS z układu [ O]. Dla prostych p I I z ich rzuty 
aksonometryczne pn i zn są (ust. 11) prostemi równoległemi. Ponieważ 

nadto punkty A i A' przynależą do prostej p = A A', przeto na prostej 
pn, równoległej do osi z 11 (rys. 19), leżeć muszą rzuty aksonometryczne 
A 11 i A'11 • Prostą pn nazywać będziemy „prostą odnoszącą" lub wprost 
„odnoszą cą". Uzyskaliśmy tedy następujące 

Twierdzenie: Aksonometrja A n dowolnego punktu właściwego A 
i aksonometrja A'11 rzutu poziomego A' tego punktu A leżą na prdłtej od~ 
noszącej, która jest równoległą do osi aksonometrycznej zn. 

W żupełnie analogiczny sposób (por. rys. 20) wykazać możemy, że · : 

Prosta odnosząca All A':i, która 
łączy aksonometrję A II punktu_ A 
z aksonometrją A~ rzutu pionowe­
go A" owego punktu, jest rów n o-
1 e gł ą do osi aksonometrycznej y 11

• 

Prosta odnosząca A 11 A~', która 
łączy aksonometrję A II punktu A 
z aksonometrją A':i' rzutu bocznego 
A"' owego punktu, jest równole­
głą do osi aksonometrycznej x". 

Z łatwością bowiem zauważymy, że dla prostych: q =AA" i r = A A"', 
łączących dany punkt właściwy A z rzutami pionowyin. A" i bocznym 
A'", zachodzą następujące zależności: q i_ n2, r i_ n3 czyli: q I I y, r I/ x. 
Z ust. 11 wynika, że aksonometrje tych prostych są elementami równo­
ległemi: q 11 I I y" i r" I I x". 

14. Zależności, zachodzące pomiędzy aksonometrjami 
punktu właściwego. Zastanów~y się teraz nad tern, czy każde dwa 
dowolne punkty A 11 i A'n, · leżące na prostej p 1

' I/ zn, uważać można za 
rzuty aksonometryczne punktu właściwego A i jego rzutu poziomego A'. 

· W tym celu poprowadźmy (rys. 19,, por. też rys. 18) w punktach A 11 

i A'll proste b i c prostopadłe do rzutni aksonometrycznej na, (t. zn. do 
płaszczyzny rysunkowej dla rys. 19), i oznaczmy przez c = be pła­

szczyznę określoną temi prostemi. Z relacji b i_ na, pil I I zn, z 11 i . s1 wy­
nika (por. ust. 4) zależność: b i_ s1 , p" _L_ s1 czyli innemi słowy: pła­

szczyzna s = b c = b pn jest prostopadłą do prostej s1 = na n1 , a tern sa­
mem płaszczyzna F jest prostopadłą do rzutni aksonometrycznej na i do 
rzutni poziomej n1 • 

Jeżeli punkt A 11 uważać będziemy za aksonometrję prostokątną 

pewnego punktu właściwego A, to ów punkt leżeć musi na prostej b _L_ na. 
Jeżeli element A:, uważać będziemy za aksonometrję rzutu pożiomego A' 
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owego punktu A, to punkt, w którym prosta c _l_ Jta przebije rzut­
nię poziomą n1 = O s1 , będzie rzutem poziomym A' = c n1 • Aby otrzymać 
wreszcie żądany punkt A, poprowadźmy w punkcie A' prostą p _1_ Jt1 , to 
(z uwagi na to, że płaszczyzna s jest prostopadłą do rzutni n1 i prze.;. 
chodzi przez rzut poziomy A') owa prosta p 
leży na płaszczyźnie s = b c i przecina się 

z promieniem b w szukanym punkcie A = p b. 
Wykazaliśmy zatem, że prawdziwe jest 

Twierdzenie: Dwa dowolne punkty wła­

ściwe An i A~ rzutni aksonometrycznej, które 
leżą na prostej równoległej do · osi aksono­
metrycz11ej zn, uważać można za.wsze za 
aksonometrję A n i akSOf!-Ometrję A'n rzutu po­
ziomego A' jednego i tylko jednego punktu wła­
ściwego A. 

Na prostej pn /I zn niechaj dane będą 

(rys. 19) rzuty An i A~, które wyznaczają jeden 

yn 
Sx 

Ah 
Rys. 19. 

ściśle określony punkt właściwy A w przestrzeni. Aby odbudować (zre­
konstruować, odtworzyć) położenie tego punktu . A w przestrzeni, postą­
pimy - jak to wynika z dotychczasowych rozważań - w sposób na­
stępujący: W punktach ' A11 i A:1 poprowadzimy proste b J_ a-ca 
i c _l_ na (prostopadłe do płaszczyzny rysunku), a następnie przez · 

. punkt A'= cn1 , przebicia, się prostej c z rzutnią poziomą n1 = Os1 , 

pro s tą p _l_ 1t1 , to wówczas e 1 em en t A = bp j est szukanym 
p.unktem. 

Ćwiczenie 1_: Wykazać, że dwa punkty właściwe A n i A~, leżące (rys. 20) na pro­
stej odnoszącej qn li yn, uważać można zawsze za aksonometrję A 11 i aksonometrję A~ 
rzutu pionowego A" jednego i tylko jednego punktu właściwego A. 

Ćwiczenie 2: Rozwiązać poprzednie ćwiczenie, skoro dane są punkty A n i A"' 
(t. zn. aksonometrja rzutu bocznego A'"), leżące na prostej odnoszącej r 11 li xn. n 

Za,danie: Dany jest trójkąt śladów aksonometrycznych i dowolny 
punkt właściwy A, którego położenie określone jest rzutami A 11 i A~. 
Należy skonstruować aksonometrje A'~ i A'~' rzutu pionowego A" i rzutu 
bocznego A'" · owego punktu A. 

Rozwiązanie: Umówmy się, że symbol A (A'1, A'11 ) oznaczać bę­

dzie stale : punkt A, którego położenie ustalone jest zapomocą dwóch 
rzutów aksonometrycznych A n i A',1 • Owe punkty A n i A'n leżeć muszą 
oczywiście (rys. 20) na prostej odnoszącej ·pn I I z ii , która jest rzutem 
prostokątnym prostej p = A A' nR rzutnię (pł. rysunku) rea·· Z rozważań 
ust. 13 wiadomo nam, że dla prostych: ą -:- A A" · i r = A A"' ich akso­
nometrje qn i r 11 spełniają warunki: qll li yn , rn li x 11 i qn r 11 = An. 

Niechaj płaszczyzna p q = A A' A" - która przechodzi przez proste 
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p _1_ Jr1 i ą _L :n:2 , a zatem jest prostopadłą do osi x = n1 n:2 = OS_" 
przetnie oś x w punkcie Ax• Z łatwością zauważymy, że proste A' A .r 
i A" Ax, leżące na płaszczyźnie pq, są prostopadle do osi x, a zatem 
A~ Ax I I y i A" Ax I/ z. Wnosimy stąd, że (por. ust. 11) rzuty aksonome-

· --. > A½ 

tryczne A~ A~ i A';, A~ tych prostych są 
odpowiednio równoległe do osi aksono­
metrycznej y 11

, wzgl. zn. Celem wykre­
ślenia tych prostych ila rys. 20, należy 
przez punkt A'11 poprowadzić prostą rów­
noległą do osi yn, a przez otrzymany 
punkt A~ na osi x 11 wykreślić następnie 
drugą prostą A~ A';, I I zn. Ta ostatnia pro­
sta przetnie się z odnoszącą qn w punk­
cie A~, który jest aksonometrją prosto-

Sx I kątną rzutu pionowego A" danego punktu 
~-...J..:.6:...........a:::;...+--~,.__ Xf'i A(A 11 , A'/1). I 

J.1/2. .-- -- -·· .-·A1 Podobnie wyznaczyć możemy akso-
nometrję A',:' rzutu bocznego A"': Pła­
szczyzna p r = A A' A"' -prostopadła do osi 

, y = OS u przecina się z tą osią w punk­
cie Au. Dla prostych A' Au I I x i A,; A"' li z otrzymamy ich aksonometrje, 
kreśląc przez punkt A~ prostą A:1 A: I I xn, a następnie z punktu A~ osi 
aksonometrycznej yn prostą, A~ A';,' I I z 11

• - Aksonometrię 14';,' wyzna-
czyć też możemy w inny sposób, korzystając z płaszczyzny q r = A A" A'·" 
prostopadłej do osi z = OS z . Płaszczyzna ta przecina oś z w takim 
punkcie Az, że proste A" Az i Az A'" są odpowiednio równoległe do osi 
x = OSx, wzgl. y = O Su. Aksonometrie owych prostych są elementami: 
A~ A~ I I X 11 i A~ A~' ll_y11

• • 

Ćwiczenie 3: Dla danego punktu A (An, A';
1

), którego aksonometrja An i akso­
nometrja A~ rzutu pionowego A" owego punktu A (rys. 20) leżą na odnoszącej q 11 //y", 
należy wyznaczyć rzuty A'

11 
i -A~'. · 

Ćwiczenie 4: Dla danego punktu A (A n, A';,') skonstruować aksonometrj e A:, 
i A~ jego rzutu poziomego A' i rzutu pionowego A". 

15. Dalsze sposoby wyznaczenia punktu właściwego. Z roz­
ważań poprzedniego ustępu wynika, że aksonometrje A~ i A~' rzutu piono­
wego A", wzgl. rzutu bocznego A'" dowolnego punktu właściwego A- leżą 

na prostych: A~ A: Jl xn i A',:' A~ I I y 11
, które przecinają się na osi aksono­

metrycznej zn. Przez dowolny punkt A~ osi aksonometrycznej z 11 popro­
wadźmy (rys. 21) dwie proste bn li xn, cll I/ y 11 i obierzmy na pierwszej 
z nich dowolny punkt właściwy A~, a na drugiej punkt A';,'. Zbadajmy 
teraz, czy punkt A~ uważać można za aksonometrję prostokątną rzutu 
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pionowego A", a element A~' za aksonometrję rzutu bocznego A"' pew­
neg~ punktu właściwego A. 

Jeżeli punkt A: jest rzeczywiście aksonometrją rzutu pionowego A" 
pewnego punktu A, to rzut pionowy A" leżeć musi koniecznie na pro­
mieniu d, wykreślonym z punktu A~ prosto­
padle do rzutni (pł. rysunku} n;a• Promień rzu­
cający d .l_ n;a przebije się wówczas z rzutnią 
pionową 1e2 = O s2 w szukanym punkcie 
A" = d 1e2 • Skoro drugi ( dowolnie na pro­
stej en przyjęty) punkt właściwy A'~' uwa­
żać będziemy za aksonometrję prostokątną 
rzutu bocznego A'" . pewnego punktu A, to 
rzut A'" leżeć musi na promieniu rzucają­
cym e, który przechodzi przez · element A'~ 
i 1· est prostop· adły do rzutni n;a, oraz na R 21 ys. . 
rzutni bocznej 11;3 = Os3 • Musimy teraz 
wykazać, że skonstruowane w powyższy sposób punkty A" = d 1e2 

i A"' = e 1e8 są faktycznie rzutami pionowym i bocznym jednego i tego 
samego punktu A. 

W tym celu weimy pod uwagę dwie proste b" // x 11 i d .l_ n;a, które 
przechodzą przez punkt A: i wyznaczają płaszczyznę fJ = bn d. Płaszczy­
zna fJ jest (ust. 4) równoległą do osi xn, prostopadłą do rzutni na i prze­
cina się z rzutnią pionową 1e2 = Os2 w takiej prostej b _ fJ 1e2, która 
przechodzi óczywiście przez pun!µ A"= dn2 • Jeżeli w środku aksono­
metrycznym On (rys. 21) wykreślimy prostą w = On O ·prostopadłą do 
płaszczyzny rysunku n;a, to płaszczyzna s = w x 11 jest aksonometrycznie 
rzucającą i przecina · się z rzutnią pionową 1e2 = O s2 w osi x = s 1e2 = 
= O Sx. Promienie _d .l_ n;a i w .l_ n;a są prostemi równoległemi: d / I w, jak 
równiei i proste b" I/ x", przeto płaszczyzny fJ = b" d i s = x" w posia­
dają to samo "ustawienie". Skoro płaszczyzny równoległe: fJ I I s prze­
tniemy rzutnią pionową 1e2, to (ust. 5) uzyskamy krawędzie do siebie 
równoległe b = fJ 1e2 i x = s 1e2 • Z zależności b I I x i x .1_ z wynika: prosta b 
jest prostopadłą do osi z = OSz. 

Przez punkt _ A'~ (ry~. 21) przechodzą dwie . proste c" / I yn i e .l_ n;a, 

które wyznaczają płaszczyznę y = en e. Płaszczyzna:ta przecina się z rzut- . 
nią boczną n; 3 = O s8 w krawędzi e = y 1e8 , na której leży poprzednio 
wyznaczony punkt A'"= e1e2• Zupełnie analogicznie - jak dla prostej 
b = fJ 1e2 - udowodnić możemy, że prosta c = y 1e8 jest prostopadłą 

do osi z = O Sz. Ponieważ jednak pomocnicze płaszczyzny fJ = bn d 
i y = en e są prostopadłe do płaszczyzny, rysunku n;a, więc (ust. 4) 
krawędź f = fJ y jest prostopadłą do rzutni aksonometrycznej n;a i prze­
chodzi przez pun~ A: = b" c". Prosta / leży zatem na płaszczyźnie 

Plamitzer. Aksonometrja prostokątna. g 
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aksonometrycznie rzucającej t = z 1
' z i przecina się z osią z = OS z 

w punkcie Az- Prosta f leży na płaszczyźnie f], oś z na rzutni 1r2 , więc 

punkt Az= fz przynależy do płaszczyzn f] i 1r2 , a tern samem i do 
krawędzi b = f] 1r2 przecięcia się tych płaszczyzn. Prosta f = f] y leży 

również na płaszczyźnie y, a oś z na rzutni n8 , przeto punkt Az= fz 
przynależy do płaszczyzn r i n8 , oraz do· krawędzi c = yn3 • Wykaza­
liśmy zatem, że proste: b J_ z i c .1_ ·z przecinają się w punkcie A na 
osi z=OSz. 

Oznaczmy wreszcie przez a płaszczyznę, określoną prostemi b i c, 
to a= be jest prostopadłą do osi z czyli innemi słowy: owa płaszczy­
zna a jest prostopadłą równocześnie do rzutni pionowej 1r2 i do rzutni 
bocznej 1r8 • Przez punkt A" = d n~ prostej b wykreślmy promień A" A J_ 1r2 , 

a przez punkt A'"= en8 prostej c narysujmy promień A"' A J_ n3• Wy­
mienione promienie leżą oczywiście na płaszczyźnie a= be i przecinają 
się w punkcie właściwym A. Skonstruowaliśmy taki punkt A, którego 
rzut pionowy jest punktem A"= dn2 , a rzut boczny jest punktem 
A"' = e 1t8 • Z rozważań naszych wynika 

. Twierdzenie: Dwa dowolne punkty właściwe A~ i A~' rzutni akso­
nometrycznej - które leżą odpowiednio na prostych równoległych do osi 
aksonometrycznych xn i yn, a przecinających się na osi aksonometrycz­
nej zn - uważać można zawsze za aksonometrję A'~ rzutu pionowego A" 
i za aksonometrję A~' rzutu bocznego A'" jednego i tylko ;ednego punktu 
właściwego A. 

Ćwiczenie 1: Dane ·są : (por. rys. 20) odcinki A~A~ li z 11 i A~A~ I! ,1r. Wykazać, 
że punkt A~ uważać możemy za aksonometrję rzutu pionowego A", a element A;, za 
aksonometrję rzutu poziomego A' jednego ściśle określonego punktu właściwego A. 

Ćwiczenie 2: Punkty końcowe A' i A'" (rysunek 20) odcinków A' An // x 11 
_ · n n 11y 

i A~' A~ / / zn niechaj będą aksonometrjami rzutu poziomego A' i rzutu bocznego A"' 
pewnego punktu właściwego A. Wyznaczyć (odbudować) w przestrzeni położenie tego 
punktu A (A~, A~). 

Z dotychczasowych rozważań naszych (por. ust. 14 i 15) wynika, 
że położenie punktu właściwego A w przestrzeni jest ustalone do~ad­
nie wówczas, skoro dane · są dwa rzuty aksonometryczne tego punktu, 

• • • d An · A' b) An • A" '\ An • A"' d" A' · A" '\ A" • A'" a m1anowic1e: a/ 1 m 1 m c/ I 11 , / n I n, e/ n 1 11 

lub f) A~' i A:. Możemy tedy wypowiedżieć 
· Twierdzenie: Położenie punktu właściwego wyznaczone jest w prze­

strzeni wówczas, skoro dane są jakiekolwiekbądź dwa rzuty aksonome­
tryczne tego punktu.' 
· ' · - Poznaliśmy dotychczas sposoby wyznaczenia położenia punktu wła­
ściwego. W ust. 22 omówimy ·sposób ustalenia:· w przestrzeni położenia 
punktu niewłaściwego A 00

• 
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Zadanie: Dany jest dowolny ostrokątny trójkąt śladów aksono­
metrycznych (s1 s2 s3), oraz punkt właściwy A (A~, A'~), którego położenie 
w przestrzeni określone jest rzutami aksonometrycznemi A;1 i A::. Skon: 
struować należy aksonometrię An i rzut A~' owego punktu. 

Ro z wiąz a n ie: Aby dane elementy A :1 i A'~ (por. rys. 20 i rys. 22) 
uważać można za aksonometrje rzutu poziomego A' i rzutu pionowego A" 
pewnego ·punktu A, to odcinki A~ A~ li yn i A':i A~ /I zn muszą prze­

•ciąć się w punkcie A~, leżącym na 
-osi aksonometrycznej xn. N a rys. 22 
punkt A~ leży na ujemnej części 

-osi x 11
, opatrzonej znakiem-. Skoro 

z punktu A~ wykreślimy odnoszącą 
p'1 

// zn, a z punktu A~ odnoszącą 
Q11 I I y 11

' to - jak wynika z rozwa­
żań ustępu 14 - punkt A 11 = pn q 11

, 

przecięcia się promieni p 11 i qn, jest 
aksonometrją prostokątną punktu A. 
Przez punkt A:1 poprowadźmy odno­
·szącą A~ A~ li x'\ a następnie przez 
otrzymany w ten sposób punkt A~ 
osi yn wykreślmy prostą A; A:' fi zn. 

. zn 

.•··3111: 
n : 

n .-: ··· i 
82 ····•.... B"= -zn ···• ... ._1'! : 

Rys. 22. 

-yn 

Bh ... .. 

-,.xn 

Prosta ta przetnie się z odnoszącą r11
, która przechodzi przez elemę1:1t A11

. 

i jest równoległą do osi aksonometryc.znej x 11
, w punkcie A'~' .. Wyzna:­

,czone w ten sposób punkty An i A~' rozwiązują zadanie. Kontrolą do­
kładności przeprowadzonej konstrukcji jest to, że punkt A;, przecięcia się 
promieni A~ A; I I x 11 

i A~' A~ I I y 11
' leżeć 

musi na osi aksono­
metrycznej Z 11

• 

Ćwiczenie 3: Na 
rys. 22-24 dane są rzuty 
.aksonometryczne punk­
tów właściwych A (A~ , 
A~'), B(B~, B~'), C(C~, 
c:'> i D(D~, D';;). Należy 

·skonstruować aksonome­
trje A 11 ,Bn, Cni D 11 , oraz 
aksonometrje A~, B:, C~ 
i ·n:~ rzutów pionowych 
A",B", C"iD" uważanych 
punktów właściwych. 

-xn 

-1-xn 

Rys. 23. Rys. 24. 

Ćwiczenie 4: Niechaj dane będą aksonometrje rzutów pionowych i rzutów bocz~: 
nych czt~rechpunktówwłaściwych A(A~,A~' ), B(B:,B'~'),C(C'~,C'~') i D(D~,D':;i). Wy„ 
znaczyć rzuty aksonometryczne : A n i A~, ... , pn i D~ owych punktów . . 

3* 
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16. Konstrukcje niezależne od trójkąta śladów aksono­
metrycznych. Z łatwością zauważymy, że konstrukcje, jakiemi posłu­
giwaliśmy się na rys. 22, 23 i 24, nie są wcale zależne od położenia 
i wielkości trójkąta śladów aksonometrycznych. Chcąc dokładniej zba­
dać tę kwestję, obierzmy trójkąt śladów aksonometrycznych (s1 s2 s3) na 
rys. 25, a następnie wyznaczmy osie aksonometryczne xn, yn, zn, środek 
aksonometryczny 0 11

, oraz odległość O On = ox On początku O układu 
O [x, y, z] od płaszczyzny rysunku :rea• Na prostej w J_ :rea i przechodzącej 
przez punkt On odłóżmy odcinek On O on OX tak, aby początek O 
leżał np. poniżej rzutni aksonometrycznej :rea. Otrzymamy wówczas 
(ust. 12) trzy wzajemnie prostopadłe rzutnie: poziomą :r;1 = O s1 , pio­
nową :r;2 = Os2 i boczną :r;5 = 0~3 , oraz trzy wzajemnie prostopadłe 

osie x = OS x, y = O Su i z.= OS z układu odnie~ienia O [x; y, z] lub [ O],. 
który jest podporządkowany trójkątowi (s/s2 s3). 

Układ [ O] przesuńmy w kierunku prost opadłym do płaszczyzny 
rysunku :rea o długość d 0 = O 0° = OX O~, to otrzymamy nowy układ 
[ D°], którego rzutnie i osie będą równoległe do odpowiednich elemen­
tów układu [O], a mianowicie: :r;f I I :TC1, :re~ I I 11':2, ~ I I :res, X

0 I I x, y0 I I y„ 
z" I/ z. Dokonaliśmy przesunięcia układu [ O] w kierunku prostopadłym 
do rzutni aksonometrycznej na, przeto punkt O przesunie się o odcinek d "' 
po prostej w J_ na i ·zajmie nowe położenie 0°. Podobnie oś x = OS x ­

przesunie się w płaszczyźnie s = w xn prostopadłej do rzutni :rea i zajmie· 
nowe położenie x 0 I I x. Na płaszczyźnie s leżą proste xn i x 0 przecinające 
się w pewnym punkcie~- Ponieważ jednak oś xn = ;:r;a leży na rzutni n 4 „ 

przeto punkt S~ = xn x 0 jest śladem 
aksonometrycznym osi x 0 = D° ~. 
Podobnie osie y = osy i z= OSZ po 
dokonanem przesunięciu zajmą no­
we- położenia y 0 = D° S~ i z 0 = D° S~,. 
przyczem ich ślady aksonometryczne· 
S~ i S~ leżeć będą na osi aksono­
metrycznej yn, wzgl. zn. Rzutnia po­
zioma n1 = O s1 układu [ O] prze­
cina się z rzutnią aksonometrycz­
ną :r;a w śladzie s1 = S x Su. Ponieważ 

xn płaszczyzny :rc1 i. :r;f są do siebie 
Rys. 25. równoległe, przeto (ust. 5) rzutnia :rcB' 

przetnie owe płaszczyzny w dwóch 
Pl:"Ostych równoległych : s1 = S x S „ i s~ = S~ S~. Z tych samych powo-
dów rzutnie: pionowa n~ i boczna ~ nowego układu [ O'] wyznaczą 
na rzutni na krawędzie s~ = n~ na i s; =~na, które są · odpowiednio rów­
noległe do śladów s2 = S x S z, wzgl. s8 = Su S z. Dla układu 0° [ x 0

, y 0
, z"] 
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,otrzymaliśmy nowy trójkąt śladów aksonometrycznych (s~ s~ s;), przy­
-czem wierzchołki tego trójkąta leżą na osiach x 11

, y 11
, wzgl. z 11

• 

Niechaj dane będą (rys. 25) trzy dowolne punkty właściwe A (A 11
, A~), 

B (B 11
, B';') i C (C11

, C~), które są "sztywnie" złączone z układem odnie­
sienia [O]. Jeżeli układ [O] przesuniemy w nowe położenie • [D°], to 
punkt O przesunie się o odcinek O 0° = ox O~ = d 0 po prostej w J_ n„ 
.a równocześnie punkt A przesunie się o odcinek A A0 = d 0 = OX O~ po 
prostej a J_ na. Podobnie i punkty B, C przesuną się o taką samą dłu­
gość. po prostych b, wzgl. c,. poprowadzonych z punktów B, wzgl. C 
prost opad le do rzutni aksonometrycznej (płaszczyzny rysunku) na. Po­
nieważ jednak punkty A i A 0 leżą na· prostej a J_ n a, przeto aksonome­
trje A II i A~ tych punktów nakryją się w punkcie a na, przebicia się pro­
mienia rzucającego a z rzutnią ua. Punkty B i B° leżą na .promieniu 
b J_ n a; a punkty C i C0 na promieniu C J_ na, więc ich aksonometrje B 11 

i B: zjednoczyły się z punktem b u,0 a aksonometrje C11 i C~ zeszły się 
·z punktem c n a. Powyższe zależności stosują się nietylko do danych 
trzech punktów właściwych A, B, C, ale również i do ich rzutów: po­
:ziomych A', B', C', pionowych A", B", C", oraz bocznych A"', B"' i C"'. 
Rzut np. poziomy A' punktu A przesunie się po prostej e J_ n. o odci­
nek A' A~= d 0

, - ale aksonometrje A~ i A~ n punktów A' i A~ zjednoczą 
się z punktem e ua. 

Na rys. 25 podane są rzuty aksonometryczne punktów: A, A', B, 
B 111

, C i C", które są „sztywnie" złączone z układem odniesienia [O]. 
Po dokonanem przesunięciu układu [ O] w nowe położenie [ 0°], powyżej 
wymienione punkty przejdą wprawdzie w nowe położenie: A0

, A~, B°, 
H:', C0 i C~, ale··· ich rzuty aksonome-
try cz n e nakryją się (zjednoczą się) z po­
przedniemi aksonometrjami An, A~, B 't, 
B':;, Cn i C~. Wnosimy stąd, że: trójkąt 
ś ladów aksonometrycznych nie 
wpływa zupełnie na wzajemne 
ugrupowanie się punktów A, B, C, 
ich rzutów poziomych, pionowych, wzgl. 

B' bocznych. Skoro przyjmiemy na rys. 26 
osie aksonometryczne x n' y 11

' z n' oraz trzy 
dowolne punkty właściwe A (A Il, A~), B (B 11

, 

B';') i C (en, c: ), to wyznaczyć możemy 
w sposób poprzednio poznany aksonome­

B/{ zn c'!/ 
n -·· · .cz s/····-.. __ _ 

. A2 : n 
. . .. . . . . . . . ~ : 

I 

Rys. 26. 

trje: A~, A~', B ~, B~, c;I i c:;' owych punktów, nie używając wcale 
żadnego · trójkąta śladów aksonometrycznych. Możemy tedy powie­
,dzieć, że: 
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Wzajemne ugrupowanie punktów właściwych w przestrzeni jest wy­
znaczone wówczas, skoro na płaszczyźnie rysunkowej dane są osie akso'-­
nomefryczne xn, yn, zn i dla każdego z owych punktów dane są dwa: 
dowolne jego rzuty aksonometryczne. 

, 17. Szczególne położenia punktów właściwych. Na rzutni 
poziomej .rc1 obierzmy dowolny punkt właściwy A. Wiadomo nam, że 

zn 
fń =F!/==F!t 

rzut poziomy A' punktu A nakryje (zjed-­
noezy) się z elementem A, rzut piono­
wy A" leżeć musi na osi x, a rzut bocz-­
ny A'" na osi y. Z rozważań ustępu 11 
wynika (por. rys. 27 i 28) bezpośrednio 
zależności następujące: 

Jeżeli punkt A leży na rzutni po­
ziomej, to jego aksonometrja A n zjedno­
czona jest z aksonometrją A~ rzutu po­
ziomego punktu A, a dwa dalsze rzuty 
aksonometryczne A~ i A~' leżą odpo­
wiednio na osi aksonometrycznej xn „ 

Rys. 27. względnie yn. 

Jeżeli aksonometrja An pewnego Jeżeli aksonometrja A~ rzutu pio--
punktu A zjednoczy się z aksono- nowego A" (wzgl. A~' rzutu bocz-• 
metrją A~ jego rzutu poziomego, nego A"') pewnego punktu leży na 
to punkt A leży wówczas na rzutni osi xn (wzgl. y 11

), to punkt A leży 
poziomej. wówczas . na rzutni poziomej. 

Podobne zależności wystąpią (por. rys. 27 i 28) dla punktów Bi C 
z których pierwszy przynależy do rzutni pionowej .rc2 , a drugi do rzutni 

eh ,, A½ 
. Cn 

__ _ .--- Fn=Fl=Fr'f' 

cA:'cf!/ -zn 
Rys. 28. 

bocznej .rc3 • Na osi z układu O [x, y, z] niechai 
dany będzie dowolny punkt F. Z owym punktem 
schodzą się rzuty pionowy F" i boczny F"',a rzut 
poziomy F' zjednoczy się ze środkiem O ukła­
du [O]. Z ust. 11 wynika bezpośrednio : 

Jeżeli punkt F leży na osi z, to rzuty akso­
nometryczne pn, F~ i F'~' owego punktu zjedno­
czone są z dowolnym punktem osi aksonome­
trycznej zn, a aksonometrja F: rzutu poziomego F' 
nakrywa się ze środkiem aksonometrycznym 0 11

• 

N a dwóch ostatnich rysunkach skonstruo­
wano rzuty aksonometryczne punktu D, leżącego na osi x , oraz punktu E„ 
który przynależy do osi y. 



Rozdział III. 

Prosta i płaszczyzna . 

.18~ Aksonometrje prostej właściwej. Niechaj dane będą na 
rys. 29 rzuty aksonometryczne An, A~ i Bn, B ~ dwóch dowolnych punk­
tów właściwych A i B. Dla tych punktów . wyznaczmy następnie akso­
nometrje A:, B: ich rzutów pionowych A" i B ", oraz aksonometrje A'~', B : ' 
ich rzutów bocznych A"' i B'". Z rozważań ust. 9 i 10 wiadomo nam, 
że dla prostej l = AB, określonej punktami A i B, jej rzut prostokątny l' 
na rzutnię poziomą n;1 = Qs1 otrzymamy, skoro, połączymy prostą l' rzuty 
poziome A' i B' owych. punktów. Prosta l' = A' B' jest rzutem pozio­
mym prąstej l .= AB. Podobnie punkty 
A'' i B", leżące na rzutni pionowej 
u1 = 0s2, wyznaczają rzut pionowy 
l" = A" B " prostej l , a punkty A'" i B '" 
rzutni bocznej n;8 = O s8 określają r z ut 
boczny l "' = A"' B "' uważanej prostej. 

Dla prostej właściwej l = AB skon­
struować możemy jej „aksonometrję 

prostokątną", t. _zn. rzut prostokątny 

prostej l na rzutnię aksonometryczną 

zn 

(płaszczyznę rysunku) na. Z rozważań y n ····•. ··•~. 1_. •. •·· 
ust. 11 wiadomo nam, że prosta l n= A n Bn, -=A..,.h.,..---L--:-h--~ 
łącząca aksonometrje A n i B 11 danych 
punktów A i B, jest a·ksonometrją 

Rys. 29. 

prostokątną uważanej prostej . l = AB. Dla prostych: l' = A'B', 
!" = A" B " i l"' = A"' B"' otrzymamy ich rzuty aksonometryczne, skoro 
wykreślimy proste: l'n = A~ B: , z;;= A'~ B: i C = A:' n:'. Prostą . z;L 
nazywamy aksonometrją prostokątną rzutu poziomego l' pro­
stej l. Prosta C (wzgl. C) jest ;, aksonometrją rzutu pionowego l" 
(wzgl. rzutu bocznego l'") prostej l". 

Na rys. 30 obierzmy rzuty aksonometryczne A ll i A:,, oraz B n i B ;, 
dwóch dowolnych punktów właściwych A i B. Owe punkty wyznaczają 
jedną ściśle określoną prostą właściwą l = AB, dla której prosta !11 = A II B" 
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jest jej aksonometrją prostokątną, a prosta 1: = A:1 B: jest aksonometrją 
jej rzutu poziomego l'. Celem odtworzenia (zrekonstruowania, odbudo­
wania) położenia prostej Z= AB w przestrzeni, wystarczy - w sposób omó­
wiony w ust. 14 - odbudować położenie punktów A (A n, A~) i B (Bn, B:) 
w odniesieniu do rzutni aksonometrycznej n ,1• Prosta l, łącząca otrzy­
mane punkty A i B w przestrzeni, rozwiązuje zadanie. 

Położenie prostej l (111, z:), dla której podane są aksonometria zn 
i aksonometrja z;z rzutu poziomego l' · prostej /, odbudować możemy 
w przestrzeni w inny sposób. Jeżeli prostą zn (rys. 30) uważać będziemy 
za aksonometrię prostokątną · pewnej prostej właściwej l, to owa prosta 
leżeć musi na płaszczyźnie a, przechodzącej przez element In i prosto­

; ' :An Lh : 
!Bh 

Rys. 30. 

padłej do płaszczyzny rysunkowej 1r8 • Jeżeli 

prostą 1: uważać ·będziemy za aksonomettję 

rzutu poziomego l' owej prostej l, to rzut ·po­
ziomy l' leżeć musi na rzutni poziomej 1r1 .:.....:... O s1 

i na płaszczyźnie fl, która przechodzi przez 
dany element z: i jest prostopadłą do rzutni 
aksonometrycznej 1r8 • Aby otrzymać wreszcie 
prostą Z w przestrzeni, poprowadźmy przez pro­
stą l' = fJ :n:1 płaszczyznę a _l_ 1r1 i wyznaczmy 
krawędź Z = a a, przecięcia się płaszczyzny po- . 
ziomo rzucającej a z płaszczyzną a _l_ 1r8 • Wno­
simy stąd, że: dwa (nie nakrywające się na 

jednej prostej !) rzuty aksonometryczne zn i l~ prostej właściwej l wy­
starczają w ogólnym przypadku do ustalenia położenia owej prostej Z 
w przestrzeni. 

W zupełnie analogiczny sposób wykazać możemy, że położenie pro­
stej właściwej l dokładnie jest określone w przestrzeni wówczas, skoro 
(por. rys. 29) dane są: aksonometrja zn tej prostej, oraz aksonometrja z;; 
rzutu pionowego l" lub też aksonometrja ( ;' rzutu bocznego l"' owej 
prostej l. 

Wiadomo nam jednak (ust. 15), że położenie punktów A i B w prze­
strzeni ustalić możemy zapomocą rzutów aksonometrycznych: a) A~,A~, 
B ' . B " b·' A" A"' B " . B"' ·' A' A"' B ' . B '" P ł . . t . JZ, I n ; '/ 11' Il, n I n ; C/ n, Il , n I 11 • o ozenie pros eJ 
l = AB wyznaczone zatem będzie wówczas, skoro dane będą rzuty akso-

try ,, l ' A' B ' . l " A" B" b·' Z" . l "' 1 b ·' /' 1· Z'" Aby nome czne: a/ li = I l 11 I n = n 1l ; '_/ n I Il u c/ n n • 

odbudować położenie prostej l = AB w przestrzeni, wystarczy odtwo­
rzyć położenie pomocniczych punktów właściwych A i B. 

Położenie prostej l (t, z;;) wyznaczyć możemy też w inny sposób, 
nje używając do pomocy punktów A ·i B. W tym celu przez dany ele­
ment l~ poprowadźmy (rys. 29) płaszczyznę fJ _l_ na, a przez prostą C 
płaszczyznę y _l_ :n:8 • Jeżeli prostą z;, uważać będziemy za aksonometrję 



19. Zależności, zachodzące pomiędzy aksonometrjami prostej właściwej. 4'1 

prostokątną ·rzutu poziomego l' prostej °Z, fo wówczas płaszczyzna· {3 
przetnie się z rzutnią poziomą 11:1 = O s1 w rzucie poziomym l' · {J n1 • 

Jeżeli prostą l~ uważać będziemy za aksonometrję rzutu pionowego l" 
pewnej prostej l, to krawędź l" = r 11:2 , płaszczyzny r rzutnią pionową 
n2 = O s2, jest rzutem pionowym owej prostej. Poprowadźmy następnie 
przez rzut poziomy l' = fJ n; płaszczyznę e J_ ni, a przez rzut pionowy 
l" = r 11:2 płaszczyznę o J_ n2 , to krawędź Z= s o rozwiązuje zadanie, gdyż 
jest szukaną prostą /. · 

W podobny sposob odbudować możemy prostą Z w przestrzeni, 
skoro · dane są rzuty aksonometryczne Z~ i z;;' lub l~ i I;;' tej prostej 
Z rozważań naszych wynika następujące 

Twierdzenie: Położenie prostej właściwej wyznaczone jest w ogól­
ności wówczas, skoro dane . są dowolne dwa prostokątne rzuty aksonome­
tryczne tej prostej. 

Uwaga: W ust. 20 omówimy te szczególne przypadki, w których położenie pro­
stej nie jest ustalone zapomocą dwóch jej rzutów aksonometrycznych. 

Pomiędzy aksonometrjami punktu A i prostej l ustalić możemy 

(por. ust. 11) następujące związki: 

Jeżeli prosta l przechodzi przez 
dany punkt A, to rzuty aksonome­
tryczne zn, ti, z;; i Z::' tej prostej prze­
chodzą przez „odpowiednie" rzuty 
aksonometryczne An, A:u A:; i A:;' 
danego punktu A. 

' I 

Jeżeli punkt A leży na dane{pro-
stej Z, to rzuty aksonometryczne 
A n, A;0 A;; i A~' tego punktu ~eżą na 
,, odpowiednich" rzutach aksono~e­
trycznych zn, l~, z:; i z;;' danej prą­

stej l. 

Z łatwością dadzą się też stwierdzić następujące zależności: 

Jeżeli dwa rzuty aksonometrycz­
ne (np. zn i l~) pewnej prostej Z prze­
chodzą przez „odpowiednie" rzuty 
aksonometryczne danego punktu A 
(zn przez An, l~ przez A~), to wów­
czas prosta l przechodzi przez ów 
punkt A. 

Jeżeli dwa rzuty aksonometrycz­
ne (np. A11 i A~) pewnego punktu A 
leżą na „odpowiednich" rzutach 
aksonometrycznych danej prostej 
l (A11 na zn, A~ na [~), to wów­
czas punkt A leży na owej pro­
stej l. 

19. Zależności, zachodzące pomiędzy aksonometrjami pro­
stej właściwej. Zastanówmy się teraz, czy każde dwie dowolne proste 
płaszczyzny rysunkowej n:a uważać można za rzuty aksonometryczne 
np. zn i Z:1 pewnej prostej l. 

Na rys. 30 przyjęliśmy prostą l = AB, przechodzącą przez dwa 
dowolne punkty właściwe A (An, A~) i B (Bn, B;J. Również i teraz obie­
rzemy taką prostą Z= AB, ale poczynimy pewne zastrzeżenia co do 
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punktów A i B. Na prostej odnoszącej pn fi zn niecpaj dane będą dwa 
dowolne punkty właściwe An i A~, które (rys. 31) uważać będziemy za 

zn 

t½' ·· ;,·- .. -··:::.. ·· ... 
Il . ·- ... D" 

· .····· :u n 

..... •·; 
An 

Rys. 31. 

xn 

rzuty aksonometryczne punktu A (An, A:). 
Skoro n.a prostej pn = An A~ obierzemy do­
wolny punkt Bn i uważać go będz~emy ~a 
aksonometrję pewnego punktu B, to akso­
nometrja B~ rzutu poziqmego B' . owego 
punktu leżeć musi (ust. 13) na odnoszącej pn. 
Wyznaczmy następnie dalsze rzuty aksono-
metryczne punktów A (An, A~) i B (Bn, B~). 
Z przeprowadzonej konstrQkcji wynika, że 

dla prostej Z= AB jej aksonometrja zn = AnBn 
zjednoczyła się z rzutem Z~ = .A~ B~ na tej 
samej odnoszącej pn; natomiast rzut r~ = A:; B;,' 
nie może być równoległy do osi y 11

, ani do z11
, 

a rzut aksonometryc n l"' = A"' B"' nie Z Y n n n 

może być równoległy o osi xn względnie z". 
Na rys. 32 przyjęto prostą Z (zn, Z::), której rzu­

tami aksonometrycznemi są proste zn I I zn i z;; I I xn. 
Przy · pomocy punktów C (Cn, C;:) i D (Dn, D;:), 
które leżą na prostej Z, skonstruowano aksono­
metrje C~ i D~, a następnie c;;' i D;:'. Z kon­
strukcji tej wynika, ·że rzut Z~= C~ D;, pro­
stej Z zjednoczył się z aksonometrją zn, a rzut 

zn 
" 

z;:' = C;:' D;:' jest równoległy do osi yn i prze- yn 
chodzi przez punkt zn z;:. 

Co do położenia punktów A (A n, A~) i B (Bn, B~ ), 
przyjętych na rys. 31, zajść mogą jeszcze dwa 

Rys. 32. 

ważne dla nas przyp_adki: a) rzuty · A~ i B~ zjednoczyły się (rys. 33) 
w dowolnym punkcie prostej zn I I zn; b) aksonometrje · An i Bf: zjed­

A"' .. .... n ·-.. . 

zn 

Rys. 33. 

·. A" ..·:.: n 

·-... ·· ' 
, Bn 

Ln 

zn 

Rys. 34. 

noczyły się (rys. 34) 
w jednym punkcie, któ­
ry leży na prostej Z~ / I z!'. . 
Po wyznaczeniu rzutów 
A~, A~', B;: i B;:' owych 
punktów A i B, zauwa­
żymy następujące za­
leżności: 

a) Z:: I! z;;' // Z Il / I z" ; 

b) z:: I I y'1, z;:' I I x11. 

A zatem: 
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· Jeżeli aksonometria zn pew­
nej prostej Z jest równoległą do 
osi aksonometrycznej zn, to 
wówczas ~stąpić mogą trzy na­
stępujące przypadki: 

1. Aksonometrja Z~ rzutu pozio­
mego tej p~ostej nakrywa się z pro­
stą zn, a dwa pozostałe rzuty aksono­
metryczne z;: i z;:' ~nie mogą być rów­
noległe do osi aksonometrycznej zn. 

2. Aksonometrja Z~ nakrywa się 
z prostą zn, a dwa dalsze rzuty 
aksonometryczne prostej Z przeci­
nają się na osi zn i są promienia­
mi i:: li x'1, z;:' li yn. 

3. Ak:sonometrja Z~ jest punktem, 
który leży na prostej żn, a rzuty 
aksonometryczne Z:: i Z::' są rów­
noległe do osi aksonometrycz­
nej zn. 

Jeżeli aksonometrja Z~, rzutu 
poziomego l' pewnej prostej Z, j e s t 
równoległą do osi aksonome­
trycznej zn, to wówczas wystąpić. 

mogą trzy następujące przypadki : 
1. Aksonometrja zn tej prostej na­

krywa się z prostą z;1 , a dwa po­
zostałe rzuty aksonometryczne C 
i Z::' nie mogą być równoległe do 
osi aksonometrycznej zn. 

2. Aksonometrja zn nakrywa się 
z prostą Z~, a dwa dalsze rzuty 
aksonometryczne prostej Z przeci­
nają_ się na osi z11 i są promieniami 
z:: li xn, Z~" . li yn. 

3. Aksonometrja zn tej prostei 
jest punktem, który leży na pro­
stej Z~, a dwa pozostałe rzuty akso­
nometryczne są prostemi z;; // y11 „ 
z;;' li xn. 

Uwaga: Podobne rozważania moglibyśmy przeprowadzić, gdyby spełnione były 

warunki : 111 li xn ; zn li yn; z~' li yn , z;:' li xn (por. rys. 34, 36, 37, 39 i 40). 

Obierzmy w przestrzeni takie dwa punkty A (An, A~) i B (Bn, B~), aby 
dla prostej Z= AB jej rzut aksonometryczny l~= A~ B~ był (rys. 35-37) 
równoległy do osi y 11

• Aksonometrja zn = An B11 tej prostej Z nie może być 

zn 

Rys. 35. Rys. 36. Rys. 37. 

wówczas równoległą do osi zn. Natomiast zachodzą relacje: /11 li Z~" 
i z;: I I zn; zn // l~ I I C' I I yn, a rzut /~' jest punktem; zn i z;:' nakryły 
się na prostej równoległej do osi x11, a rzut Z:: I/ zn. Na rys. 38-40 po-
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dane są obrazy aksonometryczne takich trzech prostych l = AB, dla 
których rzuty aksonometryczne z:i _:_ A~B~ są równoległe do osi x't. 

Z11 

B% .. •· 
·•. -·· .. ~ ,,, .~· 

/In .. 

d'/ 

Rys. 38. Rys. 3~- Rys. 40. 

Z przeprowadzonych konstrukcji wynikają następujące zależności: 

Jeżeli aksonometrja Z~ rzutu I Jeżeli akśonometrja z,: rzutu 
poziomego l' pewnej· prostej Z poziomego l' pewnej prostej i 
jest równoległą do osi akso- jest równoiegłą do osi akso­
nometrycznej yn, to wówczas nometrycznej x", to wówczas 
wystąpić mogą trzy przypadki: wystąpić mogą trzy przypadki; 

1. rzuty Z" I I C są prostemi, które 1. rzuty Z11 I I C są prostemi, które 
nie mogą _być równoległe do osi zn, nie mogą być równoległe ą.o osi z", 
a rzut C przecina ~ię z elemen- a rzut z:i" przeciną się z elemen­
tem Z~ na osi xn i jest prostą C / I z'1. tern t na osi y'1 i jest prostą zt I I z". 

2. rzut C jest punktem, a rzuty 2. rzut Z~" jest punktem, a· rzuty 
Jn i Z~" są równoległe do t. zn i Z~' są równoległe do Z~. 

3. rzuty Z" i z;;' nakrywają się na 3. rzuty zn i Z~' nakrywają się na 
prostej równoległej do osi x", prostej równoległej do osi y", 
a rzut z;: przecina się z elemen- a rzut Z::' przecina się z elemen­
tem 1:i na osi x 1

' i jest prostą z:i' li z". tern z:i na osi y" i jest prostą z;:' li z'1. 

Uwaga: Zupełnie analogiczne rozważania moglibyśmy przeprowadzić dla pro­
stej właściwej l = AB, skoro aksonometrja I " wzgl. l "' tej prostej spełniałaby wa-
r unki: l " li xn l " li zn. l '" /I yn lub l " ' li zn. 

11 

n 
Jl J Jl ' I l Tl 

..Korzystając z rozważań niniejszego ustępu, sformułować możemy 

następujące 

Twierdzenie : Skoro na rzutni aksonometrycznej dane są dwie pro­
.ste, z których jedna jest równoległą do osi aksonometrycznej xn, y" lub -z'1, 
to owe proste nie zawsze mogą być uważane za dwa prostokątne rzuty 
.aksonometryczne jednej i tej samej prostej właściwej. · 
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20. Sz·czególne położenia prostej właściwej. Niechaj daną 
będzie prosta l W = l~), której rzuty aksonometryczne zn i Z~ zjednoczyły 
się (rys. 31) z prostą odnoszącą pn li z'1. Celem odbudowania położenia 
tej prostej Z w przestrzeni, poprowadźmy przez promień zn = l~ pła­

szczyznę s prostopadłą do płaszczyzny rysunku 1C8 • Na płaszczyźnie f 

leżeć muszą oczywiście prosta l i jej rzut poziomy l' = s n:1 , więc ele­
ment s J_ 1C8 jest również prostopadły i do rzutni poziomej n:1 • Uważana 

prosta Z W= l~) leży zate~ na płaszczyźnie aksonómetrycznie- i po­
ziomo-rzucającej. 

Z łatwością zauważymy, że : dwa rzuty Z11 i l~, nakrywające się 
(rys. 31) na prostej odnoszącej pn I/ zn, nie wyznaczają wcale poło­
żenia ~ prostej Z w przestrzeni; każda bowiem prosta Z, leżąca na owei 
płaszczyźnie s (prostopadłej do rzutni n:a i do- rzutni n:1f posiada tę wła­
sność, że jej aksonometrja 11' zjednoczy się z rzutem l~ na odnoszącej 
Jl' I I zn. Chcąc ustalić położenie tej prostej l (In = l~) w przestrzeni, na­
leży: 1) przyjąć dwa jej punkty A (An, A~) i B (Bn, B~), albo też 2) przy­
jąć jeszcze jeden rzut aksonometryczny (np. z;;, wzgl. z;;') owej prostej. 
Dopiero przy pomocy tych elementów da się uskutecznić (por. ust. 14, 
15 i 18) odtworzenie prostej l w przestrzeni. 

Niechaj daną będzie w przestrzeni prosta właściwa l, która (rys. 33) 
przechodzi przez dany punkt A (An, A~) i jest równoległą do osi z 
układu O [x, y, z]. Dla owej prostej Z I I z, jej rzuty pionowy l" i boczny l"' 
są (ust. 10) prostemi równoległemi do osi z, a rzut poziomy l' jest punk­
tem, gdyż prosta l I/ z jest prostopadłą do rzutni poziomej n:1 • Ponieważ 
rzuty aksonometryczne prostych równoległych są (ust. 11) prostemi rów­
noległemi, przeto zachodzą relacje: 1n I I l~' I I C' / I zn, a rzut l~ jest punktem. · 

Twierdzenie: Jeżeli prosta jest równoległą do osi z (czyli prosto­
padłą do rzutni poziomej), to aksonometrja rzutu poziomego tej prostej 
jest punktem, a trzy dalsze rzuty aksonometryczne owej prostej są rów­
nolegle do osi aksonometrycznej zn. 

Chcąc z rys. 33 odtworzyć położenie prostej l w przestrzeni, mo­
żemy (w sposób omówiony w ust. 14 i 15) przeprowadzić re\{~mstrukcję 
położenia punktów A i B. Do tego samego celu posłużyć nam mogą rów­
nież i płaszczyzny aksonometrycznie-rzucające, a przechodzące (por. 
ust. 18) odpowiednio przez proste zn, l~' i l~" . Najprostsza konstrukcja 
jednak będzie na.stępująca: Przez punkt l~ poprowadźmy prostą c pro­
stopadłą do płaszczyzny rysunku n:8 i wyznaczmy punkt przebicia się 

prostej c z rzutnią . poziomą n:1 = O s1 • Przez otrzymany w ten sposób 
rzut poziomy l' = c n:1 przechodzi prosta l J_ n:1 czyli prosta l I I z. 

Na: rys. 36 wyznaczono obrazy aksonometryczne prostej l równoległej do osi g 
czyli prostopadłej do rzutni pionowej n2• Rys. 39 podaje .obrazy prostej l równoległej 
do osi x czyli prostopadłej do rzutni bocznej n3• 
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Niechaj daną będzie w przestrzeni płaszczyzna s prostopadła do 
osi z, t. zn. płaszczyzna pionowo- i boczno-rzucająca. Jeżeli na tej pła­
szczyźnie s obierzemy dowolną prostą właściwą b, to krawędzie b" = s1t2 

zn Sz 

Rys. 41. 

· i b"' = s1t8 są rzutami pionowym .i bocznym 

,, 
tej prostej. Ponieważ jednak s jest prostopadłą 
do osi z, więc płaszczyzna s jest ·równoległą do 
rzutni poziomej 11:1 i przecina się ( ust. 5) z rzut­
niami 11:2 , 11:8 w prostych b" I I x i b"' I I y. Na 
płaszczyźnie s f I 11:1 leży prosta b, więc owa· pro­
sta jest rów n o 1 e gł ą do rzutni poziomej, a za­
razem (ust. 10) jest równoległą też i do swego 
rzutu poziomego l'. Z warunków: b li b', b" l/ x 
i b"' I I y wynika bezpośrednio, że rzuty aksono-
metryczne prostej b I I 11:1 są prostemi : b'1 

/ / b~, 
b~' li xn, b;:' li yn. Na rys. 41 przyjęto · dowolny punkt A (An, A:), wyzna­
czono jego rzuty A: i A~', a następnie wykreślono rzuty aksonometryczne 
prostej b. , 

Twierdzenie: Jeżeli prosta b jest równoległą do rzutni poziomej, 
to iej aksonometrja bn jest równoległą do aksonometrji b~ rzutu poziomego 
tej_ prostej, a dwa dalsze rzuty aksonometryczne b~ i b:' przecinają się na 
osi aksonometrycznej zn i są prostem"ż odpowiednio równoleglemi do osi 
aksonometrycznej xn, wzg!. yn. 

W sposób omówiony w ust. 18, możemy przeprowadzić rekonstruk­
cję położenia prostej b w przestrzeni, skoro dane są jej rzuty: b'1 i b~; 
bn i b;:; bn i b~'; b: i b: ; b~ i b~'. N a to miast położenie prostej b n ie j est 
wcale wyznaczone, skoro dane są rzuty aksonometryczne b~ i b~'­
W tym bowiem wypadku otrzymamy wprawdzie rzut pionowy b" i rzut 
boczny b'", ale ponieważ owe elementy leżą na płaszczyźnie s J_ z, 
przeto każda prosta płaszczyzny s może być uważana za prostą b. 

Na rys. 38 i 35 podane są obrazy aksonometryczne prostych, z których pierwsza 
jest równoległą do rzutni pionowej n2, a druga do rzutni bocznej n3• Rys. 32 przedsta­
wia prostą l li n1 i leżącą równocześnie na płaszczyźnie aksonometrycznie- i poziomo­
rzucającej. Prosta l li n3 na rys. 37 spełnia ten warunek, że leży na płaszczyźnie akso­
nometryczni&- i boczno-rzucającej, natomiast prosta Z li n 2 (rys. 40) leży równocześnie na 
płaszczyźnie aksonometrycznie- i pionowo-rzucającej. 

Przez dowolny punkt A (An, A:) poprowadźmy (rys. 42) prostą c 
pro st opadłą do rzutni aksonometrycznej 11:a; aksonometrja ·c11 tej pro­
stej jest punktem, który zjednoczył się z elementem An. Ponieważ prosta 
C j_ 1ta jest zaraze_m prostopa<l:łą do śladu aksonometrycznego S2 = 1ta 1t2 

rzutni pionowej, przeto rzut pionowy kąta prostego: ~ cs2 = 90° jest 
kątem prostym (ust. 10), t. zn. rzut pionowy c" tej prostej jest prosto­
padły do śladu s2 • Skoro dla prostych c" J_ s2 wyznaczymy rzut prosto~ 



20. Szczególne położenia prostej właściwej. 47 

kątny na rzutnię na, to otrzymamy dwie proste prostopadłe: c~ _L si, gdyż 
ślad s2 leży na rzutni na. Wedle założenia jednak prosta c przechodzi 
przez dany punkt A, więc jej rzut aksonometryczny 
c: _L s2 przejść musi przez punkt A:. Wnosimy 
stąd, że prosta c~ łączy punkty An i A::, a temsa- · 
mem c~ = An A~ jest równoległą do osi aksono­
metrycznej yn. W podobny sposób wykazać mo­
żemy, że rzuty aksonometryczne c~ i c;;' prostej 
c _L na spełniają warunki: c~ _L_ s1 , c~' J__ s; czyli 
c~ li zn, c:' (/ x'. A zatem mamy 

Twierdzenie: Jeżeli prosta c jest prostopadłą 
do rzutni aksonomehycznej, to aksonometrja d 1 

tej prostej jest punktem, a rzuty aksonome­
tryczne c~, c:; i c~' są prostemi, poprowadzonemi 

.zn 

Rys. 42. 

z punktu en prostopadle odpowiednio do boków Si, s9, wzg[. s8 trójkąta. 

śladów aksonometrycznych (lub równolegle do odpow. osi aksonome­
trycznych zn, y'1, względnie t'). 

Na rys. 34 wykreślono rzuty aksonometryczne prostej l = AB, pro­
stopadłej do rzutni na i przechodzącej przez dwa dane punkty A (An, A~) 
i B (Bn, B~). Dla prostej l J__ na przyjęto oczywiście takie punkty A i B, 
których aksonometrje An i Bn zjednoczyły się w jednym punkcie. Po 
wyznaczeniu rzutów A~, B~ i A~', B~' owych punktów, otrzymaliśmy 
bezpośrednio zależności, jakie występują pomiędzy rzutami l~, C, I;;' uwa­
żanej prostej /, a osiami ~' yn i zn. 

Pozostają nam jeszcze do omówienia pewne szczególne położenia 
prostych, a mianowicie prostych, które leżą na jednej z rzutni układu 
O [x, y, z] lub na rzutni aksonometrycznej :Jt8 • 

W przypadku, gdy prosta a leży na rzutni pozio­
mej n1 , to jak wiadomo - jej rzut poziomy a' na­
krywa się z elementem a, rzut pionowy a" schodzi 
się z osią x, a rzut boczny a"' z osią z układu [O]. 
Z zależności: a' = a, a" = x i a"' = y, wynikają bez­
pośrednio relacje następujące: an = a~, a:; = x', 
a~'= yn. A zatem otrzymujemy 

Twierdzenie: Jeżeli prosta a leży na rzutni 
· poziomej, to jej aksonometrja a" nakrywa się 

Rys. 43. 

z a.ksonometrją a,: rzutu poziomego owej- prostej, a dwa dalsze rzuty 
a.:; i a~' schodzą się odpowiednio z osiami aksonometrycznemi t' i yn. 

Z łatwością wykazać możemy prawdziwość (por. rys. 43 i rys. 31) 
następujących twierdzeń : 

Jeżeli aksonometrja all pewnej ·I Jeżeli aksonometrja a~ (wzgl. a~') 
prostej a nie jest równoległą do osi I pewnej prostej a ·zjednoczy się z osią 
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aksonometrycznej z11 i zjednoczyła 
się z rzutem a~, to owa prosta leży 
wówczas na rzutni poziomej. 

aksonometryczną x'l (wzgl. y 11
), to 

owa prosta leży wówczas na rzutni 
poziomej. 

Na rys. 43 podane są obrazy aksonometryczne prostych b i c, z których pierwsza 
leży na rzutni pionowej n2, a druga na rzutni bocznej rr.3• · 

Na rys. 44 obierzmy taką prostą l, która Ie ż y na rzutni aksono'." 
metrycznej na. Prosta l przecina się z bokami trójkąta śladów aksono­
metrycznych (s1 s2 s3) w trzech punktach Hz= ls1, V1 = ls2 i K1 = 1s3 • 

1=Ln 

Lh --
Sx 

Ponieważ punkt H1 leży na śladzie 

aksonometrycznym s1 = na Jr1 rzutni po­
ziomej n1 , przeto jest punktem prze­
bicia się prostej l z rzutnią n1 , czyli 
innemi słowy: punkt H 1 = l n1 jest śl a­
dem poziomym prostej /. Podobnie 
element V, = l s2 = l Jr2 jest śladem pio­
nowym prostej /, a punkt K, = l s8 = l n 3 

jest śladem bocznym tej prostej. Aby 
silniej podkreślić tę tak ważną dla nas 
zależność, wypowiemy ją w formie na­
stępującego 

Rys. 44. 

Twierdzenia: Jeżelż prosta l leży 

na . rzutni aksonometrycznej, to punkty 
Hi= ls1, V1 =ls2 i K1 =ls8 , w których 

owa prosta prz~ina się z bokami Si, s2 i s3 trójkąta śladów aksonometrycz­
nych, są odpowiednio śladami: poziomym,.pionowym i bocznym owej prostej. 

Wedle założenia prosta l leży na płaszczyźnie rysunku Jra, przeto 
aksonometrja /11 tej prostej nakrywa się z tą prostą l. Celem skonstruo-

zn wania dalszych rzutów aksonometrycznych 

Rys. 45. 

l~, l~' i z;:' uważanej prostej l=l11
, należy wy­

znaczyć (por. ust. 15) dla punktów np. H1 i Vr 
ich rzuty: H;:, H;:' i V~, v;:'. Proste l~ = H, V~~ 
Z:: = Vi H;: i Z::' = H~" V~' rozwiązują zadanie. 
Uwaga: O ile konstrukcja jest dokładnie prze­
prowadzoną, to przez ślad boczny K, prostej l 
przejść musi koniecznie aksonometrja Z::' rzutu 
bocznego l"' owej prostej. Z tych samych powo­
dów punkt K~, t. zn. aksonometrja rzutu po­
ziomego punktu K,, leżeć musi na elemencie 
l~ = H1 V~, a · punkt K;: na prostej /~' = Vz H',;. 

Na rys. 44 uwzględniliśmy części „ widoczne" i „niewidoczne" prostej l i jej obra­
zów aksonometrycznych przy założeniu, że : rzutnie ni, n,, n3 i na są nieprzeźroczyste, 
a początek O układu O [x, y, z] znajduje się poniżej (pod) płaszczyzną rysunku n •. Skoro 
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założymy, że rzutnia aksonometryczna na jest „przeźroczystą", a rzutnie n 1, n 2 i n 3 są 

nieprzeźroczyste i przechodzą przez początek O, który leży również poniżej płaszczyzny na, 
to wówczas części widoczne i niewidoczne prostej l, oraz jej rzutów aksonometrycznych, 
podane są na r .. s. 45. 

ł-:a rys. 46 przy­
jęto prostą l równole­
głą do śladu s3 i le­
żącą na rzutni aksono­
metrycznej n a. Owa 
prosta jest równoległą 
również i do rzutni 
bocznej n 3• Na rys. 47 
prosta l leży na rzutni 
na i jest równoległą do 

· śladu Si, a temsamem 
i do rzutni poziomej n1• Rys. 46. 

zn 

Rys. 47. 

21. Zadania i ćwiczenia. Korzystając z dotychczasowych roz­
ważań, rozwiązać możemy następujące 

Zadanie 1: Dana jest (rys. 29) dowolna prosta l W, l~), której po­
łożenie w przestrzeni ustalone jest rzutami aksonometrycznemi zn i Z~. 
Wyznaczyć należy aksonometrje z:; i z:;' rzutu pionowego l" i rzutu bocz­
nego l"' tej prostej. 

Rozwiązanie: Na danej prostej l W, l~) obierzmy (ust. 11) dwa 
dowolne punkty A (All, A:), B (Bn, B~) i skonstruujmy aksonometrje A~, 
A~', B:; i B;;' owych punktów. Proste Z~'= A~ B~' i z:;' = A~' B:;' rozwią­
zują zadanie. 

Zauważyć należy (por. ust. 16), że na przeprowadzenie powyższej 
konstrukcji n ie wpływ a wcale trójkąt ślad.ów aksonometryczny~h 
(s1 s2 s3). ów trójkąt · potrzebny byłby wówczas, gdyby np. chodziło 
o ustalenie położenia prostej l =AB w odniesieniu do rzutni aksono­
metrycznej (pł. rysunku) ~a. 

Ćwiczenie 1: Rozwiązać poprzednie zadanie wówczas, jeżeli położenie prostej l 
ustalone jest przez dwa jej rzuty aksonometryczne w następujących przypadkach: 
I (lll, l~'); l (/n, 1:;'); l (l~, z:;); l (l~, 1:;'); l (!~', z:;'). 

Ćwiczenie 2: Dane są dwa dowolne punkty właściwe A (An, A:) i B (Bn,_ B:;). Dla 
prostej l = AB wyznaczyć rzuty l~ i z:;', a następnie odbudować (ust. 18) położenie te.i 
prostej w przestrzeni. 

Ćwiczenie 3: Skonstruować obrazy aksonometryczne prostej l =AB, przechodzą­
cej przez dwa dane punkty właściwe A i B, skoro położenie tych punktów określone 

jest następującemi warunkami: a) punkt A (A n = A:) leży na rzutni poziomej n~, a punkt 
· B (Bn = B :;> na rzutni pionowej n2 ; b) A (A n = A:;') leży na rzutni bocznej n 3, B (B11 = 
= B:;); c) A (An = A~), B (Bn = B:;'); d) A (An= A: = A~) leży na osi x, B (Bn = B:;'): 
e) A (A11 = A: = A~'), B (Bn = B:;); f) A (An = A~ = A~' ), B (Bn = B~); g) A (An = A:), 
B (Bn = B,: = B:;). 

Plamitzer. Aksonometrja prostokątna. 4 
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·ćwiczenie 4: Dane są rzuty aksonometryczne zn i z: pewnej prostej l. Odtwo­
rzyć p'olożenie tej -prostej ·w przestrzeni, a następnie skonstruować aksonometr je Z' i Z"' 
owej prostej -w · następujących przypadkach: 

11 

n 

a.J z11 J_ zn, z;; li z11 
d) z11 J_ yn, z;: li xn 
g) zn 1/l;; /I z11 

j) zn J_ X 11, . z;: J_ X11 

m) zn .J_ zn,, z;: J_ xn 

b) zn J_ z1Z, z;: li x11 

eJ zn J_ xn, z;: li zn 
h) zn I I z;: I I xn 
k) z11 j_ y", z;: ..L Y" 
n) zn J_ xn, z;: J_ yn 

c) zn J_ yn, Z~' li zn 
IJ zn J_ xn, z;; li xn 
i) zn .l zn, l" J_ zn 
l) zn J_ yn p, J_ X" 

' n 

Ćwicze~ie 5:_I)la danej prostej Z u:, z;:') skonstruować należy jej aksonometrję ! 11 

i aksonometrję Z{
1 

rzutu poziomego l' owej prostej, skoro elementy l: i z;;' spełniają na­
stępujące warunki: 

a) Z~ li z;:' li z 11
. 

d) z: J_ yn, z;;' J_ zn 
gJ z;; li yn, z;;' li xn 
j) z;: J_ yn, ż;:' J_ yn 
mJ z;: li zn, z;:' J_- xn 

b) z;: j_ zn, z;:' j_ zn 
e) z;: li yn, z;:' li Z" 

h) z: J_ xn, z:' J_ yn 
kJ z: J_ Y", z;:' li xn 
nJ z: J_ zn, z;;' li zn 

cJ z;: li zn, z;:' li xn 
f) z;: j_ xn, z;:' j_ Z 11 

żJ z;: li yn, z;:' J_ xn 
l) z;: J_ yn, z;:' li zn 

Zadanie 2: Dane są (rys. 48) aksonometrje A~ i A~ rzutów pozio­
mego A' i pi?,nowego- A" dowolnego punktu A. Skonstruować należy 

zn 

Rys. 48. 

zn 

Rys. 49. 

rzuty aksonometryczne takiej prostej c, która 
przechodzi przez punkt A i przecina oś x, 
a nadto zajmuje w przestrzeni takie położe­

nie, że jej aksonometrje c~ i c;: nakrywają się 
na promieniu A~ A~. 

Rozwiązanie: Prosta c~ = c;: = A~ A~­
przecina oś aksonometryczną xn w punkcie 
B11 = B:i = B:, który jest oczywiście aksono­
metrją punktu B, leżącego na osi x. Dla tego 
punktu rzut B:' zjednoczył się ze środkiem 
aksonometrycznym Qn. Skoro wyznaczymy 
rzuty A 11 i A~' punktu A (A~, A'~), to prosta 
c = AB, przechodząca przez punkty A i B, 
rozwiązuje zadanie. 

Ćwiczenie 6: Rotwiązać poprzednie zadanie, je­
żeli prosta pomocnicza p = A' A" spełnia warunki na­
stępujące: a) p J_ zn, b) p J_ nyn,n c) p J_ xn, d) p li xn, 
e) Pllz 11

• 

Ćwiczenie 7: Dla danej prostej Z (Z', l"), której 
rzuty l~ i z: posiadają wspólny kierunek, ;yznaczyć 
aksonometrje zn i Z"'. 

Ćwiczenie 8 t Na danej prostej c (c~, c;:) wyzna­
czyć (por. rys. 49) takie punkty A i B, dla których rzuty 
aksonometryczne A~ i B;: zjednoczyły się z punktem 
C: < przecięcia się elementów c: i c;;. 
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22. Aksonometrje punktu niewłaściwego. Niechaj dane będą 
dwa dowolne punkty właściwe A (A n, A~) i B (Bn, B:), które określają · 

jedną i tylko jedną prostą właściwą l =AB. Na 
rys. 50. skonstruowaliśmy rzuty aksonqmetrycz-
ne A~ i A~' punktu A, następnie rzuty B;; i B~' pif'°" Pn°,, zn 
punktu B, oraz aksonometrje zn, z:, Z~ i C pro­
stej Z= AB. Wiadomo nam, że każda prosta wła­
ściwa Z posiada (ust. 4 i 5) jeden i tylko jeden 
punkt niewłaściwy P 00 t. zn. "kierunek" przyna­
leżny do prostej Z. Wiadomo nam również, że 

dla punktu P 00 (ust. 11) jego rzuty aksonome" 
tryczne muszą być punktami niewłaściwemi: P:, 
P';, P'~rr\ P';:~. Ponieważ jednak punkt P 00 przy- . 
należy do prostej właściwej l, przeto (ust. 18) 
aksonometrje tego punktu leżeć muszą na "odpo ... 
wiednich" rzutach aksonometrycznych prostej Z. 

.. 
yn;·-~----L-· ·-.J~--, 

o'~Bh Ah ln .n 

Rys. 50. 

Chcąc zatem w metodzie rzutów aksonometrycznych prostokąt­

nych - (jak wogóle w każdej • metodzie rzutów równoległych) - wy­
znaczyć obrazy punktu niewłaściwego P 00

, należy podać aksonometrje 
prostej właściwej Z, przechodzącej przez ów punkt P 00

• 

23. Aksonometrje śladów prostej właściwej. Obierzmy na 
rzutni poziomej n1 (rys. 51) dowolny punkt Hl (Hf = H:), a na rzutni 
pionowej 1f2 punkt vl ( vr = V~). Dla tych 
punktów wyznaczmy następnie dalsze· 
rzuty aksonometryczne: H~, H'~' i V~, V~'­
Przyjęte punkty określają jedną i tylko 
jedną prostą Z= Hl Vu której aksono­
metrjami są proste: zn= Hn vn, z:, Z~ 
i Z~' = H~' v;;'. Z łatwością zauważymy, że 
punkt Hl = l n1 , leżący -na prostej Z i na 
rzutni n1 , jest "śladem poziomym" pro­
stej l, a punkt V1 = Z n2 jest śladem pio­
nowym tej prostej. Element Hf jest a ks o­
n om et r ją śladu poziomego H1 pro­
stej z, podobnie- punkt Vf jest aksono­
metrią śladu pionowego vl prostej z. 

Z rysunku 51 czytamy, że: dla 

zn 

Rys. 51. 

dowolnej prostej Z, o rzutach aksonometrycznych zn, z:, Z~ i Z~', 

punkt Hf = zn t, przecięcia się akso- I· punkt V:1 = zn z~, przecięcia się ak$0-
nometrji zn z aksonometrją z: rzutu -1. nometrji zn z aksonometrją l~ rzutu_ 

4 * 
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poziomego l' tej prostej, jest akso­
nom etrją śladu poziomego H1 

uważanej prostej l. 

pionowego l" tej prostej, jest akso­
nom e trj ą śladu pionowego V, 
uważanej prostej l. 

Podobnie punkt K;i = zn l~', przecięcia się aksonometrii zn z rzutem 
aksonometrycznym C, jest aksonometrią śladu bocznego Ki pro­
stej l. Ślad boczny prostej Z jest punktem Ki = Zn3 , przebicia się pro­
stej Z z rzutnią boczną n3 • Plłnkt ten, jako element przynależny do 
_prostej l, posiada rzuty K;i i K~', które leżeć muszą na odpowiednich 

· rzutach zn i G' prostej l. Ponieważ jednak ślad Ki leżeć musi równo­
cześnie i na rzutni bocznej n8 , przeto jego rzuty KI' i K~' zjednoczyć 
się muszą w jednym punkcie. Element KF = K~' = zn C jest zatem akso­
nometrją śladu bocznego Ki prostej l. Natomiast punkt K~ = t yn . jest 
aksonometrją rzutu poziomego K' śladu bocznego }<z, a punkt K~ = Z~ zn 
jest aksonometrją rzutu pionowego K" uważanego śladu bocznego K 
prostej l. 

Dla obrazów aksonometrycznych dwóch śladów poziomego H1 i pio­
nowe.go V1 prostej Z zachodzą następujące relacje: li~= l~ xn, H;;' =Cy", 
V~= l~ xn i V~' = l~' zn. Na rys. 51 uwzględniono części widoczne i nie­
widoczne rzutów prostej l przy założeniu, że punkt O leży poza pła­
szczyzną rysunku na, a rzutnie n1 , n2 i n3 są nieprzeźroczyste. 

Ćwiczenie 1: Dla danej prostej l (fn, l~) wyznaczyć aksonometrje trzech śladów: 
poziomego, pionowego i bocznego, a następnie skonstruować dopiero rzuty aksonome-
tryczne Z' i Z"' owej prostej l. · 

Ć~icze~ie 2: Rozwiązać poprzednie ćwiczenie, skoro prosta l wyznaczona jest 
rzutami aksonometrycznemi: a) zn i /~', b} zn i Z~, c) l~ i Z~, d) l~ i /~', e) l~ i /~'. 

a½ 

Rys. 52. Rys. 53. 

pierwsza jest równoległą do osi z, druga leży na 
równoległą do rzutni ni. 

Ćwiczenie 3: Skonstru-
ować aksonometrje trzech śla­
dów: poziomego, pionowego 
i bocznego dla prostych, któ­
rych położenie ustalone jest 
warunkami, podanemi w ćwi-

. czeniach 4-8 ustępu 21. 
Ćwiczenie 4: Wyznaczyć· 

'aksonometrje trzech śladów: 
poziomego, pionowego i bocz­
nego dla prostych (por. rys. 
52 i 53) a, b i c, z ktqrych 

rzutni poziomej rr:1, a trzecia jest 

Ćwiczenie 5: Wyznaczyć aksonometrje trzech śladów dla prostych, których po­
J'ożenie ustalone jest na rysunkach 31-40. 

24. Wzajemne położenia dwóch prostych. Niechaj dane będą 
~(rys. 54) -dowolny punkt właściwy P (Pn, Pn) i prosta a= Ha Va, wyzna­
czona śladami poziomym Ha (H: = H~) i pionowym V-i (V~ = V~). Dla 
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owych elementów P i a wykreślmy daisze rzuty aksonometryczne, a na­
stępnie przez punkt P poprowadźmy prostą b, równoległą do prostej a. 
Prosta b11 , przechodząca przez punkt 
pn i równoległa do elementu an, 
jest aksonometrją prostej b; dla 
prostych a li b ich aksonometrje są 
bowiem (ust. 11) prostemi równo­
ległemi. Z ust. 1 O wiadomo nam 
jednak, że dla prostych równole­
głych a i b ich jednoimienne rzuty 
są elementami równoległemi, a mia­
nowicie: a' li b', a" li b", a"' li b"'. 
Skoro dla rzutów poziomych a' I I b' 
skonstruujemy ich aksonometrje, 

an 

·, . P,' n..c/1)' 
' . : \ ... 
~--=. bu . , ', 

: n '. '>J✓J 
: . \ ··· ::.,o 

.· ~ - -\: ~-~--:. H/2 
I Vn w'' an 11n ;<n 

n 

Rys. 54. 

to otrzymamy również dwie proste równoległe: a'n li b '11• Z tych samych 
powodów aksonometrje a: i b: rzutów pionowych a" li b", oraz aksono.­
metrje a~' i b~' rzutów bocznych a"' I I b"' 
uważanych elementów a I I b, są prostemi 
równoległemi: a':i li h':i. a':i' I/ b~'. Jeżeli 
dane są dwie proste równoległe a I I b, to 
ich "jednoimienne" rzuty np. a~ i b':i 
są prostemi równoległemi. Możemy tedy 
wypowiedzieć następujące 

Twierdzenie: Dla prostych równo­
ległych ich jednoimienne rzuty aksono­
metryczne są prostemi równoleglemi. 

Obierzmy teraz trzy dowolne punkty 
p (Pn, P~), Va (V:= v:), Kb (K; = K~') 
i wyznaczmy dla nich na rys. 55 rzuty 
aksonometryczne: P:, P:;', v:, v:;', K;., K~. 

Rys. 55. 

Punkty P i Va określają prostą a = P Va, a elementy P i Kb wyznaczają 
prostą b = P Kb. Dla tych prostych, które przecinają się w punk­
cie P, z łatwością wykreślić mo­
żemy rzuty aksonometryczne. 
a 11 = P" V:, a.~ = P'n v:, ... , 
b 11 = pn Ki, ... , b~' = P~' Ki. 
Z rys. 55 czytamy : Jeżeli dwie 
proste a, b przecinają się w punk­
cie P, to wówczas punkty: 
pn = a'1 b11

, P~ = a:1 b~, P~= a~b: 
i P~' = a~' b:;', przecięcia się jed­
noimiennych rzutów aksonome- Rys. 57. 
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trycznych owych prostych, leżą na prostych odnoszących: pn P~ I I zn, 
p11 p~ li y'1, pn P':' li xll. 

O ile powyższe warunki nie są spełnione, to uważane proste a i b 
(por. rys. 56 i 57). są prostemi skośne mi. 

25. Wyznaczenie płaszczyzny. Aksonometrje śladów pła­
szczyzny. Wiadomo nam (ust. ,5), że położenie płaszczyzny w prze­
strzeni jest dokładnie określone, skoro dane są: 1) trzy dowolne punkty 

Rys. 58. 

(właściwe lub niewłaściwe), nie - leżące na 
jednej prostej; 2) dowolna prosta i punkt, nie 
leżący na owej prostej; 3) dwie proste przeci­
nające się w punkcie właściwym, wzgl. w punk­
cie niewłaściwym (t. zn. proste równoległe). 

Niechaj dane będą , (rys. 58) trzy do­
wolne punkty A (A't, A~). B (Bn, B:,) i C (C 11 , C~), 
które wyznpczają jedną ściśle określoną pła­

szczyznę a = ABC. Oznaczmy przez b = AB 
i c = AC proste, łączące punkt A z elemen­
tami b, wzgl. c, to wówczas uważana pła­

szczyzna a = b C = be określona jest prostą b 
i punktem C lub dwiema prostemi przecinającemi się 

b i c. Na rys. 59 przyjęto dwie proste równoległe b I I c, 
wyznaczające jedną i tylko jedną płaszczyznę a = be. 

zn 

Korzystając z rozważań ustępów 14, 15 i 18, na­
leży zrekonstruować położenie płaszczyzny a = AB C = 
· · b C = be względe·m rzutni aksonometrycznej Jta . 

W tym celu wystarczy odbudować położenie punktów yn 
A, B, C i prostych b, c względem płaszczyzny rysunku Jt8 • __ c_h __ ...:.xn_' 

Zamiast trzech dowolnych punktów A, B i C, mo-
żemy przyjąć (rys. 60 i 61) punkty Xa, Ya i Z.,, leżące 
odpowiednio na osiach x, y i z układu [O], celem wy­ Rys. 59. 

znaczenia płaszczyzny a. Mając dane akso­
nometrje X:;, Y:: i z:: owych trzech punk­
tów, szybciej - aniżeli w przypadku po­
przednim · - odtworzyć możemy położenie 

owych punktów w przestrzeni, a tern samem 
łatwiej jest uskutecznić rekonstrukcję pła­

szczyzny a = xa ya za w przestrzeni. w tym 
celu przez punkt O, którego odległość od 
płaszczyzny rysunku Jt8 równa się odcin­
kowi on o.n poprowadzimy osie X = osx, 
y = O Sy i z = O Sz układu [ O]. Z punktów 
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x::, Y;: i Z .~ wykreślone proste prostopadłe do płaszc.zyzny rysunko­
wej na - przetną się odpowiednio z osiami x, y . i z w szukanych punk­
tach: Xa, Y.,, Zu. Otrzymane w ten sposób punkty ustalają dokładnie po­
łożenie uważanej płaszczyzny a= Xa Y:, Zu 
w odniesieniu do rzutni aksonometrycznej na. 

Płaszczyzna a przecina trzy rzutn ' e: 
poziomą n 1 = O s1 = x y, pionową n 2 = 
= Os2 = X z i boczną n3 = Osa= yz w trzech 
prostych, a mianowicie w śladach: pozio­
mym Xa Ya = ha, pionowym XaZa = va 
i bocznym Ya Za = ka. Rzut prostokątny śla­
du poziomego h„ praszczyzny a na rzptnię 

aksonometryczną na jest prostą h:: = xn Y;:. 
Podobnie (rys. 60 i 61) proste v:;= X:: z: 
i kn = Y;: z:: są rzutami aksonometrycznemi 
śladów pionowego va i bocznego ka oma­

Sz 

Rys. 61. 

wianej płaszczyzny a. Prostą h;: nazywamy aksonometrją śladu po­
ziomego ha uważanej płaszczyzny a. Prosta v:; jest "aksonometrją śladu 
pionowego va", a prosta k: jest "aksonometrją śladu bocznego ka" przy­
jętej płaszczyzny. 

Pomiędzy aksonometrjami h::, v:: i k;: trzech śladów dowolnej pła­
szczyzny a zachodzi następująca zależność: proste h~ i v;:, h:; i k:, oraz 
vn i k~1 przecźnaią sźę parami w trzech punktach (właściwych lub nie­
właściwych) x::, Y: i Z~z, któ!e leżą odpowźednio na osźach aksonome­
trycznych xn, yn, wzgl. zn. 

Ponieważ płaszczyznę wyznaczają dwie przecinające się proste, 
przeto aksonometrje np. h: i v:; dwóch śladów wystarczają do ustale­
nia w sposób jednoznaczny położenia 
płaszczyzny a w przestrzeni. Aby od­
tworzyć położenie tej płaszczyzny, po­
prowadźmy (rys. 60 - 62) przez pro-
stą h: płaszczyznę y J_ n a, a przez ele­
ment v:: płaszczyznę d J_ n a, gdzie na 
oznacza płaszczyznę rysunku. Rzutnia 
pozioma n1 = O s1 przetnie się z pła­
szczyzną r w krawędzi ha= n1 y, która 
jest śladem poziomym uważanej pła­

szczyzny a. Podobnie krawędź va= n2 d, 
przecięcia E>ię płaszczyzn n2 = O s2 i d, 

Rys. 62. 

jest śladem pionowym naszej płaszczyzny. Płaszczyzna a = ha va, prze­
chodząca przez otrzymane w ten sposób ślady ha i va, rozwiązuje zadanie. 

Umówmy się , że symbolem a (h;:, v::) oznaczać będziemy płaszczy-



56 Ili. Prosta i płaszczyzna. 

znę a, której położenie w przestrzeni wyznaczone jest zapomocą dwóch 
aksonometrji h~1 i v:: śladów poziomego ha i pionowego vu. Podobnie 
symbole: a (h~1, k::), a (v~z, k~') niechaj oznaczają płaszczyznę a, okre­
śloną przez aksonometrje h:; i k:;, wzgl. v:; i k:: śladów poziomego ha 
(wzgl. pionowego va) i śladu bocznego ka. 

Zauważyć przytem należy, że na rys. 60 i 61 uwzględniono części 
widoczne i niewidoczne aksonometrji trzech śladów płaszczyzny a przy 
następującem założeniu: rzutnia ua jest przeźroczysta, rzutnie u1 , u2 i u0 

są nieprzeźroczyste, a punkt O znajduje się pod płaszczyzną rysunku ua. 
Gdybyśmy jednak, obok tych założeń, przyjęli nadto. że płaszczyzna a 
jest nieprzeźroczystą, to wówczas (rys. 62) oddnki Qn X:;, un Y: i Qn Z~• 
trzech osi · aksonometrycznych będą kreskowane, gdyż są one rzutami 
odcinków niewidocznych. 

26. Szczególne położenia płaszczyzny. Na osiach aksonome­
trycznych xn i y 1

' obierzmy (rys. 63) dwa dowolne punkty właściwe X; Y;, 
a na osi zn punkt niewłaściwy z:: 00

• Te elementy 
uważajmy za aksonometrje trzech punktów Xa, Ya 

zn 
k/1, 

Rys. 63. 

i z;, które przynależą odpow. do osi x, y,wzgl. z 
układu [O] i wyznaczają jedną ściśle określoną 

płaszczyznę a= Xa Yaz:. Płaszczyzna a jest oczy­
wiście równoległą do osi z, a tern samem prosto­
padłą do rzutni poziomej u1 • Aksonometrja h;:=X:: Y;: 
śladu poziomego ha tej płaszczyzny nia dowolne 
położenie, natomiast aksonometrje v:: = X; z: IX; 

i k; = Y~1 z: dwóch dalszych śladów są prostemi 
równoległemi do osi zn. 

Twierdzenie: Dla płaszczyzny poziomo-rzucającej a (wzgl. równo­
ległej do osi z) aksonometrja h:; fej śladu poziomego jest dowolną prostą 
właściwą, a aksonometrje v:; i k; śladów pionowego va i bocznego ka są 
prostemi, równoleglemi do osi aksonometrycznej zn. 

Rys. 64. . 

Na rys. 64 podane są aksonometrje trzech śla-

yn 

Rys. 65. 

dów płaszczyzny piono­
wo-rzucającej P i pła­
szczyzny boczno-rzuca­
jącej y. Pierwsza z nich 
jest równoległą do osi y, 
a druga do osi x. Z pła­
szczyzn boczno-rzucają­
cych na szczególniejszą 
uwagę zasługuje pła­

szczyzna s (rys. 65), prze-
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chodząca przez oś x. Ślady: poziomy h e i pionowy v8 tej płaszczyzny 
zjednoczone są z osią x, a ślad boczny k 8 jest dowolną prostą, przecho­
dzącą przez początek O układu O [x, y , z]. Na rys. 65 wkreślono akso­
nometrje h; = v; = x" i k; owej płaszczyzny s. Na tym rysunku po-
dane są również aksonometrje śladów płaszczyz- Zn 

ny <p, przechodzacej przez oś z, oraz płaszczyzny 'ł/J , 

która przechodzi przez oś y. 
Na osiach x 11 i y 11 obierzmy (rys. 66) punkty 

niewłaściwe x: 00
, Y:; 00

, a na osi z 11 punkt właści­
wy z::. Skoro uważać będziemy owe elementy 
za aksonometrje trzech punktów x:;, Y:; i Za, yfyn 
które leżą odpow. na osiach x, y, wzgl. z ukła-
du [O], to wówczas płaszczyzna a = x:; v:; Za 
jest równoległą do rzutni poziomej Jr1 , gdyż 

z!}_ 

Rys. 66. 

jest równoległą do osi x i y. Uważana płaszczyzna a fi n1 jest zarazem 
prostopadłą do osi z, a więc (ust. 4) prostopadłą też do rzutni piono­
wej n2 i bocznej Jr3 · czyli jest płaszczyzną pionowo- i boczno-rzucającą. 

Twierdzenie: Jeżeli płaszczyzna a jest równoległą do rzutni pozio­
mej (wzgl. prostopadłą do osi z), to aksonometrja jej śladu poziomego 
jest pro8tą niewłaściwą h:; 00

, a a.ksonometrje v:: , k:; śladów pionowego 
i bocznego są odpowiednio równolegle do osi aksonometrycznej x 11

, wzg[. y 11
• 

Na rys. 67 podane są aksonometrje śladów płaszczyzny {J, równoległej 
do rzutni pionowej n 2 , oraz płaszczyzny y, równoległej do rzutni bocznej U3 • 

Element fJ I I rc2 jest płaszczyzną prostopadłą do osi y czyli płaszczyzną po­
ziomo- i boezno-rzucającą, a element y / I res. jest płaszczyzną poziomo- i pio­
nowo-rzucającą czyli 
prostopadłą do osi x. 

Na osiach układu 
O [x, y, z] obierzmy 
takie trzy punkty wła-
. ściwe X e, Y

8 
i Z

8
, 

aby irh aksonometrje 
x;, v; i z; leżały 

(rys. 68) na jednej 
prostej. Z ową prostą 
zjednoczone są oczy­
wiście aksonometrje 

kj 

zn 

vp 

xn 

Rys. 67. 

h; = v; = k; trzech śladów płaszczyzny s = X e Ye Z8 • Celem zrekon­
struowania położenia tej płaszczyzny w przestrzeni, . poprowadźmy 
przez punkty x;' v; i z; proste a _L na, b _L n a i C _L na, gdzie TCa ozna­
cza płaszczyznę rysunku, to na osiach x = OSx, y = OSu, z= OS:r 
otrzymamy żądane punkty X 8 , Ye i Z 8 • Z łatwością zauważymy, że 
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płaszczyzna 8 = X 8 Y8 Z 8 przechodzi przez pomocnicze proste a, b, c 
i jest prostopadłą do rzutni aksonometrycznej ni. 

Przez dowolną prostą h; płaszczyzny rysunkowej na poprowadźmy 
(rys. 68) płaszczyznę 8 _..l_ na, która przetnie się z rzutniami TC.i , n2 i nt 
układu [O] w śladach h8 , v8 i k 8 • Ponieważ 8 jest płaszczyzną aksono­
metrycznie-rzucającą, przeto rzuty h;, v;, i k; owych trzech śladów zjed­
noczą się na jednej prostej. Możemy tedy wypowiedzieć. następujące 

Twierdzenie: Dla płaszczyzny aksonometrycznie-rzucające.i 8 akso­
nomeh;je h ;, , v; i k ; trzech jej śladów nakrywają się na jednej prostej. 

yn 

Rys. 69. 

Jeżeli w szczególnym przypadku (rys. 69), 
aksonometrje śladów płaszczyzny a schodzą 

się z prostą równoległą do osi zn, czyli pro­
stopadłą do śladu s1, to uważana płaszczyzna a 
spełnia warunki: a _..l_ na i a _..l_ s1 , a zatem jest 
płasz~zyzną a ks o n om et r y cz n ie - i p o z i o­
m o -rzucającą. Płasz('zyzna fJ jest aksono­
_metrycznie- i pionowo-rzucającą, bo fJ _..l_ s2 , 

a wreszcie płaszczyzna y _..l_ s3 jest płaszczyzną 
aksonometrycznie- i boczno-rzucającą. 



Rozdział IV. 

O prostych i punktach, przynależnych 
do płaszczyzny. 

27. Proste, leżące na danej płaszczyźnie. Uważajmy pła­

szczyznę a= be, wyznaczoną (rys. 70 i 71) przez dwie proste przecina­
jące i--ię lub równoległe b i e. Na owej płaszczyźnie chcielibyśmy przy­
jąć dowolną prostą Z i wyznaczyć rzuty aksono­
metryczne tej prostej. Wiadomo nam (ust. 3), że 
prosta Z leży na płaszczyźnie a wówczas, skoro 
dwa dowolne punkty tej prostej leżą na owej pła­

szczyźnie. Celem wyznaczenia takiej prostej, na­
leży przyjąć pewien punkt 1 (tn, 1:1} na danej pro­
stej b (bn, b~), oraz dowolny punk 2 (2n, 2~} 
na prostej e (en, e ~). Prosta Z= 12, łącząca owe 
punkty i i 2, leży oczywiście na uważanej pła­
szczyźnie a = be. 

Zadanie 1: Na danej płaszczyźnie a = be, wy­
znaczonej przez dwie proste (przecinające się lub 
równoległe) b (bn, b:,) i e (e", e'11 }, leży prosta Z, dla 

zn 

Rys. 70. 

której aksonometrja zn jest elementem danym. Skonstruować należy 
rzut aksonometryczny fn a następnie rzuty z: i C' owej prostej l. 

Ro z wi ą z a n ie: Prosta Z, leżąca na płaszczyźnie a = be (rysu­
nek 70 i 71), przecina się z prostemi b i e w punktach 1 = Z b i 2 = Ze. 
Aksonometrje 1", 2" owych punktów są elementami 1" = Z"b", 2 11 = zne 11

, 

w któryąh dana aksonometrja zn przecina się z prostemi b 11 i e11
• Ponie­

waż punkt 1 leży na danej prostej b (b 11
, b~), przeto odnosząca 1 11 1; I I z 11 

przetnie się z prostą b;. w punkcie 1:i. Podobnie odnosząca 2 11 2:i I I z n 
wyznaczy na danej prostej e~ punkt 2~. Otrzymane w ten sposób ele­
menty 1~ i 2~ są aksonometrj.ami rzutów poziomych 1', 2' pomocniczych 
punktów 1 i 2. Prosta Z~ = 1:i 2~ rozwiązuje zadanie, gdyż jest aksono­
metrją rzutu poziomego l' prostej l. Konstrukcyjne wyznaczenie dwóch 
dalszych rzutów z;; = 1;: 2;: i C = 1;:' 2~" prostej Z= 12 nie nastręcza 
(ust. 14) żadnych trudności. 
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Z przeprowadzonej konstrukcji wynika bezpośrednio, że zadanie 
nasze posiada tylko jedno rozwiązanie. O tern przekonać się możemy 
również w inny sposób. Jeżeli dana prosta zn jest aksonometrją pewnej 

or; 
:, : xn 

yn c' Pn : 
' 

: 
I 

Ln 1n 

Rys. 71. 

prostej l, to owa prosta leżeć musi na płaszczyź­
nie c, przechodzącej przez element zn i prostopadłej 

' do rzutni aksonometrycznej ua. Wedle założenia jed-
nak, prosta l przynależy do danej płaszczyzny a = b c, 
przeto jest krawędzią l = ca, przecięcia się płaszczyzn 
c i a. Wnosimy stąd, że zadanie powyższe posiada 
j e dno i ty 1 ko j e dno rozwiązanie. 

Ćwiczenie 1: Na płaszczyźnie a = b c, określonej dwiema 
danemi prostemi przecinającemi się (rys. 70) lub równoległemi 
(rys. 71) b (bn, b~) i c (en, c~), leży prosta l, dla której rzut aksono­
metryczny l~ jest dany. Wyznaczyć aksonometrję l II owej prostej l. 

Ćwiczenie 2: Rozwiązać poprzednie ćwiczenie, jeżeli dana 
płaszczyzna a określona jest elementami (punktami i prostemi): 

a) A (An, A~), B (B1t, B~), C (Cn, c,;); e) A (An, A~). b (bn, b~// xn); 
b) A (An= A~), B (Bn -= B~), C (Cn = c:r'); f) A (An, A;), b = x (oś x); 
c) A (An =A') b (bn b')· 
d) A (An = A): b (bn' nb:); 

g) A (An,A ' ), b = y; 
h) A (An =

1

.A '), b (bn = b" ). n n 

Ćwiczenie 3: Ćwiczenie 1 rozwiązać wówczas, jeżeli aksonometrja z; jest ele-

mentem: a) z~ // X", b) z~// yn, c) [~ J_ zn, d) [~ J_ yn. 

Ćwiczenie 4: Na płaszczyźnie a = b c, przechodzącej przez dwie proste równo­
ległe b (bn, b~') i c (c11, c~'), leży prosta l, której aksonometrja zn jest elementem danym. 
Skonstruować rzuty l"', l' i l" owej pros'ej l. . 

Ćwiczenie 5: Dwi~
1 

prtste równoległe b (b ', b") i c (c', c") wyznaczają płaszczy­
znę a = be. Dany jest rzut aksonometryczny l~ p1

rostej l, która
11

leży na płaszczyźnie a; 
wykreślić rzuty /~', a następnie zn i z;;' owej prostej. 

Niechaj dane będą aksonometrje h~, v~1 i k;: trzech śladów (rys. 72) 
dowolnej płc1szczyzny a, oraz rzut l 11 prostej l, która leży na tej pła­

szczyźnie. Punkty H, = l ha, V, = l v „ i Ki = l ka, przecięcia się owej pro­
stej l ze śladami uważanej płaszczyzny a, są oczywiście ś 1 ad am i pro­

l(J 

yn:, 
:I / 
:I / 
:/ / 

t Mn=K!!' 
Rys. 72. 

stej l, gdyż leżą na l i na rzutni poziomej u1 , 

pionowej u 2 , względnie. bocznej u 5 • Punkty 
H 1-= zn h;:, V1 = zn v:: i K 1 = zn k;: są rzu­
tami aksonometrycznemi owych trzech śla­
dów. A zatem uzyskujemy 

Twierdzenie: Jeżeli prosta l leży na pła­
szczyźnie a, to aksonometrje H1, V?, K1, trzech 
śladów poziomego H1, pionowego V, i bocz­
nego Ki tej prostej, leżą wówcza.~ na odpo­
wiednich aksonometrjach h;:, v:;, k~1 trzech śla­
dów owej płaszczyzny. 
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Z łatwością wykazać możemy prawdziwość twierdzenia wzajemnego. 
Twierdzenie: Jeżeli aksonometrje dwóch śladów - które nie są 

zjednoczone w jednym punkcie - pewnej prostej leżą na aksonometrjach 
odpowiednich śladów dowolnej płaszczyzny, to owa prosta leży wówczas 
na tej płaszczyźnie. 

Skoro założymy, że np. aksonometrja H? śladu poziomego H1 pew­
nej prostej l (rys. 72) leży na aksonometrji h; śladu poziomego ha pła­
szczyzny a, to punkt H1 leży na śladzie ha, a te~ samem H1 leży na pła­
szczyźnie a. Podobnie, skoro rzut V,i śladu pionowego V1 owej prostej l 
leży na rzucie v~1 śladu pionowego Da płaszczyzny a, to punkt Vl leży 

na prostej Da i na płaszczyźnie a. Prosta l = HYb określona swojemi 
śladami, 1 e ż y zatem na płaszczyźnie a, gdyż posiada z nią dwa wspólne 
punkty H1 i V1. 

Na rys. 73 przyjęto płaszczyznę p0ziomo-rzucającą fJ (h§, v§ I I k§ / I z11
), 

oraz leżącą na niej prostą l. Aksonometrje HF, VF i J<tn trzech śladów 
prostej i leżą na odpow. aksonometrjach hp, vp, 
wzgl. hJ' śladów płaszczyzny (3. Ponieważ jed-
nak jest fJ _L n:1 , przeto rzut aksonometryczny l~ 
uważanej prostej zjednoczył się z elementem hp. 

zn 

k/1 
Zadanie 2: Dana jest aksonometria l 11 

(rys. 72) pewnej prostej l, która leży na pła­
szczyźnie a (h;:, D::). Skonstruować aksonome-
trję l~ rzutu poziomego l' owej prostej l. }'li n 

Rozwiązanie: Punkty HF = l" h~1 i Vr = L11 D~
1

, yn ~Kln 
przecięcia się elementu l 11 z prostemi h:: i v~', Rys. 73. 
są aksonometrjami śladów: poziomego H1 i pio-
nowego Vl przyjętej prostej l. Rzut H,: punktu Hl zjednoczył się z ele­
mentem Hr, rzut V~ punktu vl leży na osi X

11
, a prosta z,:= Hr v,: 

rozwiązuje zadanie. 
Z łatwością zauważymy, że konstrukcja ta nie różni się zasadniczo 

od konstrukcji, jakiej użyliśmy do rozwiązania zadania 1. Poprzednio 
korzystaliśmy z pomocniczych punktów 1 (tn, 1~) i 2 (211

, 2~), a obecnie 
ze śladów (t. zn. punktów szczególnych) poziomego H1 (Hr= H~) i pio­
nowego V1 (VF, v:i). Na rys. 72 wkreślono ponadto aksonometrję l<t11 śladu 
bocznego Ki prostej l. 

Uwaga: Dla konstruktora ogromnie ważną kwestją jest kontroia rysunku 
pod względem dokładności przeprowadzonej konstrukcji. W zadaniu 2 prosta l~ = Hf V:i 
przecina oś aksonometryczną y 11 w punkcie K~, a prosta /11 wyznacza na elemencie k:: 
punkt Kf1- O ile konstrukcja jest dokładnie przeprowadzoną, to rzuty Kf i K~ śladu 

bocznego K
1 

prostej l leżeć muszą na odnoszącej Kf K:i li z". 

Ćwiczenie 6: Dla poprzedniego zadania wyznaczyć rzuty aksonometryczne l" i 1"1 

omawianej prostej l. 
11 

n 
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Ćwiczenie 7: Na danej płaszczyźnie a (h;:, k:J leży prosta Z, której rzut z:, jest 
podany. Wyznaczyć aksonometrję zn tej prostej. 

Ćwiczenie 8: Rozwiązać poprzednie ćwiczenie, skoro dane są elementy : 

a) a (v;:, k;:) i z:,, b) a (v;:, k~1
) i /~', c) a (h;:, k;:) i z:. 

Zadanie 3: Na danej płaszczyźnie a (h;:, v;:) przyjąć prostą Z, rów­
noległą do śladu poziomego ha tej płaszczyzny. 

zn 

Rys. 74. 

Rozwiązanie: Skoro prosta Z jest równo­
ległą do śladu poziomego ha, to jest ona równo­
ległą też i do rzutni poziomej Jt1 • Rzuty aksono­
metryczne zn i z:, tej prostej (rys. 74) są zatem 
(ust. 9 i 20) równoległe do aksonornetrji h~1 śladu 

poziomego ha, a dwa pozostałe rzuty Z: I I Xn i z:;' I I!/' 
przecinają się na osi aksonometrycznej zn. 

Ćwiczenie 9: Narysować rzuty aksonometryczne pro­
stej p, która leży na płaszczyźnie (3 (h§, v§) i jest równoległą 
do śladu bocznego kp (rys. 75) 1gb do śladu pionowego v {1 

(rys. 76J tej płaszczyzny. 

28. Punkty, leżące na danej płaszczyźnie. Niechaj daną bę­
dzie płaszczyzna a= be, wyznaczona przeż dwie proste przecinające się 
(rys. 7·0) lub równoległe (rys. 71) b (bn, b:,) i e (en, c,:). Przy pomocy 
punktów 1 (tn, 1:,) i 2 (2n, 2:,), z których pierwszy przynależy do pro­
stej b, a drugi do prostej e, - wyznaczyliśmy rzuty aksonometryczne 
zn i z:, takiej prostej Z, która leży na płaszczyźnie a= be. Każdy punkt 
tej prostej l, a zatem i punkt P (Pn, P:,) leży na ·płaszczyźnie a. 

zn _Zadanie 1: Na płaszczyźnie a= be leży 

Rys. 75. 

punkt P, którego rzut P: jest dany. Wyznaczyć 
aksonometrję pn owego punktu P. 

Rozwiązanie: Przez punkt P: (rys. 70 i 71) 
poprowadźmy dowolną prostą t i uważajmy ją 
za aksonometrję rzutu poziomego l' pewnej pro­
stej pomocniczej" Z, która leży na płaszczyź­

nie a= be. Skonstruujmy punkty 1~ = z: b;, 
i 2: = z;l e:, a następnie punkty tn i 2n, le­
żące na prostych bn względnie en, przyczem 
1: 1 n I I 2: 2n I I zn. Otrzymana w ten sposób pro­
sta zn= tn 2n jest aksonometrją prostej Z, która 
przynależy do płaszczyzny a = be. Odnosząca 

P: pn, poprowadzona z punktu P~ równolegle do osi aksonometrycz­
nej z 11

, przecina się z elementem zn w szukanym punkcie pn. 
Położenie elementu pn n ie jest wcale z a 1 e ż n e od przyjętej 

prostej pomocniczej l (/n,/~). Gdybyśmy bowiem (w sposób omówiony 
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powyżej) obrali na danej płaszczyźnie a= be inną pomocniczą prostą 

p (p't, p:), to w wyniku otrzymalibyśmy ten sam punkt Pn, jako akso.:. 
nometrję uważanego punktu P. Aby się o tern przekonać, poprowadźmy 
(rys. 70 i 71) przez dany punkt P;1 prostą d J_ na i wyznaczmy w prze­
strzeni punkt P' = dn1 , przebicia się prostej d z rzutnią poziomą n1 • 

Przez otrzymany rzut poziomy P' wykreślmy prostą e J_ n1 , to pro·­
sta e przebije się z daną płaszczyzną a = be w jednym ściśle okre­
ślonym punkcie P = e a, spełniającym warunki zadania. 

Korzystając z rozwiązania powyższego zadania, ustalić możemy 

następującą zależność: 

Celem wyznaczenia dowolnego punktu P 
na danej płaszczyźnie a, należy skonstruować 
na tej płaszczyźnie najpierw pomocniczą pro­
stą l, a następnie dopiero na tej prostej przy­
jąć ów dowolny punkt P. 

Ćwiczenie 1 : Dane są płaszczyzna a = b c 
i aksonometrja pn punktu P, który leży na tej pła­
szczyźnie. Skonstruować (rys. 70 i 71) rzut aksono­
metryczny P ' owego punktu. 

Ćwicz;nie 2: Rozwiązać ćwiczenie poprzednie 
dla takiego punktu P, którego aksonometrja pn 
leży: a ) na prostej b: , b) na osi xn, c) na osi yn. 

zn 

Rys. 76. 

Zadanie 2: Na danej płaszczyźnie a (h::, v~') leży punkt P, którego 
aksonometrja pn jest elementem danym; skonstruować rzut P: owego 
pu;nktu. 

Ro z wiąz a n i e : Przez . punkt pn poprowadźmy (rys. 72) dowolną 
prostą zn i · uważajmy ją za aksonometrję prostokątną pomocniczej pro­
stej z, która leży na płaszczyźnie a (h::' V~'). Punkty H;i = zn h:: i v:i = zn V~' 
są aksonometrjami śladów poziomego H1 i pionowego V1 prostej Z. Odno­
sząca Vf v: / I zn wyznaczy na osi xn punkt V~, który wraz z elementem 
Hf = H: określa rzut aksonometryczny z: = v: H;' uważanej prostej Z. 
Na otrzymanej prostej z;, leżeć musi rzut P;1 punktu P. 

Ćwiczenie 3: Dla punktu P, który leży -na danej płasz<;zyźnie a (h::, v ~1 
), znany 

jest rzut aksonometryczny P;
1

• Należy Rkonstruować (rys. 72) aksonometrję pn tego 
punktu. 

Ćwiczenie 4: Rozwiązać ćwicz. 3, skoro dla punktu P dany jest rzut P~ lub P~' . 

Zadanie 3: Dana jest aksonometrja pn punktu P, który leży na 
płaszczyźnie pionowo-rzucającej a (hn I I yn, v~'). Wyznaczyć dalsze rzuty 
aksonometryczne punktu P. · 

Ro z wiąz a n ie: N a rys. 77 wykreślono, w sposób omówiony w zad. 2, 
rzuty ·aksonometryczne pomocniczej prostej l, która leży na płaszczyźnie 
a J_ u2, a następnie wyznaczono rzuty P:, P;; i P~' uważanego punktu P. 
Z przeprowadzonej konstrukcji wynika bezpośrednio, że aksonometrja z; 
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rzutu pionowego l" prostej l zjednoczyła się z elementem v:, a tern sa­
mem rzut P;; punktu P przynależy też do aksonometrji v: śladu piono­

z/l=l(/f 

Rys. 77. 

wego va płaszczyzny pionowo-rzuca­
jącej a. 

Wnosimy stąd, że: dla płaszczyzn 
rzucających konstrukcja. upraszcza się, 

gdyż zbyteczne jest posługiwanie się 
prostą pomocniczą l. Wystarczy bo­
wiem przez dany punkt pn poprowa­
dzić (rys. 77) odnoszącą pn P~ I I yn 
i wyznaczyć na prostej v~ rzut P:. 
Dalsze . rzuty aksonometryczne punktu 
P (Pn, P:) znajdziemy w sposób, omó­
wiony w ust. 14. 

Ćwiczenie 5: Wyznaczyć rzuty aksonometryczne 
punktu, który leży (por. rys. 78 - 81) na płaszczyźnie: 

a.) poziomo-rzucającej a (h:, v: // zn), b! przechodzącej przez 
oś y, c) równoległej do rzutoi poziomej n1, d) aksono­
metrycznie-rzucającej ó (hJ = vJ = kJ). W przypadku d) przy­
jąć możemy rzut D~ dowolnie, ale aksonometrję Dn ko­
niecznie na prostej hJ. Rys. 78. 

Rys. 79. 

zn 

; ······· ···@······ : . on :en . 
] : xn 

··· ·@·· 
cli 

Rys. 80. 

yn ·• ........ ~ . ...-

Dh 
Rys. 81. 

29. Aksonometrje prostej niewłaściwej. Na rys. 82 wykre­
ślone są aksonometrje h:, v;: i k;: trzech śladów dowolnej płaszczyzny u, 
oraz rzuty aksonometryczne a", a;,, a~ i bn, b: dwóch prostych a i b, 
które leżą na płaszczyźnie a. W myśl rozw<1żań ust. 22 wyznaczono 
aksonometrje prostokątne punktów niewłaściwych A 00 i B ':$\ z których 
pierwszy przynależy do prostej a, drugi zaś do prostej b. Punkty owe 
określają jedną i .tylko jedną prostą niewłaściwą 100 = A 00 B 00

, która leży 
równocześnie i na płaszczyźnie a, bo ma z nią dwa wspólne punkty 
A 00 i B 00

• Wiadomo nam jednak, że dla prostej niewłaściwej l 00 (ust. 11) 
jej rzuty aksonometryczne muszą być prostemi niewłaściwemi: Zr;,, !~ 00

, 
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1:: 00 i 1;;' 00
, które zjednoczyły się z prostą 

niewłaściwą płaszczyzny rysunkowej (rzutni 
aksonometrycznej) n 11• 

Chcąc zatem w metodzie aksonometrji 
prostokątnej ustalić położenie prostej nie­
właściwej ZOO, należy podać: 1) aksonometrje 
dwóch punktów niewłaściwych A 00 i B 00 

(które są „kierunkami" dwóch prostych wła­
ściwych a i b), albo też 2) aksonometrje 
śladów płaszczyzny właśchyej a. W tym 
drugim przypadku „ustawienie" płaszczy z- yn 

ny a określa (ust. 5) jedną i tylko jedną 
prostą niewłaściwą. Rys. 82. 

30. Wyznaczenie aksonometrji śladów płaszczyzny, okre­
ślonej prostemi i punktami. W poprzednich ustępach poznaliśmy 
sposoby konstrukcyjnego wyznaczenia rzutów aksonometrycznych pro­
stych i punktów, które leżały na danej płaszczyźnie. Teraz zajmiemy 
się problemem przeciwnym, a mianowicie wyznaczeniem aksonometrji 
h;:, v: i k: trzech śladów płaszczyzny a, która przechodzi przez dane 
proste i punkty. 

Niechaj daną będzie (rys. 83) dowolna prosta l (zn, Z~), dla której 
punkty Hf = zn Z~, Vt i Kt są aksonometrjami trzech jej śladów: pozio­
Dł:ego H1, pionowego V1 i bocznego K,. Skoro na osi x obierzemy do­
wolny punkt X0 , którego aksono­
metrją jest element x:: przyna­
leżny do osi aksonometrycznej xn, 
to punkt X0 i prosta Z określają 
jedną i tylko jedną płaszczyznę 

a = X0 l. Dla tej płaszczyzny pro­
sta ha= Hl xa jest oczywiście śla­
dem poziomym, a prosta Da= vl xa' 
śladem pionowym. Proste h: = 
= Hf X: i v: = V, x:, które są 
aksonometrjami owych śladów, 

przecinają się z osiami yn i zn 
w punktach Y;:=h: yn iZ:=v: zn. 

Rys. 83. 

n 
V/3 

Uważając owe punkty za aksonometrje punktów Ya i Za, z których 
pierwszy leży na osi y, a drugi na osi z, otrzymamy prostą Ya Za = k

0
, 

leżącą na rzutni bocznej n8 i na uważanej płaszczyźnie a = X
0 

Z. 
Prosta ka jest zatem śladem bocznym tej płaszczyzny a. Ponieważ: ślad 

boczny K1 = l n8 prostej Z leży równocześnie na rzutni n3 i na płasźczyź-
Plamitzer. Aksonometrja prostokątna. 5 
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nie a = Xa l, przeto K1 • przynależy też do śladu bocznego ka = Ya Za. Je­
żeli tedy przez daną prostą l W, Z~) poprowadzimy dowolną płaszczyznę a, 
to jej ślady h a , va i ka przechodzą odpowiednio ~-przez ślady H1 , V, , 
wzgl. K 1 prostej l. Ponieważ elementy ha i H 1 przynależą do siebie, 
przeto (ust. 11) ich aksonometrje h; i Hf są elementami, które również 

przynależą do siebie. Podobnie prosta v; przechodzi przez punkt vr, 
a prosta k: przechodzi przez punkt K;z. 

Twierdzenie: _,Jeżeli płaszczyzna a przechodzi przez prostą l, to 
aksonometrje h~, v:: i k: trzech śladów tej płaszczyzny przechodzą przez 
odpowiednie aksonometrje Ht, Vt, wzgl. Kt śladów owej prostej. 

kl 

Przeż prostą l poprowadzić można nie­
ograniczoną ilość płaszczyzn, które two­
rzą t. zw. pęk płaszczyzn o osi l. Na 
rys. 83 wykreślono aksonometrje śladów 
dwóch dowolnych płaszczyzn a i /J , a na 
rys. 84. wyznaczono aksonometrje śladów 
płaszczyzny poziomo-rzucającej s i boczno­
rzucającej <p. Z rys. ostatniego czytamy: 

Rys. 84. · Skoro przez dowolną prostą l przechod>.zi 
plasżczyzna poziomo-rzucająca, to akso­

nometrja śladu poziomego tej płaszczyzny nakrywa się z aksonometrją 
rzutu poziomego owej prostej. 

Zadanie 1: Dane są dwie proste równoległe a (a 11
, a'n) i b (bn, b'n). 

Wyznaczyć aksonometrje trzech śladów płaszczyzny s =ab, określonej 

owemi prostemi. 
Rozwiązanie: Skoro wyznaczymy (rys. 85) aksonometrje H';, V;', 

Kb11
, Vt śladów: poziomego i pionowego prostej a, oraz bocznego i pio­

zn 

Rys. 85. 

nowego prostej b, to wówczas prosta v; = 
= Van Vt jest aksonometrją śladu pionowego 
płaszczyzny s = ab. Prosta v; przecina się 

z osiami aksonometrycznemi xn i zn w punk­
tach x;1 i z;' które wraz z elementamiHan i Ki:' 
wyznaczają aksonometrję h; = x; Han śladu 

poziomego hs i aksonometrję k ; = z; Ki1
11 

śladu bocznego k s szukanej płaszczyzny c. 
Kontrola rysunku: O ile konstrukcja jest 
dokładnie przeprowadzoną, to otrzymane po­
wyżej proste h; i k; przecinają się w punk­
cie v;, który przynależy do osi aksonome-
trycznej yn. 

Zadanie~·: Dla płaszczyzny s=a C, określonej prostą a (an, a~) i punk­
tem C (Cn, c:}, wyznaczyć aksonometrje h;, v; i k; trzech jej śladów. 
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Ro z wiąz a n ie : Przez dany punkt e (rys. 85) poprowadźmy pro­
stą b równoległą do danej prostej a (an, a~). Skoro wykreślimy rzuty 
bn I I an i b: I I a: pomocniczej prostej b, to zadanie nasze sprowadzimy 
do zadania 1, gdyż płaszczyzna s =ab wyznaczoną będzie przez pro­
ste a li b. 

Zadanie 3: Dane są trzy dowolne punkty: A (An, A~), B (B 11, B~) 

i e ( en, e~), które wyznaczają płaszczyznę a= AB e. Skonstruować akso­
nometrje h~, v: i k: śladów tej płaszczyzny. 

Rozwiązanie: Punkty A i B wyzna­
czają prostą a (an= An Bn, a~= A: B:), podobnie 
punkty A i e prostą c (en= An en, c~ = A~ e~). 
Otrzymane w ten sposób dwie proste a i c, prze­
cinające się w punkcie A, określają jedną 

i tylko jedną płaszczyznę a= ac, która speł­

nia warunki zadania. 
Ćwiczenie 1 : Przez dany punkt A (A:, A~') prze­

chodzą (rys. 86) dwie proste a (a:, a~') i b (b: li yn, b~'). 
Wyznaczyć aksonometrje h;, v; i k; płaszczyzny s=ab, 
określonej owemi prostemi a i b. 

Ćwiczenie 2: · Wyznaczyć aksonometrje trzech śla­
dów płaszczyzny a = AB C, skoro dane są punkty: 

zn 

Rys. 86. 

a) A(An,A~), B(Bn,B~), C(Cn,C~); e) A(An = A:), B(Bn,B~), C(Cn,c:); 
b) A (An, A~' ), B (Bn, B~'), C (Cn, C~'); f) A (An = A:), B (Bn = B:), C (Cn, c:); 
c) A(A:,A:'), B(B:,B~'), C(C~,c:'); g) A(An = A:), B(Bn = B~), C(Cn= C~' ); 
d) A (A~, A~'), B (B~, B~'), C(C~, c:'); h) A (An = A~), B (Bn = B~), C(Cn, c:). 

Ćwiczenie 3: Dla płaszczyzny a, której poł(?żenie ustalone jest w ćwiczeniu 2 
ustępu 27-go, skonstruować aksonometrje trzech jej śladów. 

Ćwiczenie 4: Wyznaczyć aksonometrje śladów płaszczyzny a = A Z, która prze­
chodzi przez dany punkt A (An, A~) i prostą l - przyczem położenie owej prostej l 
ustalone jest warunkami, podanemi w ćwiczeniach 4 i 5 ustępu 21-go. 

Ćwiczenie 5: Przez dany punkt C ( en, C~) poprowadzić taką płaszczyznę y, aby 
spełniała następujący warunek: a) r ll n1 (por. rys. 80); b) rlln2 ; c) rll n3 ; d) y 1- n1 ; 

e) .y 1- n2 ; f ) y 1- n 3 ; g) y 1- n
8

• 

31. Krawędź przecięcia się dwóch płaszczyzn. Dwie pła­
szczyzny a i /J wyznaczają jedną ściśle określoną prostą (krawędź) c = a{J, 
która może być prostą właściwą lub niewłaściwą. W tym ostatnim przy­
padku (ust. 5) uważane płaszczyzny są równoległe czyli a I I fJ posiadają 
jedno i to samo "ustawienie". 

Dwie płaszczyzny równoległe a I I fJ przetnijmy rzutnią poziomą n1 , 

to otrzymamy (ust. 5) dwie równoległe do siebie krawędzie ha= an1 

i hp= fJ n1 • Skoro owe płaszczyzny przetniemy rzutniami pionową n2 

i boczną n3 , to pomiędzy śladami pionowemi i bocznemi tych płaszczyzn 
wystąpią zależności: va I I vfJ , ka I I kfJ. Ponieważ aksonometrje prostych 

5:1<-
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równoległych są (ust. 11) prostemi równo­
ległemi, przeto aksonometrje jednoimiennych 
śladów przyjętych płaszczyzn a I I fl spełniają _ 

(rys. 87) następujące warunki: h~ I I hp, V~ I I Vp ,. 
k~ I I kp. Możemy tedy wypowiedzieć 

Twierdzenie: Dla płaszczyzn równole­
głych aksonometrje ich jednoimiennych śla­

dów (poziomych, pionowych wzgl. bocznych) 
są prostemi równoleglemi. 

Rys. 87. Niechaj dane będą (rys. 88) dwie do­
wolne płaszczyzny a (h~, v~) i fl (hp, vp ), które· 

nie posiadają wspólnego „ustawienia" i przecinają się w krawędzi 
c = afl. Ponieważ prosta właściwa c przynależy równocześnie do pła-

Rys. 88. Rys. 89. 

' \\ ' n'1 
Vc ~ 

szczyzn a i {l, przeto (ust. 27) aksonometrja Ht śladu poziomego Hc~ 
owej krawędzi c leżeć musi na aksonometrjach h~ i hp śladów pozio­
mych danych płaszczyzn a i fl. Punkt H~ .= h~ hp, przecięcia się pro­
stych h~ i hp, jest zatem (rys. 88) aksonometrją śladu poziomego He 
krawędzi c = a fl. Z tych samych względów punkty: V: = v~ v} 
i K: = k~ kp są obrazami aksonometrycznemi śladów pionowego V„ 
i bocznego Kc owej krawędzi c = afl. Otrzymane w ten sposób punkty 
H:, v: i K: leżą na jednej i tylko jednej prostej, a mianowicie na akso-­
nometrji en szukanej krawędzi c. 

Twierdzenie: Aksonometrje śladów poziomych (pionowych wzgl. 
bocznych) dwóch danych płaszczyzn przecinają się w punkcie, który jest 
aksonometrją śladu poziomego (pionowego wzgl. bocznego) krawędz1 

przecięcia się tych płaszczyzn. 
Na rys. 88 i 89 punkty H:, v: i K: są punktami właściwemi, na­

tomiast na rys. 87 owe punkty są elementami niewłaściwemi, gdyż są 

obrazami aksonometrycznemi śladów H';, V'; i K'; prostej niewłaści­

wej c00 = afl. Na wymienionych rysunkach uwzględniono części widoczne: 
i niewidoczne danych i wynikowych elementów przy założeniu, że rzut-
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'Die: ui, u2 i u8 są nieprzeźroczyste. N a ostatnim rysunku (89) przyjęto 
również, że dane płaszczyzny a i fJ są też nieprzeźroczyste. 

Zadanie 1: Dane są dwie płaszczyzny a (h~, v~) i fJ (hp, vp). Wy­
.znaczyć rzuty aksonometryczne krawędzi przecięcia się tych płaszczyzn. 

Rozwiązanie: Proste h; i hp vl~~'!... .... 1zn 
przecinają się (rys. 90) w akso- n '\~~ ... --- .... , ··· ·· ··· v;"' 

H hn hn '~~', '-..., I n nometrji ; = a fJ śladu pozio- \' ,',,, ............... , n 
mego krawędzi c = a fl. Podob- ,, --~, 
nie punkt V; = v~vp jest akso- > 
nometrją śladu pionowego Vc, 
a punkt K; = k;k'p · jest obrazem 
aksonometrycznym śladu bocz­
nego Kc krawędzi c. Punkty H; , 
v: i K; przynależą do aksono­
metrii en szukanej krawędzi c. 
Skonstruowanie dalszych rzu-
·tów c:, c: i c:' prostej c nie Rys. 90. 

nastręcza żadnych trudności. 

Zadanie 2: Wyznaczyć rzuty aksonometryczne krawędzi przecięcia się 
dowolnej płaszczyzny a (h~, v; ) z płaszczyzną poziomo-rzucającą s (h; v~ ). 

R . . p kt H n h n hn yn n n . Kn kn kn OZW1ązan1e: Uil y e = a s , e =Va V8 1 e · = a 8 są 

.aksonometrjami trzech śladów krawędzi e = as. Ponieważ jednak element s 
jest (rys. 91) płaszczyzną poziomo-rzucającą, przeto (ust. 27) aksono­
metrja e: (rzutu poziomego e' szukanej krawędzi e = as) nakrywa się 

.z prostą h;. Dalsze rzuty aksonometryczne krawędzi e są prostemi: 
,en = H; V: , e: = V: H~, e~' = H:;' V:;'. 

Rys. 91. 

Ćwiczenie 1 : Rozwiązać poprzednie zadanie wówczas, skoro dana płaszczyzna 
.s (h; , v;) jest płaszczyzną : a) pion?wo-rzucającą, b) boczno-rzucającą, c) przechodzącą 

przez oś z, d) aksonometrycznie-rzucającą (rys. 92). 

Ćwiczenie 2: Wyznaczyć aksonometrje krawędzi przecięcia się dowolnej płaszczyzny 
,a (h:: , v::) z płaszczyzną y w przypadkach następujących: a) y li n1 (rys. 93), b) y li n2, c) y li n 3• 
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· Ćwiczenie 3: Dane są dwie płaszczyzny a (h:, v;) i/3 (hp, vji) równoległe do osi z .. 

Należy skonstruować obrazy aksonometryczne krawędzi c = a fJ przecięcia się (rys. 94) tych 
płaszczyzn. 

/-;/l 
Rys. 93 1). 

xn 

Rys. 94. 

32. Wyznaczenie punktu przebicia się prostej z pia- · 
szczyzną. Na rys. 95 obierzmy dowolnie aksonometrje h~ i v~ dwóch 
śladów płaszczyzny a, oraz rzuty aksonometryczne zn i z: pewnej prostej l. 

Rys. 95. 

Następnie poprowadźmy przez daną 
prostą l W, l~) dowolną płaszczyznę 

8 (h;, v;) i wyznaczmy krawędź a = a E 

przecięcia się owych płaszczyzn a i 8. 

Aksonometrje h; i v; śladów płaszczyz­
ny 8 przechodzą odpowiednio (ust. 30) 
przez punkty HF i VF, a punkty H::_ = 
= h1J. h; i v; = v~ v; są aksonometrja- ­
mi dwóch śladów pomocniczej krawę­
dzi a = a 8. Proste l i a przynależą do -
płaszczyzny 8 i przecinają się w punk­
cie P = la, którego rzutami są elementy 

pn= zn an i P: = z;l a~. Punkt p leży na prostej / i na krawędzi a = a 8 , 

więc leży również i na płaszczyźnie a, a tern samem element P = la 
jest punktem przebicia się prostej l z płaszczyzną a. A zatem: 

Celem wyznaczenia punktu P przebicia się danej prostej l z dowolną 
płaszczyzną a, należy poprowadzić przez prostą l pomocniczą płaszczyznę 8, 

następnie skonstruować krawędź a = 8 a, przecięcia się tej płaszczyzny 
z daną płaszczyzną a, oraz punkt P = al, w którym owa krawędź prze­
cina się z daną prostą l. 

Aby konstrukcję uprościć, bardzo często używamy do pomocy pła­
szczyzny rzucającej (prostopadłej) względem rzutni n1 , n2 , n8 lub n 0 • 

Na rys. 96 wyznaczyliśmy rzuty pn i P~ punktu P= la, przebicia się 

danej prostej l (r, z;1 ) z płaszczyzną a (h:, v:), posługując się pomocniczą 
płaszczyzną poziomo-rzucającą s (h; = i;,, v;). Na rys. 97 przez pro- -

1) Na rysunku prostą vy oznaczyć należy symbolem v;. 
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stą l W, l~) poprowadziliśmy płaszczyznę aksonometrycznie-rzu­
cającą 8(h; = v; =ln), skonstruowaliśmy krawędź a (an =ln, a~) prze­
cięcia się tych płaszczyzn a i 8, oraz punkt P (P~ = a: z:, pn) przecięcia 
się prostych a i l. Otrzymany w ten sposób punkt P (P~, pn) jest punktem 
przebicia się prostej l z płaszczyzną a. zn 

V/2 
I I n xn 

\ I I 
\ I I 

'J'z& 
Rys. 96. Rys. 97. 

Zadanie 1: Dane są dowolna prosta l W, z:) i płaszczyzna po­
ziomo-rzucająca a (h::, v::). Wyznaczyć rzuty aksonometryczne punktu 
przebicia się prostej l z płaszczyzną a. 

Ro z wiąz a n ie: Punkt P: = z: h::, w którym (rys. 98) przecinają 
się proste z: i h:;, uważajmy za aksonometrję rzutu poziomego P' 
punktu P, leżącego na danej prostej l. Odnosząca 

P: pn I I zn przecina element zn w punkcie pn' który kJ 
jest aksonometrją owego punktu P. Z łatwością za­
uważymy jednak, że otrzymany w ten sposób punkt 
P (Pn, P:) leży na płaszczyźnie a _l_ n1 , gdyż jego 
rzut P: przynależy do aksonometrji h:; śladu po­
ziomego płaszczyzny a. Element P jest zatem punk­
tem P = la przebicia się prostej l z płaszczyną a. 

Ćwiczenie 1: Rozwiązać powyższe zadanie, jeśli a jest R 98 ys. . 
płaszczyzną: a) pionowo-rzucającą, b) boczno-rzucającą (rys. 99), 
c) przechodzącą przez oś z (względnie y, lub x). 

Zadanie 2: Dane są dowolna prosta l (111
, l~) i płaszczyzna a (h: I I v:; I I x11) 

· równoległa do osi x. Wyznaczyć punkt 
P = la przebicia się prostej l z pła­
szczyzną a. 

Rozwiązanie 1: Skoro przez prostą 
l W, z:) poprowadzimy (rys. 99) płaszczyz­
nę poziomo-rzucającą 8 (h; = z:, v;) i wy­
znaczymy krawędź a (a:= h;, an) prze­
cięcia się płaszczyzn a i 8, to punkt 

R 99 P (Pn = zn a n, Pn') rozwiązu1· e zadanie. ys. . 
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Rozwiązanie 2: Gdyby dany był rzut Z~' prostej Z, to punkt 
P':' = Z~' k:: byłby aksonometrją (porównaj zad. 1) rzutu bocznego P'" 
szukanego punktu P = Z a. 

Ćwiczenie 2: Rozwiązać poprzednie zadanie dla płaszczyzny a, która jest równo­
ległą do osi y lub do osi z. 

Ćwiczenie 3: Wyznaczyć rzuty aksonometryczne punktu przebicia się prostej l 
z płaszczyzną a w następujących przypadkach: 

a) l (ln, l~), a W:, v::); d) l W, 1: li xn), a W: li yn, v::); 
b) l(ln,1:'), a(h::,k:;); e) l(l:,l~'), a(k;;llv:;llzn); 
c) l ([:, 1:>, a w:, v:;); f) l ([:, 1:'), a w: lik:: li yn). 

Zadanie 3: Dana jest płaszczyzna aksonometrycznie -rzucająca 
a (h:; = v:; = k:;) i dowolna prosta Z (zn, z:). Wyznaczyć rzuty pn i P: 
punktu P = Z a przebicia się prostej Z z płaszczyzną a. 

Rozwiązanie: Punkt P= la leży na prostej t 
i na płaszczyźnie a _l_ Jr8 , więc jego aksonometrja pn leżeć 
musi (rys. 100) na rzucie zn i na prostej h:; = v:: = k:. 
Z otrzymanego w ten sposób. punktu pn = zn h:: wy­
kreślmy odnoszącą pn P: I I zn, to ona przetnie się z rzu­
tem z: w aksonometrji P: rzutu poziomego P' szuka-

Rys. 100. nego punktu P. 

33. Zadania i ćwiczenia. Przy pomocy konstrukcji, które pozna­
liśmy w dwóch ostatnich ustępach, rozwiązać możemy następujące 

Zadanie 1: Dane są płaszczyzna a= ab, określona 
przez dwie proste równoległe a (an, a:) i b (bn, b~), 
oraz płaszczyzna pionowo-rzucająca. s (h;, v;). Skon­
struować krawędź przecięcia się płaszczyn a i s. 

Rozwiązanie 1: Wyznaczmy (ust. 32) punkty 
1 = a s i 2 = b s przebicia się danych prostych a i b 
z płaszczyzną s _L Jr2 • Prosta e = 12, której akso­
nometrjami są (rys. 101) elementy en= 1n 2 11 

i e: = 1~ 2:, jest krawędzią przecięcia się dap.ych 
płaszczyzn a = ab i s. 

Rozwiązanie 2: Krawędź e = as leży na pła­
Rys. 101. 

szczyźnie pionowo-rzucającej s, więc jej rzut e~ na­
krywa się z prostą v;. Ponieważ krawędź e leży równocześnie i na pła­
szczyźnie a = ab, przeto przecina się z danemi prostemi a i b w punktach 
1=ae i 2= be. Dla tych punktów znane są rzuty: 1: =a:e: i 2: =b;e;; 
aksonometrje 1n i 2n owych punktów leżą na odpowiednich promieniach 
an i bn. 

Ćwiczenie 1: Rozwiązać zadanie 1 dla prostych : 

a) a I I b I I z; b) a I I b I I x; c) a I I b I I n1 ; d) a I I b I I res ; e) a li x, b = x; 
f) allz, b=z; g) a(a 11 = a:), blla. 
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Ćwiczenie 2: Rozwiązać zadanie 1 wówczas, skoro dana płaszczyzna a określona 
jest elementami: 

11) A (An= A~), B (Bn, B~), C (Cn, c:); e) A (An= A:), b (bn, b;); 
b) A (An = A~), B (Bn ~ B~), C (Cn = C~"); f) A (An = A~'), b (bn, b:); 
c) A (An =A: =A~), B (Bn, B~), C(Cn, C~); g) A (An=A~). b (bn li b'~); 
d) A (An= A;= A~'), B (Bn, B;), C (Cn, C~); h) A (An= A:), b (bn li xn, b~). 

Zadanie 2: Dane są prosta l (ln, z:) i płaszczyzna a = a b, określona 
prostemi równoległemi a (an, a:) i b (bn, b:). Wyznaczyć rzuty aksonome­
tryczne punktu przebicia się prostej l z płaszczyzną a. 

Rozwiązanie: przez prostą l poprowadźmy (rys. 102) pła­

szczyznę poziomo-rzucającą s (h; = z:, k;) i wyznaczmy krawędź e = as. 
Rzut aksonometryczny e: = h; owej krawędzi 

przecina się z danemi elementami a~, b ;i w punk­
tach 1: = e~ a~ i 2~ = e: b:. Aksonometrja 
en = 1 n 2n pomocniczej krawędzi e wyznacza 
na prostej zn punkt pn = zn en, który jest obra­
zem aksonometrycznym wynikowego punktu 
P = la. 

Ćwiczenie 3: Rozwiązać zadanie 2 wówczas, jeżeli 
położenie płaszczyzny a określone jest warunkami, poda­
nemi w ćwiczeniach 1 i 2. 

Rys. 102. 

Zadanie 3: Dane są dwie płaszczyzny a = ab i fJ = l m, z których 
pierwsza wyznaczoną jest przez dwie proste równoległe a (an, a~) i b (~, b~) 
a druga przez dwie proste przecinające się l (zn, z:) i m (mn, m:). Skon­
struować rzuty aksonometryczne krawędzi k = a {J, przecięcia się tych 
płaszczyzn. 

Rozwiązanie: Prosta l W, l~) przebija płaszczyznę a=ab (por. 
rys. 102) w punkcie P= la. W podobny sposób wyznaczymy punkt 
R = ma przebicia się danej prostej m (mn, m~) z płaszczyzną a= ab. 
Prosta k =PR jest szukaną krawędzią, gdyż posiada dwa punkty Pi R 
wspólne z płaszczyznami a i fJ. 

Ćwiczenie 4: Rozwiązać poprzednie zadanie, jeżeli płaszczyzna {3 określona jest 
przez aksonometrje hp i v§ dwóch swoich śladów. 

Ćwiczenie 5: Dane są dwie proste równoległe a (an, a;), b (bn, b;) i dowolny 
punkt C (Cn, C~'). Wyznaczyć krawędź przecięcia się płaszczyzny a = ab z płaszczyzną 
fJ = C x, przechodzącą przez punkt C i przez oś x. 

Zadanie 4: Dane są trzy płaszczyzny a (h~, v~), fJ (hp, v§) i y (h;, v;). 
Wyznaczyć rzuty aksonometryczne punktu P= afly przecięcia się tych 
trzech płaszczyzn. 

Ro z wiąz a n ie : Płaszczyzny a i fJ przecinają się w prostej c = a fJ, 
płaszczyzny a i y w pros.tej b = ay, a płaszczyzny fJ i y w prostej a= fly. 
Skonstruowane w ten sposób trzy krawędzie a, b i c przecinają się 
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Rys. 103. 

w żądanym punkcie P. Do wyznacze­
nia tego punktu P wystarczą oczywiście 
dwie krawęązie np. b i c, a trzecia kra­
wędź a służy tylko do kontroli prze-
prowadzonej konstrukcji. . 

Na rys. 103 przyjęto dwie pła­

szczyzny a I I {J, które przecięliśmy do­
wolną płaszczyzną y. Krawędzie a = y fJ 
i b = y a są (ust. 5) prostemi równo­
ległemi i przecinają się w punkcie nie­
właściwym P 00 = ab, który leży też na 

krawędzi niewłaściwej c 00 = a{J. ;płaszczyzny a I I fJ i r przecinają się 

w punkcie niewłaściwym P 00 = a fJ y. 
Zadanie 5: Dane są dwie płaszczyzny fJ (hp, vp) i r (h;, v;}, któ­

rych aksonometrje hp i h; śladów poziomych nie przecinają się w obrę­
bie rysunku. Wyznaczyć rzuty aksonometryczne krawędzi a = fJ y prze­

zn 

Rys. 104. 

cięcia się tych płaszczyzn. 
Rozwi_ąz:anie 1: Dla krawędzi a 

znany jest jeden punkt, a mianowicie 
(rys. 104) ślad pionowy Va ( v: = v§ v;, V~) 
tej prostej. Aby wyznaczyć drugi punkt 
krawędzi a= {Jy, poprowadźmy pła­

szczyznę np. s I I n-1 i skonstruujmy punkt 
P = s fJ y przecięcia się płaszczyzn s, fJ i r. 
Aksonometrje pn i P: punktu P otrzy­
mamy, jeśli wyznaczymy rzuty aksono­
metryczne krawędzi b = s fJ i e = s y. 
Ponieważ ślad poziomy płaszczyzny 

s /1 n-1 jest prost~ niewłaściwą h;, przeto 
aksonometrja tego śladu jest również prostą niewłaściwą h; 00

• Pomocnicze 
krawędzie b = s fJ i e = s y są równoległe do rzutni poziomej n-1 , bo 
aksonometrje śladów poziomych tych prostych są punktami niewłaści­
wemi. Hn 00=hnoohn i Hn 00 = hnoo hn Przez punkty vn = vn vn i vn = vll vn 

• b 8 fJ e 8 y• b 8 fJ e 8 '}'' 

które są aksonometrjami śladów pionowych krawędzi b i e, wykreślone 
proste bil I I hp i en I I h; przecinają się w punkcie pn. Proste b: = v: Hr; 00 

i e~ = V~ H: 00 przecinają się w · punkcie P:. Otrzymane w ten sposób 
punkty pn i P~ są rzutami punktu P = s fJ y, przez który przejść musi 
krawędź a = fJ y. Łącząc tedy ów punkt P (Pn, P:) ze śladem pionowym 
va (V:, v:), otrzymamy żądaną krawędź a (an= pn v:, a:= P: v;l). 

Ro z wiąz a n ie 2: Zamiast płaszczyzny s I I n-1 , użyć możemy do 
pomocy (por. rys. 103) płaszczyzny a równoległej np. do płaszczyzny {J. 
Punkt przecięcia się trzech płaszczyzn a, fJ i -y będzie wówczas punktem 
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niewłaściwym P 00 
= af)y. Przez punkt P 00 przejdą krawędzie b = ar 

i c 00 = af) .. Jeżeli tedy skonstruujemy krawędź b (bn, b:) i przez punkt 
Va ( v; = up u;, v:) poprowadzimy prostą a I I b, to otrzymana w ten spo­
sób krawędź a (an I I bn, a: I I b:) rozwią-
zuje zadanie. 2 

Rozwiązanie 3: Aksonometrję an 
wynikowej krawędzi a = f) y otrzymamy 
(rys. 104), jeśli punkt v; = v§ u; połą­
czymy z punktem H; = hp h;, leżącym 

poza obrębem rysunku. Do tego celu za-
stosować możemy konstrukcje pomoc- Rys. 105. 

nicze, podane na rys. 105 (podobień-

stwo trójkątów P12 i R34) lub na rys. 106 (wysokości trójkąta
1 123) .. 

Ćwiczenie 6: Wyznaczyć krawędź przecięcia się dwóch danych płaszczyzn a (h::, v:: )· 
i fJ (hp vp), jeśli aksonometrje śladów pionowych tych płaszczyzn nie przecinająl · się 

w obrębie rysunku. 
Ćwiczenie 7: Rozwiązać ćwiczenie 6, jeżeli w obrębie rysunku nie przecinają się 

wcale ani proste h:: i hp, ani też proste v:: i vf (Do konstrukcji użyć należy dwóch po-­
mocniczych płaszczyz:µ). 

Zadanie 6: Dane są dowolna płaszczyzna a (h~Z, u::) i prosta l (Zn, z:) 
prostopadła do rzutni poziomej. Wyznaczyć punkt przebicia się prostej l 
z płaszczyzną a. 

Rozwiązanie: Na rys. 107 wykreślono aksonometrje h; i u; pła­
szczyzny poziomo-rzucającej 8 , która przechodzi przez prostą l. Krawędź 
c = a 8 przecina prostą. Z w żądanym punkcie P = la 
przebicia się elementu Z z płaszczyzną a. 

Zadanie 7: Dane są prosta a ('!- n, a;1), pła­
szczyzna 8 (h; , u; ) i punkt P (Pn, P:), który leży 
na 8 . Przez P poprowadzić taką prostą Z, któraby 
leżała na płaszczyźnie 8 i przecinała się z prostą a. 

Ro z wiąz a n ie 1 : Każda .prosta, która prze­
chodzi przez punkt P i przecina prostą a, leży 

na płaszczyźnie a = Pa. Krawędź Z = a 8, prze­
cięcia się płaszczyzn a i 8 , rozwiązuje zadanie. 

Rys. 107. 

Ro z wiąz a n ie 2: Prosta a przebija płaszczyznę 8 w punkcie 
A = a 8. Prosta Z = AP, łącząca punkty A i P, spełnia warunki zadania. 

Ćwiczenie 8: Poprzednie zadanie rozwiązać, jeśli daną jest płaszczyzna s : a) r, li n1 

b) € li n3, c) € li x, d) s ..L y. 

Zadanie 8: Dane są dwie proste skośne a (an, a~), b (bn, b~) i do­
wolny punkt P (Pn, P~), nie leżący na żadnej z danych prostych. Przez P 
poprowadzić należy taką prostą r, któraby przecinała się z danemi pro­
stemi a i b. 
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Ro z wiąz a n ie 1 : Wszystkie proste, które przechodzą przez punkt P 
i przecinają prostą a, leżą na płaszczyźnie a= Pa. Podobnie każda pro­
sta, która przechodzi przez Pi przecina element b, przynależy do pła­
szczyzny /1 = Pb. Krawędź r = afl, przecięcia się tych płaszczyzn, roz­
wiązuje zadanie. 

Rozwiązanie 2: Płaszczyzna a= Pa i prosta b wyznaczają punkt 
B = ba. Prosta BP= r jest elementem wynikowym, gdyż prosta r prze­
-chodzi przez punkt P, przecina element b w punkcie B, oraz przecina 
(jako prosta, przynależna do płaszczyzny a = Pa) prostą a. 

Ćwiczenie 9: Poprzednie zadanie rozwiązać wówczas, skoro dane proste a i b 

spełniają następujące warunki: 

a) a li x, 
b} allx, 
c) allx, 

b dowolna ; 
b ll1½; 
b li n3; 

d} a I I n1, b 1- n1 ; 

e) a I I ni, b 1- 1½ ; 
f) al/n1, b lln2; 

g) a 1- na, b dowolna 
h)a 1-na, blln1 
i) a 1- na , b 1- n1• 

34. Ślady aksonometryczne płaszczyzn i prostych. Niechaj 
dane będą (rys. 108) dowolny ostrokątny trójkąt śladów aksonometrycz­
nych (s1 s2 s8 ) i aksonometrje h::, v::, k:; śladów płaszczyzny a. Punkt 
Hs= h:; s1 , w którym przecinają się prosta h:: i bok s1 = n1 na trójkąta 
śladów (s1 s2 s8 ), leży ria rzutni n1 i na rzutni aksonometrycznej na. 
Punkty H: i H~, t. zn. obrazy aksonometryczne punktu Hs i jego rzutu 
poziomego H' , nakrywają się z elementem Hs. Podobnie punkt Vs = v:: s2 , 

przecięcia się prostych u: i s2 = rt2 na, leży równocześnie na rzutniach 
pionowej n2 i aksonometrycznej na. Aksonometrja V;1 tego punktu zjed­
noczyła się z elementem Vs, a natomiast aksonometrja V~ rzutu pozio­
mego uważanego punktu Vs leży na osi aksonometrycznej xn. Omawiane 
punkty Hs i Vs wyznaczają prostą sa = Hs Vs, przyczem pierwszy z tych 
punktów jest oczywiście śladem poziomym Hs, a drugi punkt Vs śla-

Yn / / ' / / I,, / , ,, / ,,, / 
,,, ,, n 

# 'Ks=Ks 

Rys. 108. 

. dem pionowym tej prostej sa. Prosta 
Sa = Hs vs 1 e ż y n a rzut n i akson o­
metry cz n ej, gdyż dwa jej ślady Hs i Vs 
leżą na płaszczyźnie na. Aksonometrja 
s:: = H: V: prostej sa · nakrywa się z ele­
mentem sa, aksonometrja zaś rzutu po­
ziomego s; prostej sa jest promieniem 
s;n=H'; V~-. 

Z łatwością zauważymy jednak, że 
prosta sa leży również i na danej pła­
szczyźnie a (h::, v:: ), bo aksonometrje 
H: i v: śladów poziomego i piono­

wego prostej sa leżą (ust. 27) na odpowiednich aksonometrjach h; , 
wzgl. v:: śladów płaszczyzny a. Prosta sa = na a, jako krawędź rzutni 
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aksonometrycznej na i płaszczyzny a, jest zatem ś 1 a dem akson o­
metryczny m sa płaszczyzny a. 

Dla prostej sa wyznaczyliśmy poprzednio dwa jej ślady, a miano­
wicie Hs= h:: s1 i Vs = v:: s2 • W podobny sposób otrzymamy ślad boczny I<s 
owej prostej. Proste k:: i s8 = na n8 przecinają się w punkcie I<s, gdyż 
on przynależy do rzutni aksonometrycznej na i do rzutni bocznej n8 , 

oraz leży równocześnie na płaszczyźnie a. A zatem wypowiedzieć mo­
żemy następujące 

Twierdzenie: Aksonometrje h~1
, v:: i k::, trzech śladów (poziomego, 

pionowego i bocznego) dowolnej płaszczyzny a, przecinają się z odpow .. 
bokami s1 , s2 i s8 trój kata śladów aksonometrycz­
nych w trzech punktach (śladach) Hs= h:: s1 , 

Vs = v:: s2 i Ks = k;: s8 , które leżą na śladzie akso­
nometrycznym sa owej płaszczyzny a. 

Dane są (rys. 109) trójkąt śladów aksono­
metrycznych (s1 s2 s8 ) i dowolna prosta l W, 1:). 
Aby wyznaczyć punkt Si = l na , przebicia się 
prostej / z rzutnią aksonometryczną na, popro­
wadźmy przez l płaszczyznę np. poziomo-rzuca­
jącą s (h; = l~, k;). Ślad aksonometryczny s6 = s na 
płaszczyzny s przecina się z prostą l w punk­
cie Si, którego rzutami aksonometrycznemi są 

punkty S~ = zn s; i s; n. Otrzymany w ten spo-. 
sób punkt S, jest śladem aksonometrycznym 
danej prostej l. 

PunktSz = Ina wyznaczyć możemy też przy· 
pomocy płaszczyzny aksonometrycznie- rzucają­
cej a, a przechodzącej przez prostą l. Aksono­
metrj e h:: = v:: = k:: trzech śladów pomocn.iczej 
płaszczyzny a) jej ślad aksonometryczny sa na­
krywają się (rys. 110) na prostej In. Aksonometrja 

s, 

s/ = v: K: rzutu poziomego prostej sa przecina 
się z rzutem l~ w punkcie s; n. Odnosząca 

s; n sł I I zn wyznaczy na prostej In żądany ślad 
aksonometryczny S, danej prostej l W, l~). 

Zadanie 1 : Dane są dwie proste równoległe 
a (an, a:) i b (bn, b:), które określają płaszczyznę 
a = a b. Wyznaczyć ślad aksonometryczny sa 
tej płaszczyzny. 

Rozwiązanie: Przez dane proste a i o 
· poprowadźmy płaszczyzny pionowo-rzucające 

s (v; = a~, h;) i <p (v; = b:, k;) i wyznaczmy 
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ślady aksonometryczne se, s<p tych płaszczyzn. Punkty Sa =anse 
i Sb = bn s<p są śladami aksonometrycznemi danych prostych a i b. 
Ślady Sa i Sb wyznaczają prostą sa = SaSb, która jest śladem aksono­
metrycznym płaszczyzny a = ab. 

Ćwiczenie 1: Wyznaczyć ślad aksonometryczny płaszczyzny e, która przechodzi 
przez oś x i przez dany punkt A (A n, A~). 

Ćwiczenie 2: Wyznaczyć ślady aksonometryczne płaszczyzn: a) a li x, b) fJ li y , 
c) Yllz, d) 6 ll n1, e) ell n3• 
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Problemy równoległości i prostopadłości. 

35. Proste równolegle. W ust. 24 wykazaliśmy prawdziwość 
następującego twierdzenia ~ 

Dla prostych równoległych ich jednoimienne rzuty aksonometryczne 
są prostemi równoleglemi. 

Przyjmijmy teraz takie dwie proste a (an, a~) i b (bn, b:}, dla któ­
rych (rys. 112} dwie pary jednoimiennych rzutów aksonometrycznych 
są prostemi równoległemi: an li bn, a~ li b;i. Chcąc zbadać, jak się zacho­
wują względem siebie owe proste a i b, należy zrekonstruować (por. 
ust. 18) ich położenie w przestrzeni. W tym celu przez dane proste 
a~ li b: poprowadźmy odpow. płaszczyzny a J_ na 
i fJ J_ na (prostopadłe do płaszczyzny rysunku na}, 
to oczywiście owe płaszczyzny są do siebie równo­
ległe: a I I fJ. Rzutnia pozioma u1 = O s1 przecina się 
z elementami a I I fJ w dwóch prostych równoległych: 
.a' = a u 1 i b' = fJ u 1 , które są rzutami poziomemi Sy 51 sx 
uważanych prostych a i b. Skoro przez a' poprowa-~ xo 
dzimy płaszczyznę y J_ u1 , a przez element b' pła-~ 
szczyznę o J_ u1 , to owe płaszczyzny są do siebie 
równoległe: y I I o. P<!dobnie płaszczyzny s J_ na 

Rys. 112. 

i p J_ na, z których pierwsza przechodzfprze(aksonometrję an, a druga 
przez prostą b11 li an, są do siebie równoległe. Z warunków równole­
głości: y I I o i s I I p wynika, że krawędzie a = y s i b = o <p są prostemi 
równoległemi. Wykazaliśmy tedy, że dane proste a (an, a~) i b (bn, b~) 
są do siebie równoległe. 

Rozumowanie nasze 
będzie też prawdziwewna­
stępujących przypadkach: 
1) an I Ibn, a~= b: (rys. yn xn 
113), 2) a11 = b'\ a;l I/ b;l ~ 
(rys. 114) i 3) a 11 li b 11

, 

.a~ = bn, b~ = an (rys. 115). Rys. 113. Rys. 114. Rys. 115. 
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W pierwszym przypadku pomocnicza płaszczyzna a schodzi się 

z elementem fl, oraz płaszczyzna y nakrywa się z elementem ó; pła­

szczyzny s I I <p przecinają płaszczyznę poziomo-rzucającą y = ó w pro­
stych a I I b. W drugim przypadku płaszczyzna aksonometrycznie-rzuca­
jąca s = p przecina płaszczyzny y I I ó w prostych równoległych a I I b. 

zn 
W trzecim przypadku schodzą się płaszczyzny a = (JJ 

i f1 = s, ale elementy s I I (JJ i y I I ó wyznaczają krawę­
dzie : a = y s i b = ó p, które są prostemi równoległemL 

' bn-=bh an =an on Gdybyśmy jednak (rys. 116) przyjęli, że an= a:,. 

yn 

Rys. 116. 

'/) bn = b:, przyczem an I I bn I I zn' to wówczas owe rzuty 
aksonometryczne nie ustalają wcale (por. ust. 19i 
rys. 31) położenia prostych a i ·b w przestrzeni. O ile . 
spełniony będzie dodątkowy warunek: a~ I I b~ lub 

a~' I I b~', to wówczas - jak z łatwością wykazać możemy - ustalone 
będzie położenie prostych równoległych a I I b. 

yn 

Rys. 117. 

W zupełnie analogiczny sposób wykażemy, że 
skoro dwie pary równoimiennych rzutów np.: a~ I I b;; 
i a~' I I b~', pewnych prostych są elementami równo­
ległemi, to również i owe proste a, b są do siebie, 
równoległe. Pominąć musimy oczywiście przypadek, 
podany na rys. 117. Wprawdzie spełnione są wa­
runki: a~ I I b: i a~' I I b:', ale owe rzuty nie wyzna­
czają położenia prostych a I I J"C1 i b / I J"C1 w przestrzeni. 
Na rys. 117, przez wkreślenie aksonometrji an i bn „ 
ustalone zostało położenie prostych a i b; owe 

proste nie są wcale równoległe, tylko skośne. 
Wynikiem rozważań naszych jest następujące 
Twierdzenie: Jeżeli dwie pary równoimiennych rzutów aksonome­

trycznych dwóch prostych są odpowiednio p10stemi równoleglemi i wy­
starczają do ustalenia położenia owych prostych w przestrzeni, to uwa­
żane proste są do siebie równolegle. 

36. O równoległości prostej i płaszczyzny. Wiadomo nam 
z rozważań ust. 4, że: 
prosta r jest równoległą do danej 
płaszczyzny a wówczas, jeżeli r 
jest równoległą do dowolnej pro­
stej, która leży na płaszczyźnie a. 

płaszczyzna a jest równoległą do da­
nej prostej r wówczas, jeżeli a prze­
chodzi przez dowolną prostą, która 
jest równoległą do owej prostej r. 

Korzystając z tych zależności, rozwiązać możemy bezpośrednio na­
stępujące 

Zadanie 1 : Przez dany punkt P (Pn, P:) poprowadzić prostą r 
równoległą do danej płaszczyzny a. 



36. O równoległości prostej i płaszczyzny. 81 

Ro z wiąz a n ie : Niechaj daną będzie (rys. 118) płaszczyzna a = b c, 
określona dwiema prostemi b (bn, b:) i c (en, c:), przecinającemi się 

w punkcie A (An, A~). Celem rozwiązania naszego zadania, należy na 
danej płaszczyźnie a przyjąć (por. ust. 27) dowolną prostą Z (zn = 1n 2n, 
z:= 1: 2:), a następnie przez dany punkt P poprowadzić prostą r, 
równoległą do pomoc­
niczego promienia Z. 
Z punktu pn wy­
kreślmy prostą~ / I zn, 
a z punktu P: prostą 
r: I I z:, to elementy te 
są rzutami aksono­
metrycznemi prostej 
wynikowej r. 

Narys.119 akso­
nometrje h: i V: dwóch 
śladów poziomego ha 

Rys. 119. 

i pionowego v0 wyznaczają płaszczyznę a. Na tej płaszczyźnie leży 

prosta Z (zn = Hr V;r, z: = Hr V:), a prosta wynikowa r przechodzi przez 
dany punkt P i jest równoległą do Z. 

Uwaga: Zadanie 1 posiada nieograniczoną ilość rozwiązań; zmieniając bowiem 
na płaszczyźnie a położenie pomocniczej prostej I (In, z:), za każdym razem otrzymamy 
inną prostą r. Wszystkie proste r, otrzymane w ten sposób, leżą (ust. 4) ną płaszczyź­
nie P r.ównoległej do a. 

Ćwiczenie 1: Zadanie 1 rozwiązać, jeśli dana jest płaszczyzna: a) a li x, b) a li y, 
c) all z, d} a l. x, e) allni, I) a 1- n8 • 

Zadanie 2: Dane są dowolna płaszczyzna a, punkt P (P,,, P~) i pro­
sta r~, przechodząca przez punkt P:. Uważając element r: za aksono­
metrję rzutu poziomego r' takiej prostej r, która przechodzi przez punkt P 
i jest równoległą do płaszczyzny a, - należy skonstruować aksonome­
trję rn owej prostej r. 

Rozwiązanie: Wykreślmy (rys. 118 i 119) prostą z: lir: i wy­
znaczmy (ust. 27) aksonometrję zn tak, aby_ otrzymana w ten sposób 
prosta Z (Z:, zn) leżała na danej płaszczyźnie a. Prosta rn~ wykreślona 

z punktu pn równolegle do elementu zn, rozwiązuje zadanie. Zauważyć 
należy, że zadanie 2 posiada jedno i tylko jedno rozwiązanie. 

Ćwiczenie 2: Poprzednie zadanie rozwiązać, jeśli dana prosta r~ spełnia warunki: 
a) r~ li xn, b) r~ I/ yn, c) r~ 1- zn. 

Ćwiczenie 3: Daną jest aksonometrja rn prostej r, która przechodzi przez dany 
punkt P (Pn, P;) i jest równoległą do danej płaszczyzny a (h;, v;). Skonstruować należy 
aksonometrję r; rzutu pionowego prostej r. 

Ćwiczenie 4: W ćwiczeniu 3 wyznaczyć taką prostą r li a i przechodzącą przez P, 
dla której aksonometrja rn spełnia warunki: a) rn li xn.,. b) rn li yn, c) rn 1.. zn. 

Plamitzer. Aksonometrja prostokątna. 6 
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Zadanie 3: Dane są dwie płaszczyzny a (h::, v::) i fJ (h§, vjj), oraz 
dowolny punkt P (Pn, P~). Przez ten punkt należy poprowadzić prostą r, 
równoległą do płaszczyzn a i f]. 

Rozwiązanie: Wyznaczmy (ust. 31) krawędź c = a{J przecięcia 
się danych płaszczyzn, następnie poprowadźmy przez punkt P prostą 
1 I I c. Otrzymana prosta r rozwiązuje zadanie, gdyż r jest równoległą do 
takiej prostej c, która leży na płaszczyźnie a i na płaszczyźnie {J. 

Rys. 120. 

Zadanie 4: Wyznaczyć rzuty aksonometrycz­
ne takiej prostej r, któ­
raby przeszła przez 
danypunktP(P', P~), 
oraz była równoległą 
do danej płaszczyzny 
a (h::, v::) i do rzutni 
poziomej n1 • 

Rozwiązanie: 

Prosta , musi być 

Rys. 121. 

równoległą do krawędzi ha= au1 • Rzuty aksonometryczne elementu r 
-są (rys. 120) promieniami: rn I I r: ·I/ h::, r~ I I xn, r':i' I I y". 

Na rys. 121 wykreślono rzuty r11 I I r;; / I v;, r: I I xn prostej r równo­
ległej do śladu pionowego Va płaszczyzny a. Prosta r spełnia warunki : 
r fi a, r I/ J"t2. 

Ćwiczenie 5: Przez punkt P (Pn, P:) poprowadzić taką prostą r (rn, r~), która jest 
równoległą do danej płaszczyzny a (hn, vn) i do rzutni aksonometrycznej. (Prosta r jest 
równoległą do śladu . ak:sonometrycz~eg; sa = a nit płaszczy~ny a). 

Ćwiczenie 6: Zadanie 3 rozwiązać, jeśli jedna z danych płaszczyzn' spełnia wa­
runki: a) a//z, b) a//y, c) a//x, d) a_J_ z, e) a J_ y, f) a J_ :ra. 

Zadanie 5: Dane są punkt A (An, A~) i prosta r (r", r~)- Przez 
punkt A poprowadzić płaszczyznę (a h::, v::), równoległą do prostej r. 

Rozwiązanie: Celem rozwiązania tego zadania, wykreślmy (rys. 118 
i 119) rzuty aksonometryczne In i /~ takiej prostej /, która jest równo­
ległą do danej prostej r. Pomocnicza prosta l i dany punkt A określają 

płaszczyznę a= l A, która spełnia warunki 
rn zadania. Istnieje nieograniczona ilość roz­

wiązań, które zależą od położenia kon­
strukcyjnej prostej ·/ I I r. 

Bardzo często jednak korzystamy z ta­
kiej pomocniczej prostej l /Ir, która (rys. 122) 
przechodzi przez dany punkt A (An, A~)­
W szystkie płaszczyzny: a, {J, y I I x, ... , które 
przechodzą (ust. 30) przez pomocniczą pro-

. Rys. 122. · stą l W, z:), -rozwiązują zadanie. 
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Zadanie 6: Dane są dwie proste skośne a (an, a~) i b (bn, b:), oraz 
<iowolny punkt P (Pn, P:). Przez ten punkt poprowadzić płaszczyznę a, 
równoległą do prostych skośnych a i b. 

Ro z wiąz a n ie: Przez punkt P (Pn, P:) poprowadźmy dwie pro­
ste: c I I a i d I I b. Wszystkie płaszczyzny, które przechodzą przez P i są 
równoległe do prostej a, przechodzą przez prostą e (en I I an, c~ / I a~). 
Podobnie każda płaszczyzna, poprowadzona przez punkt P równolegle 
-do prostej b, zawiera prostą d (d n, d:). Istnieje zatem jedna i tylko 

_ jedna płaszczyzna s = cd, określona pomocniczemi prostenii e i d, która 
spełnia warunki zadania. 

Ćwiczenie 7: Rozwiązać zadanie 6 w następujących przypadkach : 

a) a //n1, b//n.i, ; d) a J_ ni, b//n1 ; g) a // x, b dowolna. 
b) a //ni, b//n3 ; ej a J_ n.i,, b//n2 ; h) a// x, b// y. · 
c) a /In.i. , b//na; f ) a J_ na, b//1½. i i) a// x, b//n3. 

Zadanie 7: Przez daną prostą a (an, a'n) poprowadzić płaszczyznę a, 
równoległą do danej prostej b ( bn, b ~ ). 

Rozwiązanie: Na promieniu a obierzmy dowolny punkt C (C11
, c:) 

i poprowadźmy przezeń taką prostą l, która jest równoległą do prostej b. 
Płaszczyzna s = al, określona prostemi a i l, rozwiązuje zadanie. 

Ćwiczenie 8: Rozwiązać zadanie 7, jeżeli położenie danych prostych skośnych 
,a i b określone jest warunkami, podanemi w ćwiczeniu 7. 

Ćwicz:enie 9: Dane śą prosta r (rn, r:) i aksonometrja h: śladu poziomego pła­
-szczyzny a, która jest równoległ·ą do prostej r. Należy skonstruować aksonometrje v: i k~z 
-d. wóch dalszych śladów owej płaszczyzny a. 

Zadanie 8: Dane są trzy pr_oste skośne a (a 1
' , a:,), b (b 11

, b:) 
j e (e 11

, c:). Wyznaczyć należy rzuty aksonometryczne takiej prostej, 
któraby przecinała się z prostemi a i b, oraz była równoległą do prostej e. 

Ro z wiąz a n ie 1: Wszystkie proste, które przecinają prostą a i są 
równoległe do prostej e, leżą na płaszczyźnie a, przechodzącej przez 
promień a i równoległej do elementu e (por. zad. 7). Podobnie wszystkie 
proste, przecinające prostą b i równoległe do promienia c, przynależą do 
płaszczyzny {J , która przechodzi przez b i jest równoległą do e. Krawędź 
r = a{J, przecięcia się pomocniczych płaszczyzn a i {J, rozwiązuje zadanie. 

Ro z wiąz a n ie 2: Przez prostą a poprowadźmy płaszczyznę a I I c 
i wyznaczmy punkt B = ba przebicia się danej prostej b z płaszczyzną a. 
Przez punkt B poprowadźmy następnie prostą r równoległą do trzeciej 
danej prostej c. Otrzymana w ten sposób prosta r jest elementem wy­
nikowym, gdyż spełnia warunki zadania. 

37. Płaszczyzny równoległe. Z rozważań ust. 31 wiadomo nam, 
że: dla płaszczyzn r_ównoległych aksonometrje ich jednoimiennych śla­
dów (poziomych, pionowych, wzgl bocznych) są prostemi równoległemi. 

6* 
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Obierzmy na rys. 123 dowolny ostrokątny 

trójkąt śladów aksonometrycznych (s1 s2 s3), 

oraz aksonometrje h~ I I hp, v~ I I vp i k; I I k p 
śladów dwóch płaszczyzn równoległych a i /J. 
Skoro płaszczyzny a I/ fJ przetniemy rzutnią 
aksonometryczną 1'Ca, to otrzymane w ten 
sposób ślady aksonometryczne sa i SfJ tych 
płaszczyzn są (ust. 4) prostemi równoległe­
mi: ,sal/ SfJ· A zatem wypowiedzieć może• 

Rys. 123. my następujące 
Twierdzenie: Dla. płaszczyzn równole­

głych ich ślady aksonometryczne, oraz aksonometrje róumoimiennych śla­
dów (poziomych, pionowych, wzgl. bocznych) są parami do siebie rów­
nolegle. 

Niechaj dane będą takie dwie płaszczyzny a i /J, dla których 
(rys. 123) aksonometrje śladów np. pionowych i bocznych spełniają wa­
runki: v:: I I vp i k;: I I kp. Zbadajmy teraz, jakie zajmują położenie wzglę­
dem siebie owe płaszczyzny a i /J. W tym celu przez proste v: I I vg 
poprowadźmy dwie płaszczyzny s J_ na i <p J_ na, a następnie ·przetnijmy 
owe płaszczyzny s I I <p rzutnią pionową n1 = O s2 • Otrzymane w ten spo­
sób ślady pionowe Da= sn2 i VfJ = <pn2 uważanych płaszczyzn a i /J są 
(ust. 4) prostemi równoległemi: Va I I vp. Analogicznie wykazać możemy, 
że z zależności k: I I kp wynika związek : ka I I kfJ. Skoro przyjmiemy, że 
ślady Va I I DfJ i ka I I kp nie posiadają wspólnego kierunku (t. zn. nie są 
równoległe do osi z), to owe ślady określają (ust. 4) dwie płaszczyzny 
równoległe a I I fJ. 

Gdyby jednak, obok zależności Va I I vp i ka I I kp, wystąpił jeszcze 
(por. rys. 94) warunek trzeci: Va I I ka I I z, to wówczas uważane pła­
szczyzny a i /J byłyby równoległe do osi z. Krawędź c = afJ przecięcia 
się tych płaszczyzn może być prostą właściwą lub prostą niewłaściwą. 
Elementy a i fJ w pierwszym przypadku nie posiadają wspólnego "usta­
wienia", t. zn. nie są do siebie równoległe ; natomiast w drugim przy­
padku byłyby płaszczyznami równoległemi i przecinałyby się w kra­
wędzi c

00 = afJ. 
Przeprowadziliśmy pewne badania aksonometrji śladów pionowych 

i bocznych dwóch danych płaszczyzn a i _/J. Analogiczne rozważania 
dadzą się przeprowadzić dla dwóch innych par śladów: poziomych i pio­
nowych, poziomych i bocznych, lub pionowych va, vp i śladów aksono­
metrycznych sa, sp tych płaszczyzn. Wykazaliśmy tedy prawdziwość na­
stępującego 

Twierdzenia: Jeżeli obrazy aksonometryczne dwóch par równo­
imiennych śladów dwóch płaszczyzn są prostemi równoległemi, ale każda. 
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z tych par posiada inny kierunek, to wówczas uważane płaszczyzny są 
do siebie równolegle. 

Niechaj dana będzie dowolna płaszczyzna a i punkt P, który nie 
przynależy do elementu a. Celem wyznaczenia płaszczyzny f), przecho­
dzącej przez punkt P i równoległej do płaszczyzny a, postąpić należy 

(ust. 4) w sposób następujący: 

Przez P poprowadzić należy dwie I 
pomocnicze proste: a / I a i b I I a, to 
owe proste określają wynikową 

płaszczyznę f) = ab. 

N a a przyjąć należy dwie pomoc­
nicze proste c i d, a następnie przez 
punkt P poprowadzić płaszczyznę f), 
równoległą do tych prostych. 

Często jednak zamiast dwóch prostych a i b, wyznaczamy tylko 
jedną prostą a I I a i korzystamy z równoległości jednej z par ele-
mentów: h; li hp, v; /I vp, k; li kp, wzgl. sali SfJ. f1' 

Zadanie 1: Dane są płaszczyzna a (h::, v::) ) ·j 
i dowolny punkt P (Pn, P:). Należy skonstru- ·· : 
ować aksonometrje śladów płaszczyzny f), prze­

zn chodzącej przez 
punkt P i rów­
noległej do pła­
szczyzny a. 

Ro z wią­
z a n i e: Przez 

Rys. 124. punkt P (rys. 
124) poprowadź­

my prostą a równoległą _np. do śladu poziomego ha danej płaszczyzny a. 
Rzutami aksonometrycznemi prostej konstrukcyjnej a są elementy 
a.n I I a: I I h;. Przez ·· aksonometrję V: śladu pionowego tej prostej prze­
chodzi prosta vp I I v;, a przez punkt X§ 
promień hp I I h;. Wykreś~~E.8.-'!)!0\vyższy 
sposób proste hp i vp sąrir aksonometrjami 
śladów poziomego hfJ i pionowego vfJ pła­
szczyzny f). 

Ćwiczenie 1 : Poprzednie zadanie rozwiązać 
przy pomocy: 1) prostej a. li va (rys. 125), 2) pro­
s tej a. li ka, 3) prostej a. równoległej do śladu aksono­
metrycznego sa uważanej płaszczyzny a (rys. 126), 
4) dowolnej prostej a. I I a. 

Ćwiczenie 2: Zadanie 1 rozwiązać wówczas, 
jeżeli dana płaszczyzna a jest: a) poziomo-rzuca­
jącą (rys. 127), b) pionowo-rzucającą, c) boczno­
rzucającą. (Konstrukcja znacznie uproszczona I} 

Ćwiczenie 3: Dane są dwie proste równo- Rys. 126. 
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Rys. 128. 

ległe a (an, a:), b (bn, b~) 
i dowolnypunktP(Pn,P:). 
Przez P poprowadzić pła-­

szczynę {], równoległą do 
płaszczyzny a = a b. 

Ćwiczenie 4: Przez. 
dany punkt P (Pn, P~) po­
prowadzić (rys. 128) pła­
szczyznę e, równoległą do­
do rzutni aksonometrycz­
nej na. 

Zadanie 2: Dane są punkt A (An, A:), prosta b (bn, b:) i pła­
szczyzna y (h;, v;). Przez punkt A poprowadzić taką prostą p, któraby 
przecinała się· z prostą b i była równoległą do płaszczyzny y. 

Ro z w i ą z a n ie 1 : Wszystkie proste, które przechodzą przez 
punkt A i przecinają prostą b, leżą na płaszczyźnie c5 = Ab. Wszystkie 
proste przechodzące przez punkt A i równoległe do danej płaszczyzny y, 
przynależą do płaszczyzny 8, poprowadzonej przez A równolegle do ele­
mentu y. Krawędź p = ós, przecięcia się tych płaszczyzn c5 = Ab i 8 // y, 
rozwiązuje zadanie. 

Ro z wiąz a n ie 2: Przez dany punkt A prowadzimy płaszczyznę 8 / / r 
i wyznaczamy punkt B = b e, przebicia się danej prostej b z płaszczyzną 8. 

Punkty A i B wyznaczają prostą p = AB, która spełnia warunki zadania. 
Ćwiczenie 5: Zadanie 2 rozwiązać, jeśli położenie danych elementów b i y okre­

ślone jest warunkami: 

a) b J_ ni , Y li n1; 
b) b J_ n1, y li n2 ; 

c) b lln1, rll x; 
d) b I I n2, y J_ n 1 ; 

e) b J_ na , Y I I z. 
/) b J_ na, '}' li n1 , 

38. Proste prostopadłe. W ust. 10 wykazaliśmy, że: Rzut pro­
stokątny kąta prostego, którego jedno ramię jest równolegle do (wzgl. 
leży na) rzutni, jest kątem prostym. Korzystając z tego twierdzenia, roz­
wiązać możemy następujące 

Zadanie 1: Dany jest trójkąt śladów aksonometrycznych (s1 s2 s3) 

i dowolna prosta a (an, a:). Wyznaczyć taką prostą b, któraby leżała na 
rzutni aksonometrycznej Jta i była prostopadłą 
do promienia a. 

Rozwiązanie: W myśl powyżej wypi­
sanego twierdzenia prosta b (rys. 129) jest pro­
stopadłą do aksonometrji an prostej a. Aksono­
metrja bn prostej b zjednoczyła się z elemen­
tem b i przecina się z bokami s1 i s3 w śla­

dach : poziomym Hb = bn Si i bocznym Kb= bn S3. 

Prosta b: = Hb K: jest aksonometrją rzutu po-
Rys. 129. ziom ego b' prostej b. 



38. Proste prostopadłe. 87 

Zadanie powyższe posiada nieograniczoną ilość. rozwiązań, gdyż 

każda prosta b _L an i leżąca na rzutni na spełnia warunki zadania. Za­
uważyć również należy, że na przeprowadzenie powyższej . konstrukcji 
nie wpływa zupełnie położenie rzutu aksonometrycznego a~ danej pro­
stej a. Wyjaśnienie tej kwestji zawarte jest w zadaniu następnem. 

Zadanie 2: Na rzutni aksonometrycznej leży prosta b (bn = b, b:). 
Skonstruować należy rzuty aksonometryczne prostej a, prostopadłej do 
promienia b. 

Rozwiązanie: Aksonometrja an (rys. 129) prostej a _L b jest pro­
stopadłą do promienia b = bn, gdyż jedno ramię kąta prostego ~ ba = 90° 
leży na rzutni na. Jeżeli przez promień an poprowadzimy płaszczyznę 

a _L b czyli a _L na (prostopadłą do płaszczyzny rysunku :na), to na owej 
płaszczyżnie aksonometrycznie-rzucającej a leżeć musi oczywiście pro­
sta a. Płaszczyzna a jest prostopadłą do prostej b, przeto. każda pro:­
s ta, leżąca na a, jest prostopadłą do elementu b. Wnosimy stąd, że 

aksonometrja a~ prostej a _L b jest zupełnie dowolnym promieniem. 
Zadanie 3: Przez dany punkt P (Pn, P~) poprowadzić prostą c, 

równoległą do rzutni aksonometrycznej i prostopadłą do danej prostej 
a (an, a~). 

Rozwiązanie: Z warunków zadania: e I/ na ie _L a wynika za­
leżność: en _L an, zachodząca pomiędzy aksonometrjami prostych e i a. 
Aksonometrję en otrzymamy, jeśli (rys. 129) przez punkt pn wykreślimy 
prostą en _L an. Ponieważ e // na, przeto za pośrednictwem prostej b I I c 
i leżącej na rzutni na (por. ust. 36) - wyznaczyć możemy aksonome­
trję e~ rzutu poziomego e' wynikowej prostej e. 

Zadanie 4: Na rzutni poziomej n1 leży punkt P (Pn = P:) i pro­
sta a (an= a:). Przez punkt P _poprowadzić taką prostą b, któraby le­
żała na rzutni n1 i była prostopadłą do pro-
mienia a. 

Rozwiązanie: Przez daną prostą a (rys. 
130) poprowadźmy płaszczyznę poziomo-rzuca­
jącą s (h; = an = a~, v; // zn) i wyznaczmy jej 
ślad aksonometryczny · s 8 • Ślad pionowy v 8 tej 
płaszczyzny jest prostopadły do każdej prostej, 
leżącej na rzutni poziomej n1 , a więc v 8 jest 
również prostopadły i do prostej b. Z warun­
ków: v 8 _L b i a = h 8 _L b wynika, że szukana 
prosta b jest prostopadłą do pomocniczej pła­
szczyzny s, a tern samem jest prostopadłą też 

Rys. 130. 

do śladu s8 tej płaszczyzny. Otrzymaliśmy tedy w przestrzeni kąt pro­
sty ~ bs8 = 90°, którego ramię s8 leży na rzutni aksonometrycznej n8 • 

Rzut prostokątny owego kąta na rzutnię na jest oczywiście kątem prostym, 
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czyli innemi słowy: aksonometrja bn szukanej prostej b jest prostopadłą 
do· elementu se. Prosta bn = b:, wykreślona z punktu pn= P: prosto­

Rys. 131. 

padle do śladu aksonometrycznego se, po­
mocniczej płaszczyzny poziomo-rzucającej s, 
rozwiązuje zadanie. 

Proste a i b leżą na rzutni poziomej 
i są wzajemnie prostopadłe. Przez prostą 

b ( bn, b~) poprowadźmy (rys. 130) płaszczyz­
nę poziomo-rzucającą <p (h; = bn, k; I I z1) 
i wyznacz:q:iy ślad aksonometryczny sep tej 
płaszczyzny. Ponieważ prosta a jest prosto­
padłą do <p, P,rzeto a J_ sep, a tern samem 

aksonometrja an tej prostej spełnia też warunek prostopadłości: an J_ sep. 
Dowiedliśmy zatem prawdziwości następującego 

Twierdzenia: Jeżeli na rzutni pozźomej leżą dwie proste wzajemnie 
prostopadle, to aksonometrja (prostokątna) każdej z nich jest prostopadłą 
do śladu aksonometrycznego pomocniczej płaszczyzny poziomo-rzucającej, 
a przechodzącej przez drugą prostą. 

Zupełnie analogicznie wykazać możemy, że: Dwie proste, 
które leżą na rzutni pionowej n2 (wzgl. bocznej n8) i są wza­
jemnie prostopadłe, posiadają tę własność, że aksonometrja 
każdej z nich jest prostopadłą do śladu aksonometrycznego 
pomocniczej płaszczyzny, która przechodzi przez drugą prostą 
i jest prostopadłą do rzutni pionowej n2 (wzgl. rzutni bocznej n8). 

N a rys. 131 wykreślono obrazy aksonometryczne dwóch prostych 
a J_ b, które leżą na rzutni pionowej n2 • 

39. Prosta prostopadła do płaszczyzny. Przez dowolny punkt 
P (Pn, P:) poprowadźmy (rys. 132) prostą p prostopadłą do danej pła­
szczyzny a (h:, v::). Prosta p jest prostopadłą do każdej prostej, leżącej 
na płaszczyźnie a, więc prosta p spełnia następujące warunki: p J_ ha, 
p J_ Va, p J_ ka i p J_ Sa• Weźmy pod uwagę kąt prosty 0:psa = 90°, za­
warty pomiędzy prostą p i śladem aksonometrycznym sa danej pła­

szczyzny a. Ponieważ ramię sa tego kąta leży na rzutni na, przeto 
(ust. 10) rzut aksonometryczny owego kąta jest kątem prostym. Wno­
simy stąd, że aksonometrja pn uważanej prostej p jest pro st opadłą 
do śladu aksonometrycznego sa płaszczyzny a. 

Z warunku prostopadłości p J_ ha wynika, że rzut poziomy p' 
prostej p jest prostopadły do śladu poziomego ha płaszczyzny a, 
gdyż ramię ha kąta prostego 0: p ha = 90° przynależy do rzutni po­
ziomej n1 • 
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Na rzutni poziomej n1 otrzymaliśmy tedy dwie proste prostopadłe 

p' J_ ha . Skoro przez prostą ha poprowadzimy (rys. 132) płaszczyznę po­
ziomo-rzucającą s (h; = h~, v;), to (ust. 38) 
aksonometrja p~ promienia p' jest prostopadłą 
do śladu aksonometrycznego se pomocnicz·ej 
płaszczyzny s. Dla prostej p J_ a rzuty akso­
nometryczne pn i p~ są zatem elementami : 
pn J_ Sa, p~ J_ Se . 

Twierdzenie: Jeżeli prosta p jest pro­
stopadłą do płaszczyzny a, to jej aksono­
metrja pn jest prostopadłą do śladu aksono­
metrycznego sa tej płaszczyzny, a aksono-

• metrja p: rzutu poziomego owej prostej p jest 
Rys. 132. 

prostopadłą do śladu aksonometrycznego se pomocniczej płaszczyzny pozio­
mo-rzucającej e, poprowadzonej przez ślad poziomy ha danej płaszczyzny a. 

W zupełnie analogiczny sposób wykazać możemy, że dla prostej 
p J_ a aksonometrjap~ jej rzutu pionowego p" 
jest prostopadła do śladu aksonometrycz­
nego s0 (rys. 133) pomocniczej płaszczyzny 
ó J_ n2 , która przechodzi przez ślad pionowy va 
-danej płaszczyzny a (k:;; v~'). Skoro przez 
·ślad boczny ka płaszczyzny a poprowadzimy 
płaszczyznę <p J_ n3 , to do śladu aksonome­
trycznego s<p prostopadłą będzie aksonometrja 
p~' rzutu bocznego p"' uważanej prostej p. 

s, 

Rys. 133. 

Ćwiczenie 1 : Przez dany punkt P (Pn, P ' ) 
poprowadzić (rysunek 132) prostą p, prostopadli do danej płaszczyzny a (h::, v:). 

Ćwiczenie 2: Wykreślić rzuty aksonometryczne prostej p, prostopadłej do danej 
_płaszczyzny a (v::, k:;), jeśli owa prosta p przechodzi przez punkt P, dla którego dane 
są rzuty : a) pn i P;, b) pn i P;;', c) P~ i P~' (por. rys. 133), d) P~ i P:, e) P~ i P;;' . 

Zadanie 1: Przez dany punkt P (Pn, P~) poprowadzić prostą p , 
-prostopadłą do · płaszczyzny poziomo-rzucającej a (h:, v; I I zn). 

Ro z wiąz a n ie: Z łatwością zauważymy, że dla płaszczyzny 

-a J_ n1 konstrukcja ogrom­
nie się upraszcza. W tym 
wypadku bowiem (por. 
rys. 134) pomocnicza pła­
·szczyzna s, poprowadzo­
na przez ha prostopadle 
ido rzutni n1 , zjednoczy 
się z daną płaszczyzną a. 
Rzuty aksonometryczne ~ Rys. 134. Rys. 138. 
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i p: prostej p są prostopadłe do śladu aksonometrycznego sa pła­
szczyzny a. 

Ćwiczenie 3: Ćwiczenie 1 rozwiązać wówczas, jeżeli dana płaszczyzna a jest ele­
mentem: a) a J_ n 2 , b) a J_ n 3 c) a J_ n 8 (por. rys. 135), d) a// n1 , e) a//n2 , f ) a//n3 , 

g) a// x, h) a przechodzi przez oś y , ź) a określona jest dwiema prostemi równoległemi.. 
Ćwiczenie 4: Przez dany punkt A (An , A' ) poprowadzić prostą c, prostopadłą do 

rzutni aksonometrycznej na (por. rys. 42). n 

40. Płaszczyzna prostopadła do prostej. Płaszczyzna a jest 
prostopadła do danej prostej p wówczas, jeżeli (por. ust. 4) przechodzi 
przez dwie proste, prostopadłe do · danego promienia p. Każda prosta, 
leżąca na płaszczyźnie a _L p, jest prostopadła do elementu p, a zatem 
spełnione są również następujące warunki prostopadłości : ha _L p, Va _L p, 
ka _L p i sa _L p. Z powyższych związków wynikają bezpośrednio (por. 
ust. 39>' zależności: ha _L p', Va _L p", ka _L p'" i Sa _L pn. Ślad aksonąme- . 
tryczny sa płaszczyzny a _L p jest zatem prostopadły (rys. 136) do akso­

Rys. 136. 

nometrii pn danej prostej p. Przez ślad poziomy 
Hs = Sa S1 prostej Sa przejdzie oczywiście ślad 

poziomy ha szukanej płaszczyzny a. Ponieważ 

jednak ha jest prostą, która leży na rzutni po­
ziomej n:1 i jest prostopadłą do rz_utu pozio­
mego p' danej prostej p , przeto z rozważań ust. 38 
wynika, że: aksonometria h;: promienia ha jest 
prostopadła do śladu aksonometrycznego se po­
mocnic~ej płaszczyzny s _L n 1 , a przechodzącej 

przez prostą p'. Dla płaszczyzny s skonstruowa­
liśmy aksonometrje h; = p: i k; // zn dwóch jej 

śladów poziomego he= p' i bocznego k e, a następnie ślad aksonome­
tryczny se= H K. Prosta h;:, wykreślona z punktu Hs prostopadle do 
elementu se, jest aksonometrją śladu poziomego ha płaszczyzny a _L p. 
Przez punkty Vs i X;:= h;: xn przechodzi aksonometria v;: = Vs X~' śladu 
pionowego płaszczyzny a. - Z rozważań naszych wynika następujące 

Twierdzenie: Jeżeli płaszczyzna a jest prostopadła do danej pro­
stej p, to jej ślad aksonometryczny Sa jest ·prostopadły do aksonometrji pn 
owej prostej, a aksonometrja h;: śladu poziomego płaszczyzny a jest pro­
stopadła do śladu aksonometrycznego se pomocniczej płaszczyzny pozio­
mo-rzucającej s, poprowadzonej przez rzut poziomy p' danej prostej p .. 

Z łatwością wykazać możemy, że dla płaszczyzny a _L p aksono­
metrj a v:: śladu pionowego tej płaszczyzny jest prostopadła do śladu só 
płaszczyzny <5 _L n:2 , a przechodzącej przez rzut plonowy p" prostej p. 
Podobnie aksonometrja k~1

, śladu bocznego ka uważanej płaszczyzny a _L p„ 
jest prostopadła do śladu aksonometrycznego s <p płaszczyzny p _L n:8„ 
która przechodzi przez rzut boczny p"' danej prostej p. . . 
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Zadanie 1: Dane są prosta p (pn I I p:), równoległa do rzutni po­
ziomej i dowolny punkt P (Pn, P:). Przez punkt P poprowadzić pła­

szczyznę {J, prostopadłą do prostej p. 
Rozwiązanie: Ponieważ p li ~1 , przeto płaszczyzna {3 J_ p jest 

płaszczyzną poziomo-rzucającą. Dla płaszczyzny fJ wystarczy skonstruo­
wa~ ślad sp, który jest prostą pr?stopadłą do elementu pn. W tym celu 
wykreślmy (por. rys. 134) prostą sa J_ pn i uważajmy ją za ślad akso­
nometryczny płaszczyzny a J_ p i a J_ ~ 1 • Przez ślady V i H owej pro­
stej sa przejdą aksonometrje v: I I zn i h: śladów pionowego Va i pozio­
mego h a pomocniczej płaszczyzny poziomo-rzucającej a. Następnie 
przez dany punkt P (Pn, P:) poprowadzimy płaszczyznę fJ tf a (por. rys. 127), 
to otrzymana w ten sposób płaszc_zyzna fJ spełnia warunki zadania. 

Ćwiczenie 1: Rozwiązać zadanie 1, jeżeli dana jest prosta p: a) p li n 2, b) p li n 3~ 

c) p I I na, d) p leży na rzutni ni, (n 2, wzgl. n 3). 

Zadanie 2: Dana jest dowolna prosta p (pn, p:) i punkt A (An, A~)­
Przez ów punkt należy poprow_adzić płaszczyznę /J, prostopadłą do prostej p. 

Rozwiązanie 1: Na rys. 137 
wyznaczono najpierw płaszczyznę a 
prostopadłą do danej prostej p (pn, p~), 
a następnie przez dany punkt A (An, A:) 
poprowadzono płaszczyznę fJ I I a. W tym 
celu przez prostą p przesunięto pła­

szczyznę poziomo-rzucającą s (h; = p~, 
v; I I zn), a następnie z dowolnego punktu 
H1 prostej s1 wykreślono proste: s

0 
J_ pn 

i h~ J_ s8 • Pierwsza z nich jest śladem 
aksonometrycznym, a druga aksono-
metrją śladu poziomego ha płaszczyzny Rys. 137. 

a J_ p. Do wyznaczenia płaszczyzny fJ 

n / 

Rys. 138 1
) . 

użyto prostej c (en lic~ I/ h;), przechodzącej 
przez punkt A i równoległej do śladu ha pła­
szczyzny a. 

Rozwiązanie 2: Płaszczyzna {J , która 
przechodzi przez punkt A i jest prostopadła 
do prostej p, posiada tę własność, że każda 
prosta na niej leżąca jest prostopadłą do 
danego promienia p. Przez punkt A popro­
wadźmy (rys. 138) taką prostą pomocni­
czą e, któraby leżała na płaszczyźnie fJ 
i była równoległą do rzutni aksonometrycz-

1) Na rysunku prostą v; oznaczyć należy symbolem k;. 
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nej na. Owa prosta e spełnia zatem warunki: e _L p i e I I na, przeto jej akso­
nometrja e11 jest prostopadłą do elementu pn. Aby skonstruować rzut e;, 
prostej e I I na, obieramy na rzutni na prostą Z W I/ en, Z~) równoległą do 
promienia e i przez punkt A~ kreślimy prostą e~ I I z:. Przez punkt 
H: = zn z:, t. zn. przez aksonometrję śladu poziomego He pomocniczej 
prostej e, przechodzi prosta hp _L s8 , a przez punkty Hs = hp s1 i Xp = h~ xll 
elementy ss _L pn i v}j = XiJ ~-

Ćwiczenie 2: Rozwiązać zadanie 2, jeżeli dane są elementy: 

a.) p (pn, p~) i A (An, A:); 
b) p (pn, p:'> i A (An, A'~'); 
c) p (p:, p;) i A (A~, A~); 

41. Płaszczyzny prostopadłe. Z rozważań ust. 4 wiadomo nam, 
że płaszczyzna /3 jest prostopadła do danej płaszczyzny a wówczas, 
jeśli ft przechodzi przez prostą p _L .a, lub też jeśli /3 jest prostopadła 

do pomocniczej prostej a, która leży na płaszczyźnie a. Korzystając 

z tych zależności, rozwiązać możemy następujące 
Zadanie 1: Dane są prosta Z (zn, z:) i płaszczyzna a (h:, v:). Przez 

prostą Z poprowadzić płaszczyznę {3, prostopadłą do płaszczyzny a. 
Ro z wiąz a n ie: N a danej prostej Z obierzmy dowolny punkt 

A (A 11
, A~) i poprowadźmy przezeń prostą p (pn, p:), prostopadłą do pła­

szczyzny a. Płaszczyzna f3 = Zp, określona prostemi Zip, rozwiązuje zadanie. 
,Ćwiczenie 1: Powyższe zadanie rozwiązać, jeśli: 

,a) l li n1, a= 1½, d) l = x, a dowolna, g) l leży na n1, a 1- n2 

,b} l li n 2, a= na, e) l 1- n 2, a= xA, h) l ,, ,, n 3, a 1- na 
c) l li na , a 1- ni, f) l 1- ni, a= na , i) l ,, ,, na, a li x. 

Zadanie 2: Dane są dwie płaszczyzny a (h:, v:) i /3 (hp, v§), oraz 
dowolny punkt P (Pn, P:). Przez ten punkt poprowadzić płaszczyznę s, 
:_prostopadłą do danych płaszczyzn. 

Ro z wiąz a n i-e 1 : Przez punkt P poprowadźmy proste a _La i b _L /3. 
Płaszczyzna s =ab, określona prostemi a i b, spełnia warunki zadania. 

Rozwiązanie 2: Wyznaczmy krawędź c=a/3, przecięcia się danych 
płaszczyzn a i /3. Przez dany punkt P poprowadźmy następnie płaszczyznę 
s _L c, to płaszczyzna s jest prostopadłą do danych płaszczyzn a i /3. 

Ćwiczenie 2: Zadanie 2 rozwiązać, jeśli zamiast dowolnej płaszczyzny fJ dana 
jest rzutnia: a) n1, b) n 2, c) n 3, d) na . 

Zadanie .3: Przez dany punkt P (pn, P~) poprowadzić płaszczyznę s, 
prostopadłą do danej płaszczyzny a (h:, v:) i równoległą do dowolnej 
prostej Z W, l~). 

Ro z wł ą z a n ie -: Z punktu P wykreślmy prostą p _L a oraz prostą 
r I I l. Płaszczyzna s = p r, określona prostemi p i r, spełnia warunki zadania. 

ÓWiczenie 3: Zadanie 3 rozwiązać, jeśli położenie prostej l określone jest wa­
_runkami, _podanemi w ćwiczeniu 1. 



Rozdział VI. 

Obroty. Zmiana rzutni. 

42. Ogólne uwagi o obrotach. Niechaj daną będzie w prze­
strzeni stała (nieruchoma) prosta l i dowolny utwór geometryczny I' 
(np. wielokąt, wielościan, linja krzywa lub powierzchnia). Przez poszcze­
gólne punkty A, B, . . . utworu· I' (rys. 139) poprowadźmy płaszczyzny: 

a l l, P _L l, . .. , prostopadłe do stałej prostej l 
i wyznaczmy punkty C = la, C1 = l P, ... , prze­
bicia się danego promienia l z płaszczyznami 
a, P,.. . Ponieważ płaszczyzna a jest prosto­
padłą do l, przeto odcinek CA jest prostopadły 
do elementu I i wyraża „odległość" punktu A 
od stałej prostej l. Podobnie dalsze odcinki 
C1 B, . . . są prostopadłe do prostej l i wyrażają 
odległości poszczególnych punktów B, ... od pro­
stej l. Promieniami r= CA, r1 = C1 B, .. ~ zakreśl-
my odpow. na płaszczyznach a, p, ... koła k, k1,••· Rys. 139. 
dla których punkty C, C1 ,... są ich środkami. 

Uważany utwór geometryczny I' niechaj zmienia swoje położenia 
w przestrzeni w ten sposób, aby: 1) poszczególne punkty A, B, ... tego 
utworu poruszały się odpowiednio po kołach k, k1 , ••• , 2) promienie r = CA, 
r1 = C1 B,... odchylały się równocześnie od swych pierwotnych poło­

żeń w tym samym kierunku i o ten sam kąt <p. Określone w ten spo­
sób zmiany położenia utworu I' w przestrzeni nazywamy ruchem 
obrotowy m sztywnego utworu geometrycznego I' około stałej (nie­
ruchomej) os i obrotu l. Podczas tego obrotu każdy punkt A utworu I' 
porusza się zatem po kole k, leżącem w płaszczyźnie a _L l; środkjem 
koła k jest punkt C = la, a promieniem odcinek r = CA. Ogromnie sil­
nie podkreślić musimy, że w czasie obrotu utworu I' - wzajemne 
odległości pomiędzy poszczególnemi punktami A, B,... uważanego 

utworu I' nie ulegają zmianom. Rozważamy zatem tylko obroty utwo­
rów „sztywnych". 
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Płaszczyzna a, poprowadzona przez uważany punkt A prost op ad 1 e 
do osi obrotu l, jest płaszczy z n ą obrotu dla punktu A. Punkt C = la, 
w którym oś obrotu l przebija płaszczyznę obrotu a, nazywamy 
środkiem obrotu. Odcinek r = CA, wyrażający odległość danego 
punktu A od środka obrotu C, wzgl. od osi obrotu l, jest promie n iem 
obrotu dla punktu A. 

Na rys. 139 wkreślono dwie płaszczyzny obrotu a _L l i fl J__ l dla 
punktów A, B~ oraz zaznaczono obrót odcinka AB, dokoła nieruchomej 
osi Z o kąt ~ <p. Dany odcinek AB po dokonanym obrocie zajął nowe 

położenie A1 B1 , przyczem obydwa odcinki AB 
i A1 B1 są skośne względem stałej osi obrotu l. 
Na· rys. 140 przyjęto taki odcinek AB, którego 
punkt B leży na osi obrotu l. Ponieważ punkt B 
nie zmienia swego położenia podczas dokonywa­
nego obrotu, przeto wystarczy obrócić punkt A 
·około osi Z o ~ <p1 , aby uzyskać odcinek A1 B. 
Weźmy wreszcie pod uwagę płaszczyznę s = Al, 
określoną punktem A i prostą Z. Aby obrócić pła-

Rys. 140. szczyznę s dokoła osi Z, 1 e ż ą ce j na tej pła-

. szczyźnie, wystarczy obrócić dowolny punkt A 
płaszczy.z-ny s około osi obrotu l. Po dokonanym obrocie o ~ 'A, uwa­
żana płaszczyzna s = A Z zajmie nowe położenie, a mianowicie: s1 = A1 l. 

W następnych ustępach zajmiemy się kwestją konstrukcyjnego 
przeprowadzenia problemu obrotów w metodzie aksonometrji prosto­
kątnej. Rozważać będziemy obroty punktów, prostych i płaszczyzn około 
stałej osi obrotu ,f, przyczem owa oś l zajmować będzie położenie do~ 
wolne w przestrzeni albo też położenie szczególne względem rzutni n1 , 

n2 , n8 i na. W aksonometrji prostokątnej ogromnie ważną rolę odgrywają 
obroty elementów zasadniczych (t. j. punktów, prostych i płaszczyzn) 
około osi, leżących na rzutni aksonometrycznej. Dowolną płaszczyznę a, 
wraz z prostemi i punktami na niej leżącemi, obrócić możemy około 

śladu aksonometrycznego sa = a na o taki kąt, aby po dokonanym obro­
cie owa płaszczyzna a zjednoczyła się (padła na, nakryła się) z rzutnią 
aksonometryczną 1'ta• Powiadamy wówczas, że wykonaliśmy "kład" pła­
szczyzny a (wraz z jej punktami i prostemi) na rzutnię na. W czasie 
tego obrotu wzajemne ugrupowanie punktów i prostych, które leżą na 
płaszczyźnie a, . nie ulega zmianie. Przez kład płaszczyzny a 
(wzgl. punktu A) na rzutnię aksonometryczną na rozumiemy 
zatem taki obrót płaszczyzny a około je śladu aksonome­
trycznego sa (wzgl. punktu A około osi leżącej na rzutni na), że po 
dokonanym obrocie owa płaszczyzna (wzgl. ów punkt) zjed­
noczy się z rzutnią~-
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Często jednak będziemy się posługiwać też kładami płaszczyzny a 
na płaszczyznę s r ó w n o legł ą do rzutni aksonometrycznej Jt8 • Osią 

-obrotu będzie wówczas krawędź e = a s, przecięcia się danej płaszczyzny a 
z płaszczyzną s. 

43. Oś obrotu prostopadła do rzutni aksonometrycznej. 
Obierzmy (rys. 141) prostą l W, z: _L s1 ) prostopadłą do płaszczyzny rysun­
ku Jta, oraz dowolny punkt A = An leżący na rzutni aksonometrycz­
nej Jt8 • Prostą l uważajmy za oś obrotu i obróćmy dokoła niej dany 
punkt A o dowolny kąt <p. 

Zanim przystąpimy do konstrukcyjnego rozwiązania tego-zagadnie­
nia, wypowiemy pewną uwagę. W każdej metodzie geometrji wykreślnej, 
gdy chodzi o problem obrotów, należy ustalić przedewszystkiem: 1) oś 
obrotu, 2) płaszczyznę obrotu, 3) środek obrotu i 4) promień obrotu, 
a wówczas rozwiązanie odnośnego zagadnienia nie nastręczy zbytnich 
trudności. 

W naszym przykładzie dana jest oś obrotu l _L Jt8 • Płaszczyzna 

-obrotu, poprowadzona z danego punktu A (rys. 141) prostopadle do osi l , 
nakrywa się z rzutnią aksonometryczną 
(płaszczyzną rysunku) Jt8 • Aby wyzna­
czyć środek obrotu sł= l J"ta, t. j. punkt 
przebicia się osi l z płaszczyzną obro­
tu Jta, przesuńmy np. płaszczyznę akso­
nometrycznie-rzucającą s = ZA. Prosta 
s 8 = A Sł jest oczywiście śladem akso­
nometrycznym pomocniczej płaszczyzny 
s _L Jt8 • Skoro dla prostej s8 = AS = Hs Ks 
wyznaczymy aksonometrję s: = H s K;1 

jej rzutu poziomego s', to owa prosta 
przetnie się z elementem z: w szuka-
nym punkcie s;t = s: (1 • Środek obrotu Rys. 141. 

sł (St , s:) i dany punkt A (A = An) 
wyznaczają promień obrotu r = Sł A, który zjednoczył się ze śladem s8 • 

Odcinki r = rn = SłA = S1 An i r~ = s:A~ są rzutami aksonometrycz­
nemi owego promienia ol:)rotu. 

Teraz dopiero przystąpić możemy do rozwiązania właściwego za­
dania: obrotu punktu. A około osi l o da.oy 1:. <p. Punkt A w czasie 
obrotu porusza się po kole k, o środku Sł i promieniu r= S,A, które 
leży na płaszczyźnie obrotu Jt8 • Po dokonanym obrocie punkt A zajmie 
nowe położenie A1 , a promień r = S,A nowe położenie r1 = S,A1 • Za po­
średnictwem śladu pionowego V = r1 s2 promienia r1 , wyznaczymy naj­
pierw rzut r;,1 = s: V~, a następnie aksonometrję , A~n rzutu poziomego A~ 
wynikowego punktu A1 • 
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Zadanie: Dane są trójkąt śladów aksonometrycznych, prosta 
Z W, Z~ _L s1) prostopadła do rzutni aksonometrycznej ua i dowolny punkt 
A (An, A~)- Należy obrócić punkt A dokoła osi l o dowolny kąt. 

Rozwiązanie: Przez punkt A poprowadźmy (rys.- 142) płaszczy­
znę obrotu a _l_ Z. Ponieważ Z _l_ na, przeto a // na•· Celem wyznaczenia: 
aksonometrji k;: śladu bocznego ka owej płaszczyzny a, wykreślmy rzuty­
an // a~ / I s1 pomocniczej prostej a, która przechodzi przez dany punkt 

A (An, A~) i jest równoległą do 
boku s1 trójkąta śladów aksono­
metrycznych. Przez aksonometrję­

K:: śladu bocznego Ka prostej a. 
? przechodzi żądana prosta k;: / I s8 • 

Przez punkt z::= zn k;: przecho­
dzi prosta u:: / I s2 , a przez punkt 
Y:: = yn k:: element h:: I I S1 • Oś 
obrotu Z przebija płaszczyznę obro-
tu a (h;:, vn)wpunkcie e(en, e~= 
= Z~ s~}, który jest środkiem obrotu. 
Promieniem obrotu r= e A, którego 
rzutami są odcinki r11 = en A n 

i r~ = e~A~, należy zakreślić koło 
k, leżące na płaszczyźnie a I I na. 

Aksonometrja tego koła jest kołem ~, zakreślonem ze środka en pro­
mieniem r = r'1 = en A n. Po dokonanym obrocie dany punkt A zajmie 
nowe położenie A1 (A:, A;11

}, przyczem promienie r'1 = en An i r; = en A7 
tworzą kąt <p. 

Ćwiczenie 1: Dany odcinek AB (AnBn, A~ B~) obrócić o dowolny kąt dokoła osi 
obrotu l„ która przechodzi przez punkt B (Bn, B~) i jest prostopadła do rzutni akso­
nometrycznej n a· 

Ćwiczenie 2: Rozwiązać ćwiczenie 1, jeżeli oś obrotu l .l. n a nie przecina wcale 
(jest skośną względem) danego odcinka AB. 

44. Kład płaszczyzny akson~metrycznle- i poziomo-rzuca­
jącej. Obierzmy dowolny ostrokątny trójkąt śladów aksonometrycznych 
(s1 s2 s8) i płaszczyznę a (rys. 143), prostopadłą do boku s1 • Płaszczyzna a 
jest (ust. 4) prostopadłą do rzutni poziomej n1 i rzutni aksonometrycz­
nej na. Uważaną płaszczyznę a obróćmy dokoła jej śladu aksonome­
trycznego sa = HV tak, aby po dokonap.ym obrocie a padła na rzutnię na. 
Aby wykonać ów kład elementu a, wystarczy obrócić punkt np. A = xa, 
przebicia się osi x z płaszczyzną a, około osi obrotu sa. Płaszczyzną 

obrotu dla punktu A (An= A~) jest płaszczyzna y _i_ sa, której ślad akso-
1) Punkty H i K oznaczyć należy na rysunku symbolami nn i Kn, a prostą 

s :, = ~ symbolem s: = ~. 
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nometryczny s1 jest prostopadły do osi sa i przecina się z nią w środku 
obrotu C = sy sa. Skoro z punktu C, jako środka, zakreślimy promie­
niem r= CA koło k na płaszczyźnie oł:>rotu y, to 
po owem kole poruszać się będzie dany punkt A 
w czasie swego obrotu dokoła osi sa. Każdy 

z dwóch punktów, w których owe koło przetnie 
się ze śladem s1 , uważać możemy za kład punktu A 
na rzutni ua, Ponieważ jednak nie znamy praw­
dziwej długości promienia r = CA pomocniczego 
koła k, przeto omówionej poprzednio konstrukcji 
zastosować bezpośrednio nie możemy. 

Aby jednak wykonać kład punktu A za-
uważmy, że ów punkt A i ślady H = s1 sa, Rys. 143. 

V= s2 sa prostej sa są wierzchołkami trójkąta prosto-
kątnego (A H V). Przyprostokątniami tego trójkąta są odcinki A H i A V, 
leżące odpowiednio na śladach poziomym ha i pionowym va danej pła­
szczyzny a _l_ n-1 , a przeciwprostokątnią jest odcinek HV, leżący na śla­
dzie aksonometrycznym sa = HV owej płaszczyzny. Na trójkącie (AHV) 
opiszmy koło k1 , o średnicy H V, a następnie płaszczyznę a - wraz 
z trójkątem (A H V}, kołem k1 i odcinkiem A A n _l_ sa - obróćmy około 
osi sa tak, aby po dokonanym -obrocie owa płaszczyzna a zjednoczyła 

się z rzutnią aksonometryczną n'8 • Wówczas punkty H, V i A n, leżące 
na osi obrotu sa, nie zmienią swego położenia, natomiast koło k1 zajmie 
(rys. 143) nowe położenie k;, odcinek A An _l_ sa położenie Ax An _l_ sa, 
a omawiany trójkąt prostokątny położenie (Ax H V). Prosta s

7 
_l_ sa prze­

cina się z pomocniczem kołem k; , zakreślonem na średnicy HV, w szu­
kanym punkcie AX, który jest kładem punktu A. Łącząc punkt N z ele­
mentami H i V, otrzymamy proste h : = N H i v: = N V, które są kła­

dami śladów poziomego ha i pionowego va danej płaszczyzny a. Prze­
prowadzoną konstrukcję nazywamy: kładem płaszczyzny a (h:; = v: = sa) 
na rzutnię aksonometryczną n-a, dokonanym około osi obrotu sa. 

Zadanie: Wykonać kład płaszczyzny ś, która przechodzi przez oś z 
i jest prostopadła do rzutni n-a, na rzutnię aksonometryczną. 

Rozwiązanie: Płaszczyzna ś jest prostopadłą do boku s1 (rysu­
nek 144), a jej ślad aksonometryczny ss zjednoczył się z osią aksono­
metryczną zn i przecina się z bokiem s1 w punkcie 1. Skoro na trójką­
cie prostokątnym ( O 1 Sz) opiszemy koło k1 , którego średnicą jest prze­
ciwprostokątnia 1 Sz, a następnie - w sposób poprzednio omówiony (por. 
też ust. 12 rys. 14 i 15) - wykonamy kład płaszczyzny ś na rzutnię n-a, 
uważając ss = zn za oś obrotu~ to w kładzie otrzymamy: koło k; i trój­
kąt prostokątny ( ox 1 Sz}, przyczem odcinek ox O n jest prostopadły do 
osi s,. Punkt ox jest kładem ś:uodka O układu odniesienia O [x, y, z], 
Plamitzer. Aksonometrja prostokątna. 7 
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a proste hf = O~ 1 i vf = z x = ox Sz są kładami śladów ht i vs danej 
płaszczyzny t. 

Ćwiczenie 1: Wyznaczyć kład płaszczyzny aksonometrycznie-rzucającej, która 
przechodzi (por. rys. 146) przez: a) oś x, b) oś y. 

Ćwiczenie 2: Wyznaczyć kłady płaszczyzny aksonometrycznie- i pionowo-rzuca­
jącej fJ, oraz płaszczyzny aksonometrycznie- i boczno-rzucającej y (rys. 145). 

Rys. 144. Rys. 145. 

45. Odległość punktu od rzutnl aksonometrycznej. Dla do­
wolnego punktu właściwego P niechaj daną · będzie jego aksonometrja pn. 
Odcinek (o długości skończonej) ppn, prostopadły do rzutni aksonome­
trycznej na, wyraża o d 1 e gł o ś ć danego punktu P od rzutni ua. W szcze­
gólności odległość środka O układu O [x, y, z] od rzutni na równa się 
(rys. 144) odcinkowi on OX, zawartemu pomiędzy aksonometrią On a kła­
dem ox uważanego punktu O. 

Zadanie 1: Na osi x dany jest punkt A (An = A~)- Wyznaczyć od­
ległość punktu A od rzutni aksonometrycznej n a. 

Ro z wiąz a n ie 1 : Skoro ·przez dany punkt A poprowadzimy pro-
stą b J_ na, to odcinek A A 11 owej prostej b wyraża żądaną odległość. 

Aby wyznaczyć prawdziwą długość tego 
odcinka, poprowadźmy przez prostą b J_ n a 
i przez oś x płaszczyznę ś, prostopadłą do 
boku s3 (rysunek 146) trójkąta śladów . 

aksonometrycznych. Z osią aksonome­
tryczną xn zjednoczyły się aksonometrje 
hf i kf śladów poziomego hs i boczne-

. go ks, oraz ślad aksonometryczny ss po­
mocniczej płaszczyzny t. Płaszczyznę tę 

obróćmy dokoła jej śladu ss i połóżmy 
ją na rzutnię na. W kładzie otrzymamy 
punkt 0°, ślady h~= x 0 i k~. Ponieważ 

Rys. 146. prosta b J_ aB jest prostopadłą do osi 
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obrotu s,, przeto jej kład b0 pozostanie prostopadły do elementu s,. Pro­
sta b0

, wykreślona z punktu An prostopadle do boku s, , przetnie kład x0 

osi x w punkcie A0
, który jest kładem danego elementu A na rzutnię %8 • 

Odcinek N A0 rozwiązuje zadanie, gdyż równa się odległości punktu A 
-od rzutni aksonometrycznej. 

Rozwiązanie 2: Przez . pomocniczą prostą b = AAn, prostopadłą 
do rzutni %8 , poprowadźmy (rys. 143) płaszczyznę aksonometrycznie­
i poziomo-rzucającą a. Wykonajmy kład płaszczyzny a J_ s1 około jej 

·śladu aksonometrycznego sa, to uzyskany w kładzie"odcinek A n Ax J_ sa roz­
wiązuje zadanie. 

Rozwiązanie 3: Zamiast płaszczyzny aJ_%a i aJ_ %1 , użyć mo­
żemy do konstrukcji płaszczyzny f) .:..L %a i f) _L_ %2 • Pomocnicza płaszczyzna f) 
{rys. 145) jest prostopadła do boku s2 trójkąta śladów aksonometrycz­
nych. Przy pomocy kładu elementu f) na rzutnię %8 , wyznaczymy kład N 
danego punktu A, a zarazem odległość owego punktu od rzutni % 8 , równą 
-odcinkowi An Ax. 

Ćwiczenie 1: Zadanie 1 rozwiązać wówczas, jeżeli dany punkt leży: a) na osi y 
{rys. 145), b) na osi z (rys. 144). 

Zadanie 2: Wyznaczyć odległość danego punktu P (Pn, P: ) od rzutni 
aksonometrycznej %8 • 

Ro z wiąz a n ie : Aby wyznaczyć długość odcinka P pn, popro­
wadźmy (rys. 14 7) przez prostą p = P pn prostopadłą do rzutni %

8 
pła­

szczyznę aksonometrycznie- i poziomo-rzucającą 
a (h: = v: = sJ. W sposób omówiony w po­
przednim ustępie, wykonamy kład płaszczyzny 
,a J_ s1 na rzutnię aksonometryczną %8 , otrzy­
mując kłady h: i v: śladów poziomego i pio­
nowego owej płaszczyzny. Z łatwością zauwa­
żymy, że na pomocniczej płaszczyźnie a leżą 
proste p = P pn i P' P: , prostopadłe do rzutni %8 

.a zarazem i do śladu sa. Kłady owych pro­
stych otrzymamy, jeśli z punktów pn i P: wy­
kreślimy promienie p x J_ Sa i P: p; J_ Sa. Rzut 
poziomy P „ punktu P leży na śladzie pozio- Rys. 147. 

mym ha płaszczyzny a ; kład P; owego rzutu 
-poziomego przynależy zatem do elementu h:. Celem uzyskania kładu p x 
danego punktu P, weźmy pod uwagę prostą l = PP', łączącą punkt P 
z jego rzutem poziomym P'. Prosta l leży na płaszczyźnie a i jest pro­
stopadła do rzutni poziomej %1 , a zatem prosta l spełnia warunek pro­
stopadłości: l J_ ha. Kład owej prostej l schodzi się z promieniem ZX, 
wykreślonym · z punktu P; prostopadle do elementu h: . Uzyskane w ten 
sposób proste Jf J_ sa i ZX J_ h: przecinają się w punkcie p x = p x ZX, który 

7 * 
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jest kładem danego punktu P na rzutnię na. Odcinek pn p x wyraża od­
ległość punktu P od rzutni aksonometrycznej. 

Ćwiczenie 2: Wyznaczyć odległość danego punktu P (Pn, P~) od rzutni n a, uży­
wając do konstrukcji płaszczyzny aksonometrycznie- i pionowo-rzucającej. 

Ćwiczenie 3: Wyznaczyć odległość danego punktu P (Pn, P~') od rzutni na. Kon­
strukcję należy przeprowadzić zapomocą płaszczyzny aksonometrycznie- i boczno­
rzucającej. 

Zadanie 3: Dane są aksonometrje pn pewnego punktu Pi odle­
głość owego punktu P od rzutni aksonometrycznej. Wyznaczyć rzut 
aksonometryczny P: uważanego punktu P. 

Ro.z wiąz a n ie: W punkcie Pn (rys. 14 7) poprowadźmy prostą p J_ n~ 
i odłóżmy na niej odcinek pn P, po jednej lub drugiej stronie rzutni akso­
nometrycznej (płaszczyzny rysunku) na - to otrzymamy w przestrzeni 
żądany punkt P. .Celem wyznaczenia aksonometrji P: rzutu poziomego P' 
punktu P, poprowadźmy przez promień p J_ na płaszczyznę np. prosto-­
padłą do boku s1 i wykonajmy kład owej płaszczyzny a na rzutnię na, 
obracając a dokoła śladu aksonometrycznego sa J_ s1 • Po dokonanym 
obrocie prosta p zajmie położeu.ie px J_ sa, a punkt P położenie PX, przy­
czem (rys. 14 7) odcinek pn p x równa się da n ej odległości punktu P 
od rzutni na. Z punktu p x wykreślmy następnie prostą ZX J_ h:, a z punktu 
P;= ZX h: promień P;P: prostopadły do osi obrotu sa. Z łatwością stwier­
dzimy, że element F; jest kładem rzutu poziomego P' punktu P na 
rzutnię na, a punkt P~ jest wreszcie aksonometrją punktu P'. 

Otrzymany w powyższy sposób punkt P~ rozwiązuje zadanie. Gdy­
byśmy jednak odcinek pn p x odłożyli po przeciwnej stronie osi obrotu sa„ 
to otrzymalibyśmy inne punkty P; i P~, ustalające położenie drugiego­
punktu P w przestrzeni. Zadanie nasze posiada zatem dwa rozwiąza­

nia, odpowiadające dwom punktom P, . symetrycznie ułożonym wzglę­
dem rzutni na. 

46. Kład płaszczyzny aksonometrycznie-rzucającej. W do­
tychczasowych rozważaniach omawialiśmy kłady płaszczyzn, które były 
prostopadłe do jednego z boków trójkąta śladów aksonometrycznych„ 
t. zn. płaszczyzn prostopadłych do rzutni na i do jednej z trzech rzutni 
układu O [x, y, z]. Teraz zajmiemy się kładem (obrotem) płaszczyzny 

aksonometrycznie-rzucającej a, która nachylona jest pod dowolnemi ką­
tami do rzutni n 1 , n 2 i n3 układu [O]. 

Na uważanej płaszczyźnie a J_ na obierzmy (rys. 148) dwa dowolne· 
punkty A (An, A~) i B (Bn, B:). Aksonometrje An i Bn owych punktów leżą 
oczywiście na śladzie aksonometrycznym sa płaszczyzny a. , Płaszczyznę a. 

obróćmy około osi obrotu sa i połóżmy ją na rzutnię na. Ponieważ pro­
ste a = A An i b = B Bn, leżące na płaszczyźnie a, są prostopadłe do 
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rzutni rea i do osi obrotu sa, przeto kłady tych promieni zajmą nowe po­
łożenia: a0 _L sa i b0 _L sa. Celem uzyskania kładów A0 i _B0 danych punk­
tów A i B, należałoby na elementach a0

, b0 odłożyć odcinki An A0
, BnB0

, 

wyrażające odległości owych punk­
tów A i B od rzutni aksonometrycz­
nej rea. Długości tych odcinków mo­
glibyśmy wyznaczyć (por. rys. 147) 
w sposób, podany w ust. 45. Po­
wyższa metoda byłaby jednak zbyt 
uciążliwą i dlatego też nie sto­
s ujemy jej bezpośrednio. Celem 
uproszczenia konstrukcji, weźmy 
pod uwagę punkt przebicia się 

płaszczyzny a _L rea z jedną osią 

układu O [x, y, z]. Na rys. 148 
uwzględniono punkt C = a z, któ­
rego aksonometrja jest punktem 
en= Sa zn, a którego rzut c~ zjed­

Rys. 148. 

noczył się ze środkiem Qn. W poznany poprzednio sposób wyznaczymy 
odległość punktu C od rzutni rea, równą odcinkowi C n CX, a następnie 
odłożymy odcinek CnC0 = Cncx na prostej c0 _L-sa. Element c0 jest kła­
dem prostej c = cen, prostopadłej do rzutni rea, a tern samem prosto­
padłej i do osi obrotu sa, a punkt C0 jest kładem punktu C na rzutnię 
aksonometryczną. 

Skoro wyznaczyliśmy kład C0 punktu C, to kłady A0
, B 0

, ••• . dal­
szych punktów płaszczyzny a uzyskamy w sposób następujący. Oznaczmy 
przez d i e proste, które łączą punkt A z ·elementami C i B. Aksono­
metrje dn i en owych prostych _d = CA, e , AB zjednoczyły się ze śla­

dem aksonometrycznym sa = HV płaszczyzny a, a aksonometrje ich rzu­
tów poziomych d', e' są prostemi d~ = C~ A~, e~ = A~ B~. Dwa ostatnie 
promienie przecinają się z rzutem aksonometrycznym s:n= HV~ ele­
mentu s; w punktach s~n i s ;n o tej własności, że odnoszące S~n sd I I zn 
i St Se I/ zn wyznaczą (ust. 34) na prostej sa ślady aksonometryczne 
sd i s e prostych d i e. Ponieważ punkty sd i s e leżą na osi obrotu Sa' 

przeto, po wykonaniu kładu płaszczyzny a na rzutnię rea, ślady akso­
nometryczne Sd i Se pomocniczych prostych d = CA i e = AB nie zmie­
nią wcale swego położenia. Łącząc tedy poprzednio wyznaczony kład C0 

punktu C ze śladem sd, uzyskamy kład d 0 = C0 sd prostej d. Element d 0 

przecina się z prostą a0 _L sa w punkcie A0 = d0 a0
, który jest kładem punktu 

A= da, przynależnego do prostych d i a. Dla drugiej prostej e = AB 
otrzymamy jej kład e0

, skoro kład A° punktu A połączymy ze śladem 
aksonometrycznym Se owego promienia e. Proste e0 = Se A0 i b0 _L sa prze-
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cinają się w punkcie B 0 = e0 b0
, który jest kładem danego punktu R 

W analogiczny sposób wyznaczyć możemy kłady dowolnej ilości pro­
stych i punktów, które leżą na płaszczyźnie aksonometrycznie-rzucającej a .. 

Z rozważań naszych i przeprowadzonej konstrukcji wynika nastę­

pująca zależność : Celem wyznaczenia kładu płaszczyzny aksonometrycz­
nie-rzucającej, wystarczy skonstruować kład jednego punktu, leżącego do­
wolnie na tej płaszczyźnie. 

Kłady dalszych punktów i prostych, które leżą na płaszczyźnie 

a _L u~, otrzymamy, jeśli uwzględnimy związki: 

1) Aksonometria A n dowolnego 2) Dla prostej e = AB jej kład 
punktu A i kład A0 tego punktu e 0 = A0 B 0 przechodzi przez kłady 
leżą na prostej An A0 prostopadłej A0 i B 0 punktów A i B, oraz przez 
do śladu aksonometrycznego sa pła- ślad . aksonometryczny S e uważanej 
szczyzny a. prostej e. 

4 7. Oś obrotu leży na rzutni aksonometrycznej. Niechaj; 
dana będzie (rys. 149) prosta Z (Z= zn, Z~), leżąca na rzutni aksonome­
trycznej ua, oraz dowolny punkt A (An, A~). Pro~tą Z uważajmy za oś 
obrotu i obróćmy dokoła niej dany punkt A o taki kąt, aby ów punkt 
po dokonanym obrocie padł na rzutnię ua. Celem wyznaczenia żądanego 

Rys. 149. 

kładu elementu A na rzutnię 1C8 , 

poprowadźmy przez punkt A 
płaszczyznę obrotu s prostopa­
dłą do osi obrotu Z. Ponieważ l 
przynależy do ua, przeto pła­

szczyzna 8 _L Z i est płaszczyz­

ną aksonometrycznie -rzucają­
cą. Ślad aksonometryczny pła­
szczyzny obrotu 8 jest promie­
niem s8 , wykreślonym z punktu 
An prostopadle do osi' obrotu Z. 
Punkt C = ls8 , przecięcia się 

prostych Z i s 8 , i est środkiem 
obrotu dla punktu A, a odci­

nek CA promieniem obrotu. Podczas obrotu punktu A około osi Z, ele­
ment A porusza się po kole k, leżącem oczywiście na płaszczyźnie 
obrotu 8. Środkiem koła k jest punkt C, a promieniem odcinek r = CA. 
Punkty A O i A;, przecięcia się owego koła k z rzutnią 1C8 , wzgl. ze śla­
dem s8 płaszczyzny obrotu 8, rozwiązują nasze zadanie. Celem skon­
struowania tych punktów, należy wyznaczyć rzeczywistą wielkość pro­
mienia r, a to uskutecznimy skoro weźmiemy pod uwagę trójkąt pro­
stokątny (CAAn). Odcinek AAn _Lua jest jedną przyprostokątnią, odci-
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nek CA n, t. zn. odległość aksonometrji A n danegp punktu A od środka 
obrotu C, jest drugą przyprostokątnią owego trójkąta, a promień obrotu 
r = CA jest jego przeciwprostokątnią. Ponieważ odcinek CA n leży na 
rzutni na, przeto znamy prawdziwą długość przyprostokątni CAi\. 
Druga przyprostokątnia A A n wyraża odległość punktu A od rzutni n a; 
przy pomocy płaszczyzny a _l__ s1 skonstruujemy odcinek A n A x równy co 
do długości przyprostokątni A A n. 

Płaszczyznę s _l__ l, wraz z trójkątem prostokątnym (CA A n) i ko­
łem k, obróćmy około śladu s8 i połóżmy ją na rzutnię na. Po dokona­
nym kładzie płaszc·zyzny s _l__ na, omawiany trójkąt pro,stokątny zajmie 
(rys. 149) położenie (CA* An), przyczem przyprostokątnia An A* - An N 
a koło k zajmie położenie koła k*. Oznaczmy przez A O i A~ punkty prze­
cięcia się ko~a k* ze śladem s8 płaszczyzny s, a następnie obróćmy trój­
kąt (CA* An). i koło k* dokoła osi s8 tak, aby utwory te zajęły z po­
wrotem swoje dawne położenie na płaszczyżnie s _l__ na. Ponieważ punkty 
A0 i At leżą na śladzie s8 , przeto koło k (leżące na s !) przecina się 
w owych punktach z rzutnią aksonometryczną na. Jeżeli punkt A obró­
cimy około danej osi obrotu l o kąt <p = ~ A*CA0

• to wówczas ele­
ment A - poruszający się po kole k - zajmie nowe położenie i zjed­
noczy się z punktem A°. Punkt A jednak poruszać się może po kole k 
w kierunku przeciwnym do poprzedniego i po obrocie o ~ 180° - <p = 
= ~ A* C At padnie na rzutnię aksonometryczną na w punkcie A;. 
Skonstruowane w powyżej omówiony sposób punkty A O i At nazywamy: 
kładami danego punktu A na rzutnię aksonometryczną na, uzyskanemi 
przez obrót .elementu A dokoła osi l. 

Zadanie: Na rzutni aksonometrycznej leży dowolna prosta li punkt A0
• 

Należy obrócić ów punkt A0 około osi l o dany kąt <pi dla otrzymanego 
po obrocie punktu A skonstruować rzuty aksonometryczne A n i A~. 

Rozwiązanie: Dla punktu A° (rys. 149) wyznaczmy płaszczyznę 
obrotu s _l__ l i środek obrotu C = l s = l s 8 • Promieniem obrotu r = CA 0, 

zakreślmy (z punktu C jako środka) koło k* na ' płaszczyżnie rysunku na, 
a następnie obierzmy na niem taki punkt A*, aby ~ A°CA* = ~ <p. Pro­
sta A* A n, prostopadła do śladu s 8 , wyznacza na tym śladzie punkt A n, 
który jest rzutem aksonometrycznym żądanego punktu A. W istocie bo­
wiem, skoro koło k* i odcinek A*_An _l__ s8 obrócimy około osi s8 tak, 
aby po dokonanym obrocie utwory te padły na płaszczyznę s _l__ na, to 
koło k* zajmie nowe położenie k, a odcinek A* An położenie A An _l__ na, 
przyczem ~ A° CA =~ <p. Dla otrzymanego w powyższy sposób punktu A, 
(który leży na kole k), jego aksonometrja schodzi się z punktem . An, 
a odcinek A An A* An wyraża odległość punktu A od rzutni aksono­
metrycznej na. Znając aksonometrję An i długo~ć odcinka A An, wykre-
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ślić możemy (ust. 45, zadanie 3) rzut aksonometryczny A~ żądanego 
punktu A. 

Ćwiczenie: Punkt A (A n, A~) obrócić o kąt 60° dokoła danej prostej l (Z = zn,[~), 
leżącej na rzutni aksonometrycznej; dla uzyskanego po tym obrocie punktu A

1 
skon­

struować rzuty aksonometryczne A~i i A/. 

48. Kład dowolnej płaszczyzny. Wykonać kład danej pła­

szczyzny a (h::, v::) na rzutnię aksonometryczną 1ra (rys. 150) znaczy to: 
obrócić ową płaszczyznę a dokoła jej śladu aksonometrycznego sa tak, 
aby a po obrocie padła na rzutnię 1t8 • Poszczególne punkty płaszczyzny a 
w czasie tego obrotu poruszać się będą po kołach, które leżą na pła­
szczyznach obrotu, poprowadzonych przez uważane punkty prostopadle 
do osi obrotu sa. Weźmy np. pod uwagę punkt Xa = xa, przebicia się 
osi x z daną płaszczyzną a. Przez Xa poprpwadźmy płaszczyznę obrotu 
s _L sa, to prosta s8, wykreślona z punktu X:; prostopadle do osi obrotu sa, 
jest śladem aksonometrycznym płaszczyzny s, a punkt C = sas8 jest 
środkiem obrotu. Podczas obrotu płaszczyzny a około osi sa, punkt Xa 

I 

1-..0/ 
I 1a,1 

Rys. 150. 

poruszać się będzie po 
kole k, leżącem na pła­
szczyźnie s _L sa i zakre­
ślonem ze środka C pro­
mieniem r= C Xa. Kład 
punktu Xa zjednoczy 
się z elementem X;, jak 
to wynika z konstrukcji 
(por. ust. 47), uwidocz­
nionej na rys. 150. W po­
dobny sposób moglibyś­
my dla poszczególnych 
punktów Ya, Za, P, ... 
płaszczyzny a skonstru­
ować ich kłady vi, z:, 
P 0

, • • • Pomiędzy akso­
nometrjami wymienio­

nych punktów i kładami tych punktów zachodzi ten związek, że proste : 
X:; Xi, Y:; Yi, Z:; z;, pn P 0

, ••• są prostopadłe do osi obrotu sa. 
Skoro wyznaczyliśmy kład X~ punktu Xa, to zbyteczne jest prze­

prowadzanie tej samej konstrukcji dla dalszych punktów płaszczyzny a. 
Niechaj pn będzie aksonometrją dowolnego punktu P, leżącego na a. 
Kład P 0 tego punktu leżeć będzie na prostej sn, poprowadzonej z ele­
mentu pn prostopadle do osi obrotu sa. Punkty P i Xa wyznaczają pro­
stą c = PXa, leżącą na danej płaszczyźnie a; prosta en= pn X; jest akso-
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nometrją prostej c, a punkt S0 = en śa jest śladem aksonometrycznym 
owej prostej. Skoro wykonamy kład płaszczyzny a, to kład c0 elementu 
~ = P Xa przechodzić będzie oczywiście przez kłady P 0 i X~ punktów 
P i Xa, oraz przez ślad S 0 , leżący na osi obrotu sa. Łącząc tedy punk­
ty S0 i X~, otrzymamy kład c0 = S0 X; pomocniczej prostej c, a następnie 
kład P 0 = c0 s:rc uważanego punktu P. 

W zupełnie analogiczny sposób, używając do pomocy punktów 
(śladów) Hs, Vs i I<s osi obrotu sa, wyznaczyć możemy kłady punktów 
Ya i Za. Proste h~ = Hs X: i v~ = Vs X: są kładami śladów poziomego ha 
i pionowego va płaszczyzny a. Promienie srJ J_ sa i ss J_ sa, przechodzące 
przez punkty v: i z::, przecinają się z elementami h~ i v~ w takich 
punktach Y: i z;, że prosta k~ = Y: z: jest kładem śladu boczl}.ego ka pła­
szczyzny a. O ile konstrukcja jest dokładnie przeprowadzoną, to proste 
k: i k~ przecinać się muszą w punkcie Ka, leżącym na osi obrotu sa. 

Pomiędzy rzutami aksonometrycznemi pn, .... , en, . . . punktów P, ... 
i prostych c, ... , leżących na dowolnej płaszczyźnie a, a kładami P 0

, ••• , 

c0
, ••• tych elementów na rzutnię na, uzyskanemi przez obrót płaszczyzny a 

dokoła śladu aksonometrycznego sa, zachodzą następujące zależności: 

1. Aksonometrja pn dowolnego punktu P i jego kład P 0 leżą na 
prostej prostopadłej do osi obrotu sa. 

2. Aksonometrja en dowolnej prostej c i kład c0 owej prostej prze­
cinają się na osi obrotu Sa. 

3. Jeżeli elementy pn i en przynależą do siebie, to również w kła­
dzie punkt P 0 i prosta c0 są elementami, przynależnemi do siebie. 

Teraz wypowiedzieć możemy (por. też ust. 46) następującą uwagę: 
Aby wykonać kład płaszczyzny, wystarczy skonstruować 
kład j e d n ego punkt u, 1 e ż ą ce go n a o w ej p łaszczy ź n i e. Dla 
dalszych punktów i prostych, przynależnych do owej płaszczyzny, WY­
znaczymy ich kłady, jeśli skorzystamy z zależności 1, 2 i 3. 

49. Podnoszenie z kładu. W dotychcza~owych rozważaniach 

poznaliśmy sposoby konstrukcyjnego wyznaczenia elementów P 0 i c0
, 

skoro dane były elementy P (Pn, P~) i c (en, c~), leżące na dowolnej pła­
szczyźnie a. Zastanówmy się teraz nad problemem odwrotnym, a mia­
nowicie nad sposobem wyznaczenia elementów P (Pn, P~) i c (en, c~) na 
płaszczyźnie a, skoro dane są ich kłady P 0 i c0

• W ust. 4 7 omawialiśmy 
już podobne zagadnienia - obecnie rozważymy szczegółowo ów problem. 

Niechaj dana będzie (rys. 150) dowolna płaszczyzna a (h:;, v:;), prze­
cinająca się z osią x w punkcie Xa. Ów punkt obróćmy około śladu 
aksonometrycznego sa płaszczyzny a o taki kąt -t: <p = -t: x; C X;, aby 
punkt Xa po dokonanym obrocie padł na rzutnię aksonometryczną na. 
Powiadamy krótko, żeśmy wyznaczyli kład xi dańego punktu Xa:. Te-
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raz wykonajmy problem odwrotny. Skoro dany jest punkt x: na rzutni rea, 
to (por. zadanie w ust. 47) obrócić go możemy o ~ cp dokoła osi obrotu sa 
i dla otrzymanego w ten sposób punktu Xa w przestrzeni, skonstruować 
możemy jego rzuty aksonometryczne. Zauważyć jednak musimy, że 

punkt x:, po dokonanym obrocie o ~ <p dokoła osi sa, padnie na daną 
płaszczyznę a (h:, v~). Uważając dany na rzutni rea punkt x: za kład 
takiego punktu Xa, który leży na płaszczyźnie a, - możemy w omó­
wiony powyżej sposób wyznaczyć położenie punktu Xa na owej pła-· 

szczyźnie a. Problem ten nazwiemy krótko podnoszeniem z kładu. 
Na rzutni aksonometrycznej rea obierzmy (rys. 150) dowolnie punkty 

P 0
, Y;, z:,... i proste c0 = P 0 X:, d 0 = P 0 Y:, k~ = Y: z:, ... Elementy 

te uważajmy za kłady punktów P, Ya, Za, ... i prostych c, d, ka, ... , le­
żących na danej płaszczyźnie a. Chcąc wyznaczyć położenie punktów P, ... 
i prostych c, ... na płaszczyźnie a, należy dane elementy P 0

, ••• , c0
, ••• 

"podnieść z kładu", t. zn. należy je obrócić około osi sa tak, aby po do­
konanym obrocie padły na płaszczyznę a. Konstrukcję znacznie uprościmy, 
skoro skorzystamy z zależności 1, 2 i 3, ustalonych.poprzednio w ust. 48. 
Jeżeli przez Sc, Sd, Ka, ... oznaczymy punkty przecięcia się osi obrotu sa 
z prostemi c0

, d 0
, k~, ... , to z łatwością zauważymy, że owe punkty 

podczas omawianego obrotu nie zmieniają wcale swego położenia. Łą­
cząc tedy punkty Sc i X:;, uzyskamy aksonometrję en = Sc X:; pomocni­
czej prostej c. Ponieważ prosta c = P Xa przechodzi przez punkt P, przeto 
na promieniu en leżeć będzie aksonometrja pn szukanego punktu P. 
Z rozważań ust. 48 wiadomo nam jednak, że punkty P 0 i pn leżeć mu­
szą na prostej sn _l_ sa. Prosta sn, wykreślona z danego punktu P 0 pro­
stopadle do osi obrotu sa, przecina się z promieniem en= Sc x: w żą­
danym punkcie pn_ Podobnie wyznaczymy dalsze_ elementy: dn = sdpn, 
Y~ = dn s'YJ, k~ = Ks Y~ i z; = k; st, .•. , które są rzutami aksonometrycz­
nemi elementów d, Ya, ka i Za, przynależnych do płaszczyzny a. 

50. Zadania i ćwiczenia. Zajmiemy się teraz kładami płaszczyzn 
o szczegóJnem położeniu względem układu O [x, y, z], przyczem starać 
się będziemy o możliwe uproszczenie konstrukcji. 

Zadanie 1: Wyznaczyć kład rzutni poziomej re1 , oraz kład leżą­

cego na niej punktu A (A n = A'n). 
Rozwiązanie 1: Rzutnię poziomą re1 = Os1 obróćmy (rys. 151) · 

około śladu s1 = S x S y i połóżmy ją na rzutnię aksonometryczną rea. 
W tym celu przez początek O układu O [x, y, z] poprowadźmy pła­

szczyznę obrotu s (h~ = v~ = ss = zn), prostopadłą do osi obrotu s1 , a na­
stępnie wyznaczmy środek 9brotu C = ss s1 i prawd~iwą wielkość pro­
mienia obrotu rx = Cox. Skoro obrócimy punkt O dokoła osi s1 , to jego 
kład 0° na rzutnię rea leżeć będzie na przecięciu się koła k; ze śladem s~. 
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Z ust. 48 wynika bezpośrednio, że pro­
ste x 0 = 0° Sx i y 0 = 0° Sy są kładami 
osi x = O Sx i y = O Sy. Podobnie dla 
prostej b = o A jej kład b0 = Qn Sb jest 
promieniem, który łączy element 0° ze 
śladem aksonometrycznym Sb · owej pro­
stej. Prost~, poprowadzona z punktu An 
prostopadle do osi obrotu s11- przecina 
promień b0 w szukanym punkcie A0

• 

Rozwiązanie 2: Rzutnię pozio­
mą Jt1 obracamy dokoła osi s1 jako 
"układ sztywny". Ponieważ osie x = OS x 

i y = OS y są prostemi prostopadłemi, 

przeto kłady x 0 i y 0 tych osi tworzą 

kąt prosty ~ x 0 y 0 = ~ Sx 0° Sy = ~ 90°. 
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Rys. 151 1). 

Chcąc wyznaczyć kład 0° punktu O, wystarczy zatem na średnicy 
SxSy zakreślić koło k~ i skonstruować (rysunek 151) jeden z punk­
tów przecięcia się tego koła z prostą zn J_ s1 • 

Ćwiczenie 1: Na rzutni pionowej leży prosta c = AB, 
przechodząca (rys. 152) przez dane punkty A (A n, A~) 
i B (Bn,.B;). Skonstruować należy kład c0 = A 0 B 0 owej 
prostej na rzutnię aksonometryezną n a, obracając rzutnię 

pionową n 2 = O s2 około osi s2• 

Ćwiczenie 2: Wykonać kład rzutni . bocznej n 3 = O s3 

na rzutnię n a, uważając ślad s3 = SySz za oś obrotu. 

Zadanie 2: Wyznaczyć kład płaszczyzny 

poziomo -rzucającej a (h:, v:) na rzutnię aksono­
metryczną Jta. 

Ro z wiąz a n ie: Ślad aksonometryczny s a 

danej płaszczyzny- a (rys. 153) jest osią obrotu. 

s, 

Aby wykonać kład płaszczyzny a, moglibyśmy obrócić np. punkt Ya=ya 
dokoła osi sa w sposób podany w ust. 47. Rozwiązanie zadania znacz­
nie się jednak uprości, jeżeli uwzględnimy warunek prostopadłości: 

ka J_ ha, zachodzący pomiędzy śladem bocznym ka i śladem poziomym ha 
płaszczyzny poziomo-rzucającej a. Po dokonanym obrocie, kłady k~ i h: 
są prostemi prostopadłemi. Celem skonstruowania tych prostych, wy­
starczy na średnicy Ks Hs zakreślić koło k 0

, a następnie poprowadzić 

promień Y; Y; J_ sa. Otrzymany w ten sposób punkt Y; jest kładem 
punktu Ya = ya, a proste k; = Y; I<s i h; = Y; Hs są kładami dwóch śla­
dów płaszczyzny poziomo-rzucającej a. 

Na płaszczyźnie a J_ Jt1 niechaj leży dowolny punkt A (A n, A~). 

1) Prostą On Sy oznaczyć należy na rysunku literą yn. 
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Dla punktu A jego rzut poziomy A' 
leży na śladzie poziomym ha, a pro­
sta pomocnicza b = AA' jest prosto­
padłą do śladu ha. Na rys. 153 po­
dane są obrazy aksono:ą:ietryczne 

A~ ibn= An A~ punktu A' i prostej b. 
Po dokonanym obrocie płaszczyzny a, 

~--~r--i,-=:::~~-..f:.~~& punkt A' zajmie położenie A: na kła­
c ~ dzie h;, przyczem prosta A~A: musi 

Rys. 153. 

być prostopadła do osi obrotu sa. 
Prosta b0

, wykreślona z punktu A: 
prostopadle do h;, jest kładem pro­
mienia b. O ile konstrukcja dokład­
nie jest przeprowadzona, to proste b0 

i bn przeciąć się muszą w punkcie Sb= b0 bn' który leży na osi obrotu Sa 

i jest śladem aksonometrycznym promienia b. Ponieważ dany punkt A 
leży na prostej b, przeto kład A° owego punktu przynależy do elementu b0

• 

Punkt A0 jest punktem przecięcia się promieni b0 i An A0 _L sa. 

Ćwiczenie 3: Wyznaczyć kład płaszczyzny: a) pionowo-rzucającej {J, bj boczno­
rzucającej r, c) przechodzącej przez oś x, y, wzgl. z, d) ó li n 1, e) e li n 2, f) cp /I n3• 

Ćwiczenie 4: Dana jest płaszczyzna poziomo-rzucająca a(h;:, k;:) i kład A0 punktu A, 
leżącego na tej płaszczyźnie. Należy wyznaczyć rzuty aksonometryczne A n i A'n punktu A, 
przez zastosowanie problemu "podnoszenia z kładu". 

Ćwiczenie 5: Rozwiązać ćwiczenie 4 dla płaszczyzny, której położenie określone 
jest warunkami, podanemi w ćwiczeniu 3. 

51. Obrót punktu około dowolnej osi. W dotychczasowych 
zagadnieniach przyjmowaliśmy za oś obrotu prostą, prostopadłą do rzutni 
aksonometrycznej J"Ca lub też leżącą na owej rzutni. Teraz uważać bę­
dziemy za oś obrotu . prostą l, która jest zupełnie dowolnie położona 

w przestrzeni. 
Zadanie 1: Dany punkt A (A n, A~) należy obrócić o kąt 45° do­

koła osi l, której położenie ustalone jest (rys. 154) rzutami zn i z:. 
Ro z wiąz a n ie: Przez punkt A poprowadźmy (por. rys. 138) pła-. 

szczyzilę obrotu a (h;:, v;:, k;:), prostopadłą do danej osi obrotu l, a na­
stępnie wyznaczmy punkt C = la, przebicia się prostej l z płaszczyzną a. 
Element C (Cn, c:) jest środkiem obrotu, a odcinek CA= r promie­
niem obrotu. Jeżeli punkt A obraca się około osi l, to wówczas ów punkt 
porusza się w płaszczyźnie a po kole k, którego środkiem jest punkt C, 
a promieniem odcinek r = CA. Po dokonanym obrocie o kąt (JJ = 45°, 
punkt A zajmie na kole k nowe położenie A1 • Celem skonstruowania 
rzutów Af i A~n punktu A1 , wykonajmy kład płaszczyzny obrotu a (wraz 
z koł~m k) na rzutnię aksonometryczną 1ta, obracając płaszczyznę a do-
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Rys. 154. 

koła jej śladu aksonometrycznego sa. W kładzie wyznaczymy punkty 
X;, A0

, C0 i koło k 0 o promieniu r 0 = C0 A°. Na owym kole k0 obierzmy 
taki punkt Ar, aby ~ A° C0 Af = ~ r 0 rf = 45°, to wówczas punkt Ar 
uwaźać możemy za kład punktu A1 • Element Af należy wkońcu pod­
nieść z kładu, t. zn. należy obrócić Ar dokoła osi sa tak, aby po 'obro­
cie padł na płaszczyznę a _L l. Za pośrednictwem promieni ri° i r{" prze­
cinających się w punkcie S1 na 
osi Sa, oraz prostej Ar Af _L Sa skon- o ,.ka 
struujemy aksonometrję Af szuka- '·, 
nego punktu A1 • Ponieważ A1 przy-
należy do płaszczyzny obrotu a, 
przeto wyznaczenie aksonometrji 
A~n rzutu poziomego A~ punk­
tu A1 nie nastręczy żadnych trud-
ności. 

Ćwiczenie 1: Dany punkt A obró­
c1c o kąt 900, jeżeli osią obrotu Z jest 
prosta prostopadła do rzutni : a) pozio­
mej n 1 (por. rys. 155), b) pionowej n 2 , 

c) bocznej n 3 • 

Ćwiczenie 2: Obrócić dany punkt 
A (An, A~) około osi x = OSx o kąt 60°. 

Ćwiczenie 3: Rozwiązać ćwiczenie 
2 wówczas, jeżeli osią obrotu jest: a) oś 

·, 

,,. 

Rys. 155. 
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y = OSy, b) oś z = OS z, c) ślad s1 = n a n1, d) ślad s2 = na n 2, e) ślad s3 = na n 3, 

f ) prosta / // n1, g) prosta / // n2, h) prosta / //na. 

Zadanie 2: Dane są prosta l W, Z:), punkt A (An, A~) i płaszczyzna 
OJ (h;, v; ). Punkt A należy obrócić około osi l o taki kąt, aby po do­
konanym obrocie ów punkt padł na płaszczyznę OJ. 

Rozwiązanie: W sposób omówiony w zadaniu 1 (por. rys. 154), 
wyznaczymy płaszczyznę obrotu a J_ Z, środek obrotu C = la i promień 
obrotu r = CA. Punkt A, poddany ruchowi obrotowemu dokoła osi l, 
porusza się w płaszczyźnie a po kole k, którego środkiem jest punkt C 
a promieniem odcinek CA= r. Ponieważ jednak punkt A po dokona­
nym obrocie ma paść na płaszczyznę w, więc musi leżeć na kole ki na 
krawędzi g = a w, przecięcia się płaszczyzn a i w. Krawędź g przecina 
się z kołem k w dwóch punktach A1 i A2 , które spełniają warunki zada­
nia. Celem skonstruowania owych punktów, wykonamy kład (por. rys. 154) 
płaszczyzny obrotu a na rzutnię aksonometryczną i wyznaczymy kłady C0

, 

A0
, k 0 i g 0 wymienionych poprzednio elementów. Prosta g 0 przetnie się 

z kołem k0 w punktach Af i Ag, które są kładami szukanych punktów 
A1 i A2 • Stosując problem podnoszenia z kładu do elementów Ar i Ag, 
wykreślimy najpierw aksonometrje Af i Af punktów A1 i A2, a następnie 
rzuty aksonometryczne At i A;n. Uzyskane w ten sposób punkty A1 i A2 

leżeć muszą oczywiście na poprzednio skonstruowanej krawędzi g = a w. 

52. Kład na płaszczyznę, równoległą do rzutni aksonome­
trycznej. W dotychczasowych rozważaniach wykonywaliśmy kłady pła­
szczyzn na rzutnię aksonometryczną. Możemy jednak daną płaszczyznę 
a (h;, v:;) obrócić około krawędzi e = a s (rys. 156). i położyć na pła„ 

szczyznę s (h; , v; ), równole­
głą do rzutni 1t8 • 

Niechaj odcinek Q n Ox wy­
raża odległość środka O od 
rzutni aksonometrycznej n w 
Skoro układ O [ x, y, z] prze­
suniemy w kierunku prosto­
padłym do 11:a o odcinek 
Ox O~, to (por. ust. 16) uzyska­
my nowy układ 0 1 [x1, y1, z1] 

i nowy trójkąt śladów akso­
nometrycznych (S~ S1 S~) = 
= (sf s~ sD. Przyjętą poprzed­
nio płaszczyznę s // na uwa­
żać możemy za nową rzutnię 

Rys. 156. aksonometryczną 11:~ . Podob-
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nie krawędź e = 8 a, przecięcia się płaszczyzn 8 i a, uważać możemy 
teraz za ślad aksonometryczny .,~ płaszczyzny a. Daną płaszczyznę 

a (h;, v:) obrócić możemy dokoła śladu s~ = e tak, aby po dokonanym 
obrocie padła na nową r,zutnię aksonometryczną .n~= 8. Na rys. 156 
skonstruowaliśmy kład Z~ punktu Z a ( odcinek z: z: wyraża odległość 
punktu Za od rzutni .n~= 8) i kłady v~, k~ dwóch śladów płaszczyzny a. 

53. Wprowadzenie nowej rzutni, prostopadłej do rzufni 
aksonometrycznej. Niechaj dana będzie (rys. 157) płaszczyzna 

8 (h; = v; = k;), prostopadła do rzutni aksonometrycznej .na i do rzutni 
poziomej .n1 = O s1 • Uważajmy płaszczyznę 8 za nową rzutnię i wyznaczmy 
rzut prostokątny dowolnie przyjętego punktu P (Pn, P:) na ową rzutnię 8. 

W tym celu poprowadźmy przez punkt P prostą g _l_ 8 i skonstruujmy 
punkt P8 = g 8, przebicia się promienia rzucającego g z płaszczyzną 8. 
Ponieważ rzutnia 8 jest prostopadła do śladu s1 = .na .n1 , przeto prosta g _l_ 8 

jest równoległą do elementu s1 , a rzuty gn i _g: prostej g są też równo­
ległe do s1 • Ślad aksonometryczny s8 pła­
szczyzny 8 przecina się z promieniami gn 
• , nkt h pn n • p 'n , l g n W pU ac 8 = g S 8 l 8 = g n Se, 

które są rzutami aksonometrycznemi punktu 
P8 = g 8. 

W przestrzeni otrzymaliśmy tedy (por. 
ust. 2) dwie wzajemnie prostopadłe rzut­
nie: .na _l_ 8 , przecinające się w osi s8 , oraz 
rzuty prostokątne pn i P8 dowolnego 
punktu właściwego P na uważane rzut-
nie .na i 8 . Celem sprowadzenia tych rzutni Rys. 157 1

) . 

do jednej płaszczyzny rysunkowej, wyko-
najmy kład płaszczyzny 8 na rzutnię aksonometryczną rea , uważając 
ślad s

8 
za oś obrotu. Po dokonanym obrocie, punkt Ps= g 8 (por. 

ust. 45) zajmie nowe położenie P;, przyczem elementy pn i P; leżą na 
prostej od n o s z ą ce j p n P; _l_ s 8 • Odcinek P; P; wyraża odległość da­
nego punktu P od rzutni aksonometrycznej .na , odcinek zaś pn P; wyraża 
odległość punktu P od nowowprowadzonej rzutni 8. 

Położenie punktu właściwego P ustalone jest przez parę rzutów pn i P~, 
albo też przez nową parę rzutów: pn i P;, t. zn. przez aksonometrję 
prostokątną pn i przez rzut prostokątny P; punktu P na nową rzutnię 8 . 

Mając dane rzuty pn i P: punktu P, wyznaczyliśmy na rys. 157 rzut P; 
owego punktu. Z łatwością jednak możemy skonstruować rzut P:, skoro 
dane są rzuty pn i P;. Oczywiście w tych dwóch przypadkach należy ustalić 
położenie trójkąta śladów aksonometrycznych (Sx Su Sz) i płaszczyzny 8 . 

1) Punkt P 
8 

oznaczyć należy na rysunku symbolem Pt 
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Ćwiczenie 1: Wyznaczyć rzut prostokątny P 8 danego punktu P (Pn, P;:) na pła­
szczyznę s (s8 = h; = v;), która jest prostopadłą do rzutni aksonometrycznej na i do 
rzutni pionowej n2• 

Ćwiczenie 2: Skonstruować rzut prostokątny P8 danego punktu P (Pn, P:') na 
płasz'czyznę aksonometrycznie- i boczno-rzucającą s. 

Ćwiczenie 3: W ćwiczeniach 1 i 2 dane niechaj będą rzuty pn i P8 dowolnego 
punktu P; należy wyznaczyć rzuty aksonometryczne P;: i P;:' owego punktu P. 

Zadanie 1: Dane są dowolna prosta właściwa l (Zn, l~) i płaszczyzna 
aksonometrycznie- i poziomo-rzucająca 8. Wyznaczyć rzut prostokątny l 8 

prostej l na rzutnię 8. 

Rozwiązanie: Chcąc skonstruować rzut le, należy obrać na pro­
stej l dwa dowolne punkty A, B i wyznaczyć ich rzuty prostokątne 

Rys. 158. 

A8 , B 8 na nowo przyjętą rzutnię 8. 

Zamiast dowolnych punktów przy­
jęto na rys. 158 ślad aksonometrycz­
ny Sc prostej l, oraz punkt E = l 8, 

przebicia się owej prostej z rzutnią 8. 

Dla elementu E, który jest śladem 
danej prostej l na nowej rzutni 8, 

wykreśliliśmy rzuty aksonometrycz­
ne En= zn S13, E: = l~ S13 i kład Ex. 
Prosta Scs; prostopadła do śladu s8 

przecina się z osią s8 w punkcie 
s;, który jest rzutem prostokątnym 

śladu Sc na rzutnię 8. Po sprowadzeniu rzutni 8 do jednej płaszczyzny 
rysunkowej z rzutnią aksonometryczną na, rzut prost ok ą t ny prostej l 
na płaszczyznę 8 zajmie położenie: z;= E x s;. 

Zamiast śladu aksonometrycznego Sc prostej l, mogliśmy użyć do 
konstrukcji np. śladu poziomego He owej prostej. Ponieważ rzutnia s 

jest prostopadła do rzutni poziomej n:1 , przeto rzut prostokątny H 8 

punktu He na płaszczyznę 8 leżeć musi na śladzie poziomym h 8 rzutni 8. 

Prosta odnosząca H1 H;, wykreślona z punktu H1 prostopadle do osi s8 , 

wyznaczy na kładzie h; punkt H;, przez który przechodzi element z;. 
Ćwiczenie 4: Rozwiązać zadanie 1, jeżeli dana jest prosta: a) Z// n1, b) Z// n 2, 

c) l//n3, ' d) l //na, e) [l_n1, f) [l_ n3, g) [J_na. 
Ćwiczenie 5: Zadanie 1 rozwiązać, jeśli rzutnia s jest płaszczyzną: a) aksonome­

trycznie- i boczno-rzucającą, b) aksonometrycznie- i pionowo-rzucającą. 

Zadanie 2: Dana jest dowolna płaszczyzna a (h:;, v:;, k:;) i rzutnia i, 
przechodząca przez oś z= OS z i oś aksonometryczną zn. Wyznaczyć 

rzuty prostokątne trzech śladów: poziomego, pionowego · i bocznego da­
nej płaszczyzny a na przyjętą rzutnię 8. 

Ro z wiąz.a n ie : Skoro oznaczymy (rys. 159) przez X, Y, Z punkty 
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przecięcia się płaszczyzny a z osiami · x, y, z układu [O], to wówczas 
proste: ha = X Y, Da = X Z i ka = Y Z są trzema śladami płaszczyzny a. 
Celem wyznaczenia rzutów prostokątnych 
owych prostych ha, Da i ka na rzutnię 8= Zzn, 

należy skonstruować rzuty prostokątne 

punktów X i Y na płaszczyznę s. Ponie­
waż punkty te leżą na rzutni poziomej 
u1 _L s, przeto rzuty prostokątne X 8 i Y 8 

elementów X i Y przynależą do śladu po­
ziomego h8 rzutni s. Odnoszące, poprowa­
dzone z punktów xn i yn prostopadle do 
osi s8 , przecinają się ze śladem s8 w punk­
tach x; i v;, które są aksonometrjami 
punktów X 8 i Y8 • Ponieważ punkt Z = za 
leży na rzutni s, przeto jego rzut prosto­
kątny Z 8 zjednoczył się z elementem Z. 
Proste h!=X8 Y8 , D!=X8 Zi k! = Y8 Z; le­
żące na płaszczyźnie s _L_ s1 , rozwiązują za- _ 

Rys. 159. 

danie, gdyż są rzutami prostokątnemi śladów ha=XY, Da=XZ i ka= YZ 
danej płaszczyzny a na przyjętą rzutnię s. Po dokonanem sprowadzeniu 
rzutni s do jednej płaszczyzny rysunkowej z rzutnią aksonometryczną na 
(t. zn. po wykonaniu kładu rzutni s), punkty X 8 , Y8 , Z= Z 8 i proste 
h!, D!, k! zajmą nowe położenia, a mianowicie: 

Zadanie 3: Dana jest dowolna płaszczyzna a (h:;, D::, k:;) i rzutnia s, 
prostopadła do boku s1 trójkąta śladów aksonometrycznych. Skon­
struować należy ślad ea płaszczyny a 
z rzutnią s. 

Rozwiązanie: Krawędź ea= as, 
przecięcia się danej płaszczyzny a z rzut­
nią s, jest żądanym śladem . . Celem wy­
znaczenia prostej ea , weźmy pod uwagę 
(rys. 160) punkt B = a s u1 , przynależny 

do trzech płaszczyzn a, s i u1 • Ponieważ 

przez punkt B przechodzą krawędzie: 

ea = a s, · h 8 = s n1 i ha = a .11:1 , przeto, pro­
ste h; i h~ przecinają się w aksonometrji 
Bn owego punktu. Skoro dla płaszczyzny a Rys. 160. 

wyznaczymy jej ślad aksonometryczny sa, 
to punkt C = sa s8 leży na płaszczyznach a, rea i s, a temsamem i na 
krawędzi ea = a s. Wyznaczyliśmy tedy takie dwa punkty B i C, które 
Plamitzer. Aksonometrja prostokątna. 8 
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leżą na szukanym śladzie ea. Po dokonanym kładzie rzutni e na pła­
szczyznę rysunku Tea, pierwszy z tych punktów zajmie położenie B x 
na prostej h ; , a drugi C nie zmieni wcale swego położenia, gdyż leży 
na osi obrotu s8 • Prosta e; = Bx C jest śladem płaszczyzny a na nowo 
przyjętej rzutni e. 

Ćwiczenie 6: Rozwiązać zadania 2 i 3 wówczas, jeżeli dana jest płaszczyzna : 
a) a1-n1, b) a1-n2, c) a1-.n3, d} a//.ni, e) a//.n2, f ) a//n3• 

Ćwiczenie 7: Dwa ostatnie zadania rozwiązać, jeżeli nowo przyjęta rzutnia s jest 
płaszczyzną: a) aksonometrycznie- i pionowo-rzucającą, b) aksonometrycznie- i boczno­
rzucającą. 

Ćwiczenie 8: Dowolna płaszczyzna a (sa, e; ) wyznaczona jest (por. rys. 160) przez 
ślad aksonometryczny s a i ślad e; na rzutni s. Skonstruować należy aksonometrje 
h:;, v:: i k:; trzech śladów: poziomego ha , pionowego va i bocznego ka płaszczyzny a. 



Rozdział VII. 

Zadania miarowe. 

54. Podział zadań geometrycznych. Wszelkie zadania geome­
tryczne podzielić możemy na dwie duże kategorje: na zadania mi a­
r owe i na zadania opisowe. Do pierwszej kategorji należą te zadania, 
w których występują długości odcinków i wielkości kątów, oraz po­
wierzchnie i objętości utworów geometrycznych. Do zadań miarowych 
zaliczamy tedy zagadnienia, odnoszące się np. do o d 1 e gł o ś ci : dwóch 
punktów, dwóch prostych (wzgl. płaszczyzn) równoległych, puIJ.ktu od 
prostej, punktu od płaszczyzny lub też odnoszące się do kąt a n achy-
1 en i a: dwóch prostych, prostej do płaszczyzny i dwóch płaszczyzn. 

Natomiast wszelkie zagadnienia geometryczne - w których nie wy­
stępują wcale długości odcinków, wielkości kątów, powierzchnie i obję­
tości utworów geometrycznych - należą do zadań opisowych. Skoro 
badaliśmy zależności, jakie zachodziły np. pomiędzy aksonometrjami 
punktów i prostych, pomiędzy śladami płaszczyzny, pomiędzy wzajemną 
przynależnością punktów, prostych i płaszczyzn, i t. p. - to występo­
wały wówczas w tych problemach zagadnienia opisowe. 

Z dotychczasowych rozważań naszych wynika, że w metodzie rzu­
tów aksonometrycznych nie była potrzebną wcale znajomość położenia 
trójkąta śladów aksonometrycznych podczas rozwiązywania zadań opi­
sowych. Zupełnie przeciwnie, gdy chodzi o rozwiązanie zagadnienia 
miarowego, to konieczna jest znajomość położenia trójkąta śladów akso­
nometrycznych. ów trójkąt musieliśmy przyjąć wówczas, gdyśmy chcieli 
ustalić położenie rzutni TC1 , TC2 i TC3 układu [O] oraz położenie elementów 
zasadniczych (t. j. punktów, prostych i płaszczyzn) w odniesieniu do 
płaszczyzny rysunku (rzutni aksonometrycznej) TCa. Podobnie z trójkąta 
śladów aksonometrycznych korzystaliśmy przy rozwiązywaniu zagadnień, 
odnoszących się do problemów prostopadłości i obrotów. 

55. Wyznaczenie długości odcinka. Skoro pewien odcinek AB 
jest równoległy do rzutni TC, to jego rzut pro·stokątny na rzutnię TC jest 
równy co do długości odcinkowi AB. Dla odcinka AB, dowolnie nachy-

8* 
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!onego względem rzutni u, jego rzut prostokątny jest mniejszy od od­
cinka AB. To samo stosuje się oczywiście do rzutów aksonometrycznych 
An Bn, A~B~, A~B'; i A~' B~' dowolnego odcinka AB. W metodzie rzutów 
aksonometrycznych zapoznać się musimy ze sposobami konstrukcyjnego 
wyznaczenia prawdziwej długości odcinka. 

Zadanie 1: Dane są dwa dowolne punkty A (An, A~) i B (Bn, B~); 
wyznaczyć należy prawdziwą długość odcinka AB. 

Ro z wiąz a n ie 1 : Przez odcinek AB poprowadźmy (por. rys. 148) 
płaszczyznę aksonometrycznie-rzucającą a (h;: = v;: = sa) i wyznaczmy 
punkt C (Cn, c: = Qn), przebicia · się osi z z ową płaszczyzną. Skonstru­

Rys .. 161. 

ujmy odcinek Cn CX, wyrażający odle­
głość punktu C od rzutni aksonome­
trycznej ua, a następnie wykonajmy 
(ust. 46) kład płaszczyzny a na rzut­
nię U 8 • Przy pomocy kładu C0 punktu C, 
wyznaczmy kłady A° i B 0 danych punk­
tów, to uzyskany w ten sposób odci­
nek A° B 0 przedstawia prawdziwą dłu­
gość przyjętego odcinka AB. • 

Rozwiązanie 2: Przez dany od­
cinek AB poprowadźmy (rys. 161) pła­
szczyznę . poziomo - rzucającą fJ (hp = 
= A: B:, vp I I zn) i wykonajmy jej kład 
(por. ust. 50) na rzutnię na, obracając 

płaszczyznę fJ dokoła jej śladu aksono­
metrycznego sp. Kłady danych ·punktów A i B wyznaczają odcinek 
A0 B0

, który rozwiązuje zadanie. 

·Rys. ·162. 

Rozwiązanie 3: Konstrukcję znacznie 
uprościmy, jeśli wykonamy (rys. 162) kład po­
mocniczej płaszczyzny poziomo-rzucającej fJ na 
płaszczyznę 1t;, która jest równoległą do rzutni 
aksonometrycznej na i przechodzi przez punkt 
np. · A (An, A:). Prosta sp, wykreślona z punktu 
An równolegle do prostej sp= fJ na, jest śla­

dem aksonometrycznym płaszczyzny fJ na no­
wo-wprowadzonej rzutni n-.;. Przez punkt Bn 
wykreślmy proste Bn 1 I I hp i Bn 211 Vp, to trój­
kąt (1 B 2) jest trójkątem prostokątnym, gdyż 
jego boki 1 B i B 2 są odpowiednio równoległe 
do śladów hp J_ v~ płaszczyzny po·ziomo-rzuca-

. jącej fJ. Skoro wykonamy ·kład owego trójkąta 
na rzutnię n;, · obracając go dokoła ·przeciw-
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prostokątni 12 -:- s/J, to kład B0 wierzchołka B leżeć musi na kole /t' 
(o średnicy 12) i na prostej Bn B0 _L s/J. Odcinek An B0 rozwiązuje zadanie. 

R o z w i ą z a n i e 4 : Pr.zez punkt 
A (A n, A:) poprowadźmy płaszczyznę 

n! I I na i uważajmy ją (rys. 163) za nową 
rzutnię aksonometryczną. Wyznaczmy od­
ległość Bn Bx punktu B od rzutni n! a na­
stępnie wykreślmy przez punkt A dowolną 
prostą l1 , leżącą na rzutni n!. Uważając ' 
element 11 za oś obrotu, wykonajmy 
(ust. 47), kład Bf punktu B na rzutnię n!, . f•. :::c..... +---,,,CC.-1--,,,'-__;::,,.,;,=.+.,.__~..::_..,.-....,. 

to odcinek A n B~ wyraża prawdziwą dłu- · 
gość odcinka AB. ~_,,.._..:;.:_--'r-'-.,.----+-_,..__ 

Na rys. 163 przyjęto jeszcze drugą 

oś obrotu 12 = an i skonstruowano kład B; 
punktu B. Oczywiście zachodzić musi 
równość odcinków An B~ = An B~. Zauwa­
żyć też należy, że omówione konstrukcje 

Rys. 163. 

pozwoliły nam obrócić dany odcinek AB w położenie AB~, względ­
nie AB~, rów n o 1 e gł e do rzutni aksonometrycznej ,na. 

Rozwiązanie 5: Celem wyzna­
czenia prawdziwej długości odcinka AB, 
możemy wkońcu użyć do pomocy (rys. 
164) nowej rzutni 8 , która przechodzi 
przez punkt np. Ą (A n, A: ) i jest prosto­
padła do boku s1 = na n1 • Skoro wy­
znaczymy (ust. 53) rzut prostokątny 

B8 (B; , B/ ) danego punktu B, oraz rzut 
AB 8 odcinka AB na rzutnię 8 , to po do­
konanym obrocie płaszczyzny 8 odcinek 
AB8 zajmie nowe położenie NB; . Uzy­
skaliśmy w ten sposób rzuty prosto­
kątne An Bn i Ax B; odcinka AB na dwie 

,,/ 'hf Se=hP=vf 
Rys. 164. 

wzajemnie prostopadłe ·rzutnie na _L 8 . Odległość punktu B od rzutni 8, 

równą odcinkowi Bn B; , odłóżmy · na prostej p _L B; N, to odcinek N B0 

~raża długość danego odcinka AB. r 

Ćwiczenie 1: Wyznaczyć długość odcinka AB, jeżeli dane są jego rzuty aksono­
metryczne: a) An Bn i A"-B" · b) An Bn i A"' B"' · c1 A' B ' i A" B " . n n' n n ' '/ n n n ,n 

Zadanie 2: Dane są prosta b (bn, b~) i leżący na niej punkt 
A (An, A~). Od .punktu A począwszy należy, odłożyć na prostej b odci­
nek AB, o . długości 5 cm. 

Ro z wiąz a n ie: Wyznaczmy kłady A0 i b0 danych elementó~ na · 
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rzutnię aksonometryczną n a i odłóżmy na promieniu b 0 odcinek A0 B 0 

o długości 5 cm. Następnie podnieśmy z kładu punkt B 0 i wyznaczmy 
(ust. 49) jego rżuty Bn, B~, przynależne do rzutów bn, b~ danej prostej b. 
Powyższe zadanie posiada dwa rozwiąząnia. 

Ćwiczenie 2: Poprzednie zadanie rozwiązać wówczas, jeżeli element b jest pro­
stą: a) b 1-n1, b) b 1-n2, c) b 1-n3, d) b 1-na,- e) b //n1, f ) b //n2, g) b //n3• 

Zadanie 3: Dane są dowolna płaszczyzna a (h::, v::) i dwa punkty 
B (Bn, B~), C (Cn, C~), które nie leżą na a. Wyznaczyć rzut prostokątny 
odcinka BC na płaszczyznę a, a następnie skonstruować prawdziwą 

wielkość tego rzutu. 
Ro z wiąz a n ie: Przez dane punkty B i C poprowadźmy proste 

b J_ a, c J_ a i wyznaczmy punkty Ba = ba, Ca = ca, przebicia się tych 
promieni rzucających z elementem a. Otrzymany w ten sposób odcinek 
Ba Ca jest rzutem prostokątnym odcinka BC na płaszczyznę a. Długość 

tego odcinka wyznaczymy w sposób, omówiony w zadaniu 1. 

56. Odległość punktu od płaszczyzny. W ust. 45 poznaliśmy 
sposoby konstrukcyjnego wyznaczenia odległości danego punktu od 
rzutni aksonometrycznej 1t8 • Teraz rozwiążemy ogólniejsze 

Zadanie: Dane są punkt P (Pn, P~) i dowolna płaszczyzna a (h::, v::)· 
Wyznaczyć należy odległość punktu P od płaszczyzny a. 

Ro z wiąz a n ie 1 : Przez odległość punktu P od płaszczyzny a ro­
zumiemy odcinek (o długości skończonej) PPa, jeżeli przez Pa oznaczymy 
rzut prostokątny punktu P na ową płaszczyz,nę a. Celem rozwiązania 
naszego zadania, poprowadźmy przez punkt P prostą p _J_ a i wyznaczmy 
punkt Pa = pa. Prawdziwa długość (kład) odcinka P Pa wyraża odległość 
punktu P od płaszczyzny a. 

Ro z wiąz a n ie 2: Wprowadźmy (rys. 165) nową rzutnię s, prze­
chodzącą np. przez oś z = O Sz i prostopadłą do rzutni aksonometrycz­

Rys. 165. 

nej na. Skoro skonstruujemy (ust. 53) 
rzut prostokątny P; punktu P na rzut­
nię 8 , oraz ślad e; -= a 8 danej płaszczyz­
ny a na owej rzutni 8, to tern samem 
sprowadziliśmy nasz problem do me­
tody rzutów prostokątnych (ust. 2) na 
dwie wzajemnie prostopadłe rzutnie 
na i 8. Aby wyznaczyć odległość punktu 
P (Pn, P; ) od płaszczyzny a (sa, e~), wy­
kreślmy prostą p l_ a i skonstruujmy 
punkt R =pa, przebicia się tej pro­
stej z elementem a. Przez prostą p, któ­
rej rzutami są proste pn J_ sa i p; J_ e~ i 
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przesuńmy płaszczyznę aksonometrycznie-rzucającą Q (s() = pn, e; _L s 6 ) 

i skonstruujmy krawędź r = a Q, oraz punkt R = rp. Uważając ślad s~ 
za oś obrotu, wykonajmy następnie kład płaszczyzny Q _L 1ta na rzut­
nię 1ta ; kłady P 0 i R 0 punktów P i R otrzymamy, jeśli odmierzymy od­
cinki pn P 0 = P; 1 i Rn R.0 = R; 2, wyrażające odległości owych punktów 
od rzutni 1t8 • Odcinek P0 R 0 rozwiązuje zadanie. 

Ćwiczenie 1: Rozwiązać poprzednie zadanie, jeżeli a jest płaszczyzną: a) a 1- n1, 

b) a1-n2, c) a1-n3, d) a1-n a, e) a//n1, f ) a//n2, g) a // n 3• 

Ćwiczenie 2: Wyznaczyć odległość danego punktu P (Pn, P~) od rzutni: a) po­
ziomei n 1 (rys. 147), b) pionowej n 2, c ) bocznej n 3• 

Ćwiczenie 3: Poprzednie zadanie rozwiązać, jeśli dany punkt P leży na rzutni : 
a) n1, b) n 2, c) n 3, d) na, lub też na osi: e) x, f) y, g) z. 

57. Odległość punktu od prostej. Niechaj dane będą dowolna 
prosta Z i punkt P, nie leżący na tej prostej. Przez P ·poprowadźmy taką 

prostą c, która by leżała na płaszczyźnie a = Z P i była prostopadłą ~o 
promienia l. Skoro przez B oznaczymy punkt B = Z c, przecięcia się ele­
mentów Z i c, to odcinek PB wyraża odległość punktu P od prostej l. 

Zadanie: Wyznaczyć odległość danego punktu P (Pn, P~) od dowol­
nej prostej z (zn , [~). 

Ro z wiąz a n ie 1 : Dla płaszczyzny a = P Z, określonej elementami 
Pi Z, wyznaczmy ślad aksonometryczny sa. Uważając sa za oś obrotu, 
wykonajmy kład płaszczyzny a na rzutnię 1ta. W kładzie z punktu P 0 

wykreślmy prostą c O prostopadłą do promienia 1° i skonstruujmy punkt 
B 0 = c 0 1°. Odcinek P 0 B 0 rozwiązuje zadanie. 

Ro z wiąz a n ie 2: Przez dany punkt P poprowadźmy płaszczy­
znę 'tł prostopadłą do danej prostej Z (ust. 40) i wyznaczmy punkt B = l{J, 
przebicia się tej prostej z płaszczyzną {J. Otrzymany w ten sposób od­
cinek PB jest prostopadły do promienia Z i rozwiązuje zadanie. 

Ro z wiąz a n ie 3 : Możemy wreszcie przyjąć nową rzutnię s, prze­
chodzącą przez oś np. z i prostopadłą do rzutni 1t8 • Po wykreśleniu rzu­
tów prostokątnych P; i z; danych elementów P i Z na rzutnię s _L s1 , 

rozwiązać możemy (por. ust. 56) zadanie nasze w metodzie rzutów pro­
stokątnych na dwie wzajemnie prostopadłe rzutnie 1ta i s. 

Ćwiczenie 1: Poprzednie zadanie rozwiązać dla elementów P i l, leżących na 
rzutni: a) n i, b) n 2, c) n 3, d) P na n 1, l na n 2, e) P na n 3, l na n 1, f) P na n a, 
/ na n2• 

Ćwiczenie 2: Wyznaczyć odległość dowolnego punktu P (Pn, P~' ) od osi: a) x., 
b) y , c) . 

58. Zadania i ćwiczenia. 
Zadanie 1: Dane są punkt A (An, A~), prosta p (pn, p:) i pła­

szczyzna a (h:, v;). Przez punkt A poprowadzić taką prostą a, która by­
łaby prostopadłą do danej prostej p i zarazem równoległą do płaszczyzny a. 
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R o z wiąz a n i e : Wszystkie proste, , przechodzące przez punkt A 
i prostopadłe do prostej p, leżą na płaszczyźnie fJ prostopadłej do pro­
mienia p. Natomiast wszystkie proste, przechodzące przez punkt A i rów­
noległe do płaszczyzny a, leżą na płaszczyźnie y I I a. Przez dany punkt A 
prowadzimy zatem dwie płaszczyzny: fJ J_ p i y / I a, to wówczas krawędź 
a = fJ y, przecięcia się tych płaszczyzn, spełnia warunki zadania. 

Zadanie 2: Dane są dwie proste skośne a (an, a~), b (bn, b~) i do­
wolny punkt P (Pn, P~). Przez ten punkt poprowadzić należy prostą p, 
prostopadłą do danych prostych skośnych a i b. 

R o z wiąz a n ie 1 : Przez punkt P poprowadźmy dwie płaszczyzny : 
a J_ a i fJ J_ b. Krawędź p = af), przecięcia się tych płaszczyzn, rozwią­
zuje zadanie i jest w ogólności skośną względem danych prostych. 

R o z wiąz a n ie 2 : Przez punkt P poprowadźmy płaszczyznę 8 , 

równoległą do prostej a i do prostej b (por. zad. 5, ust. 36), a następnie 
z punktu P wykreślmy prostą p J__ 8 , która spełnia warunki zadania. 

Zadanie 3: Przez dany punkt P (Pn, P;:) poprowadzić taką prostą p, . 
która przecina daną prostą a (an, a;) i jest do niej prostopadłą. 

~oz wiąz a n ie 1 : Miejscem geometrycznem prostych, które prze­
chodzą przez punkt Pi przecinają prostą a, jest płaszczyzna a = Pa. 
Miejscem geometrycznem prostych, przechodzących przez P i prosto­
padłych do prostej .a, jest płaszczyzna f), poprowadzona z punktu P pro­
stopadle do owej prostej a. Krawędź p = af) jest prostą wynikową. 

Ro z wiąz a n ie 2: Przez P poprowadźmy płaszczyznę f) J_ a i wy­
znaczmy punkt A = afl, przebicia się prostej a z płaszczyzną f) . Prosta 
p = PA, łącząca punkty P i A, spełnia warunki zadania. 

Zadanie 4: Dane . są dwie proste skośne a (an, a~) i b (~, b: ). Skon­
struować należy taką prostą r, któraby przecinała dane proste skośne 
i była do nich prostopadłą. 

Rozwiązanie 1: Przez dowolnie przyjęty punkt P (Pn, P : ) po­
prowadźmy (por. zadanie 2) prostą p, spełniającą warunki: p J_ a i p J_ b. 
Następnie wyznaczmy prostą r, która (por. ust. 36, zadanie 8) przecina 
proste skośne a, b i jest równoległą do promienia p. Prosta r rozwią­
zuje zadanie. 

Rozwiązanie 2: Przez prostą a przesuńmy płaszczyznę a rów­
noległą do prostej b, a przez prostą b poprowadźmy płaszczyznę fJ pro­
stopadłą do płaszczyzny a. Oznaczmy przez A punkt, w którym prosta a 
przecina się z krawędzią c = a f).. Prosta r, wykreślona z punktu A = ac 
prostopadle do płaszczyzny a, leży oczywiście na płaszczyźnie fJ i prze­
cina się w punkcie B z prostą b. Z warunków: a I/ b, r J_ a wynika · bez­
pośrednio, że prosta , jest prostopadłą do prostych a i b. Ponieważ 

nadto r przecina się z prostemi skośne mi a i b w punktach A = ar 
i B = br, przeto prosta r. spełnia warunki zadania. 
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Ćwiczenie 1: Zadania 2, 3 i 4 rozwiązać wówczas, jeżeli położenie danej prostej a 
określone jest warunkami: a) a li n1, b) a li n2, c) a li n3, d) a li na, e) a li x, f) a li y, 
g) a li z, h) a .1_ na , i) a. leży na rzutni poziomej (pionowej, wzgl. bocznej). 

Zadanie 5: Wyznaczyć odległość dwóch prostych sk,0śnych a (an, a~) 
i b (bn, b:). 

Rozwiązanie: Wykreślmy (por. zadanie 4) prostą r, prostopadłą 
do prostych skośnych a, bi przecinającą się z niemi w punktach A = ar 
i B = br. Odcinek AB wyraża odległość prostych skośnych a i b. 

Ćwiczenie 2: Wyznaczyć odległość dowolnej prostej b (bn, b ;) od osi x (y, wzgl. z) . 
Ćwiczenie 3: Rozwiązać zadanie 5 wówczas, jeżeli dane są proste: 

a) a J_ ni, b lina, c) a 1- n2, b li n2, e) a li x, b 1- na , 
b} a J_ n 1, b J_ na, d) a .1_ n 3, b llna, • f) a llY, b ll z. 

Zadanie 6: Wyznaczyć odległość dwóch danych płaszczyzn równo-
ległych · a (h~, v~) i fJ (hp, vp). ' 

Rozwiązanie: Prosta p . prostopadła do danych płaszczyzn a i /J, 
przeblja się z niemi w punktach A= pa i B = p{J. Odcinek AB równa 
się odległości płaszczyzn a I I {J. 

Zadanie 7: Dana jest płaszczyzna a (h;:, v;:). W odleg{ości 5 cm po­
prowadzić płaszczyzny, równoległe do elementu a. 

Ro z wiąz a n ie : W dowolnym punkcie A płaszczyzny a wykreślmy 
prostą p J_ a, a następnie odłóżmy na promieniu p odcinki AB = AC= 
= 5cm (por. zad. 2, ust. 55). Przez otrzymane w ten sposób punkty B 
i C przeprowadźmy płaszczyzny: fJ i y, równoległe do danej płaszczyzny a. 

Ćwiczenie 4: Rozwiązać zadanie 6 i 7, jeżeli płaszczyzna a spełnią warunki : 
a) a 1- n1, b) a J_ n2, c) a J_ n3, d) a J_ na, e) a li n1, f) a li n2, g) a li n 3, h ) a li na, 

Zadanie 8: Wyznaczyć odległość 

dwóch danych prostych równoległych 

a. (an, a:) i b (bn, b:). 
Rozwiązanie 1: Skonstruujmy ślad 

aksonometryczny s8 płaszczyzny s = ab, 
określonej danemi prostemi a i b. Prosta 
s8 (rys. 166) łączy ślady aksonometryczne 
Sa i Sb prostych . równoległych a I I b; 
owe ślady otrzymaliśmy zapomocą pła­
szczyzn poziomo-rzucających a (h;: = a:) 
i fJ (hp= b:). Wykonajmy następnie kład 
pomocniczej płaszczyzny s = ab na rzut­
nię na i wyznaczmy kłady a0

, b~ danych 
prostych. W tym celu wystarczy . obrócić 

jeden punkt np. Ka (K1;, K~) prostej a do­
Rys. 16_6. 

koła osi s8 o taki ~ Ka" CK:_, aby punkt Ka po dokonanym obrocie 
padł na rzutnię na (por. ust. 47). Na rys. 166 wyznaczyliśmy odległość 
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K: K; śladu bocznego Ka prostej a od rzutni 1ta, środek obrotu C, pro­
mień obrotu CK; i kład K:, owego punktu. Prosta a0 = Sa K:_ jest kła­
dem prostej a, prosta zaś b0

, wykreślona z punktu Sb równolegle do­
elementu a0

, jest kładem prostej b. Odcinek d, prostopadły do promieni 
a0 I I b0

, wyraża odległość danych prostych równoległych. 
Ro z wiąz a n ie 2 : Zadanie nasze rozwiązać też możemy przy po­

mocy płaszczyzny ó, prostopadłej do danych prostych a i b. Skoro wy­
znaczymy punkty A = a ó i B = b ó, przebicia się płaszczyzny c5 z pro­
stemi a i b, to odcinek do nich prostopadły AB rozwiązuje zadanie. 

Ćwiczenie 5: W zadaniu 8 przyjąć dwie proste a li b, które są nadto równoległe 
do osi: a) x, b) y, c) z lub też równoległe do rzutni: d) n 1, e) n 2, f ) n 3• 

59. Kąt nachylenia dwóch prostych. Niechaj dane będą 

(rys. 167) dwie proste a (an, a~) i b (b 11
, b~), przecinające się w pun~cie 

C (Cn, C~). Dla płaszczyzny s =ab, przechodzącej przez dane proste, jej 
ślad aksonometryczny s8 = Sa Sb łączy ślady aksonometryczne Sa i Sb 
prostych a i b. Wykonajmy następnie kład płaszczyzny s (wraz z da-· 

nemi promieniami a i b) na rzutnię 
s,=hf'=v, 1ta, to otrzymane proste a0 = C0 Sa 

i b0 = C0 Sb wyznaczają prawdziwą 
wielkość kąta nachylenia dwóch 
danych prostych a i b. Mówiąc. 

o kącie nachylenia dwóch prostych 
a, b, mamy zazwyczaj na myśli kąt 
ostry <p = <J: a b, zawarty pomię­
dzy temi prostemi. 

Zadanie 1: Dane są dwie pro-· 
ste, przecinające się w punkcie C. 
Wyznaczyć symetralną kąta nachy­
lenia tych prostych. 

Rozwiązanie: Wyznaczymy 
w kładzie prawdziwą wielkość kąta 
nachylenia danych prostych i wy-

R 167 kreślimy symetralną ( dwusieczną) ys. . 
d 0 kąta p 0 = ~ a 0 b 0

• Prostą d 0
· 

uważać będziemy za kład prostej d, która leży na płaszczyźnie s = a b,. 
przechodzącej przez dane proste a i b. Prostą d 0 należy podnieść z kładu 
i skonstruować (por. ust. 49) rzuty aksonometryczne d n i d~ dwusiecz-· 
nej d. Prosta d 0 przecina się ze śladem s8 płaszczyzny s =ab w punk-· 
cie Sd = d 0 s8 , który jest śladem aksonometrycznym promienia d. Łą­
cząc ÓW ślad sd z punktem en = an bn' uzyskamy aksonometrję dn = sd e n: 
symetralnej d. 
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Ćwiczenie 1 : Rozwiązać zadanie 1 dla takich prostych a i b, które leżą na pła­
szczyźnie: a) poziomo-rzucającej B, b) 81- n 2, c) 81- n 3, d) 81- n a, e) 8 I I n 1, f) 8 I I n2 

uJ 8 li n3 . 

Ćwiczenie 2: Wyznaczyć rzeczywistą wielkość kąta nachylenia dwóch prostych 
przecinających się a (an, a;;) i b (bn, b;;), jeżeli spełnione są warunki: 

a ) a 1-n1, b lln2, c) a lln1, b ll x, e) a lln2, b lln2, 

b) a 1-n1, b lin a, d) a li na, b li z, f) a 1- ni, b 1- na. 

Zadanie 2: Dane są dwie proste skośne a (an, a~) i b (bn, b~}. Wy­
znaczyć prawdziwą wielkość kąta nachylenia tych prostych. 

Ro z wiąz a n ie: W myśl definicji, podanej w ust. 4, postąpimy 

w następujący sposób: Przez dowolny punkt P (Pn, P~) poprowadzimy 
dwie proste c I I a i d I I b, a następnie wyznaczymy (w kładzie 1) wiel­
kość kąta nachylenia, jaki zawierają pomocnicze proste przecinające 

się c i d. 

Ćwiczenie 3: Wyznaczyć kąty nachylenia dowolnej prostej Z (zn, l~) z osiami x, 
y i z układu [ O]. 

Ćwiczenie 4: Dana jest prosta Z, leżąca na rzutni poziomej n1• Wyznaczyć praw­
dziwe wielkości kątów nachylenia prostej do osi x i do· osi y. 

Ćwiczenie 5: Rozwiązać zadanie 1 przy pomocy nowej rzutni aksonometrycznie­
i poziomo-rzucającej . 

60. Kąt nachylenia prostej do płaszczyzny. Kątem nachyle­
nia prostej a do płaszczyzny /J nazywamy -'1,: ab, jaki tworzy owa 

· prosta ze swoim rzutem prostokątnym b na płaszczyznę /J. 
Zadanie 1: Dane są dowolna prosta a (an, a~) i płaszczyzna fJ (hp, vp). 

Wyznaczyć prawdziwą wielkość kąta nachylenia tych elementów. 
Ro z wiąz a n ie: Celem wyznaczenia rzutu prostokątnego b danej 

prostej a na płaszczyznę /J, należy przez element a poprowadzić pła­

szczyznę s prostopadłą do /J (ust. 41) i skonstruować krawędź b = fJ s: 
Proste a i b, . leżące na pomocniczej płaszczyźnie s, wyznaczają -'1,: ab, 
który jest szukanym kątem nachylenia prostej a do płaszczyzny /J. Aby 
wykreślić prawdziwą wielkość tego kąta nachylenia <p = -'1,: a fJ = -'1,: ab, 
należy wykonać kład płaszczyzny s ( ale nie płaszczyzny /J !) na rzut­
nię na i narysować kłady a 0 i b 0 prostych a, b. Kąt a 0 b 0 rozwiązuje 

zadanie. 

Ćwic%enie 1: W zadaniu 1 przyjąć elementy: 

a) a 1- n i, fJ I I x, c) a 1- n2, fJ I I n a, e) a I I x, fJ I I z, 
b} a lln1, fl1-n1, d) a /In a, {l1-n2, f) a (an = a~), fl= xA. 

Zadanie 2: Wyznaczyć kąt nachylenia dowolnej prostej a (an, a~) 
do rzutni poziomej n1 • 

Ro z wiąz a n ie: Kąt, jaki tworzy prosta a ze swoim rzutem pozio­
mym a', rozwiązuje zadanie. Płaszczyznę pomocniczą s = aa', która jest 
płaszczyzną poziomo-rzucającą, należy obrócić około śladu s8 i położyć 



124 VII. Zadania miarowe. 

na rzutnię rea. Kład a O danej prostej a i kład a~ = h: śladu pozio­
mego pomocniczej płaszczyzny s _L 11:1 - wyznaczają szukany <}:: a re1 = 

= <}:a 0 h:. 
Ćwiczenie 2: Wyznaczyć kąty nachylenia dowolnej prostej a (a n, a " ) do rzutni 

pionowej ~ i do rzutni bocznej n3• , n 

Zadanie 3: Wyznaczyć kąt nachylenia prostej a (an, a~) do rzutni 
aksonometrycznej rea. 

Rozwiązanie: Kąt nachylenia <p= <}: a1ta równa się kątowi <}:: aan, 

utworzonemu przez prostą a i jej rzut aksonometryczny an. Aby wyzna­
czyć prawdziwą wielkość tego kąta, należy przez daną prostą a popro­
wadzić płaszczyznę s _L :-ca i wykonać następnie kład owej płaszczyzny s, 
oraz kład a O prostej a. Kąt cp O = <}:: a O a n spełnia warunki zadania. 

Ćwiczenie 3: Skonstruować kąty nachylenia osi x, y i z układu [O] do rzutni 
aksonometrycznej na, (Na rys. 168 wyznaczono kąty 4:.~=4:. x 0 xn =4:. x na, 4:. rJ = 

= 4:. Y * Y n = 4:. Y n a i 4:. Ś = 4:. Z X Z n = 4:. Z n a, które 
są rozwiązaniem niniejszego ćwiczenia). 

Zadanie 4: Dany jest dowolny punkt 
· A (A n, A~) i prosta a~, przechodząca przez 
element A~. Uważając promień a~ za akso­
nometrję rzutu poziomego a' takiej pro­
stej a, która nachyloną jest pod <}:: cp = 45° 
do rzutni poziomej n1 i przechodzi przez 
dany punkt A, - należy skonstruować 

aksonometrję · an owej prostej a. 

R o z wiąz a n ie : Skoro przez dany rzut 
Rys. 168. poziomy a' poprowadzimy płaszczyznę 

. s _L re1 , to prosta a leżeć musi na tej pła-
szczyźnie. Po wykonaniu kładu płaszczyzny s na rzutnię na, przez kład A° 
punktu A wykreślimy prostą a 0

, nachyloną pod <}::<p = 45° do elementu 
h: = a~. Element a O należy obrócić tak dokoła śladu aksonometrycz­
nego s8 , aby po dokonanym obrocie padł na płaszczyznę s _L n1 , to uzy­
skana w ten sposób prosta a (an, a~) rozwiązuje zadanie. 

Ćwiczenie 4: Dana jest akson()metrja b n takiej prostej b, która przechodzi przez 
dany punkt A (A n, A~) i jest nachyloną do rzutni aksonometrycznej pod kątem 60°. 
Wykreślić dalsze rzuty aksonometryczne b'

11
, b~ i b~' prostej b. 

Ćwiczenie 5: Na danej płaszczyźnie fJ (h§ , vp ) leży prosta b. ·Przez punkt C pro­
mienia b należy poprowadzić taką prostą a, któraby nachyloną była do płaszczyzny fJ 
pod danym kątem (JJ . (Problem odwrotny d? zadania 1). 

61. Kąt nachylenia dwóch płaszczyzn. Kątem nachylenia 
dwóch płaszczyzn nazywamy kąt, jaki tworzą krawędzie przecięcia się 
danych płaszczyzn z płaszczyzną do nich prostopadłą. 
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Zadanie r: Wyznaczyć prawdziwą wielkość kąta nachylenia <p dwóch 
danych płaszczyzn a (h;, v;) i fJ (h§, v§). 

Rozwiązanie: Poprowadźmy płaszczyznę s (h;, v;), prostopadłą 
(ust. 41) do :płaszczyzn a i fJ czyli prostopadłą do · krawędzi c = a{J. 
Skonstruujmy następnie proste a= s a i b = s{J, to kąt na~hylenia tych 
prostych jest zarazem kątem nachylenia danych płaszczyzn: -t:_ a b = 
= -t:_ a fJ = -t:_ <p. Celem otrzymania prawdziwej wielkości kąta <p, wyko­
namy kład pomoc n i cze j płaszczyzny s na rzutnię aTa i wyznaczymy 
kąt <p 0 = -t:_ a 0 b 0

, utworzony przez kłady a 0 i b 0 krawędzi a i b. 
Zadanie 2:· Wyznaczyć płaszczyżnę symetralną kąta nachylenia <p 

dwóch danych płaszczyzn a (h;, v;) i {J -(h§, v§). 
Ro z wiąz a n ie: W sposób omówiony w zadaniu 1 wyznaczy:ąiy 

w kładzie kąt <p 0 = -t:_ a 0 b 0
, a następnie wykreślimy symetralną (dwu­

sieczną) d 0 kąta <p 0
• Po podniesieniu z kładu elementu d 0

, otrzymamy 
prostą d (dn, d~) na pomocniczej płaszczyźnie s. Płaszczyzna a= de, 
przechodząca przez dwusieczną d i krawędź c = a{J, spełnia warunki 
zadania. 

Ćwiczenie 1: Rozwiązać zadania 1 i 2, jeśli dane są płaszczyzny: 

a) a li x, fl .l.. ni, c) a .l.. n 1 fl .l.. n 2, e) a .l.. x, fl .l.. na, 

b) all x, fl .l.. n2, d) all n1, fJ li x, /) all x, fJ .l.. na, 

Zadanie 3: Wyznaczyć kąt nachylenia dowolnej płaszczyzny 

a (h::, v::) do rzutni aksonometrycznej. · 
Rozwiązanie: Pomocnicza płaszczyzna s jest prostopadła do 

śladu aksonometrycznego sa = a aTa danej płaszczyzny a i przecina się 
z nią w krawędzi a = s a. Kąt <p = -t:_ a s8 , utworzony przez krawędź a 
i ślad s8 = 8aTa pomocniczej płaszczyzny s, jest szukanym kątem nachy­
lenia. Prawdziwą wielkość kąta <p otrzymamy, jeśli wykonamy kład pła­
szczyzny aksonometrycznie-rzucającej 8, 

Zadanie 4: Wyznaczyć kąt nachylenia dowolnej płaszczyzny 

a (h::, v:) do rzutni poziomej a-c1 • 

Rozwiązanie: Poprowadźmy (por. rys. 169) płaszczyznę s J_ ha, 
to krawędź a = s a i ślad poziomy h 8 = s a-c1 pomocniczej płaszczyzny s 
wyznaczają żądany kąt nachylenia. Prawdziwą wielkość owego kąta 

· <p = -t:. a h8 uzyskamy, skoro wykonamy kład płaszczyzny poziomo-rzu­
cającej 8. 

Ćwiczenie 2: Zadania 3 i 4 rozwiązać, jeśli dana jest płaszczyzna: a) a li x, 
b) a//y, c) a//z, d) a=Ax, e) a .l.. n 2, f) a .l.. n 3• 

Ćwiczenie 3: Wyznaczyć kąty nachylenia dowolnej płaszczyzny a (v;:, k::) do 
rzutni pionowej n 2 i do rzutni bocznej n 3• 

Ćwiczenie 4: Wyznaczyć (por . . rys. 168) rzeczywiste wielkości kątów nachylenia: 
--}:: cp = --}:: n a n 1, --}:: 'lJJ = --}:: na n 2 i --}:: x =--}:: n a n 3 rzutni aksonometrycznej na do trzech 
rzutni : poziomej n 1, pionowej n 2 i bocznej n 3• 
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Zadanie 5: Na rzutni poziomej n1 leży dowolna prosta e (en, e~_). 
Przez prostą e poprowadZić płaszczyzny a i {J, nachylone do rzutni po­
ziomej. n1 pod kątem 45°. 

R o z wiąz a n ie: Płaszczyzna 8 _L e przetnie się z szukanemi pła­

szczyznami a i f) w takich prostych a = 8a i b = 8{J, które muszą być 
nachylone do śladu poziomego h8 pod kątami 45°. Skoro poprowadzimy 
płaszczyznę pomocniczą 8 _L ą i wykonamy (rys. 169) jej kład na rzutnię na, 

obracając element 8 dokoła śladu 

aksonometrycznego s8 _L en - to przez 
kład H 0 punktu H = c8 przejdą kłady 
ao- i b0 prom~eni a i b. Proste a0 i b0

, 

nachylone do elementu h: pod ką­
tami 45°, należy podnieść z kładu 
na płaszczyznę 8 . Promienie a0 i b0 

przecinają się z osią obrotu s8 w śla­

dach Sa = a0 
Ss i Sb= b0 s8; proste 

an= SaHn, bn = SbHn są aksono­
metrjami prostych a i b, przynależ­
nych do płaszczyzny poziomo-rzuca­
jącej 8. Mając rzuty an, bn i a~ = 
= b~ =h; prostych a i b, z łatwością 

wyznaczymy na]Pierw aksonometrje V;, V; i K; śladów owych prostych, 
a następnie aksonometrje h~ = h~= en, v~, k~ i v~ śladów płaszczyzn 
a i {J , które spełniają warunki zadania. 

Ćwiczenie 5: Przez prostą e (en = e~ ), która leży na rzutni pionowej n 2, popro­
wadzić płaszczyzny a i f], nachylone pod -}:: 60° do rzutni rr2• 

Ćwiczenie 6: Dany jest ślad aksonometryczny sa takiej płaszczyzny a, która na­
chyloną jest do rzutni aksonometrycznej n a pod -}:: 30°. Należy skonstruować aksono­
rnetrje h;, v: i k: śladów tej płaszczyzny. (Dwa rozwiązania!) . 

Ćwiczenie 7: Wyznaczyć płaszczyzny, przechodzące przez oś z = OSz i nachy­
lone pod -}:: 45° do rzutni bocznej n 3• 

Ćwiczenie 8: Na danej płaszczyźnie y (h;, v; ) leży dowolna prosta e (en, e~). 

Przez prostą e poprowadzić dwie płaszczyzny a i f], nachylone pod -}:: 45° _ do danej 
płaszczyzny y. 

62. Zadania i ćwiczenia. 
Zadanie 1: Dany jest odcinek AB (An Bn, A~ B~) i dowolna prosta 

Z W, Z~). Na prostej Z skonstruować punkt C, równo oddalony od punk­
tów A i B. 

Ro z wiąz a n ie: Skoro przez środek E odcinka AB poprowadzimy 
płaszczyznę o, prostopadłą do owego odcinka, to o jest miejscem geome­
trycznem punktów równo oddalonych od danych punktów A, B i nazywa 
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się płaszczyzną s y met r a 1 n ą odcinka A B. Punkt C = la, w którym 
prosta l przebija się z płaszczyzną a, spełnia warunki zadania. 

Zadanie 2: Wyznaczyć m1e1sce geometryczne punktów, które są 
równo oddalone od trzech danych punktów A (An, A:), B (Bn, B'~) 
i C ( en, C;;). 

Ro z wiąz a n ie 1 : Wykreślmy płaszczyzny symetralne a i 1: od­
cinków AB i BC, to krawędź e = a,r jest miejscem geometrycznem szu­
kanych punktów. 

Rozwiązanie 2: Wykonajmy kład płaszczyzny a= ABC i wy­
znaczmy środek E 0 koła opisanego na trójkącie (A° B° C0

). Po podnie­
sieniu z kładu punktu E 0

, uzyskamy na płaszczyźnie a punkt E równo­
oddalony od danych punktów A, B i C. Z łatwością zauważymy, że 

prosta e, poprowadzona w punkcie E prostopadle do płaszczyzny 

a = AB C, spełnia warunki zadania. 
Ćwiczenie 1 : Dane są trzy punkty A (A n, A~), B (B n, B :) C ( Cn, c:) i dowolna 

płaszczyzna fJ (hp, vfj). Na płaszczyźnie /3 wyznaczyć punkt P, równo oddalony od trzech da­
nych punktów. 

Ćwiczenie 2: Dane są trzy proste równolegle: a (an, a~), b (bn, b~) i c (en,<). 
Wyznaczyć taką prostą e, któraby była równoległą do danych prostych i równo odda­
loną od nicn. 

Zadanie 3: Dane są dwie płaszczyzny a (h~, v~) i /J (hp, vfj), oraz 
•dowolna prosta l (Zn, l~}. Na prostej l skonstruować punkty równo od­
dalone od płaszczyzn a i /J. 

Ro z wiąz a n ie: Wyznaczmy (por. ust. 61, zad. 2) płaszczyznę sy­
metralną a kąta nachylenia <p = ~ a/J danych płaszczyzn a i /J, to owa 
płaszczyzna a jest miejscem geometrycznem punktów,. równo oddalonych 
od płaszczyzn a i /J. Skoro przez krawędź c = a{J poprowadzimy pła­
szczyznę ó _l_ a, to z łatwością z;auważymy, że poszczególne punkty pła­
szczyzny ó są też równo oddalone od danych płaszczyzn a i /J. Prosta l 
przebija się z płaszczyznami ó i a w punktach P= la i Q = ló, które 
rozwiązują nasze zadanie. 

Ćwiczenie 3: Na osi z_ układu O [x, y, z] wyznaczyć punkty, równo oddalone od 
rzutni aksonometrycznej na i od rzutni poziomej n1• 



Rozdział VIII. 

Wielokąty płaskie. 

63. Określenia i podział wielokątów. Ńiechaj dany będzie 
wielokąt (ABC ... PR), którego wierz cho łkam i są punkty właściwe 
A, B, C ... P, R, a bokami odcinki ( o długości skończonej): AB, BC, ... 
PR, RA, łączące kolejno pary wierzchołków w porządku wypisanym. 
Wielokąty o trzech, czterech, pięciu, ... , n wierzchołkach nazywamy: 
trójkątem, czworokątem, pięciokątem, ... , n-kątem. Wielokąty dzielimy na 
płask ie i s ko ś n e zależnie od tego, czy wszystkie wierzchołki uważa­
nego wielokąta leżą na jednej płaszczyźnie, czy też nie leżą na tej samej 
płaszczyźnie. 

Skoro założymy, że każde dwa boki pewnego wielokąta płaskiego, 
nie przechodzące przez jeden i ten sam wierzchołek, wcale się nie prze­
cinają, to uważany wielokąt płaski nazywamy wy p u kły m lub w kl ę­
s ł y m zależnie od tego, czy po jednej stronie, czy też po obydwu stro­
nach każdego boku znajdują się wszystkie pozostałe wierzchołki tego 
wielokąta. O wielokącie wypukłym, którego wszystkie wierzchołki leżą 
na obwodzie koła k, powiadamy, że jest "wpisany" w to koło. Środek 
tego koła jest środkiem geometrycznym uważanego wielokąta. 

Jeżeli w szczególnym przypadku wielokąt wypukły jest wpisany w koło k, 
a nadto wszystkie jego boki są sobie równe co do długości, to wówczas 
nazywamy go wielokątem umiarowym lub foremnym. Trójkąt rów­
noboczny, kwadrat, pięciokąt umiarowy, ... są przyldadami wielokątów 
umiarowych. 

Zauważyć należy, że: 1) każdy wielokąt umiarowy posiada zawsze 
środek geometryczny, który jest środkiem koła "opisanego" na tym wie­
lokącie; 2) natomiast wielokąt wypukły, który posiada środek geome­
tryczny, nie musi być koniecznie wielokątem umiarowym. 

64. Aksonometrje wielokątów płaskich. Na dowolnej pła­

szczyźnie a niechaj dany będzie wielokąt (AB ... PR). Wyznaczmy rzuty 
aksonometryczne A n, Bn, ... pn, Rn, poszczególnych wierzchołków, oraz 
aksonometrje An Bn, ... , pn Rn, Rn An poszczególnych boków owego wielo-
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kąta płaskiego. Na rzutni aksonometrycznej na uzyskamy wówczas nowy 
wielokąt płaski (An Bn ... pn Rn), który jest odwzorowaniem danego wie­
lokąta na rzutni na. Wielokąt (An Bn ... pn Rn) nazywamy aksonom e­
t r ją ( obrazem aksonometrycznym) danego wielokąta (AB ... PR). 

W podobny sposób skonstruować możemy rzuty: poziomy (A'B' ... 
. . . P' R'), pionowy (A" ... R") i boczny (A'" ... R"') · danego wielokąta. Dla 
uzyskanych w ten sposób trzech nowych wielokątów, które leżą odpo­
wiednio na rzutniach: poziomej n1 , pionowej n2 i bocznej n3 , wyznaczyć 

możemy wkońcu ich rzuty aksonometryczne: (A~ ... R~), (A~ ... R:) 
i (A"' R"') n • • • n • 

Zadanie 1: Na danej płaszczyźnie a (h:;, v;:) leży dowolny trójkąt 
(AB e), którego (rys. 170) rzut aksonometryczny (A~ B~ e~) jest dany. 
Skonstruować należy aksonome­
trję (An Bn en) owego trójkąta. 

R o z w i ą z a n i e : Proste 
A~B~ = c~ i A~ e~ = b~ są akso­
nometrjami rzutów poziomych 
dwóch prostych AB= c i A e = b, 
które łączą wierzchołek A z po­
zostałemi wierzchołkami B i C 
przyjętego trójkąta (AB e). Po­
nieważ proste c i b leżą na da-
nej płaszczyźnie a, przeto akso- xn 
nometrje H~ = h: c:, Hg= h:; b: 
i V~ przynależą (ust. 27) do obra- Rys. 170. 

zów aksonometrycznych h;: i v:; 
odpowiednich śladów ha i va płaszczyzny a. Na aksonometrji bn = Hg V:,r 
pomocniczej prostej b leżą aksonometrje An i en dwóch wierzchołków 
danego trójkąta. Prosta A n H~ = en, t. zn. aksonometrja prostej c, oraz. 
odnosząca B: Bn I I zn przecinają się w punkcie Bn, który jest obrazem 
aksonometrycznym trzeciego wierzchołka B przyjętego trójkąta na pła-­
szczyźnie a. Trójkąt (AnBnen) rozwiązuje zadanie . . - Kontrola ry­
sunku: Proste an= Bn en i a~= B~ e: muszą się przecinać w punkcie H;: 
na prostej h~, gdyż są rzutami aksonometrycznemi p;rostej a = Be, le­
żącej na płaszczyźnie a. Z tego samego powodu punkty v: = an v:: 
i v: = a: X'1 leżeć muszą na promieniu równoległym do osi zn. 

Zadanie 2: Na płaszczyźnie a= p r, określonej dwiema danemi pro• 
stemi równoległemi p (pn, p :) i r ( rn, r:), leży trójkąt (AB e). Dany jest 
rzut aksonometryczny (An Bn en); należy skonstruować aksonometrję 

(A~ B: c:) rzutu poziomego (A' B' e') owego trójkąta. 
Rozwiązanie: Na rys. 171 przyjęto, że aksonometria Bnen=an 

prostej Be= a jest równoległą do elementów pn I/ rn. Proste c = AB 
amitzer. Aksonometrja prostokątna. 9 
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i b = A C, łączące wierzchołek A z pozostałemi wierzchołkami trójkąta 
(ABC), leżą oczywiście na danej płaszczyźnie a= p r. Ich aksonometrje 

ff': . en i bn przecinają się z prostemi pn 
: i rn w punktach: 1n=enpn, 2n=bnpn, 

:. - - -z:ń · 
. I l<X 

- ·-· eh 

Rys. 171 1). 

3n= bn rn i 4n=en rn. Element 1n= en pn 
jest obrazem aksonometrycznym punktu 
1 = ep przecięcia się prostych e i p. 
Odnosząca 1n 1: I I zn przecina daną pro­
stą p: w punkcie 1;" który jest akso­
nometrją rzutu poziomego 1' punktu 
1 = e p. W podobny sposób wyznaczy­
my punkty 2:, 3: i 4:, a następnie na 
prostych 1: 4;1 = e~ i 2~3~ = b: skon­
struujemy punkty A:, B: i c:. Trój­
kąt (A~ B~ C~) spełnia warunki zada­

nia. -Kontrola rysunku: Prosta B~ C~ jest równoległą do elementu r~, 
a punkt A: leży na prostych bn en i A n A: I I zn. Ponadto punkty H:: = an a~, 
Hr;= bn b: i H; = en e: przynależą do jednej prostej h~', która jest 
aksonometrją śladu poziomego płaszczyzny a = p r. 

' Ćwiczenie 1 : Zadanie 1 rozwiązać 
wówczas, jeżeli dana jest płaszczyzna 
a= pr. 

Ćwiczenie 2 : Zadanie 2 rozwiązać, 
jeżeli dana jest płaszczyzna a (h~1

, v;). 
Ćwiczenie 3: Dana jest aksonometrja 

(A n Bn en Dn) czworokąta (AB e D), le­
żącego na dowolnej płaszczyźnie s (v; , k; ). 
Skonstruować (por. rys. 172) aksono­
metrję (A~ B: e;: D :) rzutu pionowego 
tego wielokąta. 

Rys. 172. 
Ćwiczenie 4: Dane są trzy wierz­

chołki A (An, A';:), B (Bn, B'~') i e ( en, e~' ) 
pięciokąta płaskiego (AB e DE), oraz aksonometrje Dn i En dwóch jego pozostałych 
wierzchołków D-i E. Znaleźć należy rzuty aksonometryczne D~' i E:' punktów D i E. 

Zadanie 3: Na płaszczyźnie s ( v;i, k;) leży trójkąt (12 3), którego 
rzut aksonometryczny (1~ 2~ 3:) jest dany. Skonstruować · aksonometrję 

(1~' 2~' 3~') rzutu bocznego tego trójkąta. 
Rozwiązanie: Na rys. 173 przyjęto szczególne położenie trójkąta 

(1;2~3:'), gdyż dwa jego boki spełniają warunki: 1~2~ /I zn, 1~3: li v;. 
Prosta c = 12, przechodząca przez wierzchołki 1 i 2 uwazanego trójkąta, 
leży na płaszczyźnie s i jest równoległą do śladu bocznego k 8 pła-

,, 

1) Prostą A~ c: = bn oznaczyć należy na rysunku literą b: • 
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szczyzny s. Przez p~nkt v: = c~ v;, t. zn. przez aksonometrję śladu pio­
nowego Vc prostej c, poprowadźmy odnoszącą V: V~' I I xn, a następnie 
przez V~' promień c~' I I k;, to otrzy­
mana w ten sposób prosta c~' jest akso­
nometrją rzutu bocznego elementu c. 
Za pośrednictwem punktów 1: i 2:, 
wyznaczymy na prostej c~' rzuty akso­
nometryczne 1~' i 2~' dwóch wierzchoł­
ków naszego trójkąta. Prosta b = 13 
leży na płaszczyźnie s i jest równo­
ległą do jej śladu pionowego v8 , gdyż 
rzut b~ jest równoległy do elementu v;. 
Aksonometrja b~' rzutu bocznego tej 
prostej przechodzi przez aksonometrję 
K:; śladu bocznego prostej b i jest rów­
noległą do osi zn. Możemy wreszcie 

Rys. 173. 

wziąć pod uwagę trzecią prostą a . 2 3, łączącą wierzchołki 2 i 3 oma­
wianego trójkąta. Rzut a~ = 2~ 3~ tej prostej przecina się z elementami 
v; i zn w punktach V: i K;; . Skoro wykreśliśmy rzut _ v:' i aksono­
metrj ę K:: śladu bocznego promienia a = 23, to łącząc dwa ostatnie 
punkty, otrzymamy rzut a~'= v:' K::. - O ile konstrukcja jest dokład­
nie przeprowadzona, to prosta b~' przejść musi przez punkt 1~', a pro­
mień a~' przez punkt 2 ~'. 

Ćwiczenie 5: Dany jest rzut (1~' 2~' 3~' ) trójkąta (12 3), leżącego (rys. 173) na do­
wolnej płaszczyźnie s (v; , k; ). Wyznaczyć aksonometrję (1~ 2~ 3~) rzutu pionowego tego 
trójkąta. 

Ćwiczenie 6: Zadanie 3 rozwiązać wówczas, jeżeli płaszczyzna s określona jest 
-dwiema prostemi równoległemi p (p ~, p ~') i r (<, r~' ). 

65. Aksonometrj e wielokątów, leżących na płaszczyznach 
rzucających. W poprzednim ustępie zajmowaliśmy się konstrukcyjnem 
wyznaczaniem rzutów aksonometrycznych wielokątów, leżących na do­
wolnej płaszczyźnie. Teraz omawiać będziemy podobne zagadnienia, 
przyjmując wielokąty na płaszczyznach rzucających. Wprawdzie mogli­
byśmy stosować i tutaj poznane poprzednio konstrukcje, ale z uwagi 
na szczególne położenie płaszczyzn, na których leżą wielokąty, sprawa 
konstrukcyjnego rozwiązania tych zagadnień z~ ac z n i-e się uprości. 

Zadanie 1: Dana jest aksonometrja (An Bn Cn) dowolnego trójkąta 
(ABC), który leży na płaszczyźnie poziomo-rzucającej s (h; , v; ). Wyzna­
czyć należy aksonometrje rzutów: poziomego, pionowego i bqcznego 
owego trójkąta. 

Ro z wiąz a n ie: Ponieważ płaszczyzna s jest prostopadła do rzutni 
poziomej, przeto (rys. 174) aksonometrje A~, B ~ i C~ wierzchołków trój-

9* 
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vP 
kąta (ABC) leżeć muszą (ust. 28) 
na aksonometrji h; śladu poziome­
go płaszczyzny 8. Wystarczy tedy 
z punktu np. A n wykreślić odnoszącą 

A n A~ I I zn i wyznaczyć punkt A~' 
w którym owa odnosząca prŻetnie 
się z elementem h;. Mając dwa 
rzuty An i A~ wierzchołka A, otrzy­
mamy dalsze rzuty aksonometryczne 
A~ i A~' owego punktu w sposób, 
omówiony w ust. 14. Rys. 174. 

Zadanie 2: Dany jest rzut akso­
nometryczny (A~ B~ C~) dowolnego trójkąta, który leży na płaszczyźnie 
poziomo-rzucającej 8. Skonstruować aksonometrję owego trójkąta(A BC). 

Ro z wiąz a n ie·: Celem uproszczenia konstrukcji (rys. 17 4) wy- · 
znaczmy dla wierzchołka A najpierw · 
rzut A~ na prostej h;, a następnie do­
piero aksonometrję An. Za pośrednic­
twem odnoszących A~ A~ I I zn i A~A~ I I yn 
otrzymujemy aksonometrję A~ rzutu 
poziomego wierzchołka A, a następ­

nie (por. ust. 15) przez wykreślenie 

odnoszących A~ An I I yn i A~ An I I zn 
dochodzimy do punistu A n. W podob­
ny sposób wyznaczymy obrazy akso­
nometryczne B n i C n dwóch pozo­
stałych wierzchołków danego trójkąta. 

'Rys. 175. 

Ćwiczenie 1: Zadanie 1 i 2 rozwiązać wów­
czas, jeżeli płaszczyzna e jest: a) pionowo- rzuca­
jącą, b) boczno-rzucającą, c) przechodzącą przez 
oś x, d) przez oś y, e) przez oś z. 

Ćwiczenie 2: Wyznaczyć rzuty aksonometrycz-
" ne czworokąta (AB CD), leżącego na płaszczyźnie e 

równoległej do rzutni: a) poziomej n1 (por. rys. 175), 
b) pionowej n 2 , c) boGznej n 3 • 

. _2n __ . · Zadanie 3: Dany jest rzut (1~2~3~4~) 
_. ~:::01; ·:· ;1% . czworokąta, leżącego na płaszczyźnie akso-

1% =:·=tri. = ···< ' : \4J , no metrycznie- rzucającej 8 (s8 = h; = v;). 
. =.~'._...-···-..... ·4h: .. -· 2.'11 Wyznaczyć trzy dalsze rzuty aksonome-

2f__yn !h •·· ... L>···= xn tryczne czworokąta (1234). 
•.. , . , 3/2 Ro z wiąz a n ie: Ponieważ płaszczyzna 

· s11 =ńfl=vf ·· ... 2 . ...- . 8 _L 1t
8

, przeto aksonometrja (1 n 2n 3n 4n) 

Rys. 176. danego wielokąta leżeć musi (rys. 176) na 
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śladzie aksonometrycznym s8 tej płaszczyzny. Odnoszące, poprowadzone 
z punktów 1 ~ , .. ·. 4 ~ równolegle do osi z n, przecinają ślad s 8 w szu­
kanych punktach: 1 n, 2 n, 3 n i 4 n. Skonstruowanie rzutów aksono­
metrycznych (1 '~ ... 4'~) i (1:' ... 4:') uważanego czworokąta nie nastrę­
czy żadnych trudności. 

Ćwiczenie 3,: Rozwiązać zadanie 3 wówczas, gdy płaszczyzna s jest prostopadłą 
do dwóch rzutni: a) s 1- na i c 1- n1 , b) s J_ n a i c J_ n2 , c) s .L na i s1_n3 • 

66. O powinowactwie układów płaskich. Ogół wszystkich 
punktów A, B, ... i prostych a, b, . .. , które leżą na dowolnej płaszczy­

źnie a, nazywamy układem płaskim i oznaczamy symbolem (a). Pła­
szczyzna a jest podst a wą, a poszczególne punkty i proste tej pła­

szczyzny są elementarni uważanego układu płaskiego (a). 
Niechaj dane będą dwa układy płaskie (a1 ) i (a2), których podsta­

wami są dwie dowolne płaszczyzny właściwe a1 i . a2 , przecinające się 

w prostej właściwej p = a1 a2 , albo też dwie płaszczyzny zjednoczone 
(nakrywające się) na jednej i tej samej płaszczyźnie właściwej a. Po­
między temi układami ( a1) i ( a2) ustanówmy następującą zależność geo-
metryczną: · 

1. Niechaj każdemu punktowi właściwemu A1 pierwszego układu ( a1) 

podporządkowany będzie jeden i tylko jeden punkt właściwy A2 drugiego 
układu ( a2), i wzajemnie. 

2. Niechaj każdej prostej właściwej b1 pierwszego układu odpowiada 
jedna i tylko jedna prosta właściwa b2 w układzie drugim, i wzajemnie. 

3. Punktowi A1 i prostej b1 , przynależnym do siebie w układzie ( a1), 

niechaj odpowiadają w układzie (a2) punkt A2 i prosta b2 , które również 
przynależą do siebie. 

4. Punkty podporządkowane: A1 i A2 , B1 i B2 , • • • niechaj leżą na 
prostych równoległych, a proste podporządkowane: a1 i a2 , b1 i b2 , ••• 

niechaj przecinają się na stałej prostej właściwej p. 

Ustanowioną w ten sposób zależność geometryczną pomiędzy ukła­
dami płaskiemi (a1) i (a2) nazywamy powinowactwem środkowem 
lub p er sp e k ty w i cz nem (pokrewieńs_twem środkowem, wzgl. homo­
logją równoległą). Punkty A1 i A2 lub proste b1 i b2 , podporządkowane 

sobie w obu układach (a1 ) i (a2), nazywamy elementami homologicz­
n em i. Proste równoległe A1 A2 , B1 B2 , ••• , łączące pary punktów homo­
logicznych, są promieniami powinowactwa i przecinają się w punk­
cie niewłaściwym S00

, t. zw. środku powinowactwa. Stała prosta 
właściwa p, na której przecinają się pary homologicznych prostych : 
a1 i a2 , b1 i b2 , ••• , jest osią powinowactwa. W przypadku dwóch 
różnych od siebie płaszczyzn a1 i a2 , osią powinowactwa jest krawędź 
p = a1 a2 przecięcia sfę tych płaszczyzn. 
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W geometrji wykreślnej bardzo często spotykamy się z powino-· 
wactwem perspektywicznem. Nadmienię tu, że np. pomiędzy dowolnym 

układem płaskim (a) a jego rzutem ukośnym 
na dowolną rzutnię n (rys. 177) zachodzi 
powinowactwo środkowe. Ślad p = an da­
nej płaszczyzny a jest osią powinowactwa, 
a punkt S00

, wyznaczony kierunkiem rzu­
tów k, jest środkiem powinowactwa. 

Weźmy teraz pod uwagę powinowactwo• 
Rys. 177. środkowe, zachodzące (rys. 178) pomiędzy 

d~oma układami płaskiemi (Cli) i (a2), których. 
podstawy zjednoczyły się z płaszczyzną rysunkową. Osią tego powino­
wactwa niec;tiaj będzie prosta właściwa p, a parą punktów homologicz„ 
nych elementy A1 i A2 • Promień powinowactwa A1 A2 ustala t. zw. ,,kie­
runek powinowactwa", a punkt niewłaściwy S00 jest środkiem po­

winowactwa. Przez punkt A1 popro­
wadźmy dowolną prostą b1 i oznaczmy 
przez B punkt przecięcia się tej pro­
stej z osią p. Uważając b1 za element 
układu płaskiego ( a1), możemy-w myśl 
·ustalonych zależności 1, ... 4 - podpo­
rządkować prostej b1 jedną i tylko jedną 
prostą b2 = B A2 w układzie ( ~), która 
łączy punkty B i A2 • Skoro na b1 obie­
rzemy dowolny punkt C1 , to punkt ho-

Rys. 178. mologiczny C2 leżeć musi na prostej b2 , 

przyczem promień powinowactwa C1 C2-
przechodzi przez środek S 00

• Podobnie skonstruow~ć możemy proste 
d1 = C1 D i · d2 = C2 D, oraz punkty E1 i E2 , które są elementami ho­
mologicznemi uważanych układów „perspektywicznie -·powinowatych"' 
(a1 ) i (a2). 

Z łatwością zauważymy (por. rys. 177 i 178), że dla dwóch układów 
,,środkowo-powinowatych" (a1) i (a2)- punktowi ·niewłaściwemu z; pod­
porządkowany jest również punkt niewłaściwy z;. Dowolny promień 

powinowactwa c = S00 C1 przecina się bowiem z dwiema prostemi b1 i b2 

w punktach homologicznych C1 i C2 • Podobn_ie też promień z 00 = S00 z;, 
t. zn. prosta niewłaściwa z 00 łącząca punkty S00 i z;, wyznaczy na pro­
stych b1 i b2 punkty homologiczne z; i z;. Owe punkty połączmy z do­
wolnym punktem G osi powinowactwa p, to uzyskane proste homolo­
giczne Y1 = z; Q i Y2 = z; Q spełniają warunki : Y1 I I b1 , Y2 I I b2. Zamiast 
punktu właściwego G, obierzmy na osi p punkt niewłaściwy W 00

• Pro­
stej w; = W° z; układu ( Cli) odpowiada w układzie ( a2) prosta w;= 
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= W00 z;. Wreszcie prostej 11 = C1 W
00

, równoległej do osi powinowactwa p, 
podporządkowana jest w układzie ( a2) prosta 12 = C2 W 00 

r Dowolny 
punkt B, leżący na osi powinowactwa p, _uważać możemy za dwa na­
krywające się punkty homologiczne B1 i B2 • Możemy tędy powiedzieć, 

że dwa układy płaskie środkowo-powinowate posiadają następujące 
własności: 

a) Proste niewłaściwe w 1
00 i w; tych układów są elemen-

tami homologicznemi. · 
b) Każdemu punktowi niewłaściwemu z; układu (cii) 

podporządkowany jest jeden i tylko jeden punkt niewłaściwy z; 
w układzie płaskim ( a2), i wzajemnie. 

c) Prostym równoległym g1 // b1 układu (cii) podporząd­
kowane są w układzie ( a2) również proste równoległe g2 I I b2 • 

d) Dwie homologiczne proste 11 i 12 są do siebie równo­
ległe tylko wówczas, . jeżeli owe p~oste są równoległe do osi 
powinowactwa. 

e) W każdym punkcie B osi powinowactwa p zjednoczone 
są dwa homologiczne punkty B1 i B2 • 

Z przeprowadzonych konstrukcyj na rys. 177 i 178 wynika bezpo­
średnio następujący związek: 

Powinowactwo środkowe, , zachodzące pomiędzy dwoma układami , 
plaskiemi, jest wyznaczone wówczas, skoro dane są oś powinowactwa 
i jedna para punktów homologicznych. 

Przejdźmy teraz do związków geometrycznych niecp ogólniejszych, 
aniżeli powinowactwo środkowe. Niechaj dla dwóch płaskich ukłądów ( Ui) 
i ( a2) - których podstawami są d'Yi.e różne od siebie płaszczyzny wła­
ściwe a1 i ~, albo też <;lwie płaszczyzny zjednoczone z płaszczyzną a -
spełnione będą poprzednio wymienione zależności: 1, 2 i 3, a nadto, 
w miejsce związku 4, ust~ówmy nową zależność: 

5. Każdemu punktowi niewłaściwemu zr; układu ( a1) podporząd­

kujmy jeden i tylko jeden punkt niewłaściwy z; w układzie ('½), 
i wzajemnie. 

Skoro wykluczymy związek 4, to ustaloną w ten sposób ;zależnQść 
geometrycz1:1ą pomiędzy dwoma układami płaskiemi ( cii) i ( a2) nazywamy 
powinowactwem ogólnem lub wprost powinowactwem. 

Z łatwością zauważymy, że dwa płaskie układy po w i n o w. at e ( cii) 
i (C½) posiadają własności, wypisane poprzednio pod;: ~) i c). Natomiast 
nie są wcale spełnione własności d) i e), gdyż dwa układy 

,,ogólnie-powinowate" nie posiadają ani środka, ani też osi powinowactwa. 
Przyjmijmy trzy układy płaskie (a1), (a2), (a8) i ustanówmy pewne 

powinowactwo ogólne pomiędzy układami (Ui) i ('½), oraz drugie powi-
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nowactwo ogólne pomiędzy układami ( a1 ) i ( as), Wówczas każdemu 

punktowi A1 pierwszego układu płaskiego ( a1) podporządkowany będzie 

jeden i tylko jeden punkt A2 w układzie (a2), oraz jeden ściśle ozna­
czony punkt As w układzie (as)- .Podobnie każdej prostej b1 układu (a1) 

odpowiadać będzie jedna i tylko jedna prosta b1 w układzie (a2), oraz 
jedna ściśle określona prosta bs w układzie (as), Za pośrednictwem 

każdego punktu A1 pierwszego układu podporządkować możemy każdemu 
punktowi A2 układu (a2 ) jeden i tylko jeden punkt As w układzie (as), 
i wzajemnie: punktowi As odpowiada tylko punkt A2 • Podobnie każde 
takie dwie proste b2 i bs układów ( a2) i ( as), które podporządkowane 
są tej samej prostej b1 układu (a1), uważać możemy za promienie ho­
mologiczne. W ten sposób - za pośrednictwem układu (a1 ) - ustano­
wiliśmy powinowactwo ogólne pomiędzy układami płaskiemi ( at) i ( as)­
A zatem możemy wypowiedzieć następujące 

Twierdzenie 1: Dwa układy płaskie, powinowate z trzecim układem 
płaskim, są między sobą też powinowate. 

Korzystając z tego , twierdzenia, udowodnić możemy z łatwością 
Twierdzenie 2: Rzut ukośny dwóch płaskich układów powinowa­

tych na dowolną rzutnię wyznacza na owej rzutni dwa nowe układy 

powinowate. 
W istocie _bowiem, skoro dla punktów A1 , ••• , A2 , • • • i prostych 

b1 , ... , b2 , ... dwóch układów płaskich (a1) i (a2) skonstruujemy ich rzuty 
ukośne: Af, ... A;, ... , bf, ... b:, ... na dowolnie przyjętą rzutnię u, to ele-
menty Af, ... , bf, ... utworzą układ płaski (a1t, a punkty A:, ... i proste b;, ... 
układ płaski (a,)u. Otrzymane zapomocą tego rzutu ukośnego dwa nowe 
układy (~)u i (a2)u złączone są na tej samej płaszczyźnie podstawowej u. 
Układy (a1) i (~)u, oraz układy (a2) i (a2t są środkowo-powinowate. 

Osią pierwszego powinowactwa jest krawędź p1 = a1 u, a drugiego kra­
wędź p2 = as u; ·natomiast kierunek rzutów jest wspólnym „kierunkiem 
powinowactwa". Ponieważ układy (a1 ) i (as), jak również układy (~) 
i (a1)u są powinowate, przeto, na mocy tw. 1, zachodzi powinowactwo 
pomiędzy układami (a2} i (a1)u. ~ powinowactwa układów: (a2) i (~)u 
oraz (a2) i (a2t wynika ostatecznie powinowactwo pomiędzy układami 
( a1)u i ( a2)u, c. b. d. w. 

Załóżmy teraz, że dane dwa układy płaskie (a1) i (a2) są śro d­
k o w o-powinowate, a osią tego powinowactwa niechaj będzie prosta 
p = a1 as. Proste homologiczne np. c1 i c2 tych układów przecinają się 

w punkcie C = c1 c2 na osi powinowactwa p. Skoro wyznaczymy rzuty 
ukośne cf i c;' owych prostych na rzutnię u, to punkt cu = cf c: leżeć 
musi (ust. 9) na rzucie ukośnym pu osi p. Promienie powinowactwa: 
a = A1 A2 , b = B1 B2 , ... , łączące homologiczne punkty układów ( ~) i ( as), 
są do siebie równoległe. Rzuty ukośne a.u= Af A:, bu= Bf B;', ... owych 
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promieni łączą podporządkowane sobie punkty układów (a1)u, (a2)u i są 
oczywiście prostemi · równoległemi. Wykazaliśmy tedy, że dla układów 
powinowatych (a1)u i (a2)u spełniony jest związek 4, czyli innemi słowy: 
dwa ostatnie układy są perspektywicznie-powinowate, a osią tego powi­
nowactwa jest -rzut ukośny pu osi p na przyjętą rzutnię u. 

Twierdzenie 3: Rzut ukośny dwóch płaskich ·układów środkowo­

powinowatych na dowolną rzutnię - wyznacza na owej rzutni dwa nowe 
układy środkowo-powinowate. 

67. Powinowactwa, zachodzące pomiędzy rzutami akso­
nometrycznemi wielokąta płaskiego. Na dowolnej płaszczyźnie a 
niechaj leży wielokąt I', dla którego (por. rys. 170 i 171) skonstruowa­
liśmy aksonometrję rn i aksonometrję r: rzutu poziomego I'' owego 
wielokąta. Zbadajmy zależności geometryczne, jakie zachodzą pomiędzy 
wielokątami I', rn, I'' i r:. Pomiędzy wielokątem płaskim I' a jego 
aksonometrją rn zachodzi powinowactwo środkowe; osią tego powino­
wactwa jest ślad aksonometryczny sa = a ua płaszczyzny podstawowej a, 
a "kierunek powinowactwa" jest prostopadły do rzutni aksonometrycznej ua• 
Podobnie pomiędzy wielokątem I' a jego rzutem poziomym I'' zachodzi 
inne powinowactwo perspektywiczne; osią powinowactwa jest ślad po­
ziomy ha= au1 płaszczyzny a, a kierunek powinowactwa jest prosto­
padły do rzutni poziomej u1 • Zauważyć musimy, że wielokąty I' i rn 
są środkowo-powinowate tylko wówczas, gdy płaszczyzna a nie jest 
prostopadłą do rzutni ua ; analogicznie wielokąty I' i I' ' są perspekty­
wicznie-powinowate, gdy płaszczyzna a nie jest prostopadłą do rzutni 
poziomej u1 • - Skoro dla układów (wielokątów) I' i I'' skonstruujemy 
ich rzuty aksonometryczne prostokątne rn i I'~, to wówczas - na mocy 
tw. 3 ustępu 66 - owe układy są perspektywicznie-powinowate. Mo­
żemy tedy wypowiedzieć twierdzenie, w aż n e jednak ty 1 ko dla wielo­
kąta, leżącego na takiej płaszczyźnie a, która nie jest ani aksonome­
trycznie- ani też poziomo-rzucającą. 

Twierdzenie: Pomiędzy aksonometrją prostokątną pewnego wielo­
kąta płaskiego i aksonometrją jego rzutu poziomego zachodzi powino­
wactwo środkowe. Osią tego powinowactwa jest · aksonometrja śladu po­
ziomego płaszczyzny, na której ów wielokąt leży, a promieniami powi­
nowactwa są odnoszące, równoległe do osi aksonometrycznej zn. 

Z tego powinowactwa środkowego możemy korzystać przy wyzna­
czaniu rzutów aksonometrycznych wielokątów płaskich (por. rys. 170 
i 171). W tych wypadkach wystarczy skonstruować oś powinowactwa h:; 
i parę punktów homologicznych np. An i A~, gdyż elementy te wyzna­
czają już owe powinowactwo. N a rysunkach 172 i 17 4 podane są akso­
nometrj e wielokątów płaskich, oraz aksonometrje ich rzutów pionowych. 
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Również i tutaj zachodzi powinowactwo środkowe, którego osią 'jest pro­
sta v;, a promieniami powinowactwa są odnoszące, równoległe do osi yn ~ 
Na rys. 174 występuje wreszcie powinowactwo środkowe, o osi k; i kie­
runku równoległym do osi x n, zachodzące · pomiędzy wielokątami 
(An Bn Cn) i (A:' B :' C':i'). 

Zbadajmy teraz charakter zależności geometrycznej, jaka zachodzi 
(por. rys. 173) pomiędzy aksonometrjami (1 : 2: 3: ) i (1 :' 2:' 3'~') wielo­
kąta (12 3), leżącego na dowolnej płaszczyźnie s. Niechaj symbol I' ozna­
cza ów wielokąt płaski, to pomiędzy I' i jego rzutem pionowym I'" 
zachodzi powinowactwo środkowe, o osi v 8 = s n-2 i kierunku powino­
wactwa prostopadłym do rzutni n-2 • Podobnie wielokąt I' i jego rzut 
boczny I'"' są perspektYWicznie-powinowate, przyczem osią powinowac­
twa jest ślad boczny k 8 , a kierunkiem prosta 11"' _L n8 • Wnosimy stąd 
(ust. 66 tw. 1), że wielokąty I'" i I'"' są powinowate, ale - jak 
z łatwością stwierdzimy - bynajmniej nie środkowo-powinowate. W isto­
cie bowiem oś z = n-2 n-8 , jako krawędź przecięcia się podstaw n-2 _L n8 

uważanych wielokątów I'" i I'"', nie jest wcale osią tego powinowac­
twa, gdyż proste homologiczne np. 1" 2" i 1 "' 2"' nie przecinają się na 
osi z. Skoro dla wielokątów powinowatych I'" i I'"' wyznaczymy rzuty 
aksonometryczne r: i I''~', to wówczas (ust. 66 tw. 2) otrzymane akso­
nometrje są powinowate. Możemy tedy wysłowić następujące twierdze­
nie, ważne tylko wówczas, gdy płaszczyzna s nie jest ani pionowo-, ani 
boczno-rzucającą. 

Twierdzenie: Pomiędzy aksonomeh;jami prostokątnemi rzutu piono­
wego i rzutu bocznego pewnego wielokąta płaskiego zachodzi powino­
wactwo ogólne. 

W podobny sposób wykazać możemy, że aksonometrja r: rzutu 
pionowego i aksonometrja I'~ rzutu poziomego pewnego wielokąta pła­
skiego są wielokątami powinowatemi. Analogiczny związek zachodzi też 
pomiędzy rzutami I'~ i r:' wielokąta płaskiego. Oczywiście i tutaj mu­
simy poczynić pewne zastrzeżenia. W pierwszym przykładzie płaszczy­
zna s tego wielokąta nie może być: s _L n-2 , s _L n1 ; natomiast w drugim 
przykładzie płaszczyzna s nie może spełniać warunków: s _L n-1 , s _L n-3 • 

68. Kład i podnoszenie z kładu wielokąta płaskiego. Do­
tychczas omawialiśmy sposoby konstrukcyjnego wyznaczenia rzutów 
aksonometrycznych wielokątów płaskich, a następnie badaliśmy zależ­

ności geometryczne, zachodzące. pomiędzy obrazami aksonometrycznemi 
tego samego wielokąta płaskiego. Teraz zajmiemy się wyznaczaniem 
prawdziwego kształtu (postaci, wielkości kątów i boków) wielokąta pła­
skiego, skoro dane są jego rzuty aksonometryczne. 
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Zadanie 1: Na dowolnej płaszczyźnie a (h:;, v:;) leży wielokąt pła­
ski; wyznaczyć prawdziwą wielkość (kształt) tego wielokąta. 

Rozwiązanie: Na rys. 179 przyjęto dowolnie rzut (A~B~ C~) 
trójkąta (ABC), leżącego na płaszczyźnie a, a następnie skonstruowano 
jego aksonometrję (An Bn Cn). Celem wyznaczenia rzeczywistej wielko­
ści trójkąta (ABC), wykonano kład 
płaszczyzny a na rzutnię na, obra­
cając ją około śladu aksonometrycz­
nego sa. Przy pomocy kładu X~ 
punktu X a = a x wyznaczono kład 

(A0 B° C 0
) uważanego trójkąta, korzy­

stając z zależności 1, 2 i 3, _ usta­
lonych w ust. 48. Uzyskany w ten 
sposób trójkąt (A° B ° C0

) rozwiązuje 

zadanie. Z rozważań ust. 66 wynika 
bezpośrednio 

Twierdzenie: Pomiędzy aksono­
metrją wielokąta płaskiego - który 
nie leży na płaszczyźnie aksonome­
trycznie-rzucającej - a jego kładem 

Rys. 179. 

na rzutnię aksonometryczną zachodzi powinowactwo środkowe. Osią tego, 
powinowactwa jest ślad aksonometryczny ( oś obrotu) płaszczyzny uważa-· 

nego wielokąta, a . kierunkiem powinowactwa jest prosta prostopadła do · 
osi obrotu. 

Wiadomo nam, że powinowactwo środkowe wyznaczone jest (ust. 66), 
osią i parą punktów homologicznych. Dlatego też wypowiedzieć mo­
żemy (por. ust. 48) następującą uwagę: Aby wyznaczyć kład wie-­
loką ta _ płaskiego, wystarczy skonstruować kład j e9nego­
punktu, leżącego na płaszczyźnie owego wielokąta. 

Ćwiczenie 1: Zadanie 1 rozwiązać wówczas, jeżeli płaszczyzna a spełnia waru-
nek: a) a_Ln1 , b) a _Ln2 , c) a _Ln3 , d) a// n1 , e) a//n2 , f) a//x, g) a = n1 ,.. 
h) a = n 2, i) a = n 3 • 

Ćwiczenie 2: Dane są rzuty aksonometryczne (A n B n C n D n) i ( A~ B ~ C~ D ~} 
czworokąta, leżącego na płaszczyźnie aksonometrycznie-rzucającej a (sa = h:; = v:;). Wy­
zna_czyć prawdziwą wielkość tego czworokąta (por. ust. 46). 

Bardzo często jednak spotykamy się z zagadnieniem przeciwnem: 
wyznaczyć obrazy aksonometryczne wielokąta płaskiego, jeżeli dany 
jest jego kład. Uważajmy np. wielokąt (A° B° C 0

) za kład (rys. 179) trój­
kąta, leżącego na dowolnej płaszczyźnie a (h:;, v:;). Celem skonstruowa­
nia aksonometrji (An Bn Cn), należy trójkąt (A0 B° C 0

) ,,podnieść z kładu", 
t. zn. obrócić poszczególne wierzchołki A0

, B 0
, C0 i boki A° B 0

, B° C0
, 

C0 A0 około osi sa tak, aby po dokonanym obrocie (por. ust. 49) owe 
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-elementy padły na daną płaszczyznę a (h:, v;). Ponieważ jednak po­
między trójkątami (A0 B° C 0

) i (An Bn Cn) zachodzi powinowactwo per­
.spektywiczne, które wyznaczone jest osią powinowactwa sa i parą ho­

mologicznych punktów np. 
X~ i X::, przeto wystarczy 
podnieść z kładu jeden punkt 
X~ i wyznaczyć aksonometrję 
X:: pomocniczego punktu X a• 

Zadanie 2: Skonstruować 
rzuty aksonometryczne kwa­
dratu (1234), leżącego na do­
wolnej płaszczyźnie a (h::, k::). 
Rozwiązanie: Wykreśl­

my kład Y~ punktu Ya = y a 
i w kładzie obierzmy dowolny 
kwadrat (1°2°3°4°). W spo-

Rys. 180. sób omówiony w ust. 49 
wyznaczmy najpięrw akso­

nometrję (1 n 2n 3n 4n) tego kwadratu, a następnie (por. ust. 64) rzut 
(1 'n 2~ 3~ 4'n). Zauważyć musimy, że obrazy aksonometryczne kwadratu, 

Rys. 181. 

nakreślone na rys. 180, są oczy­
wiście równoległobokami. 

Ćwiczenie 3: · Wyznaczyć rzuty akso­
nometryczne p i ę ci o kąt a u m i ar o w e­
go, który leży (rys. 181) na płaszczyźnie 

poziomo-rzucaj ącej a. (h::, v ~1
). 

Ćwiczenie 4: Rozwiązać ćwiczenie 3 
dla płaszczyzny: a) a li :rc1 , b) a li 7½, 
c) all :rc3 , d) a l.:rc2 , e) a l.:rc3 , f) al.na. 

Ćwiczenie 5: Wyznaczyć rzuty akso­
nometryczne kwadratu, leżącego na rzutni: 
a) poziomej n 1 , b) pionowej :rc2 , c) bocz­
nej :rc3 • ' 

Ćwiczenie 6: Skonstruować obrazy 
aksonometryczne trójkąta równobocznego, 
który leży na płaszczyźnie s, przechodzą­

cej przez: a) oś x, b) oś y, c) oś. z. 

69. Przenikanie się wielokątów płaskich. Niechaj dany bę­
dzie (rys. 182) dowolny trójkąt (ABC), którego wierzchołkami są punkty 
A (An, A~), B (Bn, B~) i C (Cn, C~). Obierzmy dowolną prostą l (Zn, l~) 
i wyznaczmy punkt P (Pn, P~), przebicia się tej prostej z płaszczyzną 
a = ABC uważanego trójkąta. W tym celu poprowadźmy (ust. 32) przez 
prostą l płaszczyznę aksonometrycznie-rzucającą (3 (sp= ln), skon-
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struujmy krawędź b (bn =zn= 1 n 2n, b~ = 1'n 2~), przecięcia się pła­

szczyzn a i {J, oraz punkt P (P~ = l~ b~, pn), w którym owa krawędź b 
przecina się z prostą /. Konstrukcję przeprowadzić też możemy przy 
pomocy płaszczyzny poziomo-rzucającej r (h; =/~).Krawędź c (c~ =h; = 
=3: 4:, en= 3n 4n), przecięcia się płaszczyzn a i y, wyznacza na danej 
prostej / żądany punkt P (Pn, P~), przebicia się prostej / z płaszczy~ną 
trójkąta (ABC). Na rys. 182 uwzględniliśmy części "widoczne" i "niewi­
doczne" prostej / przy założeniu, że uważany trójkąt (ABC) jest nieprze­
zroczysty, a punkt O leży poniżej (za) płaszczyzną rysunku n;a• Celem 
dokładniejszego omówienia tej sprawy, weźmy najpierw pod uwagę pro­
stą d (d n, d~ _L s1), prostopadłą 

(rys. 182) do rzutni aksonome-
trycznej na. Na owej prostej d en 
obierzmy dwa dowolne punkty 
właściwe E (En, E~) i F (Fn, F~), 
a następnie wyznaczmy (ust. 45) 
ich odległości En E x i pn p x od 
rzutni aksonometrycznej n;a• Skoro 
oko obserwatora umieścimy na pro­
stej d _L n;a nad płaszczyzną rysun­
kową n;a w odległości większej ani­
żeli punktów E i F, to wówczas ten 
punkt uważać będziemy za widocz- Rys. 182. 

ny,który znajduje się bliżej oka ob-
serwatora. W myśl tego punkt E jest widoczny, a punkt F jest niewi­
doczny. Aby jednak za każdym razem nie wyznaczać w kładzie od­
ległości dwóch punktów E i F, leżących na prostej d _L na, od rzutni 
aksonometrycznej rea, zauważyć musimy, że: dla punktu widocznego E 
jego rzut E~ leży poniżej elementu F~ (o ile początek O znajduje się 

pod płaszczyzną rysunkową J7i~). 
Teraz z łatwością wyznaczymy części widoczne i niewidoczne pro­

stej /. W tym celu punkt przecięcia się elementów l n i A n B n na rys. 182 
uważajmy raz za aksonometrję 2n punktu 2 (2n, 2~), przynależnego do 
boku AB, a drugi raz za aksonometrję 5n takiego punktu 5 (5n, 5~), 
który leży na prostej /. Ponieważ punkt 5~ leży poniżej elementu 2~ , 
przeto punkt 5 jest widoczny, a punkt 2 jest niewidoczny. Odcinek 
(o skończonej długości) P5 prostej / jest zatem widoczny, a odcinek.P2 
jest niewidoczny. Do tego samego wyniku dojdziemy, gdy uzwględ­

nimy punkty 1 (1 n, 1~) i 6 (6n = 1 n, 6~), leżące na prostej prostopadłei 
do rzutni n~. Ponieważ rzut 1~ leży poniżej rzutu 6~, przeto punkt 1' 
jest widoczny, a punkt 6 i odcinek P6 są niewidoczne . 

• 
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Zadanie: Na rys. 183 i 184 dane są rzuty aksonometryczne do~ 
wolnego trójkąta (ABC) i równoległoboku (DE F G). Skonstruować na­

h=ph 

Rys. 183. 

leży przenikanie się 
tych wielokątów. 

Rozwiązanie: 

Wyznaczmy punkt 
P (Pn, P:) przebicia 
się prostęj l = D E 
z płaszczyzną trój­
kąta (A B C), oraz 
punkt R (Rn, R:), 
w którym bok m = 

xn = AB przebija pła­
szczyznę równole­

=r/2 
głoboku (DE F G). , 

lBh 
hl=!h=ph 

Rys. 184. 

Prosta PR rozwią­
zuje zadanie, gdyż 
jest krawędzią prze­

dęcia się płaszczyzn uważanych wielokątów. W myśl poprzednich na­
szych rozważań i założeń, uwzględniliśmy na rys. 183 i 184 części wi­
doczne i niewidoczne owych wielokątów płaskich. 

Ćwiczenie 1: Wyznaczyć przenikanie się dowolnego trójkąta (AB C) z pięcioką­
t em (DEFGI), który leży na płaszczyźnie a (h:, v;). 

Ćwiczenie 2: Rozwiązać ćwiczenie 1, jeśli dana jest płaszczyzna: a) a J_ n1, 

h) a J_n2 , c) a//x, d) a// n1 , e) a//n2 , f) a// n3 • 

Ćwiczenie 3: Zadanie 1 rozwiązać, jeśli (por. rys. 195) trójkąt leży na płaszczyź­
nie poziomo-rzucającej r (h;, v;), a równoległobok na płaszczyźnie s (v;, k;) równoległej 
<lo rzutni poziomej. 

70. Cienie punktów i prostych, przy oświetleniu równo­
ległem. Uważajmy dowolną płaszczyznę 8, która (rys. 185) całkowicie 
,odbija promienie światła Pi, p2 , ••• , równoległe do przyjętego kierunku p. 
Mówimy wówczas, że owe promienie światła o św ie t 1 aj ą płaszc.zyznę 8. 

Przez dowolny punkt właściwy A, nie leżący na płaszczyźnie 8, popro­
wadźmy promień światła a I I p i wyznaczmy punkt A8 = a 8 przebicia 
się promienia a z płaszczyzną 8. Skoro założymy, że przyjęty punkt A 
-Odbija całkowicie promień światła a, to punkt A jest „oświetlony", a na­
tomiast punkt A8 jest w „cieniu", gdyż do niego nie dochodzi wcale ów, 
-Odbity od punktu A, promień światła a. Punkt A8 nazywamy cieniem 
r z u co ny m ·przez punkt A na płaszczyznę 8 lub wprost cie n iem 
punktu A na tę płaszczyznę. 

Przez poszczególne punkty B, C,D, ... prostej właściwej l (rys. 185) 
poprowadźmy promienie .światła b I I c I I d I/ •.. 1 / p. Promienie te przebi-
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j ają płaszczyznę 8 w punktach: B 8 = b 8, C 8 = c 8, D 8 = d 8, ••• , które są 
cieniami rzuconemi przez uważane punkty na płaszczyznę 8. Cie n iem 
rzuconym przez dowolną prostą l na 
płaszczyznę 8 nazwiemy miejsce ge­
ometryczne cieni B8 , ... poszczególnych 
punktów B, ... tej prostej l na ową pła­
szczy z n ę 8 . W myśl tej definicji, przy rozwa­
żanem "oświetleniu równoległem", cień rzucony 
przez prostą l na płaszczyznę 8 jest 1 i n j ą p ro­
st ą lub punktem zależnie od tego, czy owa 
prosta l nie jest równoległą, czy też jest rów­

Rys. 185. 

noległą do promieni światła. Na rys. 185 cień prostej l jest prostą l 8 , 

a cień prostej g I I p jest punktem g8 , w którym zjednoczyły się cienie 
E 8 = F 8 = . . . poszczególnych punktów E, F, . . . promienia g. 

Celem otrzymania cienia l 8 dowolnej prostej l wystarczy skonstru­
ować cienie B 8 i C8 dwóch jakichkolwiek punktów B i C, leżących na 
prostej l. Prosta l8 = B 8 C8 , łącząca owe cienie B 8 i C8 , jest żądanym _ 

cieniem prostej l. - Promienie światła b, c, ... , przechodzące przez po­
szczególne punkty B, C,.. . prostej l, przynależą wraz z danym elemen­
tem l do jednej płaszczyzny A = l b. Wnosimy stąd, że krawędź f 8 = l 8, 

przecięcia się płaszczyzny l I I p z płaszczyzną 8 , jest cieniem prostej l. 
Jeżeli przez dowolny punkt D 8 cienia l 8 poprowadzimy promień światła 
d I I p, to ów promień d leży oczywiście na płaszczyźnie l i przecina 
daną prostą l w takim punkcie właściwym D, którego cień na pła­

szczyznę 8 schodzi się z przyjętym po­
przednio punktem D 8• 

Zadanie 1: Dane są dowolna pła­

szczyzna 8 (h;, v; ), prosta właściwa l (zn, z:) 
i kierunek światła p (pn, p:). Wyznaczyć 
.cień l 8 prostej l na płaszczyznę 8 . 

Rozwiązanie: Na danej prostej 
1 obierzmy (rys. 186) dwa dowolne punkty 
A (A n, A~), B (Bn, B ~) i poprowadźmy przez 
nie promienie światła a (an, a~), b, (bn, b~), 
równoległe do promienia p. Celem wy­
.znaczenia punktu A8 = a 8 , przebicia się 

promienia światła a, z płaszczyzną 8, 

przesunęliśmy przez a płaszczyznę pozio­
mo-rzucającą a (h;: = a;z, v;: ) i skonstru­

' vJ 
' xn . : 

-----1(;);:~ 
.ah=h!l Ile 

~ 
Rys. 186. 

owaliśmy krawędź k = a 8 . Punkt A8 = ka , w którym owa krawędź 
.k (kn, k ~) przecina promień światła a, jest cieniem rzuconym przez 
punkt A na płaszczyznę 8 .· Na rys. 186 wykreślono obrazy aksonome-
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tryczne A; i A~n cienia A8 • - W podobny sposób wyznaczyliśmy 
cień B8 (B;, B/) drugiego punktu B, przyjętego dowolnie na danej pro­
stej l. Prosta 18 = A8 B 8 rozwiązuje zadanie, gdyż jest cieniem rzuconym 
przez prostą l na płaszczyznę s. Element z;= A; B; jest aksonometrją 
cienia rzuconego l8 , a prosta z;n = A~n B/ jest aksonometrją rzutu po­
ziomego z; prostej 18 • 

Zadanie 2: Dany jest dowolny odcinek AB i kierunek światła p (pn, p:). 
Skonstruować cień odcinka AB na rzutnię poziomą n1 i rzutnię pionową n2 • 

Rozwiązanie: Przez dane punkty A (An, A:) i B (Bn, B:) popro­
wadźmy (rys. 187) promienie światła a (an, a~}, b (bn, b:}, równoległe do 
danego kierunku p. Wyznaczmy następnie punkty Ah = a n1 i Bh = b n1 , 

Rys. 187. 

przebicia się promieni a i b z rzutnią n1 ( czyli 
ślady poziome tych promieni), to otrzymamy 
cienie punktów A i B na rzutnię n 1 • Punkty 
Ah =ana~ i Bh= bn b: są aksonometrjami żą­
danych cieni A1i i Bh. Odcinek zaś AhBh jest 
aksonometrją cienia rzuconego przez odcinek 
AB na rzutnię poziomą n1 • 

n Przez punkt Ch, przecięcia się odcinka 
·" Ah Bh z osią aksonometryczną xn, wykreślmy 

proste: en I I pn i c: I I p:. Uzyskany w ten spo­
sób promień światła c (en, c:) przechodzi przez 
punkt Ch cienia rzuconego Ah Bh i leży na pła­

szczyźnie ab, określonej promieniami światła a i b. Promień c przecina 
zatem dany odcinek AB w takim punkcie C (en, c:), że cień rzucony 

Rys. 188. 

przez punkt C na :rzutnię poziomą n1 jest punk­
tem Ch. Ponieważ jednak punkt Ch leży na osi 
x = n:1 n2 , przeto jest zarazem punktem C0 = c n2 

przebicia się promienia światła c z rzutnią piono­
wą n2 , czyli innemi słowy: Ch = C0 jest cieniem 
punktu C i na rzutnię pionową n2 • Promień świa­

tła b (bn, b:} przebija płaszczyznę n2 w punkcie 
B 0 (Bi ,B:), który jest cieniem punktu B na rzut­
nię pionową n2 • Łącząc punkty ci i Bi otrzy­
mamy aksonometrję ci Bi cienia rzuconego przez 
odcinek CB na rzutnię pionową n2 , podczas gdy 

odcinek Ah Ch jest obrazem aksonometrycznym cienia rzuconego przez 
odcinek A C na rzutnię poziomą n1 • Cień uważanego odcinka AB pada 
częściowo na rzutnię poziomą n1 , a po załamaniu się w punkcie C11 = Cv 
na osi x, występuje w dalszym ciągu na rzutni pionowej n 2 • 

Ćwiczenie : Rozwiązać zadań.ie 2 dla odcinka AB, prostopadłego do rzutni: a) po­
ziomej n1 (por. rys. 188), b} pionowej n 2 , c) bocznej n 3 , d} aksonometrycznej na, 
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7-1. Cienie wielokątów płaskich. Niechaj dane będą dowolny 
trójkąt (ABC), kierunek światła p i płaszczyzna e. Przez wierzchołki A, 
B i C danego trójkąta poprowadźmy (rys. 189 i 190) promienie światła 
a / I b I I c I I p i wyznaczmy cienie As= a e, B s = be, Cs = c e owych wierz­
chołków na przyjętą płaszczyznę e. Skoro założymy, że część płaszczyzny 
ograniczonej trójkątem (ABC) od- · · 

bija całkowicie promienie światła, ;<f} ~ 
to wówczas ta strona owego trój- A B _______ \p a·. ' c.. b \ p 
kąta, na którą bezpośrednio padają . \ \ ~ 
promienie światła (por. rys. 189), . c ·.. A·. •. _B 

~~:n:~p::.e~:.~~()) ~e:~r~n:i~~zi: ;(A, Q[ ~, ·,@, Y 
własnym. Promienie światła, które 
oświetlają trójkąt (ABC), odbijają Rys. 189. Rys. 190. 

się od niego i nie dochodzą wcale 
do płaszczyzny e. Część · (obszar) płaszczyzny e, ograniczoną trójkątem 

(As B s Cs), na · którą nie padają promienie światła, nazywamy cie:niem 
rzuconym przez dany trójkąt (ABC) na płaszczyznę e. Celem-wyzna­
czenia cienia rzuconego przez trójkąt (ABC) na płaszczyznę e, wystarczy 
zatem skonstruować cienie As, B s i Cs poszczególnych wierzchołków A, 
B i C, względnie cienie As B s, B s Cs, Cs As poszczególnych boków AB, 
B C i CA owego trójkąta. 

Zadanie 1: Dane są trzy dowolne punkty właściwe A (A n, A~) ,. 
B (Bn, B: ) i C (Cn, c:), oraz kierunek światła p (pn, p:). Wyznaczyć. 

cień trójkąta · (ABC) na rzutnię poziomą ~1 , oraz ustalić, która strona 
owego trójkąta jest w cieniu własnym. 

Rozwiązanie: Na rys·. 191 i 192wyznaczyliśmy, w sposób poprzed-· 
nio poznany, cienie A ,0 Bh i C h poszczególnych wierzchołków, oraz cienie· 
AhBh, B hC~ i ChA h poszczególnych _boków uważanego trójkąta (ABC) .. 
Trójkąt (A ;: B ;: C ;: ) jest aksonometrją cienia rzuconego (A 1i B1iC,z) przez. 
dany trójkąt (AB C) na rzutnię poziomą ~1 • 

Pozostaje jeszcze sprawa ustalenia, która strona trójkąta (ABC) 
jest oświetloną, a która znajduje się w cieniu _ własnym. W tym celu 
przez promień światła b (b n, b~) poprowadźmy płaszczyznę aksonome­
trycznie-rzuc_ajacą fJ (sp= bn} i wyznaczmy punkt 1 (1n, 1~), przebicia 
się boku AC · z płaszczyzną f]. Punkt 1n = An Cn. bn oznaczmy przez 2 n 
i element 2n uważajmy za aksonometrję takiego punktu 2 (2n, 2:), który 
leży na promieniu światła b. Skoro na prostej 12, prostopadłej do rzutni 
aksonometrycznej ~a , umieścimy oko obserwatora w dość 'znacznej · od­
ległości nad płaszczyzną rysunkową ~a , a początek O ukłaq.u odniesie­
nia O [x, y, z] poniżej rzutni Jta , to wówczas z zachowania się rzutów 1 ~ 
i 2~ wnosimy (por. ust. 69), że: punkt 2 n·a rys. 191 jest widoczny, 
Plamitzer. Aksonometrja prostokątna. 10 
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a punkt 2 na rys. 192 jest niewidoozny. W pierwszym przypadku 
odcinek (o skończonej długości) 2B promienia światła b jest widoczny, 
a tern samem - przy uwzględnieniu kierunku padania promieni świa-

Rys. 191. Rys. 192. 

tła - widoczna strona uważanego trójkąta jest oświetlona. Nato­
miast w drugim przypadku (rys. 192) odcinek 2B promienia światła b 
jest niewidoczny, więc niewidoczna strona trójkąta (ABC) jest oświe­
tlona, a strona widoczna znaj duje się w cie n i u własnym. 

Zadanie 2: Na płaszczyźnie poziomo-rzucającej a leży prostokąt 
(ABCD), którego jeden bok CD schodzi się ze śladem poziomym ha tej 
płaszczyzny. Należy skonstruować cienie rzucone przez ów prostokąt na 

rzutnie poziomą n1 i pionową n2 , oraz usta­
lić, która strona owego wielokąta jest w cie-
niu własnym. . 

Rozwiązanie: Aksonometrja przyję­

tego prostokąta jest (rys. 193) równoległo­
bokiem (A n B n C n Dn), którego .dwa boki są 
równoległe do osi zn, a trzeci bok Cn Dn 
leży na elemencie h;. Przy pomocy promieni 
światła a I I b / I p wyznaczyliśmy aksonometrje 
A;: = a n a~, B;: = b n b ~ i B:; cieni rzuco­
nych przez wierzchołki A i B na rzutnię po­
ziomą n1 i pionową n2 • Bok AB rzuca cień 

Rys. 193. A h Bh na rzutnię n 1 , a aksonometrją tego 
cienia rzuconego jest odcinek A;: B 1~. Przez 

punkt E;:, przecięcia się osi xn z odcinkiem A;: B;:, wykreślmy proste 
en fi pn ie~ I/ p~. Otrzymany promień światła e (en, e~) wyz:ń.aczy na 
boku AB taki punkt E (En, E~), że cień owego punktu E na rzutnię 
poziomą n1 (por. rys. 187) jest punktem Eh, przynależnym do osi x. Odci­
nek AE rzuca cień całkowicie na rzutnię poziomą, a odcinek EB rzuca 
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'Cień tylko na rzutnię pionową; odcinki A;: E;: i E;: B: są aksonome­
trjami owych cieni. 

Dwa pozostałe wierzchołki C i D (rys. 193) uważanego prostokąta 
(ABCD) leżą na :rzutni poziomej. Z tego też powodu cień Ch punktu C 
na rzutnię poziomą n'i schodzi się z elementem C, a cień Dh punktu D 
na rzutnię ~1 również nakrywa się z wierzchołkiem D. Odcinki D:; A;: 
i C;: B;: są aksonometrjami cieni rzuconych przez boki DA i CB pro­
stokąta na rzutnię poziomą ~1 • Cień boku CB częściowo pada na rzut­
nię poziomą ~1 , a po załamaniu się na osi x, w dalszym ciągu wystę­
puje na rzutni pionowej ~2 • 

N a rysunku 193 zakreskowane są granice cienia rzuconego przez 
prostokąt (ABCD) na rzutnie poziomą ~1 i pionową ~2 • Na rys. 194 
przyjęto w innem położeniu prostokąt (ABC D) i wyznaczono również 
jego cienie na obie rzutnie. Z samego układu cieni rzuconych wnosimy, 
że widoczna strona prostokąta na rys. 194 jest oś wie tI o n a, a na rys. 193 
jest w cieniu własnym. Możemy jednak pr~eprowadzić badania 
w sposób, omówiony poprzednio w zadaniu 1. Przez promień światła 
a, (a n, a~) poprowadźmy mianowicie płaszczyznę aksonometrycznie-rzu­
cającą s (s 8 = a n) i wyznaczmy punkt 1 (1 n, 1 ~), przebicia się tej pła­

szczyzny s z bokiem CD (na rys. 193), wzgl. z bokiem CB (patrz rys. 194). 
Na promieniu światła a (an, a~) obierzmy następnie taki punkt 2 (2n, 2~), 
którego aksonometrja 2n zjednoczyła się z elementem 1 n. Na rys. 193 
rzut 2~ leży poniżej rzutu 1 ~, a na rys. 194 zupełnie przeciwnie rzut 2~ 
leży powyżej rzµtu 1~ ~ Skoro na prostej 12 J_ ~a umieścimy (w dość 
znacznej odległości od rzutni aksonometrycznej ~a) oko obserwatora nad 
płaszczyzną ~a, a początek O poniżej płaszczyzny rysunku ~a, to z roz­
ważań ust. 69 wynika, że: punkt 2 na rys. 193 jest widoczny, a na 
rys. 194 jest niewidoczny. Odcinek (o skończonej długości) A2, leżący 
na "przedłużeniu" promienia światła a (odbitego od punktu A!), jest 
w pierwszym przypadku widoczny, a w drugim niewidoczny. Wno­
simy stąd, że widoczna strona prostokąta (ABC D) jest w cieniu wła­

snym na rys. 193, a przeciwnie na rys. 194 owa strona widoczna jest 
oświetlona. 

Ćwiczenie 1: Zadanie 2 rozwiąi;ać wówczas, jeżeli płaszczyzna a posiada nastę­
pujące położenie: a) a//n1 , b) a //n2 , c) a // n 3 , d) a .1_n2 , e) a .1_n3 , f) a .l_ n 8 • 

Ćwiczenie 2: Dany jest pięciokąt umiarowy, leżący na dowolnej płaszczyźnie 
a (h:;, v:; ). Wyznaczyć cienie tego pięciokąta na rzutnie n1 i n 2 • 

Zadanie 3: Dane są na rys. 194 obrazy aksonometryczne dowol­
nego trójkąta (EF O) i prostokąta (A B CD), leżącego na płaszczyźnie 

poziomo-rzucającej a. Wyznaczyć cień rzucony przez ten trójkąt na pła­
szczyznę prostokąta. 

10* 
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Rys. 194. 

VIII. Wielokąty płaskie. 

Ro z wiąz anie: Przez wierzchołki 

E(En, E~) , F (Fn, F~) i G (Gn, G~) przy-• 
jętego trójkąta poprowadźmy promie­
nie światła e / I f I I g I I p i wyznaczmy 
punkty Ea --:- e a, Fa = fa, Ga = g a prze­
bicia się owych promieni • światła z pła­
szczyzną a J_ .rc1 • U zyskany w ten spo­

-Jlt sób trójkąt (E; F; G;) jest aksonome-
trją cienia rzuconego przez dany trój­
kąt (EF O) na płaszczyznę prostokąta 

(ABCD). 
Przy pomocy płaszczyzny aksono­

metrycznie-rzucającej (JJ (s (J) = r), oraz 
punktów 3 (3n, 3~) i 4 (4n, 4~), które 
leżą na prostej 3 4 J_ .rea , ustalono, że 

widoczna strona trójkąta (EFO) znajduje się w cieniu własnym. 
Zadanie 4: Dane są dowolny trójkąt (ABC), leżący na płaszczyźnie 

poziomo-rzucającej y (h; , v; ), oraz prostokąt (DE FO), przynależny do 
płaszczyzny e (v; , k;) równoległej do rzutni poziomej. Skonstruować na­
leży cień rzucony przez trójkąt na płaszczyznę czworokąta. 

Rozwi.ązanie 1: Na rys. 195 wyznaczyliśmy najpierw krawędź 
c (en, c~ = h;), przecięcia się płaszczyzny y J_ .rc1 i e I I .rc1 , a następnie punkty 

zn 

Rys. 195. 

P(Pn,P~) i Q(Qn,Q ~) 
przebicia się prostych AB 
i A C z płaszczyzną a. Punkt 
R (Rn, R~) jest wreszcie 
punktem przebicia się bo­
ku DE prostokąta z pła­

szczyzną trójkąta. - Aby 
otrzymać cień wierzchoł­

ka A na płaszczyznę prosto­
kąta, poprowadźmy przez 
punkt A promień światła 

a (a n, a~) i wyznaczmy 
punkt AB= 1 s przebicia 
się owego promienia a 
z płaszczyzną e. Płaszczyz­
na np. aksonometrycznie­
rzucająca a (sa = an) prze-
cina się z płaszczyzną a 

w krawędzi 12 (1n 2n, 1~ 2~). Punkt AB (A; , A~n), przynależny do pro­
stych 1 2 i a, jest żądanym cieniem punktu A na płaszczyznę pro-
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stokąta. Ponieważ poprzednio wyznaczone punkty P i Q leżą na pła­
szczyźnie 8, przeto ich cienie P8 i Q8 na ową płaszczyznę 8 schodzą 

się odpow. z elementami P i Q. Odcinki A; pn i A; Qn są akso~ 
nometrjami cieni rzuconych przez odcinki AP i A Q na płaszczyznę 8. 

Przez punkt T;, w kfóryin odcinek A; pn przecina się z bokiem Dn Ell, 
wykreślmy prostą tn I I pn' to promień tn wyznaczy nam na boku An Bn 
punkt Tn. Skoro otrzymany w ten sposób punkt Tn uważać będziemy za 
aksonometrję punktu T, leżącego na boku AB danego trójkąta, to z ła­
twością zauważymy, że: punkt T; jest obrazem aksonometrycznym cienia 
rzuconego przez punkt T na płaszczyznę 8. Wielokąt (A; Q; R; T;) roz­
wiązuje nasze zadanie, gdyż jest aksonometrją cienia, jaki trójkąt (ABC) 
rzuca na płaszczyznę prostokąta (DEPO). 

Ro z wiąz a n ie 2: Celem skonstruowania cienia rzuconego przez 
bok AB trójkąta na płaszczyznę prostokąta, wyznaczmy aksonometrje 
cieni AiBh, Dh Eh i Dh Gh prostych AB, DE i DO na rzutnię np. po­
ziomą TC1 • Prosta Ah Bh niechaj przecina się z prostemi DhEh i Dh~ 
w punktach Th i Wh. Promień tn, wykreślony z punktu Th równolegle 
do elementu pn, wyznaczy na bokach A n Bn i Dn En punkty Tn i T; . 
Z łatwością zauważymy, że element T; jest aksonometrją cienia rzuco­
nego przez punkt T na płaszczyznę 8. Podobnie promień wn, wykre­
ślony z punktu wi równolegle do elementu pn, wyznaczy na prostych 
An Bn i Dn Qn takie punkty wn i w;, że punkt w; jest obrazem akso­
nometrycznym cienia rzuconego przez punkt W ( W n, w:) na płaszczyznę 8. 

Odcinek ( o skończonej długości) T W prostej AB rzuca cień na pła­
szczyznę prostokąta (DE FO), a aksonometrją owego cienia jest odci­
nek T; w;. Ponieważ wierzchołek A leży na odcinku T W, przeto jego 
cień A8 na płaszczyznę 8 przynależeć musi do odcinka T8 W8• Promień an , 
wykreślony z punktu A n równolegle do kierunku pn, wyznaczy na od­
cinku T; w; punkt A;, t. zn. aksonometrję żądanego cienia A8 • Wkońcu 

nakreślić możemy wielokąt (A; Qn Rn T;), spełniający warunki zadania. 



Rozdział IX~ 

Wielościany. 

72. Określenia i podział wielościanów. Część przestrzeni, 
ograniczoną ze wszystkich stron wielokątami płaskiemi, nazywamy wie­
lości a n em. Owe wielokąty są ścian am i, a boki i wierzchołki tych 
wielokątów są krawędziami i wierzchołkami wielościanu. Prze­
kątni a;mi wielościanu nazywamy odcinki (o długości skończonej), które 
łączą dwa dowolne jego wierzchołki, nieleżące na jednej ścianie. Wie­
lościan nazywamy wypukłym wówczas, jeżeli każda jego ściana po­
siada tę własność, że po jednej i tej samej stronie jej płaszczyzny leżą 
wszystkie pozostałe ściany tego wielościanu. Jeżeli ta własność nie jest 
spełnioną, to wielościan nazywamy w k 1 ę sł y m. W rozważaniach na­
szych zajmować się będziemy przeważnie tylko wielościanami wypu­
kłemi. Wielościan nazywamy: czworościanem, pięcio-, sześcio-ścianem, ... 
n-ścianem zależnie od ilości ścian. O wielościanie wypukłym, którego 
wszystkie wierzchołki leżą na powierzchni kuli, mówimy, że jest "wpi­
sany" w tę kulę. Na szczególniejszą uwagę zasługują wielościany umia­
rowe, ostrosłupy i graniastosłupy. 

Wielościanem umiarowym (foremnym) nazywamy taki wie­
lościan wypukły i wpisany w kulę, którego wszystkie ściany są wielo­
kątami umiarowemi i przystającemi do siebie. Takich wielościanów mamy 
pięć, a mianowicie: czworościan umiarowy, sześcian, ośmiościan umia­
rowy, dwunastościan umiarowy i dwudziestościan umiarowy. Sześcian 

ograniczony jest sześcioma kwadratami, dwunastościan umiarowy ogra-
• niczony jest dwunastoma pięciokątami umiarowemi. Natomiast trzy po­
zostałe wielościany umiarowe ograniczone są trójkątami równobocznemi. 

Ostrosłup em nazywamy wielościan, ograniczony wielokątem pła­
skim i trójkątami o wspólnym wierzchołku W, a których podstawami są 
poszczególne boki owego wielokąta. Wielokąt ten nazywamy po dst a wą„ 

a jego wierzchołki i boki nazywamy wierzchołkami podstawy 
i krawędziami podstawy uważanego ostrosłupa. Trójkąty o wspól­
nym wierzchołku W są ścianami bocznemi, punkt W jest wierz­
eh o ł kie m ostrosłupa, a odległość wierzchołka od płaszczyzny podstawy 
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jest wysokością tego ostrosłupa. Krawędziami bocznemi ostro­
słupa nazywamy te jego krawędzie, które przechodzą przez jego wierz­
chołek. Zależnie od ilości ścian bocznych ostrosłupa - przyczem ·nie 
wliczamy wcale podstawy ! - nazywamy ostrosłup : trójściennym, czwo­
rościennym, pięciościennym, ... , n-ściennym. Ostrosłup np. czworościenny 
ograniczony jest czterema trójkątami i dowolnym czworokątem podsta­
wowym; ostrosłup ten jest oczywiście wielościanem pięciościennym. 

Podstawa ostrosłupa może posiadać środek geometryczny S, o ile 
wie1okąt podstawowy (por. ust. 63) jest wpisany w koło. Jeżeli odci­
nek SW, łączący środek geometryczny S podstawy pewnego ostrosłupa 
z jego wierzchołkiem W, jest prostopadły do płaszczyzny podstawy, 
(t. zn. SW jest wysokością ostrosłupa), to wówczas ów wielościan nazy­
wamy ostrosłupem prostym. Ponieważ nadto środek Sjest środ­
kiem koła opisanego na wielokącie podstawowym uważanego ostrosłupa, 
przeto: jego krawędzie boczne są równej długości, a tern samem ściany 
boczne są trójkątami równoramiennemi. Ostrosłup prosty, którego pod­
stawą jest wielokąt umiarowy, nazywamy ostrosłupem umiaro­
wym; ściany boczne tego ostrosłupa są oczywiście trójkątami równora­
miennemi i przystającemi do siebie. Wysokości owych trójkątów, stano­
wiących ściany boczne ostrosłupa umiarowego, są sobie równe; każdą 
z tych wysokości nazywamy ap otem ą tego ostrosłupa. 

Gr a n i as to słupem nazywamy wielościan, ograniczony dwoma , 
przystającemi wielokątami płaskiemi, których pary boków równych są 
do siebie równoległe, oraz równoległobokami, utworzonemi przez owe 
pary boków równych i przez odcinki, łączące punkty końcowe tych bo­
ków. Wymienione dwa wielokąty stanowią podst a wy graniastosłupa, 
ich wierzchołki i boki stanowią "wierzchołki podstaw" i "krawędzie pod­
staw" uważanego graniastosłupa. Wszystkie pozostałe krawędzie grania­
stosłupa są do siebie równoległe i nazywają się kr a węd z i am i bocz­
nem i owego wielościanu. Równoległoboki, ograniczające graniastosłup, 

są jego ścianami bocznemi, a odległość podstaw jest wysokością 
tego graniastosłupa. Graniastosłup nazywamy prostym wówczas, jeżeli 
jego krawędzie boczne są prostopadłe do płaszczyzny pod~tawowej. Je­
żeli podstawy graniastosłupa prostego są wielokątami umiarowemi, to 
ów wielościan nazywamy graniastosłupem umiarowym. Jeżeli 

podstawy pewnego graniastosłupa są równoległobokami, to wielościan 

taki nazywamy rów n o 1 e gł o ścian em. Mówimy wreszcie o graniasto­
słupach: trójściennych, czworościennych, pięcio-, ... , n-ściennych zależ­
nie od ilości ścian bocznych tego wielościanu. Ponieważ nie wliczamy 
wcale podstaw, przeto graniastosłup np. pięciościenny jest wielościanem 
siedmiościennym. 
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73. Aksonometrje wielościanów. Uważajmy w przestrzeni do­
wolny wielościan I', którego wierzchołkami są punkty właściwe A, B, C, ... , 

. a krawędziami odcinki AB, BC,... Aksonometrję tego wielościanu otrzy­
mamy, skoro wyznaczymy rzuty aksonometryczne A n, B n, C n, ... 
i A n B n, B n C n,. . . poszczególnych wierzchołków · i krawędzi tego wielo­
ścianu. Aksonometrję rzutu poziomego uważanego wielościanu I' wy­
znaczymy, jeśli skonstruujemy rzuty A:, B:, c:, ... i A:B:, B: c:, ... 
wymienionych powyżej elementów. Podobnie wyznaczyć możemy akso­
nometrję rzutu pionowego i rzutu bocznego tego wielościanu. 

Ponieważ dwa dowolne rzuty aksonometryczne punktu lub pro­
stej - ustalają położenie owych elementów w przestrzeni, przeto : skoro 
dane są dwa rzuty aksonometryczne pewnego wielościanu, to jego po­
łożenie w przestrzeni jest dokładnie ustalone. 

Zastosujmy te uwagi do ostrosłupa pięciościennego (rys. 196), którego­
podstawa (ABCDE) leży na rzutni poziomej n1 , a wierzchołek W(Wn, w:) 
jest dowolnym punktem właściwym. Z określeń ustępu poprzedniego 
wiadomo nam, że skoro dane są podstawa i wierzchołek ostrosłupa, to 

wielościan ten jest dokładnie wyznaczony 
w przestrzeni. Dla krawędzi bocznych 
W A, WB,... tego ostrosłupa otrzymamy 
ich rzuty aksonometryczne, jeśli wykre­
ślimy odcinki wn An, wn Bn, ... Odcinki 
zaś w:A:, w:B:, ... są aksonometrjami 

' rzutów poziomych W' A', W' B', ... poszcze­
gólnych krawędzi bocznych uważanego 

,h ostrosłupa. N a rys. 196 uwzględniliśmy 

krawędzie widoczne (pełne) i niewidoczne 
n= pn cn=cn (kreskowane), przy założeniu, że przy-

Rys. 196. jęty ostrosłup jest "nieprzezroczysty". 
Aby zbadać, które krawędzie i ściany 

tego ostrosłupa są widoczne - skoro oko obserwatora umteścimy w dość 
znacznej odległości na prostej prostopadłej do rzutni aksonometrycz­
nej na - weźmy pod uwagę np. punkt przecięcia się odcinków An En 
i B n wn. W owym punkcie 1 n = 2 n poprowadźmy prostą p (pn = 1 n, 
p:/1 zn) prostopadłą do rzutni na i wyznaczmy punkty 1 (tn, 1:), 2(2n, 2:), 
w których prosta p przecina się z krawędziami B W= b i AE ostro­
słupa. Jeżeli oko obserwatora znajduje się ponad płaszczyzną rysunku na, 
a początek O poniżej rzutni aksonometrycznej na, to wówczas (por. 
ust. 69) punkt 1 jest widoczny, a punkt 2 jest niewidoczny, gdyż 

rzut 1: leży poniżej rzutu 2:. Wnosimy stąd, że odcinek B W, przecho­
dzący przez widoczny punkt 1, jest krawędzią widoczną, a natomiast 
krawędź AE jest niewidoczną. 
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W podobny sposób Żbadać możemy, że krawędzie E D i EW są też 
niewido~zne. Po ustaleniu krawędzi widocznych i niewidocznych naszego 
ostrosłupa, zająć się musimy wyznaczeniem ścian _widocznych i ścian 

niewidocznych uważanego ostrosłupa. W ogólności te ściany, które ogra­
niczone są tylko krawędziami widocznemi, są widoczne; natomiast 
ściany, na których leżą krawędzie widoczne i niewidoczne, lub tylko 
same krawędzie niewidoczne, są ścianami niewidocznemi. W na­
szym przykładzie ściany: (ABW), (BCW) i (CDW) są zatem ścianami 
widocznemi, a natomiast ściany (DE W), (EA W) i podstawa (ABC DE) 
są niewidoczne. 

Uwaga: Może się jednak zdarzyć, że ściana, która zawiera tylko same krawędzie 
widoczne, jest mimo to ścianą niewidoczną! Na rys. 196 wystarczyłoby przyjąć np. 
punkt W n "wewnątrz" wielokąta podstawowego (A n B n C n Dn En), to wówczas krawę­
dzie AE i E D byłyhy również widoczne. Wszystkie ściany boczne takiego ostrosłupa 
byłyby widoczne, a jego podstawa (ABC DE) byłaby wówczas niewidoczną. 

W omawianym poprzednio przykładzie (rys. 196) weźmy pod uwagę 
krawędzie: AB, BC, CD, DW i WA, które odgraniczają ściany widoczne 
od ścian niewidocznych przyjętego ostrosłupa. Z łatwością zauważymy, 
że krawędzie te nie leżą w ogólności na jednej płaszczyźnie i tworzą 
wielokąt przestrzenny (ABC D W). Wielokąt ten - w odniesieniu do 
rzutni aksonQmetrycznej J"C8 - nazywamy konturem lub zarysem 
ostrosłupa. Rzut aksonometryczny konturu (ABC D W) jest oczywiście 
wielokątem płaskim (An Bn Cn Dn Wn); ten ostatni wielokąt nazywać bę­
dziemy aksonometr ją kont ur u uważanego ostrosłupa. 

Na rzutni poziomej Jr1 obierzmy (rys. 197) dowolny czworokąt 

(ABC D) i uważajmy go za podstawę graniastosłupa prostego. Krawę­
dzie boczne tego wielościanu są prostopadłe do 
rzu~ni n1 • Skoro w punktach An, Bn, en i Dn 
poprowadzimy proste a n li b n li C n I I d n li z n 
i odłożymy na nich odcinki równej długości, 
to uzyskamy aksonometrje krawędzi bocz­
nych owego graniastosłupa. Czworokąty 
(An Bn Cn Dn) i (1 n 2n 3n 4n) są obrazami akso­
nometrycznemi podstaw · graniastosłupa. N a 
rys. 197 uwzględniliśmy krawędzie widoczne 
i niewidoczne, przyjmując dany graniasto­
słup za "nieprzezroczysty". W punkcie prze­
cięcia się odcinków Dn C n i B n 2 n wypro­

en 
xn 

3, ' y n=cn 
n=Ch 

A 

Rys. 197. 

wadźmy prostą p (pn, p ~ ), prostopadłą do płaszczyzny rysunku J"Ca, 
i oznaczmy przez E (En, E~), F (Fn, F~) punkty przecięcia się owego pro­
mienia p z krawędziami D C i B 2. Jeżeli na prostej p _L_ Jra umieścimy 
oko .obserwatora w odpowiedniej odległości ponad płaszczyzną rysun-
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kową Jta, a środek O układu O [x, y, z] poniżej rzutni Jta, to wówczas. 
(por. ust. 69) punkt P jest widoczny, a punkt E jest niewidoczny, 
a tern samem krawędź B 2 jest widoczną, natomiast krawędź n C jest 
niewidoczną. Wnosimy stąd, że krawędzie AD i D 4 są niewidoczne, 
jak również ściany (AD41), (DC34) i (ABCD) graniastosłupa są też 

niewidoczne. W myśl poprzednich naszych rozważań krawędzie: AB, 
BC, C 3, 3 4, 41 i 1 A odgraniczają ściany widoczne od ścian niewidocz­
nych przyjętego graniastosłupa. Wielokąt przestrzenny (ABC341) -w od-· 
niesieniu do rzutni aksonometrycznej na - stanowi kontur naszego gra­
niastosłupa prostego, a wielokąt płaski (An Bn en 3n 4n 1 n) stanowi "akso­
nometrję konturu" owego wielościanu. 

7 4. Zadania i ćwiczenia. 
Zadańie 1: Wyznaczyć rzuty aksonometryczne ostrosłupa prostego 

pięciościennego, którego podstawa leży na rzutni pionowej, a wysokość 
równa się danemu odcinkowi w. 

Rozwiązanie: Podstawą ostrosłupa prostego jest wielokąt wpi­
sany w koło; jednak wielokąt ten nie musi być koniecznie wielokątem 

s, 
w 

Rys: 198. 

umiarowym. Aby wykreślić akso­
nometrję podstawy, wykonajmy 
(rys. 198) kład rzutni pionowei 
n2 na płaszczyznę rysunku na. 
W kładzie z dowolnego środka C0 

zakreślmy koło i na jego obwo­
dzie obierzmy pięć punktów 
A0

, B0
, n°, E 0

, P0
• Skoro podnie­

siemy z kładu pięciokąt (A 0 B 0 

n° E 0 P 0
) i punkt C0

, otrzymamy 
aksonometrję (An Bn Dn En pn) 
podstawy ostrosłupa, oraz aksono­
metrję en środka geometrycznego 
wielokąta podstawy. W punkcie 
C ( en = C~) wykreślmy prostą 

l J_ Jt2 i odłóżmy na niej dany 
odcinek w= Su N x = CW, to uzyskany w ten sposób punkt W jest 
wierzchołkiem ostrosłupa prostego. Ponieważ l I I y, przeto na kładzie yx 
osi y odmierzymy daną wysokość w = Su N x i wyznę.czymy rzut N n na 
osi yn. Na prostej zn, wykreślonej z punktu Cn równolegle do osi akso­
nometrycznej yn, odłóżmy odcinek en wn = Su Nn; element wn jest akso­
nometrją wierzchołka W ostrosłupa prostego. - Na rys. 198 uwzględniono 
krawędzie i ściany widoczne, oraz niewidoczne owego wielościanu, 

a nadto wyznaczono aksonoinetrję rzutu poziomego tego ostrosłupa. 
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Ćwiczenie 1: Skonstruować aksonometrję ostrosłupa umiarowego pięciościen-
nego, którego podstawa leży: a) na :uzutni bocznej na, b) na rzutni poziomej n1 • · 

Zadanie 2: Wyznaczyć aksonometrję czwórościanu umiarowego, 
którego podstawa · leży na rzutni poziomej. 

Rozwiązanie: Podstawą tego wielościanu jest trójkąt równo­
boczny. Na rys. 199 wykonaliśmy kład rzutni poziomej nł i przyjęliśmy 
w kładzie trójkąt równoboczny (A° B° C0

). Uważając ów trójkąt za kład 
podstawy czworościanu, podnieśliśmy go 
następnie z kładu i skonstruowaliśmy rzut 

, aksonometryczny (An Bn Cn). Ponieważ 

czworościan umiarowy jest trójściennym 
ostrosłupem prostym, którego podstawa 
(ABC) i ściany boczne (WAB), (WBC), 
(WC A) są trójkątami równobocznemi, 
przeto jego wysokość WD i wierzchołek 
np. A wyznaczają trójkąt prostokątny 

(WD A). Jedną przyprostokątnią jest, nie­
znana co do długości, wysokość WD 
czworościanu, drugą przyprostokątnią DA 
jest odległość środka geometrycznego D · 
podstawy czworościanu od wierzchołka A, Rys. 199. 

a przeciwprostokątnią jest odcinek A W 
równy (co do długości) bokowi trójkąta podstawy. Narysujmy trójkąt 

prostokątny (A° D° W1), którego przeciwprostokątnia A0 wł= A° C0
, , a wierz­

chołek D0 kąta prostego schodzi się ze środkiem geometrycznym trójkąta 
równobocznego (A0 B° C0

), to wówczas odcinek D 0 W1 wyraża wysokość 
czworościanu. Wysokość tę należy odłożyć na prostej l J_ nł i przecho­
dzącej przez punkt D. Ponieważ l I I z, przeto na kładzie zx osi z odmie­
rzymy odcinek ox E x = D 0 Wł i dla uzyskanego w ten sposób punktu E 
wykreślimy rzut En. Na promieniu zn I/ zn, wyznaczmy taki punkt Wn, 
aby odcinek Dn wn = On En, to elemen~ Wn jest aksonometrją szukanego 
wierzchołka czworościanu. 

Ćwiczenie 2: Rozwiązać zadanie 2 wówczas, jeżeli podstawa czworościanu umia­
rowego leży na: a) rzutni pionowej n 2 , b) bocznej na, c) płaszczyźnie dowolnej a (h:;, v; ), 
d) na a//n1 , e) na a ..l n1 , f) na a// x. 

Zadanie 3: Wyznaczyć aksonometrję ośmiościanu umiarowego, 
którego jedna przekątnia jest prostopadłą do rzutni poziomej. 

Rozwiązanie: Obierzmy (rys. 200) na rzutni poziomej nł kwa­
drat (ABC D), którego środek zjednoczył się z początkiem O układu 
O [x, y, z], a którego wierzchołki leżą na osiach x i y. Aby wyznaczyć 
aksonometrję (A n Bn Cn Dn) tego kwadratu, musimy wykonać kład 

rzutni a:1 i na osiach x0
, y0 odłożyć odcinki 0° B 0 = 0° A°. Po podnie„ 
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·sieniu z kładu rzutni poziomej, otrzymamy aksonometrje A n i Bn dwóch 
wierzchołków owego kwadratu. Rzut aksonometryczny kwadratu jest 

Rys. 200. 

równoległobokiem, więc w naszym przykła­
dzie z łatwością skonstruujemy rzuty en i Dn 
dwóch pozostałych wierzchołków, gdyż za­
chodzą relacje: An Dn, =Bn en, An Bn =DnCn 
l An Dn I/ Bn Cn, An B~ lflFC1i lub też: 
On A n = On en i On Bn = On Dn. Otrzymany 
kwadrat (ABC D) uważajmy za podstawę 

n ostrosłupa prostego czworościennego, którego 
wysokość OE= O A= OB. Aksonometrję En 
wierzchołka znajdziemy za pośrednictwem 

kładu z< osi z, przyczem ox E x= 0° A O = 0° B 0
• 

Z łatwością zauważymy, że ściany boczne 
(EA B), (EBC), (EC D) i (E DA) ostrosłupa 

prostego są trójkątami równobocznemi. Skoro 
na osi z odłożymy odcinek OF= OE, to punkt F jest wierzchołkiem 
drugiego ostrosłupa prostego, którego ścianami bocznemi ~ą trójkąty 
równoboczne (FAB), (FBC), (FCD) i (PDA). Zespół (połączenie) tych 
dwóch ostrosłupów prostych, o wspólnej podstawie (ABC D), tworzy 
wielościan, ograniczony ośmioma trójkątami równobocznemi, t. zn. 
ośmiościan umiarowy. ' 

Ćwiczenie 3: Wyznaczyć . aksonometrię ośmiościanu umiarowego, którego dwie 
przekątnie leżą na płaszczyźnie: a) dowolnej a (h:, v; }, b) a I I n1 , c) a I I x, d} a I I y, e) a .L n1 • 

Zadanie 4: Skonstruować aksonometrję sześcianu, którego podstawa 
leży na płaszczyźnie poziomo-rzucającej a (h:;, v:;). 

Rys. 201. 

Rozwiązanie: Sześcian jest czwo­
rościennym graniastosłupem prostym, któ­
rego dwie podstawy i cztery ściany bocz­
ne są kwadratami. Celem · wyznaczenia 
podstawy tego sześcianu, wykonajmy kład 
płaszczyzny a J_ rc1 na rzutnię rea, obraca­
jąc a około śladu aksonometrycznego sa. 
Na rys. 201 przyjęliśmy w kładzie dowolny 
kwadrat (A0 B° C0 D0

), a następnie (po pod­
niesieniu z kładu) wykreśliliśmy rzut akso­
nomętryczny (An Bn en Dn) żądanej podsta­
wy sześcianu. N a prostej /, poprowadzonej 
w punkcie A (A n, A:) prostopadle do pła­

szczyzny a, należy odłożyć odcinek A 1 = A O B0
, to odcinek ten będzie 

krawędzią boczną sześcianu. Z warunków / J_ a i a J_ n:1 wynika, że 

prosta l /1 rc1 , a zarazem jest l /1 h 8 , gdzie e oznacza płaszczyznę pozio-
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mo-rzucającą i przechodzącą przez promień· Z. Aby otrzymać aksońo­
metrję An tn krawędzi bocznej A1 li h 8 , wystarczy wyznaczyć kład pła--
szczyzny 8 i na kładzie · 
h; śladu poziomego od­
mierzyć odcinek x: 1; = 
= A0 B0

• Prosta 1; 1:, 
prostopadła do osi obro­
tu s8 = s na, przecina się 
z elementem h; w punk­
cie 1 ~' który i est akso­
nometrią rzutu pozio­
mego 1' punktu 1. Akso­
nometria 1 n punktu 1 
leży na promieniu zn. 

W wierzchołkach 
Bn, en i Dn równoległo­
boku (An 8n en Dn) wy­
kreślmy proste równo-
ległe do promienia zn, Rys. 202. 

t. zn. proste prostopadłe 
do śladu sa, Skoro na tych prostych odłożymy odcinki Bn' 2n = en 3n = 

=Dn4n=An 1n, to uzyskamy aksonometrje krawędzi bocznych uważa­
nego sześcianu. 

Ćwiczenie 4: Wyznaczyć rzuty aksonometryczne sześcianu, którego podstawa 
leży na rzutni: a) poziomej n1 , b) pionowej n2 , . c) bocznej n 3 , lub na płaszczyźnie: 

d) dowolnej a (por. rys. 202), e) a ..l n 2 , f) a ..l n 3 • 

Ćwiczenie S: Wyznaczyć aksonometrję graniastosłupa prostego o wysokości 6 cm, 
którego podstawą jest pięciobok umiarowy, leżący na dowolnej płaszczyźnie a. -

7 5. Powierzchnie ostro słupowe i graniastosłupowe. W ustę­
pie 72 zajmowaliśmy się podziałem wielościanów, przyczem szczególniej­
szą uwagę zwróciliśmy na ostrosłupy i graniastosłupy. Teraz rozsze-
rzymy nięco zakres naszych rozważań. · 

Obierzmy w tym celu dowolny punkt właściwy W i pewien wielo­
kąt - płaski lub skośny - (AB e DE), którego wierzchołkami są punkty 
właściwe A, ... , E, a bokami są odcinki ( o długości skończonej !) AB, 
BC, CD, DE i EA. Na boku np. AB tego wielokąta przyjmijmy dowolny 
punkt T i oznaczmy przez t = WT prostą właściwą, łączacą dany punkt W 
z punktem T. O takiej prostej t = WT mówimy, że ona przecina uwa­
żany wielokąt (AB e DE) w punkcie T. Uważajmy punkt W za słały 

(nieruchomy), a punkt T za ruchomy, który porusza się stale tylko po 
poszczególnych bokach (t. zn. po odcinkach o długości skończonej !) 
AB, BC, CD, DE i EA naszego wielokąta. Równocześnie prosta wła-
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ściwa t = WT również zmieni~ swoje położenie w przestrzeni, przy cz em 
owa prosta: 

1) przecho<;lzi stale przez nieruchomy punkt właściwy W, i 
2) przecina stale dany wielokąt (ABC DE) w zmiennym (ruchomym) 

punkcie T. 
Ogół (zbiór) tych wszystkich prostych właściwych t = WT leży na 

(przynależy do) powierzchni, którą nazywamy 1) powierzchnią ostro­
słup ową. Punkt właściwy W jest wierzchołkiem, wielokąt (ABCDE) 
jest kierownicą, a prosta f= WT jest tworzącą owej powierzchni. 
Tworzące a=WA, b=WB, c=WC, d=WD i e=WE, łączące 

wierzchołek W tej powierzchni ostro'słupowej z poszczególnemi wierz­
chołkami A, B, C, D i E ·kierownicy, nazywamy jej krawędziami. 
Wszystkie tworzące powierzchni ostrosłupowej, przecinające bok AB 
kierownicy (AB CD E), przynależą do jednej ściany, która ograniczona 
jest krawędziami a= WA i b = WB. Na oznaczenie tej ściany używać 
będziemy symbolu: (ab). Uważaną powierzchnię ostrosłupową nazwiemy 
pięciościenną, gdyż posiada ona pięć ścian, a mianowicie: (ab), 
(be), (cd), (de) i (ea). W ogólności "powierzchnia ostrosłupowa n-ścienna" 
posiada n ścian i n krawędzi, a jej kierownicą jest n-kąt (wielokąt o n 
bokach i n wierzchołkach). 

Z łatwością zauważymy, że skoro kierownicą powierzchni ostrosłu­
powej pięciościennej będzie wielokąt płaski (ABC DE), to część tej po­
wierzchni, ograniczoną trójkątami (WAB), (WBC), (WCD), (WPE) 
i (WE A), oraz podstawą (ABC DE) stanowi ostrosłup pięciościenny, 
o wierzchołku W. 

Zamiast punktu właściwego W, przyjmijmy teraz punkt n ie­
wł a ś ci wy W 00 za wierzchołek powierzchni ostrosłupowej. Tworzące 
t = W 00 T, . .. tej powierzchni są do siebie równoległe (posiadają wspólny 
kierunek W00

) i przecinają w punktach właściwych T, ... kierownicę 
(ABCDE). Również i krawędzie a=W 00A, b . W 00 B, c=W00 C, 
d = W 00 D, e = W 00 E tej powierzchni są prostemi równoległemi. Taką 
powierzchnię, o wierzchołku niewłaściwym W 00

, nazywamy powierzch­
nią gr a n i as to słup o wą. Ponieważ powierzchnia ta posiada pięć ścian: 
(ab), (be), (cd), (de) i (ea), przeto jest ona powierzchnią graniastosłu­
pową pięcio ścienną. 

Na krawędziach bocznych a, b, c, d i e powierzchni graniastosłu­

powej I', której kierownicą jest wielokąt płaski (ABC DE), odłóżmy od­
cinki równej długości i leżące po jednej stronie· płaszczyzny pięciokąta 
(ABC DE), a mianowicie: At= B2= C3= D4 = E5. Otrzymane w ten 
sposób punkty 1, ... 5 wyznaczą pięciokąt płaski (12 3 4 5), którego boki 

1) Tadeusz Łazowski: Geometrja wykreślna, Warszawa 1916, str. 163. 
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12, . .. , 51 leżą odpow. na poszczególnych ścianach (ab), ... , (ea) po­
-wierzcbni I'. Z łatwością zauważymy, że część powierzchni graniasto­
słupowej I', która ograniczona jest równoległobokami (AB21), (BC32), ... , 
,(EA15), oraz dwoma wielokątami (ABCDE) i (12345), stanowi grania-
. sto słup pięciościenny. 1 

76. Przekroje płaskie powierzchni graniastosłupowej. Nie­
,chaj dana będzie dowolna płaszczyzna 8 i powierzchnia graniastosłupa I', 
której krawędziami są proste równoległe a I I b / I c / I d I I e. Płaszczyzna 8 

przecina się z poszczególnemi krawędziami powierzchni I' w punktach: 
1 = a 8 , 2 = b 8, 3 = c 8, 4 = d 8 i 5 = e 8. Płaszczyzna 8 przecina ściany 
(a.b), (be), (cd), (de) i (ea.) uważanej powierzchni graniastosłupowej w od­
•cinkach: 12, 23, 34, 45 i 51. Otrzymany w ten sposób wielokąt 

•(12345) na płaszczyźnie 8 nazywamy przekrojem płaskim no­
wierzchni graniastosłupowej I' ową płaszczyzną 8. 

Zadanie 1: Dana jest powierzchnia graniastosłupowa, której wierz­
· Chołek W 00 leży na osi z, a kierownica (ABC DE) na płaszczyźnie 

-a (k:;, v:;) równoległej do rzutni poziomej. Wyznaczyć przekrój tej po­
wierzchni dowolną płaszczyzną 8 (h; , v; ). 

Ro z wiąz a n ie 1 : N a rysunku 203 przyjęliśmy aksonometrję 

,(An B n Cn D n En) kierownicy, oraz rzut W:, wierzchołka tej powierzchni 
_graniastosłupowej I'. Łącząc punkt Woo z wierzchołkami kierownicy 
(AB ... E), otrzymamy krawędzie a. = W00 A, •.. , e = Woo E powierzchni I'. 
Ponieważ Woo jest punktem niewłaściwym osi z, przeto krawędzie a. _ ... e 
·są równoległe do osi z. Aksonometrje a.n, bn, en, dn i en tych krawędzi 
·są równoległe do osi aksonometrycznej zn, a aksonometrie a.:, ... e: rzu­
tów poziomych owych krawędzi są punktami, które zjednoczyły się 

.z poszczególnemi wierzchołkami wielokąta (A: s: c: n: E:). 
Celem wyznaczenia przekroju powierzchni graniastosłupowej I' pła­

;szczyzną 8 (h; , v; ), należy skonstruować punkty przebicia się krawędzi 

a. , ... , e powierzchni I' z płaszczyzną 8, albo też krawędzie ( odcinki ł) 
przecięcia się poszczególnych ścian owej powierzchni z płaszczyzną 8 . 

Na rys. 203 poprowadziliśmy przez krawędzie b (bn, b:) i c (en, e:) pła­
szczyznę y (h;, v; ), która jest w naszym przykładzie płaszczyzną po­
ziomo-rzucającą. Płaszczyzna pomocnicza y = be przecina płaszczyznę prze­
kroju 8 w prostej k lkn, k~ = h; ). Punkty 2 (2n = kn bn, 2~) i 3 (3n = kn en, 3: ), 
przecięcia się prostej k z krawędziami b i e powierzchni I', są wierz­

• Chołkami wielokąta przekroju. Ściana (be) powierzchni graniastosłupo­
wej I' ~ży na płaszczyźnie y = be i przecina się z płaszczyzną 8 w od­
-cinku 2 3. Odcinek ten jest bokiem szukanego wielokąta przekroju. -
Za pośrednictwem płaszczyzny y = be wyznaczyliśmy tedy wierzchołki 

2 i 3, oraz bok 2 3 wielokąta przekroju. W zupełnie podobny sposób, 
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h!/=kh 

używając do pomocy płaszczyzn, 

które przechodzą przez ściany (cd), 
(de) i (ea) powierzchni graniastosłu­
powej I', skonstruować możemy dal­
sze wierzchołki 4 (4n, 4~), 5 (5n, 5~) 
i 1 (tn, 1:), oraz boki 3 4, 4 5, 51 
i 1 2 żądanego przekroju (12 3 4 5) 
powierzchni I' płaszczyzną 8. 

Rozwiązanie 2: Omówiona po­
przednio konstrukcja da się jednak 
znacznie uprościć. W istocie bowiem 
trzy płaszczyzny: a, 8 i y = b c prze­
cinają się w punkcie P, przez który 
przejść muszą krawędzie p = a 8 , 

Be = a y i k = 8Y. Aksonometrją Rys. 203. 
owego punktu P jest na rysunku 203 

punkt p n, przecięcia się prostych pn i Bn en. Przypuśćmy, że dane są 
rzuty 2n i 2: punktu ~ = b8, przebicia się krawędzi b (bn, b:) po­
wierzchni graniastosłupowej I' z płaszczyzną przekroju 8 . Ponieważ pro­
sta k = 8Y przejść musi przez punkty P i 2, przeto aksonometrję k n tej 
prostej otrzymamy, skoro połączymy punkty pn i 2n. Proste k n = pn 2n 
i en= enw::, przetną się w punkcie 3n, który jest aksonometrją 

punktu 3 = c s. 
Podobnie wyznaczyć możemy aksonometrje 4n, 5n i 1 n pozosta­

łych wierzchołków żądanego wielbkąta przekroju (12345). Płaszczy­
zny a, 8 i o= cd przecinają się w punkcie P1 , którego aksonometrja P; 
wyznaczona jest prostemi pn i en Dn. Prosta P; 3n jest obrazem akso­
nometrycznym krawędzi przecięcia się płaszczyzn si o= cd, a punkt 4n , 
przynależny do prostych P ; 3 n i d n, jest aksonometrją wierzchołka 4 = d s 
wielokąta przekroju. Za pośrednictwem punktów P; i P; , przecięcia się 
elementu pn z prostemi Dn En i En A n, skonstruować możemy żądane 

punkty 5n i tri. O ile konstrukcja powyższa jest dokładnie przepro­
wadzona, to wówczas proste pn, An Bn i tn 2n przecinają się w punk­
cie P:, gdyż jest on aksonometrją punktu P4 , należącego równocześnie 

do trzech płaszczyzn: a, 8 i fJ = ab. 
Z rozważań ust. 66 wynika bezpośrednio, że wielokąty (An Bn e n Dn En) 

i (1 n 2n 311 4 n 5n) są środkowo-powinowate. Osią tego powinowactwa jest 
prosta pn, środkiem powinowactwa punkt w;, a promieniami powino­
wactwa są aksonometrje an, ... en krawędzi powierzchni graniastosłupo­
wej I'. Ponieważ kierownicę (AB e DE) powierzchni I' uważać możemy 
również za "przekrój płaski" powierzchni graniastosłupowej I' daną 
płaszczyzną a, przeto uzyskaliśmy następujące 
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Twierdzenie: Pomiędzy aksonometrjami (prostokątnemi) dwóch 
przekrojów płaskich powierzchni graniastosłupowej zachodzi w ogólnym 
przypadku powinowactwo środkowe. Osią tego powinowactwa jest akso­
nometrja krawędzi przecięcia się płaszczyzn owych przekrojów, a promie­
niami powinowactwa są aksonometrje krawędzi uważanej powierzchni 
graniastosłupowej. 

Uwaga: Gdyby jedna z płaszczyzn przekroju była aksonometrycznie-rzucającą 
lub równoległą do krawędzi powier~chni I' lub też gdyby krawędzie owej powierzchni 
graniastosłupowej były prostopadłe do rzutni aksonometrycznej na - to twierdzenie 
powyższe nie miałoby wówczas zastosowania. 

Dotychczas badaliśmy związki pomiędzy aksonometrjami wieloką­
tów (ABCDE) i (12345). Zastanówmy się teraz nad zależnością geo­
metryczną, jaka zachodzi w przestrzeni pomiędzy owemi wielokątami. 

Poprzednio zauważyliśmy (por. rozwiązanie 2), że przez punkty P, P1 , 

P2 , P8 i P4 krawędzi p = a 8 przechodzą odpowiednio proste : B C i 2 3, 
CD i 34, DE i 45, EA i 51, AB i 12. Wnosimy stąd (por. ust. 66) 
o prawdziwości następującego 

Twierdzenia: Pomiędzy dwoma przekrojami płaskiemi powierzchni 
graniastosłupowej - o · ile płaszczyzny tnące nie są równoległe do kra­
wędzi tej powierzchni - zachodzi powinowactwo śmdkowe~ Osią tego 
powinowactwa jest krawędź przecięcia się płaszczyzn tnących, a promie­
niami powinowactwa są kra.wędzie uważanej powierzchni graniastosłupowej. 

Korzystając .z tego twierdzenia i rozważań ust. 66 (por. tw. 3), 
ustalić możemy następujące zależności: 

Aksonomet J·e (A" B " C" D " E") · (1 " 2" 3" 4" 5" ) rzutów pio-r n n n n nI nnnnn 

nowych dwóch przekrojów płaskich powierzchni graniastosłu­
powej I' są w ogólności wielokątami środkowo-powinowatemi. 
Osią powinowactwa jest aksonometrja p~ krawędzi p przecię-
cia się płaszczyzn tnących, a środkiem powinowactwa je~t 
rzut w:n wierzchołka W 

00 
owej powierzchni graniastosłupowej. 

Wielokąty (A: ... E: ) i (1: ... 5:), jak również (A~' ... E~') i (1~' .. . 5~') 
są w ogólnym przypadku też wielokątami perspektywicznie-powinowa­
temi. Osią powinowactwa w pierwszym przykładzie jest element p:, 
a w drugim element p ~'- Środkiem powinowactwa jest punkt niewła­
ściwy w;:, wzgl. W~' n. 

Zadanie 2: Dany jest (por. rys. 197) graniastosłup prosty czworo­
ścienny, którego podstawa leży na rzutni poziomej, oraz dowolna pła­
szczyzna B (h;, v; ). Wyznaczyć przekrój owego graniastosłupa pła­

szczyzną B. 

Ro z wiąz a n ie: Krawędzie boczne a, b, c i d graniastosłupa pro­
stego wyznaczają powierzchnię graniastosłupową. czworościenną . I', 
Plamitzer. Aksonometrja prostokątna. 11 
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a podstawa (AB CD) naszego graniastosłupa uważaną być może za 
przekrój płaski powierzchni graniastosłupowej I' rzutnią poziomą 1t1 • 

W poznany poprzednio sposób skonstruujmy przekrój (A 8 B 8 C8 D 8) po­
wierzchni I' daną płaszczyzną · 8 (h; , v;), to · pomiędzy wielokątami 

(An Bn en Dn) i (A; B ; c; D;) zachodzić będzie powinowactwo środkowe. 
Osią tego powinowactwa jest aksonometrja h; śladu poziomego pła­
szczyzny tnącej, gdyż ślad h8 jest krawędzią przecięcia się płaszczyzn 1t1 i 8. 

Ponieważ powinowactwo perspektywiczne określone jest osią h; i parą 
homologicznych punktów np. A n i A; , przeto celem rozwiązania naszego 
zadania wystarczy skonstruować tylko punkt A8 (A;, A;), przebicia się 
krawędzi bocznej a (an, a:) danego graniastosłupa z płaszczyzną 8. Po­
zostałe wierzchołki żądanego przekroju (A 8 B 8 C8 D8) otrzymamy za po­
średnictwem wymienionego powinowactwa środkowego. 

Ćwiczenie 1: Dane są płaszczyzna s (h;, u;) i sześcian, którego podstawa (rys. 202) 

leży na dowolnej płaszczyźnie a (h:;, u:). Wyznaczyć aksonometrję przekroju tego sze-
ścianu płaszczyzną s. , 

Ćwiczenie 2: Rozwiązać ćwiczenie 1, jeśli płaszczyzna tnąca s jest płaszczyzną: 
a) s 1- n 1 , b) s 1- n 2 , c) s 1-n3 , d) slln1 , e) slln2 ,-/) sllna. 

Ćwiczenie 3: Ćwiczenie 1 rozwiązać, jeśli podstawa sześcianu leży na rzutni: 
a) poziomej n1 , b) pionowej n 2 , c) bocznej n 3 , ·1ub na płaszczyźnie: d) a 1- n1 (por. 
rys. 201), e) a 1- n 2, f) a li x, g) ·a 1- na. 

77. O kolineacji układów płaskich. W ust. 66 ustanowiliśmy 
pomiędzy dwoma układami płaskiemi powinowactwo. Teraz zajmiemy 
się taką zależnością geometryczną, która iest nieco ogólniejszą od po­
winowactwa. 

Uważajmy dwa układy płaskie (a1) i (a2), których podstawami są 
dwie dowolne płaszczyzny właściwe a1 'i ~, przecinające się w prostej 
właściwej p = a1 a2 , albo też dwie płaszczyzny a1 i a2 zjednoczone (na­
krywające się) na jednej i tej samej płaszczyźnie właściwej a. Pomiędzy 
temi układami płaskiemi (a1) i (~) ustanówmy następującą zależność 
geometryczną: 

1. Niechaj każdemu punktowi A1 pierwszego układu (a1) podporządko­

wany będzie jeden i tylko jeden punkt A2 drugiego układu (a2), i wzajemnie. 
2. Niechaj każdej prostej b1 układu ( a1) odpowiada jedna i tylko 

jedna prosta b2 w układzie ( a2), i wzajemnie. 
3. Punktowi A1 i prostej b1, przynależnym do siebie w układzie (a1), 

niechaj podporządkowane będą w układzie ( a2) punkt A2 i prosta b2, które 
również przynależą do siebie. , 

4. Punkty podporządkowane: A1 i A2 , B1 i B2 , • • • niechaj leżą na 
takich prostych, które przecinają się w stałym punkcie właściwym S, 
a proste podporządkowane: a1 i a2 , b1 i b2 , • • • niechaj przecinają się na 
stałej prostej właściwej p. 
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Ustanowioną w ten sposób zależność geometryczną pomiędzy ulda­
dami płaskiemi (a1) i (C½) nazywamy kolineacją środkową lub per­
spektywiczną (wzgl. homologją). Punkty A1 i A2 lub proste b1 i b2 , 

podporządkowane sobie w obu tych układach środkowo -ko 1 i n e ac y i­
ny c h (a1) i (a2), nazywamy elementami homologicznemi. Proste A1 A2 , 

B1 B2 , ••• , łączące pary punktów homologicznych, nazywamy promie­
n i am i kolineacji, a ich wspólny punkt przecięcia S nazywamy środ­
ki e m ko 1 i n e ac j i. Stała prosta właściwa p, na której przecinają się 
pary homologicznych prostych: a1 i a2 , b1 i b'i, , • • • jest os i ą ko li­
ne ac j i. W przypadku dwóch różnych od siebie płaszczyzn a1 i a2 , osią 

kolineacji jest krawędź p = ni ~ przecięcia się tych płaszczyzn~ 
Jako przykład takiej kolineacji środkowej niechaj posłuży nam za­

leżność, zachodząca (por. rys. 204) pomiędzy dowolnym układem pła­
skim (a) a jego rzutem środkowym (per­
spektywą). Uważając punkt właściwy S za 
środek rzutów, a płaszczyznę n za · tło, to 
wówczas: każdemu punktowi A płaszczyzny a 
podporządkowana jest jego perspektywa A', 
a każdej prostej Z układu (a) jej perspekty­
wa Z'. Jeżeli elementy A i Z przynależą do 
siebie, to również i elementy im podporząd­
kowane A' i Z' przynależą też do _siebie. Osią 
kolineacji jest krawędź p = a n, środkiem 

kolineacji jest środek rzutów S, a promie-
niami kolineacji są promienie rzucające Rys. 204. 

A A', B B', ... , przechodzące przez środek S. 
Weźmy teraz pod uwagę dwa płaskie układy „perspektywicznie­

kolineacyjne" czyli „środkowo-kolineacyjne" (a1) i (a2), złączone na 
jednej i tej samej (rys. 205) · płaszczyźnie ry­
sunkowej. Osią kolineacji niechaj będzie prosta 
właściwa p, a środkiem kolineacji punkt wła- 1.,, 

ściwy S. Skoro dana jest jedna para homolo­
gicznych punktów A1 i A2 tych układów ( a1) i( a2), 

przyczem promień kolineacji a musi przechodzić _,_P_--t---<J1s:::---+---:,11>-4--

·przez środek S - to wówczas, korzystając z usta-
lonych zależności 1, 2, 3 i 4, skonstruować mo- ,4

2 
______ ---""t>02 

żerny dowolną ilość par elementów homologicz-
nych przyjętych układów (a1) i ((½). Prostej b1, Rys. 205. 

która przechodzi przez punkt A1 i przecina oś 
kolineacji p w punkcie B, podporządkowana jest w układzie (a2) prosta 
b2 = B A2 , łącząca punkty B i A2 • Dowolny promień kolineacji przecina 
proste b1 i b2 w dwóch homologicznych punktach C1 i C2 • Podobnie 

11 * 
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prostej li = Ci L, uważanej za element układu ( ai), odpowie w ukła­
dzie ( a2) prosta 12 = C2 L. 

Mając dane elementy: S, p i Ai, A2 , wzgl. A i A' skonstruowaliśmy 
(por. rys. 205 i 204) dalsze pary homologicznych punktów, oraz pary 
homologicznych prostych dwóch płaskich układów środkowo-kolineacyj­
nych. Z łatwością zauważymy jednak, że powyższe konstrukcje dadzą 
się również przeprowadzić i wówczas, gdy zamiast pary punktów ho­
mologicznych prz;yjmiemy parę prostych homologicznych bi i b2 , wzgl. l 
i l'. A zatem: 

Kolineacja środkowa, zachodząca pomiędzy dwoma układami pla­
skiemi, jest wyznaczona wówczas, skoro dane są: środek kolineacji, oś 

kolineacji i para homologicznych elementów (punktów lub prostych). 

Na rys. 206 niechaj dane będą: oś kolineacji p, środek S i para 
punktów homologicznych Ai i A2 , leżąca wraz ze środkiem S na jednej 
prostej (promieniu kolineacji). Przez dowolny punkt B osi p przechodzi 
para homologicznych prostych bi = B Ai i b2 = B A2 • Ponieważ każdy 
promień kolineacji przecina proste bi i b2 w dwóch punktach podpo­
rządkowanych sobie w układach perspektywicznie-kolineacyjnych ( a1 ) 

i (a2), przeto również i promień kolineacji t, wykreślony ze środka S 
równolegle do prostej bi, przetnie się z elementami b1 i b2 w dwóch 
homologicznych punktach Tt= tbi i T2 = tb2 • Punktowi nie właści­
wemu T; prostej bi podporządkowany jest zatem punkt właściwy T2 

na prostej b2 • Skoro przez środek S poprowadzimy promień kolineacji 
r I I b2 , to wówczas punktowi właściwemu Ri = r bi odpowiada na pro-

. a\ stej b2 punkt niewłaściwy R;= rb2 • 

S Przez punkt Tt' poprowadźmy 
proste b1 I I ci I I di , przecinające się 
z osią kolineacji p w punktach B, C, D. 
Owym prostym, w myśl ustalonych 
zależności 1, ... 4, podporządkowa­

ne będą w układzie ( a2) proste : 
e, b2 = T2 B, c2 = T2 C i d2 = T2 D, 

przecinające się w punkcie właści-

Rys. 206. wym T2 • Zamiast punktu D obierz-
my punkt niewłaściwy 0 00 na osi p. 

Łącząc ów punkt 0 00 z punktami T; i T2 , uzyskamy dwie proste homolo­
giczne: g; = 0 00 Tt i g2 = 0 00 T2• Podobnie proste Zi = 0 00 R1 i z;= 0 00 R; 
są również elementami homologicznemi układów (ai) i (a2). Prostej nie­
właś ej wej_ gt układu (ai) podporządkowana jest w układzie (a2 ) 

jedna i tylko j ed_na pros ta właściwa g2 , równoległa do osi 
kolineacji p. Prostej niewłaściwej z; układu ( a2 ) podporządkowana jest 
w układzie (a1) jedna ściśle określona prosta właściwa Zi, równoległa 
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do osi kolineacji p. Proste g2 i z1 nazywamy: proste mi granicznemi, 
prostemi zbieg u lub osiami wzajemne mi dwóch płaskich układów 

środkowo-kolineacyjnych. Prosta graniczna g2 przynależy do układu (a2), 

a: prosta zbiegu z1 do układu (a1). 

Punkt 0 00 osi p połączyć możemy wreszcie z punktami np. A1 i A2 , 

to uzyskane proste homologiczne e1 = 0 00 A1 i e2 = 0 00 A2 są równoległe 

do osi kolineacji. Wkońcu zauważyć musimy, że w każdym punkcie B 
osi kolineacji p nakrywają się dwa homologiczne punkty B1 i B2 • 

Z łatwością zauważymy, że takie same własności posiadają dwa 
płaskie układy środkowo-kolineaoyjne, których podstawami są (np. pła­
szczyzna a i tło .re) dwie różne płaszczyzny właściwe. Na rys. 204 punk­
towi W 00 podporządkowany jest punkt W', a punktowi U element U~. 
Proste z' I I p i g I I p są osiami granicznemi dwóch układów perspekty­
wicznie-kolineacyjnych (a) i (n). Możemy tedy powiedzieć ogólnie, że 
dwa płaskie układy środkowo-kolineacyjne (a1) i (a2), bez względu na 
to, czy ich podstawami są dwie różne płaszczyzny a1 i a2 , czy też dwie 
płaszczyzny zjednoczone na wspólnej płaszczyźnie a - posiadają nastę­

pujące własności: 

a) Prostej niewłaściwej jednego układu podporządkowana 
jest w drugim układzie pro s ta gr a n i cz n a, równoległa do 
osi kolineacji p, i wzajemnie. 

b) Każdemu punktowi niewłaściwemu jednego układu pod­
porządkowany jest w drugim układzie . jeden i tylko jeden 
punkt właściwy, leżący na prostej granicznej drugiego układu, 
i wzajemnie. 

c) Prostym równoległym jednego układu podporządko­

wane są w układzie drugim takie proste, które przecinają się 
w punkcie na osi granicznej drugiego układu, i wzajemnie. 

d) Dwie homologiczne proste e1 i e2 są do siebie rów­
noległe tylko wówczas, jeżeli owe proste są równoległe do osi 
kolineacji p. 

e) W każdym punkcie B osi kolineacji p zjednoczone są 
dwa homologiczne punkty B1 i B2 • 

Skoro porównamy te własności z własnościami a) ... e) dwóch pła­
skich układów środkowo - powinowatych, podanemi w ust. 66, to zwró­
cimy uwagę na wybitne różnice. Odnoszą się one do własności, wy­
mienionych pod a), b) i c). Natomiast wspólne sąd-la tych dwóch związ­
ków geometrycznych własności, wypisane pod d) i e). Na tern miejscu 
zaznaczyć należy, że powinowactwo środkowe jest tylko szczególnym 
przypadkiem kolineacji środkowej. Skoro bowiem d-la dwóch płaskich 

układów perspektywicznie-kolineacyjnych (a1) i (a2) założymy, że środek 
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kolineacji jest punktem niewłaściwym S00
, to owe układy są "środ­

kowo-powinowate". 
Zbadajmy teraz zależność, zachodzącą pomiędzy środkiem koline­

acji, osią kolineacji i prostemi granicznemi. Na rys. 206 wykreśliliśmy 

proste: r I I b2 i t I! b1 , więc odcinki S T2 i R1 B są sobie równe. Po­
prowadźmy następnie odcinki S 1 J_ g2 i R1 2 J_ p, a ponieważ prosta 
zbiegu g2 jest równoległą do osi p, przeto kąty <}: S T2 1 i <}: R1 B 2 są 
sobie równe, a trójkąty prostokątne (S T2 1) i (R1 B 2) są przystające. 

Z przystawania owych trójkątów wynika równość odcinków S 1 R1 2. 
Udowodniliśmy tedy następujące 

Twierdzenie: Dla dwóch płaskich układów środkowo-kolineacyjnych 
odległość środka kolineacji Qd jednej prostej granicznej równą jest od­
ległości drugiej prostej granicznej od osi kolineacji. 

Twierdzenie powyższe stosuje się nietylko do dwóch kolineacyj­
nych układów (a1) i (a2), zjednoczonych na jednej płaszczyźnie właści­

wej a, ale również i do dwóch takich układów, których podstawami są 
dwie dowolne płaszczyzny właściwe a1 i <½. Na rys. 204 wykreśliliśmy 
najpierw proste S W' I I m i SU I I m', a następnie przez punkt W' pro­
stą zbiegu z' I I p, oraz prostą graniczną g I I p. Wnosimy stąd o równości 
odcinków: SW' = UTm i SU = W'Tm, a tern samem o prawdziwości 
naszego twierdzenia. 

Przejdźmy teraz do związków nieco ogólniejszych, aniżeli kolineacja 
środkowa. Niechaj dla dwóch płaskich układów ( Ui) i ( a2) - których 
podstawami są dwie różne od siebie płaszczyzny właściwe a1 i a2 , albo 
też dwie płaszczyzny a1 i a2 zjednoczone z płaszczyzną właściwą a -
spełnione będą poprzednio wymienione w ust. 77 zależności: 1, 2 i 3, 
a nadto, w miejsce związku 4, ustanówmy nową zależność: 

5. Każdemu . punktowi niewłaściwemu zr; układu (a1) podporząd­

kujmy jeden i tylko jeden punkt właściwy Z2 w układzie (~), i wza­
jemnie. 

Skoro wykluczymy związek 4, to ustaloną w powyższy sposób za­
leżność geometryczną pomiędzy dwoma układami płaskiemi (!1-1) i (a2) na­
zywamy kolineacją ogólną, homografj ą lub wprost kolineacją. 

Z łatwością zauważymy, że dwa płaskie układy kolineacyjne 
( Ui) i ( a2) posiadają następujące własności: 

a) Prostej niewłaściwej jednego układu podporządkowana 
jest w drugim układzie prosta właściwa, zwana prostą gra­
niczną (zbiegu, wzgl. wzajemną). 

b) Prostym równoległym jednego układu podporządko­
wane są w- układzie drugim takie proste, które przecinają się 
w punkcie na prostej granicznej drugiego układu, i wzajemnie. 
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N a to miast nie są wcale spełnione własności, wypisane poprzednio 
pod d) i e), gdyż dwa układy kolineacyjne (homograficzne) nie posia­
dają ani środka, ani osi kolineacji. 

W ust. 66 dowiedliśmy prawdziwości trzech twierdzeń, oznaczo­
nych przez 1, 2 i 3, dla dwóch układów powinowatych. W zupełnie ana­
logiczny sposób udowodnić możemy następujące 

Twierdzenie 1: Dwa układy płaskie, kolineacyjne z trzecim ukła­

dem płaskim, są między sobą też kolineacyjne. 
Twierdzenie 2: Rzut ukośny dwóch płaskich układów kolineacyj­

nych na dowolną rzutnię wyznacza na owej rzutni- dwa nowe układy 
kolineacyjne. 

Twierdzenie 3: Rzut ukośny dwóch płaskich układów środkowo­
kolineacyjnych na dowolną rzutnię wyznacza na owej rzutni dwa nowe 
układy środkowo-kolineacyjne. 

78. Przekroje plask.ie powierzchni ostroslupowej. Dowolny 
czworokąt (A1 B1 C1 D1), leżący (rysunek 207) na rzutni poziomej, uwa­
żajmy za kierownicę, a punkt właściwy W (Wn, w:) za wierzchołek po­
wierzchni ostrosłupowej I'. Proste an = wn A~, bn = wn Br, en= wn Cr 
i dn = wn D ~ są aksonometrjami 1:ITawędzi uważanej powierzchni ostrosłu­
powej czworościen­

nej. Niechaj zadaniem 
nasze ro będzie wyzna­
czenie punktów prze­
bicia się krawędzi 

a= WA1 , b= WB1 , 

C= WC1 id= WD1 
powierzchni I' z rzut­
nią np. pionową n2 • 

W tym celu przez pro­
stą b = W B1 popro­
wadźmy płaszczyz­

nę poziomo-rzucającą 

f)(h'/J=B~ w:, v'/]JI :zn), 
to punkt B: ~ bn v'/] 
jest oczywiście rzu­
tem aksonometrycz­
nym punktu B2 = b n2, 
w którym krawędź b 
przebija rzutnię pio­

Rys. 207. 

nową n 2 • W podobny sposób moglibyśmy wyznaczyć obrazy aksono-
' metryczne A;, c; i D; punktów przebicia się trzech pozostałych kra-
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wędzi a, c i d powierzchni ostrosłupo"'."ej I' z rzutnią pionową Ji2 • Za­
miast płaszczyzn poziomo-rzucających, użyć możemy do konstrukcji ta­
kich płaszczyzn, z których każda przechodzi przez dwie krawędzie po­
wierzchni ostrosłupowej I'. Weźmy pod uwagę np. płaszczyznę w = be, 
wyznaczoną krawędziami b = W B1 i c = W C1 • Rzutnia n1 , płaszczyzna 

przekroju n2 i płaszczyzna w= be przecinają się w punkcie P1 = n1 Ji2 w, 
przez który przejść muszą krawędzie x = n:1 n 2 ,B1 C1 = n 1 w i k1 = n2 w. 
Punkt P;, przecięcia się prostej B; c; z osią aksonometryczną xn, 
jest obrazem aksonometrycznym owego punktu P1 • Ponieważ krawędź 

k1 = n 2 w przejść musi przez punkt P1 = n 1 n 2 w i przez poprzednio 
wyznaczony punkt B2 = b n:2 , przeto (rys. 207) aksonometrję k; tej kra­
wędzi otrzymamy, skoro połączymy punkty P; i B;. Proste k; = P; B; 
i en = wn C; przecinają się w punkcie C;, który jest aksonometrją szu­
kanego punktu C2 = c n:2 • 

Podobnie wyznaczyć możemy aksonometrje D; i A; punktów 
D2 = d n:2 i A2 = a n:2 • Płaszczyzny n1 , n2 i a= cd przecinają się w punk­
cie P2 = ~1 n2 a, którego aksonometrja P; wyznaczona j'est prostemi x 11 

i c; Df. Prosta P; c; jest obrazem aksonometrycznym krawędzi prze-
. cięcia się płaszczyzn ·n2 .i ·a = ·cd, a punkt D;, przynależny do prostych 
P; c; i d'11

, jest aksonometrją żądanego punktu D2 = d n:2 • Za pośred­
nictwem punktu P;, w którym prosta D~1 A; przecina się z osią xn, wy­
kreślić możemy prostą P; D; oraz punkt A;. Element P; jest bowiem 
aksonometrją punktu P3 , w którym przecinają się płaszczyzny n1 , n2 

i ,,; = da, a punkt A; jest aksonometrją punktu przebicia się krawędzi 
a = W A1 z rzutnią n2 • . O ile powyższa konstrukcja jest dokładnie prze­
prowadzoną na rys. 207, to proste A; B; i A; B; muszą się prze­
ciąć w punkcie P; na osi x 11

• Element · P; jest bowiem obrazem akso­
nometrycznym punktu P4 , przez który przechodzą trzy płaszczyzny: 

n1 , n2 i ab. 
Na rys. 207 wyznaczyliśmy aksonometrje A;, B;, c; i n; punk­

tów przebicia się krawędzi a, b, c i d przyjętej powierzchni ostrosłupo­
wej I'- z rzutnią pionową n2 • Płaszczyzna n2 przecina ściany (ab), (be), 
(cd) i (da) powierzchni I' w ódcinkach: A2 B2 , B2 C2 , C2 D 2 i D2 A2• 

Otrzymany w ten sposób wielokąt (A2 B2 C2 D2) na płaszczyźnie n2 na-_ . 
zywamy p r z e'kr oj em płask im powierzchni ostrosłupowej I' płaszczy­
zną n2 • Wielokąt zaś (A; B; c; D;) jest obrazem aksonometrycznym 
owego przekroju płaskiego. Kierpwnicę (A1 B1 C1 D1) powierzchni ostro­
słupowej I' uważać możemy również za "przekrój płaski" powierzchni I' 
rzutnią poziomą n1 • 

Z łatwością zauważymy, opierając się na przeprowadzonej poprzed­
nio konstrukcji i na rozważaniach ust. 77, że wielokąty (A; B; c; D;) 
i (A; B; c; D;) są środkowo-kolineacyjne. Osią tej kolineacji jest pro-
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sta xn, środkiem kolineacji punkt W n, a promieniami kolineacji proste 
an, bn, en i d n. Uzyskaliśmy zatem następujące 

Twierdzenie: Pomiędzy aksonometrja.mi (prostokątnemi) dwóch 
przekrojów płaskich powierzchni ostrosłupowej za.chodzi w ogólnym przy­
padku kolineacja. środkowa.. Osią tej kolineacji jest a.ksonometrja. kra.wę­

dzi przecięcia. się płaszczyzn owych przekrojów, a. środkiem tej kolineacji 
jest a.ksonometrja. wierzchołka. uważanej powierzchni ostrosłupowej. 

Uwaga: Gdyby jedna z płaszczyzn przekroju była aksonometrycznie-rzucającą 

lub przechodziła przez wierzchołek W powierzchni ostrosłupowej I', to twierdzenie po­
wyższe nie miałoby wówczas zastosowania. 

Z dotychczasowych rozważań naszych wiadomo nam (por. rys. 207), 
że proste A1 B1 i A2 B2, B1 C1 i B2 C2, C1 D1 i C2 D'!,, oraz D1 A1 i D2 A2 
przecinają się parami w punktach P4 , P1 , P2 i P8 , które leżą na kra­
wędzi x = n 1 n 2 • Wnosimy stąd (por. ust. 77) o prawdziwości nastę­
p.ującego 

Twierdzenia: Pomiędzy dwoma. przekrojami pla.skiemi powierzchni 
ostrosłupowej - o ile płaszczyzny tnące nie przechodzą przez w~erzcho­
łek tej powierzchni - za.chodzi kolineacja środkowa. Osią kolineacji jest 
kra.wędź przecięcia się płaszczyzn owych przekrojów, a. środkiem kolinea­
cji jest wierzchołek uważanej powierzchni ostrosłupowej. 

Z tego twierdzenia i z ostatniego twierdzenia ust. 77 wynika bez­
pośrednio zależność : 

Aksonometrje (A~n B/ C/ D~n) i (A/ B;n c ;n D/) rzut~w 
poziomych dwóch przekrojów płaskich powierzchni ostrosłu­
powej I' są w ogólności wielokątami środkowo-kolineacyj­

nemi. Osią kolineacji jest aksonometrja rzutu poziomego kra­
wędzi przecięcia się płaszczyzn tnących, a środkiem kolineacji 
jest rzut W~ wierzchołka W owej powierzchni ostrosłupowej I'. 

Podobnie zachodzi w ogólnym przypadku kolineacja środkowa po-
między aksonometrjami rzutów pionowych (wzgl. bocznych) owych prze­
krojów płaskich. Punkt W~ (wzgl. W~') jest środkiem tej kolineacji, 
a aksonometrja rzutu pionowego (wzgl. bocznego) krawędzi przecięcia 
się płaszczyzn tnących jest osią owej kolineacji. 

Zadanie 1: Dane są na rys. 208 rzuty aksonometryczne ostrosłupa 
pięciościennego, którego podstawa leży na rzutni poziomej n 1 • Wyzna­
czyć przekrój tego ostrosłupa płaszczyzną s (h; , v; ) równoległą do osi x. 

Ro z wiąz anie 1: Krawędź b = WB ostrosłupa przebija płaszczy­
znę s w punkcie 2 (2n, 2~' ). Punkt 2 wyznaczyliśmy przy pomocy pła­
szczyzny boczno-rzucającej /3 (k§ = b~', h§ I I xn), któ~ą przeprowadziliśmy 
przez krawędź b. Płaszczyzny s i /3 przecinają się w krawędzi f = s/3, 
a rzut aksonometryczny fn wyznacza na prostej bn = w_n Bn szukany 
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punkt 2n. Pomiędzy aksonometrją (An Bn en Dn En) podstawy ostro­
słupa i aksonometrją (1n2n3n4n5n) jego przekroju zachodzi kolineacja 
środkowa. Mając dane: środek kolineacji wn, oś kolineacji pn = h; oraz 

Rys. 208. 

parę homologicznych punktów 
Bn i 2n, wyznaczyć możemy 

(za pośrednictwem punktów P;, 
P;, P: i P:) aksonometrje po­
zostałych wierzchołków wielo­
kąta przekroju (12345). 
Rozwiązanie 2: Ponieważ 

płaszczyzna tnąca 8 (h;, k;) jest 
boczno-rzucającą, przeto akso­
nometrja (1:' 2:' a:' 4'~' 5';:) wie­
lokąta przekroju leżeć musi na 
prostej k;. Aksonometrja k; 
śladu bocznego płaszczyzny 8 

.Przecina się z prostemi a:'= w:' A:', ... , e:' = w:' E:' w punktach 
1:', . . . s:'. Proste odnoszące, wykreślone z owych punktów równolegle 
do osi xn, wyznaczą na prostych an= wn An, ... en= wn En punkty 
1n, 2n, 3n, 4n i 5n, będące aksonometrjami wierzchołków wielokąta 

przekroju. 
Ćwiczenie 1: Rozwiązać poprzednie zadanie, jeżeli płaszczyzną przekroju jest ele­

ment: a) 8 li y, b) 8 li z, c) 8 li na, d) 8 = na, e) 8 J_na. 
Ćwiczenie 2: Zadanie 1 rozwiązać wówczas, jeżeli podstawa ostrosłupa leży na 

płaszczyźnie: a) aJ_n1 , b) aJ_n2 , c) allx, d) aJ_na, e) a=na, f) aJ_x. 
Ćwiczenie 3: Czworościan umiarowy, którego podstawa leży na dowolnej pła­

szczyźnie a (h~, v~), przeciąć: a) dowolną płaszczyzną /3 (hp, v§), . b) rzutnią poziomą n 1 , 

c) rzutnią aksonometryczną na. 

Zadanie 2: Na rysunku 207 dany jest rzut aksonometryczny po­
wierzchni ostrosłupowej czworościennej, oraz dowolna płaszczyzna 

s (h;, v;). Należy skonstruować aksonometrję przekroju tej powierzchni 
płaszczyzną 8. 

Ro z wiąz a n ie: Celem rozwiązania powyższego zadania, należa­

łoby wyznaczyć obrazy aksonometryczne punktów A = a 8, B = b s, 
C = c s i D =ds„ przebicia się krawędzi a = W A1 , ••• , d = W D1 po­
wierzchni ostrosłupowej I' z płaszczyzną przekroju 8. Ponieważ na ry­
sunku 207 obok rzutu aksonometrycznego kierownicy (A1 B1 C1 D1), po­
dana jest aksonometrja (A; B; C; D;) przekroju powierzchni ostrosłupo­
wej I' rzutnią pionową rc2 , - przeto konstrukcja nasza da się znacznie 
uprościć. ·oznaczmy . mianowicie przez 1 n i 2n punkty przecięcia się od­
cinków B; C; i A; D; z elementem h;, a przez 3n i 4n punkty przecię­
cia się odcinków B; C; i A~D~ z elementem v; ~ Ponieważ boki 731 C1 
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i B2 C2 leżą na ścianie (be) powierzchni ostrosłupowej I', przeto punkty 
1 n i 3n są aksonometrjami punktów przebicia się owych dwóch boków 
.z płaszczyzną 8, a prosta 1 n 3n jest aksonometrją krawędzi przecięcia się 
płaszczyzny 8 ze ścianą (be). Punkty Bn i en, w których prosta 1n3n 
przecina się z elementami bn = Wn B~ i en= Wn C~, są obrazami akso­
nometrycznemi punktów B = b 8 i C = e 8 przebicia się krawędzi b = W B1 
i c = WC1 z daną płaszczyzną 8. Podobnie prosta 2n4n jest rzutem akso­
.nometrycznym krawędzi przecięcia się ściany (ad) powierzchni ostrosłu­
powej I' z płaszczyzną przekroju 8, a punkty An i _Dn są aksonometrjami 
punktów A = a 8 i D = d 8 przebicia się krawędzi a = W A1 i d = W Di 
z daną płaszczyzną 8. · 

Uzyskane w ten sposób punkty An, Bn, en i Dn są aksonometrjami 
wierzchołków wielokąta, według którego płaszczyzna 8 przecina po­
wierzchnię ostrosłupową I'. Wiadomo nam, że pomiędzy wielokątem 
(AI' Bf Ct D~) a wielokątem o wierzchołkach A n, Bn, en i Dn zachodzi ko­
lineacja środkowa. Środkiem tej kolineacji jest punkt wn, a osią koli­
neacji prosta h; (t. j. aksonometrja krawędzi h8 = n-1 8 przecięcia się pła­

szczyzn tnących n-1 i 8). Punktom B~ i c; pierwszego wielokąta podpo­
rządkowane są punkty Bn i en wielokąta drugiego, przyczem punkty 
homologiczne B: i Bn leżą na promieniu kolineacji bn = wn B~, a punkty 
homologiczne C~ i Cn na promieniu kolineacji en= Wn c:. Ponieważ 
punkt 1 n leży na osi kolineacji h;, przeto odcinkowi q tn- pierwszego 
wielokąta podporządkowany jest odcinek (o długości skończonej!) en tn 
wielokąta drugiego. Ze środka kolineacji W n wykreślmy (rys. 207) do­
wolny promień tn, który przecina się z prostemi homologieznemi c: B~ 
i Cn Bn w punktach homologicznych Ti i Tn. Natomiast promień koli­
neacji en I I Bn en wyznaczy na owych prostych dwa homologiczne 
punkty Ef i E:, przyczem drugi z tych punktów jest elementem n i e­
w łaś ci wym. Wnosimy stąd, że odcinkowi (o długości skończonej) 

1 n E{1 B~ pierwszego wielokąta podporządkowany jest w wielokącie dru­
gim odcinek tn E:Bn o długości nieskonczenie wielkiej. Przez 
punkt wn wykreślmy wreszcie promień f1 równoległy do prostej 2n Dn, 
to zauważymy z łatwością, że odcinkowi ( o długości skończonej) Di F: A~ 
pierwszego wielokąta podporządkowany jest w wielokącie drugim rów­
nież odcinek Dn F'~ A n o długości nieskończenie wielkiej. Wielokątowi 

(Ai Bf Ci D~) podporządkowany jest zatem kolineacyjnie wielokąt płaski 
o wierzchołkach A n' Bn' en i Dn' oraz o bokach A_n B 11

' Bn E::, en' c~ Dn 
i Dn F:An. 

79. Punkty przebicia się prostych z wielościanami. Celem 
wyznaczenia punktów przebicia się dowolnej prostej l z danym wielo­
ścianem I', należy przez l poprowadzić pomocniczą płaszczyznę e i skon-



172 IX. Wielościany. 

struować przekrój owego wielościanu I' tą płaszczyzną. Ponieważ na 
płaszczyźnie s leży prosta Z i wielokąt przekroju, przeto punkty, w któ­
rych prosta Z przetnie się z poszczególnemi bokami wielokąta przekroju, 
są szukanemi punktami przebicia się danej prostej Z z wielościanem I'. 

Zadanie 1: Dane są rzuty aksonometryczne dowolnej prostej Z 
i ostrosłupa pięciościennego. Należy skonstruować punkty przebicia się 
prostej Z z tym ostrosłupem. 

R-0 związanie 1: Konstrukcja znacznie się uprości, jeżeli przez 
daną prostą Z (Zn, C) poprowadzimy (rys. 208) płaszczyznę boczno-rzu­
cającą s (k; = Z~'). Płaszczyzna ta przetnie dany ostrosłup w wielokącie 
(12345), dla którego wyznaczyliśmy rzut aksonometryczny (1n ... 5n). 
Prosta zn przecina się z bokami 1n5n i 2n3n w punktach Rn i Qn, które 
są aksonometrjami szukanych punktów R i Q, przebicia się prostej Z 
z danym ostrosłupem. 

Ro z wiąz a n ie 2 : Do rozwiązania naszego zadania bardzo często 
używamy też takiej płaszczyzny pomocniczej A = W Z, która przechodzi 
przez daną prostą l i wierzchołek W ostrosłupa. Na rys. 209 wykreśli­

zn 

I 
.\ ,, 

V.t 

liśmy przez punkt W (Wn, W;:) 
prostą w (wn, w~), równoległą do 
danej prostej Z W, Z~), a następ­
nie dla płaszczyzny A= W Z= w Z 
wyznaczyliśmy aksonometrję 

h1 = H? H:;, jej śladu poziomego 
hi, Ponieważ podstawa (ABCD) 
przyjętego ostrosłupa leży na 
rzutni poziomej 1r1 , przeto punk­
ty 1n i 2n - przecięcia się bo­
ków An Bn i Bn Cn z prostą h1 -
są aksonometrjami takich punk­
tów 1 i 2, w których ślad po­
ziomy hi płaszczyzny A przecina 

podstawę (AB CD). Pomocnicza płaszczyzna A = W Z przecina ostrosłup 
czworościenny w trójkącie (W12), a punkty R (Rn, R~) i Q (Qn, Q~), le­
żące na prostej Z i na bokach W1, W2 owego trójkąta przekroju, są 

szukanemi punktami przebicia się prostej Z z danym ostrosłupem. 
Ćwiczenie 1: Wyznaczyć punkty przebicia się prostej ,Z (zn, Z') z czworościanem 

umiarowym, którego podstawa leży na dowolnej płaszczyźnie a (h;:, ~:;). 

Zadanie 2: Dane są rzuty aksonometryczne graniastosłupa i do­
wolnej prostej l. Wyznaczyć należy punkty przebicia się tej prostej 
z owym graniastosłupem. 

Ro z wiąz a n ie 1 : Przez daną prostą l (Zn, Z~) poprowadźmy np. 
płaszczyznę pionowo-rzucającą s (v; = z;;) i skonstruujmy przekrój owego 
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graniastosłupa ową płaszczyzną 8. Punkty, w których prosta l przecina 
ów przekrój, rozwiązują zadanie. 

Ro z wiąz a n ie 2: Do konstrukcji użyć możemy też takiej pomoc­
niczej płaszczyzny l, która przechodzi przez daną prostą l i jest rów­
noległą do krawędzi bocznych przyjętego graniastosłupa. Celem wy­
znaczenia płaszczyzny l, obierzmy 
(rys. 210) na prostej l W, z:) do­
wolny punkt P (Pn, P:) i popro­
wadźmy przezeń prostą m (mn, m:), 
równoległą do krawędzi bocznej 
a (an, a:') graniastosłupa. Płaszczyz­
na l = l m - dla które i wyznaczono 
aksonometrję h1 = Hr H::i jej śladu 
poziomego - jest równoległą do 
krawędzi bocznych graniastosłupa 

trójściennego i przecina ten wielo­
ścian w równoległoboku (1234). Po­
nieważ podstawa (ABC) graniasto­
słupa leży na rzutni poziomej J?:1 , 

zn 

xn 

·-·-· -<·· h2 
.--2n Hf·-·-·-·-·-

Bn 
Rys. 210. 

przeto punkty tn i 2n, w których element h1 przecina się z bokami 
A1' Bn i Bn Cn, są aksonometrjami dwóch wierzchołków 1 i 2 wielokąta 
przekroju. Aksonometrje 3n i 4n dwóch dalszych wierzchołków równo­
ległoboku (1234) otrzymamy, jeśli wykreślimy odcinki: 1n4n lf 2n3n I/ an. 
Dana prosta l (zn, G) przecina się z bokami 1 4 (tn4'1, 1~ 4~) i 2 3 (2n 3n, 
2~ 3~) w punktach R (Rn, R:) i Q (Qn, Q:), które rozwiązują zadanie. 

Ćwicze~ie 2: Wyznaczyć punkty przebicia się prostej Z czn, Z~) z sześcianem, któ­
rego podstawa leży (por. rys. 202) na dowolnej płaszczyźnie a (h;, v;). 

Ćwiczenie 3: Rozwiązać poprzednie ćwiczenie, jeżeli podstawa sześcianu leży na 
płaszczyźnie: a) a li n 1 , b) a li n 2 , c) a J_ n1 (rys. 201), d) a J_ n 2, e) a J_ na. 

· 80. Uwagi ogólne o przenikaniu się wielościanów. Przeni­
kanie się ostrosłupów. Skoro dane są dwa dowolne wielościany 

I'1 i I'2, to w-yznaczyć możemy punkty przebicia się poszczególnych kra­
wędzi pierwszego wielościanu I'1 z wielościanem drugim I'2, oraz punkty 
przebicia się poszczególnych, krawędzi wielościanu I'2 z wielościanem 
pierwszym I'1 • Z pośród otrzymanych w ten sposób punktów przebicia 
się 1, 2, ... weźmy pod uwagę takie dwa punkty np. 1 i 5, które leżą 
równocześnie na 'ścianie a1 wielościanu I'1 , oraz na ścianie 82 wielo­
ścianu I'2 . . Odcinek 15 posiada oczywiście tę własność, że każdy jego 
punkt leży równocześnie na ścianie a1 i ścianie 82 , a tern samem i na 
obydwóch wielościanach I'1 i I'2. 

W podobny sposób łączyć możemy odcinkami dalsze pary takich 
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punktów, które leżą równocześnie na jednej ścianie wielościanu I'1 i na 
jednej ścianie wielościanu I'2 • Po połączeniu wszystkich możliwych par 
takich punktów, otrzymamy pewien wielokąt przestrzenny, którego 
wszystkie boki leżą równocześnie na danych wielościanach I'1 i I'2 • 

O wielościanach I'1 i I'2 mówimy wówczas, że przenik aj ą się w owym 
wielokącie, a wielokąt ten nazywamy wieloką tern przenikania. 

Zadanie 1: N a rys. 211 dane są obrazy aksonometryczne dwóch 
ostrosłupów I'1 i I'2 , o wierzchołkach W1 (W;, W~n) i W2 (W;, w ;n), któ­
rych podstawy leżą na rzutni poziomej n1 • Należy wyznaczyć aksono­
metrję wielokąta przenikania tych ostrosłupów. 

Ro z wiąz a n ie: Wierzchołkami wielokąta przenikania będą punkty 
przebicia się krawędzi a = W1 A, b = W1 B i c = W1 C pierwszego ostro~ 
słupa I'1 z ostrosłupem drugim, oraz punkty przebicia się krawędzi 

d = W2 D, e = W2 E i / = W2 F ostrosłupa I'2 z ostrosłupem pierwszym I'1 • 

Celem wyznaczenia owych punktów, użyjemy do konstrukcji najchętniej 

zn 

Rys. 211. 

takich płaszczyzn pomoc­
niczych, które pr;Zechodzić 
będą przez poszczególne 
krawędzie a ... f, oraz przez 
prostą w = W1 W2 , łączącą 

wierzchołki danych ostro­
słupów. Prosta w (wn = 
= wn wn ' = W'n W'n) 1 2 , Wn 1 2 

przebija rzutnię poziomą 
n1 , na której leżą podsta­
wy (ABC) i (DEF) ostro­
słupów I'1 i I'2 , w punk­
cie Hw (H~ = H~). Chcąc 
wyznaczyć punkty prze­
bicia się krawędzi a= W1A 
z ostrosłupem I'2 , popro­
wadźmy przez tę krawędź 
i przez prostą w = W1 W2 
płaszczyznę a = aw. Pro­
sta h:: = An H~ (rys. 211) 
jest aksonometrją śladu 

poziomego ha pomocniczej 
płaszczyzny a. Punkty A~ 

i A;' w których prosta h;1 przecina się z bokami pn Dn i pn En' połączmy 
z wierzchołkiem W~, . to uzyskany w ten sposób trójkąt (W; A~ A;) jest 
obrazem aksonometrycznym trójkąta (W2 A1 A2), według którego pła­

szczyzna a= W2 a przecina ostrosłup I'2 • Punkty przecięcia się krawę-
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· dzi a= W1 A z bokami W2 A1 i W2A2 owego trójkąta są szukanemi punk­
tami 1 i 2 przebicia się krawędzi a = W1 A z ostrosłupem I'2 • Rzuty 
aksonometryczne 1n i 2n tych punktów otrzymamy, jeśli wyznaczymy 
punkty przecięcia się prostej an= W; An z prostemi W; A~ i W; A;. 

W podobny sposób, przy pomocy płaszczyzny r = c w, wyznaczy­
liśmy punkty 3 i 4 przebicia się krawędzi c = W1 e z ostrosłupem I'2 • 

W tym celu wykreśliliśmy najpierw aksonometrję h; = en H::, śladu po­
ziomego płaszczyzny y, następnie punkty c: i e: leżące odpowiednio 
na bokach pn Dn i Dn En, a wkońcu punkty 3n i 4n przecięcia się pro­
stej en= W; en z dwoma bokami trójkąta (W; e: e:). Otrzymane w ten 
sposób punkty 3n i 4n są aksonometrjami żądanych punktów 3 i 4, 
w których krawędź c = W1 e przebija ostrosłup I'2 • Stosując tę samą 

konstrukcję do krawędzi b = W1 .i3 zauważymy, że krawędź ta wcale nie 
przebija ostrosłupa I'?., gdyż aksonometrja h8 (śladu poziomego pomocni­
czej płaszczyzny fJ = bw) nie przecina boków trójkąta (Dn En pn). 

Punkty 5 i 6, przebicia się krawędzi · d-= W2 D z ostrosłupem I'1 , 

· otrzymamy przy pomocy płaszczyzny ó = dw. Aksonometrja hZ = Dn H::, 
śladu poziomego tej płaszczyzny przecina boki Bn en i Bn An w punk­
tach D; i D;. Proste W~ D; i W~ D; przecinają się z elementem 
dn = W; Dn w żądanych punktach 5n, 6n. Przy pomocy płaszczyzny 
s = ew otrzymaliśmy wierzchołki 7 i 8 wielokąta przenikania, leżące na 
krawędzi e = W2 E__ ostrosłupa I'2 • Z położenia aksonometrji h; = pn H::, 
śladu poziomego płaszczyzny <p = fw wnosimy, że krawędź / = PW2 nie 
przebija wcale ostrosłupa I'1 • 

Celem ustalenia porządku, w jakim należy połączyć poszczególne 
wierzchołki wielokąta przenikania, postąpimy w sposób następujący 1) : 

Na rys. 212 niechaj proste a, b i c oznaczają krawędzie boczne ostro­
słupa I'1 , a proste d, e i / krawędzie boczne ostrosłupa I'2 • Obszary zaś 

1 

. płaszczyzny rysunkowej, zawarte pomiędzy prostemi: a i b, b i c, c i a, 
di e, e i/, fi d, niechaj oznaczają odpowiednie ściany boczne (ab), ... , (/ d) 
uważanych ostrosłupów I'1 i I'2 • Znakami ,, +" oznaczono ściany widoczne 
(por . . rys. 211), a znakami ,,-" ściany niewidoczne owych ostrosłupów. 

Z przeprowadzonej konstrukcji na rys. 211 wiadomo nam, że punkt 1 
leży na krawędzi a = W1A i na ścianie (df), a punkt 2 na krawędzi a 
i na ścianie (ef). Na rys. 212 zanotujemy to w ten sposób, że punkty 
1 i 2 umieścimy tak na prostej a, aby· element 1 przynależał do ob­
szaru (d/), a punkt 2 do obszaru (e/). Ponieważ punkty 3 i 4 leżą na 
krawędzi c = W1 e i na ścianach (W2 DF) = (d/), wzgl. (W2 DE) = (de) 
ostrosłupa I'2 , przeto na rys. 212 umieściliśmy element 3 na prostej c 

1) Porównaj · np. podręcznik Tadeusza Łazowskiego: Geometrja wykreślna, War­
szawa 1916, str. 177. 
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i w obrębie obszaru (df), a punkt 4 na prostej c i w obszarze (de). · 
Wierzchołki 5 i 6 wielokąta przenikania leżą na krawędzi d = W2 D i na 

a b c a ścianach (W1 BC) ' (be), względnie (W1 AB)=(ab), 
d a wierzchołki 7 i 8 na krawędzi e= W2 E i na ścia-

+ nach (W2 AC) = (ac), wzgl. (W2 AB) =(ab). 
e --+---P---+-----+---+-- Z . rozważań ust. 80 wiadomo nam, że takie dwa 

+ 
Rys. 212. 

J 
wierzchołki wielokąta przenikania, które leżą na 
jednej ścianie ostrosłupa I'1 i równocześnie na jed­
nej ścianie ostrosłupa I'2 , wyznaczają bok owego 
wielokąta. Na rys. 212 weźmy pod uwagę np. wierz­
chołek 4. Element 4 połączyć możemy tylko z punk-
tami 5 i 7, bo odcinek 45 leży równocześnie na 

ścianie (be) i (de), a odcinek 4 7 przynależy równocześnie do ścian (ca) 
i (de). Postępując w myśl tej zasady, łączymy odcinkami punkty w na­
stępującym porządku: 4 i 7, 7 i 2, 2 i 8, 8 i 6, 6 i 1, 1 i 3, 3 i 5, 5 i 4, 
otrzymując wielokąt przenikania (4 7 286135). Obrazem aksonometrycz­
nym skośnego wielokąta przenikania jest (por. rys. 211) wielokąt płaski · 
(4n7n2n8n6n1n3n5n). Bok 4n7n jest widoczny, gdyż odcinek 47 leży 
na dwóch ścianach 'Yidocznych (oznaczonych znakami + na rys. 212), 
a mianowicie na ścianie + (ca) i na ścianie + (de). Natomiast bok 4n 5n 
jest niewidoczny, gdyż odcinek 45 leży na ścianie niewidocznej 
- (be) i na ścianie widocznej + (de). Na rys. 212 i rys. 211 linją kre­
skowaną oznaczyliśmy boki niewidoczne wielokąta przenikania. Przy 
wyznaczaniu wielokąta przenikania tabelka umieszczona na rys. 212 od­
daje nam duże usługi, gdyż odczytujemy z niej nietylko porządek, 

w jakim należy łączyć wierzchołki wielokąta przenikania, ale zarazem 
poznajemy też boki widoczne i boki niewidoczne owego wielokąta. 

Zadanie 2: Na rys. 213 dane są rzuty aksonometryczne dwóch 
ostrosłupów trójściennych, 0 wierzchołkach wł (W~, w~n) i w2 (W;, w;n). 
Podstawa (ABC) pierwszego ostrosłupa I'1 leży na płaszczyźnie OJ (v~, k~) 
równoległej do rzutni poziomej n1 , podstawa zaś (DEF) drugiego ostro­
słupa I'2 leży na rzutni pionowej n2 • Wyznaczyć należy obraz aksono­
metryczny wielokąta przenikania tych ostrosłupów. 

Rozwiązanie: Prosta w (wn = wrw:, W~= Wt Wt), łącząca 
wierzchołki W1 i W2 ostrosłupów I'1 i I'2 , przebija płaszczyznę OJ w punkcie 
Ow (O;, o:;;), a rzutnię n2 w punkcie Vw (V;, V~). Chcąc wyznaczyć 
punkty przebicia się krawędzi a = W1 A z ostrosłupem I'2 , należy przez 

· proste a i w poprowadzić płaszczyznę a = a w, a następnie skonstruo­
wać krawędzie a1 = a OJ i Va = a n2 , przecięcia się płaszczyzny a z pła­
szczyznami podstawowemi OJ i n2 , oraz punkt A0 = a OJ n2 , przynależny 

do trzech płaszczyzn a, OJ i n2 • Prosta a~= o;An jest aksonometrją 

krawędzi a1 , punkt A; = a; v; jest rzutem aksonometrycznym punktu A0 , 
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a prosta v~' = Ai vi jest wreszcie aksonometrją krawędzi va. Teraz bardzo 
łatwo wyznaczyć możemy punkty 1 i 2 przebicia się krawędzi a = W1 A 
z ostrosłupem I'2 • Punkty Ai i A~, w których element v:: przecina się 
z bokami En Dn i Dn pn, połączmy z wierzchołkiem Wt, to uzyskany 
w ten sposób trój-
kąt (W; Af A;) jest d a b c a 

aksonometrją trójką-

ta (W2 A1 A2), podług e 

którego pomocnicza f --+----+-,-t>--+----<=>--+--

płaszczyzna a = a w 2 4 
przecięła ostrosłup I'2 • d ---+--+--+---+---+-

Krawędź a = W1 A 
wyznacza na bokach 
W2 A1 i W2 A2 żądane 

punkty 1 i 2. Ich obra­
zy aksonometryczne 
tni 2n otrzymamy, jeśli 
wyznaczymy punkty 
przecięcia się prostej 
an= W~ An z boka­
mi wn An i w.n An ~l-Ln,~~===~~:.:::_~~~:__-t"iJ_9,l..----:-

2 1 2 2,. ~ 

Z przeprowadzonej 
konstrukcji wynika, Rys. 213. 

że punkt 1 leży na 
krawędzi a i na ścianie widocznej (W2 DE) = (de), a punkt 2 na kra­
wędzi a i na ścianie (W2 D F) = (d f). W pomocniczej tabelce, umieszczo-­
nej na rys. 213, uwidoczniliśmy równocześnie położenie uzyskanych 
wierzchołków 1 i 2 wielokąta przenikania. 

W zupełnie analogiczny sposób, przy pomocy płaszczyzn fJ = b w,. 
8 = ew, . .. , wyznaczyliśmy aksonometrje pozostałych wierzchołków wie­
lokąta przenikania, oraz zanotowaliśmy równocześnie położenie tych 
wierzchołków na załączonej tabelce. Uwzględniając ściany widoczne ( +) 
i niewidoczne (-), wykreślimy w tabelce odcinki: 1 3, 3 6, 6 8, 8 4, .4 2, 
2 7, 7 5 i 51. Wnosimy stąd, że dane ostrosłupy I'1 i I'2 przenikają się· 
w wielokącie skośnym (1 3 6 8 4 2 7 5), którego obraz aksonometryczny 
jest wielokątem płaskim (tn 3n 6n sn 4n 2n 7n 5•n). 

Ćwiczenie : Zadanie 2 rozwiązać wówczas, jeżeli podstawa ostrosłupa I'1 leży na 
dowolnej płaszczyźnie w (h;, v;) a podstawa ostrosłupa I'2 na płaszczyźnie <p (h;, u;), 
równoległej do rzutni aksonometrycznej Jt8 • 

81. Przenikanie się ostrosłupa z graniastosłupem. Na rys. 214 
dane są rzuty aksonometryczne ostrosłupa trójściennego I'1 i graniasto-
Plamitzer. Aksonometrja prostokątna. 12 · 



178 IX. Wielościany. 

słupa czworościennego I'2 • Podstawy (ABC) i (DE F G) tych wielościa­
nów leżą na płaszczyźnie boczno-rzucającej m (v; li xn, k;). Punkt 
W (Wn, W~') jest wierzchołkiem ostrosłupa I'1 , a odcinek DD1 (Dn Df, 
D~' Dtn) jest krawędzią boczną graniastosłupa I'2 • 

Celem wyznaczenia wielokąta przenikania, należy skonstruować 

punkty przebicia się krawędzi bocznych a= W A, b = WB i c = WC 
ostrosłupa z graniastosłupem I'2 , oraz punkty przebicia się krawędzi 
bocznych d D D1 , e = E E1 , f = F F1 i g = G 0 1 graniastosłupa z ostro­
słupem I'1 • Aby uprościć konstrukcję, wykreślmy przez wierzchołek 
W (Wn, W~') prostą pomocniczą w ·(wn, w~'), równoległą do krawędzi 
bocznych graniastosłupa I'2 , a następnie wyznaczmy punkt Ow (O:, O';;) 
przebicia się prostej w z płaszczyzną boczno-rzucającą m. 

Płaszczyzna a = w a, przechodząca przez prostą w i krawędź a = W A 
ostrosłupa, przetnie się z płaszczyzną m (k;, v;) w krawędzi a1 = Ow _A, 
dla której aksonometrją- jest prosta a;= o; An. Ponieważ płaszczyzna 
a = w a jest równoległą do krawędzi bocznych graniastosłupa I'2 , przeto 
(por. ust. 79 zad. 2) a przecina ten wielościan w równoległoboku„ Rzut 
aksonometryczny (A: A~ Af A~) owego równoległoboku otrzymamy, jeśli 
przez punkty Af i A; - przecięcia się prostej a; = o; A n z bokami 
En Dn i En pn - poprowadzimy odcinki: A~ A; I/ A; At li En Ef. Punkty 
tn i 2n, przynależne do krawędzi an= wn A 11 i do boku Af M, wzgl. 
A; A4, są oczywiście aksonometrjami punktów 1 i 2, przebicia się kra­
wędzi a = W A ostrosłupa I'1 z graniastosłupem I'2 • Z przeprowadzonej 

Rys. 214. 

konstrukcji wynika, 
że punkt 1 leży na 
krawędzi a= WA ina 
ścianie (DE E1 D1) = 
= (de), a punkt 2 nu 
krawędzi a i na ścia­
nie (EFF1 E1) = (ef). 
To położenie wierz­
chołków 1 i 2 wielo­
kąta przenikania za­
notowaliśmy równo­
cześnie na pomocni­
czej tabelce, umie­
szczonej na rys. 215. 

Zupełnie podob­
nie, przy pomocy pła­
szczyzny fJ=bw, wy­
znaczymy punkty 3 
i 4 przebicia się kra-
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wędzi b = WB z graniastosłupem I'2 • Prosta b; = o; Bn jest aksono­
metrją krawędzi b1 = fl ro i wyznacza na bokach En Dn, En pn punkty B 'ś 
i B4. Proste, wykreślone z owych punktów równolegle do krawędzi 

en= En Ef, przecinają promień bn = wn Bn w żądanych punktach 3n i 4n_ 
Korzystając z tej konstrukcji, zanotujemy w tabelce na rys. 215, że 

wierzchołek 3 wielokąta przenikania leży na krawędzi b i na ścianie 

(de)_, a wierzchołek 4 na krawędzi bi na ścianie (e /). W ten sam spo­
sób wyznaczymy - przy użyciu płaszczyzny y = c w - punkty 5 i 6 
przebicia się krawędzi c = We ostrosłupa z graniastosłupem I'2 • Punkt 5 
leży na ścianie (dg), a punkt 6 na · ścianie (lg). 

Chcąc wyznaczyć punkty 7 i 8, w których krawędź d = D D1 gra­
niastosłupa I'2 przebija ostrosłup I'1 , należy użyć do konstrukcji pła­

szczyzny ó = w d. Płaszczyzna ó przecina (rys. 214) płaszczyznę podsta­
wową ro w krawędzi d1 = OwD, a ostrosłup I'1 w trójkącie (W D7 D8). Wkre­
ślając rzuty df = o; Dn i (Wn D!/ Dt:) wyznaczyliśmy za ich pośred-

nictwem na boku dn Dn Df aksonometrje 7n i 8n a b c a 
żądanych punktów 7, 8 wielokąta przenikania. Wierz- e---+----+----+--

2
--+---

chołek 7 leży na ścianie (ac), a wierzchołek 8 na / + 
ścianie ( b c); położenie tych punktów uwzględniliś- f 

my na tabelce w rys. 215. Przy pomocy płaszczyzny g-+--1-----+-'"-----+--

P = wf wyznaczyliśmy wreszcie punkty 9 i 10, \. 
7 

w których krawędź f = F F1 przebija ostrosłup . I'1 • d -i---1--+--q-,-, --
Prosta ff = o; pn przecina boki An en, Bn en 1 + 
w punktach Ft: i Ffo, a prosta tn = pn F; przecina e + + 
się z trójkątem (Wn Ft: F:ZO) w szukanych punktach 
9n i ton. - Ponieważ pomocnicze proste e; = o; En 

Rys. 215. 

i gn = o; Qn nie przecinają boków trójkąta (An Bn en), przeto krawę-
1 

dzie e = E E1 i / = F F1 graniastosłupa I'2 nie przebijają wcale ostro-
słupa I'1. 

Przy pomocy tabelki (rys. 215) ustalimy porządek, w jakim należy 
łączyć poszczególne wierzchołki wielokąta przenikania. Zaczynając np. od 
punktu 3, wykreślimy odcinki: 3 8, 8 5, 5 7, 7 1 i 1 3, które wskazują na 
wystąpienie wielokąta przenikania (3 8 5 7 1). Zaczynając zaś od punktu 
np. 10, otrzymamy boki: 10,6, 6 9, 9 2, 2 4 i 4,10 wielokąta skośnego 
(10, 6 9 2 4). Wnosimy stąd, że ostrosłup I'1 i graniastosłup I'2 przenikają 

się w takim wielokącie, który rozpadł się na dwie oddzielne części: (38571) 
i (10,6924). Wykreślenie rzutów aksonometrycznych (3n8n5n 7n 1n) 
i (10n 6n 9n 2n 4n) owych wielokątów (por. rys. 214), jak również uwzględ­
nienie krawędzi widocznych i niewidocznych, !!ie nastręcza już żadnych 
trudności. 

Ćwiczenie 1: Wyznaczyć aksonometrję wielokąta przenilfania czworościennego 
ostrosłupa z pięciościennym graniastosłupem, jeżeli podstawa (ABC D) ·ostrosłupa 

12* 
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leży na rzutni poziomej n1 , a podstawa (EF GIL) graniastosłupa leży na rzutni pio-
nowej · n 2 • • · 

Ćwiczenie 2: Rozwiązać ćwiczenie 1 wówczas, jeżeli dwie dowolne płaszczyzny 
w (h;, v;) i 1p (h;j;, v;j;) uważać będziemy odpow. za płaszczyzny podstawowe tych wie­
lościanów. 

82. Przenikanie się graniastosłupów. N a rysunku 216 dane są 
rzuty aksonometryczne dwóch graniastosłupów trójściennych I'1 i I'2 • 

Podstawa (AB C) pierwszego graniastosłupa leży na płaszczyźnie 
m (v;, k;) równoległej do rzutni poziomej n1 , podstawa zaś (DEF) gra·­
niastosłupa I'2 leży na płaszczyźnie o (h;, k;) równoległej do rzutni pio­
nowej n 2 • Aby wyznaczyć wierzchołki wielokąta przenikania tych gra­
niastosłupów, . należy skonstruować punkty przebicia się krawędzi gra­
niastosłupa I'1 z wielościanem I'2 , oraz punkty przebicia się krawędzi 

graniastosłupa I'2 z wielościanem I'1 • Konstrukcja znacznie się uprości, 

jeżeli do pomocy użyjemy płaszczyzn, równoległych do krawędzi 

bocznych uważanych graniastosłupów I'1 i I'2 • W tym celu przez do­
wolny punkt P poprowadźmy prostą Pi, równoległą do krawędzi a. = A A1 

i prostą A, równoległą do krawędzi e = EE1 • Na rysunku 216 przez do­
wolny punkt pn wykreśliliśmy aksonometrje p~ /I An A~ i p; I/ En E;­
owych prostych Pi, p2 • Punkty o; i o; niechaj będą aksonometrjami 
punktów przebicia się prostej Pt z płaszczyzną m i prostej A z płaszczy­
zną o. Pomocnicza płaszczyzna n= Pi p 2 , wyznaczona prostemi Pi i p 2 , 

przecina się z płaszczyznami podstawowemi o i m w krawędziach 

w2 = no, w1 = nm, których aksonometrjami są proste: w; = o; w: 
i wf . o; W:. Ponieważ przyjęty wielościan I'1 jest graniastosłupem 
prostym, przeto jego krawędzie boczne są równoległe do osi z i do 
płaszczyzny o, a tern samem pomocnicza prosta Pi musi być równo­
ległą do płaszczyzny o, a zarazem i do krawędzi w2 = no. Aksono­
metrję w; owej prostej otrzymamy zatem, jeśli z punktu o; poprowa­
dzimy prostą w; I I pf. Oznaczywszy przez tn aksonometrję krawędzi 

t = ma (przecięcia się płaszczyzn podstawowych m i o), a przez w: 
punkt przynależny do prostych tn i w;, otrzymamy przez połączenie 
elementów Wg i Of' aksonometrję w;= w: Of krawędzi w1 = nm. 

Teraz dopiero przystąpić możemy do konstrukcyjnego wyznaczenia 
wierzchołków wielokąta przenikania. Chcąc wykreślić obrazy aksonome­
tryczne 1 n· i 2n· punktów 1, 2 przebicia się krawędzi bocznej a= AA1 

graniastosłupa I'1 z drugim graniastosłupem I'2 , poprowadźmy przez 
prostą a. = A A1 płaszczyznę a równoległą do płaszczyzny n = p1 p2 • Po­
nieważ n jest płaszczyzną równoległą do krawędzi bocznych graniasto­
słupa I'2 , przeto płaszczyzna a I I n 2 przetnie wielościan I'2 w równoległo­
boku. Prosta a.; = A n Ag, wykreślona. z punktu A n równolegle do pro­
mienia w;= o; w:, jest aksonometrją krawędzi a1. =am; prosta a; ,, 
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wykreślona z punktu A: = a; tn równolegle do elementu w; = o; w:, 
jest rzutem aksonometrycznym kr.awędzi a.2 ·. -aa. Jeżeli przez punkty 
A; i A;, leżące na pro- ff a b c a 
stej a; i na bokach -ł--ł----,--d 
En Dn, wzgl. En pn, 

poprowadzimy odcinki 
A; A: li A; A; li en, to 
uzyskany w ten spo- --+----1i----<...,........--1--d 

sób równoległobok (A;, 
A: A; A:) jest aksono­
metrją równoległoboku, 

według którego pła­

szczyzna a przecina 
graniastosłup I'2 • Pro­
sta an= An A~ wyznacza 
na bokach An An i An An 

3 4 2 6 

punkty 1 n i 2 n, które 
są aksonometrjami szu­
kanych wierzchołków 

1, 2 wielokąta przeni-
r1,,nn_..---kania. Z konstrukcji ~ 

powyższej wynika, że 

punkt 1 leży na krawę- Rys. 216. 

dzi a= AA1 i na ścia-
nie (DEE1D1)=(de), a punkt 2 na krawędzi a i na ścianie (EFF1E1 )=(ef). 
Wynik ten zanotowaliśmy również i na tabelce, umieszczonej na rys. 216. 

Zupełnie podobnie, prowadząc przez krawędź np. d = D D1 pła­

szczyznę o równoległą do płaszczyzny pomocniczej Tt= PtA, wyznaczyć 
możemy punkty 5 i 6 przebicia się krawędzi d z graniastosłupem I'1 • 

Prosta d;, wykreślona z punktu Dn równolegle do promienia w;= o;w:, 
jest obrazem aksonometrycznym krawędzi d2 = efo, a prosta d;, popro­
wadzona przez punkt D:: = d; t n równolegle do elementu w; = o; W:, 
jest aksonometrją krawędzi d1 = ów. Skoro przez punkty D; i D;, 
w których prosta d; przecina się z bokami Bn C n · i A n C n, wykreślimy 
proste równoległe do promienia A n A;, to one wyznaczą na odcinku 

, Dn Di żądane punkty 5n i 6n. W tabelce (na- rys. 216) zanotujemy, 
opierając się na powyższej konstrukcji, że: wierzchołek 5 wielokąta 

przenikania leży na krawędzi d = DD1 i na ścianie (BCC1B1) = (be), 
a wierzchołek 6 na krawędzi d i na ścianie (A CC1 A1) = (ac). 

Analogicznie skonstruujemy aksonometrje 3 n, 4 n, 7 n i 8 n pozosta­
łych wierzchołków wielokąta przenikania. Z odcinków: 1 3, 3 5, 5 7, · 7 4, 
42, 28, 86 i 61 (wykreślonych na tabelce) wnosimy, że uważane gra-
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niastosłupy I'1 i I'2 przenikają się w wielokącie skośnym (1 3 5 7 4 2 8 6). 
Na ry~. 216 narysowaliśmy rzut aksonometryczny (1 n 3n 5n 7n 4n 2n 8n 6n) 
owego wielokąta przenikania i uwzględniliśmy jego boki widoczne, oraz 
niewidoczne. 

Ćwiczenie: Wyznaczyć wielokąt przenikania dwóch graniastosłupów, których 
obydwie podstawy leżą: a) na rzutni poziomej n1 , b) na rzutni bocznej n3 , c) na rzutni 
aksonometrycznej na, d) na dowolnej płaszczyźl,lie w (h; , v;). 

83. Cienie wielościanów. W ust. 71 poznaliśmy sposoby wy­
znaczenia cieni rzuc_onych i cieni własnych wielokątów płaskich, przy 
t. zw. oświetleniu równoległem. Teraz zamierzamy omówić zagadnienia, 
odnoszące się do sposobów wyznaczenia cieni wielościanów. 

Uważajmy w przestrzeni pewien wielościan I' i kierunek światła p . 
Skoro założymy, że wszystkie ściany tego wielościanu odbijają całko­

wicie promienie światła, to wówczas poszczególne ściany wielościanu I' 
podzielić możemy na dwie kategorj e : 

1) ściany, na które padają bezpośrednio promienie światła (równo­
ległe do przyjętego kierunku p) i całkowicie odbijają się od tych ścian, oraz 

2) ściany, na które nie padają wcale promienie światła. 
Ściany pie~wszej kategorji są "o ś w i e t 1 o n e", a ściany drugiej 

kategorji są "w cie n i u własnym". Wszystkie ściany oświetlone wie­
lościanu I' tworzą jego część o ś wie tł o n ą, a wszystkie pozostałe 

ściany, będące w cieniu własnym, stanowią jego część n ie oś wie­
t 1 o n ą lub część znajdującą się w cieniu własnym. Gdybyśmy, dla przy­
jętego kierunku światła p, ustalili część nieoświetloną wielościanu I' 
(t. zn. gdybyśmy wyznaczyli wszystkie jego ściany nieoświetlone), to 
wówczas mówimy, że wyznaczyliśmy cień własny tego wielościanu. 
Na przyjętym wielościanie I' wystąpią wówczas pewne charakterystyczne 
krawędzie, które odgraniczają część oświetloną wielościanu I' od części 
nieoświetlonej. Krawędzie te są w ogólności bokami wielokąta skośnego ; 

wielokąt ten nazywamy granicą cienia własnego uważanego 

wielościanu I'. 
Przypuśćmy, że granicą cienia własnego wielościanu I' jest wielokąt 

skośny (ABC D), o bokach . AB, BC, CD i DA. Wyznaczmy teraz cienie 
A8 , B s, Cs i D s poszczególnych wierzchołków wielokąta (ABC D), oraz 
cienie AsB s, B s Cs, C8 Ds i D s As jego poszczególnych boków na dowolnie 
przyjętą płaszczyznę 8 . Otrzymany w ten sposób wielokąt płaski 

(AsBs CsDs) jest (por. ust. 71) cieniem rzuconym przez wielokąt (ABC D) 
na płaszcznę 8 . Te promienie światła, równoległe do elementu p, które 
padają bezpośrednio na "ściany oświetlone" wielościanu I', odbijają się 
całkowicie od tych ścian (wedle naszego założenia!) i nie dochodzą 

wcale do płaszczyzny 8. Z łatwością zauważymy, że obszar płaszczyzny 8, 
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do którego nie dochodzą wcale · wymienione powyżej . promienie światła, 
ograniczony jest wielokątem (A 8 B8 e8 D8 ). Natomiast wszystkie inne pro­
mienie światła, które nie padają na żadną ścianę wielościanu I', docho­
dzą bezpośrednio do przyjętej płaszczyzny 8 i oświetlają pozostały obszar 
tej płaszczyzny. Nieośwtetloną część płaszczyzny 8, ograniczoną wielo­
kątem (A8 B 8 e 8 D 8), nazywamy cieniem rzuconym przez wielościan I' 
na płaszczyznę 8. 

Teraz zajmiemy się konstrukcyjnym sposobem wyznaczenia cieni 
własnych i cieni rzuconych dowolnie przyjętych wielościanów. 

Zadanie 1: Na rys. 217 dane są rzuty aksonometryczne ostrosłupa 
czworościennego, którego podstawa (AB e D) leży na rzutni poziomej .rt1 • 

Przy oświetleniu równoległem, ustalonem za pośrednictwem promienia 
światła p (pn, p :), skonstruować należy cień rzucony przez ten ostrosłup 
na rzutnie .rt1 i .rt2 , oraz cień własny ostrosłupa. 

Ro z wiąz a n ie : Przez wierzchołek W ( W n, W~ ) ostrosłupa popro­
wadźmy promień światła l (ln, l~), równoległy do promienia .p, a na­
stępnie wyznaczmy (por. ust. 70 i 71) 
aksonometrje W;: i w: cieni rzuco­
nych W h, W v przez wierzchołek W 
na rzutnie poziomą 1r1 i pionową n2 • 

Ponieważ podstawa (ABC D) ostro­
słupa leży na rzutni n1 , przeto cie­
nie Ah, Bh, Ch i Dh wierzchołków 
podstawy zjednoczyły się odpowied-
nio z owemi punktami. · 

Z rozważań ust. 71 wiadomo 
nam, że odcinek A;: W;: jest aksono-
metrją cienia rzuconego przez od- Rys. 217. 

cinek . A W na rzutnię n1 , a trójkąt 
(A;: B;: W;:) jest obrazem aksonometrycznym cienia, jaki trójkąt (AB W) 
rzuca na rzutnię poziomą. ·Podobnie trójkąt (BfC~ Wh) jest aksonometrją 
cienia rzuconego przez ścianę (B <; W) ostrosłupa '-na rzutnię n1 • Wszystkie 
promienie światła, które padają na ściany (AB W) i (Be W) przyjętego 
ostrosłupa, odbijają się całkowicie od tych ścian i nie dochodzą wcale 
do .rzutni dr1 • Owe dwie ściany ostrosłupa są oś wie tł o n e, a obszar 
płaszczyzny poziomej ·n1 , ograniczony wielokątem (A11 Bh eh Wh), nie 
jest wcale oś wie tł o ny. Z położenia promienia światła p wnosimy, 
że podstawa (AB e D) ostrosłupa znajduje się w cieniu własnym. Po­
dobnie i dwie pozostałe ściany boczne ( e D W) i (DA W) ostrosłupa są 
w cieniu · własnym, gdyż cień Dh Wh krawędzi D W znajduje się (por. 
rys. 217) wewnątrz -obszaru nieoświetlonego (Ah Bh eh Wh)- Ob~zar ten 
jest cie n iem rzucony m przez ostrosłup na rzutnię poziomą .rt1 , a wie-
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lokąt skośny (ABCW) stanowi granicę cienia włas·nego owego 
ostrosłupa. 

Na rys. 217 wyznaczyliśmy nadto punkty 1;: i 2h, przecięcia się osi 
aksonometrycznej xn z bokami Ah W;: i C;: W;:, a następnie owe dwa 
punkty z elementem wi. Cienie odcinków A W i C W występują czę­

ściowo na rzutni poziomej n;1 , a po załamaniu się w punktach 1h i 2 ii 
(por. ust. 70) na osi x, występują w dalszym ciągu na rzutni pionowej n2 • 

Wielokąt (A;:Bh C;:2h Wit;:) jest obrazem aksonometrycznym cienia rzu­
conego przez przyjęty ostrosłup na rzutnie n1 i n2 • Widoczną część 

tego wielokąta płaskiego zakreskowano, jak również przez zakreskowa­
nie trójkąta (Cn Dn Wn) na rys. 217 zaznaczono, że widoczna ściana 

(CD W) ostrosłupa znajduje śię w cieniu własnym. 
Ćwiczenie 1: Zadanie 1 rozwiązać, jeżeli podstawa ostrosłupa leży na rzutni 

pionowej n 2 • 

Zadanie 2: Na rys. 218 dane są rzuty aksonometryczne ostrosłupa 
czworościeJ}Ilego, którego podstawa (ABC D) leży na płaszczyźnie po­

ziomo-rzucającej a (h:, k;:). bla kie­
runku światła p (pn, p~) wyznaczyć cień 
własny ostrosłupa i jego cień rzucony 
na rzutnię poziomą n1 • 

Ro z wiąz a n ie: Dla poszczególnych 
wierzchołków W(Wn, W~), A (An, A~), ... 
D (Dn, D~) uważanego wielościanu skon­
struujmy aksonometrje Wh, A;:, B',,., C1,,_ 
i Dh cieni rzuconych przez owe punkty 

ph na rzutnię poziomą n1 • Wielokąt płaski 
(W;: A;: Dh C;:) jest aksonometrją cie­
n i a r z u co n e go przez ostrosłup na 

Rys. 218. rzutnię n1 , a wielokąt przestrzenny 
(W ADC) jest granicą cienia wła­

snego. Podstawa (ABCD) .oraz ściany (BCW) i (ABW) ostrosłupa są 
oświetlone, ściany zaś (D C W) i (AD W) są w cieniu własnym. 

Df? 
Rys. 219. 

Ćwiczenie 2: Wyznaczyć cienie własne i rzu­
cone czworościanu umiarowego, którego podstawa 
leży na płaszczyźnie: a) a li n1 , b) a li n2 , c) a l/n3 , 

d) a 1- n2 , e) all na f) a 1- na . 
Ćwiczenie 3: Dane są rzuty graniastosłupa 

prostego (rys. 219), którego podstawa (AB C) leży 
na rzutni poziomej n1 • Należy skonstruować cienie 
tego graniastosłupa na rzutnie n 1 i n 2 • 

Ćwiczenie 4: Wyznaczyć cień własny i cień 
rzucony (na rzutnie n1 i n 2) sześcianu, którego pod­
stawa leży na płaszczyźnie: a) dowolnej a (h::, v:;), 
b) a ll n1 , c) a ll x, d) a1-n2, e) a 1-na, f ) a/Ina• 
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84. Cienie wzajemne wielokątów i wielościanów. W ust. 71 
-0mówiliśmy sposoby wyznaczenia cieni rzuconych przez jeden wielokąt 
płaski na wielokąt drugi. Teraz zajmiemy się konętrukcyjnem wyzna­
czeniem cieni rzuconych przez wielokąty na wielościany, oraz cieni rzu­
conych przez jeden wielościan na wielościan drugi. 

Zadanie 1: Na rys. 220 dane są rzuty aksonometryczne trójkąta 
{EFO) i ostrosłupa I', którego podstawa (ABeD) leży na rzutni pozio­
mej n1 • Dla kierunku światła p (pn, p~) należy skonstruować aksono­
metrję cienia rzuconego przez ów trójkąt na ostrosłup I'. 

Rozwiązanie: Wyznaczmy najpierw aksonometrje W;:, Eh, F;: 
i O;: cieni punktów W, E, F i O na rzutnię np. poziomą n1 • Odcinki 
E;: F;:, E;: O;: i F;: O;: są aksonometrjami cieni rzuconych przez boki 
trójkąta (EFO) na rzutnię n1 • Podobnie odcinki AnW;:, enw;: i BnW1i 
są obrazami aksonometrycznemi cieni rzuconych przez krawędzie A W, 
ew i BW ostrosłupa I' na płaszczyznę n1 • Z położenia tych odcinków 
wnosimy, że ściany (AB W) i (B'eW) ostrosłupa są oświetlone, nato­
miast ściany boczne ( e D W) i (AD W), oraz podstawa (A BC D) są w cie­
niu · własnym. Zadaniem naszem jest wyznaczenie cienia, jaki rzuca dany 
trójkąt (EFO) na ściany oświetlone (AB W) i (HCW) ostrosłupa I'. 

w. tym celu przez punkt t;: = 2;:, przecięcia się odcinków E,: O;: 
i e n w;: (rys. 220), poprowadźmy promień zn I I p 11

• Promień ten niechaj 

en 
Rys. 220. 

I? 

n 
=&1 h 

4H xn 
p'n 

przetnie się z bokiem En O n w punkcie 1 n, a z bokiem en W n w punk­
cie 2n. Otrzymane w ten sposób elementy tn i 2n uważajmy za aksono­
metrje takich punktów 1 i 2, z których pierwszy leży na boku EO trój­
kąta, a drugi na krawędzi e W ostrosłupa. Ponieważ cienie 1h i 2h · tych 
punktów zjednoczyły się w jednym punkcie rzutni ni, a nadto punkt 1 
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leży bliżej źródła światła aniżeli punkt 2, przeto : punkt 1 rzuca cień na 
punkt 2, a tern samem punkt 1 rzuca cień w punkcie 2 na krawędź C W 
ostrosłupa I'. 

W podobny sposób, przy pomocy punktów 3,: = 4;: i 5;: = 6;:, prze­
cięcia się boku E;: G,: z odcikami Bn W;: i An W;:, wyznaczyliśmy na 
boku EO danego trójkąta takie punkty 3 i 5, z których pierwszy rzuca 
cień w punkcie 4 na krawędź B W ostrosłupa I', 'a drugi rzuca cień 
w punkcie 6 na krawędź A W. Odcinki 2n 4n i 4n 6n są aksonometrjami 
cienia rzuconego przez bok E Q (wzgl. przez odcinki 1 3 i 3 5 !) na oświe­
tlone ściany (CB W) i (BA W) uważanego ostrosłupa. 

Za pośrednictwem punktów 7;: = 8;:, 9,: = 10;: i 11;: = 12n (t. zn. 
punktu przecięcia się prostej E,; F,; z bokiem A n Bn, wykreśliliśmy obrazy 
aksonometryczne sn 10n i 10n 12n cieni rzuconych przez prostą EF na 
oświetlone ściany ostrosłupa I'. Promień r, wykreślony z punktu pn 
równolegle do prostej pn, wyznacza na odcinku 10n 12n taki punkt F;, 
który jest rzutem aksonometrycznym cienia wierzchołka F na ścianę 

s = ABW. Wkońcu za pośrednictwem punktu 13,; = 14,; przecięcia się 
prostych F,; G,; i An W,;, skonstruowaliśmy taki punkt 13 na boku FO, 
którego cień na .krawędź A W jest punktem 14. Otrzymany wielokąt 

(2n.4n 6n 14n F ; ton 8n) jest obrazem aksonometrycznym cienia rzuconego 
przez dany trójkąt (EF G) na ostrosłup I'. 

Zadanie 2: Na rys. 221 dane są aksonometrje ostrosłupa I'1 i gra­
niastosłupa I'2 • Wyznaczyć należy cienie własne tych wielościanów, ich 
cienie rzucone na rzutnię poziomą n1 , oraz cień rzucony przez ostrosłup 
na graniastosłup. 

Ro z wiąz a n ie : Podstawa (AB CD) ostrosłupa i ściana boczna 
(E E1 OL) gran_iastosłupa leżą na rzutni poziomej n 1' podstawa zaś (EFO L) 
graniastosłupa leży na płaszczyźnie poziomo-rzucającej a (h::, v: ). Wy­
znaczmy najpierw aksonometrje F,; i G,; cieni rzuconych przez punkty 
F (Fn, F ~) i G (Qn, G:) na rzutnię ni, oraz aksonometrję (En Ln G1f ,;) 
cienia, jaki podstawa graniastosłupa rzuca na płaszczyznę n1 • Proste I,,. 
i g,; , wykreślone z punktów F,; i G,; równoległe do boku pn F~, są obra­
zami aksonometrycznemi cieni rzuconych krawędzi bocznych f = F F1 

i g = G 0 1 graniastosłupa na rzutnię n1 • Z przeprowadzonej konstrukcji 
wynika, że ściany (EF F1 E1), (F G G1 F1), (GL O G

1
) i (F

1 
G

1 
O E

1
) grania­

stosłupa są oświetlone, a natomiast ściana (E E1 OL) i podstawa (EF GL) 
są w cieniu własnym. 

Skoro wyznaczymy cień Wh wierzchołka W danego ostrosłupa I'1 

na rzutnię ni, to zauważymy,_ że podstawa (ABC D), oraz ściany boczne 
(CD W) i (DA W) są w cieniu własnym, a ściany (AB W) i (BC W) są 
oświetlone. Ostrosłup I'1 rzuca cień na rzutnię poziomą, przyczem wielo­
kąt (A n Bn C n W,;) jest aksonometrją owego cienia rzuconego. 
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Pozostaje nam jeszcze do wyznaczenia cień, jaki ostrosłup I'1 rzuca 
na graniastosłup I'2 • W tym celu przez punkt 1h, przecięcia się prostych 
eh= en Wh i en= En E~, wykreślmy promień p; li pn i uważajmy punkt 
1n = an p; za akso­
nometrję punktu 1, 
leżącego na krawę- pn 
dzi c = WC ostrosłu­
pa. Otrzymany w ten 
sposób punkt 1 rzli- vt 
ca cień na krawędź 
e = E E1 graniastosłu­

pa I'2 • Przy pomo­
cy punktu 2h = ah en 
i promienia p; I I pn, 
skonstruowaliśmy ta­
ki punkt2na krawędzi 
a= W A ostrosłupa, że Df-i 

jego cień pada rów-
nież na krawędź e = Rys. 221. 

= E E1 graniastosłupa. 

Analogicznie, korzystając z punktów 3h = 4h, 5h = 6h i 7h = 8fi 
przecięcia się ej!, ah z prostemi fh i gh, otrzymaliśmy punkt 3 na kra­
wędzi c = WC oraz punkty 5 i 7 na prostej a = A W. Punkty 3 i 5 rzu­
cają cień w punktach 4 i 6 na krawędź f = F F1 , a punkt 7 rzuca cień 
w punkcie 8 na krawędź g = G 0 1 • Odcinki 2;: 6 ;: i 6;: 8;: są aksono­
metrjami cieni rzuconych przez prostą a= A W na ściany boczne (EF F1 E1) 

i (F G G1 Fi) graniastosłupa, a punkt w; - przecięcia się odcinka 6n Bit 
z promieniem wn W;: - jest obrazem aksonometrycznym cienia, jaki 
wierzchołek ostrosłupa rzuca na ścianę (F G G1 Fi) graniastosłupa. 

Element w; wyznaczyć możemy też w sposób następujący. Przez 
punkt W;: wykreślmy prostą r;: I Ir i punkt 9h (przecięcia się prostych 
r;: i F 1~ G;:) uważajmy za aksonometrję cienia rzuconego na rzutnię po­
ziomą :ti przez taki punkt 9, który leży na odcinku F G. Z rzutu 9 n 

owego punktu 9 wykreślmy następnie prostą rn lir i oznaczmy przez w; 
punkt przecięcia się elementu rn z promieniem wn = wn W1~. Prosta r;: 
jest aksonometrją cienia, jaki prosta r rzuca na płaszczyznę nl' a punkt 
w; jest aksonometrją cienia rzuconego przez wierzchołek W na prostą r~ 
a tern samem i na ścianę (PG G1F1) graniastosłupa. 



· Rozdział .X. 

Związ~i miarowe i zależne od nich konstrukcje 
w aksonometrji prostokątnej. 

85. - Własności kątów nachylenia osi x, y i z do rzutni 
:aksonometrycznej. Dowolny trójkąt ostrokątny (Sx Sy Sz) uważajmy 
(rys. 222) za trójkąt śladów aksonometrycznych. Z rozważań ust. 12 
·wiadomo nam, że proste -xn _L s8 , yn _L s2 i zn _L s1 są osiami aksonome­
trycznemi, a punkt on jest środkiem aksonometrycznym. Owemu trój­
kątowi ( S x S y S z) podporządkować możemy układ potrójnie prostokątny 
D [x, y, z], przyczem początek O tego układu niechaj leży poniżej 

rzutni aksonometrycznej (płaszczyzny rysunku) xa w odległości on O 0 

na prostej w, wykreślonej z punktu on prostopadle do rzutni na. Osiami 
tego układu O [x, y, z] są wówczas proste x = OSx, y =OSY, z= OSZ, 
.a rzutniami płaszczyzny n1 = O s1 , n2 = O s2 i n3 = · O s3 • 

Oznaczmy przez s, 'YJ i ś kąty nachylenia osi x, y, wzgl. z do 
Tzutni aksonometrycznej na. Celem wyznaczenia prawdziwej wielkości 
1<:ąta ś, jaki oś z zawiera z rzutnią rea, poprowadźmy przez oś z pła­
szczyznę y _L na. Ponieważ płaszczyzna y = z zn określona jest prostemi 

z i zn, przeto kąt ś równy jest kątowi 
~ z zn, zawartemu pomiędzy osią z i osią 
aksonometryczną zn. Skoro płaszczyznę 
aksonometrycznie-rzucającą y = z zn obró­
cimy dokoła osi obrotu zn i położymy na 
rzutnię rea, to wówczas punkt 0° (rys. 222) 
jest kładem punktu O, prosta z 0 = 0° S z 

jest kładem osi z, a kąt ś = ~ z 0 zn jest 
prawdziwą wielkością kąta nachylenia osi z 

Rys. 222. do rzutni na. W podobny sposób wy-
znaczyć możemy (por. ust. 60, rys. 168) 

dwa pozostałe kąty ś i 'YJ, t. zn. kąty nachylenia osi x i osi y do 
rzutni aksonometrycznej n a. 

Zajmiemy się teraz zbadaniem zależności, jakie zachodzą pomiędzy 
kątami S, 'YJ i t. W tym celu wykreślmy (rys. 222) z punktu on odci-
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nek on C 0 prostopadły do boku 0° 1 czyli równoległy do boku z~= 0° S z • 

Jeżeli trójkąt (S z 1 0°) obrócimy dokoła osi zn tak, aby po dokonanym 
obrocie punkt 0° zjednoczył się z początkiem układu O, to uważany 
trójkąt padnie na płaszczyznę y = z zn, a odcinek On C 0 zajmie nowe 
położenie on C, równoległe do osi z = OS z . Otrzymany w ten sposób 
odcinek on C jest prostopadły do rzutni poziomej 3T1 = O s1 , a ponieważ 
punkt C (przynależny do boku O 1) leży na rzutni 3T1 , przeto : odcinek on C 
określa od 1 e głoś ć środka aksonometrycznego on od rzutni poziomej 3T1 • 

Z prostokątnego trójkąta (0° On C0
) wynika relacja Qn C0 = Qn 0°. sin ś, 

a ponieważ Qn C 0 = Qn C i Qn 0° = Qn O, przeto: Qn C = Qn O. sin ś. 

Z punktu Qn (rys. 223) wykreślmy odcinki Qn C _l_ 3T1 , Qn B _l_ 3T2 

i On A _l_ 3T8 , to owe odcinki wyrażają odpo­
wiednio odległości środka aksonometrycznego Qn 

od trzech rzutni: poziomej 3T1 , pionowej 3T2 i bocz­
nej 3T8 • Dla kąta s, pod jakim oś z nachyloną 
jest do rzutni aksonometrycznej 3Ta, uzyskaliśmy 

relację Qn C = Qn O . sin ś. Zupełnie analogicznie 
dla dwóch dalszych kątów 'Y/ i s, t. zn. kątów 
nachylenia osi y i osi x do rzutni 3Ta, otrzymamy 
związki następujące: Qn B = Qn O . sin 'Y/ i Qn A = Qn O . sin s. Skoro na 
rys. 223 wykreślimy odcinki O <; _l_ Qn C i CD I I on B, to z trójkątów 
prostokątnych (ODC) i (OC Qn) wynikają zależności: 

OC 2
= OD 2 + CD

2
, Qn 0 2

= OC
2 + Qn C2 = OD

2 + CD
2 + QnC

2 
•. 

Ponieważ OD = O nA, CD=OnB, przeto: 

Qn O 2 = Qn A 
2 + On B 

2 + Qn C2 = Qn O 2 • sin2 s + Qn O 2 • sin2 'Y/ + 
+ on 0

2
• sin2 s= Qn 0

2
• (sin2 s + sin2 'Y/ + sin2 ś) 

lub: 1 = sin2 s + sin2 17 + sin2 s = (1 - cos2 s) + (1- cos2 'YJ) + (1- cos2 s} 
czyli ostatecznie otrzymaliśmy zależność: 

COS2 s + COS2 'Y/ + COS2 s= 2 . . . . . . . (1) 

występującą pomiędzy kątami nachylenia trzech osi x, y i z układu 
O [x, y, z] do rzutni aksonometrycznej 3Ta• 

Weźmy pod uwagę (rys. 222) trójkąt prostokątny (On 0°Sz), w któ­
rym jedną przyprostokątnią Qn 0° jest odległość początku O od środka 
aksonometrycznego Qn , a drugą przyprostokątnią Qn S z jest odległość 

środka aksonometrycznego Qn od śladu aksonometrycznego S z osi z .. 
Dla odcinka Qn S z otrzymamy zależność: 

Qn s z = Qn 0°. cotg ś. 
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Podąbnie otrzymamy relacje: 

onsy = Qn 0°. cotg 'YJ 

QnSX = Qn 0°. cotg ~ 

wyrażające odległości środka aksonometrycznego Qn od śladów akson~­
metrycznych Su i S x dwóch dalszych osi y i x układu O [x, y, z]. 

·ss. Własności stosunków skróceń aksonometrycznych dla 
trzech osi x, g i z. Liczby stosunkowe. Dla trójkąta śladów akso­
nometrycznych (Sx Su Sz) wyznaczmy na rys. 224 osie aksonometryczne 
xn, yn, zn i środek aksonometryczny Qn. Następnie wykonajmy kład z0 

osi z = OS z , oraz kład x- i yx osi x i y na płaszczyznę rea, obracając 
rzutnię poziomą re1 = O s1 dokoła osi s1 • Skoro na osiach x, y, z układu 

Rys. 224. 

O [x, y, z] odmierzymy od środka O trzy od­
cinki równej długości O X = O Y = O Z = d, 
to ich kłady schodzą się z odcinkami ox x x = 
ox y x = 0° Z 0 = d, odmierzonemi odpowied­
nio na prostych xX, y x i z0

• Kreśląc z punk­
tów x x i y x proste prostopadłe do śladu s1 , 

a z punktu Z 0 prostopadłą do zn, otrzymamy 
na osiach aksonometrycznych punkty Xn, yn 
i zn, które są aksonometrjami elementów 
X, Y i Z. Odcinki dx = on X 11

, du = on yn 
i d z = Qn zn są oczywiście rzutami aksono­
metrycznemi uważanych odcinków d = O X = 
= O Y = O Z. W aksonometrii prostokątnej 
zachodzą nierówności 

d x < d dy < d d z < d 
gdyż rzut prostokątny odcinka, który nie 

jest ani równoległy ani też prostopadły do przyjętej rzutni, jest mniej­
szy od uważanego odcinka. 

Dla odcinka d = OZ jego rzut aksonometryczny dz= Qn zn uległ 
pewnemu skróceniu, który zależny jest od kąta nachylenia ś osi z do 
rzutni re8 • W istocie bowiem z trójkąta yrostokątnego (0° Z0 P), w któ­
rym (rys. 224) przyprostokątnia Z0 P jest równoległą do osi zn, wynika 
zależność: oop 

-----_- = cos ś oo zo . lub 

Dla odcinków AB, BC, CD,.... różnej długości, odmierzonych 
na osi z= OS z układu O [x, y, z], ich aksonometrje prostokątne nie-
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,chaj będą odcinkami A n Bn, Bn en, en Dn, . . . Z ust. 9 wynika bez­
pośrednio, że 

An Bn Bn en en Dn d 
AB = BC = cl5 = ... = d = COS Ś 

,czyli: stosunek długości rzutu aksonometrycznego pewnego odcinka, od­
mierzonego na osi z, do długości owego odcinka jest liczbą stałą, 

która zależy jedynie od kąta nachylenia ś. Stosunek ~ nazywać bę­
dziemy stosunkiem skrócenia aksonometrycznego dla osi z. 

Zupełnie w ten sam sposób ustalić możemy stosunki skróceń akso-

nometrycznych d i ~ dla dwóch pozostałych osi x i y układu odnie­

sienia O [x, y, z], przyczem d x i dy (rys. 224) są aksonometrjami odcin­
ków d, odmierzonych na osiach x i y. Pomiędzy stosunkami skróceń 
.aksonometrycznych dla trzech osi x, y, z układu O [x, y, z], a kątami 
nachylenia t 'Y/, ś tych osi do rzutni aksonometrycznej Jta zachodzą na­
stępuj: 1ce związki : 

d d d ; = cos s ; = cos 'YJ ;, = cos t . . . . (2) 

Z zależności (1), otrzymanej w ust. 85, wynika bezpośrednio relacja: 

. . . . . . (3) 

pozwalająca nam wypowiedzieć następujące 
Twierdzenie: W aksonometrji prostokątnej suma kwadratów stosun­

ków skróceń aksonometrycznych dla trzech osi x, y i z równa się dwa. 
W rozważaniach naszych przyjęliśmy taką rzutnię aksonome­

tryczną Jt8 , która nie jest ani prostopadłą ani też równoległą do żadnej 
osi układu O [x, y, z]. Dla kątów ś, 'YJ i ś, pod jakiemi owa rzutnia Jta na­
chyloną jest do osi x, y i z, występują zatem zależności 

O°<rJ < 90° 

Dla kąta nachylenia ś mamy tedy: 

O < cos ś < 1 lub 

a ponieważ (dr+ (~r= 2 -(~r, 
przeto (':;)2 + (~r > 1 oraz (':;)2 + (~r > (':;f. 
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Podobne zależności otrzymamy również i dla kątów si 'YJ. A zatem wy­
pisać możemy następujące nierówności : 

O<dx < 1 
d 

O< dy< 1 
d 

O<dz < 1 . 
d 

Wykazaliśmy tedy prawdziwość następującego 
Twierdzenia: W aksonometrji prostokątnej suma kwadratów dwóch 

stosunków skróceń aksonometrycznych dla każdych dwóch osi układu 
O [x, y, z] jest większą od jeden, a tem samem większą od kwadratu po­
zostałego trzeciego stosunku. 

Oznaczmy przez ).., µ i v wartości stosunków skróceń aksonome­
trycznych, to 

ddx = 1, ddy = µ, ddz = v lub r: 1 t- (6) A COS ~ = A, COS 'YJ = µ, COS ~ = V 

przyczem ).., 'YJ i v są liczbami niemianowanemi. Skoro we for­
mułach (3) i (5) zamiast stosunków. skróceń aksonometrycznych pod­
stawimy wartości ).., µ, v tych stosunków, to otrzymamy: 

O<l<l 
0<µ<1 
O<v<l 

).,2 + µ2 + v2 = 2 . . . • • 

i2 + 'µ2 > 1 i2 + µ2 > v2 
µ2 + v2 > 1 µ2 + v2 > ).,2 
v2 + i2 > 1 v2 + ).,2 > µ2 

(3J 

Liczby niemianowane Ji., µ i v pomnóżmy przez dowolną liczbę niemia­
nowaną e i połóżmy: 

Ji.e = l µe = m ve = n . . . . .. . (7) 

to otrzymane w ten sposób wielkości l, m, n są również liczbami nie­
mianowanem,i. Liczby l, m i n, proporcjonalne do wartości)..,µ i v· 
trzech stosunków skróceń aksonometrycznych dla osi układu O [x, y, z],. 
nazywamy liczbami stosunkowemi. z 

Ze związków (31) i (51), po podstawieniu wartości Ji. = -, µ = m 

· n tr al · ś · 1 v =-, o zymamy z ezno c1: 
e 

O< l <e 
O<m<e 
O< n<e 

12 + m 2 + n 2 = 2e2 

z2+m2>e2 
m2+ n2>e2 
n2 + z2 '> e2 

e e 

z2 +m2> n2 
m 2 + n 2 > z2 . . ( 52) 
n2 -+ z2 > m2 
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. W aksonometrji prostokątnej bardzo często nie jest nam wcale po­
trzebna znajomość poszczególnych wartości l, µ i v stosunków skróceń 

aksonometrycznych d, ~ i ~. Celem rozwiązania zagadnień konstruk­

~yjnyćh wystarczy bowiem, skoro (por. ust. 88) podany jest st os une k 
.. wartości l, ,u i v, wyrażony zapomocą stosunku trzech liczb stosu$o­
wych l, m i n. Z formuł (7) ~ynika wówczas zależność 

l:µ:v=l:m:n 

87. Trójkąt skróceń aksonometrycznych. Niechaj dany bę­

dzie na rys. 225 ostrokątny trojkąt śladów aksonometrycznych (Sx Sy Szt 
osie X n' yn i zn' oraz środek on. N a średnicy s X s y zakreślmy koło kl 
o środku Ct, to owe koło P,rzejść musi przez punkty 2 = s2 yn i 3 = sa xn, bę­
dące wierzchołkami kątów prostych: <J: Sx 2Sy = <J: Sx 3Sy = 90°. Zupełnie 
podobnie koła k 2 i k3 - o środkach C2 , Ca i o średnicach Sx Sz, Sy Sz -
przejść muszą przez punkty 1 i 3, wzgl. 1 i 2. N a łukach D, s;l, 

~ ' 

wzgl. 21 kół k1 , k 2 i ka wspierają się równe sobie kąty obwodowe: 

<J: S~ 3 2 = <J: S x S y 2 = -}:. at . . . dla koła k 1 

-}:. S x 31 = -}:. S x S z 1 = <J: a2 • • • ,, ,, k2 

-}:. 2Sy1 =-}:. 2Sz 1 = -}:. at =-}:. a2• ,, ,, ka 

Zupełnie podobnie wykazać mo­
żemy równość kątów: -}:. f]1 =- <J: /J2 

i -}:. Y1 = -}:. Y2 , a te~samem do­
wieść, że: osie aksonometryczne 
xn, yn i zn (por. rys. 225) są s y me­
tr al nem i kątów wewnętrznych trój­
kąta (12 3), a środek aksonome­
tryczny On jest środkiem koła wpi­
sanego w ów trójkąt. Jeżeli przez 
r = on 4 oznaczymy promień tego 
koła, to z podobieństwa trójkątów 
(3On 2) i (Sy On S x) wynika: 
- ---- - SS 
32:r= S uS x :Dn1 lub 32= r Y x. 

OnJ 
Wykonajmy kład O°, obracając po­
czątek układu O [x, y, z] dokoła osi 

Rys. 225. 

obrotu zn, to z podobieństwa trójkątów (0° Qn 1) i (Sz On 0°) wynikają 
związki: 

(5oQn 2 . oos; 
0° S z . QnSz 

Plamitzer. Aksonometrja prostokątna. 

l.FcF2 
OnS~ 

13 
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Skonstruujmy wreszcie kład rzutni poziomej 1r1 = O s1 , obracając 

ją dokoła osi s1 = Sx Su, to dla trójkątów podobnych (Su S x O*) i (O* Sx 1) 
otrzymamy relację : 

Sy Sx; O*Sy = O*Sx: 0*1 lub Sy Sx = ifs~S:. 
. Q*1 

Ponieważ O* 1 = 0° 1, więc po uwzględnieniu wartości poprzednio 
obliczonej dla odcinka 0° 1 otrzymamy: 

S Sx= · ~-~· ,QnSz , 
y ooon. oosz 

Ponieważ odcinki 0° on, 0° S z , O* S x , O* Su i O* 1 wyrażają od­
ległości środka O układu O [x, y, z] od poszczególnych punktów 0", S z , 
Sx,.. Su i 1, ·przeto dwa ostatnie związki napisać możemy w następującej 
formie: 

0~1= ~ SySx = ~-~ · 0"Sz, 
Qn S z 00", QSz 

Poprzednio wyraziliśmy długość boku 3 2 równaniem 3 2 = r • ~ , 
więc dochodzimy do relacji: 0" 1 

32--r. osx.OSy.onsz . ans-; -:_ os·x.OSy.OSZ ·(0"Sx)2
- 2 !-

- -2 -r ---=--=-----=--3 -- - ~ . cos ~ 
QQn. OSZ oon QQn o s z 

. QnS . . 
gdzie (por. rys. ~25) cos s = 

08
z , a ~ oznacza pozostały czynnik 

o stałej wartości. z · 

Zupełnie podobnie obliczymy długości dwóch pozostałych boków 
21 i 1 3 trójkąta (1 2 3), a mianowicie: 

1 3 = ~ . cos2 'YJ. 

Z rozważań naszych wynika relacja: 

21 : 1 3 : 3 2 = cos2 s : cos2 'YJ : cos2 s 
a ponieważ ze związków (6) i (71 ) mamy 

3 2 = ~ . cos2 s . 

cos2 s: cos2 '1J : cos2 s = A2 : µ 2 : v2 = /2 : m 2 : n2, przeto : 

. . (8) 

21 : 1 3 : 3 2 = 12 : m 2 : n2 • • • • • • • • • • • (81 ) 

Trójkąt (12 3), którego wierzchołkami są punkty przecięcia się boków 
trójkąta śladów aksonometrycznych ( S x Su S z) z osiami aksonometrycz­
nemi xn, yn i zn, nazywamy trój kąt em skróceń aksonometrycz­
nych. Możemy tedy wypowiedzieć następujące 

Twierdźenie: Osie aksonometryczne są symetralnemi kątów we­
wnętrznych trójkąta skróceń aksonometrycznych. Boki tego trójkąta są 

proporcjonalne do kwadratów liczb stosunkowych. 
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88. Konstrukcje podstawowe. Korzystając z rozważań trzech 
ostatnich ustępów, przystąpić możemy do rozwiązania następujących zadań. 

Zadanie 1: Dany jest trójkąt śladów aksonometrycznych (Sx Sy Sz); 
należy wyznaczyć stosunki skróceń aksonometrycznych dla trzech osi 
układu O [x, y, z]. ' 

Ro związanie: Wiadomo nam, że pomiędzy żądanemi stosun-

kami a kątami s, rJ i s zachodzi relacja (2), a mianowicie: d = · cos s, 
~ = cos rJ, d = cos t. W sposób P?dany na rys. 222 (por. też rys. 230), 

skonstruujemy najpierw kąty t rJ i s, a następnie stosunki skróceń 

d x d y . d z 
d'd 1 d" 

Zadanie 2: ., Dane są wartości dwóch stosunków skróceń aksono­
metrycznych dla ·dwóch osi ·układu O [x, y , z]. Należy skonstruować osie 
aksonometryczne xn, yn i z 11

• . 

Ro z wiąz a n ie : Niechaj dane będą np. wartości ). i µ stosunków 

sĘrpC~fl. aksonometrycznych d i~ _dla osi x i y. Z nierówności (51) wy-. 
nika, że wartości l i µ tych stosunków spełniać muszą następujące wa-
runki: O,< i < 1-, O <µ< 1, 12 + µ,2 > 1. Skoro_ p~zez v oznaczymy 

wartość stosunku . skr.ócenia aksonometrycznego d dla osi z, to z równa­

nia (31) otrzymamy wartość • 1, - ·V 2 - 12 
_J µ 2• Znając ;wartości l, µ, v 

. k t . 1 .. 1 . . dx I r: - . dy d z r 
1 _orzys a1ąc_ z re ac11: A, , d = cos ~, µ = d _= cos rJ, v = d . cos_ ~, 

możemy 'teraz skonstruować kąty s, ·rJ i s. • 
Jako przykład konkretny przyjmijmy wartości A=-.: ·i- ~ ' ! , -s~ełniające wa-

. . • 5 2 ( 5 )2 ( 2 )2'. . ' · , ,.. 
runki: O < 6 < 1, O < 3 < 1, 6 + 3 > ~· ·Dla 'V . otrzym~~r _w~wcz~s ~~r~ 

tość 'V = V;_ ( ~ Y-(: r= V:!. Skoro cos t = : ,: a cos 'YJ = ; ',"to kąty t ·i. ?'/ otrzy-

mamy (rys. 226) z trójkątów 
prosto~ątnych (ABC) i (DEF), f C 

dla których zachodzą relacje : 

AB 10mm 2 
BC 15mm 3 

Celem skonstruowania kąta (, 
Rys. 226. 

k tórego cos I;- ~ , odmie~my (w przyjętych jednostkach długości) odcinki G K - 31mm 

i G H = 36 mm,· a następnie wyznaczmy punkt /;, przeci~cia si~ prostej ·.f( L l. GH 

13* 
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z półkolem, zakreślonem na średnicy G H . Z relacji GL : G K = G H : GL wynika 

GL 2= GK . GH cz li ( GL )2= GK = 31 mm lub GL = V31. 
y GH GH 36mm GH 36 

Ponieważ jednak cos s= V:!, przeto dla trójkąta prostokątnego (G HL) zachodzi zwią-
GL . 

zek --==-= cos ( ,zatem ~ LGH = ~ Ś· 
GH -

Mając prawdziwe wielkości kątów ~, 'YJ i ś, wyznaczyć możemy 
osie aksonometryczne xn, yn, zn i trójkąt śladów aksonometrycznych 

(Sx Sy Sz). Przez dowolny punkt Qn (rys. 227) , 
który uważać będziemy za środek aksono­
metryczny, wykreślmy dwie proste prosto­
padłe Qn 0° _l_ zn. Przez 0° poprowadźmy 
takie proste 0° T, 0° U i 0° Sz, które na­
chylone są do promienia zn pod kątami s, 'YJ, 

względnie ś. Skoro punkt 0° uważać bę­
dziemy za kład na rzutnię rea (pł. rysunku) 
środka O układu O [x, y, z], to z relacji: 
Qn Sz = Qn 0°. cotg ś wynika (por. ust. 85), 
że S z · jest śladem aksonometrycznym osi z. 
Prosta 0° S z = z0 jest zatem kładem osi z, 
a prosta 0° 1 _i__ z0 przecina się z osią zn w ta-

Rys. 227. kim punkcie 1, przez który przechodzi (por. 
rys. 222) bok s1 trójkąta śladów aksonome­

trycznych. Na prostej s1 J_ zn leżeć muszą ślady aksonometryczne S x i S z 
dwóch dalszych osi x i y, przyczem (ust. 85) spełnione muszą być relacje: 

Qn Sx = Qn 0°. cotg s ansy = Qn 0 ° . cotg 'YJ. 

Dla trójkątówprostokątnych(On0° T)i(On0°U)mamyOn T = On 0 ° . cotg ~ 
i on u = on 0° . cotg 'Y/, przeto odcinek on T = Qn s X wyraża nam od­
ległość środka aksonometrycznego on od śladu s X' a odcinek on u = Qn s y 

równy jest odległości punktów Qn i S u. Koła k1 i k2 , zakreślone ze środka Qn, 
wyznaczają na śladzie s1 żądane punkty S x i S u. O ile konstrukcja jest 
dokładnie przeprowadzoną, to wówczas osie x n = Qn s X i yn = o n s y 

muszą spełniać warunki prostopadłości: x n J_ S u S z i yn J_ S x S z • 

Zadanie 3: Dane są _ liczby stosunkowe l , m i n. Należy skonstru­
ować kąty S, 'Y/, ś i osie . aksonometryczne x n' y n i z n. 

Ro z wiąz a n ie 1 : Niechaj dane będą liczby stosunkowe l = 9, 
m = 5, n = 10, przyczem owe liczby niemianowane muszą być tak do­
brane, aby spełniały [por. (52)] nierówności: l2 + m2 > n 2, m2 +n'> l2 

i n2 + l2 > m2• W zadaniu naszem wcale nie znamy wartości l, µ, i v 
trzech stosunków skróceń aksonometrycznych, podany jest tylko st o-
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s une k tych trzech wartości l, µ i v, a mianowicie J,., : µ : v = 9 : 5 : 10. 
Celem wyznaczenia kątów s, 17 i ś, obliczymy z równania (32} najpierw 

1/ z2 + m2 + n2 . 
wartość e = 

2 
a następnie - korzystając ze związków (6) 

i (7) - wielkości kątów z równań : 

l V 2 l
2 

m V 2 m
2 

cos s= Ji. = e= z2 + m 2 + n2' cos 'YJ = µ = e= z2 + m2 + ni' 

n V 2 n
2 

cos ś= 'V= e = [2 + m2 + n2· 

. Powyższe obliczenie arytmetyczne zastąpić możemy następującą 

konstrukcją. Narysujmy trójkąt prostokątny (ABC), którego (rys. 228) 
przyprostokątniami - w przyjętych jednostkach długości i - są od­
cinki AB=li = 9i i AC=mi=5i. Odłóżmy następnie odcinek BD= 
=ni= toi na prostej prostopadłej do przeciwprostokątni CB i wy­
znaczmy trójkąt prostokątny równoramienny (CD E) o przeciwprosto­
kątni CD. Z przeprowadzonej konstrukcji wynika, że: 

CB= AB2 +AC2 =Vi2 + m2
.(,' CD = cli2 + BD 2 = z2+ m2+ n2. (, 

Cs SD i V - -2 -2 vz2 + m2+n2 = = 2 z2+ m2+ n2.,,, ED = SD + SE= 
2 

i=e,,. 

N a średnicy E D zakreślmy koło k1 i narysuj­
my cięciwy DL = li= AB, DM=mi= AC 
i DN = ni = BD. Konstrukcja ta da się prze­
prowadzić1 gdyż - wedle relacji (52) - od­
cinek E D = ei· jest większy od odcinków 
AB = li, AC = mi i BD = ni. Z trójkąta 
prostokątnego (E DL), o przeciwprostokątni 
E D, oraz równań (6) i (7) wynika, że: 

DL z„ l , 
--==- =-=-=A= COS5. 
ED ei e 

Wnosimy stąd, że ~ LDE równy jest ką­
towi s nachylenia osi x do rzutni akso­

6 8 !Ot 

Rys. 228. 

nometrycznej na. Podobnie wykazać możemy, że kąty nachylenia 'YJ i ś 
osi y i osi z do rzutni na równe są kątom (rys. 228) ~ MD E = ~ 'YJ 

i ~ NDE= <r:.ś. 
Znając kąty s, 17 i s, wyznaczyć możemy osie aksonometryczne 

xn, yn i zn w sposób, omówiony w zadaniq. poprzedniem. 
Rozwiązanie 2: Skoro dane są liczby stosunkowe l = 5, m = 4 

i n = 6 - spełniające warunki/2 + m2 > n2, m2 + n2 > /2 i n2 + /2 > m2 -
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A ___ l.t _=S:_L --B to korzystając z własności trójkąta skróceń akso­
c · m,=4t D P~Q nometrycznych, wyznaczyć możemy najpierw 
E __ n_t=_6_t ___ F osie xn, yn i zn, a następnie dopiero kąty Ś, 'Y/, t. 

k 

W tym celu weźmy (rys. 229) pod uwagę trzy od­
eiiiki AB=l,,=5,,, CD=m,,=4,, i EF=n,,=6,,, 
przyczem niechaj odcinek P Q przedstawia nam 
jednostkę długości i. Na dowolnym odcinku 

G H G H, który jest dłuższy od trzech poprzednio 
~--'-9-~---'-'-9-----

Rys. 229. 

przyjętych odcinków, zakreślmy półkole k, na-
rysujmy trzy cięciwy GL = li = AB, GM = 
= m,, =CD, ON= n,,= EF, oraz odcinki LLi, 
M M1 i N N1 prostopadłe do boku G H. Dla- trój­

kątów prostokątnych (GHL), (GHM) i (GHN) mamy związki: 

-2 -2 -2 - . __ --
lub . GL :GM :GN =GL1 :GM1 :GN1 

czyli (l,,) 2 : (m,,)2 : (n,,) 2 . 12: m 2 : n 2 = G l 1 : G M1 : G N1 • 

Skoro · uwzględnimy relację (81) z ust. 87, a mianowicie 12 : m2 : n! = 
21 : 1 3 : 3 2, to wówczas otrzymamy zależność: 

k 

21 : 1 3 : 3 2 = G l 1 : G Mi : G N1 • 

Wnosimy stąd, że odcinki GL1·, GMi" i GN1 

(rys. 229) są proporcjonalne do boków 21, 
1 3 i 3 2 trójkąta skróceń aksonometrycznych 
(12 3) lub też wprost równe bokom tego 
trójkąta. Na rys. 230 skonstruowaliśmy trój­
kąt skróceń aksonometrycznych (12 3) o bo­
kach 21 GL1 , 13=GM1 i 32 GN1 • Wyzna-

k czenie tego trójkąta jest zawsze możliwe, gdyż 
zachodzą - jak to z relacji (p2) wynika - na­
stępujące nierówności : 

Gl1 + GM1 > GN1 , GM1 + GN1 > GL1 , 

GN1 +Gl1 >GM1 • 

Wkreślając symetralne kątów wewnętrznych 
Rys. 230. trójkąta skróceń aksonometrycznych (12 3)~ 

uzyskujemy osie aksonometryczne xn, yn i zn. 
Narysowanie trójkąta śladów aksonometrycznych (Sx Sy Sz) i wyznacze­
nie kątów ś, 'YJ, s nie nastręcza już żadnych trudności. 
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89. Aksonometrja prostokątna jako metoda pośrednia. Na 
rysunku 231 niechaj dane będą rzuty prostokątne (poziomy i pionowy) 
pewnego zespołu geometrycznego, złożonego z dwóch graniastosłupów 
(ABCD,EFGH) i (1234,5678), oraz ostrosłupa ściętego (1234,EFGH), 
którego wierzchołkiem jest punkt W (W', W"). Zajmiemy się teraz omó­
wieniem sposobów konstrukcyjnego wyznaczenia rzutu aksonometrycznego . 
uważanego zespołu geometrycznego. 

Zadanie 1: Wyznaczyć aksonometrję prostokątną zespołu geome­
trycznego, przedstawionego na rys. 231, jeżeli dane są liczby stosun­
kowe Z= 5, m = 4 i n = 6. 

Ro z wiąz a n ie 1 : Dla powyższych liczb stosunkowych skonstruo­
waliśmy na rys. 230 osie aksonometryczne xn, yn, zn i kąty nachylenia 
s, 'YJ, t. Osie aksonometryczne przenieśliśmy na rys. 233, a kąty ś, 'YJ i s 
umieściliśmy na rys. 232. 

Chcąc wyznaczyć rzut aksonometryczny przyjętego na rys. 231 ze­
społu geometrycznego, musimy skonstruować aksonometrję poszczegól­
nych wierzchołków A, B, ... tego zespołu. Weźmy np. pod uwagę punkt B, 
leżący na rzutni poziomej n1 • Odcinek OB" = x1 (rys. 231) jest „szero­
kością", a odcinek B B" = y1 jest „głębokością" punktu B. Aby uzyskać 
aksonometrję Bn punktu B, należy skonstruować rzuty aksonometryczne 
odcinków x1 i y1 • Dla odcinka x1 = OB", leżącego - na osi x układu 
O [x, y, z], jego rzut aksonometryczny x: = OnB: 

S"B"r--.-----6"7" ulega pewnemu skróceniu, które zależy od 
kąta ś (nachylenia osi x do rzutni aksonome- 4" I" ~------J2"3" 
trycznej na). Z ust. 86 wiadomo nam, że sto­
sunek skrócenia aksonometrycznego dla osi x 

n on B" 
wyraża się wzorem x1 = n = cos 5. Skoro 

X OB 
z z, 

zatem na jednym z ramion kąta ś odłożymy 
(rys. 232) odcinek PT= OB" = x1 i przez otrzy-

8
,$ ~P 

0" x, B" en 
3

,
7
: 

many punkt Tpoprowadzimy prostą TT0 prosto- ', H' 1
/ 

padłą do drugiego ramienia tego kąta ś, to wów- D C 

czas z trójkąta prostokątnego (PTT0 ) wynika y y, 

zależność cos s = PTO = ~r Otrzymany w t~n A ------ lal 
PT X1 /El F' ', 

sposób odcinek x~ = PT0 wyraża nam długość 1'5' / ', 2'6' 

rzutu aksonometrycznego odcinka x1 = OB". Rys. 231. 
Dla odcinka y1 = B B" (rys. 231) wyzna­

czymy w podobny sposób długość jego rzutu aksonometrycznego y7 __ Bn B'~. 
Ponieważ odcinek y1 = BB" jest równol~gły do osi y układu O [x, y, z], 
przeto rzut aksonometryczny tego odcinka ulega skróceniu, które zależy 
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n BnB" 
od kąta 'YJ nachylenia osi y do rzutni na. Z relacji ~ = BB'~ = cos 'Y/ 

wynikarnastępująca konstrukcja: Na jednym ramieniu kąta _1j~ys. 232) 
odłóżmy~ odcinek Q U = y 1 = B B" i poprowadźmy odcinek U Uo prost~-

Rys. 232. 

padły do drugiego ra­
mienia tego kąta. Otrzy­
many w ten sposób od~ 
cinek QU0 =y~ wyra­
ża nam długość rzutu 
aksonometrycznego od-
cinka y1 = B B". 

Szerokość x1 = OB" 
i głębokość y1 =BB" nazywamy spółrzędnemi uważanego punktu B. 
Odcinki zaś x~ = P T0 i y~ = Q U0 , wyznaczone w powyżej omówiony 
sposób na rys. 232, nazywać będziemy spółrzędnemi aksonome­
trycznemi, punktu B. Skoro dane . są spółrzędne x1 i y1 punktu B, 
to położenie tego punktu B na rzutni poziomej n1 jest dokładnie usta-

Rys. 233. 

lone, w odniesieniu do przyjętego układu 
O [x, y, z]. Znajomość „spółrzędnych akso-

7n nometrycznych" x~ i y~ pozwoli nam 
w sposób bardzo łatwy skonstruować rzut 
aksonometryczny Bn owego punktu B. 
Skoro na osi xn (por. rys. 233) odmierzy­
my od środka aksonometrycznego On od­
cinek on B;: = X~ = p To' to otrzymany 

' punkt B;: jest oczywiście obrazem akso­
nometrycznym punktu B", leżącego (por. 
rys. 231) na osi x. Ponieważ spółrzędna 
y1 = B" B, t. zn. jego głębokość, jest rów­
noległą do osi y, przeto prosta B;: Bn, 
wykreślona (na rys. 233) z punktu B;; 

równolegle do osi aksonometrycznej yn, jest obrazem aksonometrycznym 
prostej B" B. Odcinek zaś B: Bn = y; = O U0 jest rzutem aksonome­
trycznym głębokości y1 = B" B, a punkt Bn jest · aksonometrją danego 
punktu B . 

. Weźmy teraz pod uwagę punkt (F F', F"), którego spółrzędnemi 

(rys. 231) są: szerokość x1 = OB", głębokość y1 = B" F' i wysokość 
z1 = B" F". Dla spółrzędnych x1 i y1 skonstruowaliśmy na rys. 232 po­
przednio już długości spółrzędnych aksonometrycznych x: = P T0 i y; = 
·= Q U0 • Aby otrzymać trzecią spółrzędną aksoi:i,ometryczną z;, odłóżmy 
na ramieniu kąta t odcinek R V= z1 = B" F" i, za pośrednictwem pro­
stej V V0 prostopadłej do drugiego ramienia kąta ś, wyznaczmy odcinek 
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zt = RV0 • Ponieważ wysokość z1 = B" P" punktu P (P',P") jest równo­
ległą do osi z układu O [x, y, z], przeto jej rzut aksonometryczny bę­
dzie odcinkiem równoległym do osi aksonometrycznej zn. Jeżeli tedy na 
rys. 233 przez punkt P: = Bn wykreślimy prostą równoległą do osi z 11 

i odmierzymy na tej prostej odcinek F;1 pn= z;= RV0 , to otrzymamy 
wówczas aksonometrję pn punktu P. Dla punktu P (F', P") o spółrzęd­

nych x1 , y1 i z1 , wyznaczyliśmy jego obraz aksonometryczny pn, uży­

wając do pomocy trzech spółrzędnych aksonometrycznych x;, Yt1 i z;. 
W podobny sposób, korzystając z „podziałek kątowych" Ś, 11 i s, 

umieszczonych na rys. 232, skonstruować możemy aksonometrje An, en, 
D 11

, En, Qn, 1 n, 2 11
, • •• 8 11 pozostałych wierzchołków uważanego zespołu 

geometrycznego. O ile konstrukcja jest dokładnie przeprowadzoną, to 
na przekątni 1:a;I równoległoboku <1:2:a: Qn) leżeć muszą punkty An, 
en i w:. Podobnie przez punkt W 11

, który jest aksonometrją wierz­
chołka W (W', W") ostrosłupa, przejść muszą proste 1n En, 3n Qn, ... 

Rozwiązanie 2: Używanie ' podziałek kątowych, podanych na 
rys. 232, jest dosyć uciążliwe. Ze względów praktycznych chętniej sto­
sujemy zazwyczaj inne podziałki kątowe, które uzyskamy w sposób 
następujący. Na rys. 234 obierzmy jeszcze raz osie aksonometryczne x 11

, 

yn i z 11
, odpowiadające wa­

runkom naszego zadania (po­
równaj rys. 233). Wkreślmy 

bok s1 = Sx Su trójkąta śla­
dów aksonometrycznych, wy­
konajmy kład rzutni poziomej 
n-1 = O s1 , otrzymując kłady 

x0 = 0° s X i YO = 0° s y osi 
x i y, a następnie wyznacz­
my kład zx osi z. Skoro do­
wolny odcinek d odłożymy na 
osiach x 0

, y 0 i zx jako odcinki 
0° X 0 =--= 0° Y 0 = o x z x=d i wy- Rys. 234. 

znaczymy rzuty Qn X 11 = dx, 
0 11 yn = du i 0 11 Z 11 = d z , to wówczas stosunki skróceń aksonometrycz­
nych dla trzech osi układu o' [x, y, z] wyrazimy (por. ust. 86) wzorami 

d = cos s, <1J =cos17, d =cos ś. Przy pomocy odcinków di dx, di du, 

wzgl. di d z skonstruujemy kąty ~x, wu i wz w sp(?sób, uwidoczniony 
na rys. 234. 

Z otrzymanych w ten sposób podziałek kątowych korzystać bę­

dziemy przy wyznaczaniu spółrzędnych aksonometrycznych punktu 
F (P', P"), jeżeli dane są (rys. 231) jego spółrzędne x1 ~ OB", y1 = B 11 P' 
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i z1 = B" F~. Zakreślmy koło k1 , którego środkiem jest wierzchołek W1 

kąta wx, a promieniem odcinek x1 = OB", to wówczas koło k1 przetnie 
się z ramionami kąta w x w punktach N1 i N 2 • Z podobieństwa trójką­

tów wynika relacja 

czyli innemi słowy: odcinek N1 N2 = xf jest spółrzędną aksonometryczną 
dla punktu F. Podobnie, za pośrednictwem podziałek kątowych wu i wz, 
otrzymamy dwie dalsze spółrzędne aksonometryczne yf i zf dla uwa­
żanego punktu F. W tym celu wystarczy na rys. 234 zakreślić koła k2 i ks 
o promieniach y1 = B" F', z1 = B" F" i o środkach schodzących się 
z wierzchołkami W2 , W8 kątów wy i wz. Uzyskane punkty przecięcia 

się tych kół z ramionami kątów w u 'i w z ograniczają odcinki yf i zt; 
będące szukanemi spółrzędnemi aksonometrycznemi punktu F (F', F"). 
Z ła~wością zauważymy, że stosowanie podziałek kątowych wx, wu i wz 
jest o wiele korzystniejsze, niż używanie podziałek kątowych s, ?7 i ~' 
umieszczonych na rys. 232. 

Ro z wiąz a n ie 3 : Do wyznaczenia spółrzędnych aksonometrycz­
ny~h x;, y:z i z; dowolnego punktu F (F', F") użyć możemy też podzia­
łek, wykreślonych na rys. 235. Dowolnie przyjęty na rys. 234 odcinek 

a{ L..L • ....._._._,_q·s ....... , ,.._._,....__, 9,.___ __ __,_ __ ____,ąd[x,y,z] 

b 

C 

'~,,-,_R-r,....._._9 __ _.__ _ __,?~ µ~ 
'~,11-,&-·f~,~?--,-_..__,_ _ _.._f _ _,ł~&~ 

d { 11 • 8'L , 9 { ~dz [zn_} 

Rys. 235. 

d = 0° X 0 = 0° Y 0 = ox ZX uważaj­
my za jednostkę długości i odłóż­
my go -kilka razy na prostej a (por. 
rys. 235), otrzymując podziałkę dla 
osi x, y i z. Na prostej b odmierzmy 
kilkakrotnie odcinek dx = Onxn, 
to otrzymamy podziałkę dla osi 

aksonometrycznej x". Podobnie, odmierzając odcinki dy =On yn i d z= Qn zn 
(por. rys. 234) na prostych .c i d umieszczonych na rys. 235, otrzymamy 
odnośne podziałki dla osi aksonometrycznych yn i zn. 

Wiadomo nam, że stosunek skrócenia aksonometryczego dla osi x 

wyraża się wzorem: cos ś = ddx = xf, gdzie x1 - OB" jest szerokością 
X1. 

punktu F (F', F"), a x; = Qn B~ jest jego spółrzędną aksonometryczną 

(por. rys. 231 i 233). Odcinek x1 = OB" weźmy w "rozwartość cyrkla" 
i, porównując go z podziałką a na rys. 235, odczytajmy jego długość, 

równą w naszym przypadku 1 · 4 jednostkom d. Z relacji x1 : d = xf : d x 
wynika, że długość' odcinka xi' wynosi 1 · 4 jednostek dx, którą to dłu­
gość otrzymujemy wprost z podziałki b na rys. 235. Podobnie porównując 
odcinki y1 = B" F' i z1 = B" F" (rys. 231) z podziałką a na rys. 235 od­
czytujemy, że długości tych odcinków wynoszą y1 = 1 · 4 d i z1 = 1 · 45 d; 
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dla spółrzędnych aksonometrycznych y~ i z: otrzymujemy odcinki 
y: = 1 · 4 dy i z: = 1 · 45 d z , wyrażone (por. podziałki c i d na rys. 235) 
w jednostkach długości dy, wzgl. d z . Skoro na osi xn (rys. 233) 
odmierzymy odcinek xf = 1 · 4 d x , a przez otrzymany punkt s: narysu­
jemy prostą równoległą do osi yn i odłożymy na niej odcinek y: = 1 · 4 dy ~ 
a wkońcu na prostej p~ pn I I zn odmierzymy spółrzędną z: = 1 · 45 d z , 
to otrzymamy aksonometrję pn uważanego punktu P (P', P"). 

Zadanie 2: Na rys. 236 dane są rzuty prostokątne (poziomy, pio­
nowy i boczny) części stropu żelazno-betonowego 1). Należy skonstruo­
wać aksonometrję tego stropu. 

Ro z wiąz a n ie: Ze względów praktycznych nie zawsze możemy 
narysować pewien zespół geometryczny w wymiarach rzeczywistych. 
Rysujemy wówczas ów zespół w pewnem pomnie is ze n i u, przyczem 
zaznaczyć musimy: stosunek wymiarów przyjętych na rysunku do wy­
miarów rzeczywistych. Szczegół stropu żelazno-betonowego na rys. 236 
wykonany jest w pomniejszeniu . (podziałce) 1: 80, t. zn., że wszelkie 
narysowane wymiary na rysunku są 80 razy mniejsze od odpowiednich 
wymiarów w rzeczywistości. Innemi słowy: 1 cm na rysunku przedsta­
wia 80 cm w rzeczywistości. Zamiast napisu: "podziałka 1 : 80", umie­
ściliśmy na rys. 236 (poniżej rzutów stropu) prostą i odmierzyliśmy na 
~iej pewną ilość jednostek długości, pomniejszonych w żądanym sto­
sunku. Odcinek od O do 2 m o długości 2·5 cm przedstawia nam 
80. 2·5 cm = 2 m , t. zn. dwa metry w rzeczywistości. Na rys. 236 wpi­
sano niektóre wymiary, inne zaś możemy odczytać przy użyciu załączo-
nej podziałki. · 

Na rys. 237 przyjęliśmy osie aksonometryczne x n, yn i zn, oraz 
bok s1 = S x Sy trójkąta śladów aksonometrycznych (Sx S v S z). Po wyko­
naniu kładów x 0

, . y 0 i zx trzech osi, odmierzyliśmy odcinki 0° X 0 = 
= 0 ° Yo = ox z x = d o długości 2 cm i skonstruowaliśmy rzuty akson"o­
metryczne d x = On Xn, dy = On yn i d z = on zn tych odcinków. Skoro 
założymy, że odcinek d o długości 2 cm przedstawia nam w rzeczy­
wistości 1 metr, to rys. 237 wykonaliśmy w · (podziałce) pomniejszeniu 
1: qO. Na prostej a wykreśliliśmy następnie podziałkę dla osi x , y i z, 
a na prostych b, c i d podziałki dla osi aksonometrycznych xn, yn, zn , 
przyczem posługiwaliśmy się odcinkami d = 2 cm, d x = On Xn , d u = 
= On yn i d z = On zn. 

Wyznaczenie obrazu aksonometrycznego uważanego szczegółu stropu 
żelazno-betonowego jest bardzo łatwe. W tym celu należy osie aksono­
metryczne xn, yn i z n przenieść z rys. 237 na rys. 238, a następnie wy­
znaczyć spółrzędne aksonometryczne poszczególnych punktów A, B, ... 

1
) · Temat powyższego zadania podał Prof. Dr. Adam Kury/Io. 
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Rys. 236. 

Z rys. 236 wiadomo nam, że dla punktu A jego szerokość wynosi - 35 cm, 
gdyż element A leży na osi - x w odległości 35 cm od środka O. Obraz 

aksonometryczny An otrzyma­
my, jeśli w "rozwartość cyr­
kla" weźmiemy odcinek x~ = 

xn = 0·35 dx = 0·35 m wedle po­
działki dla osi xn, umieszczonej 
(por. rys. 237) na prostej b, 
a następnie spółrzędną aksono-

0 I metryczną x~ odłożymy (por. 
7 o·s O zn 7 2m rys. 238) na osi - x 11 jako od-

a J I I J I I J I I I L= d ==-J 1/J,Y,Zj cinek 0 11 A n. Dla punktu B czy-
' o·s o , 2m tamy z rys. 236, że jego głę-

b '' ''' 
1

' ' ' 'Ldx=--:J I 

fxJ bokość y1 = + 35 cm. Odpo-
, os O J 2 3m c ...... 1, , ............... , , ....... , , ~L-di_=:l ____ .,__, __ , [YJ wiadająca spółrzędna aksono-

, o-5 0 ~ 7 2 m metryczna jest odcinkiem o dłu-
d' 1 1 1 1 1 1 1 

, l=dz ==J ' [znJ gości y~ = 35 cm wedle podziałki 
dla osi yn, umieszczonej na 
prostej c (rys. 237). Odcinek Rys. 237. 



. 90. Rodzaje aksonometrii prostokątnej. 205 

ten wezmiemy w rozwartość cyrkla i odmierzymy od punktu On po­
czą wszy (rys. 238) na osi + yn. Otrzymany w ten sposób punk~ Bn jest 
aksonometrią punktu B. Dla punktu e, którego wysokość wynosi 165 cm, 
otrzymamy spółrzędną aksonometryczną zf, jeśli w rozwartość cyrkla 
weźmiemy (rys. 237) odcinek yf = 165 cm wedle podziałki dla osi zn, 
umieszczonej na prostej d. Skoro odcinek ten odmierzymy na rys. 238 
od punktu An począwszy na prostej An en I I zn, to otrzymamy aksono­
metrję en punktu e. Na rys. 238 podana jest wreszcie konstrukcja 
punktu Dn, będącego aksonometrją takiego punktu D (rys. 236), którego 
szerokość wynosi - (35 cm + 60 cm), a wysokość + (165 cm + 20 cm). 
Odpowiednie spółrzędne aksonometryczne x; i z; punktu D są odcin­
kami x; = 95 cm i z; = 185 cm, mierzonemi oczywiście wedle podziałek 
dla osi xn i zn, umieszczonych na rys. 237. Odcinek On En na rys. 238 
równa się spółrzędnej x;, odcinek zaś En Dn I/ zn równa się spółrzęd­

nej z;. Aksonometrję Dn punktu D możemy wreszcie uzyskać w ten 
sposób, że skonstruujemy najpierw aksonometrję pn pomocniczego 
punktu P, o wysokości 20 cm i szerokości - 95 cm, a następnie wykre­
ślimy odcinek en Dn I I An pn. 

90. Rodzaje aksonometrji prostokątnej. Z rozważań ust. 85 
wiadomo nam, że odległość środka aksonometrycznego on od wierz­
chołków trójkąta śladów aksonometrycznych (Sx S y Sz) wyraża się zapo­
mocą wzorów: 

o n S x = OOn. cotg ~ on S y = oon. cotg 'YJ o n S z = OOn. cotg s (9) 

gdzie odcinek OOn oznacza odległość środka O układu O [x, y , z] od 
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rzutni aksonometrycznej Tea, a kąty 5, 1YJ i ś są kątami nachylenia osi 
.x, y i z do rzutni 1t8 • Dla stałej wartości OOn, odległości środka akso- , 
nometrycznego on od wierzchołków trójkąta (Sx S y S z) zależą jedynie 
tylko od kątów 5, rJ i ś. 

Skoro przyjmiemy wszystkie kąty sobie równe: 5 = rJ = ś, to wów-
czas zachodzi zależność: On S x = On Sy = On S z , a tern samem trójkąt 

zn 

Rys. 240. 

śladów aksonome­
trycznych (Sx S11 Sz) 
jest t r ó j k ą t e m 
równobocznym. 
I wzajemnie, jeże­
li trójkąt (Sx Sy S z) 
jest równohoczriy, 
to wówczas (por. 
rysunek 239) kąty 
nachylenia 5, rJ i ś 

1 są sobie równe. Dla 
tej aksonometrji (por. ust. 86) stosunki skróceń aksonometrycznych są so-

bie równe: ~ = ~ = ~, a _ z zależności (3) wynika wprost, że ~ = lit. 
Uwzględniając relacje (6) i (7), maniy. związki: ;,, . µ ·· 'V , oraz l = m = n. 
Ten· szczegó_l~y ,__przypadek akson~ometrji na~y":amy aksonom eh-ją prosto­
kątną izometryczną. 

Załóżmy teraz, że dwa kąty nachylenia ·np. 5 i '"ś są sobie równe~ 
to wówczas z relacji (9) wynika równość odcinków On Sx = on S z . Wno­
simy stąd, że trójkąt .- śladów aksonometrycznych (Sx Sy S z) jest (por. 
rys. 240) trójkątem rów n or am ie n ny m. W tym przypadku zachodzą 

następujące równości: d = ~, i = v, l = n. Aksonometrję taką nazy­

wamy aksonometrją prostokątną dimetryczną. 
Natomiast aksonometrję, dla której trójkąt śladów aksonometrycz­

nych (Sx Sy S z) jest ostrokątnym trójkątem różnobocznym (por. · 

L 2 3 4 

m 1 J J 

n 2 3 4 

{ 5 8 8 

m 4 5 5 

n 6 8 JO 

8 17 

6 6 

JO 18 

31 

8 

32 

48 

JO 

50 

rys. 230), a kąty nachylenia 5, 
1YJ i ś są różne od siebie, nazy­
wamy aksonometrją prostokątną 
ani z om etry czną. 

Na rys. 241 umieszczono dwie 
Rys. 241. tabelki, zawierające najczęściej 

używane wartości dla liczb sto­
sunkowych l, m i n. Pierwsza tabelka odnosi s~ę do aksonometrji prosto­
kątnej dimetrycznej, a druga do anizometrycznej. 



Skorowidz alfabetyczny. 
(Liczby oznaczają stronic~). 

Aksonometrja (metoda rzutów) 7, - anizo­
metryczna 206, - dimetryczna 206, - izome­
tryczna 206, - perspektywiczna 7, - pro­
stokątna 7, 24, - środkowa 7. 

Aksonometrja konturu wielościanu 153, -
prostej . 24, 39, - prostej niewłaściwej 64, 
, punktu 6; 2·4, _:_ punktu niewłaściwego 51, 
- śladów płaszczyzny 54, 65,· .....:.... śladów 
prostej 5i, - wielokąta 128, - wielościa­
nu 152. • 

Apotema ostrosłupa 151. 

Cecha punktu 5. 
Cień odcinka 144, - prostej 143, - . ptmktu 

142, ,_ rzucony 142, 145, - rzucony wie­
lokąta 145, - rzucony wielościanu 183, 
- własny 145, - własny trójkąta 146, 
- własny wielościanu 182. 

Cienie wielokątów 145, - wielościanów 182. 
·Czę~ć oświetlona (płaszczyzny) 145, - wielo­

ścianu 182. 

Elementy niewłaściwe 12, 14, - układu pła­

skiego 133, - właściwe 14, - zasadili­
·cze 7. 

Głębokość (punktu) 199. 
Graniastosłup 151, - prosty 151, - umia­

rowy 151. 
Granica cienia własnego (wielościanu) 182. 
Homologiczne elementy 133, - proste 133, 

- punkty 133. 
Homologja 163, - równoległa 133. 
Homografja 166. 

Kąt nachylenia osi 124, 188, - płaszczyzn 124, 
- prostej i płaszczyzny 123, - prostycl}. 
122, - prostych skośnych 10. 

Kierownica powierzchni ostrosłupowej 158. 
Kierunek powinowactwa 134, - prostej 12, 

- rzutów 4, 22, 24. 

Kład 94, - płaszczyzny 94, 96, ~ punktu 94, 
- prostej 94, - wielokąta 138. 

Kolineacja ogólna 166, - perspektywicz-
na 163, - środkowa 163, układów pła-

skich 162, 166. 
Kontur wielościanu 153. 
ICrawędzie powierzchni ostrosłupowej 158, 

-'- wielościanu 150. 

Liczby stosunkowe 190, 192. 

Metoda pośrednia 199. 
Metoda rzutów . aksonometrycznych 6, cecho­

wanych 5, - prostokątnych 22, - równo­
ległych 4, 20, - środkowych 3, - uko-
śnych 4, 20. · 

Obraz aksonometryczny 6, - punktu 3, 
.....:.... utworu geometrycznego 4. 

Obrót płaszczyzny 94, - punktu 94. 
Odbudować prostą 40, - punkt 31, . 34, 

- - rzutnie 28. 
Odległość punktu od płaszczyzny 118, - pro-

stej 119, - rzutni 28, 98. · 
Odnosząca prosta 30. 
Odtworzyć prostą 40, - punkt 31, - rzutnie 28. 
Odwzorowanie geometryczne 3, 6. 
Oś kolineacji 163, - obrotu 93, - powino-

wactwa 133. 
Osie aksonometryczne 26, - układu 6, 
· - wzajemne 165. 
Ostrosłup 150; - prosty 151, - umiarowy 151. 

Pęk płaszczyzn 66. 
Perspektywa prostej 16, - punktu 3, 15, 16, 

- utworu geometrycznego 4. 
Płaszczyzna niewłaściwa 14, - obrazu 3, 

- obrotu 94, - symetralna 125, 127, 
- tłowa. 3, - widzenia 3, - właściwa 14, 
- zniknienia 15. 

Płaszczyzna rzucająca 3, 22, 25, 64, - akso-



208 

nometrycznie- 25, 58, - boczno- 25, 57, I 
- pionowo- 25, .....:.. poziomo-rzucająca 25, 56. 

Początek układu 6. 
Podnoszenie z układu 105, 139. 
Podstawa układu płaskiego 133, - wielo­

ścianu 150. 
Podział wielokątów 128, - wielościanów 150, 

- zadań geometrycznych 115. 
Podziałki aksonometryczne 202, - kątowe 201. 
Pokrewieństwo środkowe 133. 
Położenie prostej 18, - punktu 4. 
Półosie 27. 
Półproste 27. 
Powierzchnia ostrosłupowa 157, - grania­

stosłupowa 158. 
Powinowactwo 133, - ogólne 135, - per­

spektywiczne 133, - środkowe 133, - ukła­

dów płaskich 133. 
Problem prostopadłości 7; 79, - równole­

głości 7, 79. 
Promień kolineacji 163, - obrotu 94, - po­

winowactwa 133, - rzucający 3, - widze­
nia 3. 

Prosta graniczna 165, - niewłaściwa 13, 
- odnosząca 30, - rzucająca 3, 4, - wła­

ściwa 13, - wzajemna 165, - zbiegu 165. 
Przekrój płaski (wielościanu) 159, 167. 
Przenikanie się wielokątów 140, - wielo­

ścianów 173, 177, 180. 
Przesunięcie układu 36. 
Punkt niewidoczny 146, - niewłaściwy 13, 

- oświetlony 142, - w cieniu ;142, - wi­
doczny 146, - właściwy 13. 

Rodzaje aksonometrji 7, 206. 
Ruch obrotowy 93. 
Rzutnia 3, - aksonometryczna 6, 24, - bocz­

na 6, - pionowa 5, - pozioma 5. 
Rzut aksonometryczny 6, 24, - prostokątny 

24, - prostej 24, - punktu 24, - wielokąta 

128, - wielościanu 152. 
Rzut cechowany 5, ..:_ boczny 6, - kąta pro­

stego 22, - prostokątny 5, 22, - poziomy 
5, - pionowy 5, - równoległy 4, 20, - uko­
śny 4, 20, - środkowy 3, 4, 16. 

Ściana wielościanu 150, - oświetlona 182, 
powierzchni ostrosłupowej 158, - w cie­
niu własnym 182. 

Siad aksonometryczny 77, - prostej 25, 77, 

- płaszczyzny 25, 77, - boczny 25, 48 
- ,Pionowy 25, 48, - poziomy 25, 48, 
- tłowy 18, - zbiegu 18. 

Spółrzędne aksonometryczne punktu 200. 
Środek aksonometryczny 26, - geometrycz­

ny (wielokąta) 128, - kolineacji 163,. 
- obrotu 94, - powinowactwa 133, - rzu­
tów 3, - układu 6. 

Stosunki skróceń aksonometrycznych 190. 
Szerokość (punktu) 199. 
Symbol 7, 8, - A (An, A:) 31, - (a) 133,. 

- a (h;, v:) 55, - Z (zn, z:) 40, - (ab) 
158. 

Tł~ 1. 
Trójkąt skróceń aksonometrycznych 194i 

- śladów aksonometrycznych 25. 
Tworząca powierzchni ostrosłupowej 158,. 

- graniastosłupowej 158. 

Układ odniesienia 6, - płaski 133. 
Układy płaskie kolineacyjne 166, - ogólnie 

powinowate 135, - perspektywicznie-ko­
lineacyjne 163, - perspektywicznie-powi­
nowate 134, - środkowo-kolineacyjne 163,. 
- środkowo-powinowate 134. 

Ustawienie płaszczyzny 12. 
Utwór geometryczny 3, - sztywny 93. 

Wartości liczb stosunkowych 192, - sto-
sunków skróceń aksonometrycznych 192. 

Wielokąt płaski 128, - przenikania 174. 
- przestrzenny 174, - skośny 128, -umia­
rowy 128, - wklęsły 128, - wypukły 128. 

Wielościan 150, - umiarowy 150, - wklę­

sły 150, - wypukły 150. 
Wysokość (punktu) 200, - graniastosłupa 151, 

- ostrosłupa 151. 
Wyznaczenie kolineacji 164, - powinowac­

twa 135. 

Zadania miarowe 115, opisowe 115. 
Zarys wielościanu 153. 
Zespół 156. 
Zjednoczony 4. 
Zmiana rzutni 93. 
Znamię punktu 5. 
Zrekonstruować położenie (punktu, prostej)-

31, 40, 46. 
Związki miarowe 188. 
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Str. 3q3. z 415 rys. w tekrci~. 
' ' ' ' , ,,Tak autor, jcalt :i tłumacz, ital!l't' ~c;.> specj411:ist<1w; znanych z prac 07girialnych 1t,k:te w,'pi-
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t , (N; R. u,•~Przegl"dzie wyd_au,nicl~ Ksfątmcy Polskiej T. N. S. W.", nr~_1,i 4 z r. l9Ż:J, str. 28). 

„Szczer4 wdzięcz11o~ć winnifmy prof. dr. 1"J.. T. Huberowi za przyswoienie polskiej literaturze 
te~hnicznej dzieła, wyr6inill'jąceio 1ui pod lica:td~m względem 'korzys,tnfe nawet ,dród' poczytnych 
podt,fZDik"iSw literatur', /wi~towej z ·zakr1tSu ~r!i:ymało~ci 1rt1.1terjał6w"; \, 1 ,f . , ,.: > .. 
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,.Przed nie<Jawnym cz'~sem otrzymałem od Pandw to wspa1$iałe dzieło.,. Zwrdcę na to po~, 
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, ,,Rutor uj11ł w sposdb zwięzły ,letz dókladny- podsta,ey- termodynamiki t jej ':r:astosowania~i 
i ogdlne zaaa\:ly kiąetycznej feorji ciepl'a. W podręczniku tym zostały u nas po raz pie,rwszy 
uwzględnione najnowsze wynik-i badiui wspdJczesny'.cb. W ' teitltlodynamice posiłkuje się .aµtor -.yni• .. 
k~,m.J ,osl~t'!icli ba~a'ti ~ław~ego 1,~o:rator,um krio~'lnj~zn,go w JLeJ,d~ie; k\~rel . ieł fposób~ofć oso~ 
b1~c1e bH~ef po:i:nad. ' '1.1 • . . . ' .. I j ,\ ,;ł 11' .1 ,; r ,/ .I, J 

Rdwnid został• 'uw:zględ11io11a teorja kwant~..- w jej zasto~owaniu do zjawisk ciepl11ych. 
Całofć daje zatem ~cisły obra~ wspdłczesnych l>oglądd• -na lę dziedzinę zj'awisk fizycznych. 
Dlatero 'tet ksiątk, ta jęsl pl,"ze:r:naczona nietyJko dla 11fucba<;zy wytszy~h .zakładów Qaukci· 

wych, ale rdwnid die tych wszystki<;h, ktdrzy prag~il jut posiadane wiadomoic;i w łych dzie• 
dzinach pogłębić .i uzupełntć". ',(,.'1:kspreśs Lubelslei• z dnia ~. IX~ 1924).1 , 

•1 ,. :s·,r1· ctt'ia. i•Bo ,1.z.t · · L ;.0 ,·, ! · · 
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Lwów; CZl\RNlf:CKI"EGO _ 12 
Wl\RSZJ\Wlt, NOWY SWIRT 59. 

POLECI\: 

,"t 

PROJEKTOWANIE BUQYNifó,v 
MIESZKALN,YCH~~ 

/, Str., VIII + 1'54 z 1 kol. ilustr. i 82 rys. 

~. ,,Dzieło to ..r.ibudziło zainteresowanie w szerokich kołach .·naśi-eao społeczetistwa: odpowia'tła 
ODO bowiem poJl'&ebie c1esu •• ,. Dlatego tet iniciatywę autora natetv powitać, z uzńanietn~ .Pitca jeio 
jest bardto sfunienniii i widać sfarannt wyczerpanle tematu w ra'mac,b' móżl'iwie skromnych. Dobdr 

1 przykładcSw jest dobry. Tak, jak praca jest podana, widać, te w ogcSlnycl~ _zarysach jest doskonale 
11ję1t, i nal~tf. tytko tyczyć, by była zapowiec;lzl, sze.regu nllsłępnych pra!łt .dalei pogł.ębi■j,,~ch 
dane zaglidn1en•a". , (Jf.. tirlłDler w ,,.Przeglądzie Technicznym", nr. 11 z r. 914J. 
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H. · Mierzejewski: 

', 1'Ji;-:TROLOGJII "TEĆHNl~Z~fl 
Str. VI+ 20(, .z licz. ilustr. i rys. 
'IJ '·' 

Trdt: Przedmowa. - ·Pasowanie walk6w i długo~ci. ~ Pasowanie gwin­
t6w. - Narzrdzia miernicze. - Specjalne . metody miernicze. - Wiadomości 
z, optyki geometrycznej. - Maszyny mierniqze i podziałkowe. - Metody inter­
lerencyj_ne. -- Wyznaczenie metra w długolci lali ,wietlnej. - Bibij~grafja. -
SkoroWidz . 

. 'BUDOWA 'PAROWOZÓW. 
_; _.-( TOM i. CZĘŚĆ' OGÓLNI\ . .. l 

Str . . VI+ 185 z Ucz. rys. i ilustr. 

, .Jdli z riidoscill , wUClmy ketde nowo wydane dzieło 0technicz:oe, łó t-em sil"iej skandujemy 
swe zadowolenie/ gdy dane' d~ieło dotyczy zllkresu we pjgmienni'ctwie słabo lub a:upełnie nie opraco­

, wanego, i gdy ten dział potraktowany je11t z europejskiego panJ<tu widzenia 'i opracowania. Tekiem 
jest naue .zadowolenie z ksilltki w. Mo-zera". (,,Kurjer Lw.owski•~ nr. 125 z r. 1924). 
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