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Wstep.

Kwazikrysztalty, pomimo 25-letnich badan nad nimi, pozostaja ciagle bardzo
zagadkowa materia. Ciagle tocza si¢ spory o tak podstawowa wtasnos¢, jaka jest struktura
atomowa. Ostre, typowo krystaliczne piki widm dyfrakcyjnych dowodza istnienia
uporzadkowania dalekiego zasiggu. Z drugiej strony, potwierdzonym faktem jest brak
periodycznos$ci struktury. Te dwie cechy potaczone razem skupity na kwazikrysztatach do
dzi$ niestabnace zainteresowanie fizykéw, chemikdéw i materiatloznawcow. Jego wynikiem
jest, utrzymujacy si¢ od 20 lat, strumien okoto 400 publikacji rocznie poswigconych

kwazikrysztatom — rysunek ponize;j.

Roczna liczba publikacji poswiecona kwazikrysztatom - zrodto
INSPEC
600
496
500 - I
376 385 377 372
400 - — ] — 339 — 326
300 4 275
200 -
100 -
0 T T T T T T T
1989 1992 1995 1997 1999 2001 2004 2006

Roczna liczba publikacji po§wiecona kwazikrysztalom. Zrédlo: INSPEC;
wyszukiwane haslo: ”quasicrystals”

Dla krysztalow klasycznych dobrze znane sa metody opracowywania widm
dyfrakcyjnych, szeroko opisane w wydaniach ksiazkowych dla uktadow periodycznych, na
przyktad [27] 1 struktur modulowanych [28], wspomagane analiza symetryczna — program
MODY [40], opracowany w Katedrze Fizyki Materii Skondensowanej, pod kierunkiem
W. Sikory. Wiele os$rodkow zajmuje si¢ rowniez uporzadkowaniem bliskiego zasiggu,
obserwowanym w rozpraszaniu dyfuzyjnym [26]. W przypadku kwazikrysztatow
zastosowanie znalazto kilka metod opisu struktury: ,cut-and-project”, statystyczna, czy
klastrowa. Do dzi$ jednak, zadna z nich nie uzyskata peinej akceptacji catego $srodowiska

krystalografow.

Celem tej pracy jest dokonanie analizy strukturalnej kwazikrysztalow o symetrii

dekagonalnej, w oparciu o struktur¢ Penrose’a, przy pomocy modelu statystycznego. Model



statystyczny opisuje struktur¢ za pomoca rozkladu prawdopodobienstwa polozen atomow
wzgledem pewnej, periodycznej sieci referencyjnej tworzacej tzw. S$rednia komorke
elementarna. Model statystyczny doskonale si¢ sprawdza przy opisie struktur modulowanych
[21], Thue-Morse’a [20], czy ciagu Fibonacciego [18]. W latach 1996-2000 stosowany byt
takze w wielu osrodkach naukowych przy analizie struktury kwazikrysztatow 2D i 3D. Model
statystyczny wymaga jednak znacznego naktadu obliczeniowego, by moégt by¢ poprawnie
zastosowany. Zbyt duze uproszczenia modelu [6] 1 [11] doprowadzily do nie najlepszej
zgodnosci wynikow teoretycznych i eksperymentalnych i, w konsekwencji, do zaprzestania w

wigkszosci osrodkow naukowych dalszego rozwoju tej metody.

Praca podzielone jest na 3 rozdziaty. Pierwszy, najobszerniejszy, szczegélowo omawia
matematyczng stron¢ modelu statystycznego. Wynikajace z niego wnioski porownywane sa
do innych, powszechnie stosowanych modeli opisu struktury kwazikrysztalbw — modelu
klastrowego oraz wielowymiarowego modelu ,,cut-and-project”. Najwazniejszymi wynikami
tego rozdzialu sa: wzor na czynnik strukturalny dowolnie dekorowanego uktadu Penrose’a
oraz wskazanie zalezno$ci pomigdzy modelem statystycznym, klastrowym 1 ,,cut-and-

project”.

Rozdziat drugi poswigcony jest analitycznym metodom badania struktury ciala stalego
oraz zastosowaniu ich w analizie strukturalnej kwazikrysztatow. Przedstawiona jest analiza
Pattersona oraz jej nowa odmiana: $rednia komodrka rozkladu potozen pikéw Pattersona.
Omowiona jest takze rozwijana obecnie rekurencyjna metoda wyznaczania funkcji ggstosci
wprost z widma dyfrakcyjnego — LDEM. Koncowa czg$¢ rozdziatu poswigcona jest
udoktadnianiu  parametréw opisujacych struktur¢ — sa przedstawione algorytmy
umozliwiajace wyszukanie minimum funkcji oraz wnioski z zastosowania ich do czynnika

strukturalnego dla struktury Penrose’a.

Ostatni, trzeci rozdziat, jest proba podsumowania wspélczesnej wiedzy na temat
budowy atomowej najpopularniejszego obecnie stopu kwazikrystalicznego Al-Ni-Co.
Rozdzial konczy si¢ analiza strukturalng oparta o do§wiadczalne widmo dyfrakcyjne stopu

A172Ni20COg.

Niniejsza praca, poza oryginalnymi wynikami przedstawiajacymi zastosowanie
metody statystycznej w analizie kwazikrysztalow o symetrii dekagonalnej, realizuje takze cel
dydaktyczny. Pomimo 25 lat rozwoju badan, kwazikrysztaly nie doczekaty si¢ wielu
opracowan naukowo-dydaktycznych. Zebrany na $wiecie material teoretyczny jest coraz

obszerniejszy. Kazde kolejne opracowania przynosza wyniki bazujace na podstawach,



ktoérych opis, zwykle szczatkowy i nieuporzadkowany, mozna znalez¢ jedynie w publikacjach
naukowych. Z tego powodu, kazdy rozdziat tej pracy rozpoczyna si¢ od podsumowania
aktualnej wiedzy zwiazanej z tematem rozwijanym w rozdziale. Wszystkie obliczenia oraz
matematyczne zalezno$ci zanim zostaja zastosowane na uktadzie Penrose’a, przeliczane sa na
ciagu Fibonacciego, ktory jako struktura jednowymiarowa, idealnie nadaje si¢ do ilustracji
nawet najtrudniejszych zagadnien. Ich zrozumienie jest niezbgdne, jesli chece si¢ pracowac 1

rozwija¢ matematyczny model struktury kwazikrysztatow dwu- i tréjwymiarowych.



1. Analiza strukturalna kwazikrysztatow.
1.1. Wstep

Struktura kwazikrysztalow, ze wzgladu na nieperiodyczne utozenie atoméw w
przestrzeni, nie doczekata si¢ prostego opisu matematycznego. Konsekwencja tego jest brak
jednego, uznawanego 1 stosowanego powszechnie, czynnika strukturalnego, ktérego
wykorzystanie w polaczeniu z eksperymentalnie zmierzonym widmem dyfrakcyjnym,

pozwolitoby ustali¢ budowg badanej probki kwazikrystalicznej.

Istnieje wiele modeli opisu struktury kwazikrysztatow; wérdd nich:

e wielowymiarowa analiza strukturalna ,,cut-and-project”,
e metoda statystyczna,

e opis klastrowy.

Kazdy z wymienionych modeli struktury kwazikrysztatobw ma unikalne cechy, zalety,
ktérych nie odnajdujemy w pozostatych. Na przyktad, metoda ,,cut-and-project” jest bardzo
prosta matematycznie, a przy tym najstarsza oraz najbardziej dopracowana; metoda
statystyczna opisuje struktury w przestrzeni rzeczywistej; zas metoda klastrowa umozliwia
bezposrednie porownanie modelu np. z obrazem uzyskanym z mikroskopu elektronowego.

Zaden z modeli nie uzyskal jednak pelnej akceptacji catego $rodowiska
krystalografow zajmujacych si¢ problemem struktury kwazikrysztatéw. Kazdy z nich posiada
bowiem wady: wielowymiarowa analiza jest zbyt abstrakcyjna i cz¢sto nie daje poprawnej
interpretacji zjawisk zachodzacych w przestrzeni rzeczywistej (np. drgania termiczne); opis
klastrowy daje zbyt mato swobody przy ustalaniu pozycji i typu atomow; w koncu metoda
statystyczna jest zlozona matematycznie, a dodatkowo bardzo ,,mtoda” — nie jest wigc

powszechnie znana.

W rozdziale zostana omowione wszystkie wymienione trzy sposoby opisu budowy
kwazikrysztatow.

Wielowymiarowa metoda ,.cut-and-project” zostanie omodwiona na przykladzie
najprostszego — jednowymiarowego — kwazikrysztatu: ciagu Fibonacciego. Tylko bowiem w

tym przypadku opis matematyczny begdzie mozna zilustrowaé rysunkami. W dalszej czgsci



pracy, gdy bedzie ona wykorzystana do obliczenia czynnika strukturalnego dla struktury
Penrose’a, bedziemy odwolywaé¢ si¢ do wnioskoOw wyciagnigetych z analizy struktury
jednowymiarowe;.

Metoda statystyczna zostanie wyprowadzona z metody ,,cut-and-project”. W ten
sposob zostanie udowodniona petna rownoznaczno$¢ tych dwoch metod w przypadku struktur
idealnych. Wprowadzona nastgpnie definicja sredniej komorki elementarnej rozszerzy metode
statystyczna takze na przypadki struktur dowolnie zaburzonych. Metoda statystyczna zostanie
omoOwiona szczegdlowo dla przypadku 1D. W przypadku modelu Penrose’a zostanie
rozszerzona i uzupetniona nowymi zaleznosciami.

Definicja klastra, identyfikowanego gtownie ze strukturami 2D, pojawi si¢ takze przy
analizie budowy jednowymiarowych kwazikrysztatow. To uproszczenie pozwoli nam
pokazaé, ze metoda statystyczna potrafi takze opisywac klastry. Ten wniosek zostanie
wykorzystany w dalszej czg$ci rozdziatu przy analizie statystycznej utozenia klastrow w
przestrzeni.

Przyjete modele budowy kwazikrysztatow zostana w koncu wykorzystane do
wyprowadzanie wzordw na czynnik strukturalny dla jedno- i dwuwymiarowych, dowolnie

dekorowanych struktur kwazikrystalicznych.



1.2. Analiza budowy jednowymiarowych kwazikrysztatow.

1.2.1. Ciag Fibonacciego.

Ciag Fibonacciego jest utworzony przez wyrazy, ktorych warto$¢ jest rowna sumie
wartosci dwoch wyrazow stojacych przed nim. Regul¢ ta mozna zapisa¢ za pomoca

zalezno$ci rekurencyjne;j:

n2 an+1 + an (1)
Dla liczb, kilka pierwszych wyrazéw tego ciagu jest rowne: {1,1,2,3,5,8,13,21....}

Postugujac si¢ wzorem (1) mozemy utworzy¢ jednowymiarowy kwazikrysztat. Aby to
zrobié, liczby zastgpujemy dwoma rodzajami odcinkéw: dlugim, dla ktorego przyjmiemy
symbol L oraz krotkim — symbol S. Zerowy wyraz ciagu niech bgdzie réwny S (ay=S), a
pierwszy L (a;=L).

Zastosowanie reguty (1) doprowadzi do wygenerowania zbioru:

{S,L, LS, LSL, LSLLS, LSLLSLSL....} )

Graficznym przedstawieniem ciagu (2) jest rysunek 1.

a, e-e
a, e—e
a, e—e-e

a, e—e-0—e

a, e—e-0—e—e-o

d, 0—0-0—0—0-0—0-0—0

a, 0—0-0—0—0-0—0-0—0—0-0—0—0-0

87 —0-0—0—0-0—0-0—0—0-0—0—0-0—0-0—0—0-0—0-0

Rysunek 0 Graficzne zobrazowanie zaleznos$ci [1] — powstawanie ciagu Fibonacciego.
Kropki symbolizuja poczatki odcinkéw.



Zauwazmy, ze kolejne wyrazy mozemy otrzymac takze podstawiajac w poprzednim
wyrazie za S = L za$ za L - LS. Jest to naturalna konsekwencja zalezno$ci (1).

Za modelowy, jednowymiarowy kwazikrysztal przyjmuje si¢ wyraz ciagu
Fibonacciego o indeksie dazacym do nieskonczonosci n—oo. Nie ma on wtedy periodycznej
budowy, jednak dowolna sekwencj¢ odcinkéw mozemy odnalez¢ w nim nieskonczenie wiele
razy, co jest podstawowym warunkiem definiujacym kwazikrysztal. Dodatkowy brak
periodyczno$ci zapewnimy zaktadajac, ze stosunek dlugosci duzego odcinka do matego
bedzie niewymierny. W przypadku ciagu Fibonacciego przyjmujemy dlugos¢ krotkiego

odcinka réwna 1, za$ dlugiego: rowna stosunkowi liczby duzych odcinkéw do matych.

Warto$¢ tego stosunku, ktory oznaczymy jako X, znajdziemy wykorzystujac fakt, ze

dla bardzo duzego n praktycznie nie zalezy on od n:

X,=X,, dla n—o0 3)

Zatozmy, ze dla wyrazu n w ciagu znajduje si¢ N, dtugich odcinkéw oraz N krotkich

odcinkow, czyli:
X=—*+ 4)

W nastgpnym kroku kazdy krotki odcinek stanie si¢ dlugim, a dlugi bedzie suma
krotkiego 1 dtugiego z kroku poprzedniego:

N, +Ng

N
L (5)
Ny Ny
co przeksztatcamy do postaci:
1
X=1+— 6
% (6)

Roéwnanie to ma jedno rozwiazanie dodatnie:

1+\/§

X = =7~1.618
2

Wielkos¢ X jest liczba niewymierna nazywana takze ztota liczba. Posiada kilka
ciekawych wtasnosci, ktore warto zapamigta¢, by mdc szybko nimi si¢ postuzy¢ w dalszych
obliczeniach. Wszystkie te wtasnosci wynikaja wprost z (6), np.:

a) T+l =17,

b) t-1=1/t (7)

10



c) jeSlit'=at+b, to = (a+b)t +a

d) jesli 1/t"=at+b, to 1/7""'= bt + (a-b)

1 —a->b b
e =a+ fr,gdzie g =——+——; -
) a+br pr.e b* —a®*—ab b* —a*—ab
) J5=2r-1

Wykorzystujac zalezno$¢ (4) mozna pokazaé, ze dla duzych wartosci n, liczba
punktow ciagu Fibonacciego w kroku n+1 jest t-krotnie wigksza od liczby punktéw w
kroku n:

a) liczba punktow w n-tym kroku: N;+Ns

b) liczba punktow w n+1 kroku: 2N;+Ns (kazdy duzy odcinek zastapiony duzym i
matym: w sumie dwa punkty).

c) Stosunek b) do a) przy wykorzystaniu (4) jest rowny t.

Jesli dhugos¢ duzego odcinka przyjmiemy jako t, ciag Fibonacciego stanie si¢
modelowym, jednowymiarowym kwazikrysztalem o nieperiodycznym ulozeniu weztéw
symbolizujacych poczatek odcinka, jednak z powtarzalnymi w tancuchu nieskonczenie wiele
razy dowolnymi sekwencjami odcinkéw budujacych go.

Ciag z rysunku 1 to ,szkielet” struktury, ktora mozemy dowolnie udekorowac
atomami. Jedynym warunkiem jest, aby kazdy duzy i maly odcinek posiadaty taka sama
dekoracj¢ jak wszystkie pozostate duze i mate odcinki. Pozycje atoméw dekorujacych
podajemy wzgledem wezta znajdujacego si¢ po lewej stronie i oznaczamy symbolami s; (dla
i-tego atomu dekorujacego maty odcinek) i /; (dla j-tego atomu dekorujacego duzy odcinek).
Ograniczeniami dla s; 1 /; sa dlugo$ci dekorowanych odcinkéw, tj: s;€[0,1) 1 /;e[0,1). W
najprostszym przypadku, w ktorym atomy okupuja jedynie wezly struktury, dla kazdego
atomu wspotrzedne potozenia przyjmujemy jako: s=0 lub /=0.

Ostatecznym potwierdzeniem kwazikrystalicznos$ci ciagu Fibonacciego jest obliczenie
widma dyfrakcyjnego ze zbioru atomow lezacych w weztach ciagu. Pomimo
nieperiodycznosci uktadu, widmo posiada ostre, typowe dla krysztatow piki dyfrakcyjne

(rysunek 2).
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1.2.2. Dwuwymiarowa reprezentacja ciggu Fibonacciego — metoda ,,cut-

and-project”.

Ostre piki dyfrakcyjne kwazikrysztaldow tak bardzo przypominaja piki typowe dla
periodycznie ulozonych w przestrzeni uktadow atoméw, ze zaraz po ich odkryciu, naturalnym
stalo si¢ pytanie, czy istnieje regularny uklad atomow o kwazikrystalicznym widmie
dyfrakcyjnym. Jako rozwiazanie tego problemu powstala metoda ,,cut-and-project”. Jej idea
jest, aby potraktowa¢ kwazikrysztal jako wielowymiarowy regularny uktad atomoéw, z
ktérego w przestrzeni fizycznej obserwujemy jedynie pewien jego zbidr. Obserwowane
widmo dyfrakcyjne powinno by¢ w takim wypadku rzutem wielowymiarowego widma na o$
przestrzeni odwrotnej zwiazanej z przestrzenia fizyczna, w ktorej znajduje si¢ zbidr atomoéw

tworzacy kwazikrysztal.

1.2.2.1. Generacja ciagu Fibonacciego.

Tylko dla ciagu Fibonacciego mozna prosto przestawi¢ na rysunkach zastosowanie
metody ,,cut-and-project” w analizie dyfrakcyjnej. Wedtug tego modelu, ciag Fibonacciego
jest to rzut pewnego zbioru punktow umieszczonych w weztach regularnej, dwuwymiarowej
sieci na wybrany kierunek. Kierunek ten oraz stalg sieci regularnej wybieramy w taki sposéb,

by po rzucie, odleglosci pomigdzy kolejnymi punktami byty zgodne z przyjetymi dtugo$ciami

krétkiego 1 dlugiego odcinka.
y

Rysunek 2. Generacja ciagu Fibonacciego.
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Rysunek 3 przedstawia omawiana sytuacje. Uklad xy zwiazany jest z regularna,

dwuwymiarowa siecia o stalej 4, w ktorej potozenie dowolnego punktu mozemy zapisac jako:
r=A4-(xk+y§)=4-(x,y) xyeZ (®)

Drugi uktad - o osiach opisanych jako | oraz r, jest obrocony o pewien kat a. Ciag
Fibonacciego jest jednowymiarowy, wobec tego jedna z tych osi - | - symbolizuje przestrzen
rzeczywista (fizyczna), a druga - przestrzen prostopadia, ktorej] w rzeczywistosci si¢ nie
obserwuje. Ciag Fibonacciego powstaje jako rzut pewnego zbioru punktow, ktory w
przestrzeni dwuwymiarowej wydzielamy za pomoca tzw. paska rzutowania. Ten ostatni
wybiera si¢ w taki sposob, by jego granice przechodzily przez skrajne punkty dowolnej,
dwuwymiarowej komorki elementarnej. W naszym przypadku, pasek rzutowania przechodzi

przez punkty (0,0) oraz (-1,1).

W uktadzie (r,r1) wspotrzedne (x,y) przyjmuja potozenia:
r|(x,y) = xA cos(a) + yA4 sin(a) 9)
ri(x,y)=-xA sin(a) + yA cos(a) (10)

Rzut punktéw lezacych wewnatrz paska rzutowania na o$ r|, wzdtuz kierunku r;, w
zaleznosci od kata oo moze utworzy¢ struktury réznego typu: periodyczne i nieperiodyczne —
w tym takze ciag Fibonacciego. Analizg strukturalng ciagdw utworzonych dla dowolnej
wartosci kata . mozna znalez¢ w [22] — [23].

Niezaleznie jednak od kata, nietrudno zauwazy¢, ze odleglosci pomigdzy
zrzutowanymi punktami moga tworzy¢ najwyzej dwa rodzaje odcinkow. Jeden powstanie
przez rzut dwoch punktow lezacych na koncach odcinka pionowego w przestrzeni 2D — czyli
oddalonych od siebie o wektor (0,1), za$ drugi, przez rzut koncowych punktéw odcinka

poziomego (wektor przesunigcia migdzy tymi punktami: (1,0) ).

Dlugos$¢ rzutu odcinka poziomego (1,0) jest rowna: r(1,0) = 4 -cos(a)

Dtlugos$¢ rzutu odcinka pionowego (0,1) jest rowna: 7 (0,1)= A4 sin(o)

Jesli teraz zatozymy, ze rzut odcinka poziomego ma utworzy¢ dlugi odcinek ciagu

Fibonacciego, a rzut odcinka pionowego: krotki odcinek, to otrzymamy:
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Asina =1 (11)
Acosa =1
Rozwiazanie uktadu (11) prowadzi do obliczenia wartosci stalej sieci 4 oraz kata o, dla

ktérych rzut atomow z wnetrza paska rzutowania tworzy ciag Fibonacciego.

A=~1+1> =1.902 (12)
1 o
tanaa=— = a=31.7
T

Zaleznosci (11) zastosowane do (10) pozawalaja bardzo uprosci¢ to rOwnanie:

ri=-x+1y (13)
H=1x+y (14)

Korzystajac z (14) mozemy obliczy¢ szerokos$¢ paska rzutowania (oznaczmy ja 7).
Zauwazmy, ze mozemy ja znalez¢ jako roéznicg rzutdéw na przestrzen prostopadta dowolnego
punktu lezacego na gornym krancu paska 1 dowolnego punktu lezacego na dolnym krancu
paska. Poniewaz polozenie paska tak wybraliSmy, zeby obejmowat komodrke elementarng o

wierzchotkach (0,0) oraz (-1,1), warto wykorzysta¢ te dwa punkty do ustalenia 7*

T=r (-11)-r1(00)

1
. (15)

1.2.2.2. Powierzchnia atomowa

Rzut punktow lezacych wewnatrz paska rzutowania na przestrzen fizyczna wzdtuz
przestrzeni prostopadlej tworzy modelowa strukture kwazikrystaliczng. Ten sam rzut, ale
wykonany na przestrzen prostopadta wzdluz przestrzeni fizycznej daje tzw. powierzchnig
atomowa.

Podstawowa r6znicq migdzy tymi dwoma sposobami rzutowan jest zbior mozliwych
wartosci jakie rzutowane wspolrzgdne moga przyja¢ na osiach r| oraz r;. Wspotrzgdna
rownolegta moze przyja¢ dowolna warto$¢ rzeczywista — polozenie atomu w przestrzeni
fizycznej nie jest niczym ograniczone. Wspotrzedna prostopadta nie moze by¢ wigksza od

szeroko$ci paska rzutowania — dla niej musi by¢ spetniony warunek:

r €[0,7%) (16)
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Roéwnanie (13), po przeksztatceniu do postaci:

X=1T-r. (17)
mozna takze zinterpretowac¢ jako probg przedstawienia liczby catkowitej za pomoca
catkowitej wielokrotnos$ci liczby niewymiernej z reszta. Zbior reszt musi w takim wypadku
wykazywac stata gestos¢, tzn. w otoczeniu dowolnego punktu r; musi leze¢ takie o, ze dla
liczby rzutéw punktéw dazacych do nieskonczonosci réznica r,- ro dazy do zera. Gestos¢
utozenia rzutdw na powierzchni atomowej przypadajaca na jednostke dhugosci jest wobec
tego stata, innymi slowy prawdopodobiefstwo znalezienia punktu wewnatrz paska
rzutowania, ktorego sktadowa r, przyjmuje dowolna warto$¢ spetniajaca warunek (16) jest

takie same dla kazdego r,=r,, czyli:
P(r;) = C(C=const.)dla r, €[0,77) (18)

gdzie C jest stata normujaca — dla rozktadu prostokatnego o szerokosci t* rowna 1/

P(q):ri2 dla r, €[0,77) (19)

Powierzchnia atomowa daje wigc statystyczna informacje o utozeniu punktéw
lezacych wewnatrz paska rzutowania. W przypadku ciagu Fibonacciego dekorowanego w
weztach — jest prostokatem, jednak dla dowolnej dekoracji moze przyjmowaé bardzo

skomplikowane ksztatty.

1.2.2.3. Klastry

Klaster, jako jednostka strukturalna, zostal po raz pierwszy matematycznie opisany
przez Petr¢ Gummelt [14] w 1996 i poczatkowo dotyczyl jedynie dwuwymiarowych
kwazikrysztatow. Klastrem nazywamy kazdy uklad atomoéw, ktoérym jesteSmy w stanie
pokry¢ calg strukture kwazikrystaliczna. Dodatkowo, klastry moga si¢ przekrywac, tzn. ten
sam obszar struktury moze by¢ czgécia wigcej niz jednego klastra.

Dla ciagu Fibonacciego takze mozemy wprowadzi¢ pojecie klastra - bgdzie on

oczywiscie jednowymiarowy.
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Dla ilustracji, jako przyktadowy klaster wybierzmy uktad trzech odcinkéw: LSL. Gdy
pokryjemy nim poczatkowych kilkadziesiat odcinkow ciagu Fibonacciego, to otrzymamy
uktad jak na rysunku 4:

el e TR i e T it -

Rysunek 3 Pokrycie klastrem LSL poczatkowych odcinkéw ciagu Fibonacciego. Zolte punkty symbolizuja
poczatek klastra

Kolejnym klastrom naprzemiennie zostata przypisana barwa czerwona i niebieska —
efekt celowy, by mozna byto odrézni¢, w ktorym miejscu konczy si¢ jeden a zaczyna drugi.
Jak tatwo zauwazyé, w dwoch miejscach odcinek dlugi ciagu jest przekryty jednocze$nie
przez dwa klastry.

Gdyby przedstawi¢ ciag Fibonacciego w postaci 2D, dowolny klaster atomoéw
reprezentowany byltby przez tamany odcinek. Poniewaz duzy odcinek powstaje przez rzut
wektora (1,0), a matly przez rzut (0,1), klaster LSL pod paskiem rzutowania przyjmuje posta¢
linii tamanej: poziomy odcinek — pionowy — poziomy. Pokrycie tego samego fragmentu ciagu

Fibonacciego, co na rysunku 4, ale w przestrzeni 2D przestawia rysunek 5.

Rysunek 4. Pokrycie klastrem fragmentu ciagu Fibonacciego w przestrzeni 2D

Klaster, niezaleznie od jego ksztattu i ilosci atoméw, ktore go dekoruja (w przypadku
klastra LSL — sa trzy) mozna oznacza¢ ze pomoca jednego tylko punktu. Jesli bowiem znamy

ksztatt klastra, wystarczy informacja o potozeniu jednego z atoméw dekorujacych go, by
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automatycznie uzyska¢ informacje o potozeniu pozostatych atoméw. Sytuacja jest
analogiczna do symboliki stosowanej przy rysowaniu duzego oraz malego odcinka ciagu
Fibonacciego. Ilo$¢ atomdéw dekorujaca odcinek jest dowolna ale symbolicznie odcinek
zaznaczamy jednym punktem, np. lezacym na jego lewym koncu. Minimalizacja liczby
punktow opisujacych kwazikrysztat, jak zobaczymy w nastgpnych rozdziatach, ma duze
znaczenie praktyczne. Im mniejszej liczby parametréw potrzebujemy do jego opisu, tym
szybciej przeprowadzane sa obliczenia numeryczne zwiazane z budowa kwazikrysztatu. Na
rysunku 4 1 5 punkt symbolizujacy klaster znajduje si¢ po jego lewej stronie: zostat
zaznaczony za pomoca duzego zottego punktu.

Rzut punktéw symbolizujacych klastry na powierzchni fizycznej bedzie pewnym
zbiorem punktéw ciagu Fibonacciego (zbior zottych punktow z rysunku 4). Interesujacym jest
fakt, ze zbidr ten, niezaleznie od budowy klastra, takze jest ciagiem Fibonacciego. Jest to
konsekwencja rekurencyjnej zaleznosci, ktora rzadzi potozeniem punktéw tego ciagu. Jak juz
zostato wspomniane, kolejne kroki ciaggu mozemy dosta¢ zastepujac krotki odcinek dlugim, a
dhugi suma dlugiego 1 krotkiego. Na ten proces mozna jednak spojrze¢ nieco inaczej. Jego
ilustracja znajduje si¢ na rysunku 6. Pierwszy wiersz na rys. 6 przedstawia fragment ciagu
Fibonacciego. Gdyby$smy teraz kazdy dlugi odcinek udekorowali w odlegtosci rownej 1 od
lewego konca odcinka (wiersz 2), a nastgpnie caly ciag Fibonacciego przeskalowali t-krotnie;
tj. potozenie dowolnego punktu przemnozyli przez t (wiersz 3), to uzyskalibySmy ponownie
ciag Fibonacciego (wiersz 3 = wiersz 1). Ponowienie tego procesu (wiersz 4) doprowadzi
ponownie do ciagu Fibonacciego (wiersz 5 = wiersz 1). W wierszu 5 zaznaczono obszar,
ktory zajmuje klaster LSL. Czarne punkty stanowia lewy jego koniec Jest on wypetniony
przez niebieski i czerwony punkt, ktore zostaly dodane do ciagu Fibonacciego w wierszach 2 i
3. Gdyby je usunaé otrzymalibySmy z powrotem ciag Fibonacciego z wiersza 1) ale
przeskalowany t’-krotnie. Punkty symbolizujace klaster takze wigc ukladaja si¢ w ciag

Fibonacciego.
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Rysunek 5. Inflacyjna metoda generacji ciagu Fibonacciego.

Proces opisany powyzej 1 przedstawiony na rysunku 6 nazywa si¢ inflacyjnym
sposobem generowania kwazikrysztatu. Daje on mozliwo$¢ szybkiego 1 bezbtednego
zbudowania kwazikrysztatu o dowolnej wielko$ci. Zostanie on dalej wykorzystany takze w

przypadku generowania uktadu Penrose’a.

1.2.2.4. Powierzchnia atomowa dla klastra
Jezeli klastrami pokryjemy ciag Fibonacciego, to zbior punktéw symbolizujacych

klaster (np. zbior pierwszych atomow od lewej w kazdym klastrze)

a) jest czescia przekrywanego ciagu Fibonacciego,

b) jest ciagiem Fibonacciego, ale o innej, przeskalowanej, dlugosci odcinkow.

Druga ceche klastrow mozna bardzo tatwo uzasadni¢ postugujac si¢ takze
wlasno$ciami  powierzchni atomowej. Jesli punkty symbolizujace klastry sa czgscia
przekrywanego ciagu Fibonacciego, to w przestrzeni 2D punkty te musza leze¢ wewnatrz
paska rzutowania, a co za tym idzie, ich rzuty na przestrzen prostopadla musza zajmowaé
pewna cze$¢ powierzchni atomowej ciggu Fibonacciego. Aby prawdziwa byta cecha b) obszar

ten powinien by¢ takze prostokatnym.
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Rysunek 8 przedstawia okolice zera uktadu wspoétrzednych z rysunku 2. Potozenia
trzech punktéw stanowiacych klaster LSL zostaly zrzutowane na przestrzen prostopadia
(niebieskie kropki). Interesuje nas jaka czg$¢ powierzchni atomowej zajmuja punkty

symbolizujace klaster.

X

Rysunek 6. Wyznaczanie obszaru powierzchni atomowej zajmowanej przez klaster LSL.

Aby na powierzchni fizycznej powstal uktad punktéw wypetniajacy klaster, w
przestrzeni 2D wszystkie punkty musza leze¢ w obszarze paska rzutowania. Poniewaz
powierzchnia atomowa jest ciagla funkcja gestosci, punkty wypehiaja przestrzen pod
paskiem rzutowania w sposob jednolity. To samo musi odnosi¢ si¢ do punktéw
symbolizujacych klaster. Z tego wynika, ze musi istnie¢ klaster lezacy w skrajnym gornym
polozeniu paska rzutowania (zaznaczony przerywanymi liniami na szaro), w skrajnie niskim
polozeniu (zaznaczony na zielono) oraz w dowolnym obszarze pomigdzy nimi. Zrzutowany
na przestrzen prostopadla zbidor punktow lezacych pomigdzy skrajnymi mozliwymi
potozeniami klastra 2D daje nam granice powierzchni atomowej dla danego klastra (na
rysunku 7 obszar ten zaznaczony jest czerwonym pogrubieniem powierzchni atomowej ciagu

Fibonacciego).
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Skrajne potozenia klastréw pod paskiem rzutowania znajdujemy przesuwajac klaster
w kierunku OY lub OX. Miejsce, w ktorym ktérykolwiek punkt nalezacy do klastra wyjdzie
poza granice paska rzutowania jest granicznym polozeniem dla tego klastra.

Innym, bardziej praktycznym, sposobem poszukiwania granicznych polozen jest
obserwacja zrzutowanych na przestrzen prostopadta punktéw nalezacych do klastra
(niebieskie punkty). Jesli ktorykolwiek rzut znajdzie si¢ poza granicami powierzchni
atomowej ciagu Fibonacciego, na powierzchni fizycznej nie powstanie oczekiwany klaster.
Szeroko$¢ powierzchni atomowej zajmowanej przez punkty nalezace do danego klastra
znajdziemy przesuwajac zrzutowane punkty wzdhuz powierzchni atomowej. Obszar swobody
(czerwony, gruby odcinek) stanowi poszukiwany przez nas obszar.

Zielony klaster LSL na rysunku 7 zostat wybrany tak, by tatwo mozna bylo okresli¢
szeroko$¢ powierzchni atomowej zajmowanej przez rzutowane na nig punkty symbolizujace
klaster. Jest ona réwna roznicy szeroko$ci powierzchni atomowej t° i dtugoéci rzutu na
przestrzen prostopadta prostopadtego odcinka znajdujacego si¢ pomigdzy punktami (0,0) i
(1,0). Rzut wspdtrzednej (1,0) na oS r, ma, zgodnie z (13) dlugos¢ t. Szerokosé
poszukiwanego obszaru ma wigc dlugos¢ 1.

Majac wyznaczong szerokos¢ powierzchni atomowej dla klastra pozostaje sprawdzic,
czy punkty symbolizujace klaster wypelniaja ta czg¢s¢ z taka sama gestoscia, z jaka
wypetniona jest powierzchnia atomowa dla catego ciagu Fibonacciego. Jedynie w przypadku,
gdy gestosci te beda rowne, bedzie mozna stwierdzi¢, ze wyznaczona czg$¢ powierzchni
atomowej jest utworzona tylko przez rzuty punktoéw symbolizujacych klaster, a co za tym
idzie, ze tworza one ciag Fibonacciego. Aby to sprawdzi¢ nalezy poréwnac stosunek ilosci
punktow symbolizujacych klaster do wszystkich punktéw ciagu Fibonacciego, a nastepnie
poréwna¢ ze stosunkiem szerokosci powierzchni atomowej dla klastra z szerokoscia
powierzchni atomowej dla ciagu Fibonacciego.

Dla omawianego klastra LSL stosunek liczby klastrow do liczby punktow ciagu
Fibonacciego jest rowny 1/1°. Warto$¢ ta wynika wprost z rysunku 6 oraz faktu, ze liczba
punktow ciagu Fibonacciego w wyniku podziatu zwigksza si¢ t-krotnie, co zostato
udowodnione w rozdziale 1.2.1. Klaster ten powstaje przez dwukrotny podzial ciagu
Fibonacciego. Wszystkich punktow w ciagu (krok 5 na rysunku 6) musi by¢ wobec tego
t*-krotnie wiecej niz punktow symbolizujacych klastry (krok 1 na rysunku 6). Czesé
powierzchni atomowej, ktora punkty tego typu klastry zajmuja ma dlugos¢ 1, co jest rowne

/7% czeéci catkowitej dtugosci powierzchni atomowej. Obie liczby sa wiec sobie rowne.
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Prowadzi to ponownie do niezaleznego wniosku, ze punkty symbolizujace klaster tworza ciag
Fibonacciego, ktérego rozklad prawdopodobienstwa mozemy wyznaczy¢é metoda
przedstawiong powyzej.

W analogiczny sposob, jak dla klastra, mozna wyznaczy¢ obszar powierzchni
atomowej zajmowanej przez rzuty na przestrzen prostopadla punktow duzego i matego

odcinka. Prezentuje to rysunek 8.

Rysunek 7. Wyznaczenia cze$ci powierzchni atomowej zajmowanej tylko przez punkty krotkich odcinkow
(niebieski) oraz tylko przez punkty dlugich odcinkéw (zielony)

W przestrzeni prostopadtej] wybieramy dowolna pare sasiadujacych w poziomie
punktow. Najwygodniej jest wybra¢ par¢ o wspdihrzegdnych (-1,0) oraz (0,0) — zielony,
poziomy odcinek. Oba punkty rzutujemy na przestrzen prostopadta. Rzut (0,0) zaznaczony
jest zoMta kropka, za$§ rzut (-1,0) czerwona. Dhugie odcinki moga powsta¢ tylko wtedy, gdy
oba zrzutowane punkty znajda si¢ w obrgbie powierzchni atomowej. Moze to zaj$¢ jedynie w
obszarze powierzchni atomowej pogrubionym na zielono. Dhugo$¢ tego odcinka jest rowna

1/7.

Na podobnej zasadzie wyznaczmy obszar nalezacy do punktéw krétkich odcinkow.
Wybieramy w przestrzeni 2D dowolna parg sasiadujacych w pionie punktéw — np. (-1,0) 1

(-1,1). Rzutujemy je — czerwona i fioletowa kropka. Obszar swobody mozliwosci
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przesuwania obszaru ograniczonego tymi dwoma punktami znajduje si¢ w obrgbie

powierzchni atomowej zaznaczonej grubym, niebieskim odcinkiem. Ma on dtugos$¢ réwna 1.

Powierzchni¢ atomowa mozna zatem podzieli¢ na dwie czg$ci: dolna, wypelniona
tylko przez rzuty punktéw tworzacych na powierzchni fizycznej odcinki krotkie, rozciaga sig
w granicach 0<r,<l, i gbérna, wypelniona rzutami punktéw tworzacych na powierzchni

fizycznej odcinki dlugie, zajmuje obszar w granicach 1<r,<t?,

Przedstawiona metoda wyznaczania obszaréw powierzchni atomowej nalezacych do
konkretnych grup punktéw jest uniwersalna. Mozna ja stosowa¢ dla dowolnych klastrow. W
rozdziale poswigconym zbiorowi Penrose’a za jej pomoca wykreslimy obszary powierzchni
atomowej zwigzanymi z rombami budujacymi ten zbidr. Potrzeba dzielenia powierzchni
atomowej stanie si¢ jasna w kolejnych rozdziatach, w ktorych zostanie wskazana zalezno$¢
pomigdzy powierzchnia atomowa a rozktadem prawdopodobienstwa przy pomocy ktorego
zostanie obliczony czynnik strukturalny dla dowolnie dekorowanego ciagu Fibonacciego oraz

uktadu Penrose’a.
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1.2.2.5. Przestrzen odwrotna — widmo dyfrakcyjne ciagu Fibonacciego.

Metoda ,,cut-and-project” nie tylko podaje sposdb na wygenerowanie w przestrzeni
rzeczywistej ciagu Fibonacciego. Konsekwentne traktowanie tego ciagu jako struktury
dwuwymiarowej o regularnej komorce elementarnej pozwala na znalezienie potozenia i
nat¢zenia pikow dwuwymiarowego widma dyfrakcyjnego. Obserwowane w przestrzeni
fizycznej widmo jest, zgodnie z ,.cut-and-project”, rzutem widma 2D na rzeczywista o$
przestrzeni odwrotne;.

Przestrzen odwrotna dla regularnej sieci atomow odleglych od siebie o 4 takze jest
regularnym uktadem punktéw o stalej sieci rownej: Ko=2m/A.

Potozenie pikow dyfrakcyjnych, w takim przypadku, opisuje wektor falowy:

K:(kx,ky):%z(hx,hy) hoh, eZ (23)

Podobnie jak dla przestrzeni rzeczywistej, definiujemy nowy uktad, w ktérym jedna o$
bedzie stanowila fizyczna o§ przestrzeni odwrotnej kj (wzdluz ktorej bgdziemy opisywac
obserwowane w rzeczywistosci piki dyfrakcyjnego ciagu Fibonacciego) oraz prostopadia

sktadowa przestrzeni odwrotnej: k;:
ky= hK cos(a) + h,K sin(a) (24)
ki =- hK sin(a) + h,K cos(a) (25)

Wykorzystanie zalezno$ci (11) w rownaniach (24) i (25) prowadzi do:

b= 2 eh )= (eh v ) 26)
kin—f(—thhy): T?il(—hx+rhy) 27)

Dowolny wektor falowy mozemy wobec tego przedstawi¢ w dwodch bazach:
e bazie kartezjanskiej i wtedy sktadowe zapiszemy w nawiasach okragtych:

K = (k,.k,) (28)

e Dbazie przestrzeni fizycznej i prostopadtej, w ktorej sktadowe beda zapisywane w

nawiasach kwadratowych:

K= lku’kLJ (28)
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Natgzenie obserwowanego piku dyfrakcyjnego o wspdlrzednej k| obliczymy z
definicji czynnika strukturalnego. Dla dowolnego uktadu N atoméw czynnik strukturalny jest

rowny:

Flk,)= Zz:(f ), eXp(iku(”u ),) (29)

J

gdzie (r)); jest potozeniem j-tego atomu ciggu Fibonacciego, a (f;); jego czynnikiem

atomowym.

Aby wyeliminowa¢ sumowanie po ogromnej liczbie atoméw, korzystamy z metody
,cut-and-project”. Dla dwuwymiarowej periodycznej struktury iloczyn skalarny wektora
falowego K oraz potozenia atomu r jest catkowita wielokrotnoscia 2= (tj. K-r = 2-m-m,; m —

liczba catkowita), a wobec tego:
exp(iK-r) =1 (30)
Przepisujemy (30) zapisujac K oraz r w uktadzie przestrzeni fizycznej i prostopadtie;j:
exp(i(kurH +kr )) =exp(i-27m),
co prowadzi do zalezno$ci:
explik,r, )= exp(-i-k,r,) (31)

W wyniku polaczenia (31) oraz (29) otrzymamy:

j=1

N .
F(kH): (fa)j exp('lki(’l)j) (32)
=
W przypadku identycznych atomow rownanie (32) mozna przepisac jako:
N
Flk)= £, expl-ik, (-.),) (33)
j=1

W takiej sytuacji sumowanie przechodzi po zmiennej o ograniczonym zbiorze wartosci.
Sktadowa prostopadta potozenia atomu pod paskiem rzutowania moze przyja¢ co najwyzej
wartos$¢ szerokosci tego paska. Liczbg atomow zajmujacych pozycjg: r, £ Ar, opisuje funkcja
gestosci na powierzchni atomowej. Majac wyznaczona powierzchni¢ atomowa dla ciagu
Fibonacciego (rownanie (19)) sumg po wszystkich mozliwych wartosciach sktadowych

prostopadtych potozen atomoéw mozemy zastapi¢ catka po tej zmiennej:
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z_2

F(ku): Jfa IP(VL)GXP(' ikﬂl)d’l (34)

0

lub, po wykorzystaniu (19):

Flk,)= faiz]exp(- ik r, )dr, (35)

4 0
Obliczamy catke (35):

2

k k
_ . exp(—ilrzj—exp[ilrzj
Pk, )= [exp(— ik, 1, )} /. (_ i % j 2 2

=—26Xp

b

r’ -ik | T —2ik,
2
co ostatecznie prowadzi do:
i sin[k; rzj
F(kH)z fexp —i—7° |———2 (36)
2 ki >
=T
2

Natezenie piku obliczamy jako iloczyn czynnika strukturalnego i jego sprzg¢zenia (I=F*F).

Dla ciagu Fibonacciego jest ono réwne:

1(k,)= 1. (Sin W} 37)

w

k
dzie w=| —+=7%|.
¢ (2 j

Wynik (37) jest natgzeniem piku dyfrakcyjnego znajdujacego si¢ w pozycji k.
Ciekawym spostrzezeniem jest, ze natgzenie to zalezy jedynie od skladowej prostopadiej
zarOwno polozenia atomow jak i1 wektora falowego. Tylko te piki maja duze natgzenie,
ktorych skladowa prostopadta jest bliska zeru. Sktadowych tych nie obserwujemy w
rzeczywisto$ci, dlatego bez metody ,,cut-and-project”, ktora ,,podnosi” ciag Fibonacciego do
drugiego wymiaru, uzyskanie wzoru (37) przy pomocy tak elementarnych obliczen, jakie

przeprowadzili$my, jest trudne do uzyskania.
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1.2.2.6. Podsumowanie

Zaprezentowane uzycie metody ,,cut-and-project” dla ciagu Fibonacciego jest bardzo
pobieznym wprowadzaniem do niej. Jej prawdziwym zastosowaniem jest analiza budowy
rzeczywistych kwazikrysztatow, dla ktorych konstruuje si¢ pomocnicze przestrzenie cztero-,

pigcio- lub szeSciowymiarowe.

Metoda ,,cut-and-project”, cho¢ postuguje si¢ abstrakcyjnymi wielko$ciami, nie jest
skomplikowana matematycznie. Przy jej pomocy, z niewielkim nakladem obliczen, mozna
wyznaczy¢ ksztalt rozktadu prawdopodobienstwa dla dowolnego klastra oraz obliczy¢
czynnik strukturalny dla uktadu atoméw, ktéry na powierzchni fizycznej nie jest periodyczny.
Wyniki uzyskane przy pomocy tej metody sa zrédtem wnioskow, ktore mozna zwerytikowaé

doswiadczalnie. Odniosta ona spore sukcesy przy modelowaniu struktur kwazikrystalicznych.

W niniejszej pracy, zostanie ona ponownie zastosowana przy obliczeniach zwiazanych

ze zbiorem Penrose’a.
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1.2.3. Analiza statystyczna budowy jednowymiarowych kwazikrysztatow.

1.2.3.1. Funkcja rozkladu statystycznego - wprowadzenie.

Brak periodycznosci w ulozeniu atomow kwazikrysztatow w przestrzeni uniemozliwia
zastosowanie do analizy ich struktury metod znanych z krystalografii, tj. wyodrgbnienia sieci
1 bazy, czyli komorki elementarnej i jej dekoracji. Z drugiej strony, poniewaz kwazikrysztaty
wykazuja ostre piki dyfrakcyjne, wystepuje dla nich uporzadkowanie dalekiego zasiggu. Aby
moc je opisac nalezy zastosowac statystyczne podejscie. Jego idea jest, by na nieperiodyczny
zbidr atomoOw narzuci¢ pewna sie¢ odniesienia o zadanej stalej sieci A, a nastgpnie potozenia
wszystkich atoméw (x;) nalezacych do struktury badanego uktadu wyrazi¢ za pomoca

odlegtosci dzielacej je od najblizszych weztdéw sieci odniesienia (), tj:

X, =a; A+u, (38)

gdzie o, to liczba catkowita okreslajaca liczbg weztow dzielacych j-ty atom oraz poczatek
uktadu odniesienia.

Rysunek 9 ilustruje t¢ metode:

1]
3 bt
N

3 i A
L5 5 | 10
- —= N

Rysunek 8. Polozenia punktow regularnej sieci o stalej 15 wzgledem sieci odniesienia o stalej 25.

Przedstawia on prosty przyktad szesciu punktéw lezacych w odlegtosciach 0, 15, 30, 45, 60,
75 od poczatku uktadu odniesienia. Na ten uktad natozona jest sie¢ odniesienia o statej A=25.
Potozenia kolejnych punktéw wzgledem weztow sieci odniesienia sa réwne (podkreslone
wartosci) :

x1=Q , XQ:()"‘I_S , X3:25+§ , X4:25+Q , X5:2'25+m , X6:3'25+Q
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Gdyby kontynuowaé obliczenia kolejnych pozycji atoméw w sieci o statej 15
wzgledem sieci odniesienia o statej 25, to ciag potozen u; by si¢ powtarzat (0, 15, 5, 20, 10,
0...). Mozna by zatem powiedzie¢, ze 20% wszystkich punkow lezy w wezle sieci odniesienia,
20% w odleglosci 5 od wezta sieci odniesienia, 20% w odlegtosci 10 itd. W ten sposob
otrzymamy statystyczny rozktad potozen punktéw wzgledem weztow sieci odniesienia, ktory
nazywa si¢ takze srednig komorka elementarna. Rozktad taki oznaczamy symbolem P(u). Dla
powyzszego uktadu bytby réwny:

Puw)=02dlau={0,5,10, 15,20}

W  przypadku ciagu Fibonacciego, punkty rozmieszczone sa wzdhuz osi x
nieperiodycznie. Wobec tego, by moc uzyska¢ rozklad statystyczny o odpowiedniej
szczegotowosci, nalezy w wybranej sieci odniesienia wyznaczy¢ polozenia tysigcy punktow
nalezacych do ciagu. Wybor stalej sieci odniesienia stanie si¢ oczywisty w nastgpnym
rozdziale. Na razie warto zrozumie¢, ze nie moze by¢ on dowolny. Gdybysmy przyjeli za
stala, przyktadowo, liczbe catkowita to rozktad, ze wzgledu na rzutowanie liczby
niewymierne] na liczbg catkowita, musialby by¢ jednorodny i nie przekazywalby zadnej
konkretnej informacji.

Gdy poprawnie wybierzemy stala sieci i ok. 50-100 tysiecy potozen punktow ciagu

Fibonacciego =zapiszemy wzgledem weztow tej sieci, to otrzymamy rozktad jak na

rysunku 10.

T T T T T T T T T T T T
100 F 5
szerokosc rozkladull

u=1/t

75 L 0 i
50 | |
25 |

0 2 | 2 | N 1 . 1 1 1 1 1 1
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4

u

Rysunek 9. Nienormowany rozklad statystyczny polozen 80 000 punktéw ciagu Fibonacciego wzgledem
wezléw sieci odniesienia o stalej A=1+1/7*~1.38

29



Rozktad ciagu Fibonacciego jest prostokatny, a jego szeroko$¢ jest rowna 1/1.
Ludzaco przypomina wigc swoja powierzchni¢ atomowa. Podobienstwo jest nieprzypadkowe.
Dalej okaze sig, ze rozklad prawdopodobienstwa jest rzutem powierzchni atomowej na
powierzchni¢ fizyczna wzdhuz kierunku prostopadtego do wektora falowego, dla ktérego
srednia komorke utworzono. To oznacza, ze przy wyborze dowolnej sieci odniesienia
spelniajacej odpowiednie warunki, rozklad bedzie zawsze prostokatny. Jego potozenie i

szeroko$¢ takze bedzie mozna obliczy¢ teoretycznie.

1.2.3.2. Zastosowanie metody statystycznej do obliczenia czynnika strukturalnego dla

jednowymiarowych kwazikrysztalow.

Czynnik strukturalny dla dowolnego uktadu atoméw (zatézmy, Ze sa tego samego typu):
N
F(ku): Ja Zexp(ikuxn_,-) (29)

Dla ciagu Fibonacciego, piki dyfrakcyjne pojawiaja si¢ dla kj rownego wartoSciom

obliczonym w (26), tj. dla:

k=2 (ch, +h,) (26)

|

Wektor falowy jest kombinacja liniowa dwdch wartosci, ktérych iloraz jest rowny t. Ogolnie,

mozna go zapisac jako:
ky=n-ky+m-q, (39)

przy czym

90 = k% (40)

Wzorow (39) oraz (26) nie nalezy porownywaé bezposrednio, tj. zakladaé, ze
ko=2m/(t*+1). ko — wektor podstawowy - mozemy wybra¢ zupelie dowolnie z widma
dyfrakcyjnego, ktore analizujemy. Wektor gy — tzw. wektor modulacji dostajemy jako

t-krotnie krotszy od k. Pomigdzy (39) oraz (26) musi jednak by¢ liniowa zalezno$¢.

Gdy (39) polaczymy z (29), otrzymamy:

N N
F(n,m)= faZexp(ika X tmegq, -xHj)zfaZexp(in-ko -xHj)exp(im-qO -x”j) (41)

J=1 J=1

30



Sumowanie przebiega po wszystkich atomach w strukturze. Teraz do (42) wstawiamy
dwukrotnie (38) — tzn. polozenia atomow wzgledem poczatku kartezjanskiego uktadu
odniesienia zast¢pujemy polozeniami wzglegdem dwodch réznych sieci odniesienia.
Koniecznos$¢ stosowania dwoch sieci stanie si¢ jasna w dalszej czgs$ci. Na razie zastapmy Xx;
stojace przy k, wyrazeniem zawartym we wzorze (38), za$ przy qo, x| zapiszmy jako

x=PBirqtv; , gdzie v; jest odlegloscia od wezta sieci o statej Aq.
N
F(n,m): faZexp(in-kO -(aj A, +uj))exp(im-q0 -(,Bj A, +vj)):
N
= faZexp(in-ko oA, )exp(im-c]0 B4, )exp(in-k0 u, )exp(im-c]0 -vj)

Aby moc zastosowaé funkcje rozktadu prawdopodobienstwa w powyzszym
sumowaniu, nalezy pozbyc¢ si¢ eksponenty zawierajacej o, oraz P - tylko wtedy sumowanie
bedzie odbywac sig po ograniczonym zbiorze warto$ci v; 1 u;.

Jedyna zmienna dajaca nam swobode¢ przy wyborze jej wartosci jest stata sieci
odniesienia. Nalezy ja zdefiniowa¢ w taki sposob, by argument eksponenty byl rowny

wielokrotnosci 2mi. State sieci zdefiniujmy wige jako:

4= 4, = (42)

Wtedy:

F(n, m) =f, ﬁ: exp(iZ;raj )exp(i277ﬂj )exp(inkouj )exp(imqovj ) =

Jj=1
N
=f, Z exp(mkouj )exp(lmqovj )
Jj=1
Teraz staje si¢ jasne, dlaczego potrzebne byly dwie sieci odniesienia. Inaczej nie
udatoby si¢ wyeliminowac razem o,; oraz f;.
Sumowanie przebiega po skonczonym zakresie wartosci v; 1 u;, dlatego podobnie jak w
przyktadzie z rozdziatu 1.2.3.1 mozemy zastosowac¢ funkcje rozktadu prawdopodobienstwa:

n;

F(n, m) =f, ZP(MJ, Y, )exp(i(nkouj +mq,v, )) (43)

j=1
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W tym wypadku jednak musimy wprowadzi¢ funkcje dwoch zmiennych, gdyz w

ogolnym przypadku obie zmienne — u 1 v — moga by¢ niezalezne.

W przypadku rozktadu ciaglego wartosci u 1 v - sumg nalezy zastapi¢ catka, w ktorej

granice catkowania ograniczone sq warto$ciami statych sieci odniesienia: Ay oraz A,.

XAy

F(n,m)=f, '[ jP(u,v)exp(i(nkou +mq,v))dudy (44)

Stale sieci odniesienia zwiazane sa z dlugosciami wektorow falowych, dla ktorych w
widmie dyfrakcyjnym mozemy obserwowaé pik. W analogiczny sposob obliczamy odlegtosci
miedzyptaszczyznowe dla sieci krystalicznych oraz wyznaczamy dlugosci krawedzi komorki
elementarnej sieci rombowej. Stala sieci w przykladzie z rozdzialu 1.2.3.1, w ktorym
wykazaliSmy, ze rozktadem statystycznym ciagu Fibonacciego jest prostokat, wynosila:
A=1+1/7". Bez trudno mozna na podstawie (42) sprawdzi¢, ze stala ta odpowiada wektorowi

ke=2m(t%)/(1+1%), ktérego dwuwymiarowymi indeksami sa: s,=1 oraz hy=1.

Warto takze zwrdci¢ uwagg, ze czynnik strukturalny opisany wzorem (43) lub (44) jest
funkcja periodyczna o okresie rownym wielko$ci stalej sieci odniesienia (Ax — dla zmiennej u
oraz Aq - dla zmiennej v). Opis kwazikrysztalu jest wigc bardzo podobny do opisu krysztatu.
Zamiast periodycznie rozmieszczonej w przestrzeni komoérki elementarnej postugujemy si¢
periodyczna $rednia komorka elementarna; zamiast bazy mamy natomiast rozktad
prawdopodobienstwa. Wzoér (43) mozna bez trudu zreszta przeksztalci¢ do znanego z
krystalografii, wzoru opisujacego widmo typowego krysztatu. Aby to zrobi¢, nalezy za m
przyjac¢ 0, gdyz dowolny pik w widmie jednowymiarowego krysztatu okreslamy jako k=nk ,
gdzie ky=2m/a; a — stala sieci jednowymiarowej. Jes§li zatozymy, ze prawdopodobienstwo
znalezienia atomdéw bazy jest rowne 1, to rozklad prawdopodobienstwa sktada si¢ z
delt-Diraca, a funkcje P(u) mozna pomina¢ we wzorze. Jesli dodatkowo potozenia atomu
wyrazimy jako krotnosS¢ statej sieci, tj. u; = aj-a, za$ wskaznik n zastapimy typowym dla

krystalografii 4, to wszystko razem sprowadzi wzor (43) do postaci:
F(n)= 1,3 explizzha,) (45)
h=1

ktora jest niczym innym jak czynnikiem strukturalnym jednowymiarowego krysztahi. Srednia
komorka elementarna opisuje wigc poprawnie krysztaly, dla ktorych staje si¢ normalna

komorka elementarna.
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Dla ciagu Fibonacciego warto$ci zmiennych u i v sa zalezne. Obliczenia numeryczne
prowadza do wniosku, ze funkcja P(u,v) przyjmuje niezerowe wartosci jedynie wzdtuz
prostej:

v=-t"u (46)

Dowodzi tego rysunek 11, wykonany podobnie jak rysunek 10. Potozenia punktow
ciagu Fibonacciego zostaly zapisane wzgledem weziéw dwoch sieci 1 zaznaczone na wykresie
obrazujacym zalezno$¢ v(u). Stala sieci dla zmiennej u jest taka sama jak przy konstrukcji
rysunku 10, natomiast dla sieci o zmiennej v, stala jest t—krotnie dtuzsza. Dopasowana
prosta do obliczonych punktéw jest zgodna z (46). Zalezno$¢ t¢ mozna obliczy¢ teoretycznie,
co zostanie zrobione w nastgpnym rozdziale. Prawdopodobienstwo znalezienia okreslone;
pary wspotrzednej wzdhuz odcinka jest state. Musi tak by¢, gdyz rzut tego odcinka na o$ u lub

v musi da¢ rozktad prostokatny z rysunku 10.

204 2
V i
1,5 -

1,0

0,5

0,0 - ) 1

0,0 0,5 u 1,0 1,5

Rysunek 10. Zaleznos¢ v(u) dla punktéw ciggu Fibonacciego

Po wstawieniu do wzoru (44) zaleznosci (46) 1 uwzglednieniu zalezno$ci pomigdzy
dtugosciami wektorow ko 1 go (40), dochodzimy do nast¢pujacego wyrazenia na czynnik

strukturalny:

F(n,m)=f, j JP(u,v)exp(ikou(n —m7))dudv (47)
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Teraz nalezy zauwazy¢, ze jedynym argumentem eksponenty jest u. RdOwnanie

przeksztalcamy do postaci:

F(n,m)=f, T[TP(u,v)va explikyu(n —mz))du (48)

Wyrazenie w nawiasie mozemy scatkowac. Otrzymamy rozktad brzegowy zmiennej u,
tj. rozktad statystyczny wspotrzednych punktéw  Fibonacciego wzgledem osi

odniesienia u: P(u) — ten sam, co na rysunku 10. To doprowadzi rownanie (48) do postaci:

F(x)=/, ufP(u)exp(ixu)du (49)

gdzie y = ko(n-m-1). GoOrna granica catki zostata zastapiona szerokos$cia rozktadu, gdyz dla
u>uy P(u)=0.
Catka (49) jest identyczna jak (35). Wobec tego jej rozwiazanie pominiemy i zapiszemy

ostateczny wzor na natg¢zenie jako:

1(z)= 1 (Sin Wj (50)

gdzie w = (%uoj

Argument (50) rozni si¢ od (37). Pomimo to zostal celowo zastapiony tym samym
symbolem: w. W nastepnym rozdziale zostanie udowodnione, ze te dwie wielkosci sa sobie

tozsamos$ciowo rowne.

Otrzymany metoda statystyczna wzor na nat¢zenie widma dla ciagu Fibonacciego jest
analitycznie taki sam jak obliczony za pomoca modelu ,,cut-and-project”. Jest to duzy sukces
metody statystycznej, gdyz w ten sposob udowadnia ona, ze kwazikrysztaly mozna opisac nie
odwotujac si¢ do abstrakcyjnego, niezwigzanego z rzeczywistosciag modelu. Ceng jednak jaka
si¢ za to placi, jest wigksza komplikacja obliczen i konieczno$¢ czg§ciowego zdania si¢ na

numeryczne wyniki obliczen statystycznych.
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1.2.4. Rbwnowaznos¢é metody statystycznej i ,,cut-and-project”.

Identyczna posta¢ analityczna wzordéw opisujacych czynnik strukturalny obliczony za
pomoca metody statystycznej i ,,cut-and-project” sugeruje, ze pomi¢dzy tymi modelami musi
istnie¢ zalezno$¢. Dodatkowo wskazuje na to podobny rozktad prawdopodobienstwa utozenia
atomOw w przestrzeni prostopadlej — powierzchnia atomowa — oraz rzeczywistej. W obu

wypadkach mamy do czynienia z rozktadami prostokatnymi.

Niech punktem wyjscia bedzie wzoér (34) przedstawiajacy ogdlna postaé czynnika
strukturalnego uzyskanego przy pomocy modelu ,,cut-and-project”:

z_2

F(ku): fa J'P(rl)exp(— ikﬂl)d’l (34)

0

Warto od razu zauwazy¢, ze funkcja ta, podobnie jak czynnik strukturalny
wyprowadzony metoda statystyczna, jest funkcja periodyczna, a jej okres — oznaczony

ponizej jako A, - jest rowny:
k(ro+A)=kr +2z7 > A =2 (51)

Uzyskany wynik jest analogiczny do (42). Tu takze period zalezny jest od aktualnie
wybranego wektora falowego. Cho¢ wynik ten nie ma interpretacji fizycznej, to jednak jest

kolejna matematyczna cecha, ktora obie omawiane metody upodobania do siebie.

By wskaza¢ zalezno$¢ pomigdzy metoda statystyczna a ,,cut-and-project” wystarczy

ponownie zastosowac warunek (30) , czyli:
exp(iK-r)=1 > expi(kHrH + kﬂl): expi(2zm)

Stata m moze zosta¢ przyjeta zupeilnie dowolnie. Dla maksymalnego uproszczenia

rachunkéw, jej warto$¢ ustalimy na zero: m=0.

Robimy podstawienie:

ki =~k r ; 2> I T dr, :dr”—H (52)
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Gorna granica catkowania w (34) zamienia si¢ na:

Uy =——7 53
’ kl[ ( )

W wyniki potaczenia (52), (53) oraz (34) dostajemy:

k 0
k_H IP(U\)CXP(ik\\r\|)dW\ (54)
LK
kll

F(kn):fa

Otrzymany wzor (54) przedstawia czynnik strukturalny zapisany tylko za pomoca
wielko$ci z przestrzeni fizycznej. Jedynym wyjatkiem jest skladowa prostopadta wektora
falowego. We wzorze (54) pelni ona jednak jedynie rol¢ czynnika skali (przy granicy
catkowania) i stalej normujacej. Wielkos$ci te moga by¢ wyznaczone takze innymi metodami,

dlatego nie stanowia problemu przy fizycznej interpretacji (54).
Najciekawszymi wlasnosciami zaleznosci (54) sa:

e (Czynnik strukturalny jest obliczany na podstawie rozkladu prawdopodobienstwa

rozmieszczenia atomOw w przestrzeni rzeczywistej: P(ry).

e Rozklad ten jest jedynie przeskalowana powierzchnia atomowa. Jesli wigc dla
ciagu Fibonacciego powierzchnia atomowa jest prostokatna, rozktad

prawdopodobienstwa P(r)) takze jest prostokatem.

e Czynnik skali k,/kj determinuje szeroko$¢ rozktadu prawdopodobienstwa. Warto
zauwazy¢, ze dla kazdego piku dyfrakcyjnego stosunek ten moze by¢ inny, a co za
tym idzie, takze szeroko$¢ rozktadu prawdopodobienstwa. Z tego powodu, do
praktycznych zastosowan nie stosuje si¢ wzoru (54). Gdyby chcie¢ korzysta¢ z
(54), to dla kazdego piku nalezatoby przelicza¢ szeroko$¢ na nowo, a wigc
postugiwaé si¢ prostopadtymi sktadowymi wektora falowego. W takim wypadku
stosowanie (54) nie dawaloby zadnych praktycznych korzysci w stosunku do

czynnika uzyskanego metoda ,,cut-and-project”

e Stosunek ki/kj ma ciekawa interpretacj¢ geometryczng. Wyznacza bowiem
kierunek prostej, ktora poprowadzona przez krance powierzchni atomowe;,
przecina of przestrzeni rzeczywistej takze w miejscach, w ktorych ma swoje

granice rozktad prawdopodobienstwa. Mozna wigc powiedzie¢, ze rozktad ten jest
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rzutem powierzchni atomowej na przestrzen rzeczywista wzdluz prostej o

wspotczynniku kierunku réwnym k,/kj. Sytuacj¢ przedstawia rysunek 12:

T

Rysunek 11. Geometryczna interpretacja zaleznosci pomi¢dzy rozkladem prawdopodobienstwa i
powierzchnia atomowa.

Na rysunku przedstawiono trzy uktady: przestrzeni prostej (grube czarne osie),
przestrzeni odwrotnej (niebieskie osie) oraz kartezjanski (czarne cienkie osie).
Geometrycznie, osie uktadow przestrzeni prostej 1 odwrotnej sa skierowane w t¢ sama
strong. Punkty symbolizuja kolejne jednostki uktadu kartezjanskiego. Przez punkt o
wspotrzednych (1,1), ktore w ukladzie sieci odwrotnej prowadza do wektora
falowego, dla ktorego wyznaczono rozktad z rysunku 11, poprowadzona jest prosta

(zielona), ktoéra w uktadzie przestrzeni prostej ma postac:
r,=1ga-r,

Wspoélczynnik kierunkowy mozemy obliczy¢ korzystajac ze wspotrzednych wektora

falowego zapisanych w przestrzeni odwrotne;j:



Co razem daje:

Konstruujemy teraz prosta prostopadla do powyzszej przechodzacej przez dowolny

punkt (7o), ¥o. )W przestrzeni prostej:

k
ry—=r, :_k_”'(rll _rOH)
n

Prosta (kolor bigkitny) poprowadzmy przez gorny kraniec powierzchni atomowej,

ktorego wspotrzedne sa rowne: (roy, ro1 ) = (0, )
r,= _k_ . I'H +7
Sprawdzmy, gdzie prosta ta przetnie oS 7. Oznaczmy ten punkt jako uo.

Uy =—T

k[l

Co jest rozwigzaniem zgodnym z doktadnoscia do znaku z rownaniem (53).

Rozktad prawdopodobienstwva mozemy wobec tego traktowaé jako rzut
powierzchni atomowej wzdtuz kierunku prostopadlego do kierunku wyznaczonego
przez prosta rownoleglta do wektora falowego, dla ktorego skonstruowana zostata

srednia komorka elementarna.

e Czynnik strukturalny jest funkcja periodyczna, a periodem jest A=2mn/kj. To

oznacza, ze dowolng wspotrzedng 7y mozemy zapisac jako:
r=u+ 2o/ k (a - liczba catkowita)

Zapis ten jest nam juz znany z definicji sieci odniesienia i oznacza przypisanie
kazdemu punktowi wspotrzednej wzgledem najblizszego wezta sieci. W (54)
mozemy wigc zastapi¢ r| przez u. Dodatkowo, granic¢ calkowania zastapmy

symbolem uy.
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k, :
F(kn ) =fa k_H jP(u)exp(lkllu)du (55)
L oug
e Periodyczne zachowanie si¢ funkcji, oznacza, =ze takze rozklad

prawdopodobienstwa musi by¢ funkcja okresowa.

Powyzsze spostrzezenia doprowadzaja do wniosku, ze interpretacja (54) lub (55) jest
tozsama z interpretacja czynnika strukturalnego obliczonego metoda statystyczna. Gdyby w
(44) przyja¢ m=0, n=1 1 od razu obliczy¢ rozklad brzegowy zmiennej u, to otrzymaliby$my

funkcje rézniaca si¢ od (55) jedynie przyjeta symbolika zmiennych:
A
F(1,0)= f, | Plu)expliku Jdu (56)
0

W (56) catkowanie jest po catej komodrce elementarnej, w (55) tylko po obszarze o

niezerowej gestosci.

Na rysunku 9 zostat przedstawiony prostokatny rozktad punktéw ciagu Fibonacciego
wzgledem weztow sieci o stalej A=1+1/t>. Sie¢ ta oparta jest o wektor falowy, ktdrego
dwuwymiarowe indeksy przyjmujq wartosci: A=1, h,=1. Numeryczne obliczenia wskazaty,
ze szerokos$¢ rozkladu dla tego wektora falowego jest réwna 1/t. Teraz mozemy sprawdzic¢

analitycznie, czy wynik ten jest zgodny z teoria. Obliczmy uy, dane wzorem (53):

U, :_kl(hx =1’hy :1)‘[2 :_ﬂrz :_(T_l):_l
kH(hx =LA, = 1) 7 ’

Wynik jest zgodny z numerycznymi obliczeniami, co potwierdza poprawno$é
interpretacji zalezno$ci (54). Warto zwroci¢ takze uwage na to, ze w statystycznych
obliczeniach pozycji punktow ciagu Fibonacciego udato si¢ odzwierciedli¢ nawet ujemny
znak stojacy przy uy. Krancowe punkty rozktadu leza w zerze oraz w uy. Ujemna warto$¢ tego
ostatniego, oznacza, ze rozktad powinien by¢ ,,dosunigty” do prawego konca $redniej komorki

elementarnej, co faktycznie mozna zauwazy¢ na rysunku 10.

Uzyskana zalezno$¢ (55) jest szczegdlnym przypadkiem ogdlnego wzoru otrzymanego
w rozdziale 1.2.3.2. Dla okreslonego rozktadu statystycznego podaje ona poprawnie wyniki

jedynie dla konkretnego wektora falowego. By moc zastosowac ja dla calego widma, dla
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kazdego piku nalezatoby obliczy¢ na nowo rozklad prawdopodobienstwa, co byloby

czynnoscia bardzo zmudna.

Istnieje jednak ,,droga” od czynnika strukturalnego obliczonego metoda ,,cut-and-
project” do ogdlnej jego postaci zapisanej caltkowicie w przestrzeni fizycznej. Jej podstawy
leza w spostrzezeniu, ze to, co r6zni obie metody jest zalezno$cia szerokosci rozktadu
prawdopodobienstwa od wektora falowego. Ksztalt powierzchni atomowej jest niezalezny od
tej zmiennej, a rozktad prawdopodobienstwa zmienia si¢ zgodnie z (53). Gdy wyprowadzany
byt wzor na czynnik strukturalny metoda statystyczna, by ominaé ten problem wyraziliSmy
dowolny wektor falowy w bazie wektoréw podstawowego, dla ktorego mieliSmy obliczony
rozktad prawdopodobienstwa, i modulacji - t-krotnie krotszego od podstawowego.
Koniecznym tez byto uzycie dwoch zmiennych, by potozenie atomoéw zapisa¢ w bazie obu
wektoréw. Jesli podobny zabieg zrobimy juz na poczatku wyprowadzenia wzgledem
prostopadtej sktadowej wektora falowego, od razu dojdziemy do ogolnej postaci czynnika

strukturalnego, czyli do (49).

Pierwszym krokiem musi by¢ poprawne zdefiniowane bazy wektora falowego.

Zapiszmy sktadowe wektora falowego w najbardziej ogolnej postaci, zgodnej z (26) 1 (27):

k, :nk0+mk—O

L (57)
k, =-n—"=+mk,,

T

W rownaniach (57) indeksy h., h, zostaly zastapione n i m, Zostaly zachowane takze

proporcje pomiedzy sktadowymi wektora.

Wyprowadzenie rozpoczynamy od przepisania czynnika strukturalnego otrzymanego

metoda ,,cut-and-project”:

Flky )= £, [ P(r, Jexp(-ik, r, )dr,

0

Wektor falowy &, zastepujemy zaleznoscia (57):

TZ

Flk)=1, P(rL)expi(nk%rL —mkurljdil (58)

0
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Symbol | zastgpujemy dwoma zmiennymi, rownymi sobie: 7, ;= r,,. Taka zamiana wywotuje
konieczno$¢ wprowadzenia dwuwymiarowego rozkladu prawdopodobienstwa: P(r,r712):

Ponizsze rownanie (59) jest jednak tozsamo$ciowo rowne rownaniu (58)
z' z' k
fajjp rua’lz expl nT’ll mky, r, |dr,dr, (59)
00
Ponownie wykorzystujemy zalezno$¢ K-r = 0, tym razem zapisang w postaci:

k
nkou+m7°v—n%rll +mky,r, =0 (60)

Wiedzac juz, ze wynikiem obliczen bedzie funkcja okresowa o okresie zaleznym od
wektora falowego, zmienna 7| zostala zastgpiona symbolami u oraz v — zmiennymi

stosowanymi w modelu statystycznym do opisu potozenia wzglgdem sieci odniesienia.

Teraz udowodnimy, ze gdy (60) jest rbwne zeru, to:

k
nkgu—n—=r,=0
’ (61)

k
m—"v+mk, r,=0
T

Zatozmy, ze (61) jest nieprawda. Rownanie (60), ktére jest prawdziwe dla kazdego m 1 n,
zapiszmy ponownie dla indeksu n zwigkszonego o n’, a skladniki wyniku tych dziatan

pogrupujmy.

(n+n'Yeyu + mk—ov —(n+ n')kL r,+mkyr, =0
T T 62)

kO kOJ_ ' kOJ_
(nkou + m7v— ”T’”u +mky v, |+n'| kyu _Tr“ =0

Pierwszy nawias na mocy (60) jest rowny zeru. Aby cato$¢ byta rowna zeru, (61) tez musi
by¢ réwny zeru, co przeczy zalozeniu i dowodzi prawdziwosci rownan (61). Dla petnosci
dowodu, obliczenia nalezatoby powtorzy¢ dla indeksu m. Poniewaz jednak przebiegaja one

doktadnie tak samo, jak dla indeksu n, pomijamy je.
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Korzystajac z uktadu rownan (61) wykonujemy podstawienie nowych zmiennych do

(59), a nastepnie obliczenia analogiczne do (52) 1 (53). Wynikiem operacji jest:

F(n,m)=f, [:—OJ ]9 TP(u, v)exp(i(nkou + mk—ovn dudy (63)

0L/ 0u T

Uy =— ko, 2
. k,t
gdzie : (64)
v, = ko, 2
ky

wyznaczaja szerokosci rozktadow prawdopodobienstwa dla obu sieci odniesienia. Warto
zauwazy¢, ze cho¢ sama szeroko$¢ zalezna jest od uzytego wektora falowego, to jednak nie
zalezy ona od wskaznikow n 1 m. Oznacza to, ze przy pomocy jednego rozktadu
prawdopodobienstva mozna opisa¢ nie tylko pik zwiazany z wektorem falowym
definiujacym stala sieci odniesienia (A=2m/k) ale takze jego wielokrotnosci. Wyktadnik
rownania (55) mozna by zatem zapisa¢ jako: i-nkju. Dla kazdej wartosci n otrzymaliby$Smy

wtedy poprawna warto$¢ natezenia piku dyfrakcyjnego

Interpretacja rownania (63) jest taka sama jak (54) dlatego rownanie to identyfikujemy
jako czynnik strukturalny opisujacy dowolny pik dyfrakcyjny ciagu Fibonacciego i obliczony
przy pomocy statystycznego rozktadu polozen atoméw w dwodch sieciach odniesienia.
Roéwnanie to jest zatem tozsame z (44), ktére otrzymaliSmy wychodzac bezposrednio z

definicji sredniej komorki elementarne;.

Do wykazania pelnej réwnowaznos$ci pomigdzy metodami ,.cut-and-project” i
statystyczna, nalezy wykazaé prawdziwo$¢ réwnania: v=-t’u — wiazacego wspolrzedne
polozen punktow ciagu Fibonacciego w obu sieciach odniesienia. Zaleznos$¢ ta otrzymamy

wprost z (61). Podzielmy te rOwnania stronami:

k_OLX: - kOLrLZ (65)
T kyu ko1,

Poniewaz | 1= r,2, to (65) prowadzi do poszukiwanej relacji:
v=-t"u (66)

W ten sposob wykazaliSmy petna rownowaznos$¢ migdzy tymi metodami. Kontynuacja
wyprowadzenia czynnika strukturalnego od tego miejsca jest identyczna jak pokazana juz w

rozdziale 1.2.3.2.
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Podsumowanie.

Wychodzac z zaleznosci wiazacej czynnik strukturalny opisujacy widmo dyfrakcyjne
w fizycznej przestrzeni odwrotnej za pomoca rozktadéw prawdopodobienstwa utozen atomow
w przestrzeni prostopadlej (34), w wyniku prostych operacji, ktore graficznie mozemy
zinterpretowaé jako rzutowanie rozkltadow pomig¢dzy dwoma przestrzeniami, doszliSmy do
wyrazenia na czynnik strukturalny, w ktorym korzystamy jedynie z fizycznego rozktadu
atomow (50). Metoda statystyczna prowadzi wigc do tych samych wnioskéw, co ,,cut-and-
project”. Wazne jest jednak, by zrozumie¢, ze tozsamo$¢ pomigdzy metodami zachodzi
jedynie w przypadku struktur idealnych, jak ciag Fibonacciego lub uktad Penrose’a, ktore
reprezentowane s3 przez regularne, wielowymiarowe sieci krystaliczne. W przypadku
jakichkolwiek zaburzen uktadu, metoda ,,cut-and-project” ma duze problemy z ich
uwzglednieniem. Problematycznym staje si¢ nawet opis drgan sieci atomowych, ktore z
punktu widzenia metody statystycznej uwzgledniamy tak samo jak czyni sig to w tradycyjne;j
krystalografii. W uktadach wielowymiarowych wystgpuje koniecznosc analizy drgan w
przestrzeni, ktéra w rzeczywisto$ci nie istnieje. Takze prosty problem dekoracji
kwazikrysztatow daje niejednoznaczne wyniki w przypadku metody ,,cut-and-project” a w
prosty sposob jest rozwiazywany w metodzie statystycznej. Cho¢ wigc migdzy tymi
modelami istnieje $cista zalezno$¢, lezy ona na bardzo elementarnym, podstawowym
poziomie. Gdy dochodzi si¢ do realnych problemdéw, obie metody zaczynaja pracowaé

zupeltnie inaczej.
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1.2.5. Czynnik strukturalny dowolnie dekorowanego ciagu Fibonacciego.

Dekoracja to inaczej sposob w jaki wypelniamy atomami jednostke strukturalng. W
przypadku ciagu Fibonacciego mamy dwie takie jednostki: odcinek duzy oraz maty. Do tej
pory analizowali§my tzw. ,,czysty” ciag Fibonacciego, czyli taki, w ktorym jedynie wezly sa
obsadzone atomami. Dekoracje¢ dowolnie dekorowanego ciagu Fibonacciego zapisujemy jako
zbior potozen kolejnych atomow: ;€ {/1,5,03,...,In1} oraz s;€ {51,52,53,...,5ns}, gdzie n; oraz ny to
liczba atomow dekorujacych odpowiednio duzy i maty odcinek, przy warunku, ze dla
kazdego /; spetnione jest: 0</<t, a dla kazdego s; : 0<s,<1. Dodatkowym zalozeniem jest, ze
kazdy duzy odcinek wypelniony jest atomami w taki sam sposob, jak pozostate duze odcinki,

a kazdy maly odcinek, tak jak wszystkie pozostate mate odcinki.

W przypadku ,,czystego” ciagu Fibonacciego mamy jeden atom dekorujacy odcinek
krotki  (ns=1) i jeden dekorujacy odcinek dlugi (n=1). Wspodirzedne dekoracji zapisujemy
jako: ;e {0}oraz s;€ {0}.

Aby moc obliczy¢ czynnik strukturalny dla dowolnie dekorowanego ciagu
Fibonacciego, nalezy zmieni¢ troch¢ podej$cie przedstawione w poprzednich rozdziatach,
gdzie ciag traktowany byt jako calo§¢. Poniewaz dekoracja obu odcinkdéw moze si¢ réznic,
ciag Fibonacciego, a co za tym idzie jego rozktad prawdopodobienstwa, nalezy podzieli¢ na

dwie czgsci, ktore mogliby$my przypisa¢ do matego i duzego odcinka niezaleznie.

W rozdziale 1.2.2.4 pokazalisSmy, ze powierzchni¢ atomowa ciagu Fibonacciego
mozemy podzieli¢ na dwie rozlaczne czgsci. Dolna czg$¢ rozciagajaca si¢ w zakresie 0<r; <1
to rzuty polozen atoméw lezacych w weztach malego odcinka, a pozostata czesé 1<r <t
nalezy do rzutéw atomoéw z wezldéw duzych odcinkéw. Zgodnie z interpretacja rozktadu
prawdopodobienstwa jako rzutu powierzchni atomowej na przestrzen fizyczna — wzor (53),
podobny podziat zaobserwujemy w rozktadzie prawdopodobienstwa P(u), tzn. potozenia
atomow lezacych w wezlach matych odcinkow sa zawarte w czesci rozkladu rozciagajacego
si¢ w przedziale: -(k1/k)-1<u<0, za$ pozostata czgs$¢: -(k L/kH)-rZSu<-(k /k))-1 opisuje rozktad

atomow lezacych w weztach duzych odcinkow.

Prosty eksperyment, przedstawiony na rysunku 13, potwierdza te obliczenia. Dla
wektora falowego o wspotrzednych (h=1, hy=1) zostal numerycznie obliczony rozktad
prawdopodobienstwa atoméw lezacych w weztach ciagu Fibonacciego (rys. 13 po lewej). Dla

tego wektora stosunek £k /kj jest rowny 1/1°. Szeroko§¢ rozkladu dla calego ciagu
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Fibonacciego jest rowna 1/1. Podziat rozktadu pomigdzy atomy weztdow duzego i matego

odcinka powinien nastapi¢ dla u =1/ Miejsce to zostalo zaznaczone czerwona linia.

' ' 05 0.5
120 @ L . L & l 120r @ oy WA P S —
P(u) I T ;:. L‘ﬁw“' P(u) L W A L e it
90 |+ | sl 05 _
60 |
40 + :
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0 L 1 L 0 |

0,0 0,5 1,0 0,0 0,5 1,0

u u

Rysunek 12. Poréwnanie rozkladu P(u) dla czystego ciagu Fibonacciego (po lewej) i dla ciagu, w
ktorym atom wezlowy krotkiego odcinka zostal przesuniety na pozycje s = 0.5 (po prawej)

W drugiej czgsci testu, wszystkie atomy lezace w weztach matych odcinkdéw przesuwamy na
pozycje s=0.5, a wezly pozostawiamy puste. Obliczamy numerycznie rozktad
prawdopodobienstwa (rysunek 13 po prawej). Sktada si¢ on z dwoch prostokatnych czesci,
podzielonych doktadnie dla u;=1/1. Cz¢§¢ zwiazana z malymi odcinkami przesungta si¢ o 0.5

w prawo. Cz¢$¢ zwiazana z duzymi odcinkami pozostata w tej samej pozycji.

Eksperyment ten dowodzi, ze wktad obu odcinkéw do czynnika strukturalnego, ze
wzgledu na niezalezno$¢ rozktadow prawdopodobienstwa przypisanych atomom dekorujacym
te odcinki, mozemy analizowa¢ oddzielnie. Gdyby odcinki wypelnione byly wigksza liczba
atomoOw, nalezatoby si¢ oczywiscie spodziewaé wigkszej liczby prostokatnych rozktadow w

sredniej komorce elementarne;.

Rozktad prawdopodobiefistwa dowolnie dekorowanego ciagu Fibonacciego mozna
podzieli¢ wigc na dwie grupy rozktadow: pierwsza jest suma rozkladow pochodzacych od
wszystkich n; atoméw dekorujacych maty odcinek Ps(u,v), a druga opisuje n; atoméw

dekorujacych duzy odcinek P;(u,v). Formalnie mozemy to zapisa¢ w postaci rownania (67):
Plu,v)= 3 (P, (u,v); +2 (Ps.v)), (67)
j=1

J=1

Wzér (67) postuzy nam jako punkt wyjscia do obliczenia czynnika strukturalnego

dowolnie dekorowanego ciagu Fibonacciego. Wstawmy go do ogolnej postaci czynnika (63),
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w ktorej pomijamy czynnik normalizujacy (ko/ko)), zaktadajac, ze mamy do czynienia z
unormowanym do jedno$ci rozkladem prawdopodobienstwa P(u,v). Granice calkowania

zapiszmy na razie w postaci ogolnej, tj. po calej $redniej komorce elementarnej:

lk }”1 k

II aP u,v exp({nk u +m—vndudv
T

0

A

fP u, v +Z fP u, v) Jexp(i(nkou+mk—°vndudv

T

2, (67)

k"9 ( ny

m-{](3

0\ J=

Roéwnanie (67) przeksztalcamy tak, by czynnik strukturalny zapisaé w postaci sumy
transformat Fouriera rozkladow atomoéw dekorujacych duzy odcinek - Fi(n,m) - oraz

transformat Fouriera atoméw wypehniajacych maty odcinek — F(n,m):

F(n,m)= Z}j (£, P, (u.v)), exp({nkmmkrvjjdudwiﬂ £, Ps(u,v)), exp(1[nku+mkadudv

J=1 oo g=100 4

co prowadzi do:
Flnm)= 3 (F,(n,m)), + 3 (Fy (n,m)), (68)

Posta¢ obu czynnikéw jest taka sama. Roznica jest jedynie w granicach calkowania
wynikajaca z rdznej szerokosci prostokatnych rozktadéw prawdopodobienstwa opisujacych
atomy dekorujace odcinki, oraz we wspotrzednej potozenia atomu. Ze wzgledu jednak na
analityczne podobienstwo, wystarczy, jesli obliczenia przeprowadzimy dla jednego atomu

dekorujacego wybrany, przyktadowo dlugi, odcinek, a wynik uogo6lnimy.

F, (n,m)j = k _f(faPL (u,v))/ exp(i(nkou + mﬁvD dudv (69)
0 ' v

0

Ustalmy granice catkowania w sieci odniesienia u. Z rysunku 13 wynika, ze jezeli
atom dekorujacy znajduje si¢ na pozycji /;, to granice rozktadu prawdopodobiefistwa zapisane

dla czystego ciagu Fibonacciego nalezy przesunac o t¢ warto$¢. Mozemy wigc zapisac:

46



dla duzego odcinka: P (u)#0 dla  wuyt/ < u<wu+l (70)
dla matego odcinka: Pg(u)=0 dla wuts< u<s. (71)
gdzie: uy= -(k./ky)-1, za$ ug= -(ky/ky)7°.

Poniewaz wszelkiego typu obliczenia przeprowadza si¢ dla konkretnego bazowego
wektora falowego, w dalszej czgsci pracy begdziemy opierac si¢ na wektorze o wspotrzednych
(he=1, hy= 1), tj. ko=2mt*/(1+1%), dla ktorego stosunck ki/k jest rowny: 1/t°. W ten sposob

uwolnimy si¢ od wielowymiarowego indeksowania juz na state.
Dla tego wektora: ui=-1/7° i up=-1/x.

Dla sieci odniesienia v, zgodnie z (66), rozkltady potozen dla czystego ciagu
Fibonacciego sa t°-krotnie szersze. Ten czynnik skali nie ma jednak wplywu na warto§é
przesunigcia rozktadu wynikajacego ze zmiany polozenia atomu w obrgbie odcinka, to

oznacza, ze granicami catkowania w sieci v sa:

dla duzego odcinka: P (v)#0 dla v+ < v<wtl (72)
dla matego odcinka: Ps(v)=0 dla s< v<vyts. (73)
gdzie: vi=1/t 1 vy=t.

Rysunek 14 przedstawia rozktad P(u,v) dla sytuacji opisanej w przykladzie
zilustrowanym na rysunku 13. W obu sieciach rozktad zwigzany z matym odcinkiem jest

przesunigty o 0.5 w stron¢ dodatnig osi.
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{v=-ru+ 0.5(12+1)

0,0 0,5 u 1,0

Rysunek 13. Rozklad P(u,v) dla ciagu Fibonacciego o dekoracji | {0}, se(0.5)

Zauwazmy, ze przesunigcie atomu w obrgbie odcinka nie tylko wywotuje konieczno$¢
zmiany granic catkowania, ale takze zweryfikowania zaleznosci v=-t’u, ktéra w tym
przypadku nie jest prawdziwa - przesunigcie dodaje do niej staly czynnik. Zalezno$¢ ta
zapisana w poprawny sposob, dla dowolnego atomu, np. duzego odcinka, wyglada

nastepujaco:
v=-t"(u-l) + I; (74)

Zalezno$¢ (74) oraz granice (70), (72) wstawiamy do wzoru (69) i przeksztalcamy do postaci:

R, = | (“f&a ) dvjm ) explls - moho— kot - D 79)

v+l

Catka po v prowadzi do rozkladu brzegowego wzgledem zmiennej u dla j-tego atomu:
P(u);. Poniewaz warto$¢ tego rozkladu w obszarze granic calkowania jest stata, w dalszych

obliczeniach symbol P(u); zostanie zastapiony stala normujaca caty czynnik strukturalny C.
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Wynik catki (75), po prostych przeksztalceniach przyjmuje postac:

F (n,m)j _ 2C(fa )_/ sin(O.S.w-(u1 —uo))expi(ljk_o.Sw(ul —”o)) (76)

w

gdzie w = ko(n-mr), zas$ k = nky+ mko/t

Roéwnanie (76) mozemy wykorzysta¢ zaréwno dla atomow dekorujacych odcinki duze, jak 1

male.

W przypadku odcinka dhugiego podstawiamy: ue=-(1/7); u;=-(1/7) i otrzymujemy:

F,(nm), =2C(f,), Mexpi (1 k- 0.5w(37 - 4) (77)
w

W przypadku odcinka krotkiego, zastgpujemy /; przez s, a za parametry ograniczajace

wielko$¢ rozktadu podstawiamy: up=-(1/7°); ;=0

Fy(n,m), =2C(f,), Mexpi (sjk —0.5w(2r - 3)) (78)
w

Laczymy wyniki (77) oraz (78) wstawiajac je do (68):

J=l

z sm(w/ 2 )expl(l k—0.5w(37 - 4))+ 3 fa)_/mj}zrs)expi(sjk—o.Sw(%—ﬂ)J
(79)

Stata normalizujaca obliczamy, zaktadajac, ze F(0,0)=1. Jesli nie zrobimy Zadnego zalozenia

odnosnie typu atomow dekorujacych, to wynikiem obliczen bedzie:

C= : (80)
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Jesli zatozymy, ze kazdy atom jest tego samego typu, to (80) uprosci si¢ do:

3
T

N () R &)

W powyzszych wzorach czynnik atomowy zostal zapisany w postaci f,(0), by
podkresli¢, ze do czynnika normalizujacego wchodzi warto$¢ czynnika atomowego dla
wektora falowego rownego zeru. W pozostatych wzorach, symboliczne zaznaczenie
zalezno$ci czynnika od wektora falowego jest pominigta ze wzgledu na oczywisto$¢ tego
zwiazku w przypadku badan rentgenograficznych. Oczywiscie, jako pik wzgledem, ktoérego
normuje si¢ natgzenia wszystkich pozostatych, mozna wybra¢ dowolnie inny. W przypadku
analizy eksperymentalnie uzyskanych dyfraktogramow jest to nawet konieczne, gdyz pik

zerowy (4. |k|=0) zwykle nie jest mierzony.

Interpretacja wzoru (81) jest dos¢ oczywista. Czynnikiem normalizacyjnym jest suma
pol rozktadow pochodzacych od ns atomoéw dekorujacych odcinek krotki oraz n; atomow
dekorujacych odcinek dlugi, ktora w catosci musi by¢ rdwna jedno$ci. Rozktad duzego atomu

ma szeroko$é (1/1%), a matego (1/t°). Jesli ich wysoko$¢ oznaczymy jako C, to :

1 1
C'T’IL'—2+C'VZS'—3:1 (82)
T T

Wynik (82) prowadzi do (81).

Analiza przykladowej dekoracji

Wzér (79) jest ostateczna postacia wzoru na czynnik strukturalny dla dowolnie
dekorowanego ciagu Fibonacciego. Zastosujemy go do analizy przyktadowej dekoracji, ktora
nie tylko pozwoli nam sprawdzi¢ poprawno$¢ wynikow generowanych przez czynnik
strukturalny, ale pokaze takze potencjalne problemy powstajace przy interpretacji wynikow,
mozliwo$ci wybrnigcia z nich, sposob prezentacji wynikéw oraz nowe zjawisko mogace
wystegpowaé w realnych sieciach kwazikrystalicznych, tzw. flipy. Ponizsza analiz¢ mozna
traktowac jako wstgp do interpretacji map Pattersona, ktérymi zajmowac si¢ bedziemy w

dalszych rozdziatach.

Udekorujemy maty odcinek dwoma atomami, a duzy trzema. Pozycje atomow

dekorujacych wybierzmy nastgpujaco:

se{0,0.5};1€{0, /7, 1} (83)
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Dodatkowo wprowadzmy wielko$¢, bedaca prawdopodobienstwem obsadzenia konkretnego
wezla przez atom. Oznaczmy ja jako p. Zaldézmy, ze wszystkie wezty obsadzone sa z
prawdopodobienstwem 1, jedynie pozycjom £L=1/t oraz [3=1 przypiszmy wartos¢

prawdopodobienstwa rowna 0.5:

ps=1{1,1}; p={1, 0.5, 0.5} (84)

Powyzsze zatozenie mozna interpretowaé na dwa sposoby. Po pierwsze, jako niezalezna
mozliwos¢ dekoracji weztow 1/t i 1 z prawdopodobienstwem 50%, ze dany wezel bedzie
obsadzony, co daje takze 25% szansg, ze zaden atom nie znajdzie si¢ wewnatrz duzego
odcinka oraz 25%, ze oba si¢ pojawia. Po drugie jako 100% szansg¢ znalezienia atomu
wewnatrz duzego odcinka lecz z prawdopodobienstwem 50% w potozeniu L=1/t 1 50% w
potozeniu /5=1. Z punktu widzenia statystyki, obie mozliwosci prowadza do tych samych
wnioskow. Z punktu widzenia fizyki, druga sytuacja jest znacznie bardziej prawdopodobna 1
ma miejsce szczegdlnie wtedy, gdy nieobsadzony jest drugi, symetryczny wzgledem
najblizszych sasiadow wezet. Tak jest w tym przypadku. Wezty wewnatrz duzego odcinka
oddalone sa od najblizszych atomoéw o 1/t. Zjawisko ,,przeskakiwania” atoméw do pozycji

symetrycznych, nazywamy flipami.

Rysunek 15 przedstawia sposéb w jaki interpretujemy prawdopodobienstwo

obsadzenia weztéw w tym przyktadzie.

. . 50%

17

50%

'@

W

1ir

o—0 100%

“ >
0.5

Rysunek 14. Dekoracja odcinkéw ciagu Fibonacciego uzyta do przykladu. Czarne kétka oznaczaja wezel
obsadzony z prawdopodobienstwem 100%. Znaki ,,X” to poloZenie nieobsadzonego wezla. Duzy odcinek
moze by¢ udekorowany na dwa sposoby, kazdy z prawdopodobienstwem 50%.

51



Przeskakiwanie atomow migdzy symetrycznymi weztami jest jedna z mozliwych
przyczyn dla ktérych do rozwazan nalezy wprowadzi¢ pojecie prawdopodobienstwa
obsadzenia wezta. Moze jednak wystapi¢ takze sytuacja opisana w pierwszej interpretacji, tj.
czasami atomu po prostu brakuje w danym wezle. Mamy do czynienia wtedy z defektem.
Niektore wezty sa bardziej podatne na pojawienie si¢ defektu i wtedy prawdopodobienstwo
wystapienia jego nalezy wzia¢ pod uwage. W naszym przyktadzie moglismy zatozy¢, ze np.
atomy znajdujace si¢ w pozycji s;=0 nie obsadzaja jej w 100%. Pomijamy jednak to

dodatkowe utrudnienie, gdyz opisowo i analitycznie nie wprowadza ono niczego nowego.

Prawdopodobienstwo obsadzenia wegzla uwzgledniamy w czynniku strukturalnym
przemnazajac nim czynnik strukturalny zwiazany z danym atomem. Posta¢ czynnika
strukturalnego (79), po wprowadzeniu parametréw opisujacych prawdopodobienstwo

obsadzenia wezta, przyjmuje postac:

z Sm(W/ 2t )expl (l k—0.5w(3r -4 )) HZS: p; %/%3) expi (sjk —0.5w(2z - 3))J

J=1

(85)
Dla uproszczenia obliczen, zatozmy, ze czynnik atomowy przyjmuje wartos$¢ stala,
réwna jeden, niezalezng od wektora falowego.
Stata normalizujaca dla tak zapisanego czynnika strukturalnego jest rowna:

3
T

ny ng
TZ p;+ Z P
= =

C=

Eksperyment polega na poréwnaniu wynikow uzyskanych z dwoch zrédet: wzoru na
czynnik strukturalny (85) oraz numerycznie wykonanych obliczeniach na przygotowanym

zbiorze ok. 160 000 atomoéw dekorujacych ciag Fibonacciego zgodnie z (83) 1 (84).

Rysunek 16 przedstawia piki dyfrakcyjne obliczone numerycznie na zbiorze okoto 3000
atoméw. Na widmo zostaly natozone odcinki znaczace wysokos¢ piku obliczona teoretycznie
za pomoca czynnik strukturalnego. Wartosci teoretycznie zgadzaja si¢ z obliczeniami

numerycznymi.
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Rysunek 15. Poréwnanie widma dyfrakcyjnego obliczonego numerycznie na zbiorze ok.
3000 atomo6w realizujacych dekoracje opisang za pomoca (83), (84) — pionowe odcinki -
oraz widma obliczonego za pomoca wzoru (84) — poziome kreski na szczytach pikéw

Poréwnanie widm, takie jak na rysunku 16, zwykle nie jest wystarczajacym sprawdzianem
poprawnosci obliczen — szczegdlnie w sytuacjach, gdy widmo dyfrakcyjne jest dwu- lub

trojwymiarowe. W takim przypadku sporzadza si¢ wykres jak na rysunku 17.

1
;1 A=7010°
e 168 pik6w
0.1
0,01
. I.--
: i'l
4 ‘-"'
I <1
o ¥ ————r ——
0,01 ficor 0,1 1

Rysunek 16. Funkcja natezenia pikéw ,,zmierzonych” (obliczonych numerycznie) do obliczonych.
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Zalezno$¢ z wykresu 17 sporzadza sig¢ zaznaczajac dla kazdego piku widma
dyfrakcyjnego par¢ nat¢zen: na osi y, zmierzonego w wyniku eksperymentu, lub obliczonego
za pomoca metody referencyjnej, za$ na osi x obliczone teoretycznie. W przypadku idealnej
zgodno$ci pomig¢dzy wartosciami natezen otrzymanymi obiema metodami, dla kazdego piku
zachodzi: lesper=licor 1 Wszystkie punkty wykresu uktadaja si¢ na prostej y=x. W przypadku
jakichkolwiek rdéznic, punkty sa rozproszone w poblizu tej prostej. Tego typu wykresy
przygotowuje sig, by sprawdzi¢ na ile zaproponowany model dekoracji poprawnie odtwarza
zmierzone widmo. Mniejsze rozproszenie oznacza lepsze dopasowanie modelu do
rzeczywisto$ci. Graficzne przedstawienie uzupehnia si¢ obliczeniem btedu dopasowania A. W
literaturze spotyka sig rézne definicje tej wielkosci — tutaj btad dopasowania zostat obliczony

jako:

Voo (I = (L), F
A= v —

J=1

p[knwl eksper (80)
gdzie N,iow jest liczba pikéw wzigtych do sporzadzenia wykresu. W naszym przypadku
Nikow=168, zas§ dopasowanie na poziomie A=5- 107, Jest to bardzo dobry rezultat, oznaczajacy
w praktyce pelne dopasowanie. Niewielkie rozproszenie pikdw w okolicy zera wykresu ma
przyczyng w uzyciu skonczonej liczby atomow wzigtych do obliczen. Czynnik strukturalny w
postaci (85) jest wyprowadzony przy zatozeniu idealnych rozktadow prawdopodobienstwa,
ktore realizowane sa jedynie przez nieskonczenie liczebne zbiory atomow. Wykres 17
sporzadzony jest w skali logarytmicznej, co dodatkowo uwypukla niewielkie rdznice

pomigdzy natgzeniem pikow.

Podstawowym celem analizy dyfrakcyjnej jest ustalenie budowy atomowej badanego
uktadu. Jest to ztozony i niejednoznaczny proces - szczeg6lnie w sytuacji, gdy korzysta si¢ z
rozktadow prawdopodobienstwa. W naszym przypadku, cho¢ znamy dekoracje,
»odgadniecie” jej ze sporzadzonych rozktadéw wcale nie bedzie proste. W praktyce zas$,
zaden eksperyment nie dostarcza wprost rozktadow prawdopodobienstwa, dlatego sytuacja
staje si¢ jeszcze bardziej skomplikowana. Z tego powodu, juz tutaj, na poziomie analizy
rozkladow prawdopodobiefistwa, warto zapozna¢ si¢ z potencjalnymi trudno$ciami

pojawiajacymi si¢ przy analizie budowy kwazikrysztatow.

Majac zestaw wygenerowanych pozycji atomowych, w pierwszej kolejnosci mozna
obliczy¢ numerycznie rozklad statystyczny w okreslonej sieci odniesienia P(u). Niestety

zabieg ten nie przynosi spodziewanych rezultatow.
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Rysunek 17. Rozklad P(u) dla omawianej dekoracji. Liczba atoméw ~160tys. Rozklad nienormowany.

Rysunek 18 przedstawia rozktad potozen atoméw ciagu Fibonacciego udekorowanego
zgodnie z (83) 1 (84) w sieci odniesienia o stalej ke=2mt*/(1+7%). Prostokatne ksztatty
dowodza, ze mamy do czynienia z ciagiem Fibonacciego. Aby pozna¢ dekoracjg, nalezatoby
,roztozy¢” ten wykres na pojedyncze prostokaty, co w przypadku idealnych struktur wydaje
si¢ niezbyt trudne, ale w przypadku jakichkolwiek zaburzen prowadzacych do wygtadzenia

krawedzi staje si¢ prawie niemozliwe. Rysunek 19 jest na to dowodem. Wspotrzedne potozen

N .

2000

1000 H

0 T T T T T T
0,0 0,4 u 0,8 1,2

Rysunek 18. Rozklad P(u) z rys. 18 po wprowadzeniu gaussowskiego zaburzenia polozenia z odchyleniem
standardowym 0.1.
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atomoOw zostaly zaburzone o warto§¢ wylosowana zgodnie z rozktadem Gaussa o odchyleniu
standardowym 0.1. Jakkolwiek identyfikacja staje si¢ w tym przypadku niemozliwa.
Pamigtajmy takze, ze w przykladzie tym mamy do czynienia z rozkladami
prawdopodobienstwa. W rzeczywistosci dysponujemy jedynie ich splotami (= rozdziat

poswigcony analizie Pattersona).

Wiasciwym sposobem prezentacji rozktadow jest wykorzystanie dwuwymiarowych
zaleznosci v(u). Dla kazdego atomu te wspotrzedne zwiazane sa relacja v=-t"u+b (b — wyraz
wolny zaleznosci liniowej), co w praktyce oznacza, ze kazdy atom dekorujacy kwazikrysztat
zostawi na tym wykresie niezalezny $lad w postaci odcinka. Z taka sytuacja spotkaliSmy si¢
juz przy okazji wyprowadzenia czynnika strukturalnego dla dowolnie dekorowanego ciagu
Fibonacciego (rysunek 14). Zalezno$¢ ta jest takze niewrazliwa na symetryczne zaburzenie
potozen atomdéw — jak z rysunku 19. W takiej sytuacji §lady rozktadow staja si¢ grubsze ale
zwykle 1 tak sa dobrze rozseparowane. Dla analizowanej dekoracji zalezno$¢ w(u)

przedstawia rysunek 20.

2,0
\VAR
1,5

1,0

0,5 -

0,0 - .
0,0 0,4 u 0,8 1,2

Rysunek 19. Zalezno$é v(u) dla dekoracji (83), (84). Stala sieci U zwigzana jest z wektorem ky=2nt?/(1+7%).
Do zliczen wzigto 160 000 atomadw.

Analiza rysunku 20 doprowadza do wniosku, ze przedstawia on taka zalezno$¢ v(u)
jakiej si¢ spodziewalismy: 4 odcinki — trzy krotkie, pochodzace od atomow dekorujacych

srodek odcinkow, najdiuzszy - od atoméw w pozycji /=0 1 s=0. Jest to niestety czgsto mylne
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spostrzezenie. Srednia komoérka elementarna jest struktura periodyczna. To co si¢ nie
»miesci” w niej po jednej stronie, pojawia si¢ po drugiej. Dlatego w przypadku licznej
dekoracji warto zrobi¢ wykres v(1) w postaci rozwinigtej, tj. polaczy¢ kilka $rednich komorek

ze soba w uktad jak na rysunku 21.

Rysunek 20. Uklad dziewieciu Srednich komoérek elementarnych z rysunku 20 polaczonych w jedna
calosé.

Zaznaczone na czerwono dwa odcinki dowodza, ze w rzeczywistosci na rozkladzie
v(u) znajduja si¢ $lady jedynie dwoch rozktadéw P(u,v). Niebieskie okregi oraz strzatki
pokazuja w jaki sposob nalezato ,,posktada¢” krotkie odcinki w jedna cato$é. Brak
spodziewanych czterech odcinkéw wcale nie jest w tym przypadku kolejna komplikacja —
wrecz przeciwnie, jednoznacznie dowodzi, ze ciag Fibonacciego poza dekoracja w s=0.5 jest
udekorowany atomami znajdujacymi si¢ w tzw. miejscach podzialowych, w ktore wstawienie
atomu moze prowadzi¢ do otrzymania ciagu Fibonacciego o jednostce z-krotnie krotsze;j.
Wilasno$¢ t¢ poznaliSmy juz przy inflacyjnym sposobie generowania ciagu Fibonacciego.

Miejsca podziatowe znajduja si¢ w miejscach, ktore dziela odcinki w proporcji t:1, tzn. w
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duzym odcinku jest to /=1/t oraz /=1, za$ dla matego odcinka tymi miejscami sa: s=1/t* oraz
s=1/t. To, czy w wyniku dekoracji utworzymy ciag Fibonacciego czy struktur¢ zdefektowana
zalezy od wyboru miejsca dekoracji. W naszym przypadku nie otrzymaliSmy krotszego ciagu
Fibonacciego, gdyz udekorowalismy oba miejsca podziatowe w duzym odcinku. Na obu tych
wspotrzednych mogltby jednak sta¢ atom tworzacy czysty ciag Fibonacciego i1 dlatego
rozktady pochodzace od nich tacza si¢ z odcinkiem przechodzacym przez poczatek uktadu
v(u). Aby jednoznacznie stwierdzi¢ jakiego typu jest to dekoracja, nalezy ten odcinek
zrzutowac na o$ u, tj. wykona¢ rozktad P(u) dla punktéw znajdujacych si¢ jedynie w jego

obrebie. Wynik takiego rzutowania przedstawia rysunek 21. Po jego lewej stronie mamy roz-

P(u) - P(u)
1500 1500

1000+ \ 1000

500 500+

T T T I T ) ) ) )
1,6 2,0 24 y 28 3,2 1,6 2,0 24 U 28 3,2

Rysunek 21. Po lewej: rozklad P(u) dla punktéw ukladajacych si¢ wzdluz odcinka przechodzacego
przez Srodek ukladu v(u); po prawej: analogiczny rozklad dla kroétkiego odcinka z rozkladu v(u).

ktad wykonany dla zaleznosci liniowej P(u,v) przechodzacej przez $rodek uktadu u(v) (dtugi,
czerwony odcinek), za§ po prawej, rzut krotkiego czerwonego odcinka na o$ u, ktory
interpretujemy jako rozktad pochodzacy od atoméw dekorujacych maty odcinek w

pozycji s=0.5.

Analiza wysokosci 1 szerokosci rozktadéow z rysunku 21 wprost prowadzi nas do

ustalenia dekoracji zgodnej z zalozona, tj. zgodna z (84), (85).
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1.3. Analiza budowy kwazikrysztaldow o symetrii
dekagonalnej.

Odkrycie kwazikrysztalow nastapito w kwietniu 1982 roku przez D. Shechtmana [24].
Badana probka byt stop Al-Mn. Widmo dyfrakcyjne wykazato ,,zakazang” przez
krystalografie symetri¢ 10-krotna. Przez prawie 2.5 roku toczyta si¢ dyskusja jak
zinterpretowa¢ wynik uzyskany przez Shechtmana. W koncu, w 1984 roku dopuszczono

istnienie kwazikrysztatow, a wyniki eksperymentéw zostaty opublikowane.

Kolejne pomiary potwierdzaly istnienie symetrii 10-krotnej w coraz wigkszej ilo$ci
stopow. Wkrotce ukazalo sig, ze kwazikrysztaty, pod wzgledem budowy, dziela si¢ na dwie
grupy: kwazikrysztaly o symetrii ikozaedru oraz o symetrii dekagonalnej. Pierwsza grupa
charakteryzuje si¢ brakiem periodyczno$ci ulozenia atomow w catej przestrzeni 3D, druga
za$, jedynie w obrebie plaszczyzny. Atomy budujace struktur¢ kwazikrystaliczna o symetrii
dekagonalnej wypetniaja wigc warstwy aperiodycznie, podczas, gdy same warstwy ulozone sa

periodycznie.

Obecnie wytwarzane kwazikrysztaly sa najczgsciej dwu lub trojsktadnikowymi
stopami metali. Najwigksza grupe stanowia zwiazki o znacznym udziale atoméw aluminium.
Stabilne w temperaturze pokojowej sa kwazikrysztaty Al-Cu-TM, Al-Pd-TM oraz Al-Ni-TM,
gdzie TM jest metalem przejsciowym [30].

Konieczno$¢ indeksowania widma dyfrakcyjnego za pomoca 5 lub 6 wskaznikow
doprowadzila do powstania wielowymiarowej analizy strukturalnej. Szybko odkryto, ze rzut
wielowymiarowej, idealnej struktury na powierzchni¢ rzeczywista tworzy, znany juz wtedy,

zbi0r Penrose’a, ktory od tamtej pory stuzy jako podstawowy model budowy kwazikrysztatu.

W rozdziale zostanie zaprezentowana krotka historia odkrycia zbioru Penrose’a.
Przedstawione zostana jego najwazniejsze wlasnos$ci oraz sposoby jego wygenerowania. W
dalszej czeg$ci, postuzymy si¢ analiza wielowymiarowa oraz modelem statystycznym, by
obliczy¢ czynnik strukturalny. Dla struktur idealnych udowodnimy peilna réwnowazno$¢ tych
modeli. Postugujac si¢ za$ jedynie modelem statystycznym obliczymy czynnik strukturalny
dla dowolnie dekorowanego ukladu Penrose’a. Rozdzial zostanie zakonczony prezentacja

modelu klastrowego.
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1.3.1. Zbior Penrose’a.

W 1960 roku Hao Wang postawit §wiatu matematycznemu problem: czy istnieje zbior
elementow geometrycznych za pomoca ktorych mozna by byto pokry¢ cala ptaszeczyzng, pod
warunkiem jednak, by ulozenie bylo catkowicie aperiodyczne. Sze$¢ lat pdzniej, Reger
Berger udowodnit, ze jest to mozliwe. Podat zbior 20 426 elementdéw, ktory spekniat ten
warunek. Naturalnym nastgpstwem tego odkrycia bylo postawienie kolejnego problemu: jaka
jest minimalna liczba elementow, ktore moglyby pokry¢ nieperiodycznie plaszczyzng.
Bergerowi szybko udato si¢ ograniczy¢ swoj zbior do 104 elementéw. W 1968 Knuth znalazt
zbidr 92 elementow, trzy lata pozniej Robinson podat dwa zbiory figur spetniajacych ten
warunek. Jeden liczyt 35 obiektow, a drugi 6. W tym samym roku 6-cio elementowe
rozwiazanie problemu podali takze Roger Penrose i Rober Ammann. W 1974 Penrose zawezit
swoj zbior poczatkowo do 4 1 w koncu do dwoch elementow: ,.strzatki” i ,latawca”. Rok
pozniej przedstawil rozwiazanie zawierajace jedynie dwa typy rombow: tzw. ,,gruby” i
»cienki”. Uktadanki, ktore przy pomocy tych dwuelementowych zestawéw mozna utozy¢,
zawieraja obszary, ktore wykazuja symetri¢ pigcio- lub dziesigciokrotna. Sa one na tyle tadne
1 przyciagajace wzrok, ze Penrose postanowil swoje odkrycie opatentowaé. Miat nadziejg
zarobi¢ na tantiemach od producentow ptytek podlogowych i kafelkow, ktoérzy mogliby
wykorzysta¢ ten patent i zaoferowa¢ swoim klientom oryginalny sposdb pokrycia $cian i
podtog. Przyktadem wykorzystania patentu jest zdjecie fragmentu kotdry ozdobionej

motywem o symetrii pigciokrotnej bedacej elementem zbioru Penrose’a - rysunek 23.

Rysunek 22. Zdjecie fragmentu koldry udekorowanej motywem pojawiajacym si¢ w ukladzie Penrose’a.
Pobrane ze strony: www.math.mcgill.ca/rags/PenroseQuilt.html
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W 1996 niemiecka matematyczka Petra Gummelt podala sposob nieperiodycznego
pokrycia ptaszczyzny przy pomocy tylko jednego elementu: dziesig¢ciokata [14]. Rozwiazanie
to jednak wprowadzato bardzo nowatorskie podej$cie do problemu. Odkrytej figurze
pozwolono przekrywaé si¢ ze soba. Rysunek 24A przedstawia ten element; Bl oraz B2

mozliwe sposoby przekrywania sig.

A

Rysunek 23. Dziesigciokat Petry Gummelt umozliwiajacy nieperiodyczne pokrycie calej plaszczyzny.
Zrodlo: http://intendo.net/penrose/info_4.html

Tego samego roku Hyeong-Chai Jeong udowodnit, ze po wpisaniu do dziesigciokata
duzego rombu, jak na rys. 24C, wykorzystanie regul B1 1 B2 doprowadzi do pokrycia
plaszczyzny tozsamego z zaproponowanym przez Penrose’a przy uzyciu rombow lub pary
latawiec-strzatka. Od tamtej pory przyjeto si¢ nazywac dziesigciokat Petry Gummelt klastrem.
Przyktad pokrycia ptaszczyzny za pomoca klastra Gummelt przedstawia rysunek 25.

Rysunek 24. Pokrycie plaszczyzny dziesi¢gciokatnym elementem zaproponowanym przez Petr¢ Gummelt.
Zrodlo: http://intendo.net/penrose/info_4.html
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Z punktu widzenia krystalografii najciekawsze rozwiazanie podata Gummelt, ktoremu
blizej si¢ przyjrzymy w rozdziale poswigconemu klastrom, oraz Penrose. Te dwa sposoby
pokrycia plaszczyzny w sposob nieperiodyczny nie tylko dostarczaja strukturg o lokalnej
symetrii pigciokrotnej, ale takze sa zgodne z wynikiem analizy wielowymiarowej, wedtug
ktorej rzut fragmentu przestrzeni 5D, wypetnionej regularnie roztozonymi punktami lezacymi

wewnatrz paska rzutowania na przestrzen fizyczna, daje wtasnie uktad Penrose’a.

Rysunek 25. ,,Latawiec” i ,,strzalka” (na gorze) oraz gruby i cienki romb (na dole)

Uktad Penrose’a moze by¢ zbudowany albo za pomoca pary elementow: ,,latawca” i
»strzatki” albo grubego i cienkiego rombu. Sa one przedstawione na rysunku 26. Niezaleznie
jednak od wyboru pary figur, ptaszczyzng mozemy pokry¢ za ich pomoca doktadnie w taki
sam sposob. Jest tak, poniewaz dowolny romb mozna ztozy¢ z potaczenia latawca ze strzatka.
Przedstawia to schematycznie rysunek 27, natomiast fragment plaszczyzny wypetniony

oboma zbiorami pokazuje rysunek 28.

Rysunek 26. Podzial strzalki i latawca na romby.
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Rysunek 27. Fragment plaszczyzny wypelniony latawcami i strzatkami (po lewej) oraz rombami
(po prawej). Pobrane ze strony: http://www.ams.org/featurecolumn/archive/penrose.html

Poniewaz w pracy skupimy si¢ przede wszystkim na rombach, ich wlasnosciom
przyjrzymy si¢ bardziej szczegétowo. Dhugos$¢ boku rombu przyjeto si¢ przyjmowaé za rowna
jeden. Ostry kat cienkiego rombu ma warto$¢ 36° a grubego 72°. Bez trudu mozna wykazac,

ze pole grubego P, rombu jest t-krotnie wigksze od pola cienkiego rombu Ps:
P
L= (87)
PS

Uktad Penrose’a mozna zbudowaé na wiele sposob. Najwazniejszymi sa:
a) rzutowanie przestrzeni 5D na przestrzen fizyczna; opisana w nastgpnym rozdziale,
b) wykorzystanie reguly przylegania rombow,

¢) metoda inflacyjna.

Rombdéw nie mozna taczy¢ ze soba w sposéb dowolny. Brak regut przy budowaniu
struktury z ich pomoca mogiby doprowadzi¢ do powstania, w skrajnym przypadku, struktury
periodycznej. Tak by byto w przypadku wykorzystania jedynie jednego typu rombow. Z tego
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powodu, cho¢ romby sa figurami symetrycznymi, rozréznia si¢ ich boki poprzez odpowiednie

zastrzatkowanie ich, jak na rysunku 29:

Rysunek 28. Strzalkowanie bokéw rombow.

Romby mozna laczy¢ jedynie bokami o takiej samej liczbie i zwrocie strzatek.

Konieczno$¢ stosowania tej reguly stanie sig jasna przy wielowymiarowej analizie.

Metoda wykorzystujaca regulty przylegania rombdw najczesciej prowadzi nie do
idealnej struktury Penrose’a, a do struktur zdefektowanych, o skonczonych rozmiarach (nie
mozna do ich granic dopasowac zadnego elementu). Z tego powodu najczgsciej korzysta sig z
inflacyjnej metody generowania ukladu Penrose’a. By ja zastosowaé nalezy podzieli¢ romby
na dwa trojkaty (jak na rys. 30: cienki romb na tR i tL, oraz gruby na TL oraz TR) a nastgpnie

zastosowac reguty podstawien przedstawione na rysunku 31:

Rysunek 29. Reguly podstawiei. Inflacyjna metoda tworzenia ukladu Penrose’a. Zrodlo rysunku:
http://www.math.ubc.ca/~cass/courses/m308-02b/projects/schweber/penrose.html
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Jesli kazdy z czterech trojkatow zastapimy zgodnie z reguta:
tR > TR +tR
tL > TL +tL
TL - TR+TL+tR (88)
TR = TR+TL+L

ktora nastgpnie powtorzy si¢ nieskonczona liczbg razy, to w rezultacie otrzyma si¢ uklad
Penrose’a. Wynik kilku pierwszych krokow (0, 1, 4 1 7) tej procedury pokazany jest na

rysunku 31. Punktem wyjs$cia jest duzy romb.

o
1 I
4
7 |
Rysunek 30. Inflacyjna metoda generacji ukladu Penrose’a. Zrédlo:
http://www.math.ubc.ca/~cass/courses/m308-02b/projects/schweber/penrose.html
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Punkty podziatlu rombéw leza zawsze w miejscach, ktore dziela bok lub przekatna
rombu w proporcji t:1. Powstajace w wyniku podzialu nowe romby maja wigc boki t-krotnie

krétsze w stosunku do rombow, z ktorych powstaty.

Dla nieskonczonej struktury Penrose’a stosunek grubych rombow do cienkich mozna
obliczy¢ wykorzystujac wzory podstawien (88). Sposdb jest analogiczny do tego, ktorym
postugiwali§my si¢ przy analizie ciagu Fibonacciego: (5). Gdy stopien podzialu dazy do
nieskonczonos$ci (n=>), to stosunek liczby grubych do cienkich romboéw (N1 /Ns) staje si¢
niezalezny od n. Poniewaz w wyniku podziatu kazdy cienki romb daje cienki plus gruby, a

kazdy gruby daje dwa grube plus cienki, prawdziwa jest relacja:

N, _2N,+N, (89)
Ny N, +Ng
Rozwiazaniem (89) jest t:
PORE /A L ER (90)
Ny 2

Stosunek liczby grubych rombow do cienkich w uktadzie Penrose’a jest taki sam jak stosunek

dhugich odcinkéw do krotkich w ciagu Fibonacciego — rowny .

Nietrudno takze wykaza¢, ze w kolejnych krokach podziatu inflacyjnego nastepuje
t*-krotny przyrost liczby wierzcholkéw. Jezeli w n-tym kroku podziatu inflacyjnego w
zbiorze znajduje si¢ N, grubych rombow i Ny cienkich to oznacza to, ze zbidr pokryty jest
Ns(t+1) punktami. Korzystamy przy tym z (90) oraz zakladamy, ze zaréwno gruby jak i
cienki romb maja po jednym petnym wierzchotku (lub bardziej fizycznie, sa udekorowane;j
jednym atomem). W n+1 kroku podziatu inflacyjnego: kazdy z N, zastapiony jest dwoma
grubymi 1 jednym cienkim rombem, liczba wierzchotkow wzrasta wigc do trzech. W kazdym

cienkim rombie liczba wierzchotkéw wzrasta zas do 2. Razem prowadzi do to stosunku:

3N, +2Ny 3r+2

N, + N T+1

Liczba wierzchotkow przyrasta wiec w kazdym kroku podziahu inflacyjnego t>-krotnie.
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1.3.2. Pieciowymiarowa reprezentacja zbioru Penrose’a — metoda ,,cut-

and-project”

Metodg ,.cut-and-project” wykorzystuje si¢ do utworzenia zbioru Penrose’a w
podobny sposob, w jaki wykorzystalismy ja do opisu ciagu Fibonacciego. Widma dyfrakcyjne
obliczone dla zbioru Penrose’a charakteryzuja si¢ symetria dziesigciokrotna. Naturalnym jest,
wobec tego, uznanie zbioru Penrose’a jako zbioru wybranych punktow przestrzeni
zawierajacej o$ pigciokrotnej symetrii, czyli przestrzeni 5D. Je$li przestrzen 5D wypelimy

regularnym uktadem punktow, takim, ze wspotrzegdne dowolnego bedzie mozna okresli¢ jako:
r=aa, +a,a, +a,a,+a,a, +aa, = [al,az,a3,a4,a5]

(gdzie wersory a,a,,a,,a,,a; sa jednostkowymi wektorami pigciowymiarowego uktadu
kartezjanskiego, a wspolrzgdne punktéw w tej przestrzeni przyjmuja wartosci catkowite:
a,,a,,a,,a,,as € C), to punkty te uloza si¢ w motywy o symetrii pigciokrotnej, jesli tylko
,»Spojrzymy”’ na nie wzdhuz dowolnej gtéwnej przekatnej pigciowymiarowego kubika; np.
wzdtluz prostej o wektorze kierunkowym [1,1,1,1,1], na takiej samej zasadzie, jak w
przypadku przestrzeni 3D, kierunek przechodzacy przez gidéwna przekatna [1,1,1] zwiazany

jest z symetria trojkrotna.

Podobnie, jak dla ciagu Fibonacciego, przez odpowiednio obrocona wzgledem uktadu

o bazie a,,a,,a,,a,,a, przestrzen 5D nalezy przeprowadzi¢ pasek rzutowania oraz

wyznaczy¢ ksztatt powierzchni atomowej. Transformata Fouriera obliczona po powierzchni

atomowej prowadzi do czynnika strukturalnego dla uktadu Penrose’a.

Metoda ,,cut-and-project” umozliwia znalezienie takze wielu innych zaleznosci
dotyczacych  zbioru Penrose’a. Za jej pomoca mozna wyznaczy¢ rozklad
prawdopodobienstwa dowolnego uktadu punktow nalezacego do zbioru Penrose’a. Metoda ta
daje réwniez uzasadnienie dla regut przylegania rombow. W przypadku klastrow, pozwala
znalez¢ reguty przekrywania, oraz okresli¢ liczbg réznych atomow dekorujacych uktad. To z
czym metoda ,,cut-and-project” sobie nie radzi, to dowolna dekoracja rombow oraz zjawiska

dynamiczne, ktorych symulacja w przestrzeni 5D jest niemozliwa.

Wszystkie te zalezno$ci zostang krotko opisane w nastgpnych punktach rozdziatu.
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1.3.2.1. Przestrzen prosta - powierzchnia atomowa

Zbior Penrose’a to — podobnie jak to miato miejsce w przypadku ciagu Fibonacciego -
rzut pewnego zbioru punktow sieci regularniej wielowymiarowej przestrzeni na odpowiednio
zdefiniowana przestrzen fizyczna. Definicja uktadu wspotrzednych oraz wybdr wymiarowosci
przestrzeni, w przypadku zbioru Penrose’a, nie jest tak jednoznaczny, jak miato to miejsce dla
ciagu Fibonacciego. Z jednej bowiem strony wielowymiarowa regularna sie¢ punktow
powinna odzwierciedla¢ 5-ciokrotna symetri¢, co prowadzi do wyboru przestrzeni 5D; z
drugiej jednak strony wystarcza cztery wektory, by opisa¢ dwuwymiarowe widmo
dyfrakcyjne, co umozliwia redukcj¢ wymiarowosci przestrzeni do 4D. W krystalografii
spotyka si¢ wigc wiele uktadow odniesienia stanowiacych baz¢ dla opisu struktury Penrose’a.

Ich opis 1 wzajemne zalezno$ci sa opisane w publikacji [25].

W tej pracy bedziemy postugiwaé sig pigciowymiarowym, historycznie najstarszym
uktadem odniesienia (91). Jego piata 0§ skierowana jest wzdluz gléwnej przekatnej
pigciowymiarowego kubika, czyli wzdluz osi pigciokrotnej symetrii tego uktadu. Pozostate
osie zdefiniowane sa tak, by rzuty punktéw zachowaty lokalnie symetri¢ pigciokrotna.

Wersory tego uktadu zdefiniowane sa nastgpujaco:

. 2
X = A\/;[claczacwcucs]
A 2
M A\/g[shszsszuswss]

X, :A\/:[CZ,C4,C6,08,CIO] GD

gdzie 4 to dlugos¢ krawedzi kubika 5D, zas:

¢, =cos(27j/5), s, =sin(27/5) (92)
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Po elementarnych przeksztatceniach otrzymujemy:

&H = A\/%[c1 ,C55C55C) ,1] = %[r -l,-r,-7,7— 1,2]
. 2
Vi = A\/;[Suszs—sza—%o]:

R 2
x, =4 g[c2ﬂcl’c1302’1] =

\f
\F

y, =4 g[sza_slasv_sz’o]:

VT + 2[1, r—11- r,—l,O]

. g~ 5

R R ) (93)

No+2[r-1-11L1-7,0]

5 ¢

Z, = i[1,1,1,1,1]

V5

Dwuwymiarowa przestrzefi fizyczna oparta jest o wersory X;¥,. Przestrzen

prostopadta za$ jest trojwymiarowa. Jej wersorami sa: X ;y ;Z .

Dhugos¢ odcinka taczacego rzut punktu [0,0,0,0,0] — poczatek uktadu wspotrzednych

x|, ¥ - oraz rzut konca wersora j-tej osi jest rowny a:

a:A\/%-(sf+cf.):A\/% (93)

Jesli zatozy¢, ze rzut ten ma mie¢ dhugos¢ réwna jeden, to krawedz kubika 5D musi

mie¢ dlugo$¢ 4 =,/5/2.
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Rysunek 31. Rzuty wersor6w pigciowymiarowej bazy kartezjanskiej na przestrzen fizyczna



Rysunek 32 przedstawia rzuty wersoréw pigciowymiarowej bazy kartezjanskiej, na

przestrzen fizyczna, przy A=./5/2. Poniewaz osie przestrzeni odwrotnej wyznaczaja w

przestrzeni te same kierunki, co osie przestrzeni prostej (patrz punkt 1.3.2.3), wersory
przestrzeni prostej, po przemnozeniu przez 0.8m, przedstawiaja takze wersory przestrzeni

odwrotne;j.

Rzuty wersorow ukladu kartezjanskiego 5D sa obrocone wzgledem siebie o
wielokrotno$¢ 72°. Dla uproszczenia zapisu przyjeto si¢ nazywaé kierunki rzutéw zgodnie z
numerem niezerowej wspotrzednej pigciowymiarowego wektora. Jesli np. rzutujemy wersor
[0,0,1,0,0], to kierunek z nim zwiazany nazywamy ,,3”. W przypadku rzutow wektoréw o
zwrocie przeciwnym do zwrotu wersora, kierunek oznaczamy jako:gdla [0,0,-1,0,0]. Ich
rzuty na przestrzen fizyczna przedstawione sa na rysunku 32 za pomoca przerywanych

odcinkow.

Na bazie wektorow z rysunku 32 zbudowane sa wszystkie romby wystepujace w
uktadzie Penrose’a. Wielko$¢ a, ze wzoru (93) jest rowna dtugosci boku rombu. Przyktadowa
para cienkiego i grubego rombu pokazana jest na kolejnym rysunku, 34. Pozostale dziewig¢

rodzajow uzyskamy poprzez obrot tych z rys. 33 o wielokrotno$¢ kata 36°.

1,4

[0,1,0,0,0]

0,0- 5
[0,1,1,0,0]
3
-0,7
[0,0,0,1,0]
1,4
2 4 0 x 1 2

Rysunek 32. Przykladowe romby gruby 23 i cienki 14 zbudowane w oparciu o rzuty wersorow.
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Dla skrocenia opisu przyjeto si¢ nazywaé romby zgodnie z dwoma wersorami na
ktorych sa one zbudowane, a ktorych jeden koniec jest w poczatku uktadu odniesienia. Boki
duzego rombu z rysunku 33 zawieraja rzuty wersoréw [0,1,0,0,0] oraz [0,0,1,0,0], dlatego
skrotowo nazywa si¢ go rombem 23. W przypadku cienkiego rombu, opartego o rzuty
wersorow [1,0,0,0,0] 1 [0,0,0,1,0], postugujemy si¢ nazwa: romb 14. Sama nazwa liczbowa
identyfikuje jednoznacznie romb. Grube romby zbudowane sa na rzutach dwoch kolejnych
wersorow (np. 23, 2 1) za$ krawedzie cienkich rombow rozdzielone sa trzema wersorami, np.

14 lub 52.

Rzut wersoré6w na przestrzen prostopadia (rysunek 34) prowadzi do podobnego

uktadu, jak na rys. 32, poza faktem, ze kolejne wersory obrocone sa wzglgdem siebie o 144°.

1,04

0,51
Y, |

0,0+

5
o

0,5

1,0

Rysunek 33. Rzuty wersoréw pieciowymiarowej bazy kartezjanskiej na przestrzen prostopadla

Z tego powodu obrot rombu na powierzchni rzeczywistej spowoduje obrét tego

samego rombu na powierzchni prostopadtej o dwa razy wigkszy kat. Przyktadowo przekatna
rombu 23 (kierunek 5) obréconego o 72° przejdzie w kierunek 1, ktory na powierzchni

prostopadtej lezy w odlegtosci katowej 144° wzgledem 5. Ten fakt zostanie wkrotce

wykorzystany przy obliczaniu czynnika strukturalnego.
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Pasek rzutowania w przypadku ukladu Penrose’a jest trojwymiarowa przestrzenia
rownolegta do przestrzeni fizycznej 1, podobnie jak dla ciagu Fibonacciego, jego szerokos¢
ustalona jest tak, by obejmowat jedna, dowolna komorke elementarng uktadu. Dla prostoty
przeprowadzamy pasek rzutowanie przez komodrke elementarng o wierzchotkach lezacych w
weztach [0,0,0,0,0], [0,0,0,0,1], [0,0,0,1,1] .... [1,1,1,1,1]. Komoérka elementarna w przypadku

przestrzeni 5D ma 32 wierzchotki.

Sposrod 32 zrzutowanych warto$ci wybieramy 22 ograniczajace powierzchnig
atomowa. Pozostate 10 znajduja si¢ wewnatrz ograniczanego obszaru — sa wigc zbedne.
Podobna sytuacja wystepuje w przypadku ciagu Fibonacciego. Cho¢ komoérka elementarna

2D posiada 4 wierzcholki, tylko 2 ograniczaja powierzchni¢ atomowa.

Wynikiem rzutowania jest zbior czterech pigciokatow ulokowanych na ptaszczyznach
réwnoleglych do ptaszczyzny XY, 1 znajdujacych sig¢ na poziomach z,={1, 2, 3, 4} oraz dwa

punkty o wspotrzednych (0,0,0) 1 (0,0,5). Cato$¢ przedstawia rysunek 35:

Rysunek 34. Powierzchnia atomowa dla zbioru Penrose’a.
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Wspotrzedne ograniczajace powierzchni¢ atomowa:

Q(Xu}’l): {(0,0)}*s

S, y)=12.0) o~z + (e - L1 (e - 1L-1),(- 7,7 = D)}

2= 2500 =T+ L), (e + 1-1), (- 1-2), (- 27,0), (- L7 )} s

1,7),(27,0)(L—z) (- 7 = L1 =z = L,-1)}*s (94)
z'+1),( z'+1,1),( z'+1,—1),(r,r—1),(—2,0)}*s

Rzut powierzchni atomowej na ptlaszczyzng X, Y, (rysunek 36) przedstawia 4

wspotsrodkowe, regularne pigciokaty.

2

—— z =1

—o— z =2

—— zl=3
Z =t

Rysunek 35. Rzut powierzchni atomowej na plaszczyzne X, Y,

Na poziomie z,=1 oraz z,=4 znajduja si¢ tzw. male pigciokaty, a na z,=2 i z,=4 tzw.
duze pigciokaty. Pomigdzy wspotrzednymi wszystkich pigciokatoéw zachodza proste relacje.
Wychodzac ze wspotrzednych malego pigciokata z z,=1 potozenie pozostatych otrzymamy

poprzez:

e  odbicie wzgledem osi y; - (x1, y1) 2(-x. y.) dlaz,=4 (95)
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e  przeskalowanie t-krotnie - (x ;) 2(t-x,, T-y,) dlaz,=3
e  przeskalowanie t-krotnie z odbiciem wzgledem y, - (x1, y1) 2(-tx), T-yy1) dlaz,=2
Pole duzego pigciokata jest t>-krotnie wigksze od pola matego pigciokata.

Rzuty potozen punktow spod paska rzutowania gromadza si¢ jednorodnie w obrebie
kazdego pigciokata. Wszystkie pigciokaty wypelnione sa z taka sama ggstoscia. Dowolny rzut
moze przyja¢ tylko jedna z 4 mozliwych warto$ci wspotrzednej z,. Rzut zadnego punktu
nalezacego do zbioru Penrose’a na przestrzen prostopadia nie moze si¢ znalez¢ pomigdzy
pieciokatami. Jest to naturalna konsekwencja definicji osi z;, ktérej wspoilrzedne w bazie
kartezjanskiej sa rowne [1,1,1,1,1]. Rzut jakiegokolwiek punktu o wspotrzednych takze
bedacych liczbami catkowitymi musi by¢ liczba catkowita.

Uktad Penrose’a, korzystajac z metody ,.cut-and-project”, mozna wygenerowac
poprzez zrzutowanie na przestrzen fizyczna wszystkich punktow lezacych wewnatrz paska
rzutowania. Aby sprawdzi¢, czy punkt przestrzeni 5D spetnia ten warunek, wystarczy w
pierwszym kroku zrzutowaé go na przestrzen prostopadta. Jesli jego rzut lezy w obrebie
pigciokatow, oznacza to, ze w przestrzeni 5D znajduje si¢ on pod paskiem rzutowania, a wiec

po rzucie na przestrzen fizyczna stanowi punkt zbioru Penrose’a.
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1.3.2.2. Rozklad prawdopodobienstwa dowolnego ukladu punktow nalezacych do zbioru

Penrose’a.

Przedstawiony w poprzednich rozdziatach opis zbioru Penrose’a koncentruje si¢ na
analizie polozen wszystkich wierzchotkow rombdw. Z punktu widzenia analizy strukturalne;
takie globalne podej$cie, w ktérym nie wyrdznia si¢ zadnej grupy punktow, nie jest dobrym
rozwiazaniem. Kwazikrysztaty sa stopami réznych metali. Opis struktury powinien dostarczac
informacj¢ nie tylko o potozeniu atomu, ale takze o jego typie. Bez wyraznego podziatu
struktury na jednostki strukturalne jest to bardzo trudne — cho¢ mozliwe, np. przy pomocy

metody zwanej ,,modelowaniem powierzchni atomowe;j”.

W przypadku zbioru Penrose’a, za jednostki strukturalne najczgsciej przyjmuje si¢
albo romby albo klaster. Przyjecie jednostki strukturalnej za podstawowy element opisu
budowy oznacza, ze wszystkie punkty ograniczone granicami jednostki strukturalnej
zastgpujemy jednym punktem symbolizujacym owa jednostkg. Przyktadowo, jesli zbior
Penrose’a podzielimy na romby, to kazda czworke punktow bedacych wierzchotkami rombu
zastepujemy jedynym punktem symbolizujacym ten romb. Jako miejsce potozenia punktu
symbolizujacego romb wybiera si¢ jeden z jego wierzchotkdw — na przyklad lezacy w

poczatku uktadu wspotrzednych z rysuneku 33.

Najwazniejsza wielkoscia opisowa dla jednostek strukturalnych jest rozktad
prawdopodobienstwa rozmieszczenia ich w przestrzeni. Jesli bowiem znamy taki rozktad dla
jednego punktu, z ktérym wiazemy cala jednostke strukturalng, to znamy go takze dla

dowolnego atomu dekorujacego wnetrze jednostki strukturalne;.

Jezeli punkt symbolizujacy jednostke strukturalng umiescimy w wierzchotku rombu,
to rozktad prawdopodobienstwa opisujacy dana jednostke strukturalng musi by¢ czescia

powierzchni atomowe;.

Metoda wyznaczania czgsci powierzchni atomowej opisujacej wybrang jednostke
strukturalng jest analogiczna do zaprezentowanej w rozdziale 1.2.2.4 poswigconemu ciagowi
Fibonacciego. Jej gltoéwna idea skupia si¢ na wyznaczeniu tej czesci obszaru powierzchni
atomowej, ktéra umozliwia powstanie w obszarze powierzchni atomowej obrazu catlej
jednostki strukturalnej. Tzn. jezeli poszukujemy rozkladu prawdopodobienstwa grubych
rombow, to na powierzchni atomowej szukamy obszaru gwarantujacego, ze rzuty wszystkich

czterech wierzchotkow grubego rombu takze znajda si¢ na powierzchni atomowe;.
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Technik¢ wyznaczania poszukiwanego obszaru zaprezentujemy na przyktadzie grubego

rombu 23 ale niezaleznie od ksztattu jednostki strukturalnej przebiega ona w taki sam sposob.

1.

Jednostke strukturalng dowolnie skierowana w przestrzeni nalezy opisa¢
pigciowymiarowymi, catkowitymi wspolrzegdnymi zapisanymi wzgledem punktu
symbolizujacego ta jednostke strukturalng (rys. 37). W przypadku grubego rombu za

punkt odniesienia przyjmujemy wezet A 1 przypisujemy mu wspoétrzedne [0,0,0,0,0].

(AX, Ay, AZ ) (AX, Ay, )

[0,0,1,0,0]
(0.5(-1), 5, 1)

[0,1,0,0,0]
(12, (=-1)s,)
C
[0,1,1,0,0] [0,0,0,0,0]
Eg,oéobo),O] (-, 0) (0, 0)
il ) D A
AI Dl
[0,1,1,0,0]
(x-1,0,2)
B
[0,0,1,0,0]

(-1 /2, -(+-1)s,)

[0,1,0,0,0]
(0.5(-1), s, 1)

Rysunek 36. Wspolrzedne wierzcholkéw grubego rombu 23, skierowanego tak jak na rysunku po prawej
stronie, opisujemy wzgledem punktu A w reprezentacji SD i 2D przestrzeni fizycznej. Po lewej stronie
rysunku ten sam romb przeniesiony do przestrzeni prostopadlej. W nawiasach okraglych wzgledne
wspolrzedne prostopadle kazdego wierzcholka. Tréjwymiarowa prezentacja rombu zrzutowanego na
przestrzen prostopadla pokazuje rysunek 38 (a).

Ustalamy warto$¢ wspotrzednej z;, czyli numer pigciokata na ktérym moze
znajdowa¢ si¢ poszukiwany rozklad. Zauwazamy, ze kazdy punkt jednostki
strukturalnej lezy na innym pigciokacie (rysunek 38 (a)). Przesunigcie si¢ bowiem w
przestrzeni 5D wzdhuz ktéregokolwiek wersora oznacza takze zmiang trzeciej
sktadowej przestrzeni prostopadtej. W przypadku grubego rombu dwa punkty (C i
B) leza wzgledem punktu odniesienia jeden pigciokat ,,wyzej” Az,=1, a jeden punkt
— D — dwa pigciokaty ,,wyzej”, tj. Az;=2. Poniewaz sktadowa z, przyjmuje wartosci
od 1 do 4, punkt D moze leze¢ maksymalnie na z,=4, co oznacza, Zze punkt

odniesienia A — punkt symbolizujacy jednostkg strukturalng — moze przyja¢ wartos$¢
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trzeciej sktadowej rowna z;=1 (wtedy punkt D znajdzie si¢ na z,;=3) lub z,=2 (wtedy
punkt D znajdzie si¢ na z;=4). Oznacza to, Ze na powierzchni atomowej powstana
dwa obszary opisujace rozklad polozen duzych romboéw w przestrzeni: na z,=1 1
z,=2. Poniewaz technika poszukiwania ksztattu obszaru nie zalezy od z;

ograniczymy szczegotowy opis do z;=1.

3. Potozenia wzgledne 5D przeliczamy na wspodhrzedne przestrzeni prostopadie]

(x1,y1,21) — rysunek 37.

4. Wszystkie punkty jednostki strukturalnej musza znalezé si¢ na powierzchni
atomowej. Sprawdzamy jak daleko mozna przesuna¢ w obrebie pigciokata punkt A,

aby punkt B, C i D takze byly w obrgbie powierzchni atomowe;.

e Sprawdzamy jakie ograniczenia naktada punkt B. (rysunek 38 (b)) Krawedz boku
rombu AB rzutujemy na powierzchnig atomowa: A’B’. Oba konce wektora musza
znajdowa¢ si¢ w obrgbie powierzchni atomowej. Punkt A’ jest na malym
pigciokacie z;=1, punkt B’ na duzym z,=2. W obrgbie malego pigciokata
przemieszczamy punkt A’, tak, by punkt B’ ciagle pozostawatl w obrgbie duzego
pieciokata. Krawedzia ograniczajaca jest tu goérna prawa krawedz duzego
pieciokata. Obszar powierzchni atomowej zapewniajacy istnienie na powierzchni

rzeczywistej par punktow AB zaznaczony jest jasnoszarym kolorem.

e Podobnie postepujemy dla krawedzi AC, ktérej obraz na powierzchni atomowej
oznaczamy jako A’C’ — rysunek 38 (c). Wektor A’C’, konczacy si¢ na z,=2
ograniczony jest dolna prawa krawedzia duzego pigciokata. Z jasnoszarego

obszaru wycina wigc ciemnoszary trojkatny obszar.

e Odcinek AD nie wprowadza nowych ograniczen w obszarze powierzchni

atomowej — rysunek 38 (d).

Rozkladem prawdopodobienstwa opisujacym polozenia grubych rombow 23 jest
potozony na pigciokacie o z;=1 i przedstawiony na rysunku 41 (a) trojkat o wspotrzednych
podanych w tabeli 1. Jego pole powierzchni jest w przyblizeniu réwne 1.0633, przy zalozeniu
dhugosci boku rombu rownej jeden. Trojkatny rozktad oznaczony jest zgodnie z litera

wierzchotka rombu dla ktorego byl wyznaczany: A.
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Rysunek 37. Konstrukeja ksztaltu pola rozkladu prawdopodobienstwa opisujacego polozenia grubych
rombow w zbiorze Penrose’a.

Podobnie mozemy wyznaczy¢ rozklad polozen grubych rombow znajdujacy si¢ na
pigciokacie o z;=2. Ograniczmy si¢ teraz do podania jedynie ich wspotrzednych (tabela 1)
oraz przedstawieniu na rysunku 41 (b) — trojkat oznaczony jako A’. Warto zauwazy¢, ze pole

rozktadu A’ jest rowne polu rozktadu A.

Druga jednostka strukturalng zbioru Penrose’a jest cienki romb. Wybieramy romb 14 i
dla wezta E (rysunek 39) powtarzamy procedure wyznaczania czg$ci powierzchni atomowe;j
opisujacej rozktad matych rombow na ptaszczyznie. Podobnie jak dla grubego rombu, 1 tu
powstaja rozklady na dwodch pieciokatach: z,=1 oraz z,=2. Ich wspotrzedne zapisane sa w
tabeli 1 za$ ksztalt 1 potozenie pokazane jest na rysunku 41 (c) oraz (d). Takze w tym

przypadku pola obu rozktadow E 1 E’ sa rownej wielkosci.

Procedurg¢ wyznaczania rozktadu potozen matych rombow przedstawiaja rysunki 39
oraz 40. Wspodtrzedne wierzchotkdw umieszczone sa w tabeli 1. Wielko$¢ pola powierzchni
tego rozktadu jest t-krotnie mniejsza od pola rozktadu grubego rombu, w przyblizeniu

réwna 0.657.
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Rysunek 38. Wspolrzedne wierzcholkéw cienkiego rombu 14, skierowanego tak jak na rysunku po prawej
stronie, opisujemy wzgledem punktu E w reprezentacji 5D i 2D przestrzeni fizycznej. Po lewej stronie
rysunku ten sam romb przeniesiony do przestrzeni prostopadlej. W nawiasach okraglych wzgledne
wspolrzedne prostopadle kazdego wierzcholka. Trojwymiarowa prezentacja rombu zrzutowanego na

(AX, Ay, AZ ) (AX, Ay, )

[1,0,0,0,0]
(C1' 31)
[1,0,0,0,0]
(-1 /2, (x-1)s,, 1) F
Fl
1,0,0,1,0 [0,0,0,0,0] [1,0,0,1,0]
E-r, 0, 0) ] (0, 0) (2c,, 0)
' El E H
H [0,0,0,0,0]
(0,0, 0)
[0,0,0,1,0]
(-1/2,-(x-1)s,, 1) G
[0,0,0,1,0]
(c1, —s1)

przestrzen prostopadla pokazuje rysunek 41 (a).

]l_ - L

(a
|

Rysunek 38. Konstrukcja ksztaltu pola rozkladu prawdopodobienstwa opisujacego poloZenia cienkich

rombow 14 w zbiorze Penrose’a
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Rysunek 39. Rozklady prawdopodobienstwa bedace cze$cia powierzchni atomowej dla grubego
rombu 23 — (a) i (b) — oraz cienkiego rombu 14 - (c) oraz (d).

Romb 23 Romb 14
z=1 z1=2 z=1 z1=2
pole: ~1.0633 pole: ~1.0633 pole: ~0.657 pole: ~0.657
X1 yi X1 yi X1 yi X1 yi
Li| 2ta 0 |Lai|-2(t+1)cy 0 S| a S So | 2tt1)ci] 81
Liz | -(tt1)-cq| (z-1)-s1|Laa| (z-1)-c1 | (z-1)-s1 | Si1 |27y 0 Sai 2 0
Liz|[-(t+1)-cq| -(z-1)-s9 Loz | (t-1)-cy | -(z-1)=s1 | Si3| < -8 Sz | QT+1)cy| -$1

Tabela 1. Wspoélrzedne wierzcholkow tréjkatnych rozkladéw prawdopodobienstwa wyznaczonych na
powierzchni atomowej dla grubego rombu 23 oraz cienkiego 14.




Wszystkie rozktady uzyskane do tej pory zostaly wyznaczone dla rombow 23 i 14. Ze
wzgledu na symetri¢ powierzchni atomowej, rozklady potozen dla pozostatych czterech
orientacji, tj. dla grubych rombow: 34, 45, 51, 12 i cienkich: 25, 31, 42, 53, mozemy otrzymac

obracajac o odpowiedni kat wspotrzedne trojkatow wyznaczone dla rombow 23 i 14.

Jak zostato jednak nadmienione juz wczesniej, obrét rombu o 72° na powierzchni
fizycznej oznacza obrot jego obrazu w przestrzeni prostopadtej o 144°. Rysunek 42 to
potwierdza. Dla rombow 34 1 25 — rys. 42 (¢) — wyznaczono geometrycznie ksztatt rozktadu
ich polozen. Wynikiem sa trojkatne obszary — rys 42 (a) i (b) - o takim samym ksztalcie i polu
jak dla rombow 23 i 14 ale obrocone o 144° wzgledem rozktadow otrzymanych dla 23 i 14 —
por. rys. 421 rys. 41.

Q4 1
0,74 \ o/ ;
y ’ g
Il i \ /25
0,0 o5 5

0,7
4
1,4
T T T T T
2 1 0 XII 1 2
2 2
(a) ZL=1 (b) Zl=1
S S13
11 L
Vs Vs ‘
0 0 L13
S12
I‘12
-2 T T T T T -2 T T T T T
-2 0 X 2 -2 0 X 2
1 1

Rysunek 40. Ksztalt i polozenie rozkladéw prawdopodobienstwa dla rombu 25 (a) oraz 34 (b)
skierowanych w przestrzeni fizycznej, jak na rys. (c¢).

Romby o wyszczegdlnionych pigciu orientacjach w przestrzeni prostopadie; zajmuja

pozycje na pigciokatach o z,=1 oraz z,=2. Pozostale dwa pigciokaty zajmowane sa przez
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rzuty punktow symbolizujacych romby symetryczne wzglgdem poczatku uktadu do
omawianych pigciu orientacji. Rozklady potozen tych rombow sa takze symetryczne
wzgledem poczatku ukladu do rozktadow romboéw opartych o rzuty wersorow skierowanych
w dodatnia strong swoich osi. Pieciokaty lezace na z,=3 oraz z,;=4, niezaleznie od dekoracji
rombow, zaktada sig, ze sa symetryczne wzgledem pigciokatéw lezacych na z,=2 oraz z,=1.
Takie zalozenie oznacza, ze budowa jednostek strukturalnych nie zalezy od ich orientacji. Jest
ono przy tym bardzo pozyteczne z praktycznego punktu widzenia, gdyz symetryczny rozktad
prawdopodobienstwa oznacza parzysto$¢ funkcji opisujacej go, a to prowadzi do znacznego
uproszczenia obliczen transformat Fourier, w ktérych zamiast zespolonej sumy po czterech
wartosciach z,, wykonujemy sumy po jedynie dwoch wartosciach piatej sktadowej 1 to tylko

z cze$ci rzeczywistej tych transformat.

1.3.2.3. Przekrywanie rozkladow prawdopodobienstwa.

Analiza potozen w obrgbie powierzchni atomowej rozkladow prawdopodobienstwa
zwigzanych z réznymi atomami lezacymi w obrgbie rombow lub klastrow umozliwia
okreslenie liczby typdéw atomoéw mogacych dekorowaé wybrane jednostki strukturalne.
Gestos¢ prawdopodobienstwa w obrgbie kazdego pieciokata ma t¢ sama wartos¢ (rozktad
jednostajny). Jezeli wige, przyktadowo, dwa rozktady prawdopodobienstwa pochodzace od
dwoch atomoéw dekorujacych dwie jednostki strukturalne zajmuja na powierzchni atomowe;j
ten sam obszar, oznacza to, ze w rzeczywistosci mamy do czynienia z jednym atomem, ktory
nalezy jednocze$nie do obu jednostek strukturalnych — lezy na przyklad na krawedzi

wspotdzielonej przez obie jednostki strukturalne.

Ustalanie liczby niezaleznych typow atoméw dekorujacych jednostke strukturalna

prowadzi si¢ w dwodch krokach:

a) Dla wybranej orientacji zaznacza si¢ na powierzchni atomowej obszary zajmowane
przez rzuty wszystkich punktéw nalezacych do badanej jednostki strukturalne;.
Najlatwiej jest to zrobi¢ wykorzystujac rozktad potozen jednostki strukturalnej, ktory
jednoczesnie jest rozkladem potozen wybranego atomu nalezacego do tej jednostki
strukturalnej. Rozktady pozostatych atoméw musza by¢ identycznego ksztattu —
wystarczy je przesuna¢ o wektor oddzielajacy w przestrzeni prostopadiej punkt
symbolizujacy jednostke strukturalng i okreslony atom. Ten krok analizy ma na celu

sprawdzenia, czy juz w obregbie jednostki strukturalnej nie ma atomow, ktorych
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rozktady nachodza na siebie, co jest jednoznaczne z przypisaniem im tego samego

typu.

b) Rozklady z punktu (a) obraca si¢ w przestrzeni prostopadiej o wielokrotnos¢ kata 72°.
W ten sposob uzyskuje si¢ rozktady dla pozostalych orientacji, ktére naktada si¢ na
rozklady wejSciowe. Ten krok pozwala sprawdzi¢, czy atomy lezace w jednym
punkcie jednostki strukturalnej dla okreslonej orientacji nie sa jednoczesnie atomami

lezacymi w innym punkcie tej samej, cho¢ obroconej, jednostki strukturalne;.

Przedstawiony algorytm zastosujemy do rombow celem ustalenia iloma réznymi typami
atomOw mozna udekorowac ich wierzcholki. Rysunek 43 przedstawia wszystkie mozliwe
kombinacje polozen romboéw na powierzchni atomowej. Wierzchotki rombdéw moga
znajdowac¢ si¢ albo na pigciokatach o skladowych z,=1, 2 i 3 albo na pigciokatach o
sktadowych z,=2, 3 i 4. Obok kazdego wierzchotka, na rys. 43, podana jest warto$¢ piatej
sktadowej ich potozenia. Aby rozrézni¢ romby ,123” od ,234”, tym ostatnim
przyporzadkowano primowane symbole wierzchotkéw. Symbole te nie maja nic wspdlnego z
wprowadzonymi w poprzednim rozdziale primowanymi symbolami odcinkow, ktore

symbolizowaty rzut bokow rombow na przestrzen prostopadia.

Lo

Al

Dl

Bl
Rysunek 41. Opis wierzcholk6w rombdw.

Ksztalt rozkltadow prawdopodobienstwa wierzchotkow A 1 E jest juz znany.

Przedstawia je rysunek 41. Przesuwajac te rozktady w przestrzeni prostopadtej do miejsc

bedacych rzutami  pozostatych  wierzchotkéw rombow  otrzymujemy  rozktady

prawdopodobienstwa wszystkich wierzchotkow rombow o orientacji 23 (rys.44) i 14 (rys.45)
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Rysunek 42. Rozklad polozen wierzcholkéw grubych rombéw na powierzchni atomowe;j.
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Rysunek 43. Rozklad polozen wierzcholkéw cienkich rombéw na powierzchni atomowej.
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Wnhnioski wyplywajace z analizy rysunkow 45 i 46.

1.

85

W uktadzie Penrose’a zadne dwa grube romby o tej samej orientacji nie granicza ze
soba — wniosek ten wynika z braku przekrywania si¢ rozktadow potozefn wierzchotkow

grubych rombdw na rysunku 44.

Rozktady wierzchotkéw F i G cienkich rombow przekrywaja si¢ (ciemno szary obszar
oznaczony jako ,,F+G” na rysunku 45), co oznacza, ze w ukladzie Penrose’a te dwa

wierzchotki moga schodzi¢ si¢ w jednym punkcie. -

Na rysunku 46 pokazany jest fragment uktadu Penrose’a. Dwa

romby 14 potaczone wierzchotkami F i G zaznaczone sa na

-

czerwono. Wspolny obszar rozktadu prawdopodobienstwa nie Rysunek 44. Romby 14.
oznacza, ze wszystkie romby 14 musza si¢ laczy¢ tymi OPisW tekcie.

wierzchotkami. Zaznaczony na niebiesko, na tym samym rysunku, romb 14 jest tego
dowodem. Procentowy udzial rombow 14 polaczonych ze soba wierzchotkami do
wszystkich rombow 14 mozemy obliczy¢ pordwnujac ze soba wspolne pole ,,F+G” oraz
catkowite pole rozktadu F lub G. W tym przypadku, bez podawania szczegdétowych
wyliczen, okazuje sig, ze okoto 14,5% wszystkich cienkich rombow faczy si¢ z drugim

cienkim rombem, o takiej samej orientacji, wierzchotkami F i G.

Powierzchnia atomowa narzuca symetri¢ wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych. Z
tego powodu do obliczenia widma dyfrakcyjnego wystarcza transformata z dwodch
pigciokatow. Z zakladanej symetrii wynikaja jednak dodatkowe wnioski. Jesli pigciokat
z,=2 jest odbiciem pigciokata z,;=3, to oznacza, ze wierzchotek A’ jest w rzeczywistosci
wierzchotkiem D, a wierzchotek D’ — wierzchotkiem A. Romby ,,123” 1,,234”, zard6wno
grube jak i cienkie sa swoimi zwierciadlanymi odbiciami. Cho¢ wersory [0,1,0,0,0] 1
[0,0,1,0,0] zbiegaja si¢ zarowno w wierzchotku A 1 A’ to fizycznie sa to dwa rdzne

wierzchotki, w ktérych moga znajdowac sig r6znego typu atomy.

Symetria nie tylko umozliwia rezygnacj¢ z calkowania po pigciokatach z;=3 1 z,=4 ale
dodatkowo, ze wzgledow opisanych w punkcie 3, pozwala ograniczy¢ obliczenia do
transformaty Fouriera z tylko jednego trdjkatnego obszaru. Skoro obszar A’ jest w
rzeczywisto$ci obszarem D obréconym o 180° to operacja transformaty Fouriera
niejako automatycznie przypisze obszar D wierzchotkowi A. Uwzglednienie symetrii
daje nam wigc czterokrotne przyspieszenie algorytmu obliczajacego widmo dyfrakcyjne

dla zbioru Penrose’a.



Kolejnym krokiem analizy, w przypadku rombow, moze by¢ sprawdzenie, ktoére
wierzchotki cienkich i grubych rombow tacza si¢ ze soba. Potaczenie rozktadow z rysunkow

44 145 dla z,=1 1z,=2 przedstawia rysunek 47.

2

0_

-2 T T T T T -2 T T T T T
2 0o X, 2 -2 0o X 2

Rysunek 45. Przykrywanie si¢ rozkladéw wierzcholkéw rombéw 23 i 14.

Przykrywanie si¢ obszarow A i E na z,=1 oznacza, ze te dwa
wierzchotki tacza si¢ takze na ptaszczyznie fizycznej, wobec czego

atomy dekorujace je musza by¢ tego samego typu.

Na z,=2 obserwujemy naktadanie si¢ rozkltadow prawie

wszystkich wierzchotkow, poza H. Rysunek 48 przedstawia fragment Rysunek 46. Wspolne

zbioru Penrose’a w obrebie ktorego zaznaczono potaczenia pomiedzy ;V;"f_rﬁh"lki rombé6w
1
wierzchotkami F+D (na czerwono), D+F+G (na niebiesko) oraz B+F

(na zo6tto). Atomy dekorujace te wierzchotki takze musza by¢ identyczne.

Juz na tym poziomie analizy mozna stwierdzi¢, ze zbidr Penrose’a moga dekorowac
tylko dwa rézne atomy: jeden typ zwiazany z wierzchotkami A i E, i drugi, z pozostatymi. W
przypadku klastrow koniecznym okazuje si¢ takze sprawdzenie w jaki sposob przykrywaja si¢
obszary prawdopodobienstwa pomig¢dzy jednostkami strukturalnymi o réznych orientacjach.
Rysunek 49 pokazuje te zalezno$¢ dla duzych rombow o orientacjach 23 i1 45. Wierzchotki A
tacza sig tylko z innymi wierzchotkami A. Natomiast pozostale trzy wierzchotki moga taczy¢
si¢ dowolnie pomigdzy soba — przekrywanie obszarow B+D oraz D+C; brakujace B+D

otrzymaliby$my po przeprowadzeniu jeszcze jednego obrotu rozktadoéw o 72°.

86



Z =
il
Y,
0-
'2 T T T '2 T T T
-2 0 X 2 2 0 X 2

Rysunek 47. Przykrywanie si¢ rozkladow wierzcholkow rombéw 23 i 45.

1.3.2.4. Reguly przylegania rombow.

Reguly przylegania bokow stosowane przy uktadaniu rombéw na plaszczyznie
stosowane sa by unikna¢ konfiguracji nigdy nie wystepujacych w zbiorze Penrose’a - takich
jak na przyktad periodyczne utozenie rombow lub potaczenie dziesigciu cienkich rombdow

wierzchotkiem o kacie 36°.

Reguly przylegania sa konsekwencja istnienia piatej sktadowej z,. Pierwszym i
oczywistym warunkiem stad wynikajacym jest, by w kazdym wierzchotku taczyly si¢ ze soba
wierzchotki rombow lezace w obrebie tego samego pigciokata na powierzchni atomowej (ta
sama sktadowa z,). Drugim warunkiem jest, by potaczenie bokow rombow wychodzacych z

tego wierzchotka byto mozliwe.

Rysunek 50 przedstawia dwie pary romboOw wraz z zaznaczonymi warto$ciami
wspotrzednej z; kazdego wierzchotka. Romby o z;, = 2,3,4 sa zwierciadlanym odbiciem
rombow o z; = 1,2,3. Pierwszy warunek narzuca, by tylko te boki taczy¢, ktore koncza sig
tymi samymi warto$ciami z,, np. czerwona para z grubego rombu i czerwona z cienkiego.
Aby jednoznacznie okre$li¢ warunek przylegania doktadamy strzatki, ktore w obu bokach

taczonych rombow musza mie¢ ten sam zwrot.
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Rysunek 48 Zwiazek piatej skladowej polozZenia z regulami przylegania rombdw.

Gdyby bra¢ pod uwage tylko pierwszy warunek, to mozliwym powinno by¢
potaczenie zielonych i niebieskich bokéw, ktorych wierzchotki leza na z,=2 i z,=3. Boki te
mozna potaczy¢é pomiedzy soba na dwa sposoby: zsuwajac do siebie romby tego samego
typu, tak by mogly utworzy¢ strukturg periodyczna lub taczac przyktadowo wierzchotek 3
,»zielonych bokow” jednego typu rombu z tym samym wierzchotkiem drugiego typu rombu.
W pierwszym przypadku dostaliby$my strukture niemozliwa do odtworzenia na powierzchni
atomowej. Odleglo$¢ pomiedzy zadnymi dwoma punktami lezacymi na dwoéch pigciokatach
odleglych od siebie o Az,;=2 nie jest bowiem wigksza od podwoéjnej dlugosci zrzutowanej na
powierzchni¢ atomowa krawedzi rombow. W drugim przypadku, by natozy¢ na siebie te
krawedzie nalezatoby obroci¢ romby o kat nieréwny wielokrotnosci 72°, a tylko takie sa
dozwolone, jezeli operujemy czterema rombami (sa one parami symetryczne). Nie ma wigc
mozliwo$ci polaczenia zielonych i1 niebieskich krawedzi. Z tego powodu rezygnuje sig¢ z
kolorowania krawedzi, pozostawiajac same strzatki, ktére jednoznacznie okreslaja w jaki

sposdb mozna potaczy¢ romby pomigdzy soba.
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Wprowadzenie regut przylegania ma dwie podstawowe konsekwencje: zmusza do
wprowadzenia rozroznienia na identycznie wygladajace romby: ,,123” 1 ,,234”, a takze
ogranicza liczbg mozliwych ulozen romboéw wzgledem siebie do siedmiu kombinacji, ktore

zostaly przedstawione na rysunku 51.

Rysunek 49. Siedem mozliwych — wynikajacych z regul przylegania — konfiguracji rombow w zbiorze
Penrose’a. Zrodlo: http://intendo.net/penrose/
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1.3.2.5. Przestrzen odwrotna

Przestrzen odwrotna zapisana w ukladzie kartezjanskim, dla regularnego uktadu

punktow przestrzeni prostej jest siecia regularng o boku 27/A4.
Potozenie pikéw dyfrakcyjnych opisane jest za pomoca pigciu indeksow hy, ha, hs, ha,

h5, tj.l

2
K :f[hl,h2’h3’h4,h5]

A

Wersory przestrzeni odwrotnej zapisane w bazie przestrzeni fizycznej: K ,K i

X2 Xy
prostopadtej: K K Ly,IA( .. sa zdefiniowane jako:
IA(U:%[ %[02,04,06,08,010] (96)
f(uzz—” %[1,1,1,1,1]

Rzut wersorow (96) na przestrzen fizyczna przedstawia rysunek 32.
Jezeli zamiast dtugosci krawegdzi kubika 5D uzyjemy dlugosci boku rombu (wzor
(93)) to powyzszy uklad, po wprowadzeniu zaleznosci funkcji trygonometrycznych od liczby

T, przeksztalci si¢ do postaci:

Kx =i_ﬂ[c"cz’casc4scs] :4_7[[01502’02’C1 ’1] :2_7[[7_1’_7’_7’7_12]
a Sa Sa
Ky :i—ﬁ[sl,sz,s3,s4,ss] =4—ﬂ[sl,s2,—s2,—sl,0] :2—7[\/2'+2[1,2'—1,1—r,—1,0]
a Sa Sa
IA(M :2—”[%,04,06,08,010]:4—ﬂ[c2,cl,cl,cz,l] =2—ﬂ[—r,f—1,r—l,—r,2] (97)
a Sa Sa
Iﬂ(iy :i—:[sz,s4,s6,sg,s10]:i—Z[sz,—sl,sl,—sz,O] :i—;{«/r-i-Z[r—l,—l,l,l—z’,O]
K. :2—”[1,1,1,1,1]
Sa
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Ten sam wektor falowy mozna zapisa¢é w obu bazach. Dla rozréznienia ich,
wspolrzegdne bazy kartezjanskiej beda zapisywane w nawiasach kwadratowych:
K=[ki, ko, ks, ka, ks], za§ w bazie przestrzeni fizycznej 1 prostopadlej — w nawiasach

klamrowych: K={ky, ky, kix, k1y, k1.}, gdzie

Wspotrzedne dowolnego wektora o indeksach [hy, ha, hs, ha, hs] zapisane w bazie

przestrzeni fizycznej 1 prostopadte] K={k, ky, kix, k1y, k,} sa rowne:

kx =[hlsh2ah3ah4ah5]'ﬁx =2_7[(_h1 _h4 +2h5 +z—(h1 _hz _ha +h4))

Sa
qummpmﬁw@}ﬁy=%}h+dm—@+m—m+d@—m»

_27

ku :[hlahzahphwhs]'f(lx
S5a

—hy —hy +2h +7(=h + hy + by —h,)) (98)

A 2
K, =[hy,hy g, by, hs]- K =5—Zvr+2(—hl —hy +hy +hy + (b~ 1)

~ 27
kzL:[hlﬂhZ’h37h4’h5]'KJ_z_ (

" Sa

B +hy +hy +h, +hy)

Warto zauwazy¢, ze rzut wielokrotnosci wektora [1,1,1,1,1] na wszystkie osie

przestrzeni odwrotnej poza k,; jest rOwny zeru

kx=N{u¢u}Kx=%£N(—L4+2+AL4—LH»=0
a

ky:NruLuJ}Ky:%ZA%JT+2@—LH—1+AL4»=0
a

@l=N41u¢u4§u=%1AL04—1+2+4—H4+L4»=0 (99)
a

@L:Aﬁp¢LuyR¢y:%EALJT+2@1—LH+1+AL4»=0
a

2x N
a

@l:N{U¢U}KM:%£N(HJ+HJ+D:
a

Jest to naturalna konsekwencja definicji i prostopadtosci osi k., wzgledem pozostalych
osi. Z tego powodu kazdy dowolny wektor falowy mozna powigkszy¢ o N-[1,1,1,1,1] bez
zmiany jego potozenia w przestrzeni fizycznej. Ta operacja, w praktyce, umozliwia taki zapis
wektorow aby jedna z jego wspotrzednych w pigciowymiarowej bazie kartezjanskiej byta
rowna zeru. Zwykle przyjmuje si¢ by 4s=0. Wtedy (98) przyjmuje ostateczna, stosowana w

dalszych obliczeniach, postac:
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_2r

k., :[hlahzahsahuo]'f(x —h —h, +T(h1 —h, —h, +h4))

Sa
k, =[h,hy,hy,h, 01K, =§—” r+2(h —hy +hy—h, +7(h, — 1))
i a
k. =[h,hy,hy,h,,0]- K, =i—”(—h2 —hy +(=h +hy + by — 1)) (100)
a

k., =[h,hy,h,h, 0]-K, =§—”«/z‘+2(—hl —hy +hy +h, +7(h, —h,))
i i a

27r(

k., =[h,hy,hy,h,,01-K . ===(h +h, +h, +h,)

Sa

Wprowadzone zatozenie, w praktyce, obniza nam wymiarowos$¢ przestrzeni odwrotnej
z 5 do 4. Bez trudu mozna wykaza¢, ze takze w przypadku przestrzeni prostej przesunigcie
wzdluz glownej przekatnej pigciowymiarowego kubika nie wplywa na warto$¢
wspotrzednych zrzutowanych punktow. Z tego powodu w wielu publikacjach rezygnuje si¢ z

zapisu 5D na rzecz 4D.

Poniewaz w pracy najczesciej bedziemy postugiwaé si¢ jedynie skladowymi wektora
falowego zapisanymi w przestrzeni fizycznej, wprowadzamy trzeci sposob zapisu tej
wielko$ci. Mata litera k oznacza¢ bedziemy dwuwymiarowy wektor falowy o wspotrzednych
fizycznych: k = (ky, ky).
1.3.2.6. Czynnik strukturalny dla zbioru Penrose’a.

Pozycje w przestrzeni fizycznej, w ktérych moga pojawi¢ si¢ piki dyfrakcyjne sa
opisane dwoma pierwszymi rownaniami z uktadu (100). Aby policzy¢ wartos¢ czynnika

strukturalnego dla tych pikow wychodzimy z definicji tej wielkoS$ci:

F(kx,ky):i(fa)j expilk,x, +k,y,) (101)

J
Wykorzystujemy zaleznos¢:

exp(iK-r)=1 (102)
Ktora w tym wypadku sprowadza si¢ do zwiazku:

kH = -k, r, - kxx+kyy = _(ka_xJ. +kyJ_yJ_ +sz.ZJ_) (103)
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Po wstawieniu (103) do (101) otrzymujemy:
N
( ) Z exp( ( ko ox, +kyiyi +hk,,z, )) (104)
Jj=1

Sumowanie przebiega po zbiorze wartosci polozen ograniczonych brzegami

powierzchni atomowej. Mozna wigc je zastapi¢ calka:

F(kx,ky) f) ZHP (xooyioz )expl-ilk, x, +k, v, +k. 2, ) dv,dy, (105a)

=1p4

lub bardziej ogdlnie:

=

Flk))=>(1,), [ P(r. )exp(-ik, -r ir, (105b)

~

Powierzchnia atomowa jest tr6jwymiarowa, zatem formalnie wprowadzamy jest
rozktad prawdopodobienstwa zalezny od trzech wspoirzednych. Catkowanie odbywa sig po
obszarze pigciokatow — oznaczonych jako PA. Sktadowa z, zmienia si¢ skokowo i przyjmuje
tylko 4 wartosci — stad suma po tej zmiennej we wzorze (105a). Dla formalno$ci, we wzorze
(105) zostata umieszczona suma po rodzajach atoméw mogacych budowac¢ uktad Penrose’a —

zmienna .

By obliczenia uczyni¢ bardziej przejrzystymi zat6zmy, ze uktad wypelniony jest tylko
jednym typem atomoéw. Dodatkowo zrezygnujemy z symbolicznego zapisu rozktadu
prawdopodobienstwa, ktéry w obregbie kazdego pigciokata przyjmuje taka sama, stala wartos¢.
Zastapmy go stata normujaca C.

F(kx,k) C- fZexp ik  z, ”exp XLxl+kylyl))Lxldyl (106)

Iloczyn k,,z, jest rowny, zgodnie z (93) 1 (100), catkowitej wielokrotnosci 0.4m:

k. z, :2?”(111 +hy+h +h, )z, (107)

Jest on wigc faza czynnika strukturalnego zalezna od sumy sktadowych wektora
falowego 1 z-towe] sktadowej potozenia punktu w przestrzeni prostopadtej. Wielkos¢ ta

przyjmuje tylko 5 wartosci: 0, 0.4, 0.8w, 1.2w oraz 1.6m7.
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Zajmijmy si¢ transformata obszaru pigciokata J:

J = [[expl-ile, x, +k,,y, v, dy, (108)
PA

Podzielmy obszar pigciokata na pig¢ identycznych trdjkatow, ktore wzgledem siebie

obrdcone sg 0 72° - rysunek 52.
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Rysunek 50. Podzial pigciokata na tréjkaty po obszarze ktorych zostanie
obliczona transformata Fouriera.

Zamiast catkowac po calym pigciokacie, wystarczy po jednym trojkacie — na przyktad
po zakreskowanym na rysunku 52. Jesli wspotrzedne wierzchotkdéw zostang zapisane ogolnie,
transformaty pozostatych trojkatéw uzyskamy zmieniajac jedynie wartosci wspotrzednych, a

te otrzymamy poprzez operacje obrotu wspotrzednych zakreskowanego trojkata.

Transformate (108) zapiszmy wigc jako sumg transformat trojkatow 7+
4 2”. 4 )
= T( j _j _ Z” exp(ilk,, x, +k,, y, )x dy, (109)

Obliczmy teraz transformat¢ Fouriera dla dowolnego obszaru trojkatnego o
wierzchotkach lezacych w pozycjach: (x11, y11), (x2.1, y21) oraz (x3, y31). Przez te wierzchotki
poprowadzmy proste. Wspdtczynnik kierunkowy i wyraz wolny prostej zaindeksujmy para

punktow przez ktore prosta przechodzi, tak jak na rysunku 53.
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X1J_ X2J_ X3J_

Rysunek 51. Przyjete oznaczenia dowolnego tréjkata poddanego transformacie Fouriera.

Obliczenia transformaty przebiegaja nastgpujaco:

T= J.J.exp(—i(kﬂxL +kyLyL))ideyl =
A

Xpy 13X +by3 X3y Ay3x ) +by3
= J jexp(— l(kxj_xJ_ + kyJ_yJ_ )}bldyl + _[ Iexp(— l(ka_xJ_ + kyJ_yJ_ )hxj_dyj_
Xip X, +byy X1 G13X) +by3

Koncentrujemy sig¢ na pierwszej catce:

apx, +by,

.Zr 12 Iexp(— i(kxlxl + kylyl )hxldyl

xip a3x) +bys

- kL Texp(— ik, x, +k, a,x, +k, by Hx, - ki fexp(— i, x, +k, apx, +k, by lx,
Ll

) yLox
= ky% (m (exp(_ i(ka.XZJ_ + k,uy 21 ))_ exp(— i(kﬂxu ! kle’u )))J ) o
_ ky% (m (exp(_ i(ka_xZJ_ +ky v ))_ exp(— i(kxlxu_ k0 )))J -
- kL[Dlz(Ez _El)_DB(EZ _El )]
vl
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Wprowadzone symbole definiujemy nastgpujaco:

1

i m E_/ = eXp(_ i(kax_/L + kyiyjll )) (111)

Wykorzystujac powyzszy wynik zapisujemy wynik dla drugiej catki:

X3y Gy3x ) +by3

Iexp(— i(kxj_xj_ +h, y, ))b‘l = kL[D23(E3 _Ez)_D13(E3 _Ez)] (112)

X1 @y3%; +byy yl

Wynik transformaty Fouriera dla calego trojkata:

1 1
r :_[DIZ(EZ _El)_Dl3(E2 _El)]+_[D23(E3 _Ez)_D13(E3 _Ez)]
k. k.
| (113)
r :_[DIZ(EZ _E1)+D23(E3 _Ez)_D13(E3 _El)]
vyl

Roéwnanie (113) jest nieciagle w punkcie k,;=0. Nie ma powodu jednak, by dla tego
kierunku widma dyfrakcyjnego oblicza¢ catke na nowo lub szuka¢ analitycznej postaci jej
granicy w tym punkcie. Granica dla k,, =20 jest typu [0/0]. Mozemy ja rozwiazaé

numerycznie przez podstawienia wartosci k,; bliskiej zeru, np. &, =10".

Wynik (113) mozemy zastosowa¢ do obliczenia (106). Wspotrzedne wierzchotkow
podane sa w (94), za$ przejécie do pozostalych pieciokatow wymaga zastosowania dodatkowo
przeksztatcen (95). Wszystkie te operacje polaczone razem daja analityczna posta¢ czynnika
strukturalnego dla uktadu Penrose’a. Posta¢ koncowa wzoru jest zbyt dluga i ztozona by
przedstawia¢ ja wprost w pracy. Wskazane rozwigzanie umozliwia jednak zapisanie
wszystkich zalezno$ci w programie i bez numerycznego obliczania catek otrzymanie warto$ci

czynnika strukturalnego dla okreslonych wspotrzednych wektora falowego.
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Podsumowanie

Metoda ,,cut-and-project” zaktada, ze kwazikrysztal obserwowany w przestrzeni
fizycznej jest wycinkiem pewnej wielowymiarowej przestrzeni, ktorej symetria odzwierciedla
symetri¢ kwazikrysztalu. Zgodnie z tym zalozeniem, struktura Penrose’a jest regularnym
uktadem punktéw rozmieszczonych w przestrzeni pigciowymiarowej. Rzut zbioru punktéw
lezacych wewnatrz paska rzutowania na przestrzen fizyczna daje nieperiodyczny,
dwuwymiarowy zbidr punktéw pokrywajacy ptaszczyzng. Rzut tego samego zbioru na
przestrzen prostopadla zawiera si¢ w ograniczonym obszarze nazywanym powierzchnia
atomowa. Transformata Fouriera powierzchni atomowej prowadzi do czynnika strukturalnego

zbioru Penrose’a.

Zatozenie regularno$ci zbioru w przestrzeni 5D prowadzi do pewnych ograniczen tej
metody. Podczas dopasowywania parametrow rzeczywistej struktury nalezy zatozy¢, ze
struktura jest idealna, tzn. atomy zajmuja tylko we¢zly wyznaczone przez punkty zbioru
Penrose’a. Modelujac ksztatt powierzchni atomowej pojawia si¢ problem z przypisaniem jej
obszarow do konkretnych atomow zbioru Penrose’a. Czgsto najlepszy model powierzchni
atomowe] przeklada si¢ na niemozliwe do zaakceptowania odleglo$ci migdzyatomowe w
badanej strukturze, na co zwrdcono uwagg podczas badania energii wiazan atomow w
sieciach kwazikrystalicznych [29]. Zjawiska dynamiczne, na przyklad drgania termiczne

atomow, takze nie maja intuicyjnego opisu pigciowymiarowego.

Pomimo pewnych wad tej metody, sprawdza ona si¢ bardzo dobrze zaréwno w
modelowaniu struktury, co zostanie oméwione w rozdziale 3.1, jak i w badaniach
teoretycznych. Korzystajac z niej mozna bardzo tatwo wyznaczy¢ ksztalt rozktadu
prawdopodobienstwa roztozenia dowolnego uktadu punktéw zbioru Penrose’a. W przypadku
kilku r6znych jednostek strukturalnych, metoda daje mozliwo$¢ sprawdzenia, ktére atomy
obie jednostki musza dzieli¢, co przektada si¢ na proste ustalenie typu atoméw dekorujacych
badana strukturg. ,,Cut-and-project” umozliwia takze zrozumienie reguty przylegania bokow
rombow, ktora romby musza speiniaé, by za ich pomoca méc zbudowac idealna strukture

Penrose’a.
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1.3.3. Zastosowanie metody statystycznej do opisu zbioru Penrose’a.

Metoda  statystyczna  opisuje  struktur¢ za  pomoca funkcji  ggstosci
prawdopodobienstwa polozen atomow w $redniej komoérce elementarnej. Metoda ta staje si¢
wyjatkowo uzyteczna, gdy atomy badanej struktury rozmieszczone sa w przestrzeni w sposob
nieperiodyczny. Metoda statystyczna opisuje taka strukture jako periodycznie roztozony w
przestrzeni zbior $rednich komodrek elementarnych. Dekoracja struktury dodatkowymi
atomami oznacza powielenie rozkladu prawdopodobienstwa calej struktury. Dowolnie
dekorowana struktur¢ mozna wigc przedstawi¢ w $redniej komorce jako sumeg rozktadow

prawdopodobienstwa zwiazanych z dodatkowymi atomami.

Aby metode zastosowac dla zbioru Penrose’a nalezy wybra¢ odpowiednia dla tego
zbioru sie¢ odniesienia — taka by transformata Fouriera z rozkladu prawdopodobienstwa
mogla opisa¢ petne widmo dyfrakcyjne. W drugim kroku nalezy wyznaczy¢ postaé rozktadu
prawdopodobienstwa dla niedekorowanego zbioru Penrose’a. W trzecim kroku, postuzymy

si¢ tym rozktadem, by moc opisac strukture dowolnie dekorowanego uktadu.

1.3.3.1. Baza wektora falowego w przestrzeni rzeczywistej.

Oczywistym wyborem ukladu odniesienia dla wektora falowego opisujacego
potozenie dowolnego piku dyfrakcyjnego w dwuwymiarowej przestrzeni fizycznej jest
przyjecie bazy kartezjanskiej z wektorami podstawowymi (kxo,0) oraz (0,ky0). Wtedy dowolny
pik jest opisany jako:

k:(kx’ky)znx(kx0’0)+n}f(0’kx0) (114)

gdzie n,, n, — indeksy — liczby calkowite.

W przypadku kwazikrysztatéw taki opis jest niewystarczajacy ze wzgledu na
nieperiodyczne utozenie pikow. Dowolne potozenie piku wyrazone jest jako wielokrotnosé¢
liczby wymiernej 1 niewymiernej t (patrz (100) 1 poréwnaj (26)), dlatego podobnie jak w
przypadku ciagu Fibonacciego, baz¢ nalezy rozszerzy¢ o wektor modulacji, t-krotnie krotszy

od wektora podstawowego. W takim przypadku (114) zostanie rozszerzony do:

k = (kx’ky)z nx(kx0’0)+ mx(qx0’0)+ny(0’kx0)+ my (anyo):

= [kxo (n, + 7225,k o (n, +ﬂ)j (1
T T
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Dlugos¢ wektorow podstawowych ki 1 ky nie moze by¢ dowolna. Ich linowa
kombinacja z wektorami modulacji musi wskazywa¢ dowolny mozliwy wektor falowy
opisany rownaniami (100). Najprostszym testem sprawdzajacym zasadnos¢ wyboru wektorow
podstawowych jest podniesienie ich do przestrzeni pigciowymiarowej i sprawdzenia, czy ich
kombinacja liniowa prowadzi do dowolnego wektora falowego o wskaznikach

[, 2, 3, ha, hs).
Oznaczmy pigciowymiarowa reprezentacj¢ wektora kyo jako:

27

K, =7[x1,x2,x3,x4,0] (116)
a wektora ky jako:
2r
Kyozj[ylaypybymo] (117)

Aby po zrzutowaniu wektor Ky posiadat jedynie sktadowa kx musi zaj$¢ zwiazek

[xl,xz,x3,x4,0]~Ky =0

§—7Z\/2'+2(x1 —x, +x, —x, +7(x, —x,))=0
a

Ze wzgledu na niewymiernos¢ liczby t powyzszy warunek sprowadza si¢ do dwdch rownan:

X, —x,+x;-x,=0

X, —x;=0
z ktorych wynika, ze aby Ky nie mial po rzucie sktadowej y, musza by¢ spelnione warunki:

X, =X,

(118)
X, =X,
W przypadku wektora Ky spelniony musi by¢ warunek zerujacy jego sktadowa x:
[y1aY2’y3ay4a0]'K,v =0
2
vty )= 0
ktory prowadzi do zaleznosci pomig¢dzy sktadowymi:
Vi =7Vs (119)
Yo =7Vs
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Rzut wektora Ky na przestrzen rzeczywista przy wykorzystaniu warunkéw (118) jest rowny:

k., = i—Z(— 2x, +7(2x, = 2x, ) (120)
Dla wektora Ko wielko$¢ ta jest rowna:
27
ko - T+2(2y, -2y, +2ry,) (121)

t-krotnie krotsze wektory modulacji wyznaczamy korzystajac z rownania (7d):

0= —(4xl -2x, —2tx, )
ga (122)
T
q,0 =4y, -2y, +7(2y, -2,))
S5a

Wektory (122) podnosimy do przestrzeni pigciowymiarowej. Zapiszmy je najpierw w

postaci og6lnej, zgodnej z (118) 1 (119):

4
QxO =5_7[[x1',x2"x2',x1',()]
4“ (123)
T
QyO :5_[.)/1',)/2',_)/2',_)/1',0]
a

Wykorzystujac zaleznosci (120) 1 (121) obliczamy wspotrzedne 5D wektoréw

modulacji jako funkcje¢ wspotrzednych wektorow podstawowych:

-x,'=2x, — x x'=x, —2x

1 1 2 1 2 1

) ' = (124)
Xy =Xy ==X Xy =X, =X

n=y,'=2y, -y - =y,

' ' (125)
Vo=V =, Yo =V =
Posta¢ wektoréw modulacji zapisana w poszukiwanej reprezentacji 5D:
2
Q= 5_[x2 —2X0, Xy = X, X, =X, X, = 2]
a (126)

2r
Q. :g[yZ’yl = Y2,V ~ Vi V1 ]
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Majac komplet wektorow (120), (121), (126), mozemy ustali¢, czy istnieje, a jesli tak,

to jaka ma postaé, zbior wspdirzednych xi, x2, y1, y2 opisujacy potozenie dowolnego piku:
K=(4n’/5a)-[h1, hz, h3, ]’l4, O]I

K=nK ,+mQ,+nK  +mQ,

[hl,hz,h3,h4,0]:nx[xl,xz,xz,xl,O]%rmx[x2 —2X,, X, = X|,Xy — X, X, —2x1,0]+

(127)
+ny[yl’yZ’_yZ’_yl’O]+my[y2’yl V2 _yl’_yZ’O]

Roéwnanie (127) sprowadza si¢ do uktadu réwnan:

XX =2x Y Va n, h,

Xy X=X MIREE R h, (128)
Xy, X=X =V, Tt hy h,

X X =2x -y — V2 m h

Dodajemy rownania 1 1 4 oraz 2 i 3, a nastgpnie te same réwnania odejmujemy od
siebie. W ten sposob dostaniemy cztery nowe rownania:

0 0 » oy [n] [0.5(h—h,)
0 0,y y»-y|m|_|05(h~h) (129)
x, x,—-x 0 0 n, O.S(h2 + h3)
x, x,—2x, 0 0 m, O.S(h1 +h4)
Rozwiazaniem uktadu jest:
" Zl(h2+h3)(x2 _2x1)_(h1 +h4)(xz _xl)
) x; =3x,x, +x;
zl(hl +h4)x2 _(hz+h3 )xl
T2 X! =3xx, +x; (130)
=l(h1 _h4)(y1 _yz)_(hz_ha))’2
T2 D I R
m :l_(hl —h4)y2+(h2—h3)yl
B e U P

Indeksy ny, ny, my, my musza by¢ liczbami catkowitymi. Liczniki w ulamkach z
rozwiazania (130) sa zawsze catkowite. Mianowniki musza by¢ wigc rowne jeden. Poniewaz

jednak przed kazdym z utamkoéw stoi 2, narzuca to dodatkowy warunek na licznik by byt
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parzysty, co nie musi zachodzi¢ - nawet wtedy, gdy dobierzemy tak xi,xs, yi, )2, by

mianowniki staty si¢ rowne jednosci.

Uzyskany wynik dowodzi, ze w bazie kartezjanskiej niemozliwym jest dobranie
takiego zestawu wektorow podstawowych i modulacji opartych o pigciowymiarowy sposob
indeksowania, by ich linowa kombinacja prowadzila do potozenia dowolnego piku
dyfrakcyjnego. Mozna natomiast zrezygnowac ze Scistego zwiazku wektorow kyo 1 kyo z

przestrzenia 5D. Jesli parametry yi, )2, X1 1 x2 wybierzemy przykladowo jako:
X1= -1/2, Xy = 0 yYi= 1/2, Y= 0

to (130) przyjmie postaé:

n,=h —2h,-2h, +h,
m_=—h,—h,
' 131
n,=h—h, (131)
m, = hy, —h,
a dlugosci wektorow ko 1 koy:
k=% k= (132)
5t 75
Potozenie dowolnego piku dyfrakcyjnego byloby wtedy opisane jako:
k., =2—7[(nY + mx]
S5te\" 7
(133)

k, = %m (n ,t %J

Nienaturalne, potéwkowe wskazniki wektorow bazowych skierowanych wzdluz osi
OX 1 OY sa konsekwencja poszukiwania tych wektorow w przestrzeni 5D. Cztery wersory
przestrzeni 5D zrzutowane na plaszczyzne fizyczna sa obrdcone wzgledem siebie o
wielokrotnos¢ kata 72°. By wskaza¢ za ich pomoca dowolny wektor lezacy na osi k, zawsze
trzeba zsumowac przynajmniej dwa z nich. Jesli taka sume przyjelibySmy za wektor bazowy
uktadu prostokatnego niemozliwym by bylo wyindeksowanie pikow ktore bytyby nieparzysta
suma rzutdw wersordw przestrzeni 5D. Rozumowanie to potwierdza schematyczny rysunek
(rys. 54), na ktorym sa zaznaczone rzuty dwoch wersorow uktadu 5D, tj. a; i a4 o indeksach
[0,0,0,1,0] 1 [1,0,0,0,0] oraz najkrotsze mozliwe wektory podstawowe Ky, 1 Ky, 0 catkowitych
indeksach 5D [1,0,0,1,0]1[1,0,0,-1,0].
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Rysunek 52. Zalezno$¢ pomiedzy baza wektorow (K, ky,) i baza wersoréw przestrzeni 5D.

Wektor ky, powstaje jako suma a; 1 az, tj. Ky, = a1 + a;. Wektor ky, jest roznica
wektorow a; 1 ay, tj. ky,= a; - a5. Zaleznos$ci te sa przedstawione na rysunku przy pomocy
przerywanych strzatek. W bazie (Kyo, Kyo) nie mozna jednak wyindeksowa¢ wektora a;. Jego
rzut na kierunki OX 1 OY odcina bowiem polowe dlugosci obu wektoréw podstawowych Ky, 1
ky, (kropkowane strzatki). Aby moc opisa¢ wektor a; przy pomocy catkowitej wielokrotnosci
wektorow podstawowych, nalezy dlugos¢ wektoréw Ky, 1 Kyo dwukrotnie zmniejszy¢, co
odpowiada przyjeciu potowkowych indeksow przestrzeni 5D, tj. [ 14,0,0, 2,0 ] 1 [%2,0,0,- ¥2,0],
a co za tym idzie przyjeciu bazy, w ktorej jest mozliwe wyindeksowanie punktu, ktory w
przestrzeni odwrotnej nie istnieje, np. [ '2,0,0, 2,0 ]. Problem z indeksowaniem pikow
dyfrakcyjnych w bazie wektorow (Kkyo, Kyo) jest przyczyna, dla ktorej uktadu tego sig¢ nie

korzysta.

Drugim sposobem wyindeksowania widma dyfrakcyjnego, stosowanym przy analizie
»cut-and-project”, jest postugiwanie si¢ zrzutowanymi na przestrzen fizyczna wersorami
przestrzeni 5D, przy czym ze wzgledu na dowolno$¢ piatej sktadowej, zwykle przyjmuje si¢
ja za rowna zeru. W takim wypadku, jezeli tylko poprawnie rozpoznany jest w widmie wektor

podstawowy, kazdy pik powinien otrzymac indeksy:

K= 27”(}11[1,0,0,0,0] +1,[0,1,0,0,0] + /,[0,0,1,0,0] + 4,[0,0,0,1,0] + 0-[0,0,0,0,1]) (134)
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Wersory pigciowymiarowej przestrzeni odwrotnej zrzutowane na przestrzen fizyczna
uktadaja si¢ wzgledem siebie w taki sam sposob jak wersory przestrzeni prostej
przedstawione na rysunku 32, a ich wspolrzedne w bazie kartezjanskiej (kx, ky) opisuja

pierwsze dwa réwnania z uktadu réwnan (100).

Trzecim sposobem indeksowania pikow dyfrakcyjnych, stosowanym w metodzie
statystycznej, jest wybranie jako bazy wektoréw ¢ 1 q2 bedacych rzutem na przestrzen
fizyczna dwoch dowolnych wersoréw pigciowymiarowej przestrzeni kartezjanskiej oraz

dwoch wektorow kg oraz kj, o dtugosci t-krotnie dluzszej od q; 1 q2. Niech:

¢1=(21/4)-[1,0,0,0,0] 1 q>=(21/4)-[0,0,0,0,11],

wtedy k=2n/4)[0,0,-1,-1,01i  k=(2m/4)[-1,-1,0,0,0] (135)

Bez trudu mozna wykaza¢, ze w tej bazie mozna wyindeksowaé kazdy pik.

Przyjmujac jako indeksy: ny, ny, m;, m; otrzymujemy:

27” [, 1y, 1, h,,0] = 27”(;11 [0,0,~1,—1,0] + m,[1,0,0,0,0] + 1, [~1,~1,0,0,0] + m,[0,0,0,1,0])

h =-n, +m, I

h =_n 1~ 3

b= n = h = hy 136
3= = n = —h (136)
h,=-n, +m, mz=h2—h

h =0 2 4 3

w

Wspotrzedne dowolnego piku (kx, ky) wyrazone w bazie (135), obliczone przy pomocy
(100), po przeksztatceniach sa rowne:

x
T

(137)

k, =2?7[z'\/z'+2(n1 —n, + ™ _mzj

r

Zauwazmy, ze podstawienie: ny=ni+ny; ny= ni-ny; my=mi+my; my=mi-m, doprowadzi

réwnanie (137) do (133).
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W dalszej cze$ci pracy bedziemy postugiwac si¢ ostatnia metoda indeksowania.
Wyréznione sa w niej jedynie dwa kierunki, wzdluz ktéorych wybiera si¢ wektory
podstawowe, co jest warunkiem koniecznym, by moéc wyznaczy¢ S$rednia komorke
elementarng dla dwuwymiarowego uktadu Penrose’a. Dodatkowo, brak w niej nienaturalnych

zatozen wzgledem wyboru utamkowych indeksow wektorow podstawowych.

Dla zilustrowania metod indeksowania pikow dyfrakcyjnych, na rysunkach 55(a) i (b)
wspotrzedne piku dyfrakcyjnego ko, (kxo=11.903 1 ky,=16.3831 (a=1)) zostaly zapisane w
bazie wektorow podstawowego i modulacji (135) — rysunek 55(a); oraz w bazie rzutéw

wersorow przestrzeni 5D — rysunek 55(b).

304 rzut [1,0,0,0,0] gq,
rzut [0,0,-1,-1,0] k1
rzut [-1,-1,0,0,0] k, ; '(5,2’3’1)
15 - rzut [0,0,0,1,0] q, S
y :
o- (
-15 4
T T T T T T T T T T T
-30 -15 0 K 15 30

X

Rysunek 53(a). Przypisanie indeksu do piku o wspélrzednych k,,=11.903 ; K,,=16.3831 w bazie wektoréw
podstawowych i modulacji zapisanych w ukladzie sko$nokatnym — ich rzuty zaznaczone kolorami.

K=5-[0,0,-1,-1,0]+ 2-[-1,-1,0,0,0]+ 3-[1,0,0,0,0]+ 1-[0,0,0,1,0]
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30 rzut [1,0,0,0,0]
rzut [0,1,0,0,0]
: rzut [0,0,1,0,0]
rzut [0,0,0,1,0] . [1,-2,-5,-4,0]

T I T I T I k T I T I T
-30 -15 0 X 15 30
Rysunek 55(b). Przypisanie indeksu do piku o wspélrzednych k,=11.903 ; K,,=16.3831 w bazie powstalej
poprzez zrzutowanie wersorow 5D na powierzchnie rzeczywista — ich rzuty zaznaczone kolorami.

K=1. [130903090]+('2)' [0a170a070]+('5)' [090319030]+('4)' [030a031a0]

W bazie wersorow przestrzeni 5D (134), wektor falowy ky,=11.903, ky;=16.3831 ma
wspotrzedne [-1,-2,-5,-4,0]. Na rysunku 55(b) kolorowymi odcinkami zaznaczono rzut
wersorow przestrzeni SD na przestrzen fizyczna, natomiast tamana, przerywana linia ich
wielokrotnos¢ prowadzaca do piku o wspolrzednych (ky,, k,). Analogiczng zalezno$¢,
zapisang w bazie stosowanej w modelu statystycznym (165), przedstawia rysunek 55(a). W
tym przypadku do wektora (ky,, k,,) prowadzi kombinacja wektoréw podstawowych 1

modulacji k0=5'k1 + 2k2 + 3'q1+1'q2.
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1.3.3.2. Srednia komérka dla zbioru Penrose’a.

Definicja sredniej komorki elementarnej dla zbioru dwuwymiarowego jest analogiczna
do tej, ktéra wprowadziliSmy przy omawianiu ciagu Fibonacciego. Potozenie j-tego punktu
zbioru Penrose’a o wspolrzednych (x;, y;) zapisujemy wzgledem weziow dwuwymiarowej

sieci odniesienia (uy, u,) o statych A, 4,, ktore wiazemy z dtugoscia podstawowych wektorow

falowych:
a2 G (138)
k, bk,

Wspoéhrzgdne wszystkich punktow zbioru Penrose’a zapisane w tak zdefiniowanej
komorce elementarnej wyznaczajq ksztatt rozktadu prawdopodobienstwa P(u,, u,) potozen
punktéw wzgledem weztdéw sieci odniesienia. Rysunki 56; od (a) do (d); przedstawiaja ksztatt
rozktadow P(u,, u,) dla ukladu Penrose’a w r6znych sieciach odniesienia — wektory uzyte do
ich konstrukcji podane sa na rysunkach w notacji pigciowymiarowej. Na kazdym z tych
rysunkéw obserwujemy uklad czterech pigciokatéw. Nie trudno si¢ domysle¢, ze podobnie
jak miato to miejsce w przypadku ciagu Fibonacciego, i tu $rednia komoérka elementarna
przedstawia rzut powierzchni atomowej na przestrzen fizyczna — stad pigciokaty jako
rozktady prawdopodobienstwa. Poniewaz gesto$¢ prawdopodobienstwa w kazdym punkcie
kazdego pigciokata powierzchni atomowej przyjmuje t¢ sama warto$¢, rezygnujemy z trzeciej
osi rozktadéw — warto$ci gestosci prawdopodobienstwa w §redniej komoérce elementarnej i
ograniczamy si¢ jedynie do podania ksztattu dwuwymiarowych rozktadéw w obrebie ktorych

gestos¢ prawdopodobienstwa jest rézna od zera.

Niespodziewana cecha rzutéw pigciokatow sa jednak ich potozenia wzgledem siebie.
Mate pigciokaty w jednej sieci znajduja si¢ pomiedzy duzymi — (d) — a w innej to duze sa
pomiedzy malymi — (a) oraz (b). Takze zwrot pigciokatéw jest zmienny: (a) 1 (d)
przedstawiaja podobny uktad matych pigciokatow wzgledem duzych, jednak kazda z figur na
rysunku (d) jest zwierciadlanym odbiciem jej odpowiednika z rysunku (a). Dla pewnych
wektorow falowych moze zaj$¢ takze przypadek, w ktorym srodki wszystkich pigciokatéw
leza w tym samym miejscu — (c). Analiza statystyczna nie dostarcza w prosty sposob
odpowiedzi o przyczyne takiego uktadu pigciokatéw. Dopiero analiza wielowymiarowa w
potaczeniu z podejsciem statystycznym, przedstawiona w nastgpnym rozdziale, jest w stanie

w elementarny sposob wytlumaczy¢ te zaleznoSci.

Warto zauwazy¢ takze, ze rozkltady nie zmieniaja potozenia w kierunku y.
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Rysunek 54. Srednia komérka elementarna dla zbioru Penrose’a w réznych sieciach odniesienia — rysunki

(a)+(d) oraz zalezno$¢ v(u) dla kierunku X i y wzgledem wybranej sieci odniesienia. UZyte do konstrukcji
Sredniej komérki elementarnej wektory falowe sa podane na rysunkach w notacji pieciowymiarowej.
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Do pelnego opisu widma dyfrakcyjnego nalezy wprowadzi¢ takze druga sie¢
odniesienia (v, v,), o statych zwigzanych z dlugoSciami wektorow modulacji: ¢, g, W
analogiczny sposoéb do (138). Wektory modulacji sa t-krotnie krotsze od wektorow
podstawowych. Rozktad prawdopodobienstwa v,(vy) jest, oczywiscie, takze zbiorem czterech

pigciokatow.

Majac zdefiniowane wszystkie cztery wektory niezbgdne do opisania widma
dyfrakcyjnego, oraz znajac ksztalt rozktadu prawdopodobienstwa potozen atomow w
wybranych sieciach odniesienia, mozemy zapisa¢ wyjsciowa posta¢ czynnika strukturalnego,
do ktérej mozna doj$¢ w analogiczny sposob w jaki obliczyliSmy wzor (44) przedstawiony w
rozdziale 1.2.3 poswigconemu statystycznej analizie ciagu Fibonacciego.

on ﬂqx ]"’o qy

F(nx,mx,ny,m =f. J. J. I I U,Uy,V,,V )exp(i(nxkxux tmgyv, +nku, +mgqy ) u dv,du dv,
0 0 0

)’qy y

(139)

Podobnie jak miato to miejsce w przypadku ciagu Fibonacciego, czterowymiarowy
rozktad prawdopodobienstwa P(uy, uy, vx, vy) przyjmuje niezerowe wartosci jedynie wzdtuz
prostych v(u,) oraz v,(u,) o nachyleniu 1%, Zalezno$ci te zostang wkrotce wykazane
teoretycznie, statystyczny dowod tych zwiazkéw znajduje si¢ na rysunkach 56 (e) 1 (f).
Rysunek 56f przedstawia te zalezno$¢ dla kierunku y, dla ktoérego, niezaleznie od wyboru
wektora falowego do konstrukcji sieci odniesieni, jest ona zawsze w postaci jednego odcinka.
W przypadku kierunku x, zalezno$¢ wiazaca sieci wektora podstawowego i modulacji sktada
si¢ zwykle z czterech odcinkow. Analiza wielowymiarowa dostarczy analityczne
uzasadnienie takiej postaci tej funkcji, jednak korzystajac tylko ze statystycznej interpretacji
zaleznosci u,(u,) takze mozna ja zrozumie¢. Krzywa v,(u,) to zaleznos$¢ rzutu rozktadu vy(vy)
na o$ v, od rzutu rozktadu u,(u,) na o$ u,. Poniewaz pigciokaty nie zmieniaja, w zaleznosci od
stalej sieci odniesienia, potozenia w kierunku y, ich rzut na o$ y sieci odniesienia zawsze jest
pojedynczym odcinkiem, podczas, gdy ten sam rzut na kierunek x jest zwykle zbiorem
czterech odcinkéow. Wzajemna zalezno$¢ wspotrzednych lezacych w obrgbie dwoch
odcinkow takze musi by¢ odcinkiem — stad posta¢ zalezno$ci v,(u,). Podobnie dla kierunku x.
Potozenia zawarte w dwoch zbiorach czterech odcinkdw, bedacych rzutami pigciokatoéw na o$

u,1 v, daja zaleznos$¢ vy(u,) w postaci czterech odcinkow.

Na podstawie statystycznie znalezionych zalezno$ci mozemy wigc zapisac:
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—_ 2 _ 2
v,=—Tu, v,=-Tu +a (140)

gdzie a; jest wyrazem wolnym zaleznosci liniowej, dla kazdego pigciokata przyjmujacym inng

warto$¢ - stad indeks j bedacy numerem pigciokata.

P

F(n m,n,,m, 4 ZJ-J‘[I.[PJ U,U,V,,V, vdv Jexpl(ku (n, —m r)+ku (n -m r)+goj)du du,
7=l 00

gdzie ¢, =k, -a, (141)

By uwzgledni¢ pojawienie si¢ indeksu j numerujacego kolejne pigciokaty, wzor na
czynnik strukturalny (141) zostal uzupeliony w dodatkowa sumg. W ten sposob
powierzchnia atomowa P(uy, u,, vy, v,) zostala podzielona formalnie na cztery pigciokatne

rozktady Pi(uy, uy, vy, ).

Catka podwdjmna po v, v, w (141) rzutuje czterowymiarowy rozktad
prawdopodobiefistwa na ptaszczyzng uyuy:

ﬂl\x ’1/0

4
(lx,ly =ﬁ,ZI IP eXpl(quﬁzyuyﬂoj)du du, (142)
0 0

j=1
edzie: y,=(n,—mz)k,  x,=(n, —mz)k

Transformata Fouriera z rozktadu P(u., u,) (142) prowadzi do analitycznej postaci

czynnika strukturalnego dla zbioru Penrose’a.

Powyzsze obliczenia zostaly przeprowadzone przy zalozeniu, Ze osie sieci odniesienia
sa wzgledem siebie prostopadte (tak jak wybrane wektory podstawowe). W przypadku
korzystania z bazy wektorow falowych lezacych wzgledem siebie pod katem 144°, takze osie
komoérki elementarnej beda w taki sposéb wzgledem siebie skierowane. Teoretyczne
wyznaczanie potozen rozktadow prawdopodobienstwa oraz obliczenia nat¢zen pikow w takim
uktadzie jest do§¢ zmudne, dlatego przed wykonaniem jakichkolwiek obliczen warto od razu

uktad sko$nokatny zamieni¢ na prostokatny.

Poczatkowa posta¢ czynnika strukturalnego w uktadzie skos$nokatnym opartym o

wektory bazowe ki, Kz, qi1, q2 (135) :

110



ﬂkllfllﬂkz qu

F(nlamlanz’mz):fa II J. IP(”1>”2’V1’Vz)exlf(i(nlklul +mgv, +mkyu, +mz‘]zvz))dz/‘ldvlduzdvz (142)

000 O

Osie u; 1 v; skierowane sa pod katem +72° do osi u,, a osie u, i v, pod katem -72° do

081 u,.
Zaleznos¢ pomigdzy nimi:

ul = [uxcl’uysl]

u2 = [uxcl ’_uysl ]

(143)
V1 = [vxcl ’vysl]
v, =[vie,vs]
Wspotrzedne bazowych (135) wektorow falowych w uktadzie kartezjanskim:
Kk, =kilc,s,]1= [kx’ky]
k, = ky[c,,=s]1=[k,,~k,]
2 ol“ 1 y (144)

q, = qolc,s]= [qx’qy]
q, = qolc;,—s,]= [qxa_qy]

Wstawienie (143) oraz (144) do (142) sprowadzi (142) do (139) jesli indeksy n;, np, m;, my
zastapimy indeksami ny, ny, my, my zgodnie z relacja:
n,.=n,+n,
m_=m, +m,
(145)

n,=n —n,

m,=m, —m,
Zaleznosci (143)-(145) przeksztatcaja uktad skosnokatny do prostokatnego.

W programie obliczajacym widmo nalezy postugiwac si¢ indeksami n;, ny, mi, my, a
indeksy nx, ny, myx, my traktowa¢ jako zmienne upraszczajace zapis wzorow. Nie kazda
bowiem kombinacja tych ostatnich prowadzi do realnie wystgpujacego w widmie piku

dyfrakcyjnego. Na przyktad nie istnieje pik o indeksach n,=1 1 n,=0.

111



1.3.3.3. Czynnik strukturalny dla ukladu Penrose’a — polaczenie metod statystyczne;j i

»cut-and-project”.

Podejécia statystyczne i ,,cut-and-project” dla struktury Penrose’a prowadza do
réznych wzoréw czynnika strukturalnego. Wielkosci wystgpujace w pierwszym wiaza
dlugosci wektoréow falowych mierzonych w eksperymencie z rozktadem statystycznym
utozen atomoé6w na plaszczyznie; w przypadku drugiego nalezy poslugiwaé si¢ jedynie
wielko$ciami charakteryzujacymi przestrzen prostopadlta. Pomimo istotnych réznic przy
interpretacji wielkosci wystgpujacych we wzorach, oba umozliwiaja obliczenie natgzen pikow
dyfrakcyjnych. Podobnie jak to mialo miejsce przy ciagu Fibonacciego wykazemy, ze wzor
na czynnik strukturalny obliczony metoda statystyczna dla ukladu Penrose’a mozna
wyprowadzi¢ wychodzac z modelu wielowymiarowego. Dzigki temu, wielko$ci posiadajace
znaczenie jedynie statystyczne uzyskaja interpretacj¢ teoretyczna, S$cisle zwiazang z

zalezno$ciami zachodzacymi pomigdzy wielko$ciami wielowymiarowymi.

Najbardziej wygodna baza wektora falowego, ktéra bedziemy si¢ poshugiwaé jest

uktad czterech wektorow ky, ka, qi1, q2 opisanych zaleznosciami (135):

1=(21/4)[1,0,0,0,0] i =(27/4)[0,0,0,0,1],

ki=(21/4)[0,0,-1,-1,0] i ka=(21t/4)-[-1,-1,0,0,0]

Wektory ky 1 q oraz Kk, i q2 sa parami réwnolegte do siebie. Te, z indeksem 1 sa
skierowane pod katem +72° do osi k, a pozostate pod katem -72°. Ich wzajemne potozenie w

uktadzie odniesienia przedstawia rysunek 54.

Sktadowe wszystkich czterech wektorow i1 ich wzajemne zaleznos$ci zostaty zebrane w

zestawie wzorow (146).

Sktadowe fizyczne wektorow q sa t-krotnie krotsze od sktadowych fizycznych
wektorow k. W przypadku sktadowych prostopadlych zachodzi zalezno$¢ odwrotna.
Sktadowe wektora q sa t-krotnie dluzsze od sktadowych wektora k. Dtugosci wektorow q 1 k

na plaszczyznie fizycznej zostaty oznaczone jako ko 1 qo.
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27 _2rl_k

klr _ = L= — 1x
" Sa Sat 1
2r 2r ky,
klyz—«/r+2-r quz—«/z'-i- =1
S5a S5a T
k, = klzx kilx :4_7rz_z4.066 q0:4—ﬁz2'513:&
S5a a Sa a T
27 2z
kle = 5 9i1x = _57 = _kilx T
2 ——= 1 2 1
ko, =—At+2— quy=_ NT+2—=-k,, -7
S5a T S5a T
2z 27
ko o=-2=%. _
11z 34 q.i: 34
(146)
kx
q2x :qlx qu =
k2x :klx = kx ‘ k
k. =k, =k 9iox =Y911x =91« kJ_x
ka = _kly = _ky qu = _qu = _qy =7y
kiay ==k, =k, 9oy, =41, =4, ="k, 7

912:- =491: =49,

Zgodnie z interpretacja wielowymiarowa budowy zbioru Penrose’a, czynnik
strukturalny opisujacy jego widmo dyfrakcyjnego jest transformata Fouriera z obszaru

powierzchni atomowej (106):

F(kx k y ) =/a J-P(ri ) exd— ik, -1 hri =fa iexﬂ_ ik, z, )J.J.P] (xL s V1 ) eX]{_ i(kxixl +k vV )}hldy fl

z, =1

(147)

W powyzszym wzorze wektory kyi, k1, k-1 sa sktadowymi prostopadtymi wektora
falowego 2m/A-[hi,h2,h3,h4,0], zapisanego w bazie kartezjanskiej przestrzeni odwrotnej. Ich
dlugo$¢ podaja wzory (100). W naszym przypadku korzystamy z bazy wektorow
podstawowych 1 modulacji (135), w ktorej dowolny pik opisujemy jako:

K=nk,+mq, +nk, +m,q, (148)

Sktadowe wektoréw Ky, qi, k2 1 q2 podaje zbidr réwnan (146).
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Dla regularnego uktadu atoméw zachodzi réwnosé (102):
exp(iK 1) = expli(k, -r, +k, 1)|=1 (149)

Zaréwno wektor falowy K, jak i1 wektor potozenia r sa tutaj zapisane w uktadzie
sko$nokatnym. Aby przejs¢ do uktadu prostokatnego, wykorzystujemy zaleznosci (143)-
(145), dla przestrzeni fizycznej, oraz analogiczne do nich zapisane dla przestrzeni
prostopadtej. Uwzgledniajac dodatkowo notacj¢ z uktadu (146) warunek (149) sprowadza si¢

do postaci:
nx (kxux + kJ_xxL + kj_zzi ) + ny (kyuy + kiyyi)+ mx (qxvx + qj_xxi + qj_zZL ) + my (quy + qiny) = 0 (1 50)

Podobnie jak zostalo to wykazane w rozdziale 1.2.4 (wzory (61)-(62)) tak i tu mozna
udowodni¢, ze aby (150) byto spetnione dla dowolnego zestawu wskaznikow ny, n,, my, m,
kazdy z nawiaséw tego rOwnania musi si¢ zerowac niezaleznie, tj. musi zachodzi¢ relacja:

ku +k x +k_z =0

kyuy+klny:0 (151)
gV, +q.x +q,.z2, =0

quy + quyl = 0

z ktorej wynikaja zaleznoS$ci taczace polozenie punktu w przestrzeni prostopadlej oraz jego
polozenie w obrebie $redniej komorki elementarnej:

k 1x kiz

U, =- . X, - . Z) (a)
— kly

U, ==—=y, (b)(152)
k,

Vx - _ QJ_x xl qJ_z Zl (C)
q. x
q.,

Vy = - yj_ (d)
q

y

Poniewaz nie zakladaliSmy Zadnych szczegdlnych wiasnosci wektorow bazowych,
poza konieczno$cia roztozenia ich na sktadowe k., k,, g, gy, zalezno$ci (152) zachodza dla
dowolnego zestawu wektorow bazowych. Przy ich pomocy mozliwe jest obliczenie
wspotrzednych fizycznych pigciokatnych obszarow rozktadow prawdopodobienstwa. Wzory
(152) przedstawiajq liniowa zalezno$¢ pomigdzy wspoirzednymi prostopadtymi i fizycznymi.

Sa one analogiem rownan (52) obliczonych dla ciagu Fibonacciego. Ich geometryczna
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interpretacja jest taka sama jak rownania (52). Mozna wykazaé, ze wspotrzedne rozktadu
prawdopodobienstwa w $redniej komorce elementarnej sa rzutem sko$nokatnym
wspotrzednych prostopadtych wzdhuz kierunku prostopadtego do ptaszczyzny wyznaczonej w
przestrzeni 5D przez wektory bazowe K; 1 K; — lub $cislej, miejscem, w ktorym przestrzen
fizyczna przecina si¢ w przestrzeni 5D z trojwymiarowa przestrzenia przechodzaca przez
powierzchni¢ atomowa 1 prostopadita do plaszczyzny utworzonej przez wektory K 1 K.

Zalezno$¢ ta przedstawia rownanie (153):

(,,u,,0,0,0)= a,F, +a,f, +a;f, +(0,0,x,,7,,2,) (153)

gdzie r,,r,, T, - wersory trojwymiarowe] przestrzeni prostopadtej do ptaszczyzny utworzonej
przez K; 1 K;

Rozwiazanie rownania wektorowego (153) prowadzi takze do zaleznos$ci (152a) 1 (152b).

Z réwnan (152) wynikaja takze teoretyczne zalezno$ci v,(u,) oraz vy(uy):

q k
L=ty (a)(154)
qy kly
vxzh.ﬂuﬁ(gﬂh_&}l (b)
q. ka 9 kix k‘( 9x

Podobnie jak dla ciagu Fibonacciego mozna wykazaé, ze dla dowolnego wektora
falowego wspolczynniki stojace przed u, 1 u, sg rowne -t* Dowdd przeprowadzimy tylko dla
kierunku x:

Zapisujemy sktadowe k, oraz k, .

k, :2_”(_ h—h, + T(hl —hy —hy + h4))
5; (155)
k., :S_H(_hz - h +7(_h1 +hy + hy _h4))
a
Wektor g, jest t krotnie krétszy od k.
q. =§=2—”(2h1—h2—h3+2h4+r(—h1—h4)) (156)
T Sa
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Wektory gy 1 ¢q.; sa rownolegte do k. 1 k., JeSli przypiszemy im wskazniki

hy’, hy’, hy’, hy’, to musza by¢ dla nich spetnione zaleznosci analogiczne do (155):

2
q. = 5_72-(_ h'=h, '+Z'(h| '—h,'=h, v+h4'))
;‘ (157)
T
9.1 = 5(_ h,'=h, '+7(_ hy'+h,'+hy'=h, '))

Poszukujemy warto$ci wskaznikdéw h,’, hy’, h3’, ha’ wyrazonych za pomoca hy, ha, h3, ha. W
tym celu porownujemy pierwsze rownanie (157) z rbwnaniem (156):

—h'—h,'=2h —h, —h, +2h,

(158)
h'—h,'—h,+h,'= —h —h,

Przeksztalcamy (158) do innej postaci. Dodajemy réwnania (158) stronami. Drugie

mnozymy przez (-1).

—hy—h'=h —h,—h +h,

(159)
—h'+h,'"+h,'-h,'= h + h,

Rownania (159) podaja nam zalezno$ci pomigdzy wskaznikami dla skladowej ¢.,, ktoéra

wyrazona poprzez hi, ha, hs, hs jest rbwna:

2z
_5(

:_i_ﬂr(_hz_hfi'f(_hl+h2+h3_h4)):_7'kxl
a

9.1 hl_hz_h3+h4+7(h1+h4))=

(160)

Sktadowa ¢., wektora qy jest wigc t-krotnie dluzsza od £, . a jej zwrot przeciwny do zwrotu

sktadowej k., wektora k.

Wspoélczynnik przy u, w (154a) jest zatem rowny:

Qe ke _qu ke 0 (161)
qx kix kix qx
Roéwnania (154) mozemy wigc przepisac jako:
v, =—T'u, (2)(162)
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v, =—T'u, —(72%+%]Zl (b)

Wréémy do réwnania (152a). Przeksztalémy je do postaci, w ktorej potozenie

wyrazimy bezwymiarowo, tj. w stosunku do stalej sieci Ay:

I N, TR = (163)

Wyraz wolny wyrazenia (163), zwiazany ze sktadowa z,, ze wzgledu na catkowite

warto$ci jakie moze ta sktadowa oraz suma wskaznikéw wektora Ky przyjac¢, moze by¢ réwny

jedynie 0, 0.2, 0.4, 0.6, lub 0.8.

Sens geometryczny tej wielkos$ci to przesunigcie rzutu kazdego pigciokata wzdhuz
kierunku x $redniej komorki elementarnej. Pigciokaty sa rozsunigte o 0.2 dtugosci statej A
sredniej komorki. Ich kolejnos¢ utozenia zalezy od sumy wskaznikow 4. Wiasnos¢ te
obserwowali$my wykonujac statystyczne zliczenia potozen atoméw w $redniej komodrce —
rysunek 56. Przesunigcie wzdtuz §redniej komorki elementarnej pigciokatow uwzgledniliSmy
wtedy w rownaniu (140) (odpowiedniku (162a)) jako a; W przypadku, gdy suma wskaznikow
jest rowna wielokrotnosci 5, dla kazdego z, wyraz wolny przyjmie w $redniej komorce
warto$¢ rowna zeru. Jest to przyczyna dla ktorej dla niektorych wektoréw falowych (rys. 56¢)

rzuty wszystkich pigciokatow leza w poczatku uktadu wspoirzednych.

Rownanie (152b) wyjasnia takze dlaczego pigciokaty sa rozlozone jedynie wzdtuz

kierunku x. Polozenie rzutu dla wspotrzednej u, nie zalezy od z;.

Wspotczynniki stajace w rownaniach (152) przy sktadowych prostopadtych x; iy, nie
musza by¢ sobie roéwne. Z tego powodu pigciokatne rozklady potozen w $redniej komorce
elementarnej nie musza by¢ pigciokatami regularnymi. Dla bazowych wektorow falowych

(135), ktorych wspotrzedne podaje (146) zaleznosci (152) potwierdzaja ten fakt:

u,=-x, +2z, (a)
1

4, ==, (b)(164)

v.=1'x, —T-z, (c)
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1
Vy = __yJ_ (d)
T

W uktadzie usuy czynnik skalujacy rzutu jest rowny (-1) dla kierunku u, 1 (1/7°) dla

kierunku u,. W ukfadzie tym pigciokaty sa wigc splaszczone.

Majac obliczone polozenia zrzutowanych pigciokatéw powierzchni atomowej
(rownania (164) zastosowane na wspoirzednych (94)) w obu uktadach uyuy ; vivy oraz znajac
zalezno$ci (162) wiazace te uklady pomiedzy soba uzyskujemy funkcje rozktadu

prawdopodobienstwa P(uy, uy, Vx, Vy).

Koncowa posta¢ czynnika strukturalnego dla zbioru Penrose’a jest bardzo
rozbudowana funkcja, ktorej warto$ci mozna obliczy¢ jedynie przy pomocy komputera. Z

tego powodu ponizej zostang podane tylko gtéwne kroki wyprowadzenia tej wielkos$ci:

Wychodzimy z réwnania (105b) i ponownie wykorzystujemy (103):

H = £, J-P Jexp(-ik, -r Mr, = faJ-P(rH)exp(ikH T, )er (165)

Rozktad prawdopodobienstwa dla catej struktury zastepujemy suma po czterech pigciokatach:
4

F(kn ) = /. ZIIDJ ("H )eXP(iku Rl hru (166)
j=1

Obliczamy iloczyn wektorow. W pierwszym kroku otrzymamy réwnanie o wyktadniku jak w
roéwnaniu (142) (pracujemy w uktadzie skosnokatnym). Po wykorzystaniu jednak zaleznosci
(143)-(145) przechodzimy do uktadu prostokatnego:

4 Attty

F(n m,n,,m, faZ“.“.Pju U,V exp(l(nku +mgqv, +nku, +m quy) v du dv,

JFLoooo
(167)

Dla utatwienia dalszych obliczen, eliminujemy zalezno$¢ potozen pigciokatéw od z;. W tym

celu wprowadzamy nowe zmienne u,’ oraz v, zdefiniowane w nastepujacy sposob:

u, =u'—-—=z, v, =v -z, (168)
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W nowym uktadzie srodki wszystkich pigciokatow leza w poczatku uktadu odniesienia:

u'=——*x, v.'= —bxL (169)

Sktadowe x-owe maja teraz analogiczna posta¢ do y-kowych: (152b) i (152d). W uktadzie
tym upraszcza si¢ takze zalezno$¢ vy-(uy):

v.'=—u (170)

Wstawienie (168) do (167) prowadzi do pojawienia si¢ sktadowej z; w wyktadniku:

=

O s

4

F(nmnm)faz1

XXX

(uk U,v,'V, )exﬁl(n ku+tmgy'+nku, +mgqyv, +z,(nk,. +m qﬂ)))dux'd\{x'duydvy

o'—.§>’
S —
o:_.&‘é’

(171)

Wracamy do starych oznaczen: u,” > u,;  v,"2> v,. Przeksztalcamy (171) do postaci:

x My A
I uY U,V,,V, exﬁl(n ku +mgqyv +nykvuy+myquy) (dvdu dv,
0

XXX

o'—,;?‘
o'—-.mp
o'—.~>‘

F(n m,n, m) faiexp'(zL(nxkﬁ+quﬂ
=1

(172)

Wykorzystujemy zaleznosci v,(u,) ((162a)) oraz vi(u,) (170). Po podstawieniu ich do (172) 1

przeksztalceniu rownania otrzymujemy:

. P
Flaz,)= 1.2 explio )| [ P, Jexpily,u, + 7 u, Ju, du, — (173)
Jj=l 00
gdzie: y, = (nx - mxT)' k, Xy = (ny - myr)' ky P =2 (n-’ka-Z + qu“)

Zauwazamy, ze wielko$¢ ¢ w rownaniu (173) jest wielko$cia wprowadzona do (142)
celem uwzglednienia przesunigcia pigciokatow w  statystycznie uzyskanym rozktadzie

prawdopodobienstwa.

Jezeli przyjmiemy, ze ggstos¢ prawdopodobienstwa w obrgbie kazdego pigciokatnego
obszaru jest stala, funkcje¢ Pj(u., u,) mozemy zastapi¢ stala normujaca C, a rownanie (173)

przepisa¢ jako:
4
F(;(x,;(y)= C~faZeXp(igoj )”expi(;(xux +y,u, )dux duy (174)
Jj=1 P,

gdzie P; symbolizuje granice j-tego pigciokata.
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Catka w rownaniu (174) jest tej samej postaci co (108). Réwnanie (174) rozwiazujemy
wigc w sposob analogiczny do zaprezentowanego w rozdziale 1.3.2.3, tj. dzielimy kazdy
pieciokat na pig¢ trojkatéw. Transformata Fouriera po obszarze pigciokatnym jest wtedy suma

transformat z tr6jkatow, na ktore zostat podzielony:

4 4
F(;(X,;(y): C-faZexp(i(p_/)z ”expi(;(xux +;(yuy)duxduy (175)
j=1

a=0A;,

gdzie A, , jest trojkatnym obszarem numer o pigciokata znajdujacego si¢ naz,=j .

W przypadku problemu rozwiazywanego w rozdziale 1.3.2.3. calkowanym obszarem
byt pigciokat regularny, podzielony na pie¢ przystajacych trojkatow. Wspotrzedne kazdego z
nich mozna byto obliczy¢ poprzez obrét o wielokrotno$¢ 72° wspdhrzgdnych pierwszego
trojkata. W przypadku réwnania (174) pigciokaty nie sa regularne. Aby mozna bylo
dokonywac¢ operacji obrotu wspotrzednych, nalezy mu przywroci¢ regularnos¢. W tym celu,
za wspotrzedne trdjkata wyjsciowego (a=0) bierze sig jego wspotrzedne prostopadte. Rzutuje
si¢ je na powierzchni¢ fizyczna zgodnie z réwniami (152b+d) i (169), oblicza transformate
(175), nastgpnie obraca si¢ je o 72°, i znowu rzutuje na powierzchni¢ fizyczna. Dzigki
takiemu zabiegowi nie trzeba ustala¢ potozenia wszystkich wierzchotkow pigciokatow na
powierzchni fizycznej. Wystarcza dwa, pozostate otrzymamy poprzez obroty wspotrzednych
prostopadtych 1 transformacje (95) przeksztatcajace pigciokaty pomiedzy soba. W wyniku
tych operacji otrzymamy warto$¢ czynnika strukturalnego, a wigc takze 1 natg¢zenie, dla piku

widma dyfrakcyjnego o wskaznikach n,, m,, n,, m,.
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1.3.3.4. Czynnik strukturalny dla dowolnie dekorowanego zbioru Penrose’a.

Podstawowymi jednostkami strukturalnymi zbioru Penrose’a sa romby. W rozdziale
1.3.2.2. pokazali§my w jaki sposdb wyznaczy¢ czg§¢ powierzchni atomowej, czyli rozklad
prawdopodobienstwa, w obrebie ktorej znajduja si¢ punkty zbioru Penrose’a symbolizujace
cienki i duzy romb. Dla obu typéw rombdéw ksztatt rozktadu jest trojkatny. Wspotrzedne jego
wierzchotkéw dla rombu 23 i 14 zebrane zostalty w tabeli 1. Dla pozostalych orientacji
rombow rozktady mozemy uzyska¢ obracajac rozktady romboéw 23 i 14 o wielokrotnos$¢ 72°.
Kazdemu wierzchotkowi odpowiadaja trojkatne rozktady znajdujace si¢ na dwoch sasiednich
pieciokatach powierzchni atomowej. Ze wzgledu jednak na symetri¢ powierzchni atomowej
mozemy ograniczy¢ si¢ tylko do jednego trojkatnego rozktadu dla kazdego rombu. Dla

cienkiego i grubego rombu wybieramy wigc rozktady znajdujace si¢ na z,=1.

Kazdy punkt powierzchni atomowej mozemy przenie$¢ na powierzchnig fizyczna, do
sredniej komorki elementarnej, za pomoca zaleznosci (152b) 1 (152d) oraz (169). Dla
wybranych bazowych wektoréow falowych - (135) — wierzchotki zrzutowanych rozktadow

prawdopodobienstwa grubego rombu 23 i cienkiego 14 przedstawia tabela 2:

X1 Vi ki /ky kiy/k, Uy Uy
Las
21¢y 0 -1 1/ -1 0
(t+1) ¢ | (t-1) s -1 1/ 0.809 | 0.139
() er ~(t-1) s -1 1/ 0.809 = -0.139
Sia
¢ s -1 1/ -0.309 | 0.225
Ty 0 -1 1/ 0.5 0
a | = -1 1/ -0.309 | -0.225

Tabela 2. Wspoélrzedne prostopadle i fizyczne tréjkatnych rozkladéw prawdopodobienstwa grubego
rombu 23 i cienkiego 14.

Rozktady opisane w tabeli 2 dotycza wierzchotkow rombow zaznaczonych czerwona
kropka na rysunku 57. W przypadku wyboru jakiegokolwiek innego punktu lezacego
wewnatrz tych romboéw — np. zielonego punktu z rysunku 57 o wspoirzgdnych Ax, Ay

wzgledem wierzchotka symbolizujacego romb — rozktady nalezy przesunaé w obregbie
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sredniej komorki elementarnej na odleglo$¢ rowna wartosci wspotrzednych tego punktu:
Ax, Ay. Jesli zatem chcemy opisa¢ rozkltad prawdopodobienstwa wszystkich czterech
wierzchotkéw rombow, trojkatny rozktad prawdopodobienstwa nalezy wstawi¢ w czterech
miejscach $redniej komodrki elementarnej, tak jak na rysunku 58 dla grubego rombu 23.
Wzgledne polozenia kolejnych trojkatow  odpowiadaja  wzglednym  polozeniem

wierzchotkéw. Dla obu rombow zostaly one zebrane w tabeli 3.

A
LY
RS
P
K [}
B ;oA
4 [}
o, 7 ,
e “u 14 ‘|
g pZS I \
’ ~ H [}
- S ! )
’ ~ s [}
4 ~, 1] '}
” 04 ~. I \
'O ~, ] [}
3 . i LY
’ . YA \
4 o K Y ( :
. ~
. AX . ! \
Ce; °
e R4 LY ;
~ Ay o 5 AX ;
~~~ o A LY l
~ e M ’
~ » . ’
S o’ . I
~ . M 1
o o’ Y K
~ 0 \ .
~ . v ’
A . . I
Soa® . .
@ ) i
P ]
P ’
D y
. ]
L |
‘l 1
.

X
I

Rysunek 55. Dekorowanie grubego 23 i cienkiego 14 rombu. Czerwonymi kropkami zostaly zaznaczone
wierzcholki dla ktérych obliczono wspolrzedne wierzcholtkow rozkladéw prawdopodobienstwa — tabela 2.
Zielony punkt to dowolny punkt (atom) dekorujacy romby.

2_
uy_ B
A
0 ¢ i ——
1 D
-2
2 a4 u 0 1

Rysunek 56. Rozszerzona Srednia komoérka elementarna i rozklad prawdopodobienstwa wszystkich
czterech wierzchotkéw grubego rombu 23.
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Ak Ay p

L3 :

A 0 0 02

B| -2 st 0.3

C < | 0 | 02

D -t/2 -s1/t 0.3
S14

Al U o 04

B| 1/2t st 0.1

C| 1h 0 | 04

D| 1/2t sy 0.1

Tabela 3. Polozenia wszystkich wierzchotkéw rombow 23 i 14 wzgledem wierzchotka symbolizujacego
romb — czerwony punkt na rysunku 58. W pierwszej kolumnie od prawej zaznaczono jaka cze$¢ punktu
nalezy do rombu.

Rysunek 58 przedstawia rozwinig¢ta Srednia komorke elementarna, tzn. potozenia
niektorych punktow znajduja si¢ poza obszarem nalezacym do $redniej komorki elementarne;.
Nie stanowi to jednak problemu matematycznego, gdyz czynnik strukturalny jest funkcja
okresowa - kazda warto$¢ potozenia mozna wigc powigksza¢ o dowolna liczbg okresow.

Wspotrzednych potozen atoméw nie trzeba redukowac do wartosci mniejszej od stalej sieci.

Pierwsza kolumna od prawej tabeli 3 zawiera wielkos¢, ktora opisuje jaka czg$¢
punktu (atomu) nalezy do rombu. Jezeli punkt znajduje si¢ wewnatrz rombu warto$¢ p jest
réwna jeden — punkt lezy tylko w tym jednym rombie. Jezeli punkt lezy na krawgdzi, nalezy
do dwdch rombow i p=0.5. Jezeli lezy w wierzchotku, p przyjmuje warto$¢ proporcjonalna do
wartosci kata tego wierzchotka. Poprawno$¢ tego rozumowania mozna sprawdzi¢ takze
porownujac pole powierzchni atomowej i tacznego pola rozkladéw zajmowanych przez
wszystkie atomy w rombach. Pole powierzchni malego pigciokata, ktérego bok ma

dhugo$¢ 2-s;/t, jest rowne :

S, =

V25 +1045 (ﬁ

2
j ~2.3777
4 T

Calkowite pole powierzchni atomowej:
S, =28, +8,)=25(1+7>)~17.205

Calkowite pole S¢ wszystkich rozkladow przy uwzglednieniu parametru p jest rowne

dziesigciokrotnej warto$ci sumy pol rozktadéw cienkiego 1 grubego rombu:

S. =10-(1.0633+0.657)=17.203 = S,
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Obie wartos$ci z duza doktadnoscia sa sobie réwne. Parametr p poprawnie wigc opisuje udziat

atomu w jednostce strukturalne;.

Czynnik strukturalny dla dowolnie dekorowanego uktadu Penrose’a jest suma
czynnikow strukturalnych atomow dekorujacych cienki romb Fs oraz gruby romb Fj. Jezeli
tych pierwszych jest ng a drugich n;, to czynnik strukturalny dla zbioru Penrose’a mozemy
zapisa¢ symbolicznie jako:

y

F(nx,mx,ny,my)z ZFLj(nx,mx,ny,my)—i- iFSj(nx,mx,ny,my) (176)
j=1

j=1
Zajmijmy si¢ czynnikiem dla j-tego atomu o wspotrzednych Ax;, Ay; dekorujacego
gruby romb. Wychodzimy z réwnania (172). Poniewaz kolejne kroki obliczen powtarzane

byty kilkakrotnie, ograniczmy si¢ teraz do opisania jedynie tych, ktore si¢ rdznia od juz

opisanych.

Atom przesunigty jest o Ax;, Ay, W wykladniku wzoru (172) uwzgl¢dniamy to

powigkszajac wspotrzedne u 1 v o te warto$ci:

Flf(nx’mx’ny’my): f‘a . p/‘ :
P

- re j j I J.Pj(uX,uy,vx,vy)exp(i(nxkx (uX + ij)+ mgq. (vx + ij)+ nyky (uy + ij)+ myq, (vy + ij )))du dv du ydvy
0

0 0 0

(177)
W réwnaniu (177) dodatkowo uwzgledniliSmy parametr p;.

Po uporzadkowaniu (177), wykorzystaniu zalezno$ci v.(u,) oraz vy(u,) — rOwnania
(162a) 1 (170), oraz zastapieniu funkcji prawdopodobienstwa P(uy, u,) symbolem trojkatnego

obszaru Ay, pod catka réwnanie (177) przyjmuje postac:

4
FLJ. (nx,mx,ny,my)= C-f, “D; -r{ijeXpi(kxAxm +ky Aym)‘ ”expi(;(xux +xu,+@; )duxduy
a=0

AZu

(178)

Ze wzglgdu na symetri¢ rozktadu czynnik strukturalny jest réwny warto$ci
rzeczywistej zespolonego wyrazenia znajdujacego si¢ nawiasie prostokatnym. W czynniku

uwzgledniamy takze wszystkie pozostale cztery orientacje rombow — suma po a.

124



We wzorze (178) symbolicznie zostalta uwzgledniona konieczno$¢ obracania
rozktadow prawdopodobienstwa o dwukrotnie wigkszy kat niz polozenia dekorujacych
atomow — tzn. jezeli przechodzimy z rombu 23 do 34 nalezy potozenia wszystkich atomow
obréci¢ o 72° przy jednoczesnym obrocie zwigzanego z rombem 23 obszaru

prawdopodobienstwa o 144°. Problem ten zostat omowiony szczegotowo w rozdziale 1.3.2.1.

Zauwazmy, ze warto$¢ calki podwojnej nie zalezy od wspotrzednych atomu
dekorujacego. Ma to duze znaczenia praktyczne przy optymalizacji algorytmu programu
dopasowujacego polozenia atoméw. Dla okre§lonego zbioru pikéw wystarczy policzy¢ te
catki dla kazdej orientacji grubego i cienkiego rombu jeden raz, by potem korzysta¢ z ich
warto$ci dla dowolnej liczby atomow dekorujacych. Oznaczmy catke po trojkatnym obszarze
rozktadu prawdopodobienstwa dla grubego rombu jako Ti (24). ROwnanie (178) zapisujemy
jako:

4
F, (nx,mx,ny,my): C-f, -pj,re{z;)expi(kxAxm +k,Ay,, ) TL(za)(nx,mx,ny,my )} (179)

Wzor (179) jest ostateczng postacia czynnika strukturalnego dla j-tego atomu
dekorujacego gruby romb. Dla cienkiego rombu czynnik strukturalny ma identyczna postac.
Mozna go zastosowa¢ dla zupetnie dowolnych dekoracji obu romboéw, takze wtedy, gdy
romby dekorowane sa jedynie w wierzchotkach. W tej ostatniej sytuacji wzor (179) bylby

tozsamosciowo réwny zaleznos$ci (175) obliczonej w poprzednim rozdziale.

Czynnik strukturalny sprawdzamy poréwnujac widmo ,,czystego” zbioru Penrose’a
(dekorowanego jedynie w wierzchotkach rombdow), obliczone numerycznie z klastra okoto
10 000 atomdéw, z widmem teoretycznym uzyskanym przy pomocy wzorow (179)+(176) przy
dekoracji opisanej w tabeli 3. Wynik testu, w ktorym poréwnane zostato natgzenie 707 pikow
spetniajacych warunki 7>0.01-1,,, oraz |k|<50, przedstawia rysunek 59 — wzor (179)

poprawnie opisuje widmo dyfrakcyjne zbioru Penrose’a
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1
] R=9*10"
; 707 pikow
0.1
0,01 - S
0,01 0,1 | 1

teor

Rysunek 57. Poréwnanie widma ,,eksperymentalnego” obliczonego numerycznie z klastra okolo 10 tysiecy
atomow i widma teoretycznego obliczonego przy pomocy wyprowadzonego czynnika strukturalnego (179).

Drugim testem sprawdzajacym poprawno$¢ czynnika strukturalnego jest dekoracja
rombow zgodna z regutami podziatu inflacyjnego (patrz rozdziat 1.3.1) — rysunek 60 i tabela
4. Widmo dyfrakcyjne nowej dekoracji powinno by¢ t-krotnie przeskalowanym widmem

,»CZystego” zbioru Penrose’a.

Wazne przy tej dekoracji jest, by nie pomyli¢ dekorowanych krawegdzi rombow.
Umieszczenie punktow E i F grubego rombu na krawegdziach AB i DA doprowadza do
powstania zupelnie innego widma, niz przy dekoracji takiej jak na rysunku 60 — patrz reguly

przylegania rombow.

126



Rysunek 58. Dekoracja rombéw zgodnie z regulami podzialu inflacyjnego. Nowe punkty zaznaczone

gwiazdkami.

Av | Ay p
La3
E| -t+0.5 s/t 0.5
Fl 105 st 0.5
G| -l 0 1.0
Sia
E| 0 s/t 05
F 12t -s1/t 0.5

Tabela 4. Polozenia nowych punktéw dekorujacych romby z rysunku 60.

Wynik testu przedstawia rysunek 61, na ktorym znajduje si¢ widmo dyfrakcyjne

wzdhuz kierunku £, dla ,,czystego” Penrose’a (czarne piki) oraz przeskalowane (1/t)-krotnie

widmo zbioru Penrose’a udekorowanego tak jak na rysunku 60 (czerwone kreseczki nad

pikami). Zgodnie z przewidywaniami, pomi¢dzy widmami nie ma zadnej réznicy.
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Rysunek 59. Porownanie kierunku k, widma ,czystego” zbioru Penrose’a — czarne piki, z
przeskalowanym (1/t)-krotnie widmem zbioru Penrose’a udekorowanym tak, jak na rysunku 61 —
czerwone kreseczki nad pikami.

Podsumowanie.

Metoda statystyczna postuguje si¢ rozkladem prawdopodobienstwa do opisu
strukturalnego badanego uktadu atomow. W odroznieniu od metody ,,cut-and-project”, ktora
opisuje struktur¢ jako calo§¢, w metodzie statystycznej wyrdznia si¢ dwie jednostki
strukturalne: gruby 1 cienki romb. Ich dekoracj¢ powiela si¢ przy pomocy rozktadu
statystycznego na cala strukturg. Nie ma wigc problemu z wieloznaczno$cia przy

przypisywaniu rozktadow prawdopodobienstwa do atomow.

Metoda statystyczna jest w pelni roOwnowazna metodzie ,cut-and-project” w
przypadku idealnej struktury Penrose’a. W przypadku rzeczywistych struktur, metoda
statystyczna uzupelnia braki metody ,,cut-and-project”. Poniewaz bada polozenia atomow
jedynie w przestrzeni fizycznej, bez trudu mozna uwzgledni¢ zjawiska dynamiczne, ktére
takze zachodza tylko w przestrzeni fizycznej. Nie zaklada ona takze Zadnego sztywnego
uktadu punktow do wypelnienia. PoloZenia atoméw mozna, podczas dopasowywania

struktury, zmieniac.

Czynnik strukturalny wyprowadzony przy pomocy metody statystycznej w pelni

opisuje widmo dowolnie dekorowanego zbioru Penrose’a.
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1.3.4. Klastry.

Odkryty w 1996 roku przez Petr¢ Gummelt [14] klaster szybko znalazt zastosowanie
w krystalografii kwazikrysztalow. Cho¢ juz tego samego roku — 1996 - Hyeong-Chai
udowodnit, ze pokrycie klastrem ptaszczyzny prowadzi do tego samego uktadu weztdéw, co
pokrycie rombami, a to w praktyce oznacza petna odpowiednio$¢ obu podejsé, fizycy bardzo
szybko zaadaptowali w badaniach nowa jednostk¢ strukturalna. Wtasnosci geometryczne

klastrow byly bowiem znacznie bardziej ,,fizyczne” niz rombow:

e romby to dwie rézne jednostki strukturalne; klaster jest jeden — znacznie prosciej
jest okresli¢ stabilno$¢ uktadu; jego energig itd., gdy ma si¢ do czynienia z tylko

jedna, prawie symetryczna jednostka strukturalna.

e ulozenie romboéw wymaga stosowania skomplikowanych regut przylegania, ktore
nie maja uzasadnienia fizycznego, natomiast klaster wymaga uwzglednienia
jedynie regul przekrywania, ktore interpretuje si¢ jako wspoldzielenie atomow

przez jednostki strukturalne,

e Kklastry sa o wiele tatwiejsze do odszukania i opisania na zdjeciach z mikroskopu

elektronowego od rombow, ktore nie zawsze sa na nich widoczne — rysunek 62.

Rysunek 60. Powierzchnia prébki Al;;NiyCog — zdjecie z mikroskopu elektronowego uzyskana przez
Saitoh [18]. Ulozenie atoméw jest prawie idealnie zgodne z pokryciem powierzchni przez Klastry.
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Pomimo znacznych réznic w fizycznej interpretacji wiasnosci rombow i klastrow,
pomiedzy oboma sposobami pokrycia plaszczyzny istnieje Scisty zwiazek, ktory warto

wykorzysta¢, by zbada¢ wlasnosci klastrow.

W rozdziale zostanie zaprezentowany klastrowy model zbioru Penrose’a. Obok
znanego klastra Gummelt, w skrocie G33, wprowadzona zostanie nowa rodzina klastrow-
latawcow: cztero-, siedmio- 1 siedemnastoatomowy klaster K4, K7 1 KI17. Analiza
statystyczna 1 wielowymiarowa pozwoli nam zrozumie¢ reguly przekrywania, obliczy¢
wspotczynnik pokrycia plaszczyzny przez klastry, a takze pozwoli okresli¢ liczbg
niezaleznych atoméw, ktorymi mozna udekorowac klaster. Na koniec, bazujac na pelnej
zgodnos$ci geometrycznej pomigdzy rombami 1 klastrami, dla tych ostatnich zostanie
wyprowadzony czynnik strukturalny umozliwiajacy dopasowanie struktury w nieco inny

sposob niz mialo to miejsce w przypadku podejscia ,,cut-and-project” czy statystycznego.
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1.3.4.1. Charakterystyka geometryczna klastrow.

Klaster Petry Gummelt (G33) sktada si¢ z 33 atomow utozonych w kolista figurg o
promieniu 5.044. Atomy wypehiajace klaster leza w weztach zbioru Penrose’a, ktérego
najmniejsze romby maja boki o dtugosci rownej jednosci. Szkieletem klastra jest gruby romb
udekorowany w miejscach drugiego podziatu inflacyjnego — rysunek 63 po prawej stronie.
Zbior Penrose’a mozna wypetni¢ wigc klastrami poprzez zastapienie klastrem kazdego
grubego rombu. Obszar klastra G33 otaczajacy gruby, lezacy w jego centrum, romb
przekrywa wszystkie inne romby znajdujace si¢ w sasiedztwie tego grubego rombu. Obszar
ten jest do§¢ duzy, wobec tego klastry G33 znacznie si¢ nawzajem przekrywaja. Petra
Gummelt wykazata, ze w obrgbie G33 jest pig¢ obszardéw, ktore moga si¢ wzajemnie
przekrywaé w rdznie zorientowanych klastrach — sa to szare obszary na rysunku 63. Z tego
plynie oczywisty wniosek, iz jeden klaster G33 moze by¢ przykryty az przez pig¢ innych
klastrow. Fragment zbioru Penrose’a pokryty klastrami G33 przedstawia rysunek 64. Wida¢
na nim, ze wigkszo$¢ obszaru przekryta jest przez trzy, a nawet cztery klastry. W nastgpnym
rozdziale wykazemy, iz wspotczynnik pokrycia ptaszczyzny przez G33 wynosi az 2.98, co

oznacza, ze kazdy punkt zbioru Penrose’a nalezy $rednio az do 3 klastrow.

Rysunek 61. Budowa klastrow: G33 i K17 oraz reguly przykrywania.
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Rysunek 62. Fragment zbioru Penrose’a pokryty klastrami G33.

Tak wysoki wspotczynnik pokrycia przektada si¢ na niewielka liczbe typow atomow,

jakimi mozna G33 udekorowa¢. Analiza wielowymiarowa oraz, niezaleznie, analiza symetrii

klastra i obszaréw przekrywanych, szczegétowo omowiona dla klastra K17 w nastgpnym

rozdziale, doprowadza do wniosku, ze G33 moze by¢ udekorowany jedynie trzema rodzajami

atomow, ktorych koncentracja uktada si¢ w proporcji: 27.6 : 10.6 : 61.8. Te trzy typy atomow

zostaty schematycznie zaznaczone na rysunku 63 w postaci ré6znych symboli dekorujacych

atomow - szczegoOty znajduja sig¢ w tabeli 5.

K17 K7 G33 K4
Atom nr Ci7 [%] Atom nr C; [%] Atom nr Cs3 [%] Atomnr | C4[%]
1,17 13.0 | 7 10 1,5,6,17,
o 276 |19,22,24,| 276 17 27,6
5,6 14.6 27,29, 32
7,10, 14 | 10.6 7, 10, 14 10.6
L8101, 4 | BV 2 [2548,
13, 16 ' 9, 11, 12, 1o
13, 15, 16, > 72,4
12 2.0 18,20,21,| 61.8 14
4,15 14,6 5,6 38,2 |23, 25 26,
28, 30, 31,
2) 9 1456 33

Tabela 5. Podzial atom6w dekorujacych klastry. Atomy nalezace do jednej grupy musza by¢ tego samego
typu. Klaster K17 moze by¢ udekorowany siedmioma réznymi atomami, K7 i G33 — trzema, za$§ K4 tylko
dwoma. Numeracja atoméw jest zgodna z rysunkiem 67.
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Istnieje potrzeba sprawdzania, czy wysoki wspdtczynnik pokrycia ptaszczyzny przez
G33 pozwala na zmniejszenie klastra poprzez usunigcie niektorych punktow, nie usuwajac
przy tym zadnego punktu z uktadu Penrose’a. Innymi stowy: przy jakiej najmniejszej liczbie
punktow nalezacych do klastra mozna pokry¢ nim kazdy punkt struktury Penrose’a. W ten
sposob powstat klaster-latawiec, przedstawiony na rysunku 63 (po lewej). Jest to najmniejszy
klaster jakim mozna pokry¢ zbioér Penrose’a. Usunigcie z niego jakiegokolwiek punktu

doprowadza do powstania luk w zbiorze Penrose’a.
p p

Klaster K17 sktada si¢ z 17 punktow utozonych w obszarze ograniczonym przez boki
latawca — tej samej figury, za pomoca ktorej razem ze strzatka mozna utozy¢ zbior Penrose’a
(rozdziat 1.3.1). K17 takze oparty jest o szkielet grubego rombu podzielonego trojkrotnie przy
pomocy regul inflacyjnych. Zbior Penrose’a mozna pokry¢ przy jego pomocy zastgpujac nim,
podobnie jak w przypadku G33, kazdy gruby romb. Reguty przekrywania sa dla niego jednak
znacznie prostsze. Sa konsekwencja oczywistego faktu, ze zadne dwa grube romby nie
przekrywaja sig. Strzatka, to potaczenie grubego i cienkiego rombu podzielonego na poét (rys.
63 1 27). Jesli zastapimy kazdy gruby romb zbioru Penrose’a klastrem K17, to obie potowki
cienkiego rombu beda mogty albo potaczy¢ si¢ dajac cienki romb, albo przekryja czgsé
innego grubego rombu (niczego w ten sposob nie zmieniajac). Przekrycie poldwki cienkiego
rombu jednego klastra z grubym rombem nalezacym do innego klastra moze nastapi¢ jedynie
po tej samej stronie obu klastrow. Boku taczacego punkty 7-16 nie mozna przystawi¢ do boku
zawierajacego punkty 14-17, tak, by klastry si¢ przekryly — wtedy bowiem przekrytyby si¢
pod réznymi katami dwa duze romby, co nie moze zdarzy¢ si¢ w uktadzie Penrose’a.

Wszystkie trzy sytuacje przedstawia rysunek 65.

(a) (b) (c)

Rysunek 63. Mozliwe polaczenia klastréw K17: (a) oraz (b) — dozwolone, (¢) — niedozwolone.
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Reguty przekrywania dla K17 sprowadzaja si¢ wiec do koniecznosci dekorowania
matego rombu w taki sposéb, w jaki udekorowana jest ta cz¢s¢ grubego rombu, z ktorym
moze si¢ on przekry¢. Na rysunku 63 w obszarze klastra K17 zaznaczono na szaro obszary,

ktére musza by¢ w taki sam sposéb udekorowane.

Znacznie mniej restrykcyjne reguly przekrywania daja znacznie wigksza swobodg w
dekoracji klastra K17. Aby okresli¢ liczbe roznego typu atomow wystarczy skorzystaé z
wykazanej zalezno$ci dekoracji pomigdzy grubym i cienkim rombem oraz wykorzysta¢

reguly przylegania bokéw rombow.

Klaster K17 jest udekorowany 17 atomami. Mozna podzieli¢ je na 7 niezaleznych
grup:

e atomy 7, 10, 14 musza by¢ tego samego typu — narzucaja to reguly przylegania

bokow rombow;

e atomy 3, 8, 16 sa tego samego typu ze wzgledu na przekrywanie si¢ tych
obszaroéw; do tej grupy nalezy doda¢ takze 13 1 11 ze wzgledu na mozliwos¢
polaczenia si¢ boku cienkiego rombu zawierajacego 7 1 16 z bokiem grubego

rombu zawierajacego 14-17;
e trzy niezalezne pary atoméw 2, 9; 1519 oraz 51 6;
e atom w pozycji 12;

e atomy w pozycjach 11 17 takze musza by¢ tego samego typu — atom 17 taczy si¢
zawsze z wierzchotkiem cienkiego rombu, ktory jako jedyny na rys. 63 nie jest
udekorowany. Ze wzgledu na przekrywanie si¢ obszardw, atom znajdujacy si¢ w

nieobsadzonym wierzchotku musi pojawiac si¢ takze w pozycji 1.
Wszystkie te zaleznosci podsumowane sa w tabeli 5.

Bezposredni zwiazek budowy K17 z rombami sktania do wykorzystania wiedzy
zdobytej w poprzednim rozdziale. Zamiast szuka¢ nowego modelu analizy struktury przy
pomocy klastrow, mozna dekoracje klastréw przenies¢ do romboéw 1 skorzysta¢ z
wyprowadzonych juz zalezno$ci dla tych ostatnich. Jedyna réznica pomigedzy obydwoma
modelami sprowadzataby si¢ do rdznej interpretacji dekoracji. Romby mozna udekorowac
dowolna liczba atomoéw umieszczonych w dowolnej pozycji, klastry za$ narzucaja zar6wno
pozycje jak i typ atomu dekorujacego. Ze wzgledow opisanych we wstepie model klastrowy

jest bardziej wiarygodnym, cho¢ model rombowy bardziej elastycznym. Jednak wigzy
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narzucone na pozycje i typy atomow nie sa wada modelu klastrowego, a raczej wskazowka
gdzie szuka¢ atomow w rombach 1 jakie zalezno$ci musza wystgpowaé pomiedzy ich

rodzajami.

Romby udekorowane zgodnie z dekoracja klastra K17 przedstawione sa na
rysunku 66. Jedyna réznica jest zatozenie symetrii rombow, tj. typ atomu 2 jest tutaj taki, jak
typ atomu 4. Nalezy zauwazy¢, ze atom 17 z K17 nalezy wstawi¢ do nieobsadzonego wezta
cienkiego rombu. Cho¢ oba wierzchotki ,,17” romboéw takze zawsze si¢ lacza ze soba, w
rombach nie mozna pozostawi¢ pustego wierzchotka. Do obliczen bierze si¢ bowiem jedynie
te ,,czg$¢” atomu, ktora lezy wewnatrz jednostki strukturalnej. W klastrach, w ktorych
najwazniejsza rol¢ petlnia reguty przekrywania, nie ma konieczno$ci zliczania atomow
znajdujacych si¢ wewnatrz jednostki strukturalnej. Niezaleznie bowiem ile klastrow si¢

przekryje, w sumie na ptaszczyznie, w danym miejscu, istniej i tak tylko jeden atom.

Rysunek 64. Dekoracja rombéw zgodnie z dekoracja klastra K17.

Przejscie do uktadu rombowego umozliwia w prosty sposob obliczenie koncentracji
dowolnego atomu, tj. jego udzialu w calkowitej liczbie atomdéw zbioru Penrose’a.
Koncentracj¢ definiujemy jako liczbg atomow j-tego atomu N; do liczby wszystkich atomow
w zbiorze Penrose’a N. Jesli gruby romb udekorowany jest n; atomami, a cienki ng, to
wszystkich atomow jest Ns-(nstt-ny); gdzie Ng to liczba cienkich rombow w zbiorze. Liczbe
atomow j-tego rodzaju obliczamy jako sume¢ atoméw tego rodzaju dekorujacych cienki romb

Ns-ng; 1 gruby romb Ng-n;;-t (grubych rombow jest t-krotnie wigceej niz cienkich):
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N,  ng+t-ny,

Ng+N, ng+t-nm,

(179)

J

e =N
N

Wykonajmy przyktadowe obliczenia dla atomu nr 17 klastra K17. Mianownik (179) w
tym przypadku jest réwny: 8-t + 5 (gdyz w grubym rombie jest 5 (wngtrze rombu) + 4-0.5
(krawedzie) + 2-0.2+2-0.3 (wierzchotki) = 8 atomow, a w cienkim: 2 (wnetrze) + 4-0.5 (boki)
+2.0.1 +2-0.4 = 5 atomdw). Liczba atomow z pozycji 17 jest rowna 1.2 dla grubego rombu i

0.4 dla cienkiego. Koncentracja atomow typu ,,17” w klastrze K17 jest wigc rowna:

. 1.2-7+04 13.0%
= " =13.0%
v 8- 7+5

Obliczenia koncentracji dla pozostatych atomow tego klastra zebrane sa w tabeli 5.

Klaster K17 oparty jest o gruby romb trzykrotnie podzielony regutami inflacyjnymi.
Romb jednak moze by¢ udekorowany w zupetnie dowolny sposéb, dlatego bez trudu mozna
utworzy¢ klaster-latawiec powstaty po jednokrotnym podziale inflacyjnym rombow. W ten
sposob otrzymamy siedmioatomowy klaster K7 przedstawiony na rysunku 67. Jest on t-
krotnie mniejszy od K17. Stosuja si¢ do niego te same reguly przekrywania, co do K17.
Wynika z nich, ze K7 mozna udekorowaé trzema réznymi atomami, ktéorych koncentracja
uktada si¢ w proporcji 28:34:38 (szczegély w tabeli 5). Klaster ten mozna takze utworzy¢
bezposrednie z K17 usuwajac z tego ostatniego atomy 2, 3,4, 5, 6,9, 11, 12, 13 1 15. Jezeli
dodatkowo wzajemne potozenia pozostatych atomow przeskalujemy 1/1-krotnie, otrzymamy
K7. Klaster K7 mozemy takze przestawi¢ jako cze$¢ klastra K17. Wzajemne ulozenie
klastrow K17 oraz K7 na tle G33 przedstawione jest na rysunku 67. Klastrem K7 mozna
pokry¢ zbiér Penrose’a, co pokazuje rysunek 68(b), na ktorym klaster G33 wypelniony jest
klastrami K7.

Gdy ksztaltem latawca ograniczymy gruby romb udekorowany jedynie w
wierzchotkach, to powstanie klaster czteroatomowy K4. Liczba niezaleznych typoéw atoméw
jest dla niego taka sama jak dla grubego rombu. Mozna go udekorowac jedynie dwoma
réznymi atomami o koncentracji 72:28. Wypehienie fragmentu plaszczyzny klastrem K4

pokazuje rysunek 68(a), a wzajemne zaleznos$ci geometryczne wszystkich klastrow - rys. 67.
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K4 K7 14

Rysunek 65. Klastry K4, K7, K17 i G33. Rézne symbole oznaczajg rézne typy atoméw. Klaster G33
zestawiony jest z pozostalymi klastrami, by wskazaé zalezno$¢ budowy zachodzaca pomiedzy nimi.

Rysunek 66. Wypelnienie klastra G33 klastrami K4 — (a) — oraz K7 (b).
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1.3.4.2. Rozklad statystyczny polozen atoméw klastra.

Chcac wykorzysta¢ klaster jako jednostke strukturalng musimy znalez¢ jego rozktad
polozen w zbiorze Penrose’a. Podobnie jak to miato miejsce dla rombow, ksztatt rozktadu
bedziemy szuka¢ w przestrzeni prostopadltej — na powierzchni atomowej. Jego rzut na

powierzchnig fizyczna da nam poszukiwany rozktad potozen klastrow.

Budowa wszystkich analizowanych klastréw oparta jest o szkielet grubego rombu.
Wypehienie zbioru Penrose’a klastrami sprowadza si¢ do zastapienia kazdego grubego
rombu klastrem. Nalezy si¢ wobec tego spodziewaé, ze rozktad potozen klastréw musi by¢

taki sam jak rozktad potozen grubych rombow.

Analizg rozpoczniemy od klastrow G33 1 K17. Centralna czgsécia obu tych klastrow
jest gruby romb dwukrotnie podzielony regutami inflacyjnymi. Rozktad prawdopodobienstwa
polozen w obrgbie zbioru Penrose’a zaréwno G33, jak i K17 musi by¢ wobec tego
identyczny. Poniewaz K17 ma mniej atomow od G33, wykorzystajmy go do wyznaczenia

poszukiwanego rozktadu.

Przyjmijmy oznaczenia wszystkich punktéw K17 jak na rysunku 67. Zapisujemy
potozenia wszystkich 17-tu punktow wzgledem punktu o numerze jeden, zaréwno w bazie
kartezjanskiej 5D, jak 1 w bazie przestrzeni prostopadiej i fizycznej — szczegoty zawarte sa w

tabeli 6. Sktadowa z, narzuca na rozktad punktéw ,,1”, by znajdowatl si¢ na z,=1.

nr | Ar ArzAr3Ar4Ar5 AXy S¢-Ay) AX, Sq-Ay, Az, typ klastra
710 11 ]0]-1 T 0 -2 0 1
wloflo|l1[1]of| -05 1 -0,5 21 2
41 1 0 o of -05 T 0,5 ) 2
171 0o o 1 1 T 0 1-1 0 3
1o 0 0 0:0 0 0 0 0 0
51t 1 1 0 o0 -2 1 -1/(2-7%) -1 3
6lo |1 |1 ]1]0 /2 -1 -1/21%) 1-t 3
2o 1 0 0o ol 11 1/(21) -1 1
3o 1 1 0 o0 T 0 -1 0 2
glo 1 1 1 1| P24 -1 12D -1 1 2
9olo o 1 1 1| -15 . -1,5 21 1
jolofol1]ol| vy -1 <2 | 1« 1
2f1/o/o0|1]0 -1 0 - 0 2
31 0 o o o] 1/ 1 /2 -1 1
4lo 0 1.0 o0 ) 11 1/(2-1) 1 1
1501 1 0 o0 -1]| -15 T -1,5 ) 1
6111 ]o-1] 224 1 @2y -1 | 1l 2

Tabela 6. Polozenia punktéw klastra K17 wzgledem punktu 1 tego klastra. Kolumny ,,typ klastra”
omoéwione na dalszych stronach pracy.
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Idea metody jest, by znalez¢ na powierzchni atomowej taki obszar potozen punktu 1, z
ktorego wektory poprowadzone w kierunku pozostatych punktéw klastra bylyby w catosci
zawarte w obszarze powierzchni atomowej. Teoretycznie wigc nalezatoby nalozy¢ na
potozenia punktu 1 az 16 warunkéw. W praktyce jednak wystarczy sprawdzi¢ potozenia
najodleglejszych punktoéw w przestrzeni prostopadtej. Wszystkie wzgledne potozenia w

przestrzeni prostopadtej zaznaczamy na wykresie — rysunek 69 (a).

(b)

o o110 o
Y, 9. X |
01 12." -------- 1.?.___. _____ “"1 .3
[ J ° -_“
15" ¢ o440}
8 11 6 \
-14
2

2 10 X 1

Rysunek 67. Wyznaczanie ksztaltu rozkladu polozen klastrow K17 dla okreslonej orientacji (b).
Wzgledne ulozenie punktow klastra K17 w przestrzeni prostopadlej (a)

Najbardziej odlegtymi punktami od ,,1” w przestrzeni prostopadtej sa punkty numer 4,
2, 12 oraz 3. Ten ostatni jednak nie moze narzuca¢ zadnych ograniczen — znajduje si¢ w
odlegtosci Ax, = t-1 od punktu 1 na pigciokacie z;,=3 , wigc doktadnie w odlegtosci w jakiej
znajduja si¢ wzgledem siebie wierzchotki obu pigciokatow (tj. z,=3 1 z,=1) . Pozostate trzy
odlegtosci uzywamy do ograniczenia powierzchni matego pigciokata — rysunek 69 (b). W
wyniku, otrzymujemy trdjkatny rozklad, ktérego wspotrzedne wierzchotkow zapisane w

notacji (x1, i, z1) sa rOwne:
(1,0, 1) (Ya(t-1), s1/7°, 1) 5 (Ya(z-1), -s1/7°, 1) (180)
Pole tego trojkata jest rowne:

Pxi7= " (T1-11)(x +2)'? ~ 0.1551 (181)
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Warto zauwazy¢, ze rozktad klastra K17 jest trojkatem podobnym do rozkladu
uzyskanego dla grubych rombéw. Rozklad K17 ma wymiary t’-krotnie mniejsze —

porownanie wzoru (180) z tabela 1.

Ustalenie samego rozktadu prawdopodobienstwa, w przypadku klastrow, jest
niewystarczajace do obliczenia czynnika strukturalnego. Klastry przekrywaja si¢ nawzajem.
Atomy z kilku klastrow zajmuja to same miejsce na plaszczyznie. Nieuwzglgdnienie
przekrywania, doprowadzitoby do wzigcia do transformaty Fouriera wigkszej liczby atomow
niz jest w rzeczywistosci. W przypadku modelu rombowego, atomy z r6znych rombow takze
nachodzily na siebie. Roznica polega jednak na tym, ze w przypadku rombow jedynie boki i
wierzchotki mogly by¢ wspdlne. W takim wypadku wystarczajacym bylo uwzglednienie
jedynie czg$ci atomu w jednostce strukturalnej réwnej czesci kata pelnego stowarzyszonego z
danym wierzchotkiem, w ktorym atom si¢ znajdowat. Niezaleznie od liczby rombow, suma
katow taczacych si¢ wierzchotkéw jest zawsze rowna 2n. Daje to gwarancje, ze kazdy atom
zliczany jest jednokrotnie. W przypadku klastréw, wigkszos¢ atomow lezy wewnatrz granicy
klastra. Gdyby je traktowac tak jak atomy rombdw, nalezaloby im przypisaé ,,wage” rowna
jeden. Tak zrobi¢ jednak nie mozna ze wzgledu na przekrywanie si¢ klastrow. Kazdy atom
zbioru Penrose’a moze naleze¢ jednocze$nie do kilku klastrow. Gdyby w kazdym miat wage
rowna jeden, to w czynniku strukturalnym zostatby zliczony tyle razy, w ilu klastrach
jednoczesnie si¢ znajduje. Niepowodzeniem konczy sig¢ takze proba przypisanie wagi do
atomu na podstawie liczby naktadajacych si¢ w jego pozycji klastrow. Ten sam atom bowiem
moze przekrywac si¢ na rdzne sposoby: w jednej konfiguracji lezy w dwodch klastrach, a w

innej np. w trzech.

By moc oceni¢ $rednig liczbg atomow lezacych w kazdej pozycji klastra oblicza sig
tzw. wspotczynnik pokrycia 8. Definiujemy go jako stosunek lacznego pola rozkladdéw Py
wszystkich N atomow dekorujacych klastry we wszystkich 10 orientacjach do pola
powierzchni atomowej Ppy~ 17.205:

_10-N-P, N-P,
P, 1.7205

5 (182)

Dla klastra G33 mamy 33 atomy. Catkowity obszar rozkladéw prawdopodobienstwa

zwigzanych a nimi jest rowny: 33-0.1551 = 5.1183, wigc wspoOlczynnik pokrycia jest rowny:

51183

=2 2222098 183
317205 (183)
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17-0.1551 _

za$ dla klastra K17: Opir = 1.53 184
K7 1.7205 (184)

Kazdym punkt zbioru Penrose’a nalezy $rednio do trzech klastrow G33 lub 1.5 klastra
K17. Wynik ten oznacza takze, ze taczne pole rozktadow prawdopodobienstwa ma wigksza
warto$¢ od pola powierzchni atomowej, co oczywiscie, fizycznie, jest pozbawione sensu.
Laczne pole wszystkich rozktadow trzeba unormowaé do wartosci rownej polu powierzchni

atomowe;.

Ustalmy, ktore atomy przekrywaja si¢ pomig¢dzy soba. Aby to zrobi¢ rozmiesémy na

powierzchni atomowej rozktady wszystkich atomow klastra K17 — rysunek 70.

z =1 z =2
1 1

Rysunek 68. Rozmieszczenie rozkladéw prawdopodobienstwa wszystkich atomow klastra K17
dla jednej orientacji.

Nastgpnie, aby uwzgledni¢ symetri¢ 180°, naktadamy obrocone o 180° obszary
pigciokata z;=4 na pigciokat z;=1 i podobnie obrocone obszary z,=3 na z;=2. Otrzymamy
uktad jak na rysunku 71. Obracamy wszystkie rozktady na obu pigciokatach 5-krotnie o kat
72°. W wyniku otrzymamy 170 tréjkatnych rozkltadow nachodzacych na siebie na rézne

sposoby. Przekrywanie rozktadow oznacza przekrywanie si¢ atomow, a to oznacza, ze atomy
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ze wszystkich przekrywajacych si¢ rozkladow musza by¢ tego samego typu. Dla pigciokata

z,=2 pigciokrotny obrét rozktadow prowadzi do wyniku jak na rysunku 72.

Rysunek 69. Rozklady prawdopodobienstwa atomow klastra K17 po uwzglednieniu symetrii 180°

X EL L K
e

2 1 0 X, 1 2

Rysunek 70. Przykrywanie si¢ rozkladéw atoméw klastra K17 na pigciokacie z,=2 powierzchni atomowe;j.
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Analiza rysunku 72 prowadzi do dwoch zasadniczych wynikow:

a)

b)

Ustalenia, ktore atomy musza by¢ tego samego typu — na przyktad: ciemnoniebieskie
obszary (atomy 2) nachodza na czerwone (atomy 9). Atomy 2 i 9 musza by¢ tego
samego typu. Identyfikacja wszystkich trojkatnych obszaréw z rysunku 72
doprowadza do wnioskéw zgodnych z otrzymanymi w poprzednim rozdziale, w
ktorym mozliwa liczbg réznych atomoéw dekorujacych klaster K17 ustaliliSmy na

podstawie przekrywania si¢ obszaréw klastrow na powierzchni fizyczne;j.

Wyodrgbnienia obszardw pigciokata nie przykrywajacych si¢ z zadnym innym. Na
rysunku 72 schematycznie zaznaczone sa one grubymi, czarnymi odcinkami. W
obrebie tych obszarow mamy nakladajace si¢ rozklady, nigdy jednak nie
przekrywajace si¢ z rozkladami lezacymi w innych wyr6znionych obszarach

pigciokata. Kazdy obszar zwigzany jest wigc z innym typem atomu.

Rysunek 72 jest takze wskazowka co nalezy zrobi¢ dalej. Pigciokat powierzchni atomowej

opisuje jednorodng funkcje gestosci prawdopodobienstwa. Naktadajace si¢ rozktady potozen

atomow klastréw sprawiaja, ze pigciokat w réznych miejscach przyjmuje rézne wartosci

gestosci. Gesto$¢ jest jednak podbijana sztucznie — poprzez wielokrotnie zliczenie tych

samych atoméw. Aby, wobec tego, otrzymaé poprawny rozklad potozen danego typu

atomoOw, nalezy usunac z obszaru wszystkie te jego elementy, ktore pochodza z naktadania si¢

trojkatnych obszarow rozkltadow — tak by w efekcie koncowym otrzymaé pieciokat o

jednorodnej na catej jego powierzchni ggstosci prawdopodobienstwa. Mechanizm ilustruje

rysunek 73.
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I IS N . L,

X X

Rysunek 70. Ujednolicanie warto$ci gestosci prawdopodobienstwa w obrebie przekrywajacych sie obszarow.

Rozktady dwoéch atoméw A 1 B nachodza na siebie. Musza by¢ wige tego samego typu A=B.
W obszarze, w ktorym rozktady obu atoméw przekrywaja sig, kazdy atom jest zliczany
podwdjnie. Nalezy wigc ,,zdja¢” z obszaru nadmiarowe zliczenie. Dolna czg$¢ rysunku
zajmuja wykresy gestosci prawdopodobienstwa dla kierunku zaznaczonego czarnym

odcinkiem.

Powierzchnia atomowa podzielona na ujednolicone obszary przedstawia rysunek 74.
Doktadne wartosci wspotrzednych wszystkich wierzchotkow obszarow zebrane sa zas w

tabeli 7.

z =1 K17 K17

Rysunek 71. Ujednolicone obszary powierzchni atomowej stanowigce rozklady prawdopodobienstwa
polozen réznego typu atomow klastra K17
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Nr atomu | Wierzchotek 1 Wierzzc holek Wierzchotek 3 Pole Koéfjl[l;gcj a

Tia 1 {0, 0} {2-(2-1), 0} {2-1-3, 1-2} 0.069 13

Tp 17 {t, 1-1} {2-(2-1), 0} {2-1-3, t-2} 0.155

T, 5,6 {2-(2-1), 0} {t, t-1} {r, 1-1} 0.251 14.6

T; 7,10, 14 {0, 0} {2-(z-1), 0} {2-1, 1-t} 0.182 10.6

T 3,8, 1161’ 13, {t+1, -1} {2-(z-1), 0} {2-1, 1-t} 0.406 23.6

Ts 12 {2-1, 1-t} {2-1, -3} {2-(z-1), 2-(1-7)} 0.155 9.0

Ts 2,9 {2-1, 1-t} {t+1, -1} {2-(z-1), 2-(1-1)} 0.251 14.6

T; 4,15 {2-(z-1), 0} {t+1, 3-2.1} {t+1, -1} 0.251 14.6

Tabela 7. Opis ujednoliconych obszaréw powierzchni atomowej z rysunku 75.

Podziat powierzchni atomowej na jednolite obszary opisujace rézne atomy dekorujace

klaster K17 musi spetnia¢ dwa dodatkowe warunki:

a) Wszystkie obszary powinny by¢ trojkatne lub powinny by¢ zapisane jako suma
trojkatow — dla  trojkatow potrafimy szybko policzy¢ transformate Fouriera,
korzystajac z wyprowadzonych wzoréw analitycznych Z tego powodu obszar 7 o

ksztatcie deltoidu zostal podzielona na dwa trojkaty: Tia i1 Tip.

b) Suma wszystkich obszarow powinna stanowi¢ piata cz¢s¢ powierzchni atomowej, tj.
by¢ zwiazana z jedna orientacja. Dla pozostatych, rozklady otrzymamy poprzez
stosowne obroty. Takie postgpowanie znacznie przyspiesza algorytm obliczajacy

czynnik strukturalny.

Wielko$¢ obszaru zwiazana z okre§lonym typem atomu jest proporcjonalna do
bezwzglednej liczby tych atomoéw. Pozwala wigc w alternatywny sposob obliczy¢
koncentracj¢ danego atomu c¢; — jako stosunek obszaru rozktadu prawdopodobienstwa tego

atomu Pr; do calkowitego obszaru powierzchni atomowej Ppy:

P
¢, =—1 (185)
PPA

Koncentracja obliczona za pomoca (185) zostata umieszczona w tabeli 7. Jej wartosci

sa zgodne z obliczonymi w poprzednim rozdziale — tabela 5.

Tabela 7 wskazuje jeden atom wigc niz tabela 5. Obszary T4 i 77, cho¢ nigdy nie

przekrywajace si¢, naleza do atomow lezacych symetrycznie wzgledem dituzszej przekatnej
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rombu. By zachowaé wigc symetri¢ budowy klastra, zaktadamy, ze sa one takze tego samego

typu. W przypadku ogdlnym moga by¢ jednak roztaczne.

Jako podsumowanie nalezy zauwazy¢, ze metoda poszukiwania roéznych typow
atomow w klastrze oparta o analiz¢ potozen rozktadéw prawdopodobienstwa na powierzchni
atomowe] prowadzi do tych samych wynikow, co metoda bazujaca na symetrii
przekrywanych obszaréw. Mozna wigc stosowac je wymiennie, w zalezno$ci od tego, ktérym
modelem - klastrowym czy rombowym — postugujemy si¢ przy badaniu struktury

kwazikrysztatu.

Postugujac si¢ wynikami otrzymanymi dla klastra K17 mozemy bez dodatkowych
obliczen poda¢ rozklady prawdopodobienstwa, oraz liczbeg niezaleznych typdéw atoméw dla

klastra K7 i K4.

Klaster K7 jest klastrem K17 pozbawionym atoméw 2, 3,4, 5,6,9, 11, 12, 13115, a
wigc 1 obszarOw z nimi zwiazanymi: T4, Ts, T 1 T7. Odjecie tych obszarow od pigciokatow z

rysunku 75 doprowadza do podzialu powierzchni atomowej jak na rysunku 75.

K7

Rysunek 72. Obszary powierzchni atomowej dla réznych atoméw klastra K7

Przejscie do klastra K4 to usunigcie dodatkowych atoméw: 5, 6 oraz 1, czyli takze
obszaré6w T oraz T, co doprowadza do dwuatomowego uktadu, w ktérym jeden typ atomu

zajmuje maly pigciokat, a drugi typ duzy pigciokat — rysunek 76. Poniewaz K4 jest uktadem
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tych samych punktow, ktore opisuja takze gruby romb ,,czystego” zbioru Penrose’a, wynik
ten powinien by¢ zgodny z wnioskiem dotyczacym dekoracji rombow wyptywajacym z
analizy rombowego modelu zbioru Penrose’a. Tak tez jest w rzeczywisto$ci. Porownanie

wyniku z rysunku 75 z rozdziatem 1.3.2.3. potwierdza to przypuszczenie.

Wycigcie z obszaru powierzchni atomowej trojkata 71 moze wydawaé si¢
nieusprawiedliwione, gdyz obszar 7| jest jednolity - na trojkaty zostat podzielony sztucznie.
Wystarczy jednak spojrze¢ na rysunek 71, z,=1, by zrozumie¢, ze gdyby zostawi¢ na nim
jedynie trojkat ,,17”, to po pigciokrotnym obrocie utworzylby taki sam pigciokat, jaki

otrzymujemy przez obroét trojkata 7.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze przejscie do klastrow o mniejszej liczbie atomow
jest prawie automatyczne. Bez dodatkowych obliczen jesteSmy w stanie podaé liczbg
niezaleznych atomow w nowych klastrach, wskaza¢, ktére atomy si¢ przekrywaja, obliczy¢
ich koncentracjg itd. Jest tak, poniewaz klaster K7 jest ciagle klastrem K17, tyle tylko, ze
pozbawionym kilku atomow. Te ktore zostaja musza spetnia¢ wzajemne relacje w taki sam
sposob, w jaki spetniaty je przed usunigciem atoméw doprowadzajacym klaster K17 do K7.

Podobna zasada obowiazuje przy przejsciu z K7 do K4.

Rysunek 73. Obszary powierzchni atomowej dla atoméw klastra K4

Zalezno$ci wystgpujace pomig¢dzy klastrami sa powodem dla ktérego w tabeli 6
umieszczone zostaty kolumny ,,typ klastra”. Cho¢ tabela ta opisuje klaster K17, moze
postuzy¢ takze do opisu przeskalowanego t-krotnie klastra K7 i t*-krotnie klastra K4. Atomy

znajdujace si¢ w pozycjach 7, 17, 10, 14 klastra K17 sa takze atomami klastra K4.
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Usuwanie atomow z K17 ma pewne konsekwencje geometryczne. Po pierwsze,
zwigkszamy w ten sposob dtugos¢ boku rombu. Przy przejsciu do K7, t-krotnie, zas do K4,
t*-krotnie. Po drugie, zmniejszamy w ten sposob obszar powierzchni atomowej, co dobrze
wida¢ przy bezposrednim pordwnaniu rysunkéw 74 i 75 lub 75 1 76. Przyczyna redukcji
obszaru pigciokatow jest dos¢ oczywista. Kolejne podzialy inflacyjne wprowadzaja do uktadu
dodatkowe atomy. W kazdym kolejnym kroku jest ich t*-krotnie wigcej niz w poprzednim.
Usunigcie ich musi zredukowac obszar powierzchni atomowej o ten czynnik. Z drugiej strony
nowy uktad atomoéw ciagle jest zbiorem Penrose’a, dlatego po usunigciu atoméw powierzchni

atomowa musi by¢ ciagle uktadem czterech, t°-krotnie mniejszych, pieciokatow.

Aby przy przejsciu z K17 do mniejszych klastréw pracowa¢ na rombie o
niezmienionej dlugosci boku, po usunigciu atomdéw musimy pozycje wszystkich pozostatych
atomow przeskalowaé 1/t-krotnie, w przypadku klastra K7, i 1/t*-ktornie, w przypadku K4.
Dzigki temu, pigciokaty powierzchni atomowej automatycznie zwigkszaja si¢ do swoich
oryginalnych rozmiaréw. Rysunki 75 1 76 powstaty przy zachowaniu statej dtugosci boku
rombu, dlatego wszystkie pigciokaty sa tej samej wielkosci, co w uktadzie wyjsciowym —

klastrze K17 — dla ktérego powierzchnia atomowa pokazana jest na rysunku 74.
Skalowanie obszarow powierzchni atomowej ma dwie konsekwencje.

e Picciokaty zmieniaja swoje potozenie wzdluz trzeciej skladowej przestrzeni
prostopadlej — na przyktad pigciokat lezacy na z;=1 na rysunku 75 lezy na z,=3 na
rysunku 76. Zmniejszajac jednostk¢ t-krotnie, jednocze$nie zmieniamy odleglo$é
migdzy punktami w przestrzeni prostopadtej. Przyktadowo, punkty 17 i 14 w
klastrze K4 znajduja si¢ w odleglosci Az =1, podczas, gdy w klastrze K7 w
odlegtosci Az;=2. Ze wzgledu jednak na symetri¢ powierzchni atomowej, przy
obliczeniach poslugujemy si¢ jedynie pigciokatami lezacymi na z;=1 1 z;=2.
Praktycznym wnioskiem jest wigc konieczno$¢ zmian polozen tych dwoch

pigciokatow przy redukcji dtugosci boku rombu t-krotnie.

e Wielko$¢ rozkladow prawdopodobienstwa klastra wzgledem wielkosci
powierzchni atomowej przy zmniejszaniu dlugosci boku rombu rosnie. Trdjkatny
rozktad wyznaczony dla atomu klastra K17 pozostaje bez zmian, niezaleznie od
tego, ile z tego klastra usuniemy atomow. Jezeli jednak bok rombu zmniejszamy
t-krotnie, to jednoczesnie zwigkszamy powierzchni¢ atomowa t-krotnie, a co za

tym idzie, takze wielkos¢ rozktadu potozen klastra. Wniosek ten jest dos¢
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oczywisty. Dla klastra K4 spodziewamy si¢ bowiem uzyska¢ rozktad identyczny
jak dla grubego rombu, czyli t*-krotnie wiekszego od wyznaczonego dla K17.
Wzajemne zalezno$ci wielkosci rozktadow klastrow K17, K7 i K4, przy
zachowanej stalej dlugosci boku rombu, zostala pokazana na tle pigciokatow

powierzchni atomowej na rysunku 77.
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Rysunek 74. Skalowanie si¢ powierzchni obszarow rozkladéw prawdopodobienstwa dla klastrow K17, K7 i K4

Wszystkie potrzebne informacje strukturalne dotyczace K7 mozna zatem dostaé
bezposrednio z K17. Ciekawym jednak problemem, wartym ponownego rozwiazania, jest
znalezienie rozkladu prawdopodobienstwa tego klastra metoda ,,wycinania” powierzchni
atomowej. Mozna bowiem w jego przypadku bardzo tatwo nie dostrzec wszystkich

koniecznych do uwzglednienia warunkow.

Potozenia atomow klastra K7 zapisujemy w przestrzeni prostopadiej — rysunek 78(a).
Ksztatt rozkladu prawdopodobienstwa ogranicza 6 pozycji, z ktorych 4 (zaznaczone na
rysunku (a) i (b)) maja znacznie. Zastosowanie tych ograniczen doprowadza do rozkladu o

ksztatcie deltoidu — niezgodnym z uzyskanym wczesniej - trojkatnym (rysunek 76).

(b)

14 (a) 4
5
Y1
0- 3
7e 1 °
[ J
6
14 L 3]
2 T 0 x A

Rysunek 75. Wyznaczanie rozkladu prawdopodobienstwa dla klastra K7
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Przyczyna btedu lezy w niejednoznaczno$ci dekoracji klastra K7. Identyczny uktad
atomow, jak ten, ktéry dekoruje klaster K7, mozna znalezé takze przy szczegdlnym
polaczeniu romboéw nie prowadzacym do powstania klastra. Ilustruje to rysunek 79, na
ktérym po lewej stronie widzimy zbidr atoméw nalezacych do dwoch cienkich rombéw, ktory
mogiby wypetia¢ takze gruby romb — tak jak nieprawidlowy, zaznaczony na czerwono

klaster K7.

Rysunek 76. (po lewej) Nieprawidlowo (czerwony) oraz prawidlowo (zielony) umieszczony w zbiorze
Penrose’a klaster K7. Wpisanie klastra w to miejsce ,,na sil¢” doprowadza do powstania nieistniejgcego w
zbiorze Penrose’a ukladu rombow — czerwony zbior po prawej.

Dwuznaczno$¢ sytuacji si¢ zwigkszy, gdy zauwazymy, ze uktad dwoch cienkich
rombow 1 jednego grubego (zaznaczone grubymi odcinkami na rysunku z lewej strony),
mozna obrdci¢ o 180° w wyniku czego dostanie si¢ podstawe¢ do zbudowania klastra K7
(grube odcinki czerwone i czarne po prawej). Powstala na rysunku po prawej stronie
konfiguracji rombow zaznaczono pogrubionymi, czerwonymi odcinkami nie mozne istnie¢
jednak w zbiorze Penrose’a. Zabraniaja tego reguly przylegania bokéw rombow. Nie
znajdziemy jej na rysunku 51 ilustrujacym wszystkie mozliwe uklady rombow. Klastra K7 w

tym miejscu by¢ wigc nie moze.

To co odrdznia czerwony, nieprawidtowo wstawiony na rysunku 79 (po lewej), klaster
K7 od prawidtowo wstawionego — niebieskiego K7 na tym samym rysunku, jest znajdujacy
si¢ w jego sasiedztwie punkt ,,A” zaznaczony na zielono. Punkt ten ,,wymusza”
niedozwolone wstawienie cienkiego rombu do uktadu. Z obszaru z rysunku 78 nalezy wigc

wycia¢ obszar rozktadu, z ktorego w przestrzeni prostopadtej mozna ,,doj$¢” do punktu ,,A”.
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Wspoétrzedne zielonego punktu, oznaczonego liczba 18, to [0, 1, 1, -1, 0], co
odpowiada skladowym prostopadtym: Ary;s = ( %2 - (3-1-1), 51, 1). Uwzglednienie tego

warunku (rysunek 80) wytnie z poszukiwanego rozktadu obszar r6zniacy rysunek 78 od 79:

118

Rysunek 77. Dodatkowy warunek na obszar K7 uniemozliwiajacy znalezienie si¢ w
poblizu klastra atomu o wzglednym polozeniu Ar, 5.

Mozliwos¢ przeksztatcenia K17 w K7 1 K4 pozwala takze na tatwe obliczenie
wspotczynnika pokrycia ptaszczyzny przez te ostatnie. Wykorzystamy fakt, ze powierzchnia
rozktadu klastra K7 jest ©° wicksza od K17, a K4 -t*-krotnie wigksza od K17. Przyjmujac za
wielko§¢ powierzchni atomowej obliczona wcze$niej wartos¢: 17.205 a za powierzchnig

rozktadu klastra K17: 0.1551, otrzymujemy:

5 :10~7-0.1551-r2

7 7205 L0
10-4 0'1 1-74 (186)
5, =0 401N, 4y
17.205

Dla bardzo duzych klastrow mozna udowodnié, Zze warto$¢ ta jest niezalezna od stopnia
podziatow. Jest tak, bo przy dodatkowym podziale inflacyjnym zmniejszamy t*-krotnie pole

rozktadu, zwickszajac jednoczesnie t*-razy liczbe atomdw wypetniajacych klaster,
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1.3.4.3. Czynnik strukturalny dla zbioru Penrose’a — model klastrowy.

W tym rozdziale zostaly zaprezentowane dwa podejscia do modelu klastrowego. W
pierwszym wykazaliSmy, ze klaster mozemy zastapi¢ odpowiednio udekorowanymi rombami.
W takim wypadku obliczenie czynnika strukturalnego sprowadza si¢ do wykorzystania wzoru
(179)+(176) z dekoracja przedstawiona na rysunku 66. Drugie podejscie polega na
przypisaniu odpowiednich rejonow powierzchni atomowej réznym atomom klastra. Po
zrzutowaniu  tych obszar6w na powierzchni¢ fizyczna otrzymujemy rozklady
prawdopodobienstwa zapisane w $redniej komorce elementarnej. W rozdziale 1.3.3.2 zostat
wyprowadzony wzor na czynnik strukturalny dla zbioru Penrose’a (175). Transformata
Fouriera obliczana jest tam po piatej czesci kazdego z pigciokatow. Wzor (175) nalezy tak
zmodyfikowac¢, aby méc zastosowac go do modelu klastrowego. Po pierwsze, wykorzystajmy
symetri¢ powierzchni atomowej - sumg po z; ograniczamy do dwoch elementdéw, a z wyniku
bierzemy jedynie czg$¢ rzeczywista. Po drugie, nalezy do wzoru doda¢ kolejng sumg, po
wszystkich obszarach trdjkatnych, na jakie powierzchni atomowa zostata podzielona. Te dwie

zmiany sprowadzaja wzor (175) do postaci:

i 2 4
F(;(x,;(y)z C-re th,aZexp(i(pj)z IJ.expi(qux + ;(yuy)duxduy (187)

t=1 j=1 a=0r

tj.a

Wszystkie wielkosci we wzorze (187) sa identyczne jak w (175), poza zmienng ¢, ktéra
numeruje trojkatne rozktady prawdopodobienstwa. Gorna granica tej zmiennej jest wartos¢
tmax zalezna od typu analizowanego klastra. Dla K17, £,,=8. Symbol 7}, , oznacza trojkatny
rozktad numer ¢ o orientacji o i1 lezacy na z,=j. Wspotrzedne wszystkich rozktadow zebrane

sa w tabeli 7.

153



Podsumowanie

Model klastrowy jest alternatywnym sposobem opisu budowy kwazikrysztatow.
Zaklada on, ze cala struktur¢ mozna odtworzy¢ przy pomocy tylko jednej jednostki
strukturalnej — klastra. Ze wzgledu na nieperiodyczno$¢ budowy kwazikrysztalow, klastry
musza si¢ wzajemnie przekrywaé. Model ten jest coraz czgSciej wykorzystywany w
badaniach strukturalnych. Na jego korzys$¢ dziala bowiem prostota budowy oraz logiczne
reguly przekrywania, ktdre z punktu widzenia fizyki oznaczaja wspoldzielenie atomow przez
rozne klastry. Pierwszym klastrem, historycznie zastosowanym do analizy struktury byt 33-
atomowy klaster Petry Gummelt: G33. Nie jest on jednak jedynym mozliwym klastrem,
ktorym mozna si¢ postuzy¢. Innym typem klastra jest: ,,latawiec”, ktory zbudowany jest z
minimalnej liczby atoméw potrzebnych do wypehienia struktury Penrose’a. Klaster-latawiec
wystepuje w wielu odmianach, np.: 17-atomowej K17, 7-atomowej K7 oraz czteroatomowej
K4. Najwazniejsza wtasnoscia klastra jest liczba niezaleznych atoméw, ktérymi mozna go
wypehi¢. W przypadku G33 sa to trzy atomy pokrywajace plaszczyzng ze wzglednymi
koncentracjami:  28:34:38, za§ w przypadku klastrow-latawcow: 7 dla K17
(14.5:14.5:24:15:13:10:9); 3 dla K7 (28:11:61) 1 2 dla K4 (76:24). Znajomos¢ wzglednych
koncentracji jest bardzo wazna z praktycznego punktu widzenia. Moze stuzy¢ jako pierwszy
krok badan strukturalnych w okresleniu rodzaju klastra, jezeli znany jest sktad chemiczny
badanej probki. Innym istotnym parametrem opisujacym klaster jest stopien pokrycia
plaszczyzny. Im jego warto$¢ jest wigksza, tym intensywniej klastry przekrywaja si¢ ze soba.
W przypadku G33 wskaznik ten przyjmuje warto$¢ bliska 3, co oznacza, ze $rednio kazdy
atom zbioru Penrose’a nalezy do trzech klastrow. Dla klastrow-latawcow wskaznik pokrycia
ma znacznie nizsza wartos¢: ok. 1.5 dla K17, 1.65 dla K71 2.47 dla K4. Stopien pokrycia jest
czynnikiem wptywajacym na liczbg niezaleznych atoméw w klastrze. Pomimo tego, ze G33
jest znacznie wigkszy od K17, to udekorowaé¢ go mozemy tylko trzema atomami, czyli tak,

jak K7, cho¢ ten ostatni ma prawie 5 razy mniej atomow.

Klastry mozna analizowa¢ w dwojaki sposob. Mozna przeksztatci¢ je do modelu
rombowego 1 korzysta¢ ze wszystkich jego wlasnosci, tacznie z czynnikiem strukturalnym,
ktéry w tym przypadku daje pelna mozliwos¢ manipulacji potozeniami atoméw. Mozna takze
skorzysta¢ z analizy wielowymiarowej, by kazdemu atomowi klastra przyporzadkowac
odpowiedni rozktad prawdopodobienstwa. W tym jednak przypadku nie ma Zzadnej
mozliwo$ci zmiany potozen atomdéw. Niezaleznie jednak od przyjgtego modelu, oba

prowadza do tych samych struktur atomowych.
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2. Analityczne metody badania struktury ciat statych.

Analiza dyfrakcyjna budowy ciat stalych ma jedna podstawowa wade: nie jest
jednoznaczna. Wiele réznych modeli utozenia atoméw moze prowadzi¢ do tego samego
widma dyfrakcyjnego. Przyczyna tej sytuacji lezy we wlasnosciach mierzonej w trakcie
pomiaru wielko$ci - natgzenia rozproszonej wiazki promieniowania. Natezenie wiazki
rozproszonej jest bowiem zwiazane z budowa atomowa nie bezposrednim zwiazkiem, ale
poprzez modut kwadratu czynnika strukturalnego. Ten ostatni jest transformata Fouriera

gestosci elektronowej p(r) atomoéw utozonych w przestrzeni o objgtosci V-

F(k)= [ p(r)exp(ik -r)d’r (188)

VV
Gdyby czynnik strukturalny byl wielkoscia mierzona w eksperymencie, ggstos¢ o(r)
otrzymalibySmy jako transformat¢ odwrotna do (188). Natgzenie jest jednak wielkoscia

proporcjonalng do iloczynu czynnika strukturalnego i jego sprzg¢zenia:
I(k) = F(k)* F(k) (189)

W wyniku tej operacji tracimy faz¢ zespolona czynnika strukturalnego. Jest to podstawowy
problem analizy dyfrakcyjnej, ktory nie ma jednoznacznego rozwiazania. Transformata
odwrotna w takiej sytuacji uniemozliwia doktadne zlokalizowanie atoméw w przestrzeni. W
latach 30-tych XX wieku Patterson wykorzystat transformate odwrotna natgzenia G(r) do
badan strukturalnych monokrysztatow. Podat takze jej interpretacje geometryczna. Wykazat,
ze polozenia pikéw powstajacych w wyniku obliczenia transformaty Fouriera z natg¢zenia sa
wzglednymi odleglo$ciami dzielacymi atomy w badanej probce. Funkcja G(r) nosi nazwe

funkcji Pattersona, a piki z niag zwiazane: pikami Pattersona lub mapa Pattersona.

Ustalenie odlegtosci pomigdzy atomami na podstawie mapy Pattersona jest pierwszym
krokiem w analizie strukturalnej. W drugim nalezy ze zbioru pikéw wyselekcjonowacd te,
ktore sa bezposrednio zwigzane z potozeniami wzgledem wybranego atomu. Uzyskane w ten
sposob wartosci potozen moga jednak by¢ obarczone duzymi btedami, wynikajacymi przede
wszystkim ze skonczonej doktadnosci zmierzonego widma dyfrakcyjnego. Jedna z bardziej
zaawansowanych metod bgdaca alternatywa wobec mapy Pattesrona jest rozwijana obecnie
przez Takakur¢ i Yamamoto metoda LDEM (low-density elimination method) [13], ktorej

celem jest znalezienie przyblizonych faz czynnika strukturalnego przy pomocy
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rekurencyjnego dopasowywania funkcji gestosci do widma dyfrakcyjnego. Metoda ta
umozliwia w wielu sytuacjach obliczenia funkcji gestosci bezposrednio z natezen pikow

widma dyfrakcyjnego.

Mape Pattersona mozna przygotowa¢ dla kwazikrysztatow na wiele sposobow, w

zalezno$ci od tego jakiego modelu strukturalnego uzywamy:

e Bezposrednia transformata widma dyfrakcyjnego prowadzi do dwuwymiarowej
mapy pikow o dziesi¢ciokrotnej symetrii oddajacej wzgledne potozenia atomow w
siecl.

e Podniesienie pikéw dyfrakcyjnych do przestrzeni 5D umozliwia znalezienie

potozen atomdéw w pigciowymiarowej komodrce elementarne;.

e Pigciowymiarowa analiza strukturalna daje takze mozliwo$¢ wykonania mapy

Pattersona dla powierzchni atomowej:

e W koncu, potozenia pikoéw Pattersona mozna wyrazi¢ wzgledem wybranej sieci
odniesienia, otrzymujac w ten sposob rozklad statystyczny potozen pikow

Pattersona w $redniej komorce elementarne;.

Niezaleznie od wybranego modelu, podstawowym zatozeniem dotyczacym budowy

jest przyjecie modelu Penrose’a jako sieci odniesienia dla potozen atomow.

Majac, na podstawie mapy Pattersona, kilka mozliwych kombinacji polozen atomow,
mozemy przygotowa¢ model atomowy budowy kwazikrysztatu. Z reguty zbiezno$¢ widma
dyfrakcyjnego obliczonego na jego podstawie z widmem zmierzonym jest staba, dlatego w
nastgpnym kroku udoktadnia si¢ model zmieniajac potozenia atoméw, prawdopodobienstwa
ich pojawiania si¢ w okreslonych miejscach, czy w koncu uwzglednia si¢ mozliwo$¢
przeskokéw atomoéw do pozycji symetrycznych lub drgania termiczne i zwigzany z nimi

czynnik Debay’a-Walera.

Do udoktadniania parametrow budowy atomowej mozna uzy¢ jednej z wielu metod
poszukiwania minimum funkcji o dowolnej liczbie zmiennych, np. jedna z odmian metody
gradientowej czy simplex. Jezeli na tym etapie zbiezno$¢ widma teoretycznego z
eksperymentalnym jest zbyt mala, nalezy rozwiazania poszukiwa¢ w innym uktadzie atomow

zgodnym z mapa Pattersona.

W niniejszym rozdziale zostanie krétko omdéwione wprowadzenie do analizy struktury

monokrystalicznej przy pomocy funkcji Pattersona. Znacznie szerzej bgda przestawione
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wynikajace z niej wnioski dotyczace budowy kwazikrysztatéw. Dla lepszego zilustrowania
wszystkich problemoéw, ktore nalezy rozwiazaé, by efektywnie wykorzysta¢ funkcje
Pattersona, na poczatku zajmowac si¢ bgdziemy ciagiem Fibonacciego. Wiasnosci zbioru
Penrose’a zostana podane jako wuogolnienie wnioskdw wyplywajacych =z analizy

jednowymiarowe;.

Druga czg$¢ rozdziatu, to rozwinigcie metod poprawiania ,,0strosci” mapy Pattersona
w Sredniej komorce elementarnej. Przedstawiona zostanie takze metoda LDEM, ktorej
zastosowanie, w niektorych przypadkach, pozwala obliczy¢ funkcje gestosci bezposrednio z

natezen pikow dyfrakcyjnych.

Na koncu zostana krotko omowione metody poszukiwania minimum funkcji o
dowolnej liczbie zmiennych oraz sposob zastosowanie tych metod w analizie strukturalne;

kwazikrysztatow.
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2.1. Funkcja Pattersona.

Funkcj¢ Pattersona G(r’) definiujemy jako odwrotna transformatg¢ Fouriera natgzenia

widma dyfrakcyjnego /(k) = F(k)* F(K):

G(r)= [ F() F(k)exp(~ik 1)’k (190)

Ze wzgledu na symetri¢ widma, jest to funkcja parzysta, a wobec tego czg$¢ urojona
jest zawsze rowna zeru. Argument funkcji Pattersona — r’, jest wektorem przestrzeni proste;.
Mozna wykaza¢, ze wychodzac z rownania (190) i wykorzystujac dwukrotnie rownanie (188),
wektor ten jest zwigzany z wektorem potozenia opisujacym funkcje gestosci elektronowej
o(r) poprzez splot funkcji:

G(r')= [ p(r)plr —r)d’r (191)
v,

Funkcja Pattersona w postaci (191) nabiera wyjatkowo prostej interpretacji, gdy
zalozy sig, ze atomy sa obiektami punktowymi. Wtedy funkcja gestosci przyjmuje jedynie
dwie wartos$ci: py, gdy w obu potozeniach r i r-r’ znajduje si¢ atom, lub zero, w przeciwnym
wypadku. Funkcja Pattersona jest wigc réwna wartosci niezerowej jedynie wtedy, gdy wektor
wzglednego potozenia r’ jest rowny odlegtosci miedzyatomowej. Obrazem funkcji G(r’) jest
zbidr pikdw pojawiajacych si¢ w miejscach odpowiadajacych odlegto§ciom migdzy atomami.
Potozenia te nie daja jednak jednoznacznej informacji o dekoracji ukladu. Jezeli,
przyktadowo, komorka elementarna jednowymiarowego krysztalu zbudowana jest z trzech
atomoéw znajdujacych si¢ w pozycjach r = {0,0.2,0.3}, to na widmie Pattersona
obserwujemy piki az w siedmiu pozycjach: r’={-0.3, -0.2, -0.1, 0, 0.1, 0.2, 0.3}. Dodatkowa
warto$¢ r’=0.1 wskazuje odleglosci pomigdzy atomem drugim i trzecim. W przypadku
wigkszej liczby atomoéw, pikow opisujacych odleglosci pomiedzy atomami dekorujacych
jednostke strukturalng jest znaczniej wigcej, niz pikow zwiazanych bezposrednio z
potozeniem tych atoméw wzgledem okreslonego wegzla. Na podstawie analizy dyfrakcyjnej
nie mozna takze rozstrzygna¢, nawet po wyeliminowaniu pikéw zwiazanych z odleglosciami
dzielacymi atomy dekorujace, czy rzeczywiste potozenia atomow sa tylko dodatnie, czy moze
czes$¢ lezy po ujemnej stronie wzgledem wezta odniesienia, a cze$¢ po stronie dodatniej. Tego
typu watpliwosci moze rozstrzygna¢ jedynie model atomowy wzbogacony o dodatkowe

wlasnos$ci ograniczajace swobodg potozenia atoméw, takie jak gesto$¢ punktowa, czy
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minimalna i maksymalna odlegto$¢ mogaca dzieli¢ dwa atomy znajdujace si¢ w stabilnym

uktadzie.

Pewna pomoca przy interpretacji zrodta powstawania pikow Pattersona jest analiza ich
wysokosci. W wielu przypadkach wysokie piki sa zwigzane bezposrednio z polozeniami
atomow dekorujacych, zas te nizsze z odleglosciami pomigdzy nimi. Od tej reguty sa jednak
liczne wyjatki. Jezeli struktura zbudowana jest z kilku typoéw atomdw znacznie rdzniacymi sig
liczba elektronéw, wtedy na widmie Pattersona piki pochodzace od cigzszych atoméw beda
znacznie intensywniejsze od pozostatych. Przykladowo, typowym kwazikrysztatem jest stop
AI-Ni-Co. Stosunek liczby elektrondw w niklu do liczby elektronéw w aluminium jest rowny
28:13 =~ 2. Tyle tez w przyblizeniu, mozna zatozy¢, jest réwny stosunek gestosci
elektronowych tych atoméw. Z tego wynika, ze piki pochodzace od odlegtosci Ni-Ni sa w
przyblizeniu 4-krotnie wyzsze od pikéw zwiazanych z odleglosciami AIl-Al. Innym
problemem jest sytuacja, gdy piki si¢ nakladaja na siebie. Na przyktad konfiguracja trzech
atomow r={0, 0.1, 0.2} na widmie Pattersona bedzie reprezentowana tylko przez pig¢ pikow
r’'={-0.2,-0.1, 0, 0.1, 0.2}. Odlegto$¢ pomiedzy drugim i trzecim atomem jest bowiem réwna
odlegtosci migdzy pierwszym i drugim: 0.1. Oba te piki pojawia si¢ w tym samym miejscu,
wysokosci ich si¢ zsumuja, a rozdzielenie ich nie bedzie mozliwe. Duza trudno$¢ w
interpretacji mapy Pattersona wprowadzaja takze ograniczenia pomiarowe widma
dyfrakcyjnego. Piki widma Pattersona oscyluja z okresem réwnym 27m/kyqy, gdzie kpq jest
maksymalna warto$cia wektora falowego, dla ktérego wykonano pomiar widma
dyfrakcyjnego. To, co powinno by¢ pojedynczym pikiem, w takim wypadku staje si¢ zbiorem
harmonicznych otaczajacych pik centralny. Im £k, jest mniejsze, tym oscylacje obejmuja
wigkszy obszar widma Pattersona. Czgsto w takim wypadku zdarza sig, Ze pierwsze
harmoniczne (maksima poboczne) nakladaja si¢ na sasiadujace piki, a nawet bywaja od nich
wyzsze. Maksima poboczne nie tylko znieksztalcaja wigc informacj¢ o potozeniach atomow,
ale takze utrudniaja poprawne rozpoznanie pikéw Pattersona. Taka sytuacja jest szczegolnie
uciazliwa w przypadku analizy statystycznej. Usrednienie wszystkich niedoskonatosci widma
Pattersona czyni rozklad statystyczny praktycznie nieczytelnym. Pewnym rozwiazaniem tego
problemu jest zastosowanie szerzej omowionej dalej metody LDEM wygaszajacej niskie piki
nie zwigzane ze struktura, lub usunigcie z widma najwyzszych pikéw Pattersona razem z ich
maksimami pobocznymi. To ostatnie zadanie udaje si¢, gdyz kazdy pik mozna opisa¢
odpowiednia dopasowana funkcja sinx/x. Odjecie od widma Pattersona najwyzszych pikow

odstania lub poprawia potozenia i intensywno$¢ nizszych. Ostatnia podpora w poprawnej
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interpretacji widma Pattersona, szczegdlnie w przypadku, gdy spodziewamy si¢ okreslonej
struktury atomowej, jest wykonanie teoretycznej mapy Pattersona i poroOwnanie jej z
otrzymana z widma dyfrakcyjnego. Jednak 1 w tym przypadku nalezy liczy¢ sig¢ z
trudnosciami. Ograniczenia widma dyfrakcyjnego od strony dlugosci wektora falowego i
minimalnej wysokosci piku dyfrakcyjnego, a takze bledy zwiazane z pomiarami powoduja, ze
zarOwno pozycja piku Pattersona jak i jego wysoko$¢ rdzni sig, 1 to czasem znacznie, od

warto$ci obliczonych.

Interpretacja mapy Pattersona nie nalezy do tatwych. Informacje w niej zawarta jest
niejednoznaczna i obarczona wieloma bigdami. Poniewaz ten temat w odniesieniu do
kwazikrysztatow jednowymiarowych zostat do$¢ szeroko omoéwiony w [17] 1 [18] w
niniejszej pracy zostang zilustrowane jedynie najwazniejsze wilasnosci widma Pattersona i
problemy interpretacyjne z nim zwiazane, ktérych znajomos$¢ niezbedna jest do rozpoczgcia

analizy strukturalnej kwazikrysztatow.

2.1.1. Widmo Pattersona dla monoatomowych monokrysztatéw 1D.

Wiasno$ci splotu gesto$ci oraz powstawanie widma Pattersona najprosciej jest
przedstawi¢ na przyktadzie jednowymiarowego monokrysztatu. Na rysunku 81 znajduje sig
seria wykreso6w demonstrujaca powstawanie kolejnych pikéw Pattersona dla monokrysztatu o

stalej sieci rownej jednosci 1 udekorowanego w pozycjach = {0, 0.3}.

Traktujac atomy jako obiekty punktowe o gestosci rownej jeden w miejscu, w ktérym

si¢ znajduja i zero w kazdym innym miejscu, catke (191) mozemy przepisa¢ w postaci sumy:
G(r)=> plr)p(r-r) (192)

Poniewaz (192) jest nierowne zeru, tylko wtedy, gdy argumenty obu gestosci wskazuja
potozenie atomu, sumge ta interpretujemy jako liczbe przekrywajacych si¢ atomow pomigdzy
zbiorami opisanymi funkcjami p(r) i p(r-r’). Dla »’=0 wszystkie atomy przekrywaja si¢ same
ze soba 1 G(r’) jest wtedy rowne liczbie atomow w komorce elementarnej — w naszym
przypadku G(0) = 2 (rysunek 81 (a) i (a’)). Gdy przesuniemy rozktad ggstosci do »°=0.3, drugi
atom przekryje si¢ z pierwszym i na widmie Pattersona powstanie pik o intensywnosci rownej
jeden. Sytuacja si¢ powtarza dla ’=0,7 (=1-0.3), tj. gdy pierwszy atom pokryje drugi. Funkcja
Pattersona ma period taki sam jak funkcja ggstosci, dlatego przesunigcie o stata sieci

(r’=1 - rys. 82 (d)) doprowadza do sytuacji poczatkowej, jak na rysunku 82 (a)
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Rysunek 78. Zwiazek pomiedzy funkcja gestosci i funkcja Pattersona dla monokrysztalu 1D o
dekoracji r={0, 0.3}. Rysunku przedstawiaja kolejne etapy powstawiania funkcji Pattersona.
Nowe piki Pattersona sa zaznaczone na niebiesko. Dolny rysunek z kazdej pary, to funkcja

Pattersona, géorny — funkcja gestosci: czarne linie: p(r), czerwone kropki: o(r-r’)



2.1.2. Analiza funkcji Pattersona dla ciggu Fibonacciego.
2.1.2.1. Widmo Pattersona obliczane jako splot gestosci elektronowej p(X).

Wszystkie ogolne zaleznosci pokazane w poprzednich paragrafach maja zastosowanie
takze do kwazikrysztaloéw. Ze wzgledu jednak na brak periodu funkcji gestosci, funkcja

Pattersona rowniez nie jest periodyczna.

Przyktadowe widmo Pattersona, obliczone z widma dyfrakcyjnego o nierealistycznie
wysokiej, jednak usprawiedliwionej celami ilustracyjnymi, wartosci k. dla dekoracji
[=10,0.3} 1 s={0} przedstawia rysunek 82(a). Na rysunku 82(b) znajduje si¢ to samo
widmo, ale dla eksperymentalnie osiagalnej wartosci wektora falowego. Liczba pikéw

dyfrakcyjnych wzigta do obliczenia widma (a) jest 15-krotnie wigksza, niz w przypadku

rysunku (b).
104 1=1{0,0.3} s = {0} @ | 10 - _ (b)
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703 G(x)
0,5-0_31-3\ * 0,5-
1_0\‘\ T+0.3 J
1 A
NI
) T T r ‘T T 3
0 ' é ' X' 21 ' é 0 I é I X' zll I é

Rysunek 79. Widmo Pattersona dla ciagu Fibonacciego o dekoracji 1={0, 0.3} i s={0}. Widmo zostalo
obliczone dwukrotnie, dla K,,,=1000 (a) oraz K,=70 (b)

Dzigki duzej warto$ci k. Wszystkie piki Pattersona na rysunku 82(a) sa wyrazne i
odseparowane od siebie. Najwyzsze maksima poboczne osiagaja wysokosci rzedu 0.1, jednak
ze wzgledu na niewielka odlegtos¢ od piku gltéwnego, sa tatwe do usunigcia za pomoca
programu filtrujacego dane. Bez trudu na rysunku tym rozpoznajemy piki zwiazane z
atomami weztowymi — x’=1 czy x’=t, oraz z dodatkowo wprowadzonym: x’=0.3, x’=1.3, czy
x’=1-0.3. Potozenie pikéw jest zgodne z teoretycznym do piatego miejsca po przecinku.
Takze wysokosci bardzo dokladnie odzwierciedlaja udziat okreslonych odleglosci

migdzyatomowych w zbiorze wszystkich mozliwych odlegtosci .
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Widmo Pattersona z rysunku 82 (b) zawiera wszystkie niedoskonato$ci oméwione
powyzej. Piki sa znacznie poszerzone oraz towarzysza im maksima poboczne, ktérych
polozenia pokrywaja si¢ z polozeniami sasiednich pikéw. Zaréwno wigc pozycja piku jak i
jego wysoko$¢ obarczone sa znacznymi bledami uniemozliwiajacymi doktadne okreslenie

pozycji atomOéw w sieci odniesienia.

Juz na podstawie widm Pattersona, takich jak na rysunku 82, mozna wiele powiedzie¢
o dekoracji kwazikrysztalu. Bez trudu mozna wskaza¢ piki zwiazane ze szkieletem struktury —
w tym przypadku odleglosci dzielace kolejne punkty ciagu Fibonacciego: 1, t, v, t™+1.. itd.,
oraz towarzyszace im piki odpowiedzialne za dekoracj¢ wngtrza odcinkow. Sytuacja staje si¢
trudniejsza, gdy nalezy rozstrzygnaé jaki typ atomu dekoruje dany wezet. W przypadku
zbioru Penrose’a atomy zwykle dekoruja romby w miejscach podzialéw inflacyjnych. W
takiej sytuacji, na podstawie samego widma niemozliwym jest nie tylko stwierdzenie jaki typ
atomu dekoruje konkretny wierzcholek rombu, ale nawet wskazanie, ktore wezly sa puste, a
ktére obsadzone przez atomy. Niezaleznie bowiem od tych czynnikoéw, widmo Pattersona

wyglada bardzo podobnie.

2.1.2.2. Widmo Pattersona - splot rozkladow prawdopodobienstwa P(u).

Z powodu trudno$ci omowionych powyzej, zamiast analizowa¢ samo widmo,
wykonuje si¢ rozktad statystyczny potozen pikéw Pattersona, tj. wspotrzedne kazdego piku
wyraza si¢ wzgledem wybranej sieci odniesienia. W wyniku tych operacji otrzymamy $rednia
komorke elementarna funkcji Pattersona, ktéra z rozkladem prawdopodobienstwa potozen

atomOw w przestrzeni zwigzana jest za pomoca splotu funkcyjnego, analogicznego do (191):
A
G(u'):jP(u)-P(u—u'ﬁu (193)
0

Rozktad prawdopodobienstwa dla ciagu Fibonacciego jest prostokatny. Splot dwoch
funkcji prostokatnych jest rozkltadem trojkatnym. Aby to wykazaé¢ geometrycznie nalezy na
jeden rozktad prostokatny nasunaé drugi, tak jak demonstruje to para rysunkow 83(a) 1 (b).
Rozktady rozsunigte sa o wartos$¢ u’. Funkcja (193) przyjmuje warto$¢ niezerowa jedynie dla
tych warto$ci zmiennej u, dla ktérej P(u) 1 P(u-u’) sa rézne od zera, co zachodzi jedynie w
prostokatnym, zakreskowanym na rysunku obszarze. Pole tego prostokatnego obszaru
zmienia si¢ liniowo w funkcji u’. Zalezno$¢ ta prowadzi do rozktadu trojkatnego, ktorego

boki opisane sa rownaniami znajdujacymi si¢ pod rysunkami.
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Rysunek 79. Konstrukcja funkcji G(u’) dla ciagu Fibonacciego. Ilustracja splotu
prostokatnych rozkladoéw polozen.

W ogdlnym przypadku, ciag Fibonacciego moze by¢ udekorowany dowolna liczba
atomow. W takiej sytuacji rozklad prawdopodobienstwa jest suma rozktadéw prostokatnych
zwigzanych z atomami dekorujacymi. Rozktad funkcji Pattersona — splot (193), jest wtedy
suma rozktadow trdjkatnych i trapezowych. Zbior mozliwych ksztattow, z zachowaniem
proporcji wymiardw, jest przedstawiony na rysunku 84. Nad kazda figura zapisana jest
kombinacja rozkladéw dajaca splot o tym ksztalcie. Jako ,,fib” rozumiemy rozktad atomow

weztowych ciagu Fibonacciego.

L+L  L+fib.

Ui

Rysunek 79. Splot réznych rozkladéw atoméw
dekorujacych ciag Fibonacciego.

Wyniki jakie otrzymujemy po zrzutowaniu pikow Pattersona na sie¢ odniesienia sa
jednak dos$¢ watpliwe. Trudno$ci rozpoczynaja si¢ nawet na etapie symulowanych widm

Pattersona uzyskanych z nierealnie dokladnych i obszernych widm dyfrakcyjnych. Stata
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sredniej komorki elementarnej jest bowiem zbyt mata, by w obszarze (0,A) zmiescié
rozseparowane rozkltady Pattersona pochodzace od kilku dekorujacych atomdéw. Juz sam
trojkatny rozklad ciagu Fibonacciego ma szeroko$¢ réwna okoto 1.2 ( A=1.4). Rozktady
zwiazane z pozostalymi atomami sumuja si¢ z tym najszerszym i w efekcie to, co mozemy
zaobserwowaC jest zalezno$cia nie przedstawiajaca zadnych informacji o budowie
kwazikrysztatu. Sytuacje przedstawia rysunek 85(a), na ktorym, w $redniej komorce o A=1.4,
tj. dla ke=2nt*/(1+1%) ~ 4.55, pokazany jest rozklad Pattersona dla ciagu Fibonacciego
dekorowanego w /={0, 0.3} 1 s={0,0.2}. Zamiast spodziewanego zbioru siedmiu figur,

otrzymujemy jeden trojkatny ksztatt.

Sytuacj¢ mozna, teoretycznie, znacznie poprawic¢, wykonujac rozktady Pattersona dla
innego ky. Jak bowiem wynika z (53) szeroko$¢ rozktadu zalezy od przyjetego bazowego
wektora falowego. Mozna takze bez trudu wykazac, ze przy powigkszeniu t-krotnym wektora
ko, szeroko$¢ rozkladu wyrazona wzglgdem stalej sieci odniesienia, maleje t-krotnie.
Rzeczywiscie, ten sam rozktad wykonany dla kolejnych wektorow falowych staje si¢ coraz
wyrazniejszy (rysunki 85 (b)+(g)), by dla wektora kot uzyskaé satysfakcjonujaca

doktadnosé.

Postugiwanie sie siecia odniesienia o bardzo matej statej sieci ma jednak swoje
powazne wady, ktore w praktyce uniemozliwiaja postugiwanie si¢ ta metoda przy
modelowaniu struktury. Stata sieci dla wektora z rys. 85(g) jest rzedu 0.08 a 85(h): 0.06.
Sama szeroko$¢ piku Pattersona jest rzedu ~27m/ku., co dla realnej liczby pikow
dyfrakcyjnych daje warto$¢ rzedu 0.1, czyli wigksza od szeroko$ci s$redniej komorki
elementarnej. Wyrazenie potozen calych pikow wzgledem sieci odniesienia zwigzanej z
wektorem falowym ko1’ skutkuje zupehie nieczytelnym rozkladem - jak na rysunku 86(a).
Znaczna poprawe jakosci rozktadu uzyskuje si¢ wykonujac go jedynie dla potozen srodka
piku Pattersona, przy jednoczesnym odcigciu wszystkich pikow nizszych od najwyzszych
harmonicznych, ktorych intensywno$¢ jest rzedu ~0.13. Jednak nawet wtedy, ze wzgledu na
wptyw maksimow pobocznych na potozenia sasiadujacych pikéw nie uzyskuje sig
jednoznacznego rozktadu. W ostatecznosci, pomaga wycinanie z widma wysokich pikow
wraz z ich harmonicznymi, co demonstruje rys.86(e). Wtedy na G(u’) pokazuja si¢ wyrazne
piki — jak na rys. 86(b). Porownanie tego wyniku z teoretycznym (rys. 86(c)) pokazuje jak
bardzo niedoskonala jest to metoda. Oczekiwane rozklady z rysunku 84 nie tylko nie sa

odpowiedniej wysokosci 1 ksztaltu, ale nawet leza w nieprawidlowym miejscu. Doktadniejsza
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Rysunek 79. Rozklad Pattersona dla dekoracji ciagu Fibonacciego I={0, 0.3} i s={0, 0.2} w S$rednich
komorkach elementarnych o stalej sieci zmniejszanej na kazdym kolejnym rysunku t-krotnie w stosunku
do poprzedniego. Rysunek (g) przedstawia takze teoretyczny ksztalt rozkladu — kolor czerwony.
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Rysunek 79. (a)-Rozklad calych pikéw Pattersona dla $red. kom. el. o ky=81.6. (b) — ten sam wykres, ale po
wczeSniejszej obrobce widma Pattersona, (¢) = (b) + dodatkowy teoretyczny ksztalt rozkladu. (d) -
Systematyczny blad polozen pikow Pattersona. (e) ,,Wycinanie” z widma Pattersona dopasowanych pikow.
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analiza problemu prowadzi do wykazania, ze kazde potozenie piku Pattersona obarczone jest
btedem systematycznym o dos¢ skomplikowanej zaleznosci — rysunek 86(d), ktéra potaczona
z do$¢ przypadkowym wycinaniem z widma wysokich pikow prowadzi do btednego rozktadu
potozen tych pikow. Jak si¢ okazuje, blgdem tym byt dotknigty nawet rozktad z rysunkéw 85,
ktoéry wykonany byt dla ogromnego zbioru pikéw dyfrakcyjnych.

Dodatkowym problemem powstajacym przy korzystaniu ze S$rednich komorek o
niskiej dlugo$ci A jest trudno$¢ w ustaleniu ostatecznego potozenia atomu w jednostce
strukturalnej. Jezeli bowiem, znajdziemy trojkatny rozktad znajdujacy si¢ na pozycji u’ w
sredniej komorce o A, to w odcinku ciagu Fibonacciego moze si¢ on znalez¢ albo w u’, albo

w u’+A, lub w’+2A, itd.

W praktyce, do ustalania potozenia wewnatrz jednostki strukturalnej nie stosuje si¢
rozktadow G(u’). Metoda ta zostala omowiona, poniewaz dostarcza wyobrazenia o ksztalcie
splotu rozktadow prostokatnych oraz ich wzajemnych zalezno$ciach. Wiedza ta okazuje si¢
takze niezbedna przy analizie rozktadow Pattersona G(u’,v’). Poza tym uczula na potencjalne

trudnosci, ktore moga pojawic si¢ przy analizie widma Pattersona.

2.1.2.3. Widmo Pattersona - splot rozkladu prawdopodobienstwa P(u, v).

Brak mozliwosci poprawnego okre$lenia potozen dekorujacych atoméw jest
podstawowa wada konstrukcji rozktadow Pattersona przy pomocy funkcji rozktadu P(u).
Problem ten znika, gdy wykorzystamy dwuwymiarowa zalezno$¢ zachodzaca dla rozktadow
polozen, tj. funkcje P(u, v). Na niej kazda liniowa zaleznos$¢, wiazaca polozenia atoméw w
sieci u 1 v, zwigzana jest z innym atomem. Odleglo$ci pomigdzy zalezno$ciami v(u) sa

bezposrednio zwiazane z pozycjami atoméw dekorujacych odcinki ciaggu Fibonacciego.

Rysunek 87(a) przedstawia zalezno$¢ v(u) dla ciagu Fibonacciego udekorowanego jak
w poprzednim przyktadzie, tj. w /={0, 0.3} 1 s={0, 0.2}. Splot tego rozktadu w rozwinigtej
sredniej komoérce elementarnej pokazany jest na rysunku 87(b), a zestaw niepowtarzalnych
zalezno$ci liniowych na rysunku 87(c). Rozktad z rys. 87(b) wykonany zostat z tego samego,
duzego widma dyfrakcyjnego co rozkiad z rys. 85. Sie¢ u’ z 87(c) skonstruowana jest dla tego
samego wektora, co na rysunku 85(a). W odrdznieniu od tego drugiego, tutaj wszystkie
rozklady sa rozseparowane i tatwe do identyfikacji. Bazujac na informacjach zawartych w
rozdziale o ciagu Fibonacciego oraz wzajemnych zalezno$ciach geometrycznych splotéw
rozktadow z rysunku 84, najkroétszy, czerwony odcinek z rysunku 87(c) identyfikujemy jako

splot rozktadu duzego odcinka i matego, kolejny od prawej — niebieski - jest splotem typu

167



»S1Fib.”, a zielony, typu ,,L+Fib.” Czarny odcinek, to splot rozktadu calego dekorowanego
ciagu Fibonacciego z samym soba. Aby ostatecznie potwierdzi¢ poprawno$¢ identyfikacji
mozna wykona¢ rzuty rozktadow uktadajacych si¢ wzdtuz tych odcinkéw na o$ u’. Rysunki
87(d)+(e) pokazuja te zaleznosci: (d) to rozktad powstaty przez rzutowanie na o$ u czarnego
odcinka — ,,Fib.-Fib.” z rys. 87(c); (e) — czerwonego odcinka, i (f) niebieskiego odcinka.
Ksztalt i wzajemny stosunek p6l pod tymi rozktadami jest dodatkowym zrédtem informacji o

typie dekoracji.

Kolejne rysunki — zestaw 88, sa kopiami tych, z rysunku 87, ale wykonane dla realnej
wielkosci widma dyfrakcyjnego. W takiej sytuacji widmo Pattersona jest obarczone licznymi
niedoskonato$ciami, jednak, po odcigciu pikow ponizej 0.15 wysoko$ci najwyzszego oraz
wybraniu z calego widma do dalszej analizy jedynie maksimow pikow, otrzymujemy rozktad
v'(u’), jak na rysunku 87(a). Ze wzgledu na znaczny rozrzut wartosci potozen pikow czes¢
rozktadoéw liniowych zlata si¢ ze soba. Bez trudu mozna rozpozna¢ jedynie rozktad ,,F+L” —
najkrotszy odcinek, ktorego przekrdj przedstawia rysunek 88(b). Rozktad z rysunku 88(c)
mozemy rozpozna¢ poréwnujac pola wszystkich rozkladoéw pomigdzy soba. Polowa pola
rozktadu (c¢) wzgledem (b) jest rowna, dla tego przyktadu, w przyblizeniu 1.52, co jest
warto$cia bardzo bliska t. Na tej podstawie mozemy stwierdzi¢, ze rozkiad z 88(c) jest

potaczeniem dwoch symetrycznych rozktadow typu ,,S+Fib.”.

Analiza rozktadow G(u,v), poza identyfikacja rodzaju dekorujacych atomow,
dostarcza najwazniejszej informacji — wzajemnych polozen atoméw wewnatrz odcinkow.
Rysunek 89 pokazuje konstrukcje geometryczna prowadzaca do ustalania odlegtosci
pomiedzy atomem weztowym 1 dekorujacym wnetrze odcinka. Jezeli atom potozony jest na
pozycji s, to liniowa zalezno$¢ v’(#’) z nim zwiazana jest przesuni¢ta wzgledem poczatku
uktadu o wektor (u’, v’) = (s, s). Odlegtos¢ tego odcinka wzdtuz osi u wzgledem poczatku
uktadu uo jest wtedy rowna: s + s/t%, co prowadzi do:

Uy

1
I+—
z_2

S =

(194)

Wynik (194) jest podstawowa zalezno$cia umozliwiajaca odczytanie potozen atomow

dekorujacych kwazikrysztal: tak ciag Fibonacciego, jak i zbidr Penrose’a.
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Rysunek 79. Dwuwymiarowa analiza funkcji Pattersona dla ukladu atoméw dekorujacych ciag
Fibonacciego: 1={0, 0.3} i s={0, 0.2}. Rys. (a) rozklad P(u,v) dla tej dekoracji; (b) splot tego rozkladu
G(w’,v’) w rozwinigtej Sredniej komorce elementarnej; (c) wybrane ze splotu niepowtarzalne odcinki;
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Rysunek 79. Geometryczna konstrukcja umozliwiajaca obliczenie wzglednej
odleglo$ci pomigedzy atomami w jednostce elementarnej.
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Analiza Pattersona jest pierwszym krokiem analizy strukturalnej. W poprzednich
wprowadzone poprzednio rozszerzy¢ o dodatkowy wymiar. Wnioski dotyczace same;j

Pierwsza znaczna roznica pojawia si¢ przy wykonywaniu mapy Pattersona. W
problemie dwuwymiarowym, podobnie jak to ma miejsce w przypadku widm dyfrakcyjnych,
na wykresach mozna zaznaczy¢ jedynie potozenia pikéw, w ktdrych umieszczamy punkty o
wielko$ci proporcjonalnej do wysokosci piku. Dla zbioru Penrose’a dekorowanego w
wierzchotkach rombow identycznymi atomami, mape Pattersona przedstawia rysunek 90.
Mozemy doszukac¢ si¢ na nim wigkszosci odlegtosci pojawiajacych w strukturze Penrose’a.

punktach pracy zostaty krotko omoéwione jej podstawy teoretyczne, trudnosci z nig zwigzane
interpretacji funkcji Pattersona pozostaja jednak niezmienione. Dlatego w niniejszym punkcie

skupimy si¢ jedynie na cechach r6zniacych widma Pattersona 2D od 1D.

2.1.3. Widmo Pattersona dla zbioru Penrose’a.

oraz mozliwe do uzyskania wyniki.

jednowymiarowych. W przypadku
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Mapa Pattersona dla zbioru Penrose’a, zgodnie z oczekiwaniami, wykazuje symetri¢
dziesigciokrotna. To, co moze wyda¢ si¢ bledem mapy z rys. 90 jest brak punktow
odpowiadajacych dlugosci bokow rombow — w naszym przypadku rownej jeden, oraz, gdyby
dobrze si¢ przyjrze¢, nie zachowana w kazdym punkcie mapy symetria. Oba problemy sa
wynikiem uzycia najprostszej metody eliminacji maksimow pobocznych pikéw Pattersona —
tj. ustawienia poziomu 0.1-natezenie najwyzszego piku jako wysokos$ci granicznej, ponizej
ktorej piki byty usuwane z widma. Brak odleglosci rownej jednej to takze dowdd na to, ze w
zbiorze Penrose’a dtugos¢ boku rombu nie jest najczesciej powtarzajaca si¢ odlegloscia
mig¢dzyatomowa w uktadzie. Sytuacja jest podobna do obserwowanej juz w przypadku ciagu
Fibonacciego. Tam, wysoko$¢ piku Pattersona zwiazanego z dlugos$cia krotkiego odcinka

byta rzedu 20% wysokosci piku zerowego.

O wiele bogatszym, od mapy Pattersona, w istotne informacje jest rozklad potozen
pikéw Pattersona w $redniej komorce elementarnej. Zapiszmy rozktad prawdopodobienstwa
polozen atoméw w zbiorze Penrose’a w najogoélniejszej postaci, tj. jako czterowymiarowa
funkcje P(uy, u,, vy, v,). Rozklad Pattersona obliczamy jako splot tego rozktadu z rozktadem

) ) 1) 2 \.
P10y, =1y, ViV, VymV )

G(u'x ,u'y WV ,v'y): J.I“-P(ux,uy,vx,vy)-P(ux —u' U, —u’y Vv, =V Yy —v'y)duxduydvxdvy
(195)

Rozktad Pattersona dla zbioru Penrose’a mozna obliczy¢ teoretycznie. Ze wzgledu
jednak na znaczy stopien zlozonosci zalezno$ci geometrycznych, ten sam cel, o wiele tatwiej
jest osiagnaé poprzez zrzutowanie duzego zbioru potozen pikéw Pattersona na wybrang sie¢

odniesienia, ktorej state zapiszmy jako: Ay, Ay, Ay OTaz A,y

Z przestrzeni (u’y, u’y, V'y, v'y) do szczegotowej analizy wybieramy przekroje:
a) v (u’y)

b) v’y(’y)

¢) u’y(u’x)

Pierwsze dwa przekroje umozliwiaja okreslenie, czy romby sa dekorowane takze w
innych miejscach, niz we¢zty. Szczegolnie nadaje si¢ do tego zalezno$¢ b), gdyz niezaleznie od
wyboru wektora falowego, dla ktoérego przygotowywany jest rozklad, zaleznos¢ v,(u,) zawsze

jest postaci v,= -rzuy (lub vy/ A,y = -t-uy/ Ay, gdy wspoOlrzgdne wyrazimy wzgledem diugosci
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statych sieci). Jezeli uktad bylby dekorowany w innych miejscach, niz wezly, na wykresie
obserwowaliby$my wigce] niz jeden odcinek. Analiza tej zaleznosci jest analogiczna do
przestawionej w punkcie 2.1.2.3. W przypadku zbioru Penrose’a spodziewamy si¢ tylko
jednego odcinka. Jego dlugos$¢ jest dwa razy wigksza od dlugosci odcinka obrazujacego
zalezno$¢ v,(u,) 1 zwiazana jest bezposrednio z dtugoscia boku rombu. Dla zbioru Penrose’a

zalezno$¢ ta przedstawiona jest na rysunku 91.

W przypadku przekroju v’(u’,), w zalezno$ci od wektora bazowego k,,, na wykresie
dla zbioru Penrose’a ujrzymy albo jeden odcinek (gdy suma wspotrzednych 5D jest podzielna
przez 5) —rys. 91 na gorze po prawej, lub pig¢ odcinkow oddalonych od siebie o 0.2 dlugosci
stalej §redniej komorki elementarnej (szczegoétowe objasnienie przyczyn takiego zachowania
funkcji vi(uy) znajduje si¢ w punkcie 1.3.3.3) — rys. 91 na dole po lewej. Dzigki dodatkowemu
rozbiciu rozktadu Pattersona na 5 odcinkéw mamy bezposredni wglad w dekoracje duzego 1

malego pigciokata z powierzchni atomowej. Odcinki te bowiem powstaja jako

I. splot wszystkich pigciokatoéw ze soba — odcinek centralny - czerwona kreska na

rys. 91 — przedstawia to samo, co v’,(u’,) ale w rzucie na kierunek x,

II. splot matego pigciokata z duzym oraz dwoch duzych pomigdzy soba - zielona

kreska na rysunku 91,

II1. splot matego pigciokata z duzym oraz dwdch matych pomigdzy soba — niebieska
kreska na rysunku 91.

Dzigki splotom II i III mamy bezposredni dostep do skladu atomowego duzego i
malego pigciokata. Roznica splotu I 1 II daje bowiem splot dwdch duzych pigciokatow, a

réznica I 1 III splot dwoch matych.

Wymieniony w punkcie c¢) przekrd) u’y(u’c) funkcji Pattersona przedstawia splot
pieciokatnych rozktadéw prawdopodobienstwa utozen atoméw w okres§lonej sieci odniesienia.
W ogdlnosci sploty pigciokatow moga na siebie nachodzié, czyniac wykres nieczytelnym,
dlatego tego typu przekrdj staje si¢ wyjatkowo uzyteczny, gdy wykonamy go wzdhuz
dowolnego odcinka rozktadu v’(u’,). Daje to dostgp do rozkladu potozen atomé6w na
konkretnym, wybranym pigciokacie. Ksztatt splotu dwoch pigciokatéw jest owalem. Splot
duzego pigciokata z duzym jest (t+1)/2t-krotnie wigkszy (pod wzglgdem rozmiaréw) od
splotu matego pigciokata z malym. Zaleznos$ci te sa wyraznie widoczne na parze rysunkow

92, na ktérych zilustrowane sa ksztalty, opisanych powyzej, splotow 1I oraz III.
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Rysunek 82. Po lewej: ksztalt splotu rozkladu duzego pigciokata z matym plus duzego z duzym;
po prawej splot rozkladu duzego pigciokata z malym plus maly z malym. Obliczenia zostaly
wykonane numerycznie na 500 pikach Pattersona.
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2.2. Low-density elimination method.

Alternatywna wobec analizy funkcji Pattersona metoda pozwalajaca okresli¢ strukturg
atomowa jest zaproponowana przez Takakur¢ i Yamamoto metoda Low-density elimination
method (LDEM) [13]. Metoda ta daje mozliwo$¢ bezposredniego uzyskania z widma
dyfrakcyjnego funkcji gestosci elektronowej. Ze wzgledu na brak fazy, z analitycznego
punktu widzenia, takie przeksztatcenie nie jest mozliwe. LDEM radzi sobie z tym problemem

za pomocg odpowiedniego algorytmu rekurencyjnego, bazujacego na dwoch zatozeniach:
1. Funkcja gestosci elektronowej nie moze przyjmowac wartosci ujemnych

2. Funkcja gestosci jest rozna od zera jedynie w miejscach, w ktorych znajduja sie

atomy.

W pierwszym kroku algorytmu przeksztatca si¢ natgzenie kazdego piku dyfrakcyjnego /; na
parg liczb: amplitud¢ czynnika strukturalnego | F, |= \/Z oraz wylosowana wartos¢ fazy ¢;.

Warto$¢ czynnika strukturalnego dla dowolnego piku jest rowna:
F, =T explio,) (196)

Gdyby kazdemu pikowi przypisa¢ teoretyczna wartos¢ fazy, transformata odwrotna z
czynnika strukturalnego databy od razu funkcje gestosci atomowej. Poniewaz fazy
poczatkowe sa losowane, odwrdcenie transformaty prowadzi do ogromnego zbioru
chaotycznie utozonych pikéw gestosci (rys. 94 iteracja I). Z tego zbioru, zgodnie z
zalozeniami metody, wybieramy jedynie te piki, ktorych wysokos$¢ przekracza ustalong przez
nas warto$¢. Pozostalym pikom - reprezentujacym niewielka warto$¢ gestosci, przypisujemy
wysokos¢ rowna zeru (stad nazwa metody — low-density elimination). Zmodyfikowana
funkcj¢ gestosci poddajemy transformacie Fouriera. W ten sposob uzyskujemy nowe widmo
czynnika strukturalnego. Odczytujemy z tego widma fazy dla pikow znajdujacych si¢ w
pozycjach pikéw badanego widma dyfrakcyjnego. Przypisujemy nowa faz¢ do niezmienione;j
amplitudy czynnika strukturalnego i z tak zmodyfikowanego widma obliczamy ponownie
odwrotna transformate Fouriera, by otrzyma¢ funkcje gestosci. Kolejne kroki algorytmu
powtarzaja czynnosci opisane powyzej. Rekurencj¢ przerywamy, gdy wartos¢ fazy przestaje
si¢ zmienia¢. Widmo gesto$ci powinno wtedy opisywac rzeczywista funkcje gestosci badane;j

struktury. Autor metody zapewnia, ze metoda pomys$lnie pomogta rozwiaza¢ strukturg nie
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tylko w przypadku prostych krysztatow i kwazikrysztatow, ale takze znalazta zastosowania w

badaniach tak skomplikowanych uktadow atomow jakimi sa biatka [13].

Zbidr rysunkdéw 94 przedstawia dzialanie tej metody w praktyce. Testom zostal
poddany ciag Fibonacciego. Po pierwszej iteracji funkcja ggstosci wykazuje zupelnie
przypadkowe zachowanie (rys. 94, goérny wiersz po lewej). Jezeli jednak do rozktadu
prawdopodobienstwa (rysunek po prawej) oraz do obliczen transformaty Fouriera wezmie si¢
jedynie piki znajdujace si¢ powyzej granicy oznaczonej czerwona kreska, juz w drugim
kroku iteracji, w funkcji ggstosci zaczynaja si¢ pojawia¢ wyrazne piki, znacznie odrozniajace
si¢ od chaotycznego tta. W piatym kroku iteracji piki funkcji gestosci sa juz znacznie wyzsze
od tla, a funkcja rozktadu prawdopodobienstwa przybiera ksztalt prostokatny. Kolejne iteracje
coraz bardziej wyrownuja wysoko$¢ pikow. Ostatnia para rysunkow pokazuje funkcje

gestosci oraz rozktad prawdopodobienstwa odpowiadajacy pigtnastej iteracji.

Iteracja powinna by¢ zakonczona, gdy wartosci faz spetnia kryterium zbiezno$ci.
Wybieramy je jako wazone odchylenie standardowe oy, wartosci faz wzglgdem $redniej
warto$ci fazy dla danej iteracji z waga rowna amplitudzie piku dyfrakcyjnego. Cho¢ sama
funkcja gestosci dobrze odwzorowuje teoretyczng jej posta¢ juz przy dziesiatej iteracji, fazy
pikéw zmieniaja si¢ dalej bez zadnej wyraznej granicy tych zmian. Rysunek 93
przedstawiajacy wazone odchylenie standardowe o, pikoéw badanego widma dyfrakcyjnego

w zaleznos$ci od numeru iteracji potwierdza to spostrzezenie

0,9

0,8

0,6 4Mvvvm¢vvvv Py
0,5 \‘~. /
041 \m»/

0,3
0,2
0,1
0 \ \ \ \
1 11 21nr iteracji 31 41

Rysunek 83. Wazone odchyl. stand. o, w zaleznoS$ci od numeru iteracji w metodzie LDEM

Szybkos$¢ zbieznosci funkcji gestosci do jej teoretycznej postaci wzrasta wraz z
podnoszeniem granicy akceptacji pikow branych do kolejnej iteracji. Nie zaobserwowatem

natomiast zalezno$ci tempa zbieznos$ci od wielko$ci zbioru analizowanych pikow.
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Rysunek 84. Zbior rysunkéw po lewej przedstawia funkcje gestosci w jednostkach wzglednych dla
kilku iteracji (o$ X). Rysunki po prawej, odpowiadajace im rozklady prawdopodobienstwa — na osi y
wzgledna gesto$¢ prawdopodobienstwa, na osi X, wspolrzedna u w §redniej komérce elementarnej o
stalej ~ 1.382.
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2.3. Zastosowanie metod optymalizacyjnych do

udokfadniania struktury kwazikrysztatow.

Analiza widma dyfrakcyjnego jest jedynie wstgpnym etapem procesu, ktorego celem
jest ustalenie struktury badanego zwiazku. Nawet jezeli na mapie Pattersona lub w metodzie
LDEM poprawnie zidentyfikujemy piki zwiazane bezposrednio z potozeniami atomow w
wybranej jednostce strukturalnej, to ciagle uzyskane wartosci nie bgda na tyle doktadne, by
uzna¢ je za ostateczne. Z map Pattersona prawie nigdy nie wynika jednoznacznie
prawdopodobienstwo obsadzenia weztow. Nie wida¢ na nich takze lekkich atomow, jezeli w
uktadzie znajduja si¢ takze cigzkie. Niemozliwe do rozpoznania sa w koncu zjawiska
przypadkowo zachodzace w ukladzie atomow; przyktadowo, przeskoki pomigdzy
symetrycznymi pozycjami w komorce elementarnej — flipy lub amplitudy drgan termicznych,

czyli czynnik Debay-Wallera.

By okresli¢ precyzyjnie wartosci wszystkich tych wielkosci fizycznych, nalezy
przeprowadzi¢ proces udoktadniania wynikow. W przypadku analizy rentgenowskiej polega
ona na sparametryzowaniu czynnika strukturalnego za pomoca wszystkich udoktadnianych
wielko$ci, a nastepnie tak dlugim modyfikowaniu ich wartoséci, az teoretycznie obliczane
widmo dyfrakcyjne dobrze odtworzy widmo zmierzone. Jest wiele sposob na okreslenie
stopnia dopasowania widma obliczanego do zmierzonego. W niniejszej pracy zostata wybrana

nastgpujaca funkcja:

o) 0]

j=1 Npikow (Ieksper. )j

(197)

gdzie Loper jest natgzeniem piku odczytanym z widma dyfrakcyjnego, a /., odpowiadajacym
mu nat¢zeniem obliczonym za pomoca wzoru opisujacym czynnik strukturalny. Npixow

oznacza liczbg pikdw wzigtych do analizy.

Tak zdefiniowana funkcja dopasowania wyznacza nam cel udokladniania w postaci
minimalizacji wartos$ci funkcji A, czyli odszukania jej globalnego minimum. W publikacjach i
ksiazkach poswieconych analizie problemu odszukiwania minimum funkcji opisanych jest
wiele metod umozliwiajacych osiagnigcie tego celu. Do najbardziej popularnych naleza

metody gradientowe , metody bezposredniego poszukiwania minimum (np. Powella), metoda
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simplex, czy coraz bardziej popularne ostatnio ze wzgledu na wszechstronno$¢ zastosowan

algorytmy genetyczne.

Mozna bardzo wiele napisa¢ o wadach i zaletach kazdej z nich oraz poda¢ konkretne
przyktady analityczne, w ktorych jedne sprawdzaja si¢ lepiej od innych. Doskonate graficzne
poréwnania oraz szczegolowe opisy, tak od strony matematycznej jak i typowo inzynierskie;j,
mozna znalez¢ w wielu ksiazkach oraz na stronach www. Do najuzyteczniejszych zrddet

wiedzy zaliczylbym [16] oraz www.esm.vt.edu/~zgurdal/COURSES/4084.

W rozdziale zostang krotko zaprezentowane i porownane metody uzyte do analizy
struktury kwazikrysztatow. Zostang wskazane sposoby na optymalizacje¢ algorytmu poprzez
odpowiednie przygotowanie danych wejsciowych oraz zapisanie wzoru na czynnik
strukturalny w postaci pozwalajacej na minimalna liczbg obliczen. W dalszej czg$ci rozdzialu
zademonstruj¢ dziatanie napisanego przeze mnie programu dla modelowych struktur.
Program ten na podstawie widma dyfrakcyjnego oraz odpowiednio dobranych warto$ci
poczatkowych minimalizuje funkcj¢ dopasowania (197), znajdujac w ten sposéb strukturg

modelowego uktadu atoméw dekorujacych dowolnie zmodyfikowany uktad Penrose’a.

2.3.1. Wstep do wybranych metod optymalizacyjnych.

Bez watpienia najcze$ciej stosowana metoda optymalizacji rownan nieliniowych jest
metoda gradientowa. Posiada ona tylko dwa ograniczenia: funkcja musi by¢ ciagta na zbiorze
argumentow, na ktorym przeprowadzamy optymalizacjg, oraz wartosci poczatkowe

parametrow musza by¢ zlokalizowane blisko minimum globalnego.

Ostatnie  ograniczenie dotyczy tak naprawde prawie wszystkich metod
optymalizacyjnych. Niezaleznie bowiem od szczegotow algorytmu, ich wspdlna cecha jest
podazanie wzdtuz kierunku, w ktorym warto$¢ funkcji si¢ zmniejsza. Jezeli punkt startowy
usytuujemy blisko minimum lokalnego, prawie kazdy algorytm wpadnie w to minimum,
zupehie ignorujac bliska obecno$¢ minimum globalnego. Powszechnym rozwiazaniem tego
problemu, w przypadku zastosowania metod gradientowych, jest dodatkowe uzycie metody
Monte Carlo, ktéra umozliwia znalezienie punktu poczatkowego bardzo blisko minimum
globalnego. Do zalet metody gradientowej nalezy zaliczy¢ przede wszystkim prostotg,
uniwersalnos¢, bardzo szybka zbiezno$¢, jednoznaczno$¢ uzyskanych wynikow — tj. wynik
minimalizacji nie zalezy od warto$ci poczatkowych, jezeli tylko beda one blisko minimum
globalnego oraz znaczna wrazliwo$¢ na parametry stabo wplywajace na warto$¢ funkc;ji.

Ostatnia cecha ma szczegdlna wartos¢, gdy funkcja sparametryzowana jest wielko$ciami, na
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ktére wykazuje r6ézna, czgsto znacznie si¢ rézniaca czulo$é. Z sytuacja ta spotykamy si¢ w
przypadku czynnika strukturalnego, dla ktérego gradient po wspdiczynnikach opisujacych
prawdopodobienstwo wystgpowania atomow w wezle jest kilka rzedéw wielkosci mniejszy
niz gradient obliczany po parametrach zwigzanych z polozeniem atoméw. Metoda
bezposredniego okreslania minimum (metoda Powella), w takim przypadku, zupeknie
zawodzi. Nie dos¢, ze algorytm czesto si¢ gubi, przez co zbiezno$¢ jest bardzo mata, to
wspotczynniki prawdopodobienstwa sa przez niego najczegsciej zupetnie ignorowane. Wynik
minimalizacji prawie zawsze jest, przy zastosowaniu tej metody, inny i mocno zalezny od

poczatkowych wartosci, dla ktérych uruchamiany jest proces optymalizacji.

Metoda gradientowa jest bardzo silnym algorytmem. Najlepszym dowodem na to jest
liczba jej odmian oraz zastosowanie jej w kazdym narze¢dziu do wyszukiwania minimow
nieliniowych funkcji wielu zmiennych. Z metody tej korzysta dodatek Solver Excela oraz

program Origin przy dopasowywaniu wybranej funkcji do wynikéw pomiarowych.

Niezaleznie od odmiany metody minimalizujacej funkcjg, algorytm kazdej z nich w
ogolnosci jest bardzo podobny 1 sprowadza si¢ do trzech krokéw konsekwentnie

powtarzanych, az do uzyskania zbiezno$ci:
1. W punkcie startowym P, ustalenie kierunku poszukiwania minimum n.
2. Oznaczenia minimum w tym kierunku —ang. Bracketing

3. Wyszukanie warto$ci parametru A, ktéra minimalizuje funkcje f{P+An). P z

punktu 1 zast¢pujemy znalezionym minimum: P+An i procedurg powtarzamy.

Metoda gradientowa jest potaczeniem dwoch niezaleznie dziatajacych algorytmow.
Pierwszy ustala kierunek w przestrzeni, wzdluz ktoérego nalezy zminimalizowaé funkcje, a
drugi wyszukuje polozenie minimum wzdhluz tego kierunku. Poszukiwanie minimum funkcji
wielu zmiennych sprowadza si¢ wiec do wielokrotnie wywotywanej procedury
minimalizujacej funkcj¢ jednej zmiennej! Jest to kolejna wielka zaleta metody gradientowe;.
W juz opracowanym algorytmie ustalania kierunku mozna bez trudu podmieni¢ funkcje
poszukujaca minimum. Mozna takze, dla najlepszej funkcji optymalizujacej wartos¢ w
okreslonym kierunku zmieni¢ algorytm ustalajacy kierunek. Dzigki temu, program napisany

przy pomocy tego algorytmu jest bardzo czytelny i tatwy do zmiany.

W kolejnych punktach zostana oméwione krétko, bez zadnej analizy matematycznej

algorytmy realizujace wymienione powyzej kroki minimalizacji funkcji wielu zmiennych.
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2.3.1.1. Okreslanie minimum funkcji jednowymiarowej metoda podziatow.

Poszukiwanie minimum wzdluz okreslonego kierunku jest procesem wykonywanym
przez kazdy program optymalizujacy setki, tysiace razy. Warto wigc dobra¢ do rozwiazania
problemu taki algorytm realizujacy to zadanie, aby robil to mozliwie szybko przy minimalne;j

liczbie wywotan wartosci funkcji.

Zostalo opracowanych wiele metod minimalizujacych funkcje jednowymiarowa. Do
bardzo szybkiej 1 dokladnej, szczegélnie, gdy minimum mozna przyblizy¢ funkcja
kwadratowa, jest algorytm dopasowujacy parabol¢. Minimum mozna w takim wypadku
znalez¢ z duza dokladno$cia juz w pierwszym, czy drugim kroku. Metoda ta jednak nie
zadziata poprawnie, gdyby ja uzy¢ na funkcji zaprezentowanej na rysunku 96. W takim

przypadku najlepiej zastosowa¢ odpowiednio zoptymalizowana, bardzo uniwersalng metodg

kolejnych podziatéw odcinkow taczacych punkty, pomiedzy

f(b) < f{x)
abe == axb

ktoérymi znajduje si¢ poszukiwane minimum. Algorytm tej

metody jest nastgpujacy:

() 1. Oznaczenie za pomoca trzech punktéw: a, b oraz c
(c>b>a), czyli dwoch odcinkow (a,b) 1 (b,c), minimum. Szczegdty na

ten temat znajduja si¢ w punkcie 2.3.1.2. Sytuacja jest

i) = f(x)

abc -> bxc przedstawiona na rysunku 96.

2. W dhuzszy odcinek wstawiamy czwarty punkt x.

(b)

Rysunek 84. Algorytm metody podziatowej, do punktu b, a punkt b do punktu x. Innymi stowy
wyszukujacej minimum funkcji
jednowymiarowej przenosimy trojke punktow z a,b,c do a,x,b.

3. Jezeli f(b)< fix) (jak na rys. 95a), to punkt ¢ przenosimy

Jezeli fib)>f(x) (jak na rys 95b), to trojk¢ punktéw a,b,c
zastgpujemy punktami b,x,c.
3. Punkt 3 jest powtarzany do czasu, gdy roznica

wspolrzednych zewngtrznych punktéw otaczajacych

minimum jest odpowiednio mata.

Rysunek 84. Kilka pierwszych krokéow
dzialania algorytmu.

Przyklad dzialania algorytm przedstawia rysunek 96,
na ktérych pokazano efekt jego dziatania w trakcie trzech pierwszych iteracji. Punktami

poczatkowymi sa tutaj punkty oznaczone jako: ‘1°, 2°, ¢3°.
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By algorytm dziatat szybko i wydajnie, nalezy wzia¢ pod uwage dwie dodatkowe zalezno$ci:

a) lIteracje nalezy przerwacd, gdy rdéznica wspotrzednych punktow ¢ 1 a nie jest rzedu
niedoktadnosci liczb double (107'%) , ale rzedu 10® — przyczyne mozna znalezé w

kazdej ksiazce poswigconej tym zagadnieniom.

b) Najszybsza zbieznos$¢ algorytm wykazuje, gdy stosunek dlugosci dluzszego odcinka
do krotszego (na rys. 96a jest to |ab|/|bc|) jest rowny t. Wynik ten nie ma nic

wspolnego z kwazikrysztatami. Jest to ogélna reguta dla tej metody.

2.3.1.2. Oznaczanie minimum.

Na oznaczanie minimum nie ma specjalnych, zoptymalizowanych algorytmow.

Najprostszy sposob na osiagnigcie tego celu jest nastepujacy:

1) Jezeli program wyposazony jest w funkcje obliczajaca pochodna w okreslonym kierunku,
obliczamy ja 1 wykonujemy maty krok w stron¢ ujemnego gradientu — na rysunku 97 jest to
przej$cie pomigdzy punktem A i1 B. Nie wiadomo, jak blisko jest minimum, dlatego krok musi
byc bardzo maty. Nalezy by¢ pewnym, ze nie przeskoczy si¢ w pierwszym kroku,

przypadkowo, minimum.

2) Punkt pierwszy powtarzamy tak dtugo, az pochodna nie zmieni znaku na dodatni. Kolejne
kroki moga by¢ coraz diuzsze. Jezeli korzysta si¢ z metody podziatdow, opisanej w
poprzednim punkcie, stosunek wzglednej odlegtosci pomigdzy kolejnymi punktami powinien
by¢ rowny T.

3) Gdy przejdziemy minimum (punkt F), trzy ostatnie punktu (D, E i F) przekazujemy jako

punkty a, b, ¢ do funkcji minimalizujacej jednowymiarowa funkcje.

-

Rysunek 85. Proces oznaczania minimum.
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2.3.1.3. Ustalanie kierunku poszukiwania minimum.

Jest to decydujacy element algorytmu, od ktorego zalezy szybko$¢ dziatania metody
oraz zbiezno$¢ do prawidtowej wartosci minimum. Metody bezposrednie oraz gradientowe
doczekaty si¢ wielu odmian, dostosowanych do konkretnych sytuacji. Zanim dokona si¢
konkretnego wyboru, nalezy dobrze pozna¢ funkcjg, ktora bedziemy minimalizowa¢. O ile dla
dwoch, czy nawet dziesigciu wymiarow wybor metody prawie nigdy nie wplywa na szybko$¢
pracy algorytmu, o tyle dla 50, czy nawet 100 parametréw i tak skomplikowanej funkcji, jak
czynnik strukturalny, wybdér ma kluczowe znaczenie, ktére nie tylko decyduje o szybkosci

dziatania programu, ale takze o tym, czy zadziata on w ogole!

W tym punkcie zostang bardzo krotko przedstawione cztery powszechnie stosowane
metody wyboru kierunku w przestrzeni wielowymiarowej, wzdluz ktérego ma by¢

minimalizowana funkcja.
Metoda bezposredniego ustalania kierunku Powella.

Jako bazg wybieramy uktad o wymiarowos$ci rownej liczbie parametréw. Poczatkowo,
uktad wspotrzednych kierujemy zgodnie z kierunkiem wersorow, z ktorych kazdy wskazuje

kierunek zmian tylko jednego parametru:
u =e i=1..,N (198)
Ustalamy punkt poczatkowy P,. Nastgpnie wykonujemy algorytm az do uzyskania
zbieznosci:
1. Zapisujemy Py.

2. Z bazy wektoréw u; wybieramy kolejne z nich 1 minimalizujemy funkcje wzdluz
kazdego z nich. Za kazdym razem przesuwamy punkt startowy, tj. dla kolejnego

kierunku punkt startowy P; znajduje si¢ w minimum kierunku u; ;.

3. Dla kazdego kierunku, po zminimalizowaniu funkcji wzdluz niego, dokonujemy

sekwencyjnej zamiany wektoréw bazowych, tj. u; € u.

4. Ostatni wektor bazowy, po zminimalizowaniu funkcji wzdhuz kierunku, ktory on

wyznacza, ustalamy jako: uy= Py — Py.

5. Wychodzac z punktu Py minimalizujemy wzdhuz kierunku uy, a punkt minimum

zapisujemy jako Py i procedur¢ powtarzamy.
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Nie jest to najlepszy algorytm dla czynnika strukturalnego. Metoda ta jest dos¢ powolna i
wymaga wielu iteracji zanim osiagnie minimum. Dodatkowo, sekwencyjna zamiana
wektorow bazowych, oraz zwiazanie ich z kierunkiem najwigkszego spadku wartosci funkcji,
powoduje, ze po kilku iteracjach przestrzen po ktorej algorytm si¢ porusza, kurczy sig,
pozostawiajac w niej jedynie te zmienne, ktore najsilniej wptywaja na warto$¢ funkcji.
Pewnym rozwiazaniem jest resetowanie algorytmu po kazdym cyklu N iteracji.

Pomimo znacznych wad metody, warto jednak ja zna¢. Jest ona bardzo prosta w
implementacji. Nie wymaga takze obliczania gradientu, co niekiedy jest bardzo przydatna
cecha. Jezeli algorytm gradientowy nie daje spodziewanych wynikow, przejscie na metode
Powella pozwala sprawdzi¢, czy kluczem problemu nie sa gwaltowne zmiany wartosci

funkcji, utrudniajace obliczenie gradientu.

Metody gradientowe

a) ,.najwiekszego spadku” (steepest descent method)

Bardzo prosta do implementacji metoda. Jej algorytm sprowadza si¢ do:
1. W punkcie poczatkowym P obliczamy gradient g.

2. Minimalizujemy funkcje wzdtuz kierunku wyznaczonego przez g — szukamy takiej

warto$ci parametru A, dla ktérego funkcja f(P+Ag) ma minimum.
3. Punkt P zastgpujemy przez P+Ag i procedurg powtarzamy.

Za prostotg ptacimy dramatycznie niska wydajno$cia metody. Jezeli do minimum
globalnego prowadzi waski row, otoczony wysokimi watami, metoda najwigkszego spadku
potrafi wykonac¢ tysiace krokdw, ,,obijajac” si¢ od kazdej ze $cian, zanim dotrze do minimum.
Przyczyng takiego zachowania bardzo tatwo jest zrozumie¢ na przyktadzie funkcji 2D. Jezeli
w jednym kierunku znajdziemy minimum, to kolejny kierunek, wyznaczony przez nowo
policzony gradient, musi by¢ do niego prostopadly. W takiej sytuacji, zamiast i§¢ po prostej
do celu, algorytm kresli zygzaka, ktorego poszczegolne odcinki sa wzgledem siebie ustawione

pod katem prostym.

b) Metody gradientéw sprzezonych (conjugate gradient methods)

W metodzie tej kolejny kierunek zalezy od wcze$niejszych. W pierwszym kroku

poszukujemy minimum w kierunku zadanym przez gradient. W kolejnych krokach, poza
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gradientem g funkcji, obliczamy takze, tzw. gradient sprzezony p. Funkcje¢ minimalizujemy
wzdhuz kierunku wyznaczonego przez gradient sprzgzony, tzn. dla kazdej iteracji szukamy
takiego A, aby zminimalizowa¢ funkcje f(P+Ap). Dla i-tej iteracji gradient sprzezony

obliczamy jako:
Pi+1 = -8i+1 T YiPi (199)
gdzie parametr v; :

e wersja Fletchera-Reevesa

¥, = i1 8in (200)
g 8
e wersja Polaka i Ribiera
7/[ — (gi+1 _gi)‘gi-#l (201)
g 8

Literatura podaje, co potwierdzaja takze moje doswiadczenia, ze uzycie wzoru Polaka,
Ribiera jest nieco wydajniejsze. Pozwala szybciej niz wersja Fletschera-Reevesa osiagnaé

minimum.

Metoda gradientu sprz¢zonego jest bardzo szybka i doktadna metoda. Doskonale radzi
sobie z tak zlozona funkcja jaka jest czynnik strukturalny. Bez problemu minimalizuje t¢
funkcje zarowno ze wzgledu na zmienne opisujace potozenie atomow, jak i, znacznie stabiej
oddziatywujace na warto$¢ funkcji, parametry okreslajace prawdopodobienstwo pojawiania

si¢ atomu w we¢zlach.

Podsumowanie.

Rozdzial opisuje pokrétce metody optymalizacji wartosci funkcji ze wzgledu na
dowolna liczbe parametréw opisujacych te¢ funkcjg. Catos¢ algorytmu sprowadza si¢ do
iteracyjnego wyznaczania kierunku minimalizacji oraz znajdywania wzdhuz tego kierunku
minimum funkcji. W przypadku dopasowywania teoretycznego widma dyfrakcyjnego do
zmierzonego eksperymentalnie, najbardziej wydajna metoda optymalizacji funkcji okazuje si¢
metoda gradientu sprzgzonego w wersji Polaka i Ribiera dziatajaca wspolnie ze znajdujaca

wzdhuz okreslonego kierunku minimum, metoda podziatow.
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2.3.2. Analiza wlasnosci czynnika strukturalnego i funkciji btedu.

Czynnik strukturalny jest bardzo skomplikowana funkcja, posiadajaca wiele minimow
lokalnych. Kazdy dodatkowy atom wprowadza do niej co najmniej 4 nowe parametry: dwa
polozenia: (x, y), z ktérymi zwiazane sa zwykle dwa wspodtczynniki prawdopodobienstwa:
obsadzenia wezla przez atom metalu lekkiego pa; oraz atom metalu cigzkiego prm.
Dodatkowymi parametrami moga by¢ prawdopodobienstwa przeskokdéw atomow w polozenia
symetryczne (flipy), sktadowa z;, ktorej cho¢ trudno jest przypisa¢ jednoznaczny sens
fizyczny, uwzglednienie jej w procesie optymalizacji poprawia wyniki dopasowania,
skladowa z — jezeli budowa struktury jest wielowarstwowa oraz zjawiska dynamiczne, jak
wspotczynniki Debay’a-Wallera. Czynnik strukturalny wykazuje r6zna wrazliwo$¢ na zmiany
wartosci tych parametréw. Dopasowane warto$ci parametrow wykazuja zwykle takze
zalezno$¢ od warto$ci pozostalych zmiennych. W koncu minimum globalne, zdefiniowane
przede wszystkim przez parametry polozenia, potrafi przemieszcza¢ si¢ pod wplywem
warto$ci pozostalych parametrow. Wszystko to sprawia, ze zanim czynnik strukturalny
zostanie uzyty do dopasowania widma eksperymentalnego, nalezy go przetestowaé na

modelowej strukturze. Testy pozwola oceni¢ przede wszystkim:
e szybkos$¢ i doktadno$¢ dopasowania w zaleznosci od liczby parametrow;

e niezbedna doktadnos$¢ ustalenia wartosci poczatkowych — w tym poznanie

szeroko$ci minimum globalnego;

e zalezno$¢ bledu dopasowania wartosci parametréw od bigdu dopasowania widma
— maty btad dopasowania widma nie zawsze bowiem idzie w parze z poprawnym
dopasowaniem optymalizowanych parametréw; z drugiej strony warto wiedzie¢
dla jakiej wartosci btedu dopasowania widma, btad dopasowania polozen jest na

satysfakcjonujaco niskim poziomie;

e zalezno$¢ biedu dopasowania jednej grupy parametréw od btedu dopasowania
innej grupy parametrOw — okazuje si¢ bowiem, ze czg$¢ parametrow posiada
ekstrema niezalezne od warto$ci pozostatych parametrow, a dla czgsci istnieje
zalezno$¢ potozen minimow;

e wrazliwo$¢ czynnika strukturalnego na warto$ci parametréw — metoda
gradientowa wybiera zwykle kierunek bliski najwigkszemu spadkowi, mozna
zatem mocno przyspieszy¢ dzialanie programu, jezeli parametry podzieli si¢ na

grupy o roznej wrazliwosci, a optymalizacje¢ przeprowadzac si¢ bgdzie jedynie na
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tej grupie, dla ktérej gradient jest znacznie wigkszy, niz dla pozostatych grup

parametrow;

e wrazliwo$¢ czynnika strukturalnego na biedy wustalenia typu atomu — w
szczegoOlnosci doktadnos¢ dopasowania widma przy obsadzeniu weztow atomami

innego typu, niz w rzeczywistosci si¢ w nich znajduja;
¢ minimalng warto$¢ bledu dopasowania wartosci parametrow.

Struktura modelowa, na ktorej wykonane zostaly testy, byl zbior Penrose’a
udekorowany tak, jak na rysunku 98. Optymalizowanych byto w sumie 35 parametrow — 6
prawdopodobienstw obsadzenia weztdw przez TM, 7 prawdopodobienstw obsadzenia weztéw

przez aluminium oraz 22 parametry potozenia.

3

7

Rysunek 86. Dekoracja modelowej struktury sluzacej do badania wlasno$ci czynnika strukturalnego i
funkcji bledu. Duza kropka oznacza atom TM, mala kropka to aluminium.

2.3.2.1. Szerokos$¢ minimum globalnego.

Ustalajac warto$ci poczatkowe dopasowywanych parametréw nalezy mie¢ pewnosc,
ze wszystkie znajda si¢ na zboczu globalnego minimum. Wyznaczenie teoretycznej wartosci
szerokosci minimum globalnego pozwoli oceni¢ wielko$¢ niepewnosci wartosci

poczatkowych tych parametrow.
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Eksperyment numeryczny podzielony jest na dwie czgsci. Ich przebieg jest
nastgpujacy. W pierwszej czesci wszystkim parametrom przypisuje si¢ wartosci modelowe, a
nastepnie zmienia si¢ wartos$ci tylko jednego z nich w jak najszerszym, sensownym fizycznie,
zakresie. Procedur¢ powtarza si¢ dla kilku parametrow z tej samej grupy, by ocenié, czy
szeroko$¢ minimum dla kazdego z nich jest taka sama. W drugiej czgsci losuje si¢ wartosci
poczatkowe wszystkich parametréw, a nastgpnie zmienia, w okre§lonym zakresie, warto$¢
jednego z nich. Druga czg$¢ eksperymentu pozwala sprawdzi€, czy szeroko$¢ minimum jest

zalezna od btedu poczatkowego ustalenie warto$ci dopasowywanych parametrow.

Zalezno$¢ biedu dopasowania widma do struktury modelowej dla wybranego
prawdopodobienstwa obsadzenia wezta przedstawia rysunek 99. Krzywa posiada tylko jedno
minimum odpowiadajacej warto$ci modelowej tego wspdtczynnika. Warto$¢ S$redniego
gradientu funkcji w obszarach zbocza jest rowna ok. 6-10™. Taka posta¢ zaleznosci bledu
pozwala ustali¢ poczatkowe prawdopodobienstwa na zupelnie dowolnych wartosciach.
Powinny one jedynie poprawnie odtwarza¢ wielkosci charakteryzujace fizyczne wiasno$ci
kwazikrysztatu: jak gesto$¢ punktowa, czy sktad chemiczny. Zalezno$¢ biedu od wartosci
prawdopodobienstwa posiada zawsze tylko jedno minimum, takze w sytuacji, gdy wartosci

poczatkowe parametréw potozen sa losowane.
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Rysunek 87. Blad dopasowania widma do struktury modelowej, gdy tylko jeden
parametr — prawdopodobienstwo obsadzenia wezla — jest zmieniany. Wszystkim
pozostalym parametrom zostaly przypisane poprawne, modelowe wartoSci.
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W przypadku parametréw potozenia, funkcja opisujaca zalezno§¢ wartosci bledu od
wartosci potozenia atomu w rombie jest znacznie bardziej skomplikowana. Zalezno$¢ ta
wykazuje wiele minimow lokalnych, niektore sa prawie tej samej glgboko$ci, co minimum
globalne, co dobrze jest uwidocznione na rysunku 100 przedstawiajacym tg zalezno$¢ dla
kierunku x, dla wybranego atomu. Na rysunku 101 pokazany jest powigkszony obszar
minimum globalnego. Szerokos¢ tego minimum jest rowna okoto 0.2, czyli az 20% dtugosci
boku rombu. Analiza Pattersona dostarcza wstgpnych wartosci polozen z wigksza
doktadno$cia, mozna si¢ wigc nia postugiwac bez obawy, ze wartosci poczatkowe znajda si¢
poza okolica minimum globalnego. Ta sama zalezno$¢ dla kierunku y pokazana jest na

rysunkach 102 1 103. W tym wypadku szeroko$¢ minimum jest nieco wigksza i rowna 0.22.

Potozenie minimum globalnego ze wzgledu na potozenia nie zalezy od przyjetych
warto$ci prawdopodobienstw. Rysunki 104 1 105 dowodza tej prawidtowosci. Pokazuja one
okolice minimum globalnego wzdluz kierunku x i y dla wybranych atomow przy
prawdopodobienstwach ustawionych na przypadkowe wartos$ci. Potozenie ekstreméw jest
takie samo, jak dla przypadku, gdy prawdopodobienstwa byly ustalone na modelowa wartos¢
(miejsca te zaznacza pionowy odcinek). Niepomys$lnym, ze wzgledu na proces optymalizacji,
wnioskiem wyptywajacym z rysunku 105 jest fakt, ze minimum potrafi przeksztatci¢ sig¢ w
maksimum pod wplywem zmiany prawdopodobienstwa. Dokladniejsze testy wykazaty, ze
zamiana minimum w maksimum wyst¢puje nawet w przypadku zmiany prawdopodobienstw
o 1% wzgledem wartoSci modelowych! Wystapienie tej zamiany jednak nie jest regula.
Wielokrotnie powtarzane testy dla réznych warto$ci prawdopodobienstw wydaja si¢
swiadczy¢ za przypadkowoscia tej zamiany. Przy optymalizacji nalezy si¢ jednak spodziewac
dhugiego btadzenia procedury optymalizujacej wokot minimum globalnego, ktore ze wzgledu
na nieprawidlowe wartosci prawdopodobienstw moze by¢ zaslonigte przez wyrastajace, dla

kilku parametrow potozenia, w tym samym miejscu lokalne maksimum.

Gradient funkcji bledu ze wzgledu na potozenia jest rzedu 0.03. Jest to wartos¢
przekraczajaca o dwa rzedy wielkosci gradient funkcji bledu ze wzgledu na
prawdopodobienstwa. Oznacza to, ze procedura dopasowujaca, w pierwszych iteracjach,
bedzie gltownie zmienia¢ wartosci potozen — tak dlugo az gradient potozenia zblizy sig

wartoscia do gradientu prawdopodobienstwa.
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Rysunek 88. Blad dopasowania widma do struktury
modelowej, gdy tylko jeden parametr — poloZenie
wzdluz osi X atomu 7 grubego rombu-— jest
zmieniany. Wszystkim pozostalym parametrom
zostala przypisana poprawna, modelowa wartos¢.
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Rysunek 89. Powi¢kszony obszar minimum
globalnego z rysunku 100. Jego szerokos¢ jest
réwna okolo 0.2, czyli 20% wymiaru krawedzi
rombu.
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Rysunek 90. Blad dopasowania widma do struktury
modelowej, gdy tylko jeden parametr — poloZenie
wzdluz osi y atomu 10 cienkiego rombu— jest
zmieniany. Wszystkim pozostalym parametrom
zostala przypisana poprawna, modelowa wartos¢.
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Rysunek 92. Okolice minimum globalnego dla  Rysunek 93. Okolice minimum globalnego dla
kierunku y atomu 7 rombu cienkiego, w  Kierunku x atomu 7 rombu cienkiego, w
przypadku blednego ustalenia prawdopodo- przypadku blednego ustalenia prawdopodo-
bienstw obsadzenia wezléw wszystkich atoméw bienstw obsadzenia wezlow wszystkich atoméw.

2.3.2.2. Szybkos$¢ zbieznosci procedury optymalizacji.

Metoda gradientowa jest bardzo szybka 1 doktadna metoda wyszukiwania minimum.
Rysunek 106 przedstawia wynik dopasowywania struktury do wygenerowanego widma dla
uktadu atomow, ktorym przypisano przypadkowe wartosci parametrow prawdopodobienstwa
(losowanie prawdopodobienstw z zakresu 0.5+1.5 — modelowo wszystkie byly réwne 1.0)
oraz modelowe wartosci potozen. Liczba niezaleznych parametrow prawdopodobienstwa byta
rowna 6. Doswiadczenie bylo powtarzane wielokrotnie, dla rdéznych wartosci
prawdopodobienstw. Krzywa bledu zawsze okazywata si¢ podobna do tej z rys. 106. 50
iteracji zmniejszylo btad dopasowania az o 5-7 rzedow wielko$ci. Zastanawiajaco niska jest
warto§¢ poczatkowa bledu. Maksymalne niedopasowanie widma obliczanego do
teoretycznego udato si¢ uzyska¢ na poziomie 0.01 na pik! Krzywa poréwnujaca, w takiej
sytuacji, widma przedstawiona jest na rysunku 108 po prawej stronie. Taki wynik oznacza, ze
warto§¢ parametrow prawdopodobienstwa ma niewielki wplyw na wysoko$¢ pikow

dyfrakcyjnych.

W przypadku polozen, krzywa obrazujaca szybko$¢ optymalizacji 22 parametréw
polozenia, w przypadku, gdy prawdopodobienstwa sa ustalone na modelowe wartos$ci,

przedstawia rysunek 107. Potozenia poczatkowe procesu optymalizacji byly losowane z
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przedziatu +/-0.05 wzgledem warto$ci modelowych. 50 iteracji dawalo spadek wartosci btedu
takze o 5-7 rzedow wielkosci. Najwigksze niedopasowanie, ktore udato si¢ uzyskac¢ byto
rz¢du 0.1% na pik. Wykres poréwnujacy widma dla tej sytuacji znajduje si¢ na rysunku 108,

po lewej stronie.

iteracia iteracja
! ] - ‘ ‘ ‘ ‘
1,601 ‘ ‘ ‘ ‘ e 10 20 30 40 50
10 20 30 40 50
biad
1,603 - 1,E-03 -
btad

1,605 - 1805 1

1,E-07 + 1,E-07 +

1,E-09 1,E-09

Rysunek 93. Dopasowanie warto$ci 22

parametrow prawdopodobienstwa obsadzenia

wezlow  przez

atomy. Polozenia wszystkich

atomow ustawione byly na poprawne wartosci.

Prawdopodobienstwa obsadzenia wezlow

zostaly ustalone na modelowg warto$¢.

Nat. modelowe o Nat. modelowe ,
0,901 0,01 0,1 0,J01 0,01 0,1 ."
°o® Py
4
s ° rd
[} 'f.
o o 0% g° 011 o
% 2 o P 5
[ ) o & Q
N [2)
.. ° g [/ i
[ ] _8 o ‘ 2
° (1} .. [ ] s o -
d° &’ g 3
b
° ,
8 o o 0,01 o0 0,01
L] [}
° °
( ]
(] s
8 °
L ® hd 8064 0-004

Rysunek 93. Mozliwe do uzyskania niedopasowanie widma modelowego do obliczonego, w sytuacji, gdy
wszystkie atomy znajduja si¢ w pozycjach modelowych, a nieznane sg prawdopodobienstwa (po prawej)
oraz gdy prawdopodobienstwa sa modelowe, a dopasowywane sa polozenia (po lewej)

191




2.3.2.3. Zalezno$¢ bledu dopasowania warto$ci parametrow od bledu dopasowania

widma dyfrakcyjnego.

Niewielka warto§¢ bledu dopasowania widm nie zawsze przektada si¢ dobre
dopasowanie warto$ci optymalizowanych parametrow. Kolejne testy umozliwily ustalenie
zalezno$ci pomigdzy dopasowaniem (bledem) wartosci optymalizowanych a biedem
dopasowania widm. Krzywymi tymi mozna si¢ postluzy¢ chcac przewidzie¢ z jaka
doktadno$cia dopasowane sa polozenia i prawdopodobienstwa po osiagnigciu zbiezno$ci

funkcji btedu w trakcie procesu optymalizacji.

Jako blad 6 dopasowania warto$ci parametréw zostala wybrana funkcja:

1 N
6= Dl = aun (202)
obl=1
gdzie amogel to modelowa warto$¢ parametru;
aobl jest dopasowywang wartoscig parametru
N —liczba dopasowywanych parametrow
1 E.01
1,0E+00 : : : : : : 0.001 0.01 0.1 ’
N _ 1 21 31 41 51 61 E02 |
1,0E-01 | —— x
N 1
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— — (1]
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% 1,0E-04 .g 1,E-05 -
Ee] ©
© 1,0E-05 - H
g 2 1,E-06 -
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Rysunek 94. Zalezno$¢ bledu dopasowania widma w
funkcji wartos$ci odchylania dopasowanych wartoSci
parametrow prawdopodobienstwa od ich modelowych
wartosci. Polozenia atoméw podczas testu byly

Rysunek 94.  Zbiezno$¢  odchylenia  wartoSci
dopasowanych prawdopodobienstw wzgledem wartoS$ci
modelowych (gérna Kkrzywa) oraz towarzyszaca tym
zmianom krzywa ble¢du dopasowania widma obliczonego
wzgledem modelowego (dolna Kkrzywa). WartoSci
polozen w trakcie testu: prawidlowe.

ustalone na modelowe wartosci.
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Rysunek 94. Zbiezno$¢ odchylenia  wartoSci
dopasowanych polozen (X i y) wzgledem modelowych
(gérna krzywa) oraz towarzyszaca tym zmianom
krzywa bledu dopasowania widma obliczonego
wzgledem modelowego (dolna krzywa).
Prawdopodobienstwa w trakcie testu: prawidlowe.
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Rysunek 94. Zalezno$¢ bledu dopasowania widma od
warto$ci  odchylania  dopasowanych  wartoSci
parametrow polozenia (X i y) od ich modelowych
warto$ci. Prawdopodobienstwa podczas testu byly
ustalone na modelowe wartosci.
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Rysunek 94. Blad dopasowania widma obliczonego do modelowego (najnizsza, ciagla
krzywa), na tle odchylen dopasowanych wartosci polozen ($rodkowa krzywa) i
prawdopodobienstwa (gérna krzywa) wzgledem warto$ci modelowych.
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Funkcja (202) rézni si¢ od funkcji bledu dla widma dyfrakcyjnego (197). Zmiany

zostaly wprowadzone, aby nie dopusci¢ do zerowania si¢ mianownika.

Rysunek 109 przedstawia zmiany warto$ci btedu dopasowania widma (ciagla linia)
oraz bledu dopasowania 6 parametrow prawdopodobienstwa w trakcie procesu optymalizacji.
Wartosci potozen, w trakcie tego eksperymentu, byly ustalone na wartosci modelowe. Sredni
btad dopasowania widma po pierwszej iteracji byt réwny ok. 0.01, podczas, gdy $redni blad
dopasowania parametrow byt rowny 1 (100%). Po 60 iteracjach btad dopasowania widma
spadt do wartosci 107, a blad dopasowania parametréw prawdopodobienstwa do 107 (0.1%).
Krzywa obrazujaca zalezno$¢ btedu dopasowania widma od btedu dopasowania warto$ci
parametréw prawdopodobienstwa znajduje si¢ na rysunku 110. Z krzywej tej wynika, ze
poprawa wartosci dopasowania parametrow o jeden rzad wielkosci nastgpuje przy poprawie

dopasowania widma az o 3 rzedy wielkosci.

Do$¢ podobny rezultat zostal osiagnigty dla sytuacji, w ktérej wspoOlczynniki
prawdopodobienstwa ustalone byly na modelowych wartosciach, a dopasowywane byto 22
parametréw potozenia atomow (rysunki 111 1 112). Po pierwszej iteracji oba btedy byty na
poziomie 0.1. Po 100 iteracjach btad dopasowania widm zmalat do wartosci rzedu 10” a blad
potozenia atoméw do wartosci 5-10°. Spadkowi bledu dopasowania widma o trzy rzedy

wielko$ci towarzyszyla poprawa dopasowania warto$ci parametréw o jeden rzad wielkosci.

Pomimo podobienstwa tego rezultatu do wyniku otrzymanego dla
prawdopodobienstw, nie mozna ich wprost porownywaé¢ do siebie. Zalezno$¢ biedu
dopasowania warto$ci parametréw w funkcji btedu dopasowania widma zalezy od liczby
dopasowywanych parametrow. Im jest ich mniej, tym krzywa zalezno$ci pomigdzy tymi
dwoma wielko$ciami jest silniejsza. Podobny wynik dla 22 parametréw potozenia do wyniku
dla 6 parametrow prawdopodobienstwa oznacza, w rzeczywistosci, ze potozenia maja

znacznie wigkszy wptyw na warto$¢ czynnika strukturalnego niz prawdopodobienstwa.

By wyskalowa¢ funkcje btedu dopasowywanych parametréw od btedu dopasowania
widm dla innej liczby dopasowywanych parametréw nalezatoby krzywe z rysunkow 109-110

lub 111-112 wyznaczy¢ na nowo dla modelowej struktury.

Proba optymalizacji funkcji btedu dla widma dyfrakcyjnego przy jednoczesnej
zmianie 6 parametrow prawdopodobienstwa oraz 22 parametroOw polozenia pokazuje rysunek
113. Pierwszym, rzucajacym si¢ w oczy, wnioskiem jest o wiele wolniejsza zbiezno$¢ funkcji

btedu niz to miato miejsce w sytuacjach zobrazowanych na rysunkach 109 i 111. Po 350
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iteracjach btad spadl o 4.5 rzedy wielkos$ci. Wynik ten prowadzi do ogdlnego wniosku, ze
wzrostu liczby parametréw wecale nie ulatwia doktadnego dopasowania funkcji! W trakcie
optymalizacji btad dopasowania parametréw prawdopodobienstwa zmalat z wartosci 0.3 do
0.07 a parametrow potozen z 0.02 do 0.001. Jednoczesne dopasowywanie wszystkich
parametréw prowadzi wigc do znacznie mniej doktadnych wynikéw. Krzywe obrazujace
warto$¢ btedu dopasowania parametréw miejscami wykazuja tendencj¢ rosnaca. Czasami
odejscie od globalnego, modelowego minimum pewnej grupy parametréw poprawia
dopasowanie widm. Jak juz zostalo wspomniane minima ze wzglgdu na potozenia, pod
wptywem wartosci wspolczynnikéw prawdopodobienstwa, przeksztalcaja si¢ czasami w
maksima. Odejscie w takim wypadku od modelowe] warto$ci minimum globalnego musi

wptyna¢ na poprawienie dopasowania widma dyfrakcyjnego.

2.3.2.4. Wplyw blednego ustalenia warto$ci jednej grupy parametrow na dopasowang

wartos$¢ pozostalych parametrow.

Kolejne eksperymenty wyjasniaja przyczyng zjawiska obserwowanego w poprzednim
punkcie, w ktorym optymalizacja wszystkich parametréw jednoczesnie prowadzita do
znacznie stabszego dopasowania wartos$ci parametrow, niz w przypadku, w ktérym
dopasowywane byly wartosci tylko jednej grupy, przy ustaleniu pozostalych parametréw na

wartosci modelowe.

Eksperyment polega na dopasowywaniu jedynie warto$ci potozen przy niezmiennych
1 blednie ustalonych warto$ciach parametrow prawdopodobienstwa. Poniewaz w tym
przypadku zbiezno$¢ funkcji biedu jest bardzo powolna, obliczenia byly przerywane albo po
piecsetnej iteracji, albo w przypadku, gdy dwie kolejne wartosci btedu dopasowania widma
réznily sie od siebie o mniej niz 10™®. Rysunek 114 przedstawia zalezno$¢ bledu dopasowania
potozen w zalezno$ci od narzuconego btgdu wartosci prawdopodobienstw. Uderzajacy jest
brak jakiejkolwiek korelacji pomigdzy tymi dwoma wielko$ciami. Niezaleznie od $redniej
warto$ci bledu ustalonych wartosci parametrow prawdopodobienstwa, koncowa wartos¢
bledu polozen przyjmuje wartoéci z przedzialu 5-102-5-107. Jedynie dla bledu
prawdopodobienstwa bliskiego zeru pojawia si¢ kilka punktow bardzo malej wartosci btedu
polozenia, ale nawet w tym przypadku nie ma gwarancji dobrego dopasowania parametréw

do ich warto$ci modelowych.
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Rysunek 94. Srednie odchylenie dopasowanego
polozenia w funkcji Sredniego odchylenia ustalonych
i niezmiennych w trakcie testu na
prawdopodobienstwach.

Rysunek 94. Wynik dopasowania widma przy pomocy
polozen w funkcji zaloZonego Sredniego odchylenia
prawdopodobienstwa od wartosci modelowe;j.

Funkcja biedu dopasowania widma (rys. 115) wykazuje juz znacznie silniejsza
zalezno$¢ od warto$ci biedu ustalonych wartosci prawdopodobienstw. Jednak takze w tym

przypadku rozrzut punktéw jest znaczy i obejmuje dwa rzedy wielko$ci wartosci biedu.

Whniosek wyplywajacy z tego eksperymentu jest nastgpujacy: tylko petna znajomosé
prawdopodobienstw gwarantuje dobre dopasowanie. Poniewaz w praktyce nigdy nie nalezy
si¢ spodziewaé tak dobrej znajomosci struktury, nalezy si¢ liczy¢ z mato dokladnym i

powolnym dopasowywaniem struktury.

2.3.2.5. Wrazliwo$¢ funkcji bledu na typ dekorujacego atomu.

W  poprzednich testach dopasowywane byly jedynie polozenia oraz
prawdopodobienstwo obsadzenia konkretnego wezta sieci Penrose’a. Typy atomu w
dopasowywanej strukturze byly takie same jak w modelowej strukturze. W tym punkcie
zostang opisane dwa eksperymenty. W pierwszym, oprocz prawdopodobienstwa, zostanie
takze dopasowany typ atomu — tzn. zostanie zalozone, ze nie wiemy, czy w wezle znajduje sig
Al czy TM. W drugim teScie zostanie sprawdzone jaki wptyw na btad dopasowania widm ma

catkowicie bledne przyjecie typow atomow.
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Rysunek 116 przedstawia wynik jednoczesnego dopasowania prawdopodobienstwa
obsadzenia w¢zla przez aluminium py; (gérna, kreskowana krzywa) oraz przez atom metalu
przejsciowego prm (Srodkowa, kropkowana krzywa); dolna krzywa przedstawia krzywa btedu
dopasowania widm dyfrakcyjnych. W wyniku dopasowania otrzymujemy zadawalajaca
doktadno$¢ wartosci wspotczynnikow prawdopodobienstwa atomoéw metali przejsciowych —
btad rzedu 107. Wartosci wspolczynnikoéw prawdopodobienstwa obsadzenia weztow przez
atomy aluminium przez caly proces optymalizacji praktycznie si¢ nie zmienily. Blad ich
dopasowania pozostal do samego konca na bardzo wysokim poziomie, rz¢du 0.5. Dopiero,
gdy funkcja bledu dopasowania widma zblizyta si¢ do poziomu nierealnie niskiej wartosci
rzedu, 10’6, btad dopasowania p,;, zaczat si¢ zmniejszaé. Ten rezultat jest wynikiem bardzo
matej warto$ci gradientu warto$ci funkcji ze wzgledu na prawdopodobienstwa obsadzen
weztdw przez atomy aluminium - nawet minimalne zmiany potozen wywotuja wigksza

zmiang warto$ci funkcji, niz zmiana parametru pa;.
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Rysunek 95. Zbiezno$¢ odchylenia wartoSci dopasowanych prawdopodobienstw obsadzenia
wezla przez atomy Al (gérna krzywa) oraz TM (Srodkowa) wzgledem modelowych oraz
towarzyszaca tym zmianom krzywa bledu dopasowania widma obliczonego wzgledem
modelowego (dolna krzywa). Wartosci polozen w trakcie testu: prawidlowe.

Kolejne dwa testy pozwalaja sprawdzi¢ jak duzy powstanie btad dopasowania, gdy
wezly struktury obsadzimy niezgodnym z modelem typem atomow. W pierwszym, wszystkie
wezly modelowanej struktury wstawione zostalty atomy TM. Pozycje wszystkich atoméw

ustalone zostaty na poprawne wartosci, dopasowywane byly jedynie prawdopodobienstwa
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prv. Drugi test polegat na udekorowaniu struktury jedynie atomami Al i dopasowywaniu

jedynie pa;. Wyniki testow przedstawione sa w tabeli 8.

Atom | Wartosei | \wartosci | Roznica | WAMOSY | wartosci | Réznica
modelowe modelowe

nr ™ dopasow. bezwzgl. Al dopasow. bezwzgl.
1 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000
2 0,0000 0,8485 0,8485 1,0000 0,1268 0,8732
3 0,0000 0,8485 0,8485 1,0000 0,1268 0,8732
4 0,0000 0,8485 0,8485 1,0000 0,1268 0,8732
5 0,0000 0,8485 0,8485 1,0000 0,1268 0,8732
6 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000
7 0,0000 0,8485 0,8485 1,0000 0,1268 0,8732
8 0,0000 0,8485 0,8485 1,0000 0,1268 0,8732
9 1,0000 1,1871 0,1871 0,0000 0,8881 0,8881
10 1,0000 1,1871 0,1871 0,0000 0,8881 0,8881
11 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000
12 1,0000 1,1871 0,1871 0,0000 0,8881 0,8881
13 1,0000 1,1871 0,1871 0,0000 0,8881 0,8881
14 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 0,8143 0,1857
15 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 0,8143 0,1857
16 0,0000 0,9096 0,9096 1,0000 0,0869 0,9131
17 0,0000 0,9096 0,9096 1,0000 0,0869 0,9131
18 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 0,8143 0,1857
19 0,0000 0,9096 0,9096 1,0000 0,0869 0,9131
20 0,0000 0,9096 0,9096 1,0000 0,0869 0,9131
21 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 0,8143 0,1857
22 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 0,8143 0,1857
23 0,0000 0,1056 0,1056 1,0000 0,7553 0,2447

Srednie
odchylenie 0,4167 0,7225
na parametr:
Btad dopas. | lter = start 5.7-10" 5.3-10"
lter = stop 1.8-10" 1.310"

Tabela 8. Trzy kolumny po prawej przedstawiaja wynik dopasowania struktury przy zalozeniu, ze
wszystkie atomy sa typu Al Po lewej stronie wynik analogicznego dopasowania przy zalozeniu jedynie
dekoracji atomami TM.

Niezaleznie od przyjgtego typu dekorowanych atomow, wynikiem optymalizacji byta
bardzo dobra zbiezno$¢ widma dopasowywanego i modelowego (rysunek 117), przy btedzie
na poziomie 10”. Przy tak malym bledzie, $rednie odchylenie wartosci dopasowanych
prawdopodobienstw od warto$ci modelowych pozostalo ogromne: 0.4 dla dopasowania
atomami TM 1 0.7 dla dopasowania Al. Warto takze zauwazy¢, ze juz poczatkowy biad byt
bardzo niski, zaledwie 5-krotnie wyzszy od koncowego. Wynik ten potwierdza wniosek, ze
funkcja bledu nie jest mozliwe rozroznienie atoméw. Jezeli polozenia sa ustalone na

prawidlowe warto$ci, prawdopodobienstwa maja niewielki wptyw na widmo dyfrakcyjne.
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Rysunek 96. Wynik dopasowania widma samymi atomami TM.

2.3.2.6. Minimalna mozliwa warto$¢ bledu dopasowania.

W wielu z przeprowadzonych do tej pory testow zostalo zatozone, ze czg$¢
parametréw jest ustalona na wartosci modelowe i1 dzigki temu ich optymalizacja jest
niepotrzebna. W rzeczywistosci nigdy nie mozemy zrobi¢ takiego zalozenia. Nie ma bowiem
pewnosci, ze ktorykolwiek z ustalanych parametrow jest doktadnie réwny narzuconej przez
nas wartosci. Wiemy juz jak zalezy btad dopasowania jednej grupy parametrow od
narzuconego bitedu innej grupy parametrow. W tym punkcie zostanie przyj¢ta odmienna
strategia. Jedna grupa parametroOw zostanie ustalona na modelowe wartosci ale pozwoli si¢
procedurze optymalizujacej zmienia¢ ich wartosci. Wynik zostanie nastgpnie pordwnany do
optymalizacji przeprowadzonej jedynie na tej grupie parametrow, ktorej wartosci poczatkowe

zostaty wylosowane.

Para rysunkéw 118 i 119 przedstawia sytuacje, gdy potozenia atomdéw sa ustalone na
modelowych wartosciach. Rysunek 118 obrazuje znana juz zalezno$¢ zmiany btedu
dopasowania widma (dolna krzywa) oraz parametréw prawdopodobienstwa (gérne krzywe),
gdy polozenia pozostaja niezmienione. Ten sam proces optymalizacji (rysunek 119), ale z
wlaczona mozliwoscia optymalizacji warto$ci potozen (cienka, przerywana krzywa w $rodku

wykresu), prowadzi do zupehlie innych rezultatow. Po pierwsze; dopasowywanie trwato
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znacznie dhuzej (215 iteracji w stosunku do 60), po drugie zakonczyto si¢ na roznych
warto$ciach bledu (rys.118 — iteracje przerwane po osiagnieciu bledu nizszego od 107,
rys. 119 — iteracje przerwane po uzyskaniu zbiezno$ci funkcji biedu, tj. gdy dwie kolejne
wartosci btedu wykazaly roznicg mniejsza od 107, po trzecie, koncowe btedy dopasowania
warto$ci prawdopodobienstwa sa w sytuacji z rysunku 119 o rzad wielkosci gorsze, niz w
sytuacji z rysunku 118; po czwarte, przed rozpoczeciem procesu optymalizacji, btad
dopasowania parametrow potozenia byl rowny zeru; po pierwszej iteracji ustalit si¢ na
poziomie 107 i takim pozostat juz do kofica. Z eksperymentu tego wynika, Ze nie nalezy

spodziewa¢ si¢ doktadnosci lepszej niz 10™ dla parametréw polozen.

Krzywe bledu dla obu rysunkéw rozpoczynaja si¢ w réznych wartosciach. Jest tak
dlatego, bo pierwszy punkt krzywych odpowiada wynikowi po pierwszej iteracji. Obie
funkcje rozpoczynatyby si¢ w tym samym punkcie, gdyby do wykresu dodany byt takze krok

,»ZErOWYy”’ procesu optymalizacji.
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1,E-08 . .
1,508 iteracja iteracja

Rysunek 97. Dopasowanie Pa (Srodkowa,

kropkowana krzywa), prw (gorna, kreskowana Rysunek 98. Sytuacja jak na rys. 118.
krzywa) oraz towarzyszacy blad dopasowania widma Optymalizacji ~ poddano  takze  parametry
(dolna, ciagla krzywa). Polozenia ustalone na Polozenia (cienka, kropkowana, S$rodkowa
modelowe warto$ci. W trakcie testu pozostaly Krzywa)

niezmienione.

Podobny test zostat przeprowadzony takze dla sytuacji  odwrotne;.
Prawdopodobienstwa zostaly ustawione na modelowe wartosci, a polozeniom przypisano

wartosci losowe. Wynik dopasowania dla samych potozen (prawd. nie sa zmieniane) pokazuje
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rysunek 120. Gdy w procedurze optymalizujacej wilaczy si¢ takze mozliwo$¢ zmian
parametréw prawdopodobienstwa, otrzymujemy wynik jak na rysunku 121. Poniewaz
zalezno$¢ czynnika strukturalnego jest znacznie silniejsza ze wzgledu na polozenia niz
prawdopodobienstwa, wyniki obu dopasowan (rys. 120 i 121) sa bardzo podobne. Zaréwno
liczba iteracji, jak i blad dopasowania widm oraz $redni btad dopasowanego potozenia sa
niemalze w obu przypadkach takie same. Dopasowane warto$ci prawdopodobienstwa ustalaja
si¢ na poziomie 0.01 dla aluminium 1 10°** dla TM. Sa to wiec minimalne wartosci bledu

dopasowania tych wspotczynnikow, ktére mozna uzyskac.

1 21 41 61 81 101
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biad
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16802 N T
1,E-02 | \.\ R P
I ’*"’*’7_\_*
1,604 1™
1,E-04 | .
1E06 | 1,E-06
1E08 1,E-08
iteracja iteracja

Rysunek 98. Dopasowywanie polozen (géorna krzywa). Rysun

ek 98. Sytuacja jak na rys. 120. Optymalizacji

Prawdopodobienstwa ustawione s3 na modelowe poddano takze parametry prawdopodobienstwa
wartosci. W trakcie testu pozostaly niezmienione. (dwie cienkie, przerywane krzywe — gérna p,;; dolna

Prm)

2.3.2.7. Optymalizacja procesu minimalizacji bledu.

Proces minimalizacji btedu dopasowania modelowego widma dyfrakcyjnego do
eksperymentalnego jest czasochlonny. Nawet na najszybszych komputerach, przy liczbie
parametréw rzedu 50, potrafi zajmowal cate godziny, a w najlepszym przypadku,
kilkadziesiat minut. Warto wigc przeprowadzi¢ dodatkowe testy, ktore pozwola wybrac¢

najszybsza metod¢ minimalizujaca warto$¢ btedu dopasowania.

Procedura optymalizacji jako glowny kierunek minimalizacji przyjmuje ten, ktory
zwiazany jest z najwigksza wartoscia gradientu. Ze wzgledu na znaczne réznice w wartosci

gradientu obliczanego po potozeniach i po prawdopodobienstwie, procedura optymalizacji
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prawie zawsze na poczatku wybiera kierunek zwiazany z polozeniami. Znaczna zmiana
wartosci parametrow prawdopodobienstwa zaczyna nastgpowaé, gdy gradient z nimi
zwigzany zaczyna by¢ pordwnywalny do gradientu po potozeniach. Aby przyspieszy¢
szybko$¢ optymalizacji, warto sprawdzi¢, w jaki sposob rozdzielenie parametréw na dwie
grupy (potozenia i prawdopodobienstwa) i niezaleznie optymalizowanie tych parametrow

wplywa na szybko$¢ 1 wynik koncowy procesu minimalizacji btedu dopasowania.

Eksperyment ztozony jest z dwdch czgsci. Na poczatku zmieniane sa wszystkie
parametry jednocze$nie az do uzyskania zbiezno$ci warto$ci bledu, a nastgpnie dla tych
samych ustawien poczatkowych przeprowadza si¢ optymalizacje w sposob skokowy:
najpierw zmianie poddane sa parametry potozenia, nast¢pnie, gdy zmiana ich wartosci bedzie
mniejsza niz 0.1%, zmianom poddane bgda parametry prawdopodobienstw, a te znowu
zostanag wymienione na potozenia, gdy ich zmiana bgdzie mniejsza niz 0.1% ostatniej
dopasowanej wartosci. Procedura powtarzana jest 4-kronie. Po jej zakoficzeniu przeprowadza

si¢ jeszcze jeden proces dopasowania — dla wszystkich parametrow tacznie.

Wynik eksperymentu przedstawiony jest na rysunku 122 (jednoczesna zmiana

wszystkich parametréw) oraz 123 (skokowa zmiana parametrow).

1 16 31 46 61 76 1 8 15 22 29 36 43 50 57
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blad = — T T T e O btad |= =~ " "~
R HEo \R
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1,E-04 - 1.E-04 -
1.E-06 . . 1,E-06 . .
iteracja iteracja

Rysunek 98. Jednoczesna zmiana wszystkich

parametréw w trakcie procesu minimalizacji ~ Rysunek 98. Skokowa zmiana optymalizowanych grup

bledu dopasowania. parametrow w trakcie procesu minimalizacji bledu
dopasowania.
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Optymalizacja przeprowadzana w sposob skokowy jest ok. 3.5 krotnie szybsza od
przeprowadzanej dla jednoczesnej zmiany wszystkich parametrow. Dla przedstawionego
tutaj, przyktadowego eksperymentu doktadny stosunek czasu byt 2:20 do 8:00 minut. Liczba
iteracji potrzebnych do uzyskanie zbiezno$ci jest mniejsza w przypadku optymalizacji
skokowej: w tym przypadku stosunek tych wartos$ci jest rowny: 57 iteracji wobec 80.
Optymalizacja skokowa jest takze nieco dokladniejsza. W wyniku jej dziatania btad
dopasowania widma ustalil si¢ na nizszym poziomie (5-10° wobec 11-107). W innych
eksperymentach tego typu zalezno$¢ wartosci btedu uzyskiwanych w obu metodach
pozostawala zawsze na korzy$¢ metody skokowej. Btad dopasowania wartosci parametrow, w
zaleznosci  od  eksperymentu, ksztaltowat si¢ roéznie. W  opisywanym teScie,
prawdopodobienstwa dopasowaty si¢ nieco doktadniej, a potozenia nieco gorzej w metodzie
skokowej. Metoda skokowa ma jeszcze jedna zaletg. Przy jej stosowaniu bardzo rzadko, a
jesli juz, to w minimalnym stopniu, zwigkszaja swoja warto§¢ bledy dopasowania

parametrow.

Metoda skokowa jest wigc znacznie szybsza i doktadniejsza metoda optymalizacji

funkcji bledu dopasowania widm dyfrakcyjnych.
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2.3.2.8. Analiza funkcji bledu — wnioski koncowe.

Wstepne warto$ci polozen musza by¢ ustalone z doktadnoscia lepsza niz 20% dtugosci

krawedzi rombu — tyle wynosi bowiem szeroko$¢ minimum globalnego.

Nawet niewielki btad parametrow prawdopodobienstwa, moze sprawié, ze dla
niektorych parametréw potozenia globalne minimum zamieni si¢ w lokalne
maksimum. Zjawisko to sprawia, ze tylko dla modelowego ustalenia wartosci

prawdopodobienstwa, btad dopasowania potozefi moze by¢ mniejszy niz 107 .
Minimalna warto$¢ btedu dopasowania warto$ci parametréw, ktdra mozna uzyskac

optymalizujac wszystkie parametry ksztattuje si¢ na poziomie: 0.1%.

Szybkos§¢ zbieznosci dla funkcji bledu jest duza. Dla 30 parametréw wynik mozna

uzyska¢ za koncowy po okoto 100-200 iteracjach.

Aby btad dopasowania parametrow potozenia nie przekraczal 0.1%, a
prawdopodobienstwa 10%, btad dopasowania widma powinien by¢ na poziomie 107

(sytuacja dotyczy przypadku, w ktorym dopasowuje si¢ okoto 30 parametréw).

Funkcja biedu nie nadaje si¢ do rozroznienia typu atomoéw. Roéwnie dobre
dopasowanie widma modelowanego do eksperymentalnego mozna uzyskac dla kazde;j

kombinacji atoméw dekorujacych wezly zbioru Penrose’a.

Skokowy sposob minimalizacji warto$ci funkcji jest szybszy i doktadniejszy od

jednoczesnej zmiany wszystkich mozliwych parametrow.
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3. Budowa atomowa stopu Al;2Ni,,Cog

3.1. Przeglad literatury poswieconej badaniu struktury
AI72Ni20003.

Typowym, szeroko analizowanym na catym $wiecie, uktadem tworzacym strukture
kwazikrystaliczng o symetrii dekagonalnej jest stop Al-Ni-Co. Jego niezwykte strukturalne
wiasnosci zostaly odkryte w 1989 roku przez Tsai [1]. Dalsze badania wykazaty, ze stabilne
w temperaturze pokojowej struktury kwazikrystaliczne musza zawiera¢ 70-73% aluminium, a
pozostate 27-30% moga by¢ rozdzielone praktycznie w dowolnej proporcji pomigdzy kobalt 1
nikiel, cho¢ najstabilniejsze (w szerokim zakresie temperatur) sa te, ktore zawieraja 5-8%

kobaltu [2].

Struktura Al-Ni-Co sktada si¢ z periodycznie utozonych warstw atomoéw (period:
c=4A) w obrebie ktorych atomy utozone sa na wzor struktury Penrose’a. Badania
rentgenowskie wykazaty, Ze bok rombu tej struktury ma dlugo$é¢ ok. a=2.5A, co prowadzi
jednak do niefizycznie krotkich odlegtosci dzielacych atomy Al i TM, ktore leza na koncach
krotkich przekatnych cienkich romboéw [3]. Konieczne staje si¢ wiec wprowadzenie drugiej
warstwy atoméw, lezacej dokladnie w potowie dlugosci periodu c¢. Dokladniejsze badania
dyfrakcyjne 1 analiza regul wygaszen potwierdzaja obecno$¢ dodatkowej plaszczyzny. Do
dzisiaj istnieje takze przekonanie, ze atomy budujace warstwe c=0 obsadzaja jedynie maty
pigciokat powierzchni atomowej (z,=1), a wszystkie atomy znajdujace si¢ w warstwie z-c

zrzutowane na powierzchni¢ atomowa lokuja si¢ tylko na duzym pigciokacie (z,=2).

Zdecydowana wigkszo$¢ modeli budowy atomowej Al-Ni-Co oparta jest o
modelowanie powierzchni atomowej. Pierwszymi udanymi prébami stworzenia modelu
pasujacego do widma dyfrakcyjnego byly modele Burkova [4] (1991) oraz Yamamoto [3]
(1990). Do dzi$ toczy si¢ nad nimi dyskusja, sa cytowane 1 testowane na nowych zbiorach

danych pomiarowych.

Burkov ograniczyl si¢ do podania dekoracji rombow, ktéra by poprawnie odtwarzata
jasne piki widma dyfrakcyjnego (rys. 124). Swoj model oparl na zalozeniu, ze na matym
pigciokacie powierzchni atomowej znajduja si¢ jedynie atomy metali przejsciowych, a na
duzym pigciokacie tylko aluminium Jako pierwszy uzyt takZze w swojej pracy pojgcie

,»klaster”. Nie probowat jednak wykaza¢ Zzadnych zaleznosci pomigdzy réznymi klastrami.
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Wskazat jedynie sposob potaczenia klastrow, ktory gwarantuje powstanie w uktadzie atomow
grubego 1 cienkiego rombu (rys. 124 po lewej). Na postawie dekoracji swojego klastra
wyznaczyl model powierzchni atomowej (rys. 124 po prawej). Nie probowat dopasowywacé

warto$ci zadnych parametréw, poza czynnikiem Debye-Wallera.

Rysunek 99. Model Burkova [4] (1991) budowy stopéw Al-Ni-Co. Po lewej: budowa atomowa, po prawej:
powierzchnia atomowa. Kwadraty symbolizuja atomy TM, a punkty Al. Otwarte symbole to atomy
znajdujace si¢ na z,=1 (lub z = 0), a pelne symbole dotycza atomoéw z z,=2 (lub z = c/2).

*sAl @ N @ Co cAl ®TM @ Mixed

Rysunek 100. Klastrowy model budowy Al;,Ni,(Cog Steinhardta [5] z 1999 roku. Po lewej model zgodny z
warunkami narzuconymi przez zalozenie o wielowymiarowym ,pochodzeniu” kwazikrysztalow. Po
prawej, proba odejscia od metody ,,cut-and-project” calkowicie na rzecz modelu klastrowego. Male
punkty to Al, duze — TM, pelne symbole dotycza atoméw zlokalizowanych na z=0.

Praca Burkova, odkrycie i opisanie przez Gummelt klastra, a takze rozw6j mikroskopii
elektronowej dokonaly pierwszego podziatu wsréd modeli budowy kwazikrysztatow. Od
coraz silniejszych grup wykorzystujacych metode ,,cut-and-project”, odtaczyli si¢ zwolennicy
modelu klastrowego. Jeden z bardziej zaawansowanych modeli podat w 1999 roku Steinhardt

[5]. Nie tylko swoja prac¢ oparl prawie w catosci jedynie na wynikach pomiarow

206



mikroskopowych pomijajac badania dyfrakcyjne, ale takze wprowadzit do klastra dekoracj¢

bez wczesniejszej weryfikacji jej z modelem wielowymiarowym (rys. 125 prawej)

Modele klastrowe do dzi§ zyskuja coraz wigksza popularnos$¢. Nie poddaja si¢ nawet
krytyce zwolennikow metody ,,cut-and-project”, ktorzy zarzucaja modelom klastrowym
bazowanie gtéwnie na zdjeciach z mikroskopoéw ukazujacych jedynie usredniona, wigc
niedostatecznie precyzyjna, budowe atomowa. Krystalografowie maja takze trudnosci z
weryfikacja poprawnosci budowy klastrow w oparciu o wyniki badan dyfrakcyjnych. Aby
tego dokona¢ nalezy potaczy¢ dekoracje klastra z rozkladem rozmieszczenia klastrow w
obrebie struktury Penrose’a. Nawet zupelnie wspolczesne prace, jak Vervalliono i inni [6]
wskazuja to jako istotny problem przy rozwiazaniu struktury w oparciu o pojedynczy klaster.
Dopiero praca Dabrowska/Kozakowski/Wolny z 2005 roku [7] wskazuje, bazujac na
metodzie wielowymiarowej, teoretyczny ksztalt rozkladu prawdopodobienstwa dla klastra
Petry Gummelt G33. Ostatnia stabo$cia modelu klastrowego jest brak tatwego sposobu
ingerencji w prawdopodobienstwa obsadzenia weztow oraz polozenia atoméw w obszarze
klastra. Jesli klaster ma spetnia¢ reguty przekrywania, wspotrzedne atomoéw nie moga sig
zmienia¢. Pewna metoda obejscia tego problemu jest sposdb przedstawiony w tej pracy —

poprzez zamiang klastra na uktad dwoch rombow.

Roéwnolegle z modelem klastrowym rozwijat si¢ model wielowymiarowy, ,,cut-and-
project”, nazywany tez metoda modelowania powierzchni atomowej. Do dzi§ jest on

gléwnym sposobem rozwiazywania struktury kwazikrystaliczne;.

Jedna z pierwszych, znaczacych prac wykorzystujacych ten model byta publikacja
Yamamoto z 1990 roku [3]. Zaproponowany model bazowat na idealnej strukturze Penrose’a,
ktorej powierzchni¢ atomowa rozszerzono o obszary konieczne do wykazania odpowiedniej
gestosci struktury i skladu chemicznego (rys 126, po lewej). Zadne parametry, poza

czynnikiem D-W, nie byly dopasowywane.

Kolejne publikacje poswigcone modelowaniu struktury Al-Ni-Co dopuszczaly coraz
bardziej skomplikowane ksztatty powierzchni atomowej. W 1998 Saitoh [8] opublikowat
pracg, w ktorej model powierzchni atomowej skonfrontowat nie tylko z widmem
dyfrakcyjnym, ale takze z wynikami pomiaréw wykonanych przy pomocy mikroskopow
elektronowych. Rysunek 127 przedstawia wynik tego modelowania. O ile szczegély z nim
Zwiazane nie s3 w tym momencie wazne, o tyle warto zwrdci¢ uwage na wzrost ztozonosci

ksztattu powierzchni atomowej 1 wzrost liczby podobszaréw na ktore jest ona dzielona.
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Rysunek 100. Model Al,(NiCo);y oparty o metod¢ wielowymiarowa, zaproponowany w 1990 przez

Yamamoto w 1990 [3]. Po lewej wymodelowana powierzchnia atomowa, po prawej rzut atoméw
budujacych te powierzchni¢ atomowa na powierzchnie fizyczna.

(a) (b) 5,
° ?p op, P ?i S
p s
L on° ® .L. 2 .L,.
° I o ® o5 ®
c o © 9
® @ ®°e

Rysunek 100. Model powierzchni atomowej (po lewej) dla stopéw Al;;Ni,yCog zaproponowany
przez Saitho w 1998 roku [8]. Po prawej budowa atomowa klastréw wynikajaca z niego.

Rysunek 100 Model powierzchni atomowej (po lewej) dla stopow Al;,NiyyCog zaproponowany przez

Takakure w 2001 roku [9]. Po prawej budowa atomowa klastréw wynikajaca z niego. Ciemne obszary —
atomy TM, biale — Al, jasno szare — TM/AL

Glownym problemem, z ktorym metoda ,,cut-and-project” nie potrafita dlugo sobie

poradzi¢, byl brak mozliwosci dopasowywania potozen atomow na powierzchni fizycznej.
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Modelowanie powierzchni atomowej ztozonej z czterech figur zblizonych do pigciokatéw
wymuszato przyjecie sztywnego modelu Penrose’a, bez mozliwo$ci zmian wspotrzednych
atomOow. Dlugo nie bylo jasne, jak przypisa¢ obszary powierzchni atomowej do atomow
budujacych strukturg Penrose’a. Z tego powodu trudnym zadaniem byto nawet uwzglednienie
prawdopodobienstwa obsadzenia weztow przez atomy. O ile bowiem uwzglednienie w
ksztalcie powierzchni atomowej niejednorodnosci wartosci gestosci prawdopodobienstwa nie
bylo trudnym zadaniem, o tyle przypisanie dopasowanego rozktadu gestosci do atoméw

budujacych strukture Penrose’a dtugo byto trudnym zadaniem do realizacji.

(c) (d)

Rysunek 100. Model powierzchni atomowej dla stopu Al;,Ni,yCog zaproponowany
przez Steurer w 2002 roku [6]. Powierzchnia atomowa jest tu podzielona na ponad
120 czeSci.

Aby zatem poprawi¢ dopasowanie widma dyfrakcyjnego obliczanego na podstawie
modeli do widma zmierzonego, powierzchnia atomowa z czasem zaczgla przybieraé coraz

bardziej i bardziej skomplikowane ksztalty. Yamamoto w 1990 roku wskazat jedynie 4 rézne
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obszary na powierzchni atomowej (rys 126). Saitoh w 1998 rozbudowat model do kilkunastu
podobszarow (rys. 127). Takakura modelowat powierzchni¢ atomowa postugujac si¢ juz 23
niezaleznymi obszarami (rys. 128). Rok po6zniej Steurer podzielit powierzchnig¢ atomowa na

ponad 120 (!) obszaréw — rys. 129 [6].

Coraz bardziej drobiazgowy podzial powierzchni atomowej umozliwit z czasem
powiazanie konkretnych obszarow powierzchni atomowej z konkretnymi atomami
dekorujacymi klaster. Takakura wykorzystal to do uwolnienia parametrow potozenia i
prawdopodobienstwa opisujacych obszary, na ktére zostata podzielona powierzchnia
atomowa. Uwzglednienie mozliwosci ruchu atoméw wptyneto na poprawe¢ dopasowania
widm teoretycznych do doswiadczalnych. Takakura w swojej pracy [9] donosi o
wspotczynniku dopasowania R-factor na poziomie 4% przy dopasowaniu 103 parametrow

przy pomocy 449 unikalnych pikoéw dyfrakcyjnych.

Kolejnym zbiorem parametrow, ktore dotaczyly z czasem do modelu
wielowymiarowego, a ktérych celem bylo poprawienia zbieznosci widm, byty parametry
dynamiczne. Izotropowy czynnik D-W zostat zastapiony anizotropowym. Do niego dotaczyty
anizotropowy fazonowy czynnik termiczny (anisotropic phasonic thermal factor) i anomalne

sktadowe rozproszenia (anomalous scattering components).

Steurer po uwzglednieniu wszystkich opisanych powyzej wielkosci dopasowat w
swojej pracy [6] z 2002 roku az 749 parametrow dla 2767 unikalnych pikow dyfrakcyjnych.
Uzyskat przy tym R-factor na poziomie 17%, jednak wykazal, Ze ten sam zbidr pikow

zastosowany na modelu Takakury z 2001 prowadzi do R-factor rownego 30%.

Nieco z boku gléwnego nurtu rozwoju modeli budowy kwazikrysztalow wytonit si¢
nowy sposob podejscia do analizy strukturalnej — metoda statystyczna i tzw. Srednia komorka
elementarna. Metoda ta zostala po raz pierwszy opublikowana przez Wolny [12] w 1991 oraz
[10] w 1993. Przez kilka lat byta do$¢ intensywnie rozwijana takze w innych glownych
osrodkach badan strukturalnych kwazikrysztatéw, np. Steurer 1996 [11]. Niestety, znaczne
uproszczenia wprowadzone przez Steurer do aparatu matematycznego doprowadzity do
wynikow prawdziwych jedynie dla do§¢ ograniczonego zbioru struktur i widm dyfrakcyjnych.
Doprowadzito to do pewnego zastoju stosowania metod statystycznych do badan struktur

aperiodycznych.

Metoda statystyczna, cho¢ z matematycznego punktu widzenia najtrudniejsza ze

wszystkich tu wymienionych, jest metoda najbardziej uniwersalng. Stanowi pomost taczacy
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metodg ,,cut-and-project” z metoda klastrowa. Nie narzuca zadnych zatozen ani ograniczen na
budowe atomowa. Wszystkie parametry opisujace budowg strukturalna sa w niej swobodne.
Wyniki obliczane przy jej pomocy sa bardzo proste do interpretacji — nie ma w niej bowiem
bezposredniego zwiazku z przestrzenia wielowymiarowa. W koncu, czynnik strukturalny
obliczony przy jej pomocy mozna rozbudowywaé o czynniki zwigzane ze zjawiskami
dynamicznymi doktadnie w taki sam sposob, w jaki ma to miejsce w przypadku modeli
opisujacych klasyczne krysztaly. Metoda statystyczna doprowadzita do rozwiazania struktur
modulowanych [20] oraz struktury Thue-Morsa [21]. Przy jej pomocy udato si¢ uogélnié
model budowy kwazikrysztatow jednowymiarowych [22] - [23], obliczy¢ rozklad potozen
klastrow [7], czy w koncu obliczy¢, prezentowany w tej pracy, czynnik strukturalny dla

dowolnie dekorowanego zbioru Penrose’a.

W nastgpnym punkcie tej pracy, zostanie pokazany wynik pracy tej metody przy
dopasowaniu najprostszych mozliwych struktur kwazikrystalicznych do eksperymentalnego

widma dyfrakcyjnego zwiazku Al7,;NiyyCos.
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3.2. Analiza strukturalna zwiazku  Al;;NiyCog z

wykorzystaniem modelu statystycznego.

Dzigki uprzejmosci profesora Hiroyuki Takakura uzyskatem dostgp do danych
pomiarowych — widma dyfrakcyjnego zwiazku Al7;NiyoCos. Dyfraktogram otrzymatem w
postaci zbioru 451 wusrednionych i1 skorygowanych, unikalnych indeksow 5D pikéw
dyfrakcyjnych i1 odpowiadajacym im wartosciom amplitud czynnika strukturalnego. Po
uwzglednieniu symetrii 10-krotnej, petna liczba pikow branych do analizy wzrasta 10-razy.
Pomiaru widma dokonano na czterokotowym dyfraktometrze Enraf-Nonius CAD-4 przy
pomocy promieniowania o dtugosci A=0.7107A. Dopasowane parametry sieci, to a=2.43A
(dtugo$¢ boku rombu) oraz c=4.090A (odleglosé miedzy plaszczyznami). Szczegotly

dotyczace pomiaru oraz probki, mozna znalez¢ w pracy [9].

Do wiasnych obliczen, by wyznaczy¢ mape Pattersona, wybratem 109 unikalnych
pikow znajdujacych si¢ w warstwicy zerowej. Do obliczen zwiazanych w widmem
dyfrakcyjnym wykorzystalem 264 unikalne piki znajdujace si¢ w warstwicach parzystych.
Zrezygnowatem z warstwic nieparzystych by nie wprowadza¢ dodatkowego zbioru
parametrow do dopasowania — polozen atomoéw wzdluz osi prostopadlej do ptaszczyzny

kwazikrystalicznej.

Warstwica zerowa widma, do ktérego dopasowywana byla budowa atomowa
przedstawiona jest na rysunku 130 - po prawej. Po lewej stronie, na tym samym rysunku,
znajduje si¢ widmo obliczone dla zbioru Penrose’a udekorowanego we wszystkich wezlach
jedynie atomami niklu. Bezposrednie poréwnanie obu widm prowadzi do wartosci czynnika

korelacji R na poziomie R=0.6 (60%).

Wielkos$¢ R zdefiniowana jest jako:

F, —F

o eksp i

R=+L (203)

S(5,)

i=l

gdzie: F,» =\1,5 — to modelowa warto$é¢ amplitudy czynnika strukturalnego i-tego piku;
Fersp =\/Ieksp —warto$¢ eksperymentalna amplitudy czyn. strukt. tego piku;

N — liczba pikoéw

212



Rysunek 100. Po prawej: widmo dyfrakcyjne (warstwica k,=0) badanego zwiazku Al-Ni-Co, po lewej:
widmo dyfrakeyjne dla zbioru Penrose’a udekorowanego w wezlach atomami Ni.

Oba widma juz na tym poziomie modelowania struktury sa do$¢ podobne do siebie.
Duza cze¢s¢ wysokich pikdéw znajduje si¢ na obu widmach w tych samych potozeniach.
Znaczne rozbiezno$ci sa wérdd niskich pikow. Na widmie do$§wiadczalnym jest ich znacznie

wigcej, niz na obliczonym.

Takze mapy Pattersona wykonane na podstawie widm z rysunku 130 wykazuja

znaczne podobienstwo do siebie — rysunek 131.

Rysunek 100. Po lewej, mapa Pattersona dla zbioru Penrose’a dekorowanego w wezltach Ni. Po prawej
mapa Pattersona dla badanego stopu Al-Ni-Co.
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Najwigksze roznice znajduja si¢ takze wsrod niskich pikow. Dla odmiany jednak,
tutaj, ubozsza w nie jest mapa Pattersona wykonana z widma eksperymentalnego. Wysokie
piki, na obu mapach, znajduja si¢ w tych samych miejscach. Przyktadowo, na obu rysunkach
131 mozna doszuka¢ si¢ pierscienia rownie wysokich pikow znajdujacych si¢ w odlegtosci
ok. 2 (w jednostkach wzglednych; a=1) od centrum, oraz w odleglosci ok. 4.5, czy 8. Obie
struktury musza by¢ wigc oparte o ten sam szkielet — struktur¢ Penrose’a. Dodatkowym
potwierdzeniem tego wniosku sa wykresy statystyczne obrazujace zaleznos¢ vi(uy) oraz v (u,),
czyli statystyczny rozktad potozen pikéw Pattersona w $redniej komorce elementarnej. Obie
te zaleznosci, dla struktury Penrose’a, uktadaty si¢ na linii prostej o wspolczynniku

nachylenia -t. Podobna zalezno$¢ obserwujemy dla badanej probki — rysunki 132.
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Rysunek 100. Po lewej: rozklad vy(u,) polozen pikow Pattersona dla badanego zwigzku Al-Ni-Co w
§redniej komérce elementarnej o K,,~12,51. Po prawej: rozklad v,(uy) dla k,~10.616.

Ze wzgledu na znaczna szeroko$¢ pikow Pattersona oraz obecno$¢ maksimow
pobocznych, potozenia pikow Pattersona moga by¢ przesunigte wzgledem teoretycznej
wartosci. To prowadzi do obserwowanego na rysunkach 132 poszerzenia rozktadow. Nie
budzi jednak watpliwos$ci, ze przedstawiaja one zalezno$¢ typowa dla zboru Penrose’a.
Wszystkie rozklady leza na prostych o wspdtczynnikach nachylenia w przyblizeniu rownych
-t. W przypadku kierunku x, na rozkladzie sa widoczne takze sploty rzutéw poszczegdlnych

pigciokatow z powierzchni atomowej zbioru Penrose’a.

Zbiér Penrose’a jest zatem doskonalym modelem wyjsciowym dla procesu

minimalizacji btedu dopasowania widma obliczonego do eksperymentalnego.
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Proces dopasowywania zostat przeprowadzony dla trzech modeli klastrowych (K4, K7
1 K17) oraz dla dwéch modeli zaproponowanych przez M. Mihalkovicza [31] oraz
H. Takakura [9]. Dla kazdego atomu optymalizowane byly warto$ci prawdopodobienstwa
obsadzenia wezta przez atom Al, przez atom metali przejSciowych TM, pozycje atomow x i y
w rombach oraz wspdtczynniki anizotropowego czynnika Debye-Wallera by, 1 b,

zdefiniowanego jako:
w(k)=exp(-0.25-(b, (k.k, +k k,)+b.kk.)) (204)

Aby przyspieszy¢ dopasowanie pikow o niskiej warto$ci niepewnosci amplitudy
czynnika strukturalnego o(k), do funkcji bledu zostata dodana waga w=1/c’(k). Postaé
funkcji btedu:

S = Nikw Wi ((F eksper. ) i (Fteor ) j)z (205)
A

gdzie Fegper 1 Freor to eksperymentalne 1 teoretycznie obliczone wartosci amplitudy czynnika

strukturalnego.

Miara dopasowania jest warto$¢ funkcji R-factor (203) oraz wazonego Rw-factor (206):

N
Zwi ’ Fobl _Feksp i
Rw =" (206)

N
Z W (F chksp )i

i=1

Model 1: dekoracja klastra K4

Rysunek 133 przedstawia dekoracje rombow, 7 3
ktora jest zgodna z dekoracja klastra K4. Duza kropka
to atom TM, mala: Al. Poczatkowa koncentracja 5 6
atomow TM ~28%. Ze wzgledu na sztywna konstrukcje,
klaster K4 mozna opisa¢ tylko 7 niezaleznymi
parametrami: czteroma parametrami DW oraz 3 7
prawdopodobienstwami. Najlepszemu dopasowaniu
Rysunek 100. Model 1. Dekoracja K4.

towarzyszy staba zbiezno$¢ do eksperymentalnego ppage kropki — Al; duze - TM

widma : R=28% 1 Rw=36%
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Model 2: dekoracja klastra K7

Klaster K7 dopuszcza wigksza swobode w

dekoracji oraz umozliwia zmiang potozen dwoch 12 14 0
atomoéw: numer 11 oraz 9, 10, 12, 13 (cztery pozycje 5 6, ,
ale ten sam atom). Rysunek 134 przedstawia

poczatkowa dekoracje, dla ktorej koncentracja atoméw 13 5 9

TM jest rowna w przyblizeniu 28%. 8

Lacznie zostato dopasowanych 17 parametrow. Pomimo
. , . .. Rysunek 100. Model 2. Dekoracja K7.
wzrostu liczby parametréw, wynik dopasowania jest yyoi. kropki — Al; duze - TM

nadal staby: R = 24%, Rw = 29%.

Model 3: dekoracja klastra K17

Klaster K17 odpowiada drugiemu podziatowi
inflacyjnemu rombow. Liczba niezaleznych typow
atomoéw jest rowna 7. Liczba mozliwych do

dopasowania parametrow wzrasta natomiast do 36.

Rysunek 135 pokazuje poczatkowa dekoracjg, ktorej

koncentracja atomow TM jest w przyblizeniu réwna

28% Rysunek 100. Model 3. Dekoracja K17.
0 Mate kropki — Al; duze: TM

Wynik dopasowania ciagle niezadowalajacy: R = 22%
Rw = 24%.

Model 4: dekoracja M. Mihalkovicza [31]

Mihalkovic oparl swoj model (rys. 136) o romby dwukrotnie podzielone inflacyjnie (jak
K17). W swoich rozwazaniach poszukiwat takiego ukladu atomoéw, ktory prowadzi do
minimalnej energii potencjalnej oddziatywania pomigdzy atomami. Ustalil, ze romby
udekorowane jak na rys. 135 nalezy uzupeli¢ 7 dodatkowymi pozycjami (punkty a+g na
rysunku 136). Aproksymate zbudowana z okoto 1000 atomoé6w i1 udekorowana zgodnie z
zaproponowanym modelem poddat optymalizacji, a jako funkcje btedu wybral kombinacje
dopasowania dyfrakcyjnego oraz funkcji energii uktadu. Pomimo niewielkiej liczby atoméw,
uzyskat bardzo dobra zbiezno$¢ z eksperymentalnym widmem dyfrakcyjnym: R = 16%,
Rw=9%.
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Wstepny model dekoracji rombow
zaproponowany przez Mihalkovicza zostat
poddany  optymalizacji  opartej o
opracowana metodg statystyczna. Lacznie,
zmianom poddano 58  parametrow.
Dopasowanie ustalito sig na
akceptowalnym poziomie R = 16.5% oraz
Rw = 14.3%. Roéznica w uzyskanych
przeze mnie i Mihalkovica warto$ciach
wspotczynnikow  dopasowania R ma
zrédlo w roznym blokowaniu parametrow.
Mihalkovicz pracowal na aproksymacie,
ktéra daje znacznie wigksza swobode w

dekoracji niz model rombowy.

W wyniku optymalizacji, potozenia
atomOéw zmienity si¢ nieznacznie, co
pokazuje rysunek 137. Najwigksza zmiana

potozenia zwiazana jest z atomami

Rysunek 100. Model 4. Dekoracja Mihalkovicza [31].
Mate kropki — Al; duze - TM

Rysunek 100. Wynik optymalizacji polozen w modelu
Mihalkovicza. Szare kropki: polozenia poczatkowe;
czarne - koncowe

wprowadzonymi przez Mihalkovicza. Dla calego uktadu, $rednie odchylenie atomu od

polozenia poczatkowego ustalito si¢ na poziomie 1% dlugosci boku rombu. Wartosci

Prawdopodobienstwa zmienity si¢ w granicach 20%. Najwigksza zmiana dotyczy ponownie

dodatkowych atoméw, wprowadzonych przez Mihalkovicza. Wynik dopasowania wskazuje,

ze pozycje te obsadzane sa z prawdopodobienstwem 40-60%. Decydujacym czynnikiem przy

optymalizacji byly parametry DW, ktorych optymalizacja zmniejsza warto§¢ R-factor do

wartosci rzedu 30%.
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Model 5: dekoracja H. Takakury [9]

Hiroyuki Takakura stworzyt ztozony model oparty o modelowanie powierzchni
atomowej. Model ten przelozony na dekoracj¢ romboéw prowadzi do niepetnego obsadzenia
weztow rombow podzielonych czterokrotnie regutami inflacyjnymi. Oba romby udekorowane
sa tacznie w 69 pozycjach. Rysunek 138 przedstawia romby wypekione zgodnie z modelem

Takakury. Liczby od 1 do 23 dotycza pozycji zgodnych z modelem K17.

10

Rysunek 100. Model 5. Dekoracja H. Takakury [9]. Male
kropki — Al; duze - TM

Takakura optymalizowal tacznie 103 parametry. Uzyskal doskonaty wynik
dopasowania: R = 6.3%, Rw = 4.5%.

Model rombowy narzuca nieco inne wigzy na wartosci parametrow, niz model
wielowymiarowy. Najmniejsza liczba parametréw z jaka udato mi si¢ opisa¢ model Takakury
wynosi ok. 150. Koncowy rezultat dopasowania wskazuje jednak, Zze mozna préobowac
dokona¢ dalszego wuzalezniania parametroOw pomigdzy soba. Minimalna warto$¢
wspoOtczynnikow dopasowania, jaka uzyskatem jest rowna: R=15% 1 Rw=11%. W tym
wypadku duza rozbiezno$¢ pomigdzy tym wynikiem i1 Takakury lezy w niekorzystnym dla
mojego dopasowania stosunku liczby pikow do liczby parametrow. Przy bardzo duzej liczbie
dopasowywanych parametrow, w funkcji bilgdu, w poblizu minimum gtownego, powstaje
wiele ptytkich miniméw lokalnych, w ktore z duzym bledem, doprowadza proces
optymalizacji algorytm gradientowy. Ograniczanie liczby parametréw prowadzi, w takiej

sytuacji do polepszenia dopasowania.
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Na rysunku 139 pokazana jest krzywa dopasowania widma teoretycznego do

doswiadczalnego dla optymalizacji metoda statystyczna modelu Takakury.

R=15%

— o
F exsp Rw=11%

0,1

D

F teor

Rysunek 100. Krzywa dopasowania (skala logarytmiczna) widma
teoretycznego do do$wiadczalnego w oparciu o model Takakury.

Ogolne wnioski dotyczace optymalizacji parametrow opisujacych stop Al7;NizCos
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Decydujaca rol¢ w optymalizacji pelnia wspotczynniki DW, ktére obnizaja
warto$¢ wspolczynnika R z ok. 60% do ok. 30%. Atomy aluminium, w kazdym
modelu, dopasowuja si¢ z wyzsza (nawet 10-krotnie) warto$cia wspdtczynnikow

DW, niz atomy metali przej$ciowych.

Pozycje atomow w strukturze stopu Al;;NiyCog tylko w niewielkim stopniu
odbiegaja od pozycji weztéw struktury Penrose’a. Srednia zmiana, w wyniku
dopasowania, wzglgdnego polozenia nie przekracza 1% dlugosci boku rombu.
Najwigksze zmiany potozenia wykazuja atomy wstawione w pozycje inne niz

wynikajace z inflacyjnego podzialu rombow.

Zdecydowana wigkszo$¢ pozycji potozen atomoéw obsadzona jest w 100%. Atomy
Al i TM w niewielkim stopniu wspoéldziela te same wezty. Jedynie w modelu

Takakury pojawily si¢ pozycje po rowno (50%) obsadzane przez Al 1 TM.



Zakonczenie.

Glownym celem pracy byto opracowanie metody wyznaczenia struktury atomowej
kwazikrysztatow o symetrii dekagonalnej opartej o analiz¢ widma dyfrakcyjnego i1 bazujacej
na modelu statystycznym. Jako model kwazikrysztalu zostal przyjeta struktura Penrose’a.
Pierwszym krokiem na drodze do realizacji tego celu bylo wyprowadzenia wzoru na czynnik
strukturalny dowolnie dekorowanego uktadu Penrose’a. Jako podstawowe jednostki
strukturalne wybrane zostaly cienki 1 gruby romb. Rozklady prawdopodobienstwa
rozmieszczenia rombOw w przestrzeni mozna wyznaczy¢ wykonujac numerycznie zliczenia
statystyczne lub wykorzystujac teoretyczna zalezno$¢ pomig¢dzy powierzchnia atomowa i
rozkladem statystycznym. Niezaleznie od wyboru metody, poszukiwanymi rozkiladami
okazaly si¢ trojkatne obszary, ktére na powierzchni atomowej lokuja si¢ na matym
pieciokacie o wspohrzednej z;=1. Transformata Fouriera z wyznaczonych rozktadéw
przypisanych do wszystkich atomow dekorujacych romby prowadzi do poszukiwanego wzoru
na czynnik strukturalny. Koncowy wzor mozna zoptymalizowaé tak, by w procesie
dopasowywania widma teoretycznego do zmierzonego, szybkos$¢ obliczen byta maksymalna.
Po pierwsze, nalezy zauwazy¢, ze rozktady prawdopodobienstwa (powierzchnia atomowa) dla
catego ukladu sa symetryczne — catkowanie mozna wigc si¢ ograniczy¢ jedynie do dwoch
pigciokatow i rzeczywistej transformaty Fouriera. Zabieg ten przyspiesza 4-krotnie obliczenia
potrzebnych catek. Po drugie, nalezy wykorzysta¢ symetri¢ widma, i z cato$ci wybra¢ jedynie
dziesiata jego cze$¢ do analizy. Po trzecie, nalezy zauwazy¢, ze transformate Fouriera
obszaro6w rozkladu mozna w trakcie obliczen optymalizujacych wykona¢ tylko raz, dla
atomow znajdujacych si¢ w weztach rombdw. Pozostatym atomom przypisuje si¢ wynik tego
catkowania zmodyfikowany o faz¢ zwiazana z potozeniem atoméw wzgledem wybranego

wezla. Zabieg ten przyspiesza wielokrotnie szybko$¢ obliczen czynnika strukturalnego.

Znaleziony wzor na czynnik strukturalny poprawnie opisuje dowolnie dekorowany
uktad Penrose’a. Zostalo to potwierdzone licznymi testami poréwnujacymi widma obliczone
za pomoca tego wzoru oraz obliczone numerycznie przy pomocy transformat z potozen duzej

liczby atomow nalezacych do zmodyfikowanego uktadu Penrose’a.

Majac wzor na czynnik strukturalny, mozna go wykorzysta¢ do procesu udoktadniania
parametroOw opisujacych strukturg badanego kwazikrysztatu. Wczesniej jednak, postugujac sig
analiza Pattersona nalezy okres$li¢ przyblizone potozenia atomow dekorujacych romby.

Bezposrednie zastosowanie analizy Pattersona do kwazikrysztaltow nie przynosi
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jednoznacznych rezultatéw, dlatego dla ukladu Penrose’a, analiza Pattersona zostata
zmodyfikowana 1 dostosowana do modelu statystycznego. Obliczenia tzw. rozktadu potozen
pikéw Pattersona w wybranej sieci odniesienia pozwalaja oceni¢, czy uklad atoméw
rzeczywiscie jest kwazikrysztalem (zalezno$¢ w(u)) oraz czy atomy dekoruja tylko wezly
zbioru Penrose’a. Wstegpnie ustalone potozenia mozna wykorzysta¢ przy udokladnianiu

struktury analizowanego kwazikrysztatu.

W  trzecim kroku realizacji postawionego celu, =zostal napisany program
minimalizujacy btad dopasowania widma teoretycznego do eksperymentalnego poprzez
optymalizacj¢ warto$ci parametrow opisujacych budowe atomowa kwazikrysztatu. Do dalszej
analizy zostaty wybrane parametry potozenia, prawdopodobienstwa obsadzenia weziow przez
atomy aluminium oraz metalu przejsciowego (dla wybranej struktury modelowej oraz

struktury mierzonej eksperymentalnie). Z kazdym atomem zwiazane wigc byly 4 parametry.

Testy na strukturach modelowych doprowadzity do kilku kluczowych wnioskéw. Po
pierwsze, btad dopasowania potozen zalezy od btedu dopasowania prawdopodobienstw. Po
drugie, istnieje minimalna, mozliwa do uzyskania warto$¢ bledu dopasowania parametrow.
Jej warto$¢ mozna oszacowaé na poziomie 0.1-1%. Po trzecie, funkcja bledu jest stabo
wrazliwa na modyfikacje parametréw zwiazanych z atomami aluminium, jezeli tylko w

uktadzie wystepuja takze atomy metali przejsciowych.

Wynik dziatania opracowanego programu, uzytego do dopasowania widma
dyfrakcyjnego stopu Al;;NiyCos, jest zgodny z wynikami literaturowymi, co potwierdza
poprawno$¢ wzoru na czynnik strukturalny oraz zasadno$¢ uzycia metody statystycznej w
opisic budowy kwazikrysztatow. Uzyskano bardzo dobre wstepne dopasowanie widm
(Rw~10%), ktoére mozna bedzie zasadniczo poprawi¢ po uwzglednieniu bardziej ztozonych
zalezno$ci pomigdzy parametrami opisujacymi budowg oraz po dodaniu dodatkowych warstw
atomoéw. Odpowiednie obliczenia sa w toku, a ich wyniki beda prezentowane na konferencji

w Tel Aviv, w pazdzierniku br.

Model statystyczny doskonale sprawdza si¢ w opisie kwazikrysztatow. Bez
abstrakcyjnych zalozen, charakterystycznych dla modelu ,.cut-and-project”, z tatwoscia
mozna opisa¢ przy jego pomocy budowe atomowa kwazikrysztatow. Model statystyczny
dopuszcza zmiang polozen atomow oraz prawdopodobienstw obsadzenia weztdw, podczas,
gdy model ,cut-and-project” wiaze struktur¢ ,na sztywno”, zajmujac si¢ jedynie
modyfikowaniem powierzchni atomowej. Uwzglednienie przypadkowosci, zaburzen uktadu,

czy termicznego poszerzenia rozktadu potozen w przypadku modelu statystycznego nie
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sprawia wigkszego problemu, podczas, gdy dla ,,cut-and-project” stanowi wyzwanie, ktore w

przestrzeni 5D z trudem udaje si¢ pokonac.

Uniwersalno$¢ modelu statystycznego umozliwita pokazanie relacji pomigdzy
modelem wielowymiarowym, statystycznym i klastrowym. Dzigki temu udato si¢ znalez¢
poszukiwany bezskutecznie, przy uzyciu modelu ,,cut-and-project”, rozktad potozen klastréw

w ukladzie Penrose’a.

Model statystyczny znalazt zastosowanie takze do opisu klastrow. Przy jego pomocy
zostat opracowany opis nowych klastréw-latawcow, ktére w porownaniu do znanego klastra
Petry Gummelt charakteryzuja si¢ mniejszym wspotczynnikiem przekrywania oraz wigksza
liczba niezaleznych atomow dekorujacych. Metoda statystyczna dodatkowo daje mozliwos¢
przemieszczania atomow wewnatrz klastra, co w standardowym modelu klastrowym jest
niemozliwe. Model statystyczny umozliwit, w koncu, obliczenie czynnika strukturalnego dla

modelu klastrowego.

Waznym celem pracy bylo rowniez zebranie, uzupetlienie 1 opracowanie na jak
najbardziej elementarnym poziomie materiatu niezb¢dnego do zrozumienia podstawowych
zagadnien z dziedziny badan strukturalnych kwazikrysztatéw. W pracy zostaly omoéwione
wszystkie modele opisu kwazikrysztatéw. Zostaly takze wykonane podstawowe obliczenia
majace na celu poréwnanie tych modeli. Model ,,cut-and-project” postuzyt do wyjasnienia
regut przylegania rombow oraz przekrywania si¢ klastrow. Wyjasnione zostaly podstawy
inflacyjnego sposobu generowania kwazikrysztatow. Omowione zostaly takze rézne metody
indeksowania widma oraz relacje pomigdzy nimi. Kazdy rozdziat zostat uzupeliony o krotki
rys historyczny, wprowadzajacy do tematu i pokazujacy droge dojscia do wspoOtczesnej
wiedzy. Aby moc zilustrowaé skomplikowane zalezno$ci geometryczne zachodzace w
przestrzeni 5D, pierwszy punkt pierwszego rozdzialu w catosci zostal poswigcony ciagowi
Fibonacciego. Ten najprostszy, jednowymiarowy kwazikrysztat postuzyt jako model
pogladowy dla prawie wszystkich zaleznosci zachodzacych dla zbioru Penrose’a. Na jego
przyktadzie zostaty zilustrowane modele ,,cut-and-project” oraz statystyczny. Duzy nacisk
zostat potozony na geometryczne zalezno$ci zachodzace pomigdzy realnie obserwowanym
kwazikrysztatem, a jego wielowymiarowym odpowiednikiem. Na przyktadzie tego ciagu
zostala takze opisana idea klastra, przekrywania si¢ klastrow, funkcja Pattersona dla

kwazikrysztatow, zalezno$ci zachodzace pomigdzy wielkoSciami statystycznymi, oraz
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interpretacja $redniej komoérki elementarnej. Wszystkie te pojecia zostaly pdzniej

wykorzystane w obliczeniach dla zbioru Penrose’a.

Zrozumienie zalezno$ci zachodzacych pomigdzy wielko$ciami opisujacymi budowe
kwazikrysztatéw nie jest latwe. Wiele czasu wymaga zrozumienie idei wielowymiarowosci.
Jeszcze wigcej potrzeba, by na jej podstawie sprawnie postugiwaé si¢ metoda ,,cut-and-
project” lub wyszukiwa¢ nowe zalezno$ci na wtasne potrzeby. Cho¢ model statystyczny jest
bardziej uniwersalny 1 praktycznie niezalezny od modelu ,,cut-and-project”, interpretacja
wielu wielko$ci w nim wystgpujacych jest o wiele prostsza, gdy rozumie si¢ przyczyng ich
pochodzenia z analizy wielowymiarowej. Model wielowymiarowy, cho¢ abstrakcyjny,
umozliwia wyznaczenie wielu zalezno$ci w sposob teoretyczny, podczas, gdy w modelu
statystycznym dysponujemy tylko rozktadami. Zrozumienie przestrzeni wielowymiarowej jest
wigc kluczowe do sprawnego postugiwania si¢ modelem statystycznym i jest to powod, dla
ktorego tak wiele miejsca w tej pracy zajmuje opracowanie podstaw obydwu modeli i

zwiazkdéw zachodzacych pomigdzy nimi.
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