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Streszczenie

W pracy zajmujemy si¢ zagadnieniami zwiazanymi z lokalng nieregular-
noscig grafow. Mowimy, ze graf jest lokalnie nieregularny, jesli kazde dwa
sgsiednie wierzcholki majg rézne stopnie. Praca dotyczy zaréwno hipotez dla
ktorych znane sa juz czesciowe rezultaty, jak na przyktad hipotezy o roz-
ktadzie grafu na trzy podgrafy lokalnie nieregularne, ktéra jest analogiem
hipotezy 1-2-3, czy tez hipotezy (2,2) mdéwiacej, ze graf spojny o co najmniej
czterech wierzchotkach mozna roztozyé na dwa grafy, w ktérych mozemy
rozrozni¢ sasiednie wierzchotki sumami za pomoca co najwyzej dwoch kolo-
row, jak i nowych postawionych niedawno w pracach mojego wspotautorstwa.
W pierwszej czesci stawiamy hipoteze o rozktadnie multigrafu powstatego z
grafu G przez podwojenie wszystkich krawedzi G na dwa multigrafy lokalnie
nieregularne i dowodzimy ja dla wybranych klas graféw. Ponadto zajmuje-
my si¢ ograniczeniami gérnymi na liczbe lokalnie nieregularnych multigraféw
wystepujacych w rozktadzie dowolnego takiego multigrafu i wybranych klas
multigrafow. W nastepnej czesci dowodzimy wzmocniong wersje hipotezy
(2,2), dla wybranych klas graféw. W kolejnej czesci pracy formujemy nowy
problem dotyczacy lokalnej nieregularnosci graféw zwiazany z hipoteza (2,2)
i hipoteza o rozktadzie grafu na trzy podgrafy lokalnie nieregularne, jak row-
niez prezentujemy jego czeSciowe rozwigzanie. W ostatniej czesci rozwazamy
dwa nowe sposoby definiowania lokalnie nieregularnego digrafu, formujemy
dwie hipotezy dotyczgce rozktadéw digraféw na digrafy lokalnie nieregularne
i dowodzimy szereg rezultatow dla poparcia tych hipotez.

Stowa kluczowe

lokalna nieregularno$é¢ graféw, lokalnie nieregularne kolorowanie, ograni-
czenia lokalnie nieregularnego indeksu chromatycznego, lokalna nieregular-
nosé¢ 2-multigraféw, hipoteza (2,2), lokalna nieregularnosé digraféw



Abstract

In this dissertation we investigate concepts related to the local irregula-
rity of graphs. We say that a graph is locally irregular if every two adjacent
vertices have different degrees. The dissertation deals not only with conjec-
tures for which partial results are already known, such as the conjecture of
decomposition of a graph into three locally irregular subgraphs, which is an
analogue of the 1-2-3 Conjecture, and also the (2,2)-Conjecture stating that
a connected graph with at least four vertices can be decomposed into two
graphs in which we can distinguish neighboring vertices by sums using at
most two colors, but also with new conjectures which was recently stated in
papers of my co-authorship. In the first part, we establish a conjecture abo-
ut the decomposition of a multigraph obtained from a graph G by doubling
all edges of GG into two locally irregular multigraphs and prove it for selec-
ted graph classes. Furthermore, we deal with upper bounds on the number
of locally irregular multigraphs occurring in the decomposition of any such
multigraph and selected classes of multigraphs. In the next part, we prove the
strengthened version of the (2,2)-Conjecture, for selected classes of graphs. In
the subsequent part of the dissertation, we present a new problem about the
local irregularity of graphs related to the (2,2)-Conjecture and the conjecture
of decomposition of a graph into three locally irregular subgraphs, as well as
present its partial solution. In the last part, we consider two new methods
of defining a locally irregular digraph, formulate two conjectures about the
decomposition of digraphs into locally irregular digraphs and prove a number
of results which support these conjectures.

Keywords

local irregularity of graphs, locally irregular coloring, bounds for locally ir-
regular chromatic index, local irregularity of 2-multigraphs, (2,2)-Conjecture,
local irregularity of digraphs



Rozdziat 1

Wstep

Celem niniejszej rozprawy doktorskiej jest rozwazenie zagadnien zwiaza-
nych z problemem lokalnej nieregularno$¢ graféw, multigrafow i digraféow. Te
stosunkowo nowe problemy wiazg sie z problemami kolorowania (etykieto-
wania) krawedzi, ktore rozrézniaja w jakis sposob sasiednie wierzchotki, w
szczegblnosei stynna hipoteza 1-2-3 [39]. Inne podejscia do problemu lokal-
nej nieregularnos$ci miedzy innymi dotyczg mozliwosci rozktadu danego grafu
na grafy lokalnie nieregularne to znaczy takie, ze sasiednie wierzchotki ma-
ja rézne stopnie. W pracy zajmiemy sie problemami dotyczacymi rozktadu
multigrafow i digrafow na lokalnie nieregularne podmultigrafy i poddigra-
fy. W zwigzku z tym postawimy hipoteze dotyczaca lokalnej nieregularno-
sci 2-multigraféw (czyli multigrafow uzyskanych z graféw przez podwojenie
wszystkich ich krawedzi) 1 dwie wersje hipotezy odnosnie lokalnej nieregular-
nosci digraféw. Ponadto zbadamy silna wersje hipotezy (2,2) postawionej w
pracy [5], sformujemy nowy problem dotyczacy lokalnej nieregularnosci gra-
fow i przedstawimy jego czesciowe rozwiazanie. Wyzej wymienione zagadnie-
nia bedziemy rozwaza¢ dla wybranych klas grafow, multigraféw i digrafow,
a dodatkowo bedziemy si¢ starali wskazaé¢ gorne oszacowania na liczbe lo-
kalnie nieregularnych multigraféw czy digraféw wystepujacych w rozktadzie
multigrafu lub digrafu odpowiednio na takie podmultigrafy czy poddigrafy.

Rozprawa doktorska zostata opracowana w oparciu o dostepng literature
oraz nastepujace publikacje i manuskrypty [13, 30, 33, 31, 35, 34] mojego
wspotautorstwa. W dalszej czesci tego rozdziatu przedstawiamy podstawo-
we pojecia z torii graféw (oprécz tych dotyczacych digraféw, ktore zostana
zawarte we wstepie do ostatniego rozdzialu) wykorzystywane w pozostalej
czesci pracy oraz doktadng motywacje rozwazanych problemoéw z uwzgled-
nieniem historii tego zagadnienia.



1.1 Podstawowe definicje

W tym podrozdziale przedstawimy podstawowe pojecia teorii grafow, z
ktorych bedziemy korzysta¢ w dalszej czedci rozprawy doktorskiej. Grafem
nazywamy pare G = (V, E), gdzie V jest niepustym zbiorem skonczonym,
a F zawiera si¢ w zbiorze wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbio-
ru V. Elementy zbioru V nazywamy wierzchotkami, a elementy zbioru F
krawedziami. Czesto dla podkreslenia jaki graf opisujemy, bedziemy uzywaé
oznaczenia V(@) oraz E(G) odpowiednio dla zbioréw wierzchotkow i krawe-
dzi grafu G. Jedli e = {u,v} € E(G), to bedziemy pisa¢ e = uv i wéwczas
moéwimy, ze wierzcholki u, v sa sgsiednie. Liczebno$¢ zbioru V(G) nazywamy
rzedem, a liczebnos¢ zbioru E(G) rozmiarem grafu G. Stopniem wierzchotka
v w grafie G, oznaczanym jako d(v), nazywamy liczbe incydentnych krawe-
dzi z v. Minimalny stopien wierzchotka w grafie G oznaczamy przez §(G),
a maksymalny stopien wierzchotka przez A(G). Jezeli stopien wierzchotka v
wynosi jeden, to v nazywamy wierzchotkiem wiszgcym (lisciem), natomiast
jesli wynosi zero, to v jest wierzchotkiem zolowanym. Krawedz zakonczo-
ng wierzchotkiem wiszacym nazywamy krawedzig wiszgcg. Mowimy, ze zbiér
{u € V(G) : uv € E(G)} jest sgsiedztwem wierzchotka v.

Graf H jest podgrafem grafu G, jezeli V(H) C V(G) oraz E(H) C E(G).
Podgrafem grafu G indukowanym przez zbior S C V(G), oznaczanym jako
G5, nazywamy graf H, jezeli V(H) = S oraz E(H) = {uv : u,v € S, uv €
E(G)}. Méwimy, ze podgraf H grafu G jest rozpinajgcy graf G, jezeli V(H) =
V(G). Dopetnieniem grafu G = (V, F) nazywamy graf o zbiorze wierzchotkow
V', gdzie krawedZz uv nalezny do zbioru krawedzi dopetnienia wtedy i tylko
wtedy, gdy uv nie jest krawedzig G.

Izomorfizmem graféw G oraz H nazywamy bijekcje ¢ : V(G) — V(H),
taka ze uwv € E(G) wtedy i tylko wtedy, gdy é(u)p(v) € E(H), dla u,v €
V(G). Jedli istnieje izomorfizm graféw G oraz H to méwimy, ze te grafy sa
izomorficzne.

Teraz przedstawimy definicje kilku typowych klas graféw. Grafem petnym
nazywamy graf, w ktérym kazde dwa wierzchotki sa potaczone krawedzia.
Graf pelny rzedu n oznaczamy przez K,,. Mowimy, ze graf jest r-reqularny,
jesli wszystkie jego wierzcholki majg stopiefi r. Sciezkq nazywamy niepusty
graf P = (V, E) o zbiorze wierzchotkow V' = {wp,v1,..., v} oraz zbiorze
krawedzi E = {vovy, v1vg, ..., vk_1U; }, gdzie wszystkie wierzchotki v; sa réz-
ne. Jesli P = vg...v,_1 jest Sciezka oraz k > 3, to graf C' := P + v,_1vg
jest cyklem. Przez P, oraz C),, oznaczamy odpowiednio Sciezke i cykl o n
wierzchotkach. Grafem planarnym nazywamy graf, ktéry mozna narysowac
na ptaszczyznie bez przecie¢ czyli tak, aby zadne dwie krawedzie sie nie prze-
cinaly na rysunku poza wierzcholkiem, z ktorym obie sg incydentne.



Graf G nazywamy spdjnym, jesli dla dowolnych dwoch wierzchotkow
u,v € V(G) istnieje w grafie G $ciezka taczaca u oraz v. Skladowq spdj-
ng grafu G nazywamy maksymalny podgraf spéjny grafu G. Graf G jest
k-spajny, jezeli k < |G| oraz dla kazdego S C V(G) liczebnosci mniejszej
niz k graf G — S jest spojny. Spdjnoscig grafu G nazywamy najwicksza licz-
be k, dla ktérej G jest k-spojny. Drzewem nazywamy graf spojny bez cykli.
Ukorzenionym drzewem nazywamy drzewo T' z wyr6éznionym wierzchotkiem
r nazywanym korzeniem. Dla kazdego wierzchotka v niebedacego korzeniem
r drzewa T, rodzicem v nazywamy sasiada wierzchotka v na (jedynej) Sciezce
z korzenia do v w T, natomiast synem (dzieckiem) kazdego innego sasiada v.

Skojarzeniem w grafie G nazywamy dowolny zbiér krawedzi niezaleznych
grafu G, to znaczy takich, ktore nie maja wspolnych wierzchotkéw. Mowimy,
ze skojarzenie M jest peine, jesli kazdy wierzchotek grafu nalezy do pewnej
krawedzi w M. Zbiorem niezaleinym w grafie G = (V| F) nazywamy zbiér
wierzchotkéw pomiedzy ktorymi nie ma zadnej krawedzi. Zbior wierzchotkow
C CV jest pokryciem wierzchotkowym grafu G = (V, E), jesli kazda krawedz
G ma co najmniej jeden koniec w zbiorze C. Klikq w grafie G nazywamy
maksymalny podgraf petny G.

Odlegloscig pomiedzy dwoma wierzchotkami u oraz v w grafie spojnym
nazywamy dtugosé najkrotszej $ciezki pomiedzy tymi wierzchotkami. Fkscen-
trycznoscig wierzchotka v grafu spéjnego G, oznaczana przez ecc(v), nazy-
wamy odlegto$¢ pomiedzy wierzchotkiem v i najbardziej od niego oddalonym
wierzchotkiem w grafie G. Przez promien grafu spéjnego GG rozumiemy mini-
mum sposrod ekscentrycznosci wierzchotkow grafu spojnego G. Wierzchotek
grafu spéjnego G nazywamy centralnym jesli jego ekscentrycznosé jest réwna
promieniowi G. Krawedzia centralng nazywamy krawedz, ktorej koncami sg
wierzchotki centralne.

Kolorowaniem (wierzcholkow) grafu G = (V, E') nazywamy odwzorowanie
c:V — (), gdzie zbiér C nazywamy zbiorem kolorow. Kolorowanie jest
wlasciwe jesli sasiednie wierzchotki majg rézne kolory.

Graf G = (V, E) nazywamy grafem dwudzielnym, jesli istnieje podzial
zbioru V(G) na dwa zbiory niezalezne. Podobnie definiujemy graf trojdzielny.
Dwudzielny graf pelny oznaczamy przez K, 4, a tréjdzielny petny przez K, , .,
gdzie p, q oraz r oznaczajg liczebnosci zbioréw niezaleznych. Dwudzielny graf
pelny K ,, dla n > 1 nazywamy gwiazdg.

1.2 Uwagi historyczne

Zagadnienia dotyczace rozrdzniania wierzchotkow pojawity sie w poto-
wie lat 80-tych najpierw w wersji globalnej to jest rozrézniania wszystkich



wierzchotkéw grafu. Najczesciej jako geneze wymienia si¢ proby zdefiniowania
grafu w pelni nieregularnego. Jak wiadomo, nie istnieje graf majacy wszyst-
kie stopnie rézne. Ale stwierdzenie to nie jest prawdziwe dla multigrafow.
Stosunkowo tatwo wida¢, ze zamieniajac krawedzie na multikrawedzie jeste-
Smy w stanie z prawie kazdego grafu uzyska¢ multigraf w petni nieregularny.
Wyjatkami sg grafy zawierajace krawedzie izolowane lub co najmniej dwa
wierzchotki izolowane.

Proces ten mozemy opisa¢ precyzyjniej w nastepujacy sposob. Niech
G = (V, E) bedzie grafem, a f funkcjg okreslona na zbiorze krawedzi grafu G,
f:+E — {1,2,...,k}. Funkcje te bedziemy najczesciej nazywaé kolorowa-
niem krawedzi grafu, cho¢ w literaturze mozna spotka¢ inne nazwy jak na
przyktad etykietowanie, czy wazenie.

Dla wierzchotka x € V' potézmy o(x) = > ,c. f(e). Dwa wierzcholki z,
y sa rozréoznione jesli o(x) # o(y). Zauwazmy, ze interpretujac kolor kra-
wedzi jako jej zwielokrotnienie, wyrazenie o(x) jest réwne stopniowi
wierzcholtka x w otrzymanym multigrafie, a multigraf ten jest w pefn:
niereqularny czyli wszystkie wierzchotki sa rozréznione (zobacz rysunek 1.1).

3

3 4 5

Rysunek 1.1: Kolorowanie grafu K3 i odpowiadajacy mu multigraf.

Kolorowanie f daje takze inne mozliwo$ci rozrdzniania wierzchotkow
grafu. W istocie, definiuje ono dla kazdego wierzchotka multizbior koloréw
obecnych na krawedziach incydentnych z danym wierzchotkiem, mozna wiec
uznaé, ze wierzchotki sg rozroznione jesli odpowiednie multizbiory sg rézne.
Trzecig naturalng mozliwoscia jest potraktowanie multizbioréw jako zbiorow.
Wszystkie te mozliwosci zostaly zauwazone i byty przedmiotem rozwazan od
samego poczatku.

I tak, problem rozrozniania za pomocg zbiorow wystepuje po raz pierwszy
w pracy Harary’ego i Plantholta [36] z 1985 roku, problem rozrézniania za
pomoca sum jest przedmiotem pracy Chartranda i in. [29] z 1986 roku. Naj-
pozniej, bo dopiero w 1990 roku pojawit si¢ problem rozrézniania za pomoca
multizbioréw w pracy Aignera i Triescha [1].

Idea, aby rozwazy¢ przypadek, kiedy kolorowanie f jest wtasciwe, poja-
wila sie niezaleznie w dwoch miejscach. W Koszycach, w pracy magisterskiej



R. Sotéka, oraz w Memphis, w pracy doktorskiej A. Burris. Odpowiednie
publikacje ukazaly si¢ z pewnym opdznieniem (zobacz [26] i [25]).

Wiek XXI przyniost dwa kolejne, istotne pomysty.

Pierwsza idea polegala na rozréznianiu tylko sasiednich (czyli potaczo-
nych) wierzchotkéw i po raz pierwszy wystapita w pracy [43] o wlasciwym
kolorowaniu krawedzi i rozréznianiu za pomocg zbioréw kolorow. Autorami
pracy byli Liu, Zhang i Wang. Niedlugo potem, Karonski, L.uczak i Thomas-
son przeniesli powyzszg idee na kolorowanie ogdlne i rozréznianie za pomoca
sum formutujac przy okazji hipoteze 1-2-3 [39] (zobacz ponizej), ktora wkrot-
ce stata si¢ bardzo popularna.

Z kolei, w pracy [3] autorzy (Baca i in.) po raz pierwszy rozwazali ko-
lorowanie totalne tzn. kolorowanie krawedzi i wierzchotkow grafu oraz roz-
roznianie za pomocg sum powigkszonych o kolor wierzchotka. Precyzyjniej,
kolorowanie jest teraz funkcja f: VUFE — {1,2,...,k}, a wyrazenie rozroz-
niajace dla wierzchotka € V ma postaé o(x) = f(x) + X ,c. f(e).

W niniejszej rozprawie doktorskiej zajmiemy sie problemami zwigzanymi
z ideg rozrdozniania sgsiednich wierzchotkéw sumami w kolorowaniu ogolnym
krawedzi grafu. Zauwazmy, ze jesli sgsiednie wierzchotki sa rozréznione w
kolorowaniu krawedzi grafu G, to przedstawiona na poczatku funkcja o(x)
definiuje wlasciwe kolorowanie wierzchotkow G. Ponadto, gdy bedziemy pa-
trze¢ na to kolorowanie krawedzi G jak na tworzenie multigrafu z grafu G
przez zwielokrotnianie jego krawedzi, to otrzymany multigraf bedzie miat sa-
siednie wierzchotki o réznych stopniach. Taki multigraf nazywamy lokalnie
nieregularnym. Zatem wprowadzamy parametr ys(G), ktéry jest najmniej-
szg liczbag catkowity k taka, ze wszystkie sasiednie wierzchotki sg rozroznione.
Takie kolorowanie nazywamy rozrézniajgcym sqsiednie wierzchotki sumams.
Jak wspomnieliSmy wczesniej ten problem zostal wprowadzony w 2004 przez
Karonskiego, fuczaka i Thomassona, ktorzy postawili hipoteze 1-2-3, mo-
wiaca, ze dla kazdego grafu GG niezawierajacego izolowanych krawedzi mamy

Stabsza wersja tego kolorowania krawedzi rozrézniajacego sasiednie wierz-
chotki sumami jest kolorowanie krawedzi rozrozniajgce sqgsiednie wierzchol-
ki multizbiorami. Dla kazdego wierzchotka x z grafu G oznaczamy przez
M(z) == [f(e) : x € e] multizbiér koloréw krawedzi incydentnych z wierz-
chotkiem z. W tym kolorowaniu dwa sasiednie wierzchotki x oraz y sg roz-
réznione, jesli M (x) # M (y). Definiujemy parametr x/(G) jako najmniejsza
liczbe catkowity k, dla ktérej istnieje kolorowanie grafu G rozrézniajace sa-
siednie wierzchotki multizbiorami.

Mozemy tatwo zauwazy¢, ze kazdy graf G spelia x/(G) < xu(G), po-
niewaz jesli sumy sag roézne, to multizbiory sa takze rézne. Najlepszym zna-
nym rezultatem dotyczacym kolorowania krawedzi rozrozniajacego sasiednie
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wierzchotki multizbiorami jest nastepujace twierdzenie z 2018, ktore zostato
udowodnione przez Vuckoviéa w [54].

Twierdzenie 1 ([54]). Dla kazdego grafu G nie zawierajgcego izolowanych
krawedzi mamy xn (G) < 3. O

Przez wiele lat najlepszym ogélnym znanym rezultatem dotyczacym hi-
potezy 1-2-3 bylo, ze kazdy graf niezawierajacy izolowanych krawedzi spel-
nia xx(G) < 5 1 zostalo to udowodnione przez Kalkowskiego, Karonskiego i
Pfendera w [38]. Pojawilo sie réwniez kilka innych wynikéw dotyczacych tej
hipotezy w zwiazku z czym odsytamy czytelnika do artykutu przegladowego
[50]. W ostatnich latach hipoteza byta intensywnie badana i w przypadku
graféw regularnych Przybyto udowodnit w [49], ze kazdy d-regularny graf G,
spetia yx(G) < 4, i jedli d > 108, to G spemia yx(G) < 3. Nastepnie w
[41] Keusch udowodnil, ze kazdy graf nie zawierajacy izolowanych krawedzi
spelnia xx(G) < 4. Ostatecznie w 2024 hipoteza 1-2-3 zostata potwierdzona
przez Keuscha, ktéry udowodnil ponizsze twierdzenie w [40)].

Twierdzenie 2 ([40]). Dla kazdego grafu G niezawierajgcego izolowanych
krawedzi zachodzi x(G) < 3. 0

W 2015 Baudon, Bensmail, Przybyto i WozZniak w pracy [9] zaproponowali
inne podejscie do zagadnienia lokalnej nieregularnosci graféw, ktore zostato
zainspirowane obserwacja, ze kazdy lokalnie nieregularny graf G, czyli taki, w
ktérym sasiednie wierzchotki maja rézne stopnie, spetnia y=(G) = xu(G) =
1. Oznaczamy przez lir(G) najmniejsza liczbe catkowita k taka, ze istnieje
rozktad G na k lokalnie nieregularnych graféw. Mozemy tatwo zauwazyc,
ze nie kazdy graf ma taki rozktad. Definiujemy rodzine ¥ rekurencyjnie w
nastepujacy sposob:

e trojkat K3 nalezy do %,

e jesli G jest grafem z rodziny T, to dowolny graf G’ uzyskany z G przez
utozsamienie wierzchotka v € V(G) o stopniu dwa, ktéry nalezy do
trojkata w G, z koncowym wierzchotkiem Sciezki parzystej diugosci
lub z koncowym wierzchotkiem Sciezki nieparzystej dtugosci takiej, ze
inny jej koncowy wierzchotek jest utozsamiony z wierzchotkiem nowego
trojkata, nalezy do .

Rodzina ¥’ sklada sie z rodziny T, wszystkich Sciezek nieparzystej dlugosci
i wszystkich cykli nieparzystej dtugosci. W [9] Baudon, Bensmail, Przybyto
i Wozniak udowodnili, ze jedynie grafy z rodziny ¥’ nie maja rozktadu na
lokalnie nieregularne grafy.
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Jedli graf G spelnia lir(G) < k, to xu(G) < k. Jest to prawda, ponie-
waz w rozktadzie grafu G na k lokalnie nieregularnych graféw kazde dwa
sasiednie wierzchotki w G maja rézne stopnie w co najmniej jednym lokalnie
nieregularnym grafie. Dlatego kazde dwa sasiednie wierzchotki w G majg mul-
tizbiory réznigce sie krotnoscig co najmniej jednego elementu. Zainspirowani
tym faktem Baudon, Bensmail, Przybyto i Wozniak postawili w [9] hipote-
ze o lokalnej nieregularnosci graféw mowiaca, ze kazdy spojny graf G ¢ T’
spehia lir(G) < 3. Jednakze w 2021 Sedlar i Skrekovski udowodnili, ze graf
B zwany muszka (od ang. bow-tie) przedstawiony na rysunku 1.2 nie jest
rozkladalny na trzy lokalnie nieregularne grafy [52] i zapytali, czy istnieja
inne grafy, ktére nie sa rozktadalne na trzy lokalnie nieregularne grafy. Co
wiecej w [51] Sedlar i Skrekovski potwierdzili oryginalng hipoteze o lokalnej
nieregularnodci graféw dla kaktuséw (oprocz muszki B) i sformutowani nowa
wersje tej hipotezy przedstawiong ponizej.

Rysunek 1.2: Muszka B i jej rozktad na cztery lokalnie nieregularne grafy.

Hipoteza 3 (O lokalnej nieregularnosci graféw, Baudon, Bensmail, Przyby-
to, Wozniak [9], Sedlar, Skrekovski [51]). Kazdy graf spéjny G ¢ T z wyjat-
kiem muszki B spelnia lir(G) < 3.

Tutaj warto wspomnie¢ pewne rezultaty dotyczace hipotezy 3. Zostata
ona potwierdzona dla pewnych klas graféw miedzy innymi: drzew [7], cykli
parzystej dtugosci [9], graféw petych [9], graféw dwudzielnych petnych [9],
graféw rozdzielnych [42], graféw r-regularnych gdzie r > 107 [9] i graféw o mi-
nimalnym stopniu co najmniej 10 [47]. Ponadto wiadomo, ze dla grafu sp6j-
nego G ¢ ¥ mamy: lir(G) < 15, jedli G jest planarny [14], lir(G) < 7, jesli G
jest dwudzielny [45] i lir(G) < 4, jesli G jest subkubiczny [45]. Na szczegdlna
uwage zastuguje praca [21] autorstwa Bensmaila, Merkera i Thomassena, w
ktorej zostato udowodnione ponizsze twierdzenie zawierajace pierwsze ogra-
niczenie gorne przez stala lokalnie nieregularnego indeksu chromatycznego
dla dowolnego grafu spojnego.

Twierdzenie 4 ([21]). Kazdy graf spojny G ¢ T' z wyjatkiem muszki B spel-
nia lir(G) < 328. O
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Nastepnie to ograniczenie zostalo obnizone do 220 przez Luzara, Przybyte
i Sotdka w [45].

Ponadto tematyka pracy dotyczy jeszcze jednego podejécia do problemu
lokalnej nieregularnosci bedacego potaczeniem kolorowania krawedzi grafu
rozrézniajacego sasiednie wierzchotki sumami i rozktadu grafu na podgra-
fy lokalnie nieregularne. Opiera sie ono na pojeciu (I, k)-kolorowania. Niech
[, k beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Méwimy, ze graf G ma (I, k)-
kolorowanie, jesli istnieje rozktad grafu na co najwyzej | podgraféow takich,
ze w kazdym z nich mozna rozrézni¢ sasiednie wierzchotki sumami uzywajac
koloréw od 1 do k. Centralng role odgrywa tu hipoteza (2,2) postawiona
przez przez Baudona wraz ze wspétautorami w [5]. Zauwazmy, ze uzywajac
jezyka (I, k)-kolorowan mozemy méwié¢ w przypadku hipotezy 1-2-3 o (1,3)-
kolorowaniu, a hipotezy o rozktadach o (3,1)-kolorowaniu.

Jak wspomnielismy pojecie (I, k)-kolorowania taczy dwa podejscia do za-
gadnienia: rozréznianie przez sumy koloréw (etykiet) oraz przez rozklad na
podgrafy lokalnie nieregularne w ten sposéb, ze najpierw dokonujemy roz-
ktadu, a potem szukamy kolorowania dla poszczegdlnych sktadnikow. Ostat-
ni krag zagadnien omawianych w pracy dotyczy odwrotnej kolejnosci.
Najpierw kolorujemy graf (zamieniamy krawedzie na multikrawedzie), a na-
stepnie tak powstaly multigraf staramy sie roztozy¢ na lokalnie nieregularne
multigrafy. Warto podkresli¢, ze to podejscie daje nowe mozliwos$é, na przy-
ktad trojkat nie ma (2,2)-kolorowania, ale multigraf uzyskany z tréjkata przez
podwojenie kazdej jego krawedzi ma rozktad na dwa multigrafy lokalnie niere-
gularne (zobacz rysunek 1.3). Problematyka ta zostata wprowadzona w pracy
[I. Grzelec, M. Wozniak, On decomposing multigraphs into locally irregular
submultigraphs, Appl. Math. Comput. [35]].

Rysunek 1.3: Rozklad multigrafu uzyskanego z tréjkata przez podwojenie
kazdej jego krawedzi na dwa multigrafy lokalnie nieregularne.

Ponizej bardziej szczegdtowo omowimy zawarto$é pracy.

Drugi rozdziat zawiera rozwazania na temat rozktadéw 2-multigraféw na
podmultigrafy lokalnie nieregularne, w szczegélnosci potwierdzenie postawio-
nej hipotezy o lokalnej nieregularnosci 2-multigraféw dla wybranych klas gra-
fow, miedzy innymi graféw dwudzielnych, kaktuséw i graféw regularnych, jak
rowniez oszacowanie na liczbe lokalnie nieregularnych podmultigrafow wy-
stepujacych w rozktadzie dowolnego 2-multigrafu. Na zakonczenie rozdziatu
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przedstawiamy mozliwe kierunki dalszych badan dla tego zagadnienia. Ten
rozdzial zostal opracowany w oparciu o [I. Grzelec, M. Wozniak, On decompo-
sing multigraphs into locally irregular submultigraphs, Appl. Math. Comput.
[35]], [I. Grzelec, M. Wozniak, Local Irreqularity Conjecture for 2-multigraphs
versus cacti, Opuscula Math. [34]] i [I. Grzelec, A. Onderko, M. Wozniak, On
Local Irregularity Conjecture for 2-multigraphs, arXiv [31]].

W trzecim rozdziale, po wstepie dotyczacym wszystkich trzech hipotez
(2,2) [5] dowodzimy najsilniejsza z nich dla wybranych klas graféw. Na koniec
przedstawiamy mozliwe kierunki dalszych badan w tym zakresie. Te wyniki
zostaty zaczerpniete z [J. Bensmail, M. Boivin, I. Grzelec, C. Marcille, The
Strong (2, 2)-Congecture for more classes of graphs, HAL [13]].

W czwartym rozdziale prezentujemy nowy problem dotyczacy lokalnej
nieregularnosci graféw. Przedstawiamy réwniez rozwigzanie tego problemu
dla wybranych klas graféw, a przy okazji potwierdzamy hipoteze o lokal-
nej nieregularnosci graféw [7] dla dwéch nastepnych klas grafow. Na koniec
prezentujemy uwagi odnosnie drugiej wersji tego problemu wraz z dalszymi
kierunkami badan. Ten rozdzial zostal opracowanym na podstawie [I. Grze-
lec, T. Madaras, A. Onderko, R. Sotdk, On a new problem about the local
irreqularity of graphs, arXiv [30]].

Ostatni piaty rozdzial zawiera wyniki dotyczace dwoch wersji hipotezy
o lokalnej nieregularnosci digraféow, jak réwniez ograniczenia gérne na liczbe
lokalnie nieregularnych digraféow wystepujacych w rozktadzie dowolnego di-
grafu w zaleznosci od wybranej definicji lokalnie nieregularnego digrafu. Te
rezultaty pochodza gtéwnie z [I. Grzelec, A. Onderko, M. WoZniak, Weak
and strong local irreqularity of digraphs, arXiv [33]].
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Rozdziatl 2

Lokalna nieregularnosé
2-multigrafow

Wszystkie wyniki tego rozdzialu pochodza z prac [I. Grzelec, M. Woz-
niak, On decomposing multigraphs into locally irreqular submultigraphs, Appl.
Math. Comput. [35]], [I. Grzelec, M. Wozniak, Local Irregularity Conjecture
for 2-multigraphs versus cacti, Opuscula Math. [34]] i [I. Grzelec, A. Onderko,
M. Wozniak, On Local Irreqularity Conjecture for 2-multigraphs, arXiv [31]].

Zaczniemy od przedstawienia niezbednej terminologii dotyczacej multi-
graféw. Niech G bedzie grafem. Oznaczamy przez M (G) rodzine wszystkich
multigrafow utworzonych z G przez zwielokrotnienie krawedzi, czyli operacje
zamiany krawedzi e = xy, ktéra jest zbiorem {z,y} na skonczony multi-
zbiér [{x,y},...,{z,y}]. Zauwazmy, ze nie musimy zwielokrotniaé wszyst-
kich krawedzi w G. Bedziemy oznaczaé¢ przez G multigraf z rodziny M(G).
W zwigzku z tym mozemy traktowaé¢ multigraf G € M(G) jako graf G z
dodatkowa funkcja u : E — {1,2,...}, gdzie pu(e) jest krotnoscia krawedzi
e. Bedziemy réwniez uzywaé notacji u(e) = 0, aby wyrazié¢ fakt, ze e ¢ G.
Bedziemy oznaczaé przez M (GQ) rodzine wszystkich multigraféw utworzo-
nych z G przez zwielokrotnienie krawedzi, jesli multigrafy maja krawedzie o
krotnosci co najwyzej k. Przez 2-multigraf rozumiemy multigraf, w ktérym
wszystkie krawedzie maja krotno$é¢ doktadnie dwa i oznaczamy go przez 2G.
Multigraf H jest podmultigrafem G, jesli H jest podgrafem G i dla kazdej
krawedzi e z H zachodzi ppy(e) < pga(e). Analogicznie, multigraf H jest in-
dukowanym podmultigrafem G, jesli H jest podgrafem indukowanym G'i dla
kazdej krawedzi e z H zachodzi, ze py(e) = pp(e). Oznaczamy przez d(v)
stopien wierzchotka v w multigrafie (liczbe krawedzi incydentnych z wierz-
chotkiem v z uwzglednieniem krotnosci). Méwimy, ze multigrafy Gl oraz ég
tworza, rozkiad multigrafu G, jesli dla kazdej krawedzi e z grafu G mamy

e, (€) + pa,(e) = pale).
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Uwaga 5. Gdy rozwazamy rozklad multigrafu, to czesto uzywamy jezyka
kolorowan krawedzi. Kiedy rozktadamy multigraf na dwa multigrafy uzywa-
my czerwono-niebieskiego kolorowania, czyli kolorujemy krawedzie pierwsze-
go multigrafu na czerwono, a drugiego na niebiesko. Oznaczamy przez cir(v)
oraz przez ch(v) stopien wierzchotka v w odpowiednio czerwonym i niebieskim
multigrafie.

Zanim przedstawimy naszg gtéwng hipoteze w tym rozdziale, to podamy
jeszcze kilka definicji. Przez lokalnie nieregularne kolorowanie krawedzi mul-
tigrafu M rozumiemy takie kolorowanie M, w ktérym kazdy kolor indukuje
lokalnie nieregularny podmultigraf M. Mowimy, ze multigraf jest lokalnie nie-
reqularnie kolorowalny, jesli ma lokalnie nieregularne kolorowanie krawedzi.
Lokalnie nieregularny indeks chromatyczny lokalnie nieregularnie kolorowal-
nego multigrafu M, oznaczany przez lir(M), jest najmniejsza liczba koloréw
potrzebnych w lokalnie nieregularnym kolorowaniu M. W tym rozdziale sku-
pimy sie na lokalnie nieregularnym kolorowaniu 2-multigrafu 2G uzyskanym
z grafu G przez podwojenie kazdej jego krawedzi.

Hipoteza 6 (O lokalnej nieregularnosci 2-multigrafow, Grzelec, Wozniak
[35]). Dla kazdego spdjnego grafu G, ktéry nie jest izomorficzny z K, multi-
graf G uzyskany przez podwojenie kazdej krawedzi G spetnia lir(?G) < 2.

Uwaga. W hipotezie 6 dopuszczamy multikrawedzie, ktére sa pokoloro-
wane oboma kolorami czerwonym i niebieskim, podczas gdy w innych te-
go typu problemach, jak na przyklad standardowa hipoteza (2,2) (ktora
oméwimy w kolejnym rozdziale) wszystkie elementy tworzace multikrawedz
muszg mie¢ ten sam kolor. Mowimy, ze multikrawedz jest pokolorowana na
czerwono-niebiesko, jesli jeden element multikrawedzi jest czerwony, a drugi
niebieski.

W tym rozdziale pokazemy, ze hipoteza 6 jest prawdziwa: dla prostych
klas grafow takich jak $ciezki, cykle, kota, grafy pelne i grafy grafy k-dzielne
pelne w podrozdziale 1, dla graféw dwudzielnych w podrozdziale 2, dla kak-
tusow w podrozdziale 3, dla graféw regularnych w podrozdziale 4 i dla grafow
rozdzielnych w podrozdziale 5. Nastepnie w dwdch kolejnych podrozdziatach
6 oraz 7 przedstawimy gérne ograniczenia lokalnie nieregularnego indeksu
chromatycznego dla 2-multigraféw uzyskanych odpowiednio z graféw planar-
nych i graféw subkubicznych (o ile sa lokalnie nieregularnie kolorowalne). W
podrozdziale 8 udowodnimy ogdlne ograniczenie gérne lokalnie nieregularne-
go indeksu chromatycznego dla wszystkich spojnych 2-multigrafow, ktére nie
sq izomorficzne z 2K,. Na koniec w podrozdziale 9 przedstawimy mozliwe
kierunki dalszych badan odnosnie hipotezy 6.
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2.1 Proste klasy graféw

W tym podrozdziale rozwazymy hipoteze¢ o rozktadzie 2-multigraféw dla
Sciezek, cykli, kot, graféw pelnych i grafow k-dzielnych pelnych. Przez P,
bedziemy oznaczamy Sciezke na n wierzchotkach, a przez W, koto rzedu n,
ktore sktada si¢ z cyklu dtugosci n — 1 oraz wierzchotka centralnego potaczo-
nego ze wszystkimi wierzchotkami na tym cyklu. Ponadto bedziemy nazywac
multicyklem 1 multisciezkq graf uzyskany odpowiednio z cyklu i Sciezki przez
podwojenie kazdej krawedzi.

Twierdzenie 7 ([35]). Hipoteza 6 zachodzi dla Sciezek, cykli oraz kél.

Dowéd. Na poczatku rozwazamy multiéciezki 2P, parzystej dtugosci. Kolo-
rujemy pierwsze dwie multikrawedzie na niebiesko, kolejne dwie na czerwono
i powtarzamy ten cigg koloréow dopodki nie pokolorujemy catej multisciezki.
Nastepnie rozwazamy multisciezki nieparzystej dtugosci, ktére nie sa izo-
morficzne z 2K,. Kolorujemy pierwsza multikrawedZ na niebiesko, druga na
czerwono-niebiesko, trzecig na czerwono, a nastepnie kolorujemy pozostate
multikrawedzie w taki sam sposéb jak multisciezke parzystej dtugosci.

Rysunek 2.1: Lokalnie nieregularne kolorowanie multicykli.

W przypadku multicykli najpierw rozwazamy te, ktére maja dtugosci od
trzy do siedem i kolorujemy je tak jak na rysunku 2.1. Kolorowanie dtuzszego
multicyklu uzyskujemy przez dodanie multisciezki dtugosci podzielnej przez
cztery, pokolorowanej w taki sam sposob jak powyzej, do odpowiedniego mul-
ticyklu dhugosci od cztery do siedem po dwoch czerwonych multikrawedziach.

Rozwazamy multigraf 2, uzyskany z kota W,. Najpierw kolorujemy
multicykl o dhugosci n — 1 uzywajac powyzszej metody. Nastepnie koloru-
jemy wszystkie incydentne multikrawedzie z wierzchotkiem centralnym na
czerwono. Zauwazmy, ze wierzchotek centralny w 2-multigrafie 2W,, ma wiek-
szy stopiefi niz inne wierzchotki w 2W,, dla n > 4. Jesli n = 4, to mozemy
tatwo zauwazy¢, ze wszystkie wierzchotki maja rézne czerwone i niebieskie
stopnie. 0
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Twierdzenie 8 ([35]). Hipoteza 6 zachodzi dla graféw pelnych i grafow k-
dzielnych petnych dla k > 2.

Dowdd. Zatézmy, ze zadne multigrafy rozwazane w tym dowodzie nie sg izo-
morficzne z 2K,.

2-multigraf pelny. Konstruujemy kolorowanie tego multigrafu zaczy-
najac od kolorowania 2Cy przedstawionego na rysunku 2.1. Nastepnie kolo-
rujemy na niebiesko wszystkie multikrawedzie z czwartego wierzchotka do
wierzchotkéw, ktore maja pokolorowane czes¢ multikrawedzi. Dalej koloruje-
my na czerwono wszystkie multikrawedzie z piatego wierzchotka do wierzchot-
kow, ktore majg pokolorowane czesé multikrawedzi. Nastepnie kolorujemy na
niebiesko wszystkie multikrawedzie z sz6stego wierzchotka do wierzchotkow,
ktore maja pokolorowane czes¢ multikrawedzi. Kontynuujemy te procedure
dopodki nie pokolorujemy catego 2-multigrafu.

2-multigraf k-dzielny pelny. Najpierw zatozmy, ze £k = 2 i oznaczmy
zbiory niezalezne przez X oraz Y. Niech | X| = p oraz |Y| = ¢. Jesli p # ¢, to
2-multigraf ?K,, jest lokalnie nieregularny. W przeciwnym przypadku, jesli
p = q to wybieramy jeden wierzchotek v i kolorujemy wszystkie incydentne
multikrawedzie z v na czerwono, a wszystkie pozostate multikrawedzie na
niebiesko. Mozemy tatwo zauwazy¢, ze to kolorowanie jest lokalnie nieregu-
larne.

Zatozmy, ze k = 3 i oznaczmy zbiory niezalezne przez X, Y oraz Z. Niech
| X| =p, |Y| = qoraz |Z| = r. Jesli p, q, r sa parami rézne to 2-multigraf
2K, .+ jest lokalnie nieregularny i kolorujemy wszystkie jego multikrawedzie
na czerwono. Jesli p = ¢ # r, to kolorujemy wszystkie multikrawedzie ze zbio-
ru X do Z na niebiesko oraz wszystkie pozostate multikrawedzie w 2K, ,
na czerwono. Zatem wszystkie wierzchotki w czerwonym 2-multigrafie: w X
maja stopnie réwne 2p, w Y maja stopnie rowne 2p + 2r oraz w Z maja
stopnie rowne 2p. W niebieskim 2-multigrafie wszystkie wierzchotki z X ma-
ja stopnie rowne 2r oraz ze zbioru Z maja stopnie rowne 2p. Zauwazmy, ze
w niebieskim 2-multigrafie nie mamy wierzchotkéw ze zbioru Y. Podobnego
kolorowania uzywamy rowniez, gdy p #q=rorazp=r #q. JeSlip=qg=r
to kolorujemy wszystkie multikrawedzie: ze zbioru X do Z na czerwono, ze
zbioru Y do Z na niebiesko oraz ze zbioru X do Y na czerwono-niebiesko.
Zatem, wszystkie wierzchotki: w X majg czerwone stopnie réwne 3p oraz nie-
bieskie stopnie rowne p, w Y maja czerwone stopnie rowne p oraz niebieskie
stopnie rowne 3p, a w Z maja czerwone i niebieskie stopnie réwne 2p. Zatem
to kolorowanie jest lokalnie nieregularne.

Zatézmy, ze k > 3. Oznaczamy zbiory niezalezne wedlug malejacej (nie
rosnacej) liczby wierzchotkéw przez A, ..., Ax. Jedli dwa zbiory niezalezne
maja taka samg liczbe wierzchotkow to oznaczamy je dowolnie. Najpierw
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kolorujemy podmultigraf indukowany przez zbiory niezalezne Ay, As, A3 uzy-
wajac tej samej metody co w przypadku 2-multigrafu trojdzielnego petnego
z poprzedniego przypadku. Nastepnie kolorujemy wszystkie multikrawedzie
ze zbioru A4 do zbioréow A;, As, A3 na niebiesko. Dalej kolorujemy wszystkie
multikrawedzie ze zbioru As do zbioréw Ai,..., A na czerwono. Nastep-
nie kolorujemy wszystkie multikrawedzie ze zbioru Ag do zbioréw Ay, ..., As
na niebiesko. Kontynuujemy te¢ procedure dopodki nie pokolorujemy catego
2-multigrafu. Mozemy tatwo zauwazy¢, ze to kolorowanie jest lokalnie niere-
gularne. O

2.2 Grafy dwudzielne

Na poczatku przedstawimy notacje i lemat, ktory bedzie nam po-
trzebny do dowodu gléwnego rezultatu dla graféw dwudzielnych. Niech
G bedzie grafem. Dla zbioru wierzchotkéow S definiujemy sasiedztwo jako
N(S) := US N(s). Blizniakami nazywamy dwa wierzcholki z oraz y, takie ze

sE

N(z) = N(y). Przez zbior blizniakéw rozumiemy zbioér niezaleznych wierz-
chotkéw o tym samym sasiedztwie. Zauwazmy, ze relacja bycia blizniakiem
jest zwrotna. Nastepujacy lemat zostal udowodniony w [37].

Lemat 9. Niech G = (X,Y; E) bedzie spdjnym grafem dwudzielnym. Wow-
czas istnieje niepusty zbior blizniakéw S, taki Ze graf G — (S U N(S)) jest
spojny. O

Teraz jesteSmy gotowi do udowodnienia gtéwnego rezultatu dla grafow
dwudzielnych.

Twierdzenie 10 ([35]). Dla kazdego spojnego grafu dwudzielnego G, ktory
nie jest izomorficzny z Ko multigraf *G speinia lir(*G) < 2.

Dowdd. Niech G = (X,Y; F) bedzie spéjnym grafem dwudzielnym. Rozwa-
zymy trzy gtowne przypadki.

Przypadek 1. Co najmniej jedna sposréd liczebnos$ci zbioréw |X|
oraz |Y| jest parzysta.

Zalézmy, ze | X| jest parzysta. Niech X = {z1,29,...,x9,}. Dla kazdego i, 1 <
1 < p, niech P; bedzie Sciezka taczaca wierzchotek xy; 1 z wierzchotkiem xo;
w grafie G. Rozwazamy multigraf 2G. Zaczynamy od multigrafu z wszystki-
mi multikrawedziami pokolorowanymi na niebiesko. Wierzcholek nazywamy
nieparzystym, jesli ma nieparzysty stopien czerwony i niebieski, analogicznie
wierzchotek nazywamy parzystym jesli ma parzysty stopnien czerwony i nie-
bieski. Zauwazmy, ze wszystkie wierzchotki sg albo parzyste albo nieparzyste,
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poniewaz w 2-multigrafie kazdy wierzchotek ma parzysta sume czerwonego i
niebieskiego stopnia. Nastepnie, dla kazdego 7, 1 < ¢ < p, zamieniamy kolory
wzdhuz $ciezki P;. Zatem na koncu tego procesu kazdy wierzchotek w X jest
nieparzysty oraz kazdy wierzchotek w Y jest parzysty, czyli otrzymujemy teze
w tym przypadku. Ten zbidr Sciezek nazywamy systemem Sciezek o koncach
w X.

W dwéch pozostatych przypadkach zatézmy, ze liczebnosci | X| oraz |Y|
sa nieparzyste. Z lematu 9, istnieje zbioér blizniakow S, taki ze G — (SUN(S5))
jest spojny. Bez straty ogdlnosci mozemy zaltozy¢, ze S C X. Zauwazmy, ze
podgraf indukowany przez S U N(S) jest grafem dwudzielnym pelym. Jesli
mamy wiecej niz jeden taki zbior S, to bierzemy S z najmniejsza |S|+|N(S)].
Ten ostatni warunek implikuje w szczegoélnosci, ze kazdy wierzchotek y w
N(S) ma sasiada w X \ S. Istotnie przypu$émy, ze istnieje wierzchotek y w
N(S) speliajacy N(y) = S. Zbiér wszystkich takich wierzchotkéw y byltby
zbiorem blizniakow, czyli otrzymujemy sprzecznos¢ z zasadami wyboru S.
Niech X' := X\ S, T := N(S), Y := Y \ N(5), s := |S| oraz t := |T.
Zauwazmy, ze nie mamy zadnej krawedzi pomiedzy zbiorami S oraz Y' w
grafie G (zobacz rysunek 2.2). Podwajamy wszystkie krawedzie w grafie G.
Bedziemy rozwaza¢ dwa pozostate przypadki.

Przypadek 2. Przypusémy, ze s jest nieparzyste.

Najpierw rozwazmy podprzypadek, gdy s # t. Zauwazmy, ze |X'| jest parzy-
sta. Zatem kolorujemy podmultigraf indukowany przez X' UY’ w 2G uzy-
wajac systemu Sciezek o konicach w X'. Bardziej precyzyjnie kolorujemy ten
system Sciezek o koncach w X’ na czerwono, a reszte multikrawedzi w tym
podmultigrafie na niebiesko. Nastepnie kolorujemy wszystkie multikrawedzie
pomiedzy zbiorami wierzchotkow S oraz T' na niebiesko i kolorujemy wszyst-
kie multikrawedzie pomiedzy T oraz X' na czerwono (zobacz rysunek 2.2).
Mozemy latwo zauwazy¢, ze to kolorowanie 2G jest lokalnie nieregularne.
Istotnie niebieski multigraf ma dwie sktadowe: multigraf indukowany przez
SUT oraz multigraf indukowany przez X UY” bez systemu Sciezek o koncach
w X'. Z naszego zaltozenia, iz s # t, wiemy ze niebieski multigraf indukowany
przez S UT jest lokalnie nieregularny. Ponadto zauwazmy, ze w niebieskim
multigrafie indukowanym przez X U Y’ bez systemu $Sciezek o koncach w
X' oraz czerwonym multigrafie wszystkie wierzchotki w X’ sg nieparzyste i
wszystkie wierzchotki w Y sa parzyste.

Rozwazamy sytuacje, gdy s = t. Zauwazmy, ze | X’| jest parzysta. Zatem
kolorujemy podmultigraf indukowany przez X'UY’ w 2G uzywajac tej samej
metody jak w sytuacji gdy s # t. Nastepnie kolorujemy wszystkie pozostate
multikrawedzie w 2G na niebiesko. Zauwazmy, ze multigraf indukowany przez
S UT jest niebieski. Zatem to kolorowanie G jest lokalnie nieregularne, po-
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Rysunek 2.2: Kolorowanie dwudzielnego 2-multigrafu 2G w przypadku 2, gdy
s # t (po lewej stronie) i w przypadku 3, gdy s # ¢ (po prawej stronie).

niewaz wszystkie wierzchotki w S maja niebieskie stopnie réwne 2t i sg rézne
od niebieskich stopni wierzchotkow w T', co wiecej wszystkie wierzchotki w
X' sg nieparzyste, a w Y parzyste. Tym samym zakonczyliSmy dowdd w tym
przypadku.
Przypadek 3. Przypusémy, ze s jest parzyste.
Bedziemy rozwaza¢ dwa gtowne podprzypadki. Niech xy bedzie dowolnym
wierzchotkiem w S, a yp jego sasiadem w T. Ponadto, niech zy bedzie sa-
siadem yo w X’'. Kolorujemy multikrawedzie xqyy oraz ypzo na czerwono-
niebiesko. Zauwazmy, ze | X'\ {20}| jest parzysta. Zatem kolorujemy pod-
multigraf indukowany przez (X' \ {z0}) UY’ w 2G uzywajac systemu $ciezek
o koncach w X"\ {z}. Bardziej precyzyjnie kolorujemy ten system $ciezek o
konicach w X'\ {20} na czerwono, a reszte multikrawedzi w tym podmulti-
grafie na niebiesko. Nastepnie kolorujemy wszystkie multikrawedzie z wierz-
cholka zy do jego sgsiadéw w Y’ na niebiesko. Zauwazmy, ze system Sciezek
o koncach w X'\ {2z} i Sciezka xgyozo tworza system $ciezek o koncach w
X' U{xo}. Ta czesé kolorowania 2G jest wspélna dla wszystkich podprzypad-
kow.

Podprzypadek 3a. Przypu$émy, ze s # t.
Kolorujemy wszystkie multikrawedzie pomiedzy T oraz X' na czerwono, z
wyjatkiem multikrawedzi 1029, ktéra kolorujemy na czerwono-niebiesko. Na-
stepnie kolorujemy wszystkie pozostate multikrawedzie w 2G na niebiesko.
To kolorowanie 2G jest zaprezentowane na rysunku 2.2.
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Zauwazmy, ze w tym kolorowaniu 2G wszystkie wierzchotki w X'U{z,} sa
nieparzyste, a w Y parzyste. Ponadto zauwazmy, ze wszystkie wierzchotki w
S\ {zo} maja niebieskie stopnie réwne 2t i wszystkie wierzchotki w T wraz
z Yo maja niebieskie stopnie réwne 2s. Zatem to kolorowanie jest lokalnie
nieregularne.

Podprzypadek 3b. Przypusémy, ze s = t.

Zaczynamy nasze kolorowanie 2G od cze$ci wspolnej dla wszystkich
podprzypadkéw. Nastepnie kolorujemy wszystkie multikrawedzie pomie-
dzy wierzchotkami ze zbioru T \ {yo} oraz X’ na niebiesko. Dalej ko-
lorujemy wszystkie multikrawedzie z yo do X', z wyjatkiem 19z na
niebiesko. Na koncu kolorujemy wszystkie pozostate multikrawedzie w
2-multigrafie 2G' na niebiesko. To wyjéciowe kolorowanie dwudzielnego
2-multigrafu ?G, gdy s jest parzyste i s =t jest pokazane na rysunku 2.3.

X Y X Y
m\k======3z Yt
2=z=""2%
- T2 ‘//’/ .
S Ky T S 227, T
L .7 .
L~ s,t
[~
Tof \IT -~~~ - Yo To| \Y~ -~ - Yo
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7, 7,
7, 7z,
7,
Z, 7z, Z
g/ g/
A Z
20 20
X/ _____ Y/ Xl _____ Y/

Rysunek 2.3: Wyjéciowe kolorowanie dwudzielnego 2-multigrafu 2G w przy-
padku 3, gdy s = ¢ (po lewej stronie) i w przypadku 3, gdy s = t oraz jest
doktadnie jedna multikrawedz pomiedzy yo i zbiorem X’ (po prawej stronie).

Zauwazmy, ze w tym kolorowaniu 2G wszystkie wierzchotki w X' U{z,} sa
nieparzyste, a w Y parzyste. Co wigcej kazdy wierzcholek z ze zbioru S\ {z}
ma dy(z) = 2t oraz kazdy wierzchotek y ze zbioru T\ {yo} ma dy(y) > 2s+2.
Ponadto widzimy, ze db(yo) > 2s. Jesli mamy wiecej niz jedng multikrawedz
pomiedzy yo i zbiorem X' to wierzcholek yo ma dy(yo) > 2s + 2. Zatem w
tej sytuacji nie mamy konfliktu pomiedzy wierzchotkami z S\ {x¢} oraz T,
a wiec to kolorowanie jest lokalnie nieregularne.

Teraz rozwazamy szczegdlng sytuacje, gdy s = t oraz jest doktadnie jedna
multikrawedZ pomiedzy wierzchotkiem yq i zbiorem X' dla kazdego wierz-
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chotka yo € T'. Niech vy, bedzie dowolnym wierzchotkiem w 7' r6znym od .
Przekolorowujemy wszystkie multikrawedzie z wierzchotka y; do zbioru S na
czerwono w wyjsciowym kolorowaniu dwudzielnego 2-multigrafu %G, gdy s
jest parzyste oraz s =t (zobacz rysunek 2.3). Zatem kazdy wierzchotek x ze
zbioru S\ {zo} ma dy(z) = 2t — 2 i kazdy wierzchotek y ze zbioru T'\ {yo, v:}
ma dy(y) > 2s + 2. Ponadto widzimy, ze dy(yo) = 2s. Co wiecej zauwai-
my, ze nie mamy konfliktu wywotanego przez czerwone stopnie w 2G. Zatem
otrzymujemy teze w tym podprzypadku. O]

Z powyzszego twierdzenia natychmiast wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 11. Dla kazdego drzewa T, ktore nie jest izomorficzne z Ko mamy
lir(*T) < 2.

2.3 Kaktusy

Kaktusem nazywamy graf spéjny, w ktérym kazde dwa cykle sg krawe-
dziowo roztaczne. Kaktusy sa wazna klasg grafow dla problemu lokalnie niere-
gularnego kolorowania 2-multigraféw, poniewaz w przypadku graféw jedyny
graf wymagajacy czterech kolorow w lokalnie nieregularnym kolorowaniu jest
kaktusem, a ponadto wszystkie grafy, ktore nie maja lokalnie nieregularnego
kolorowania tez nalezg do tej klasy graféw. A wiec nasuwa si¢ pytanie, czy
w przypadku 2-multigraféw uzyskanych z kaktuséw nie znajdziemy jakiegos$
kontrprzyktadu do hipotezy 67

Zanim udowodnimy gltowny rezultat dotyczacy kaktuséow potrzebujemy
przedstawi¢ notacje i wazny lemat dotyczacy drzew. W dowodzie twierdze-
nia dotyczacego kaktuséw bedziemy czesto uzywaé lokalnie nieregularnego
kolorowania ukorzenionych multidrzew przedstawionego w dowodzie tego le-
matu. Bedziemy oznaczaé przez T'(r) drzewo ukorzenione w wierzchotku r.
Przez krawedz liscia rozumiemy krawedz, ktora zawiera wierzchotek beda-
cy lisciem w drzewie T. Krzewem nazywamy dowolne drzewo ukorzenione
w lidciu. Jedyna krawedZ w krzewie incydentna z korzeniem nazywamy kra-
wedziq korzenia krzewu. Gatezig ukorzeniong w wierzchotku x, oznaczana
przez B(x), bedziemy nazywaé nastepujacy podgraf w ukorzenionym drze-
wie T. Jedli wierzchotek z ma jednego syna 2/ w drzewie T to gataz B(x)
zawiera: krawedz xa’, krawedzie z wierzchotka x’ do wszystkich jego synéw
Ty, ..., Tk, oraz jesli z; ma tylko jednego sasiada x;, ktory jest lisciem w drze-
wie T' to dotaczamy do gatezi B(r) krawedz liscia a2 dla j = 1,... k. Jedli
wierzchotek = ma wiecej niz jednego syna w drzewie T' to galaz B(x) zawiera:
krawedzie z wierzchotka x do wszystkich jego synéw xi, ..., xy, oraz jesli z;
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ma tylko jednego sasiada z, ktéry jest lidciem w drzewie T' to dotaczamy do
galezi B(x) krawedz liscia ;2 dla j =1,... k.

Uwaga 12. Istniejg tylko cztery galezie: Ko ukorzeniona w poczgtkowym
wierzchotku, sciezka Py ukorzeniona w poczgtkowym wierzchotku, Sciezka Py
ukorzenitona w centralnym wierzchotku i sciezka Ps ukorzeniona w centralnym
wierzchotku, ktore nie sq lokalnie niereqularne.

W przypadku 2-multigraféw bedziemy uzywaé analogicznej notacji.

Lemat 13 ([34]). Dla kaZdego drzewa T ukorzenionego w wierzcholku r ist-
nieje rozktad multigrafu >T na galezie generowany przez czerwono-niebieskie
prawie lokalnie niereqularne kolorowanie, czyli konflikt (sytuacja, gdy sqsied-
nie wierzchotki polgczone czerwong (odpowiednio niebieskq) krawedzig maja
takie same czerwone (odpowiednio niebieskie) stopnie) moze jedynie wystqapic
pomiedzy wierzchotkiem r oraz jednym lub dwoma jego sgsiadami. Ponadto
wszystkie galezie zawierajq co nagmniej dwie multikrawedzie, z wyjgtkiem sy-
tuacyi, gdy drzewo T jest izomorficzne z Ky oraz wszystkie krawedzie lisci sq
monochromatyczne w tych gateziach.

Dowadd. Lemat oczywiscie jest prawdziwy dla drzewa T = K,. Zalézmy, ze
T # K,. Najpierw rozktadamy multigraf ?T'(r) na galezie w nastepujacy spo-
s6b. Niech 2B(r) bedzie pierwsza galezia z naszego rozktadu. Niech wierzcho-
ek z; dlai = 1,. .., p bedzie lisciem w gatezi 2B(r), ktéry nie jest lisciem w T'.
Nastepnymi gateziami naszego rozkladu sa 2B(x),...,% B(x,). Zaczynamy
nasze kolorowanie od galezi 2B(r), nastepnie kolorujemy gatezie ukorzenione
w wierzchotkach z gatezi 2B(r) i tak dalej. Galaz 2B(r) jest pokolorowana
jednym kolorem, z wyjatkiem sytuacji gdy 2B(r) = ?T(r) oraz 2B(r) jest
multisciezka 2Py ukorzeniong w jednym z koticéw. W tej sytuacji kolorujemy
multikrawedz korzenia na niebiesko oraz reszte tej gatezi na czerwono. W ta-
kim kolorowaniu jest konflikt pomiedzy korzeniem r a jego synem. Zauwazmy,
ze jesli gataz 2 B(r) nie jest lokalnie nieregularna i jest pokolorowana jednym
kolorem to jest konflikt pomiedzy korzeniem r oraz jednym lub dwoma jego
synami. Niech 2B(z), gdzie x # r bedzie galezia z powyzszego rozkladu. Je-
§li 2B(x) jest lokalnie nieregularna to kolorujemy cala gataz 2B(z) uzywajac
tylko jednego koloru réznego od koloru multikrawedzi z wierzchotka x do jego
ojca. Zauwazmy, ze ta multikrawedz jest monochromatyczna. Ponadto mo-
zemy tatwo zauwazy¢, ze w takim kolorowaniu multikrawedzie lisci w gatezi
sg dalej monochromatyczne.

Jedli gataz 2 B() nie jest lokalnie nieregularna, to oznaczamy przez ry ojca
wierzchotka x. Zal6zmy, ze multikrawedz xgx jest pokolorowana na czerwono.
Bedziemy wykorzystywaé kolorowanie galezi 2B(z), ktéra nie jest lokalnie
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Rysunek 2.4: Kolorowanie galezi ?B(x), ktéra nie jest lokalnie nieregularna.

nieregularna, przedstawione na rysunku 2.4. Zauwazmy, ze multikrawedz xox
ma zawsze tylko jeden kolor. O

Zauwazmy, ze w kolorowaniu ukorzenionego multidrzewa przedstawionym
w dowodzie powyzszego lematu korzen i jego synowie sa zawsze parzysci. W
multikaktusie wszystkie wierzchotki na multicyklach nazywamy cyklicznyms,
a pozostate wierzchotki drzewiastymi. Teraz jestedmy juz gotowi do udowod-
nienia gtéwnego rezultatu dla kaktusow.

Twierdzenie 14 ([34]). Dla kazdego kaktusa G, ktory nie jest izomorficzny
z Ky multigraf G spelnia lir(*?G) < 2.

Dowdd. Podamy konstrukcje lokalnie nieregularnego kolorowania multikak-
tusa 2G. Bedziemy uzywaé metody etykietowania wierzchotkéw, ktéra nam w
tym pomoze. Traktujemy multikaktus jako multigraf uzyskany z multicyklu
przez dodanie do wierzchotkow multicykli i multidrzew, gdzie przez dodawa-
nie lub dotlgczanie multicyklu do wierzchotka x rozumiemy identyfikowanie
wierzchotka x z jednym z wierzchotkéw na multicyklu oraz rozszerzanie lo-
kalnie nieregularnego kolorowania i etykietowania wierzchotkéw na ten mul-
ticykl. Podobnie przez dodawanie lub dotaczanie ukorzenionego multidrzewa
2T(r) do wierzcholtka x rozumiemy identyfikowanie wierzchotka x z korze-
niem multidrzewa 2T'(r), rozszerzanie lokalnie nieregularnego kolorowania na
2T(r) i ewentualnie zmiane etykiety wierzchotka z.

Teraz krotko przedstawimy zarys naszej konstrukcji. Najpierw lokalnie
nieregularnie kolorujemy najdtuzszy multicykl w multigrafie 2G i etykietuje-
my jego wierzcholki. (Szczegdly i mozliwe wyjatki zostana opisane ponizej.)

Niech z bedzie wierzchotkiem w juz pokolorowanej czesci, do ktorego
chcemy dotaczy¢ wcigz niepokolorowane elementy takie jak multicykle lub
multidrzewo.
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Nastepnie wybieramy jeden wierzchotek na pokolorowanym multicyklu
i dotagczamy do niego wszystkie multicykle i multidrzewo, ktore maja by¢
dotaczone i rozszerzamy lokalnie nieregularne kolorowanie oraz etykietowa-
nie cyklicznych wierzchotkéw na dotgczone elementy. Nalezy pamietac, ze
nie etykietujemy wierzchotkow drzewiastych. Nastepnie bierzemy pojedyn-
czo pozostate wierzchotki na tym pokolorowanym multicyklu i traktujemy je
analogicznie.

Jesli x jest wierzchotkiem cyklicznym to ogoélnie metoda kolorowania do-
taczanych elementow zalezy od etykiety wierzchotka x, a takze rodzaju ele-
mentu, ktory byt dotaczony.

Jesli x nie jest wierzchotkiem cyklicznym, to musi by¢ liSciem. Postepu-
jemy jak poprzednio. Zauwazmy, ze posrod elementéw, ktore dodajmy musi
by¢ multicykl, zatem wierzchotek x na pewno otrzyma jakas etykiete.

Wszystkie konieczne szczegéty kazdej czedci naszej konstrukeji zostang
podane ponizej.

Uwaga 15. Moze sie zdarzyé, Ze wierzcholek x zmienia swojq etykiete pod-
czas tej procedury. W pewnych sytuacjach, zamiast multicyklu jestesmy zmu-
szeni do rozwazenia nieco zmodyfikowanej struktury, a mianowicie multicyklu
z kolcami (zobacz ponizej). Wreszcie, w pewnych sytuacjach, zamiast doda-
wac nowe elementy do ustalonego wierzchotka musimy rozwazyc jednoczesne
dodawanie elementow do dwoch sgsiednich wierzchotkow.

Poczatkowa cze$é lokalnie nieregularnego kolorowania 2G. Kolo-
rujemy w standardowy sposob, z wyjatkiem sytuacji opisanej ponizej, naj-
dhuzszy multicykl w 2G, uzywajac takiej samej metody jak w dowodzie twier-
dzenia 7. To kolorowanie bedzie nazywane standardowym. Podczas reszty do-
wodu bedziemy czesto uzywaé tego standardowego kolorowania multicyklu.
Ponadto etykietujemy wszystkie wierzchotki na tym pokolorowanym multi-
cyklu tak jak na rysunku 2.5. Uzywamy etykiet A, B, Si, Ss, Sy oraz S o

Rysunek 2.5: Etykietowanie wierzchotkéw w standardowym lokalnie nieregu-
larnym kolorowaniu multicykli.
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nastepujacym znaczeniu:

e A - parzysty wierzchotek, ktory ma czerwony lub niebieski stopien wigk-
szy niz dwa, zawsze pozostaje z etykieta A oraz ktorego sasiedzi maja
etykiety ze zbioru {B, Sy, S},

e B - nieparzysty wierzchotek, ktéry zawsze pozostaje z etykietag B oraz
ktérego sasiedzi maja etykiety ze zbioru { A, S},

e S - parzysty wierzchotek z z: d(z) = 4, d,(z) = dy(x) = 2, dwoma in-
cydentnymi multikrawedziami pokolorowanymi na czerwono-niebiesko,
ktory otrzymuje etykiete A jesli dotaczamy co$ do niego i ktorego sa-
siedzi sg nieparzysci,

e S5 - parzysty wierzchotek x na multicyklu o dhugosci wigkszej niz trzy
z: d(z) = 4, d.(z) = dy(x) = 2, dwoma incydentnymi multikrawedzia-
mi pokolorowanymi pierwsza na czerwono, druga na niebiesko, ktory
otrzymuje etykiete B jesli dotaczamy cos do niego i ktérego sasiedzi
maja etykiete A,

e S, - parzysty wierzcholek z na 2Cy z: d(x) = 4, d.(z) = dy(z) = 2,
dwoma incydentnymi multikrawedziami pokolorowanymi pierwsza na
niebiesko, druga na czerwono, ktory otrzymuje etykiete A jesli dota-
czamy co$ do niego i ktorego sasiedzi maja etykiete S.

e Etykietujemy przez S dwa sasiednie wierzchotki nieparzyste. Etykieta
S wystepuje tylko na parze wierzchotkéw i takg pare bedziemy nazywaé
parg specjalng S. Sasiedzi tej pary sa parzysci.

Teraz przedstawimy idee stojaca za tym etykietowaniem wierzchotkdw.
WeZzmy na przyktad multicykl o dtugosci podzielnej przez cztery. Na tym
multicyklu w standardowym kolorowaniu wystepuja tylko wierzchotki z ety-
kietami A oraz Sy. Oczywiscie sgsiednie wierzchotki na tym multicyklu maja
rozne czerwone i niebieskie stopnie. Jesli bedziemy dodawac dalsze elementy,
kolorowacé je i etykietowaé zgodnie z powyzszymi zasadami to wierzcholki z
etykieta A pozostang z etykietg A, a wierzchotki z etykieta S, otrzymaja
etykiete B lub pozostana z etykieta Sy (jesli nic do nich nie dodamy). W
kazdym razie jesteSmy pewni, ze stopnie sgsiednich wierzchotkéw w obu ko-
lorach na tym multicyklu sa rézne (bez koniecznosci obliczania ich doktadnej
wartosci).

Niestety nie wszystkie multicykle maja dlugos¢ podzielng przez cztery.
Juz na multicyklu 2Cy pojawia sie wierzcholek z etykieta S;, ktéra powinna
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sie zamieni¢ na A, jesli dodamy co$ do tego wierzchotka, ale jest to nie moz-
liwe, gdy chcemy dodaé $ciezke dlugosci dwa (zobacz ponizej). Zauwazmy
ponadto, ze dla multicykli nieparzystej dtugosci co najmniej dwa sasiednie
wierzchotki musza by¢ tej samej parzystosci, co sprawia, ze ich rozréznienie
nie jest automatyczne. Te problemy sprawiaja, ze musimy rozwazy¢ wiele
przypadkow.

Zauwazmy, ze multidrzewo 2P; ukorzenione w jednym z koncéw stwarza
szczegblne problemy. Bedziemy nazywaé taka multisciezke kolcem. Zauwaz-
my, ze kolec sprawia szczegdlne problemy tylko wtedy, gdy samotny kolec
jest dotaczony do cyklicznego wierzchotka x. Z tego powodu przez dodawa-
nie lub dotaczanie kolca zawsze rozumiemy dodawanie samotnego kolca i nic
wiecej. Zauwazmy, ze kolec nie moze by¢ dodany do wierzchotka z etykieta
Sy, a takze do wierzchotka z etykietg Ss. Mozemy uniknaé tego problemu na
dwa sposoby. Po pierwsze starajac sie zmieni¢ kolory w standardowym ko-
lorowaniu multicyklu w taki sposob, aby wierzchotek, do ktérego dodajemy
kolec miat inng etykiete. Czasami jest to niemozliwe, na przyktad w sytuacji
gdy multicykl 203 ma kolec dodany do kazdego wierzchotka. Ten szczegdlny
przypadek zostal przedstawiony na rysunku 2.6. Po drugie, w sytuacji gdy

Rysunek 2.6: Kolorowanie multicyklu 2C3 z kolcami.

wyjsciowy multicykl ma dtugosé 4k + 2 lub 4k + 3 dla k£ > 1 i nastepna czegsé
konstrukeji wymaga dodania kolca (do wierzchotka z etykieta S;) bedziemy
rozwaza¢ multicykl z kolcem zamiast multicyklu. Zauwazmy, ze w wyjscio-
wym multicyklu o dtugosci 4k 4+ 2 lub 4k + 3 dla £ > 1 mamy tylko jeden
wierzchotek z etykieta S;. Kolorowanie tego multicyklu z kolcem jest przed-
stawione na rysunku 2.7. Zauwazmy, ze na tym rysunku mamy przedstawione
kolorowanie tylko dla multicykli o dtugosci szes¢ oraz siedem, ale mozemy je
tatwo rozszerzy¢ dla dtuzszych multicykli z kolcem.

Mozemy zalozy¢, ze w nastepnej czesci konstrukeji nie bedziemy nigdy
dodawaé kolca do wierzchotka z etykietg S, na 2Cj. Jesli to nie jest prawda
mozemy tatwo zamieni¢ kolory w standardowym kolorowaniu ?Csy. Zauwazmy,
ze ten problem nie dotyczy wierzchotkéw z etykietg Ss.
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Rysunek 2.7: Wyjsciowe kolorowanie 2Cy z kolcem oraz ?C; z kolcem.

Uwaga 16. W nastepnej czeSci konstrukcji pojawiq sie nowe etykiety dla
szezegolnych par wierzcholkow.

Dotlgczanie wszystkich multidrzew i multicykli do wierzchotkéw
na wybranym multicyklu w 2G. Wybieramy jeden pokolorowany multi-
cykl w 2G. Najpierw dotaczamy wszystkie multidrzewa i multicykle do wierz-
chotkéw z etykietami A, B, Sy, Sy oraz S na wybranym multicyklu. Nastep-
nie rozwazamy pare wierzchotkow z etykietg S lub innymi etykietami, ktore
pojawig sie pdzniej.

Niech G bedzie juz pokolorowana czescia multigrafu 2G. To oznacza w
szezegdlnodel, ze kazdy cykliczny wierzchotek w G ma swoja wlasna etykiete.
Niech z bedzie cyklicznym wierzchotkiem w G. Opiszemy jak dodawac kolejne
elementy do x. Metoda kolorowania i etykietowania ich zalezy gltéwnie od
etykiety wierzchotka x. Wprowadzamy zasade, ze jesli zaczniemy dotaczac
elementy do wierzchotka x to dotaczamy wszystkie elementy i w pozostalej
czesci konstrukeji nie mozemy nic doda¢ do wierzchotka x. Zaktadamy, ze
multicykle, ktore dotaczamy sa pokolorowane standardowo i maja przypisane
etykiety jak na rysunku 2.5.

Dotlgczanie do wierzchotka z etykietg A. Przypomnijmy, Ze nie zmie-
niamy parzystosci i etykiety wierzchotka z etykietg A. W zwigzku z tym do-
dawanie multicykli jest bardzo proste w tym przypadku. Przez dominujgcy
kolor w wierzchotku = rozumiemy kolor, w ktorym wierzchotek  ma wickszy
stopien. Dotaczamy do wierzchotka x z etykietg A wszystkie multicykle:

e 2(C; uzywajac ich wierzchotkéw z etykietg So,

o 20y, oraz 2Clyyq uzywajac ich wierzcholkéw z etykieta A, tak ze zwiek-
szamy stopien wierzchotka x w dominujacym kolorze,

o 2Cyp1o oraz 2Cyis uzywajac ich wierzcholkéw z etykieta S.
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Po dotgczeniu multicykli dotgczamy ukorzenione multidrzewo. A wiec dota-
czamy ukorzenione multidrzewo, ktore nie jest multikrzewem do wierzchotka
x z etykietag A zaczynajac od multikrawedzi incydentnych z jego korzeniem
pokolorowanych dominujacym kolorem w x wykorzystujac lemat 13. Jesli
ukorzenione multidrzewo dotgczone do wierzchotka = z etykietg A jest izo-
morficzne z 2 Ky lub 2 P to kolorujemy je dominujgcym kolorem w . Ponadto,
jesli ukorzenione multidrzewo dotaczone do wierzchotka = z etykietg A jest
izomorficzne z 2 P5 to kolorujemy je nastepujaco: multikrawedz xr’ dominuja-
cym kolorem w x, drugg multikrawedzZ innym kolorem, trzecia multikrawedz
na czerwono-niebiesko i ostatnig multikrawedz dominujacym kolorem w x.
Jesli ukorzenione multidrzewo dotaczone do wierzchotka = z etykieta A jest
multikrzewem i nie jest izomorficzne z K5, 2P; lub %P5 to kolorujemy jego
multikrawedZ korzenia zr’ dominujgcym kolorem w x, a reszte tego multi-
krzewu ukorzeniong w wierzchotku ' kolorujemy zaczynajac od innego koloru
niz uzyty na multikrawedzi 21’ z lematu 13. Jedli d(+') = 6 w multigrafie 2G
i mamy wiszaca multisciezke 2P w wierzchotku ' to przekolorowujemy ta
multisciezke na czerwono-niebiesko. Bedac bardziej precyzyjnym przekoloro-
wujemy kazda multikrawedz tej multisciezki uzywajac obu kolorow czerwo-
nego i niebieskiego.

Dotaczanie do wierzchotka z etykieta B. Przypomnijmy, ze wierz-
chotek z etykieta B jest nieparzysty i pozostaje nieparzysty (z etykieta B). W
zwigzku z tym dodawanie multidrzew jest bardzo proste w tym przypadku,
poniewaz z lematu 13 zawsze mamy d(z) # d(r') dla kazdego wierzchotka
r’, ktory jest sasiadem x w dodanym multidrzewie. Gdy dodajemy multi-
cykl to identyfikujemy wierzchotek y na tym multicyklu z wierzchotkiem x.
Musimy upewni¢ sie, ze sasiedzi wierzchotka y na multicyklu sa parzysci.
Dla multicyklu 2Cy;, lub 2Cy41 uzywamy standardowego kolorowania mul-
ticyklu i wierzchotka y z etykieta Sy. Dla multicyklu 2Cyys lub 2Cy 3 z
wyjatkiem 2Cj oznaczamy przez y wierzchotek z etykieta B oraz wickszym
stopniem w dominujacym kolorze w wierzchotku x. Multikrawedzie incydent-
ne z wierzchotkiem z etykieta S; dotaczonego multicyklu przekolorowujemy
na kolor dominujacy w wierzchotku y. Zatem wierzchotek = pozostaje niepa-
rzysty. Dla multicyklu 2Cs uzywamy standardowego kolorowania multicyklu i
wierzchotka y z etykieta S,. Nastepnie przekolorowujemy na czerwono multi-
krawedz pokolorowang na czerwono-niebiesko w standardowym kolorowaniu
dotaczonego 2Cy. Dalej przypisujemy sasiadom y na 2Cy etykiete T. Uzywa-
jac pogrubionej czcionki chcemy podkresli¢ fakt, ze dana para wierzchotkow
pojawia si¢ pierwszy raz. Te dwa sasiednie wierzcholki na 2C3 tworza nowa,
pare specjalng T', gdzie przez pare specjalng T rozumiemy pare parzystych
sasiednich wierzchotkéw na 2Cs, ktére maja sasiada z etykieta B i forme:
multikrawedZ pokolorowana na czerwono, pierwszy wierzchotek z pary T,
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multikrawedz pokolorowana na czerwono, drugi wierzchotek z pary 7' i mul-
tikrawedz pokolorowana na niebiesko (zobacz rysunek 2.10).

Dotlaczanie do wierzchotka z etykietg S; lub S,. Nigdy nie bedzie-
my dolaczaé kolca do wierzchotka z etykieta S; lub Ss. Zauwazmy, ze jedli
musieliémy dolgczaé kolec do wierzchotka z etykieta S; lub Ss, to zamiast
standardowego kolorowania i etykietowania dla multicyklu uzyliémy koloro-
wania i etykietowania dla multicyklu z kolcem. Dotaczamy wszystkie multi-
cykle do wierzcholka z z etykieta Sy lub S, uzywajac takiej samej metody jak
dotaczamy do wierzchotka z etykieta A. Nastepnie dotaczamy multidrzewo
do wierzchotka z uzywajac metody doltaczania do wierzchotka z etykieta A.
Przypomnijmy, ze po dotaczeniu wszystkich elementéw wierzchotek x otrzy-
muje etykiete A.

Dolagczanie do wierzchotka z etykieta S,. Nalezy pamictac, ze w
tym przypadku musimy zmieni¢ parzystos¢ i etykiete wierzchotka x. Jesli
dodajemy multicykle to uzywamy pierwszego dodanego multicyklu do zmiany
parzystosci wierzchotka x, a pézniej dodajemy pozostate elementy uzywajac
takiej samej metody jak w przypadku dodawania do wierzchotka z etykieta B.
Teraz opiszemy jak dodaé¢ pierwszy multicykl. Niech y bedzie wierzchotkiem
z etykietg B na 2Clpio lub 2Cy43, z wyjatkiem 2Cj3, takim ze jego sasiad i
ma etykiete S;. Dolaczamy ten multicykl do x uzywajac wierzchotka y. Jesli
mamy kolec w wierzchotku y; to zamieniamy ten multicykl na multicykl
z kolcem. Kolorowanie tego multicyklu z kolcem zostalo przedstawione na
rysunku 2.8.
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Rysunek 2.8: Kolorowanie multicyklu 2Cjyo lub 2Cy 3 z kolcem dotaczonym
do wierzchotka z etykieta Sy (po lewej stronie) oraz 2Cyy, lub ?Cyiy1 z kolcem
dotaczonym do wierzchotka z etykieta S, (po prawej stronie).

Multicykl 2Cy;, lub 2Cy41 w standardowym kolorowaniu albo nie ma nie-
parzystego wierzchotka, albo ma nieparzysty wierzchotek z nieparzystym sa-
siadem. W zwiazku z tym to kolorowanie nie moze by¢ uzyte w tym przypad-
ku. Zatem zanim dotaczymy multicykl 2Cy;, do wierzchotka x z etykieta S,
przekolorowujemy dwie multikrawedzie incydentne z jednym z wierzchotkow
z etykieta A na czerwono-niebiesko. Zatem ten wierzchotek v, otrzymuje ety-
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kiete S1, a jego sasiedzi etykiete B. Nastepnie dotaczamy ten przekolorowany
multicykl 2Cy;, do wierzchotka z uzywajac podobnej metody jak gdy dolacza-
my 2Clpio lub 2Cyyi 3 do wierzcholka z etykietg S,. Zauwazmy, ze nie mamy
zadnej pary sasiednich wierzchotkow z taka sama etykieta na dotaczonym
multicyklu 2Cyy.

Zanim dotgczymy multicykl ?Cly41 z wyjatkiem 2Cs do x to przekolorowu-
jemy dwie multikrawedzie incydentne z jednym z wierzchotkéw z etykietag A,
ktory nie ma sasiada nalezacego do pary specjalnej S na czerwono-niebiesko.
Zatem ten wierzchotek y; otrzymuje etykiete Si, a jego sasiedzi etykiete B.
Nastepnie dolgczamy ten przekolorowany multicykl 2Cjy,yq do o uzywajac
takiej samej metody, jak gdy dotgczamy 2Cy, do wierzchotka z etykiety Ss.

Kolorowanie multicyklu 2Cs, 2Cs z kolcem oraz 2C'3 dotaczonego do wierz-
chotka z etykieta S; jest przedstawione na rysunku 2.9. W tym miejscu uzyli-

Rysunek 2.9: Kolorowanie multicyklu 2Cs, 2C5 z kolcem oraz 2Cy dotaczonego
do wierzchotka z etykieta Ss na multicyklu.

$my po raz pierwszy etykiet S’ oraz T'. Etykiety S’ oraz T wystepuja jedynie
w parach na sgsiednich wierzchotkach. Nazywamy je odpowiednio parg spe-
cjalng S" oraz parg specjalng T'. Uzywamy etykiete S’ w dwdch sytuacjach:

1. dla obu wierzchotkéw z pary sgsiednich wierzchotkéw na 2Cs, ktéra sta-
nie sie parg specjalng S, jesli dotaczymy cos do obu wierzchotkéw z tej
pary, poniewaz teraz ta para ma dwbch sasiadéw z etykietami A, Sy oraz
forme: multikrawedZ pokolorowana na niebiesko, pierwszy wierzchotek
z pary S’, multikrawedZ pokolorowana na czerwono, drugi wierzchotek
z pary S’ i multikrawedz pokolorowana na czerwono-niebiesko (lub sy-
metrycznie, gdzie przez symetryczne kolorowanie rozumiemy zamiang
wszystkich koloréw),

2. dla obu wierzchotkéw z pary sgsiednich wierzchotkéw na 2Cs, ktéra
stanie sie para specjalng S, jesli dotaczymy cos do obu wierzchotkéw z
tej pary, poniewaz teraz ta para ma sgsiada z etykieta A i forme jak w
pierwszej sytuacji. Druga sytuacja pojawi sie pozniej.
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Uzywamy etykiety 7" dla obu wierzchotkéw z pary sasiednich wierzchotkéw
na 2Cs, ktéra stanie sie parg specjalng T, jedli dotaczymy co$ do obu wierz-
chotkéw z tej pary, poniewaz teraz ma jednego sasiada z etykieta B oraz
forme:

1. multikrawedz pokolorowana na czerwono, pierwszy wierzchotek z pa-
ry T’ multikrawedz pokolorowana na czerwono, drugi wierzcholek z
pary 7" oraz multikrawedZ pokolorowana na czerwono-niebiesko (lub
symetrycznie)

2. multikrawedZ pokolorowana na czerwono, pierwszy wierzchotek z pa-
ry T’, multikrawedZ pokolorowana na niebiesko, drugi wierzchotek z
pary 1" oraz multikrawedZ pokolorowana na czerwono-niebiesko (lub
symetrycznie). Ta forma pojawi sie p6zniej (zobacz rysunek 2.10).

Zawsze uzywamy przedstawionego kolorowania 2Cs z kolcem, gdy dolgczamy
205 do wierzchotka z etykieta Sy i co najmniej jeden z sgsiadéw y na dotg-
czonym multicyklu 2C5 ma kolec, poniewaz chcemy unikngé potencjalnych
probleméw z parg specjalng S’

Teraz przedstawimy metode dotgczania tylko multidrzewa 27" ukorzenio-

nego w wierzchotku r do wierzchotka z z etykieta Sy. Rozwazamy dwa przy-
padki. Zatézmy, ze kolor czerwony jest dominujacy w wierzchotku .
Przypadek 1: J(r) = 2 w multidrzewie 2T". Kolorujemy multikrawedz ko-
rzenia rz’ na czerwono-niebiesko. Jedli d(z’) > 4, to kolorujemy multidrze-
wo ukorzenione w wierzchotku x’ uzywajac lematu 13, tak ze niebieski jest
kolorem dominujgcym w wierzchotku 2/. Jedli d(2) = 4, to kolorujemy mul-
tikrawedz x'x; na czerwono-niebiesko, a nastepnie kolorujemy ukorzenione
multidrzewo w wierzchotku x; korzystajac z lematu 13, tak ze niebieski jest
kolorem dominujacym w wierzchotku x;.
Przypadek 2: CZ(T‘) > 2 w multidrzewie 2T. Traktujemy to ukorzenione
multidrzewo jako zbiér multikrzewow ze wspolnym korzeniem. Wybieramy
jeden z tych multikrzewoéw i kolorujemy go w taki sam sposéb jak w pierw-
szym przypadku. Nastepnie kolorujemy pozostata czes¢ multidrzewa uzywa-
jac takiej samej metody jak gdy dotaczamy go do wierzchotka z etykieta B,
tak ze czerwony jest kolorem dominujacym w wierzchotku z.

Teraz przedstawimy szczegétowo metode dotgczania elementéw do par
wierzchotkéw z etykietami S, T, T” oraz S’ na multicyklu. Zauwazmy, ze w
kazdym pokolorowanym multicyklu jest co najwyzej jedna para wierzchot-
kéw z etykietami S lub S’ lub T lub T". Gdy rozwazamy kazda z tych par
to dotaczamy w tym samym czasie wszystkie multidrzewa i multicykle do
obu wierzchotkow tworzacych tg pare. Przypomnijmy, ze pary wierzchotkow
z etykietami 7" lub 7" wystepuja tylko na multicyklu ?Cy. Ponizej na rysunku
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2.10 przypominamy forme kazdej z par, ale moze si¢ zdarzy¢, ze bedziemy
mieli pary z symetrycznym kolorowaniem i wowczas traktujemy je analogicz-
nie. Zauwazmy, ze w kazdej parze wierzchotkow obydwa wierzchotki tworzace
tg pare maja taka samg etykiete, i ta etykieta tworzy nazwe pary.
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Rysunek 2.10: Forma pary wierzchotkéw z etykietami S, T, T oraz S’.

Para S. Rozwazamy dwa przypadki.
Przypadek 1: dolgczamy tylko jeden multicykl sposréd 2Cs, 2Cyy oraz
20441 do pary specjalnej S. Gdy dolgczamy 2Cs uzywamy jednego z naste-
pujacych kolorowan przedstawionych na rysunku 2.11. Zauwazmy, ze stwo-
rzyliémy pare specjalng 77 w drugiej formie na tym multicyklu 2Cs.

L2

Rysunek 2.11: Kolorowania multicyklu ?Cy dotaczonego do pary specjalnej

S.

Gdy dotgczamy multicykl 2Cyy, lub 2Cy.; do wierzchotka z; to najpierw
przekolorowujemy multikrawedz x;x, na niebiesko, a nastepnie dolaczamy
ten multicykl uzywajac metody dolgczania do wierzchotka z etykietg Ss.
Gdy dolgczamy multicykl 2Cy;, lub 2Cy,; do wierzchotka x5 to najpierw
przekolorowujemy multikrawedz x;z9 na czerwono, a nastepnie dotgczamy
ten multicykl uzywajac metody dotaczania do wierzchotka z etykieta Ss.
Przypadek 2: w przeciwnym razie, dotaczamy ukorzenione multidrzewo i
wszystkie rodzaje multicykli do wierzchotka x; korzystajac z metody dotacza-
nia do wierzchotka z etykieta B, tak ze niebieski jest kolorem dominujacym w
x1. Nastepnie dotaczamy ukorzenione multidrzewo i wszystkie rodzaje mul-
ticykli do wierzchotka x5 korzystajac z metody dotaczania do wierzchotka z
etykieta B, tak ze czerwony jest kolorem dominujacym w x,. Zauwazmy, ze
czerwone multikrawedzie w x; pochodzg z multicykli 2Cyy,, 2Cypyq oraz 2Cs,
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podobnie niebieskie multikrawedzie w wierzchotku x5 pochodza z multicykli
204k7 204k+1 oraz 203.

Oczywiscie mozemy mie¢ konflikt pomiedzy wierzchotkami z, oraz xs.
Najpierw rozwazmy konflikt, gdy jeden wierzchotek z pary S, powiedzmy
2y spetia d(z;) = 4. To oznacza, ze dy(z1) = dy(z5) = 3. W zwiazku z
tym wystarczy przekolorowaé¢ symetrycznie jeden z multicykli 2Clyy3, 2Capso
lub ukorzenione multidrzewo dotaczone do wierzchotka o, aby rozwigzac ten
konflikt. Jesli mamy podobny konflikt i wierzchotek x5 spetnia d(l’g) =4, to
rozwiazujemy go analogicznie. Zat6zmy, ze d(ml) > 4, d(xg) > 4 i mamy kon-
flikt pomiedzy wierzchotkami z; oraz x,. Zatem na pewno dotaczyliSmy co
najmniej dwa multicykle ze zbioru wszystkich multicykli 2Cyy. 1, 2Cyy, oraz
205 do jednego z wierzchotkéw 1 lub x5, Aby rozwigzaé ten konflikt prze-
kolorowujemy uzywajac kolorowania z metody dotaczania do wierzchotka z
etykieta Sy i tak, ze zwiekszamy stopien w dominujacym kolorze doktadnie
dwa multicykle ze zbioru wszystkich multicykli 2Cly41, 2Cyy, oraz 2C35 do-
taczonych do jednego wierzchotka z pary S. Zatem zawsze rozwigzemy ten
konflikt, poniewaz uzywajac powyzszej procedury zwiekszamy stopien w do-
minujacym kolorze o dwa i zmniejszamy stopien w drugim kolorze o dwa w
jednym wierzchotku z pary S. Tym samym zakonczyliémy rozwazanie pary
specjalnej S.

Uwaga 17. Podczas procedury dodawania multicykli opisanej powyzej nowe
etykiety zostaty przypisane do par specjalnych T, T' oraz S'. W zwigzku z
tym ponizej musimy opisac jak dodaé dalsze elementy do tych par.

Para S’, wystepujaca jedynie na multicyklach 2Cs oraz 2Cjy jest unikalna
w tym sensie, ze powinnidmy zaczaé¢ proces dodawania elementéw do tych
multicykli od tej pary, aby uniknaé potencjalnych probleméw z sgsiadami
pary S’ na 2C5.

Para T. Gdy dodajemy tylko do jednego wierzchotka z pary specjalnej
T to wybieramy wierzchotek x; i uzywamy metody dotgczania do wierzchotka
7 etykieta A. Gdy dolaczamy ? K, do jednego wierzchotka i co$ (element badz
elementy) do drugiego wierzchotka z pary T to dotaczamy niebieski 2Ky do
o 1 pozostate elementy do wierzchotka x, uzywajac metody dotaczania do
wierzcholka z etykieta A. Szczegdlne kolorowanie pary specjalnej T z doda-
nym kolcem do kazdego jej wierzchotka jest przedstawione na rysunku 2.12.

Rozwazmy sytuacje, gdy bedziemy dodawaé cos (z wyjatkiem kolca) do
jednego wierzchotka z pary T' i kolec do drugiego wierzchotka z pary T
Dotaczamy kolec pokolorowany na czerwono do wierzchotka 1, a nastepnie
dotaczamy elementy do wierzchotka x, zaczynajac od multicykli a pdzniej
ewentualnie multidrzewo uzywajac takiej samej metody jak gdy dotaczamy
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Rysunek 2.12: Szczegdlne kolorowanie pary specjalnej 17" z kolcami.

do wierzchotka z etykieta A i tak, ze niebieski jest kolorem dominujgcym w
o. Jesli mamy konflikt (d,(z1) = d.(z2) = 6), to przekolorowujemy kolec
dotaczony do wierzchotka xq, na niebiesko.

W pozostatej sytuacji dotaczamy zaczynajac od multicykli, a nastepnie
dotaczamy multidrzewa do wierzchotkéw x; oraz xo uzywajac takiej samej
metody jak, gdy dotgczamy do wierzchotka z etykietg A, tak ze czerwony jest
kolorem dominujacym w z1, a niebieski w x5. Jesli mamy konflikt pomiedzy
wierzchotkami x; oraz zs to bez przekolorowywania przenosimy wszystkie
dotaczone elementy z wierzchotka x; do x9, a z wierzchotka z5 do z; (wyko-
nujemy zamiang¢ pokolorowanych elementéw miedzy wierzchotkami x; oraz
x9). Tym samym zakoriczylidémy rozwazanie pary specjalnej T

Para T’. Najpierw zaprezentujemy ogdélng metode dotgczania multi-

drzewa 2T o korzeniu r do wierzchotka x,. Rozwazamy dwa przypadki.
Przypadek 1: a?(r) = 2 w multidrzewie 27". Kolorujemy multikrawedz ko-
rzenia rx’ na czerwono-niebiesko. Nastepnie kolorujemy multidrzewo ukorze-
nione w wierzchotku z’ korzystajac z lematu 13.
Przypadek 2: cf(r) > 4 w multidrzewie 2T. Traktujemy multidrzewo uko-
rzenione w wierzchotku r jako zbior multikrzewéw o wspolnym korzeniu. Wy-
bieramy jeden multikrzew ukorzeniony w wierzchotku 7 i kolorujemy go w
taki sam sposob jak w przypadku pierwszym. Nastepnie dotaczamy pozostata
czesé 2T do wierzchotka xo korzystajac z metody dotgczania do wierzchotka
z etykietg A zaczynajac od multikrawedzi korzenia w dominujacym kolorze
w 25 jesli d(r) = 4 w 2T oraz zaczynajac od innego koloru multikrawedzi
incydentnych do r w pozostalej czesci 2T jesli cf(r) >4 w2T.

Teraz przedstawimy szczegdétowo metode dotaczania elementéw do pary
specjalnej 7" w pierwszej formie. Gdy dotaczamy tylko do jednego wierzchot-
ka z pary T" to wybieramy wierzchotek x; i uzywamy metody dolgczania do
wierzchotka z etykiety A.

Gdy dolgczamy jedynie multidrzewo do kazdego wierzchotka z pary spe-
cjalnej T" to dotaczamy pierwsze multidrzewo do x; uzywajac tej samej meto-
dy co gdy dotgczamy do wierzchotka z etykieta A oraz drugie multidrzewo do
wierzchotka xs uzywajac ogélnej metody dotaczania multidrzewa ukorzenio-
nego w r do wierzchotka x5 tak, ze niebieski jest kolorem dominujagcym w x5,
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jesli dotaczamy multidrzewo o stopniu korzenia réwnym co najmniej szeSc.
Jesli dotaczamy multidrzewo o stopniu korzenia rownym dwa i multidrzewo o
stopniu korzenia rownym cztery to dotgczamy multidrzewo o stopniu korze-
nia réwnym dwa do wierzchotka x5 i multidrzewo o stopniu korzenia rownym
cztery do wierzchotka x1, aby unikna¢ konfliktu.

W pozostalym przypadku najpierw dotaczamy doktadnie jeden multicykl
do wierzchotka x5 uzywajac kolorowania przedstawionego na rysunku 2.13.
Kolorowanie dtuzszego multicyklu uzyskujemy przez zamienienie dwoch czer-
wonych multikrawedzi na multi$ciezke dtugosci 4k+2 pokolorowana: pierwsze
dwie multikrawedzie na czerwono, nastepne dwie multikrawedzie na niebie-
sko, kolejne dwie multikrawedzie na czerwono i tak dalej na odpowiednim
pokolorowanym multicyklu o dtugosci od cztery do siedem. Nastepnie konty-
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Rysunek 2.13: Kolorowanie multicyklu dotaczonego na poczatku do wierz-
chotka x5 w parze specjalnej T".

nuujemy dotgczanie multicykli i ewentualnie multidrzewa do wierzchotka x,
uzywajac takiej samej metody, jak gdy dotaczamy do wierzchotka z etykieta
A, tak ze niebieski jest kolorem dominujacym w x,. Nastepnie dotaczamy
elementy do wierzchotka x, uzywajac takiej samej metody, jak gdy dotacza-
my do wierzchotka z etykietg A, tak ze czerwony jest kolorem dominujacym
w x1. Na koniec, jesli mamy konflikt pomiedzy wierzchotkami xy oraz zo, a
mianowicie d,(z;) = d,(x3), to przekolorowujemy symetrycznie (zamienia-
my kolory wszystkich multikrawedzi) dotagczony jako pierwszy multicykl do
wierzchotka x,.

Teraz przedstawimy metode dolaczania elementéw do pary specjalnej T’
w drugiej formie. Gdy doltaczamy tylko do jednego wierzchotka z pary 17, to
wybieramy wierzchotek x5 i rozwazamy dwie sytuacje. W pierwszej sytuacji
dotaczamy tylko multidrzewo uzywajac ogdlnej metody dolgczania multi-
drzewa do wierzchotka zo. W drugiej sytuacji, gdy dotaczamy multicykl lub
multicykle i ewentualnie multidrzewo uzywamy metody dotaczania do wierz-
chotka x5 z pary specjalnej T w pierwszej formie. Jesli dotgczamy co$ do
obu wierzchotkéw z pary specjalnej 7" w drugiej formie, to zaczynamy od
przekolorowania multikrawedzi x125 na czerwono. Zatem para T’ otrzymuje
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pierwsza forme i korzystamy z powyzszej metody dotgczania do pary spe-
cjalnej T" w pierwszej formie. Tym samym zakonczyliémy rozwazania pary
specjalnej pair T".

Para S’. Ta para wystepuje jedynie na multicyklu 2C3 oraz ?Cs. Do-
datkowo, jesli para S’ pojawia siec na multicyklu 2C5 dotaczonym do pokolo-
rowanej czesci multikaktusa w wierzchotku z, to sgsiedzi « na 2C5 nie maja
kolca i odlegtos¢ pomiedzy x oraz x; jest taka sama jak odlegtos¢ pomiedzy
x oraz Ty. Z powyzszych whasnosci pary specjalnej S’ i faktu, ze zaczynamy
rozwazanie pokolorowanego multicyklu 2Cy z parg S’ od tej pary wynika, ze
mozemy wybraé¢, gdzie dotaczamy (do z1, czy do z3) pierwsza i druga czesé
elementéw jakie mamy dotaczyé do pary specjalnej S’

Gdy dotaczamy do tylko jednego wierzchotka z pary specjalnej S’; to
wybieramy wierzchotek zo i uzywamy metode dotaczania do wierzchotka z
etykieta B, tak ze czerwony jest kolorem dominujacym w 5. Nastepnie mo-
zemy rowniez dotaczy¢ ukorzenione multidrzewo do wierzchotka x; uzywajac
takiej samej metody, jak gdy dotaczamy do wierzchotka z etykieta Sy, tak ze
niebieski jest kolorem dominujacym w x;.

Rozwazamy pozostaty przypadek, gdy dotaczamy co najmniej jeden mul-
ticykl do kazdego wierzchotka z pary specjalnej S’. Najpierw dotgczamy
wszystko z pierwszej czesci elementéw jakie musimy dotaczyé do tej pary
S" do wierzchotka x5 uzywajac metody dotgczania do wierzcholka z etykieta
B, tak ze czerwony jest kolorem dominujacym w x,. Nastepnie dotaczamy
doktadnie jeden multicykl do z; uzywajac metody dotaczania do wierzchotka
z etykiety S, tak ze aAlr(xl) = 3 oraz czb(mg) = 5. Dalej dotgczamy multicy-
kle i ewentualnie multidrzewo do z; uzywajac takiej samej metody, jak gdy
dotaczamy do wierzchotka z etykieta B, tak ze niebieski jest kolorem dominu-
jacym w x1. Na koniec, jesli mamy konflikt pomiedzy wierzchotkami x; oraz
Ty, a mianowicie d,(z) = d,(z), to przekolorowujemy symetrycznie doly-
czony jako pierwszy multicykl do wierzchotka x;. Tym samym zakonczylismy
rozwazania pary specjalnej S’.

Dotaczanie multicykli i dodatkowego multidrzewa do liScia w po-
kolorowanej czesci 2G. Zauwazmy, ze nigdy nie dolgczamy tylko samego
multidrzewa do lidcia w 2G. Oznaczamy przez x wybrany li$¢ w pokoloro-
wanej czedci G, a przez zo jedynego sasiada x w pokolorowanej czesci 2G.
Przedstawimy metode dotgczania najdtuzszego multicyklu do liscia. Po do-
taczeniu tego multicyklu wierzchotek x otrzymuje etykiete A lub B i ma
rézng parzystos¢ od wierzchotka xo. W zwigzku z tym mozemy tatwo dota-
czy¢ pozostate elementy do x. Bedziemy rozwazaé cztery gtowne przypadki
ze wzgledu na kolor multikrawedzi zxg oraz parzystos¢ stopni wierzchotka xg
w obu kolorach.

Przypadek 1: multikrawedz zxo jest monochromatyczna, bez straty ogol-
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nosci czerwona, i wierzchotek x( jest parzysty. Najpierw opiszemy metode
dotaczania multicyklu 2C3 do wierzchotka x. Gdy dolgczamy 2C5 i coé jesz-
cze do z to uzywamy pierwszego kolorowania ?Cy przedstawionego na rysun-
ku 2.14. Zauwazmy, ze jesli dotaczymy jeszcze tylko samo multidrzewo do
2 to powinnismy dazy¢ do uczynienia niebieskiego kolorem dominujagcym w
wierzchotku z, aby uniknaé¢ potencjalnego konfliktu. W innym przypadku,
gdy dotaczamy tylko multicykl 2Cs do wierzchotka z to uzywamy drugiego
kolorowania ?Cy przedstawionego na rysunku 2.14.

Rysunek 2.14: Kolorowania multicyklu 2C5 dotaczonego do wierzchotka = w
przypadku 1.

Multicykl o dtugosci wigkszej niz trzy dotaczamy do wierzchotka x uzy-
wajac metody dotaczania do wierzchotka z etykiety Sy. Zatem w catym tym
przypadku wierzchotek x z dotaczonym multicyklem ma etykiete B.
Przypadek 2: multikrawedz zxo jest monochromatyczna, bez straty ogol-
nosci czerwona, i wierzchotek zy jest nieparzysty. Dotaczamy multicykl do
wierzcholtka x uzywajac metody dotaczania do wierzchotka z etykieta A, tak
ze czerwony jest kolorem dominujacym w x. Zatem wierzchotek x z dotaczo-
nym multicyklem ma etykiete A.

Przypadek 3: multikrawedz xx jest pokolorowana na czerwono-niebiesko
i wierzchotek xg jest parzysty. Dotaczamy multicykl do wierzchotka = uzy-
wajac metody dotaczania do wierzchotka z etykiety B, tak ze czerwony jest
kolorem dominujacym w x. Zatem wierzchotek x z dotaczonym multicyklem
ma etykiete B.

Przypadek 4: multikrawedz xz jest pokolorowana na czerwono-niebiesko
i wierzchotek g jest nieparzysty. Dotaczamy multicykl do wierzchotka = wy-
korzystujac kolorowanie przedstawione na rysunku 2.15. Kolorowanie dtuz-
szego multicyklu uzyskujemy przez zamienienie dwoch czerwonych multikra-
wedzi na multisciezke dtugosci 4k + 2 pokolorowang: pierwsze dwie multi-
krawedzie na czerwono, nastepne dwie multikrawedzie na niebiesko, kolejne
dwie multikrawedzie na czerwono i tak dalej na odpowiednim pokolorowanym
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Rysunek 2.15: Kolorowanie multicyklu dotaczonego do wierzchotka z w przy-
padku 4.

multicyklu o dtugosci od cztery do siedem. Zatem wierzchotek x z dotaczo-
nym multicyklem ma etykiete A. Tym samym zakonczyliémy ostatni etap
konstrukc;ji. O]

2.4 Grafy regularne

W tym podrozdziale przedstawimy krotki dowdd potwierdzajacy, ze hi-
poteza 6 zachodzi dla graféw regularnych. Bedzie on oparty na twierdzeniu
2, ktére zostato niedawno udowodnione przez Keuscha w [40].

Twierdzenie 18 ([31]). Dla kazdego spéjnego grafu reqularnego G, ktory nie
jest izomorficzny z Ky multigraf G spefnia lir(*G) < 2.

Dowdéd. Niech G bedzie grafem d-regularnym, gdzie d > 1. Z twierdzenia 2
otrzymujemy kolorowanie krawedzi grafu G rozrézniajace sasiednie wierz-
chotki sumami, oznaczmy je przez ¢, wykorzystujace kolory 1, 2 i 3. Oczy-
wiscie kolorowanie krawedzi ¢ grafu G, takie ze ¥(e) = p(e) — 1 jest réwniez
rozrozniajace sgsiednie wierzchotki sumami. Z kolorowania v tworzymy lo-
kalnie nieregularne kolorowanie multigrafu 2G' w nastepujacy sposéb: kazda,
krawedZ w kolorze 0 zamieniamy na niebieska multikrawedz, kazda krawedz
w kolorze 1 zamieniamy na czerwono-niebieska multikrawedz oraz kazda kra-
wedz w kolorze 2 zamieniamy na czerwong multikrawedz. Zauwazmy, ze liczba
czerwonych krawedzi incydentnych z wierzchotkiem réwna sie sumie koloréw
uzytych na tych krawedziach w kolorowaniu . Zatem, z faktu, ze kolorowanie
1 jest rozrozniajace sgsiednie wierzchotki sumami otrzymujemy, ze czerwone
stopnie kazdych dwdch sasiednich wierzchotkéw w kolorowaniu 2G sg rézne. Z
faktu, ze multigraf 2G jest 2d-regularny wiemy, iz dwa wierzchotki majg r6z-
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ne niebieskie stopnie, gdy maja rézne czerwone stopnie. Zatem kolorowanie
2@ jest lokalnie nieregularne. O

2.5 Grafy rozdzielne

Na poczatku zdefiniujemy grafy rozdzielne i przedstawimy dwa twierdze-
nia z [42], ktére beda potrzebne do udowodnienia gtéwnego rezultatu dla tej
klasy graféw. Moéwimy, ze graf G(X,Y) jest rozdzielny, jesli istnieje podzial
V(G)=XUY, XNY = 0 zbioru wierzchotkéw G taki, ze G[X] jest grafem
pelnym, a Y zbiorem niezaleznym. Niech G(X,Y’) bedzie grafem rozdziel-
nym o zbiorze X = {vy,...,v,}. Dla kazdego wierzchotka v; € X oznaczamy
przez d; liczbe sasiadow v; w zbiorze Y.

Twierdzenie 19 ([42]). Niech G(X,Y) bedzie grafem rozdzielnym o zbiorze
X ={v,...,0.}, gdziedy, > ... > d,. Jeslin > 10, to zachodzi:

o lir(G) < 2 wtedy i tylko wtedy, gdy dy > | 5] lub dy > 1;
o lir(G) = 3 wtedy i tylko wtedy, gdy d, < | 5] orazdy = 0. O

Twierdzenie 20 ([42]). Niech G(X,Y') bedzie grafem rozdzielnym o zbiorze
X ={v,...,0.}, gdzied, > ... > d,,. Dlan <9, mamy:

o (& jest nierozkladalny, jesli G jest izomorficzny z Ko, K3 lub Py;
e gdy G jest rozkladalny, to:

— dlady > dy > ...>d, zachodzi lir(G) = 1;

— dla3<n<9oraz Y1 d; > | 5] zachodzilir(G) = 2;

— dla8<n<9, Y2 di =3, oraz dy > 1 zachodzi lir(G) = 2;

— dlan =9 oraz dy = dy = 1 zachodzi lir(G) = 2;

— we wszystkich pozostalych przypadkach zachodzi lir(G) = 3. O

Twierdzenie 21 ([31]). Dla kaZdego grafu rozdzielnego G, ktory nie jest
izomorficzny z Ko multigraf >G spelnia lir(*G) < 2.

Dowdd. Niech G(X,Y) bedzie grafem rozdzielnym o zbiorze X =
{v1,... v}, gdzie d1 > ... > d,. Bez straty ogélnosci mozemy zaltozy¢,
ze zbior wierzchotkéw, ktory indukuje klike jest maksymalny mozliwy. Jesli
n < 2, to G jest drzewem i teza wynika bezposrednio z wniosku 11.

Nastepnie zatézmy, ze n > 2. Z twierdzenia 19 i twierdzenia 20 wynika,
ze tylko nastepujace szczegdlne przypadki wymagaja rozwazenia:
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e dy < |5 oraz dy =0,

e dy =dy=1orazn € {6,7,8}.

Sa to jedyne grafy rozdzielne z n > 2 i lokalnie nieregularnym indeksem
chromatycznym rownym trzy. Dla kazdego innego grafu rozdzielnego G, gdzie
n > 2, uzyskujemy z twierdzenia 19 i twierdzenia 20, ze lir(G) < 2, a wiec
lir(*G) < 2.

Rozwazmy przypadek gdy dy < |5 ] oraz dy = 0. Z twierdzenia 8 otrzy-
mujemy lokalnie nieregularne kolorowanie kliki indukowanej przez zbior X w
multigrafie 2G za pomocg dwoch koloréw. Bez straty ogdlnosci przypuéémy,
ze niebieski stopien wierzchotka vy jest maksymalny mozliwy. Mozemy ta-
two zauwazy¢, ze pokolorowanie pozostatych multikrawedzi (wiszacych mul-
tikrawedzi incydentnych z wierzchotkiem v;) na niebiesko utworzy lokalnie
nieregularne kolorowanie 2G za pomocg dwoch koloréw.

Teraz rozwazymy przypadek, gdy dy = do = 1 oraz n € {6,7,8}. Jak w
poprzednim przypadku z twierdzenia 8 otrzymujemy lokalnie nieregularne ko-
lorowanie kliki indukowanej przez zbiér X w multigrafie 2G za pomocg dwoch
kolorow. Zauwazmy, ze wierzchotek z najwigkszym niebieskim stopniem jest
rozny od wierzchotka z najwiekszym czerwonym stopniem. W przeciwnym
przypadku wszystkie wierzchotki miatyby takie same czerwone i niebieskie
stopnie, co przeczy, ze kolorowanie jest lokalnie nieregularne. Przypus$émy,
ze wierzchotki vy oraz v, maja najwieksze odpowiednio niebieskie i czerwone
stopnie. Niech w; bedzie sasiadem v; poza klikg oraz ws bedzie sasiadem vy
poza klikg. Aby dokonczy¢ kolorowanie, kolorujemy multikrawedZ v;w; na
niebiesko, a multikrawedz vewsona czerwono. Mozemy tatwo zauwazy¢, iz za-
den konflikt nie powstal pomimo mozliwosci, ze w; = ws. Zatem, réwniez w
tym przypadku otrzymujemy lir(*G) < 2. ]

2.6 Grafy planarne

W [14], Bensmail, Dross i Nisse udowodnili, ze lokalnie nieregularny in-
deks chromatyczny kazdego lokalnie nieregularnie kolorowalnego grafu pla-
narnego G wynosi co najwyzej 15. Ponadto gdy rozmiar G jest parzysty
to lokalnie nieregularny indeks chromatyczny jest ograniczony z géry przez
14. Ten rezultat w oczywisty sposéb daje nam ograniczenie gorne przez 15
lokalnie nieregularnego indeksu chromatycznego 2-multigrafu uzyskanego z
kolorowalnego grafu planarnego. W tym podrozdziale znaczaco obnizymy to
ograniczenie.

Twierdzenie 22 ([31]). Dla kazdego spdjnego grafu planarnego G, ktdéry nie
jest izomorficzny z Ko multigraf *G spelnia lir(*G) < 4.
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Dowdd. 7 twierdzenia o czterech kolorach wiemy, ze x(G) < 4. Zauwazmy,
ze jesli x(G) < 2, czyli graf G jest dwudzielny, to nasza teza wynika z twier-
dzenia 10. Zatem w dalszej czesci dowodu mozemy zalozy¢, ze x(G) € {3,4}.
Niech Vi,..., Vi) beda klasami koloréw we wlasciwym kolorowaniu wierz-
chotkéw grafu G za pomoca x(G) kolorow.

Jedli x(G) = 3 to oznaczamy przez G podgraf rozpinajacy grafu G o
E(Gy1) = {w: u € Vi} oraz przez Gy oznaczmy podgraf rozpinajacy G o
E(Gy) = E(G) \ E(Gy). Jedli x(G) = 4, to niech G bedzie podgrafem
rozpinajacym G o E(G1) ={uv: (u € ViUV3Av € Vo)V (u € Vs Av € Vy)},
oraz niech G bedzie podgrafem rozpinajacym G o E(Gy) = E(G) \ E(G).
Oczywiscie podgrafy (G oraz G9 sa dwudzielne. Ponadto zauwazmy, ze jesli
i,7 € {1,...,x(G)} oraz i # j, to jest co najmniej jedna krawedZ taczaca
wierzchotek ze zbioru V; z wierzcholkiem ze zbioru V. Zatem x(G;) = 2 oraz
X(Gz) = 2.

Moze si¢ zdarzy¢, ze ktory$ z podgraféw G lub G5 zawiera izolowana
krawedz i przez to twierdzenie 10 nie moze by¢ zastosowane do niego. Aby
uniknaé tego problemu uzywamy nastepujacego lematu udowodnionego przez
Baudona i in. w [5].

Lemat 23 ([5]). Zalézmy, ze mozemy pokolorowaé krawedzie grafu G bez
1zolowanych krawedzi i 1zolowanych tréjkgtow za pomocg dwoch kolorow czer-
wonego i niebieskiego w taki sposob, Ze czerwony podgraf indukowany Gr oraz
niebieski podgraf indukowany G g spetniajq: x(Gr) = r oraz x(Gp) = b, gdzie
r,b > 2. Wowczas graf G moze byé rowniez pokolorowany dwoma koloramd,
czerwonym i niebieskim w taki sposdb, ze x(Gr) <1, x(Gg) < b, oraz Gg i
Gp sq bez izolowanych krawedzi.

Z lematu 23 otrzymujemy rozklad grafu G na dwa grafy dwudzielne
G1 oraz (G5 bez izolowanych krawedzi. Zatem z twierdzenia 10 obydwa
2-multigrafy 2G; oraz 2G'; maja lokalnie nieregularne kolorowanie za pomoca
dwéch koloréw. Niech multigraf 2G bedzie pokolorowany za pomoca kolo-
réw czerwonego i niebieskiego, a multigraf 2G5 za pomoca koloréw zielonego
i zottego. Podmultigrafy multigraféw 2G oraz 2G5 indukowane przez krawe-
dzie w tym samym kolorze tworza rozktad multigrafu 2G na cztery lokalnie
nieregularne podmultigrafy, czyli lir(*G) < 4. O

Jako natychmiastowa konsekwencje powyzszego twierdzenia otrzymujemy
nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 24 ([31]). Dla kazdego spdjnego grafu tréjdzielnego lub cztero-
dzielnego G multigraf G spetnia lir(*G) < 4.
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2.7 Grafy subkubiczne

W tym podrozdziale przedstawimy nowe ograniczenie gérne przez stalg
dla lokalnie nieregularnego indeksu chromatycznego multigrafu G w przy-
padku, gdy G jest grafem subkubicznym (o maksymalnym stopniu co naj-
wyzej trzy) réznym od Ks. To nowe ograniczenie gérne dla graféw subku-
bicznych poprawia ograniczenie wynikajace bezposrednio z twierdzenia 24.
Ponadto udowodnimy hipoteze 6 dla dwoch szczegdlnych rodzin grafow sub-
kubicznych.

Zaczniemy od przedstawienia kilku definicji i twierdzen potrzebnych do
udowodnienia wyzej wymienionych rezultatéw. Niech K7 3 bedzie podpodzie-
long gwiazda otrzymang z gwiazdy K 3 przez zastapienie dwoch jej krawe-
dzi $ciezkami dtugosci dwa. Rozktad grafu spojnego nazywamy odpowriednim
jesli sktada sie ze $ciezek dlugosci dwa i co najwyzej jednego podgrafu izo-
morficznego z gwiazda K3 lub podpodzielona gwiazda K7 ;. Rozklad grafu
spojnego, oznaczany przez D, jest bardzo odpowiedni, jesli jest odpowiedni i
gdy rozktad D zawiera podgraf izomorficzny z K 3, to graf nie ma odpowied-
niego rozktadu bez K7 ;. Méwimy, ze dwa elementy odpowiedniego rozktadu
grafu sg sgsiednie jesli maja wspolny wierzchotek.

W [21] Bensmail, Merker i Thomassen pokazali ponizsze wazne twierdze-
nie.

Twierdzenie 25 ([21]). Kazdy graf posiadajgcy lokalnie niereqularne kolo-
rowanie ma odpowiedni rozktad. O

Korzystajac z tego rezultatu Luzar, Przybyto i Sotak udowodnili naste-
pujace twierdzenie.

Twierdzenie 26 ([45]). Niech G bedzie grafem subkubicznym majgcym lokal-
nie niereqularne kolorowanie, a D bardzo odpowiednim rozkladem G. Wow-
czas graf G posiada lokalnie niereqularne kolorowanie za pomocq czterech
kolorow takie, zZe:

o krawedzie kazdego elementu rozkladu D sq pokolorowane tym samym
kolorem 1

o jesli krawedzie dwoch sgsiednich elementow py, ps rozktadu D sq pokolo-
rowane tym samym kolorem to ich wspolny wierzchotek jest wierzchot-
kiem centralnym albo py, albo ps. O

Mozemy tatwo zauwazy¢, ze réwniez powyzszy rezultat implikuje, iz dla
kazdego spojnego grafu G majacego lokalnie nieregularne kolorowanie multi-
graf 2G spelnia lir(*G) < 4. Ponizej poprawimy ten wniosek z twierdzenia 26
dowodzac nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 27 ([31]). Dla kaZdego spéjnego grafu subkubicznego G, ktory
nie jest izomorficzny z Ko multigraf °G spetnia lir(*G) < 3.

Dowéd. 7 twierdzenia 14 wiemy, ze lir(?G) < 2 dla kazdego kaktusa G # Ko.
Korzystajac z faktu, ze wszystkie grafy spojne nie majace lokalnie nieregu-
larnego kolorowania sa kaktusami mozemy zatozy¢, ze G ma lokalnie niere-
gularne kolorowanie.

Z rezultatu Bensmaila, Merkera i Thomassena [21] mamy odpowiedni roz-
ktad G, a stad otrzymujemy bardzo odpowiedni rozktad D grafu GG. Nastepnie
korzystajac z twierdzenia 26 mamy lokalnie nieregularne kolorowanie ¢ grafu
G za pomocy co najwyzej czterech koloréow z dodatkowymi wtasnosciami.
Niech kolorowanie ¢ uzywa kolorow 1,2, 3,4. Bez straty ogoélnosci zatézmy,
ze liczba krawedzi w kolorze 4 jest minimalna mozliwa i zat6zmy, ze p(p) = 1
jesli element p € D jest izomorficzny z Ky 3 lub K7 3.

W dalszej czeéci dowodu bedziemy oznaczaé przez G[o~!(c)] podgraf gra-
fu G indukowany przez krawedzie w kolorze ¢ w kolorowaniu .

T T A ATy

(a) (b) () (d) (e)

(g)

Rysunek 2.16: Potencjalnie mozliwe sktadowe spdjne monochromatycznych
podgrafow. Jesli rozktad D jest bardzo odpowiedni, sktadowe spéjne (f) oraz
(2) sa niemozliwe do uzyskania (rozktad bez K zostal zasugerowany za
pomoca ciagltych i przerywanych krawedzi).

Kolorowanie ¢ jest lokalnie nieregularne, a z dodatkowych wtasnosci ¢
(zobacz twierdzenie 26) wynika, ze kazda sktadowa spdjna monochromatycz-
nego podgrafu G moze mie¢, hipotetycznie moéwiac, jedna z siedmiu form
przedstawionych na rysunku 2.16. Jednakze dwie z nich, a mianowicie (f)
oraz (g) z rysunku 2.16 przecza zalozeniu, ze rozklad D jest bardzo od-
powiedni. Zatem, jedli rozmiar G jest parzysty to kazda sktadowa spdjna
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monochromatycznego podgrafu G jest izomorficzna z (a), (b) lub (c) z ry-
sunku 2.16. Z drugiej strony, jesli rozmiar grafu G jest nieparzysty, to mamy
doktadnie jedna sktadowa spdjna podgrafu G indukowang przez kolor 1, kto-
ra jest izomorficzna z (d) lub (e) z rysunku 2.16, a kazda inna skladowa
spéjna monochromatycznego podgrafu jest izomorficzna z (a), (b) lub (c).

At A1
! 24
4 2

T4 1 i 4

Rysunek 2.17: Obnizenie liczby krawedzi w kolorze 4, jesli sktadowa spdjna
Glp~1(4)] jest izomorficzna z (c) (kolory 1 oraz 2 moga by¢ zamienione na
dowolng kombinacje dwdch koloréw ze zbioru {1,2,3}).

7 zatozenia, ze liczba krawedzi w kolorze 4 jest najmniejszg mozliwa w
kolorowaniu ¢ wiemy, ze zadna sktadowa spojna podgrafu grafu G indu-
kowanego przez krawedzie w kolorze 4 nie jest izomorficzna z (c¢). Gdyby
istniata taka sktadowa spdjna, to moglibySmy przekolorowaé krawedzie srod-
kowej czedci (¢) na kolor, ktéry nie byl uzyty na elementach rozktadu D
sasiednich z nia (zobacz rysunek 2.17) i przez to zmniejszy¢ liczbe krawedzi
w kolorze 4. Zatem skladowe spojne G[p~'(4)] sa izomorficzne z (a) lub (b)
z rysunku 2.16.

W dalszej czesci dowodu stworzymy lokalnie nieregularne kolorowanie
multigrafu 2G za pomoca koloréw: czerwonego, zielonego i niebieskiego o
nastepujacej wlasnosci (W): jesli element p € D ma kolor ¢(p) € {1,2,3},
to jego wiszqce wierzcholki nie majqg czerwonego, zielonego lub niebieskiego
stopnia réwnego pieé w tym kolorowaniu *G. Kolorujemy krawedzie multi-
grafu 2G' w dwdéch krokach. Zauwazmy, ze jeéli dany kolor jest przypisany do
krawedzi 2G' w jakim$ kroku to nie jest nigdy zmieniany w kolejnych krokach.

Najpierw kolorujemy kazda multikrawedz 2G, ktéra odpowiada krawedzi
w kolorze 1, 2 lub 3 w kolorowaniu ¢ w nastepujacy sposob: jesli p(e) = 1,
to multikrawedz e kolorujemy na niebiesko w 2G| jedli ¢(e) = 2, to multi-
krawedz e kolorujemy na zielono w 2G, a jesli p(e) = 3, to multikrawedz e
kolorujemy na czerwono w 2G. Zauwazmy, ze po tym kroku multikrawedzie
odpowiadajace krawedziom w kolorze 4 w grafie G sa nie pokolorowane i
uzyskane czesciowe kolorowanie ?G' ma wlasno$é (W), poniewaz stopnie kaz-
dego wierzchotka we wszystkich kolorach w takim czesciowym kolorowaniu
Sq parzyste.
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Przechodzimy teraz do drugiego etapu kolorowania G, w ktérym bedzie-
my kolorowa¢ reszte krawedzi, czyli E(G[p~1(4)]). Jak pokazaliSmy wczesniej
sktadowe spéjne G[p~1(4)] sa izomorficzne z (a) lub (b).

Najpierw przypusémy, ze mamy skladowa spojna G[p~'(4)], ktora jest
izomorficzna z (a) i oznaczmy przez p odpowiadajacy element rozktadu D.
Jesli centralny wierzcholek elementu p nie jest wierzchotkiem konicowym pew-
nego elementu g € D, to kolorujemy kazda multikrawedz p w multigrafie 2G
na czerwono-niebiesko. Jesli wierzchotek centralny elementu p jest wierzchot-
kiem koncowym pewnego elementu g € D, to rozwazamy przypadki w zalez-
nosci od ¢(q): jesli ¢(q) = 1 (czyli multikrawedzie ¢ sa pokolorowane na nie-
biesko w multigrafie 2G), to kolorujemy kazda multikrawedZ p na czerwono-
zielono, jesli p(q) = 2 (czyli multikrawedzie g sa pokolorowane na zielono w
multigrafie 2G), to kolorujemy kazda multikrawedZ p na czerwono-niebiesko,
jesli p(q) = 3 (czyli multikrawedzie ¢ sa pokolorowane na czerwono w mul-
tigrafie 2G), to kolorujemy kazda multikrawedZ p na zielono-niebiesko. W
ten sposob nie utworzyliSmy konfliktu pomiedzy wierzchotkiem centralnym
elementu p oraz wierzchotkiem centralnym elementu g. Zatem, jesli konflikt
zostal utworzony, to jest on pomiedzy koncowym wierzchotkiem elementu p
i jakims innym wierzchotkiem.

Przypusémy, ze multikrawedzie elementu p zostaly pokolorowane za po-
moca koloréw zielonego i niebieskiego (jesli inne kombinacje koloréow zostaty
uzyte, to wystarczy po prostu zamieni¢ role koloréw w ponizszym argumen-
cie). Niech v bedzie wierzchotkiem koncowym elementu p. Najpierw przypu-
sémy, ze v jest wierzchotkiem centralnym elementu r € D. Jedli element r
jest niebieski (podobny argument moze by¢ uzyty dla koloru zielonego) to
niebieski stopnien wierzchotka v wynosi pie¢. Niebieski stopien wierzchotka
centralnego elementu p wynosi co najwyzej cztery i sasiedzi wierzchotka v
w elemencie r nie maja niebieskiego stopnia réwnego pie¢ (jeden z nich jest
w kazdym przypadku wiszacy i uzywamy wlasnosci (W), a drugi jest albo
wiszacy, albo wierzchotkiem stopnia trzy w (d) lub (e), i albo uzywamy wta-
snosci (W), albo faktu, ze ma niebieski stopien sze$¢). Jesli element r jest
czerwony, to zaden konflikt nie zostal utworzony na tym koncu elementu p.

Nastepnie przypusémy, ze dwa elementy s oraz t z rozktadu D sg incy-
dentne z elementem p zawierajacym wierzchotek v. Wyrézniamy dwa niesy-
metryczne przypadki zalezgce od koloréw elementow s oraz t. Przypus$émy,
ze p(s) = 1 oraz (t) = 2 (czyli multikrawedzie elementéw s oraz t sa po-
kolorowane na odpowiednio niebiesko i zielono). W tym przypadku niebieski
i zielony stopnien wierzchotka centralnego elementu p jest parzysty, niebie-
ski i zielony stopien wierzchotka v jest rowny trzy, niebieski stopien sasiada
v w elemencie s wynosi co najmniej cztery i zielony stopien sgsiada v w
elemencie t jest réwny co najmniej cztery. Zatem zaden konflikt nie zostat
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utworzony i whasnosé (W) zostata zachowana. Rozwazmy teraz drugi przy-
padek, gdy ¢(s) = 1 oraz ¢(t) = 3 (czyli multikrawedzie elementéw s oraz
t sa pokolorowane na odpowiednio niebiesko i czerwono). W tym przypadku
niebieski i zielony stopien wierzchotka centralnego elementu p jest parzysty.
Niebieski, zielony i czerwony stopien wierzchotka v wynosi odpowiednio trzy,
jeden oraz dwa. Niebieski stopien sasiada v w elemencie s wynosi co najmniej
cztery i czerwony stopien sasiada v w elemencie ¢ wynosi co najmniej cztery.
Zatem réwniez w tym przypadku zaden konflikt nie zostat utworzony i wta-
snosé¢ (W) zostata zachowana. Przeglad tych przypadkéw mozna znalezé na
rysunku 2.18.

Rysunek 2.18: Przypadki gdy element p € D koloru 4 w kolorowaniu ¢ jest
izomorficzny z (a) oraz wierzchotek koncowy v elementu p jest wierzchotkiem
koncowym elementow s oraz t, gdzie s,t € D.

Przypusémy zatem, ze pokolorowalismy dotychczas niepokolorowane mul-
tikrawedzie, ktére odpowiadaly krawedzia sktadowych spojnych Glo~(4)]
izomorficznych z P;. Przechodzimy do kolorowania pozostatych multikrawe-
dzi, ktére odpowiadaja krawedzia sktadowych spéjnych G[p~1(4)] izomorficz-
nych z (b). Niech py,p2 € D beda dwoma incydentnymi elementami koloru
4 w kolorowaniu ¢. Bez straty ogdlnosci przypusémy, ze centralny wierzcho-
tek elementu p; jest wiszacym wierzchotkiem elementu py. Zauwazmy, ze oba
elementy p; oraz p, sg incydentne z elementami D we wszystkich kolorach
ze zbioru {1, 2,3}, poniewaz w przeciwnym razie mogliby$my przekolorowaé
p1 lub py kolorem ze zbioru {1, 2,3} i uzyska¢ odpowiednie lokalnie nieregu-
larne kolorowanie G z mniejsza liczba krawedzi w kolorze 4. Zatem sg pewne
elementy r1,79,73 0 réznych kolorach ze zbioru {1,2,3} takie, ze wiszacy
wierzchotek elementu r; jest centralnym wierzchotkiem py i wiszacy wierz-
chotek ps jest takze wiszacym wierzchotkiem elementéw ry oraz r3. Oznacza-
my przez x centralny wierzchotek elementu p, i przez y wierzchotek wiszacy
elementow po, 19 oraz r3. Zauwazmy, ze sgsiad wierzchotka x w elemencie ry
jest incydenty z trzema krawedziami w kolorze ¢(ry). Jesli by tak nie byto
to element p; mégtby byé pokolorowany kolorem ¢(r;), a tym samym liczba
krawedzi w kolorze 4 bytaby nizsza (i w pewnych przypadkach wtasnosé, ze
rozklad D jest bardzo odpowiedni bylaby niespetniona, zobacz (e) oraz (f)
na rysunku 2.16).

Dla liczby elementow rozktadu D sagsiadujacych z elementem p; mamy
dwie mozliwosci i przez to wyrdézniamy dwa przypadki.
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Przypadek 1. Element p; jest incydentny z czterema elementami D,
mianowicie pg, S1, S oraz S3, gdzie wierzchotek wiszacy elementu p; jest
centralnym wierzchotkiem s; i inny wierzchotek wiszacy elementu p; jest
wierzchotkiem wiszacym obu elementow sy oraz s3. Dla lepszego zobrazowa-
nia sytuacji przypadek zostal przedstawiony na rysunku 2.19. Przypus$émy,
ze p(s1) =1, p(s2) = 2 oraz ¢(s3) = 3, czyli multikrawedzie odpowiadajace
elementom s;, sy oraz s3 sa pokolorowane, odpowiednio, na niebiesko, zielo-
no i czerwono (podobny argument dziata, gdy kolory elementéw s1, $9, s3 sa
spermutowane). Kolorujemy kazda multikrawedz elementu p; na czerwono-
niebiesko i kazda multikrawedZ elementu py na zielono-niebiesko. Mozemy
latwo zauwazy¢, ze takie kolorowanie nie tworzy konfliktu (zobacz rysunek
2.19 dla przegladu stopni wierzchotkéw w réznych kolorach). Zauwazmy, ze
kazdy sasiad centralnego wierzchotka elementu p; w elemencie s; ma niebie-
ski stopien rézny od pieciu, poniewaz albo jest wierzchotkiem wiszacym s; i
wlasnos¢ (W) zachodzi, albo jest wierzchotkiem stopnia trzy w (e).

£5 £5

S1 i1

ro/ T3

Rysunek 2.19: Elementy D incydentne z p; oraz py i mozliwe kolorowania p;
oraz ps 7z Przypadku 1.

Przypadek 2. Element p; jest incydentny z piecioma elementami D,
mianowicie po, t1, to, t3 oraz ty, gdzie elementy pq, t; oraz to maja wspolny
wierzchotek i elementy pq, t3 oraz t4 maja wspolny wierzchotek. Przypusémy,
ze p(t1) = p(ty) = 1, p(ta) = 2 oraz p(t3) = 3 (podobny argument dziala,
gdy kolory elementéw t,to,t3,t4 sa spermutowane). Sa dwa podprzypadki
do rozwazenia, w zaleznosci od koloru elementu r;. Jednakze niezaleznie od
koloru elementu 7y, kolorujemy multikrawedzie elementéw p; oraz p, w na-
stepujacy sposob: multikrawedz incydentna do wspolnego wierzchotka py, ¢y
oraz t, na czerwono, a drugg multikrawedz elementu p; na zielono. Nastepnie
kolorujemy multikrawedzie elementu p, na czerwono-zielono. Mozemy tatwo
zauwazy¢, na podstawie stopni w réznych kolorach wierzchotkéw z elementow
p1, po 1 ich sgsiadow, ze takie kolorowanie nie powoduje zadnego konfliktu
(zobacz rysunek 2.20).
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Rysunek 2.20: Elementy D incydentne z p; oraz ps i mozliwe kolorowania
p1 oraz py z Przypadku 2. (podprzypadek gdy element r; jest niebieski (w
srodku) i podprzypadek gdy element r; jest czerwony (po prawej)).

Zatem kazda krawedz multigrafu 2G zostala pokolorowana i nie powstat
zaden konflikt, co konczy dowod. O]

Teraz udowodnimy hipoteze 6 dla dwoch rodzin graféw subkubicznych.

Twierdzenie 28 ([31]). Dla kazdego spéjnego grafu subkubicznego G # Ko,
w ktérym wierzcholki stopnia trzy tworzq zbiér niezalezny, multigraf G spel-
nia lir(*G) < 2.

Dowdd. Udowodnimy, ze istnieje lokalnie nieregularne kolorowanie multigra-
fu 2G za pomoca dwdch koloréw czerwonego i niebieskiego takie, ze nie za-
wiera ono wiszacej multikrawedzi pokolorowanej na czerwono-niebiesko, kto-
ra ma wierzchotek koncowy o czerwonym stopniu réwnym trzy i niebieskim
stopniu réwnym trzy. Przypusémy, ze jest to nieprawda. Niech graf G bedzie
kontrprzyktadem o minimalnej liczbie krawedzi.

Zauwazmy, ze 2-multigrafy utworzone ze $ciezek (o dtugosci co najmniej
dwa) i cykli posiadaja lokalnie nieregularne kolorowanie za pomoca dwdch
koloréw (zobacz twierdzenie 7). Co wiecej te 2-multigrafy nie maja wierzchot-
kéw stopnia sze$é, a zatem nie maja wiszacej multikrawedzi pokolorowanej
na czerwono-niebiesko, ktora ma koncowy wierzchotek o czerwonym stopniu
trzy i niebieskim stopniu trzy. Tym samym graf G nie jest ani Sciezka, ani
cyklem.

Ponadto graf G nie jest ani gwiazda K 3 ani gwiazda K 3 z podpodzie-
lonymi jednokrotnie pewnymi krawedziami, poniewaz te grafy sa lokalnie
nieregularne. Jesli G jest gwiazdg K;3 z jedng z krawedzi podpodzielong
dwukrotnie, a pozostalymi krawedziami podpodzielonymi jednokrotnie, to
kolorujemy na niebiesko dwie ostatnie krawedzie na najdtuzszej Sciezce, a
pozostala czesé grafu na czerwono, w rezultacie lir(G) < 2 i w konsekwen-
cji lir(?G) < 2. Jedli G jest tréjkatem z dolaczong krawedzig do jednego z
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jego wierzchotkéw, to mozemy pokolorowaé¢ dwie incydentne krawedzie na
niebiesko i pozostate dwie krawedzie na czerwono, a wige lir(G) < 21w
konsekwencji lir(?G) < 2.

Teraz przypusémy, ze H jest podgrafem G izomorficznym z gwiazdg K 3
lub gwiazdg K3 z co najwyzej dwoma jej krawedziami podpodzielonymi
raz, dotaczong do reszty grafu G za pomoca wierzchotka stopnia jeden in-
cydentnego z wierzchotkiem stopnia trzy w H. WykazaliSmy juz, ze G nie
jest gwiazda K 3 z wszystkimi jej krawedziami podpodzielonymi raz. Zatem
mozemy przypuscié, ze graf G' = G — H jest rézny od K,. 7 minimalno-
$ci G wynika, ze istnieje lokalnie nieregularne kolorowanie multigrafu 2G’ za
pomocg dwoch kolorow, w ktorym wiszace multikrawedzie pokolorowane na
czerwono-niebiesko nie sg incydentne z wierzchotkiem o czerwonym i niebie-
skim stopniu réwnym trzy. Z faktu, ze H jest dotaczony do wiszacej krawedzi
G’ wiemy, iz co najmniej jedno z dwoch monochromatycznych kolorowan 2H
nie tworzy konfliktu na koncach wiszacej krawedzi G, do ktorej H jest dola-
czony. Zatem lir(?G) < 2 w takim przypadku.

Przypusémy, ze mamy wiszacg Sciezke P dotaczona do wierzchotka v; o
stopniu trzy taka, iz usuniecie P oraz v; skutkuje grafem bez izolowanych
krawedzi, poniewaz w przeciwnym przypadku graf G nie bedacy Sciezka mial-
by wiszaca gwiazde K3 lub K3 z pewnymi krawedziami podpodzielonymi
raz. Oznaczmy przez vy oraz vy sasiadow wierzchotka vy, ktérzy nie nalezg
do Sciezki P. Oznaczmy przez G’ graf uzyskany z G po usunieciu $ciezki
P oraz wierzchotka vy. Z tego, ze kazda sktadowa spojna G’ jest rézna od
K, multigraf ?G’ posiada odpowiednie kolorowanie. Zauwazmy, ze poniewaz
wszystkie wierzchotki stopnia trzy sa niezalezne w GG, to obydwa wierzchotki
vg oraz vy sa stopnia jeden w G'. Teraz rozwazamy wszystkie mozliwosci jak
multikrawedzie incydentne z wierzchotkami vy oraz v, w multigrafie 2G’ moga
by¢ pokolorowane. Oznaczamy przez eg oraz e; multikrawedzie incydentne z
wierzchotkami odpowiednio vy oraz vy w multigrafie 2G’. Wyrdzniamy cztery
przypadki w zaleznosci od koloréw multikrawedzi ey oraz e,. Dla lepszego zo-
brazowania sytuacji rozwazane przypadki zostaly dodatkowo przedstawione
na rysunku 2.21.

Przypadek 1. Przypusémy, ze multikrawedzie eq oraz es s monochroma-
tyczne, pokolorowane tym samym kolorem bez straty ogélnosci niebieskim.
W tym przypadku kolorujemy multikrawedzie incydentne z wierzchotkiem vy
na czerwono. Jesli Sciezka P jest nieparzystej dtugosci to kolorujemy pozosta-
te multikrawedzie nastepujaco: pierwsze dwie na niebiesko, kolejne dwie na
czerwono, nastepne dwie na niebiesko i tak dalej. Jesli éciezka P jest parzystej
dtugosci to kolorujemy multikrawedz najblizej wierzchotka v, na czerwono,
a nastepnie kolorujemy pozostate multikrawedzie tej $ciezki jak w poprzed-
nim przypadku. Zatem we wszystkich tych przypadkach kazda multikrawedz
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Rysunek 2.21: Przypadki rozwazane w dowodzie twierdzenia 28.

2P jest monochromatyczna. W oczywisty sposéb uzyskane kolorowanie jest
lokalnie nieregularne i wiszgca multikrawedZ 2P nie jest czerwono-niebieska.

Przypadek 2. Przypusémy, ze multikrawedzie ey oraz e; sg monochro-
matyczne, ale w réznych kolorach. Bez straty og6lnosci, niech multikrawedz
eo bedzie niebieska, a multikrawedz e; bedzie czerwona. Rozwazamy trzy
podprzypadki.

Podprzypadek 2.1. Jesli czerwony stopien sgsiada vy jest rézny od
trzech to kolorujemy vgv; na czerwono, vivs na czerwono-niebiesko i multi-
krawedz P incydentna z wierzchotkiem v, takze na czerwono-niebiesko. Jesli
dtugos¢ Sciezki P jest nieparzysta to kolorujemy pozostate multikrawedzie
nastepujaco: pierwsze dwie na niebiesko, kolejne dwie na czerwono, nastepne
dwie na niebiesko i tak dalej. Jesli dtugosé Sciezki P jest parzysta to kolo-
rujemy multikrawedZ najblizej wierzchotka v; na niebiesko, a nastepnie ko-
lorujemy pozostate multikrawedzie tej Sciezki nastepujaco: pierwsze dwie na
czerwono, kolejne dwie na niebiesko, nastepne dwie na czerwono i tak dalej.
Zatem we wszystkich przypadkach kazda multikrawedZ 2P jest monochroma-
tyczna, z wyjatkiem multikrawedzi incydentnej z wierzchotkiem v;. Jednak-
ze, poniewaz czerwony i niebieski stopien wierzchotka v; wynosi odpowiednio
cztery i dwa, uzyskane kolorowanie zachowuje wtasnosé, ze nie wystepuje w
nim wiszaca multikrawedZ pokolorowana na czerwono-niebiesko, ktéra ma
wierzchotek koncowy o czerwonym i niebieskim stopniu rownym trzy.

Podprzypadek 2.2. Jedli czerwony stopien sasiada wierzchotka vy jest
rowny trzy i niebieski stopien sasiada vg jest rézny od trzech, to wystarczy
zamieni¢ rolami niebieski i czerwony kolor w podprzypadku 2.1.

Podprzypadek 2.3. Jesli niebieski stopien sasiada wierzchotka vy jest
rozny od trzech i czerwony stopien sasiada v jest rézny od trzech, to ko-
lorujemy kazda multikrawedz incydentng z wierzchotkiem v; na niebiesko.
Nastepnie kolorujemy pozostale multikrawedzie 2P w podobny sposéb jak w
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przypadku 1 (zamieniamy kolory na 2P).

Przypadek 3. Przypusémy, ze multikrawedz eg jest czerwono-niebieska,
a e; monochromatyczna. Bez straty ogolnosci niech multikrawedz e, bedzie
niebieska. Zauwazmy, ze czerwony stopien sasiada wierzchotka vy jest rézny
od trzech, poniewaz w przeciwnym razie niebieski stopien takiego wierzchot-
ka bytby rowny trzy, ale to jest nie mozliwe z powodu dodatkowego zatoze-
nia, ze konicowy wierzchotek wiszacej multikrawedzi (w tym przypadku ey w
multigrafie 2G’) pokolorowanej na czerwono-niebiesko nie ma czerwonego i
niebieskiego stopnia réwnego trzy. Zatem w tym przypadku kolorujemy kaz-
da multikrawedZ incydentna z v; na czerwono, a pozostate multikrawedzie
2P jak w przypadku 1.

Przypadek 4. Przypusémy, ze obydwie multikrawedzie ey oraz ey sa
czerwono-niebieskie. Jak w przypadku 3 sasiedzi wierzchotkéw vy oraz v,
nie majg czerwonego i niebieskiego stopnia rownego odpowiednio trzy i trzy.
Zatem w tym przypadku kolorujemy kazdg multikrawedz incydentng z v; na
czerwono, a pozostale multikrawedzie 2P jak w przypadku 1.

W dalszej czesci dowodu zaktadamy, ze graf G nie zawiera wiszacej $ciezki.
Przypusémy, ze w grafie G wystepuje wiszacy trojkat, czyli dwa wierzchotki
v1, Uy stopnia dwa i wierzchotek v stopnia trzy potaczone krawedziami vyvs,
v103 1 v9v3. Niech G’ bedzie grafem uzyskanym z G po usunieciu wierzcholtkéw
v1, Vo oraz vs. Rozwazmy lokalnie nieregularne kolorowanie multigrafu 2G’
dwoma kolorami czerwonym i niebieskim, w ktérym zadna wiszaca multikra-
wedz pokolorowana na czerwono-niebiesko nie ma wierzchotka konicowego z
czerwonym i niebieskim stopniem rownym odpowiednio trzy i trzy. Oznaczmy
przez vy sasiada wierzchotka v roznego od vy oraz vy. Zauwazmy, ze wWszy-
scy sasiedzi v3 maja stopien dwa w grafie G. Zatem v, jest wierzchotkiem
wiszacym w G'.

Jesli multikrawedZ incydentna z wierzchotkiem v, w multigrafie 2G” jest
monochromatyczna, bez straty ogoélno$ci na przyktad niebieska, to koloru-
jemy multikrawedzie vsvy, v1v3 na czerwono, a pozostate multikrawedzie na
niebiesko.

Jesli multikrawedz incydentna z wierzchotkiem v, jest czerwono-niebieska,
czerwony lub niebieski stopien sasiada vy jest rézny od trzech, to mozemy bez
straty ogdlnosci zatozy¢, ze czerwony stopien sasiada vy jest rézny od trzech.
Woéwezas po raz kolejny kolorujemy multikrawedzie vsvy, v1v3 na czerwono,
a pozostate multikrawedzie na niebiesko.

Zatem we wszystkich przypadkach, jesli graf G ma wiszacy tréjkat, to
multigraf 2G ma lokalnie nieregularne kolorowanie za pomocg dwdoch koloréw.

W zwiazku z tym w dalszej czesci zatézmy, ze graf G nie ma wiszacego
trojkata. Przypusémy, ze sa dwa sasiednie wierzchotki v; oraz v, o stopniu
dwa w G. Z faktu, iz GG nie jest cyklem mozemy zatozy¢, ze wierzchotek vy jest
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sasiedni z wierzchotkiem vy o stopniu trzy. Niech G’ bedzie grafem uzyskanym
z G po usunigciu wierzchotkéw vy oraz vy. Rozwazamy lokalnie nieregularne
kolorowanie multigrafu 2G’ za pomoca koloréw czerwonego i niebieskiego,
w ktorym zadna wiszaca multikrawedZ pokolorowana na czerwono-niebiesko
nie ma wierzchotka koncowego z czerwonym i niebieskim stopniem réwnym
odpowiednio trzy i trzy. Jesli G’ jest niespdjny, to z faktu, ze G nie ma
wiszacej $ciezki wynika, iz G’ nie zawiera izolowanych krawedzi. Stad kazda
sktadowa spéjna 2G’ posiada odpowiednie lokalnie nieregularne kolorowanie.

Oznaczmy przez xg oraz yo sasiadow wierzchotka vy réznych od vy. Za-
uwazmy, ze wierzchotki xg oraz yo maja stopienn dwa w G (graf G nie zawiera
wiszacego wierzchotka). Oznaczmy przez z; oraz y; sasiadéw, odpowiednio,
xo oraz yo w G', poniewaz G nie zawiera wiszacego tréjkata, to oba wierzchot-
ki x( oraz yg sg rézne od vy. Ponadto oznaczmy przez z sasiada vy r6zZnego od
v1. Podobnie jak w poprzednich przypadkach oméwionych w tym dowodzie
rozrézniamy przypadki w zaleznosci od koloréw uzytych na multikrawedziach
o1, Yoy1 oraz vyz. Dla kazdego kolorowania kazdej z rozwazanych multikra-
wedzi rozrozniamy takze przypadki w zaleznosci od czerwonych i niebieskich
stopni wierzchotkow x1, y; oraz z. Ogolnie rzecz biorac, dla kazdej z tych
trzech multikrawedzi mamy 15 mozliwosci jej pokolorowania wraz z moz-
liwym czerwonym i niebieskim stopniem na jednym z jej koncoéw, zobacz
rysunek 2.22. Ze wzgledu na liczbe wszystkich przypadkéw do rozwazenia
uzylismy programu komputerowego, ktory dla kazdej kombinacji kolorowan
multikrawedzi zox1, yoy1, v22, przechodzi przez wszystkie mozliwosci koloro-
wania usunietej czesci sSrodkowej (multikrawedzie incydentne z wierzchotkami
vy oraz vy) i sprawdza mozliwe konflikty na wierzchotkach tego podgrafu. W
kazdym przypadku mozna znalez¢ dobre kolorowanie usunietych multikrawe-
dzi.

Rysunek 2.22: Mozliwe kolorowania multikrawedzi zox1, Yoy oraz vsz.

Zatem graf GG nie zawiera sgsiednich wierzchotkow stopnia dwa. A wiec
graf G jest uzyskany z grafu kubicznego przez podpodzielenie kazdej jego
krawedzi doktadnie raz. Jednakze to oznacza, ze graf G jest dwudzielny i nie
zawiera wiszacych krawedzi. Zatem z twierdzenia 10 multigraf ?G' ma lokalnie
nieregularne kolorowanie za pomocg dwoch koloréw z zadang wtasciwoscig.
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Twierdzenie 29 ([31]). Dla kaidego grafu spdjnego G uzyskanego z grafu
kubicznego przez zamiane pewnych jego krawedzi ma Sciezki o dlugosci co
nagmniej pieé multigraf G spetnia lir(?G) < 2.

Dowéd. Niech Gy bedzie grafem subkubicznym dla ktérego multigraf G,
spetnia lir(?G) < 2. Niech u oraz v beda sasiednimi wierzcholkami stopnia
trzy w G1. Oznaczmy przez Go graf uzyskany z GGy przez zamiang krawedzi uv
na sciezke P o dtugosci ¢ > 5, ponadto oznaczmy przez w,xi,To...,Tp 1,V
wierzchotki tej $ciezki.

W tym dowodzie bedziemy wielokrotnie uzywa¢ pewnego szczegdlnego
kolorowania multisciezek, ktore bedziemy nazywac¢ standardowym. Mowimy,
ze kolorowanie multisciezki v1vs . .. vg3 0 dtugosci 4k + 2 jest standardowe,
jesli wszystkie multikrawedzie vyvs, VoV, UsUg, Vg7, - . . Vagt1Vak+2, Vak+2Vak+3
sa pokolorowane na czerwono (lub niebiesko), a pozostate jej multikrawedzie
sa pokolorowane na niebiesko (lub odpowiednio czerwono).

Rozwazamy lokalnie nieregularne kolorowanie multigrafu 2G za pomocs
dwoch koloréow i dwa przypadki w zaleznosci od kolorowania multikrawedzi
w w 2G;.

Przypadek 1. MultikrawedZ uv jest monochromatyczna w kolorowaniu
2@G,. Bez straty ogdlnosci przypusémy, ze uv jest niebieska. Zauwazmy, ze co
najmniej jeden z wierzchotkéw u oraz v nie ma niebieskiego stopnia rownego
cztery, zatem zatdzmy, ze niebieski stopien wierzchotka wu jest rézny od czte-
rech. Kolorujemy multikrawedzie uxy, 122, 4_1,v na niebiesko. Otrzymane
czesciowe kolorowanie jest lokalnie nieregularne. Niepokolorowana cze$¢ mul-
tigrafu 2Gy jest multidciezka 2P’ o dtugosci £ — 3. Jedli £ — 3 = 2 (mod 4),
to stosujemy standardowe kolorowanie multisciezki zaczynajace i konczace
sie na czerwonych multikrawedziach. Jesli £ — 3 = 3 (mod 4), to kolorujemy
T9T3 Na czerwono-niebiesko, a reszte multiéciezki 2P’ standardowo zaczyna-
jac i koniczac czerwonymi multikrawedziami. Jesli £ — 3 = 0 (mod 4), to
kolorujemy multikrawedzie xozs oraz xzxs na czerwono-niebiesko i stosuje-
my standardowe kolorowanie reszty multiéciezki 2P’ zaczynajace i konczace
si¢ czerwonymi multikrawedziami. Jesli ¢ —3 = 1 (mod 4), to kolorujemy
multikrawedzie xox3 oraz xr3ry na czerwono-niebiesko, multikrawedz x4x5 na
niebiesko, a reszte multidciezki 2P’ standardowo zaczynajac i koniczac czerwo-
nymi multikrawedziami. Nie trudno zauwazy¢, ze we wszystkich tych przy-
padkach otrzymane kolorowanie jest lokalnie nieregularne.

Przypadek 2. Multikrawedz uv jest czerwono-niebieska w kolorowaniu
’@G,. Oznaczmy przez r, oraz r, czerwone stopnie wierzchotkéw u oraz v w
kolorowaniu multigrafu 2G;. Z faktu, ze kolorowanie jest lokalnie nieregularne
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i czerwono-niebieska multikrawedz aczy wierzchotki u oraz v w 2G otrzy-
mujemy, ze 1, # r,. Zatem w dalszej czedci mozemy zatozyé, ze 1 < 1, < 7.
Kolorujemy multikrawedzie ux; oraz z,_1v na czerwono-niebiesko. Zatem
wierzchotki u oraz v maja takie same stopnie w obu kolorach w kolorowaniu
multigrafu 2G5 jak mialy w kolorowaniu 2Gy, czyli zaden konflikt pomiedzy
wierzchotkami « lub v i ich sgsiadami poza $ciezka P nie zostatl utworzony.
Rozwazamy podprzypadki w zaleznosci od pary (r,r,) i dtugosci ¢.

Podprzypadek 2.1. Przypus$émy, ze (r,,r,) € {(1,2),(1,4),(2,4),(2,5),
(4,5)}. Jesli £ < 8, to uzywamy jednego z kolorowan przedstawionych na ry-
sunku 2.23. Jedli £ > 9, to rozszerzamy takie kolorowanie multisciezki przez
zamiane dwoch incydentnych czerwonych multikrawedzi na standardowo po-
kolorowang multisciezke dowolnej dtugosci postaci 4k + 2, zaczynajaca i kon-
czaca sie czerwonymi multikrawedziami. 7 faktu, ze r, # 3 wiemy, iz nie
zostal utworzony zaden konflikt pomiedzy wierzchotkiem wu i jego sasiadem
ze Sciezki P. Podobnie, r, # 3, a wiec niebieski stopien wierzchotka v jest
rozny od trzech i nie ma konfliktu pomiedzy v i jego sasiadem ze Sciezki P.
Zatem, jesli otrzymane kolorowanie nie jest lokalnie nieregularne to jest kon-
flikt pomiedzy dwoma wewnetrznymi wierzchotkami P. Ale tak nie jest, co
mozna tatwo zobaczy¢ na rysunku 2.23.

e Serllllelllle e o9 o e el e e e . 0
(a) £ =5 (b) £=6
U v u v
O el e e e e _ - [ MR JH, g S g
(c) b=17 (d) £=8

Rysunek 2.23: Kolorowanie pozostatych multikrawedzi w podprzypadku 2.1 z
dowodu twierdzenia 29. Jesli £ > 9, to dwie incydentne czerwone multikrawe-
dzie (kropkowane) sa zamieniane na standardowo pokolorowana multisciezke
dhugosci 4k + 2 zaczynajaca i konczaca sie czerwonymi multikrawedziami.

Podprzypadek 2.2. Przypusémy, ze (r,,7,) € {(3,4), (3,5)}. Podobnie
jak w podprzypadku 2.1. zaczynamy od pokolorowania pozostatych multikra-
wedzi w przypadku, gdy ¢ < 8 (zobacz rysunek 2.24), a nastepnie wydtuzamy
ta pokolorowang multisciezke, jesli £ > 9. W tym przypadku zamieniamy dwie
incydentne niebieskie multikrawedzie na standardowo pokolorowana multi-
Sciezke dtugosci 4k 4 2, a wiec zaczynajaca i konczaca sie dwoma niebieskimi
multikrawedziami. Nie ma konfliktu pomiedzy wierzchotkami v lub v i ich
odpowiednimi sasiadami ze $ciezki P, poniewaz 7, = 3 i niebieski stopien
v wynosi co najwyzej dwa (bo r, > 4). Jako, ze nie ma konfliktu pomie-
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dzy dwoma sasiednimi wierzchotkami ze $ciezki P (zobacz rysunek 2.24), to
otrzymane kolorowanie jest lokalnie nieregularne.

Uu v u v
Lo e L HEE g ] e<_"es_-ex_”Ce " oo
(a) £=5 (b) £ =6
Uu v u v
e<_-es_-ex_Ce<_” - e o w<_ =0 e e e Ten T e el llwml e T e
(c)e=T7 (d) £=38

Rysunek 2.24: Kolorowanie pozostalych multikrawedzi w podprzypadku 2.2 z
dowodu twierdzenia 29. Jesli £ > 9, to dwie incydentne niebieskie multikrawe-
dzie (kropkowane) sa zamieniane na standardowo pokolorowana multisciezke
dhugosci 4k + 2 zaczynajaca i konczaca sie niebieskimi multikrawedziami.

Podprzypadek 2.3. Przypus$émy, ze (r,,7,) € {(1,3),(2,3)}. Koloruje-
my multikrawedzie multiéciezki 2P jak przedstawiono na rysunku 2.25. Nie
ma konfliktu pomiedzy wierzchotkiem w i jego sasiadem ze $ciezki P, ponie-
waz czerwony stopien u wynosi co najwyzej dwa i niebieski stopien u wynosi
co najmniej cztery. Podobnie nie ma konfliktu pomiedzy wierzchotkiem v
i jego sasiadem ze Sciezki P, poniewaz czerwony i niebieski stopien v wy-
nosi odpowiednio trzy i trzy. Ponadto nie ma konfliktu pomiedzy dwoma
sgsiednimi, wewnetrznymi wierzchotkami P, a wiec kolorowanie jest lokalnie
nieregularne.

u v u v
[ g HE e e e<_Cellllwelllle—ec e _
(a) £=5 (b) £=6
Uu v u v
O eIl e e e T e _ =0 el e e e e e _ oo
(c) =17 (d) ¢=8

Rysunek 2.25: Kolorowanie pozostalych multikrawedzi w podprzypadku 2.3 z
dowodu twierdzenia 29. Jesli £ > 9, to dwie incydentne czerwone multikrawe-
dzie (kropkowane) sa zamieniane na standardowo pokolorowana multisciezke
dhugosci 4k + 2 zaczynajaca i konczaca sie czerwonymi multikrawedziami.

Zatem we wszystkich przypadkach pokazaliSmy jak rozszerzy¢ lokalnie
nieregularne kolorowanie multigrafu %G za pomocg dwéch koloréw do lokal-
nie nieregularnego kolorowania multigrafu 2Gs, co koficzy dowdd. [

57



2.8 Goérne ograniczenie dla lokalnie
nieregularnego indeksu chromatycznego
2-multigraféw

W [21] Bensmail, Merker i Thomassen udowodnili ograniczenie gorne
przez stata rowna 328 dla lokalnie nieregularnego indeksu chromatycznego
dowolnego grafu spéjnego nie nalezacego do rodziny ¥'. Latwo zauwazy¢, ze
jesli graf G jest rozktadalny na k graféw lokalnie nieregularnych to multigraf
2@ jest réwniez rozkladalny na k multigraféw lokalnie nieregularnych, bo
wystarczy uzy¢ tego samego rozktadu co w przypadku graféw, a krawedzie
zastapi¢ multikrawedziami. Tym samym z powyzszego rezultatu otrzymu-
jemy ograniczenie gérne przez stata rowng 328 dla lokalnie nieregularnego
indeksu chromatycznego dowolnego 2-multigrafu utworzonego z grafu spoj-
nego nie nalezgcego do rodziny ¥'. W tym podrozdziale istotnie poprawimy
to ograniczenie stosujac taka sama technike jak w pracy [21] i wykorzystujac
przedstawione w tym rozdziale rezultaty dla 2-multigrafow.

Ponizszy lemat dotyczacy rodziny ¥ jest bezposrednia konsekwencja
twierdzenia 14.

Lemat 30. Dla kaidego grafu G z rodziny T, multigraf G spelnia
lir(*G) < 2. O

Z twierdzenia 7 wiemy, ze 2-multigrafy utworzone z cykli i Sciezek o dtu-
gosci co najmniej dwa maja lokalnie nieregularny indeks chromatyczny co
najwyzej dwa. Zatem hipoteza 6 zachodzi dla graféw z rodziny ¥'.

Ponizej udowodnimy lepsze ograniczenie gérne lokalnie nieregularnego in-
deksu chromatyczne dowolnego spéjnego 2-multigrafu réznego od 2K,. W
naszym dowodzie przedstawimy wszystkie niezbedne twierdzenia i lematy
dostosowane do naszego przypadku, ktére sa bezposrednig konsekwencja ory-
ginalnych twierdzen i lematéw w pracy [21] dzigki obserwacji, ktéra poczy-
niliSmy na poczatku tego podrozdziatu.

Twierdzenie 31 ([35]). Dia kazdego spdjnego grafu G, ktéry nie jest izo-
morficzny z Ky mamy lir(*G) < 76.

Dowadd. Podczas catego dowodu oraz we wszystkich niezbednych twierdze-
niach i lematach przez 2G bedziemy oznaczaé¢ multigraf uzyskany ze spdjne-
go grafu G, ktory nie nalezy do rodziny ¥’ (dla 2-multigraféw uzyskanych
z grafow z rodziny T’ teza zachodzi dzieki naszym wcze$niejszym rezulta-
tom). Teraz przedstawimy trzy przydatne twierdzenia bedace konsekwencja
rezultatéw z [21].
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Twierdzenie 32. Multigraf >G, ktéry ma stopieri minimalny co najmniej
2:10' spetnia lir(*?G) < 3. O

Twierdzenie 33. Niech 2G bedzie spéjnym multigrafem o rozmiarze podziel-
nym przez cztery. Jesli G ¢ T, to multigraf *G zawiera lokalnie niereqularny
podmultigraf *H taki, Ze kazda skladowa spéjna multigrafu *G — E(*H) ma
rozmaar podzielny przez cztery. O

Przez k-zdegenerowany multigraf rozumiemy multigraf, w ktérym kazdy
podmultigraf ma wierzchotek stopnia co najwyzej k.

Twierdzenie 34. Niech d > 1 bedzie liczbg naturalng. Jesli *G jest 2d-
zdegenerowanym multigrafem, w ktorym kazda sktadowa spojna ma rozmiar
podzielny przez cztery, to multigraf G mozna roztozyé na [logy(d +1)] + 1
dwudzielnych 2-multigrafow, w ktorych wszystkie sktadowe spojne majq roz-
maar podzielny przez cztery. O

Z naszego rezultatu dla graféw dwudzielnych i twierdzenia 34 uzyskujemy
nastepujacy wniosek.

Whniosek 35. Jesli 2G jest spéjnym 2d-zdegenerowanym multigrafem o roz-
miarze podzielnym przez cztery to lir(?G) < 2 - ([logy(d +1)] + 1).

Teraz przedstawimy jeszcze jeden przydatny lemat wynikajacy bezposred-
nio z [21].

Lemat 36. Niech d bedzie liczbg naturalng. Jesli G jest spéjnym multigrafem
o rozmiarze podzielnym przez cztery, to 2G mozna roztozyé na dwa multigrafy
2D oraz H, takie ze 2D jest 4d-zdegenerowany, kazda sktadowa spéjna 2D
ma rozmiar podzielny przez cztery i stopieri minimalny 2H jest co najmniej
2d—2. O

Z twierdzenia 33 wystarczy pokazaé, ze lir(2G) < 75 dla spéjnego multi-
grafu 2G o rozmiarze podzielnym przez cztery. Z lematu 36 mozemy roztozy¢
2@ na dwa multigrafy 2D oraz 2 H tak, ze 2D jest (4-10'° +4)-zdegenerowany,
kazda sktadowa sp6jna 2D ma rozmiar podzielny przez cztery i stopieii mi-
nimalny ?H jest co najmniej 2 - 101°. Z twierdzenia 32 mamy lir(*H) < 3, a
z wniosku 35 dostajemy

lir>D) < 2- ([log, (0,5 (410" +4) +1)] +1)
=2 ([log, (2- 10 +3)] +1) = 72.

Stad mamy
lir(*’G) < lir(®D) + lir(*H) < 72+ 3 = 75.

Co konczy dowdd twierdzenia 31. O

29



2.9 Uwagi

W tym rozdziale postawiliSmy hipotez¢ o lokalnej nieregularnosci
2-multigraféw, ktéra méwi, ze dowolny spéjny 2-multigraf oprécz 2K, moze-
my roztozy¢ na dwa multigrafy lokalnie nieregularne. Z uwagi na wspomniana
juz obserwacje, ze jesli graf G jest rozktadalny na k graféw lokalnie nieregu-
larnych to multigraf >G' jest réwniez rozkladalny na k multigraféw lokalnie
nieregularnych, byliSmy zainteresowani klasami 2-multigraféw uzyskanych z
grafow nierozktadalnych na grafy lokalnie nieregularne lub z graféw o lokalnie
nieregularnym indeksie chromatycznym wigkszym niz dwa.

Zgodnie z gtownym kierunkiem badan dla tego typu probleméw, na po-
czatku, zajeliSmy sie 2-multigrafami uzyskanymi z graféw o niskiej liczbie
chromatycznej i potwierdziliémy hipotez¢ 6 miedzy innymi dla cykli, gra-
fow dwudzielnych, kaktuséw oraz szczegdlnych rodzin graféw subkubicznych.
Kolejnym kierunkiem badan bylto rozwazenie gestych 2-multigraféw o do-
brze znanej strukturze takich jak 2-multigrafy uzyskane z grafow pelych,
k-dzielnych pelnych, rozdzielnych czy regularnych. Dla wszystkich tych klas
2-multigrafow udato nam sie potwierdzi¢ hipoteze 6. Na koniec naturalnym
podejsciem byto zbadanie ograniczenia gérnego dla lokalnie nieregularnego
indeksu chromatycznego dowolnego spdjnego 2-multigrafu réznego od 2K,
jak i wybranych klas 2-multigrafow.

Pierwszym, do$¢ oczywistym, kierunkiem dalszych badan nad ta hipoteza
bytoby uogdélnienie lub poprawienie niektorych z wynikéw przedstawionych w
tym rozdziale. Celem bytoby na przyktad udowodnienie hipotezy o lokalnej
nieregularno$é¢ 2-multigraféw dla wszystkich graféw subkubicznych, graféw
zewnetrznie planarnych, czy by¢ moze graféw tréjdzielnych. Juz samo po-
kazanie ograniczenia gornego przez trzy dla lokalnie nieregularnego indeksu
chromatycznego trojdzielnego 2-multigrafu pozwolitoby nam obnizy¢ ogdlne
ograniczenie gorne lokalnie nieregularnego indeksu chromatycznego dowol-
nego spéjnego 2-multigrafu réznego od 2K,. Ponadto warto byloby pokazaé¢
lepsze ograniczenia gorne lokalnie nieregularnego indeksu chromatycznego
dla innych klas 2-multigraféw takich jak na przyktad 2-multigrafy planarne.

Patrzac z szerszej perspektywy, mozna by byto rozwazy¢ uogdlnienia pro-
blemu rozktadu 2-multigrafu na multigrafy lokalnie nieregularne. Natural-
nym uogoélnieniem byloby rozwazanie rozktadu k-multigraféw, gdzie k£ > 2,
na multigrafy lokalnie nieregularne. By¢ moze zachodzi nastepujaca nieopu-
blikowana hipoteza.

Hipoteza 37 (Grzelec, Wozniak). Dla kazdego spojnego grafu G, ktory nie
jest izomorficzny z Ko, multigraf *G dla k > 1, uzyskany przez k-krotne
zwielokrotnienie kazdej krawedzi G, spetnia lir(*G) < 2.
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Ponadto interesujace byto udowodnienie, ze istnieje taka liczba k& > 1,
iz kazdy spojny l-multigraf oprécz 'Ky, gdzie | > k ma rozklad na dwa
multigrafy lokalnie nieregularne, o ile to w ogdle mozliwe.
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Rozdziat 3

Hipotezy (2,2)

Wszystkie wyniki tego rozdziatu pochodza z pracy [J. Bensmail, M. Bo-
ivin, I. Grzelec, C. Marcille, The Strong (2, 2)-Conjecture for more classes of
graphs, HAL [13]]

Gléwnym celem w tym rozdziale bedzie udowodnienie tak zwanej sil-
nej hipotezy (2,2) dla nowych klas graféw. Najpierw jednak przedstawimy
dotychczas znane rezultaty i terminologie dotyczaca hipotez (2, 2).

Niech G bedzie grafem, a p,k > 1 dwoma liczbami catkowitymi. Przez
(p, k)-kolorowanie grafu G rozumiemy przyporzadkowanie ¢ : E(G) —
{1,...,p} x {1,...,k} kolorowych etykiet do krawedzi grafu, gdzie kazda
krawedz e otrzymuje etykiete ((x,y) w € o kolorze x oraz wartosci y. Bar-
dziej intuicyjnie na (p, k)-kolorowanie grafu G mozemy patrze¢ jak na roz-
ktad grafu G na co najwyzej p podgrafow, ktore kolorujemy kazdy innym
kolorem (ze zbioru {1,...,p}), a nastepnie tworzymy z nich multigrafy po-
przez przypisanie kazdej krawedzi krotnosci ze zbioru {1, ..., k}. Teraz, dla
kazdego wierzchotka v grafu G i kazdego i € {1,...,p} mozemy policzy¢ i-
sume oi(v) wierzchotka v w £, ktéra jest w istocie suma etykiet w kolorze i
przypisanych do krawedzi incydentnych z wierzchotkiem v (w przypadku in-
terpretacji multigrafowej jest to stopien wierzchotka v w multigrafie o kolorze
i). W zaleznos$ci od tego, czy beda zachodzi¢ ponizsze warunki bedziemy uwa-
zac, ze dwa sasiednie wierzchotki w G sa rozréznione przez ¢ lub w konflikcie
w przeciwnym przypadku. Bardziej precyzyjnie, bedziemy rozwaza¢ gtownie
ponizsze trzy sposoby rozrézniania wierzchotkéw wprowadzone w [5]:

o / jest stabe jedli, dla kazdych dwdch sasiednich wierzchotkéw u oraz v
istnieje 7 € {1,...,p} takie, ze oi(u) # oi(v),

e [ jest standardowe jedli, dla kazdych dwoch sasiednich wierzchotkow
u oraz v takich, ze krawedZ uv ma przypisang etykiete w kolorze i €

{1,...,p} przez £, mamy o}(u) # ob(v),
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o [ jest silne jesli, dla kazdych dwdch sgsiednich wierzchotkéow u oraz
v mamy ob(u) # ob(v) dla wszystkich ¢ € {1,...,p} takich, ze
ap(u), op(v) # 0.

W interpretacji multigrafowej na przyktad méwimy, dwa sasiednie wierzchot-
ki u oraz v sa rozréznione w standardowym (p, k)-kolorowaniu grafu G, jesli
dla multikrawedzi uv w kolorze i stopnie wierzchotkow u oraz v sg rézne w
multigrafie koloru .

Oczywiscie silne kolorowanie jest standardowym kolorowaniem i standar-
dowe kolorowanie jest stabym kolorowaniem, ale implikacje w odwrotna stro-
ne nie sa prawdziwe. Te trzy typy kolorowan zostaly wprowadzone w [5].
Zauwazmy, ze sg uogodlnieniem innych typow rozrézniajacych kolorowan, ta-
kich jak kolorowanie rozrézniajace sasiednie wierzchotki sumami (standar-
dowe (1, k)-kolorowania — pojecia zwiazane z hipoteza 1-2-3 [39]) i lokalnie
nieregularne kolorowanie (standardowe (p, 1)-kolorowania — pojecia zwiazane
z hipoteza o lokalnej nieregularnosci graféw [9, 51]).

Zgodnie z powiazanymi hipotezami i problemami, gtéwnym celem, biorac
pod uwage graf G, jest ustalenie, czy G posiada stabe, standardowe i silne
(p, k)-kolorowanie dla p lub k tak matych, jak to tylko mozliwe. Po pierwsze,
przy zatozeniu, ze p oraz k moga by¢ dowolne mozna zaobserwowac, ze sta-
be, standardowe i silne (p, k)-kolorowania istnieja dla wszystkich sp6jnych
graféw réznych od K, (na przyktad twierdzenie 1-2-3, ktére zachodzi dla
wszystkich takich graféw [40] implikuje, ze posiadaja one standardowe (1, 3)-
kolorowanie, ktore jest jednoczesnie silnym (1, 3)-kolorowaniem). Gtéwnym
tematem tego rozdziatu jest sytuacja, gdy p, k < 2. Dla stabego kolorowania
mowimy, ze graf jest stosowny, jesli nie posiada sktadowej spdjnej Ky, pod-
czas gdy w standardowym i silnym kolorowaniu graf nazywamy stosownym
jesli nie zawiera sktadowej spojnej Ky lub Kj3. Teraz podamy trzy gtéwne
hipotezy z [5], ktérymi bedziemy sie zajmowaé w tym rozdziale.

Hipoteza 38 (Staba hipoteza (2,2), Baudon i in. [5]). KaZdy stosowny graf
posiada stabe (2,2)-kolorowanie.

Hipoteza 39 (Standardowa hipoteza (2,2), Baudon i in. [5]). KaZdy sto-
sowny graf posiada standardowe (2,2)-kolorowanie.

Hipoteza 40 (Silna hipoteza (2,2), Baudon i in. [5]). Kazdy stosowny graf
posiada silne (2,2)-kolorowanie.

Z posrdd tych trzech hipotez jedynie najstabsza zostata udowodniona do
dzisiaj. Mianowicie, w [12] Bensmail pokazal nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 41 ([12]). Jesli hipoteza 1-2-3 jest prawdziwa, to implikuje
stabg hipoteze (2,2).
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Dowdéd. Niech G bedzie stosownym grafem. Z zatozenia G' ma kolorowanie
rozrozniajace sasiednie wierzchotki sumami za pomocag co najwyzej trzech
koloréw, a wiec ma standardowe (1,3)-kolorowanie, oznaczmy go przez /.
Utworzymy teraz stabe (2,2)-kolorowanie ¢ z (. Kazda krawedz G, ktora
w kolorowaniu ¢ miala etykiete o kolorze jeden i wartosci jeden lub dwa
zachowuje ja w ¢/, natomiast kazda krawedz G, ktora w kolorowaniu ¢ miata
etykiete o kolorze jeden i wartosci trzy otrzymuje w ¢’ etykiete o kolorze dwa i
warto$¢ jeden. Mozemy zauwazy¢, ze jesli w kolorowaniu ¢ zachodzi o} (u) =
o) (v) oraz o2 (u) = o7 (v) dla krawedzi uv w G, to w kolorowaniu ¢ mamy
o} (u) = o}(v), czyli otrzymujemy sprzecznosé, poniewaz £ jest standardowym
(1, 3)-kolorowaniem. Zatem ¢’ jest stabym (2, 2)-kolorowaniem G. O

Zatem, poniewaz hipoteza 1-2-3 zostata ostatnio potwierdzona przez Keu-
scha w [40], to otrzymaliémy réwniez potwierdzenie stabej hipotezy (2,2).

Pozostate dwie silniejsze hipotezy (2,2) sa wciaz otwarte, pomimo kilku
prac na ten temat [5, 12, 18, 46, 48]. W skrocie, standardowa hipoteza (2,2)
zostata udowodniona gtownie dla graféw 2-zdegenerowanych, grafow subku-
bicznych i graféw o minimalnym stopniu co najmniej 10°. Silna hipoteza
(2,2) zostata potwierdzona miedzy innymi dla graféw pelych i graféw dwu-
dzielnych (zatem, takze standardowa hipoteza (2,2) zachodzi dla tych klas
grafow).

Naszym gtéwnym celem w tym rozdziale jest udowodnienie silnej hipotezy
(2,2) dla kolejnych interesujacych klas graféw. Bardziej precyzyjnie, skupimy
sie na klasach graféw, ktére sa albo geste, albo 3-kolorowalne (ze wzgledu na
liczbe chromatyczna). Rozwazanie graféw trojdzielnych jest do$é powszech-
nym sposobem postepowania z tego typu problemami. Podziat wierzchotkdw
grafu na bardzo ograniczong liczbe zbiorow niezaleznych znaczgco utatwia
tworzenie kolorowan rozrozniajacych wierzchotki, w tym sensie, ze mozemy
budowaé takie kolorowanie na zbiorach wierzchotkéw, ktére nigdy nie beda
w konflikcie (najlepsza ilustracja jest to, ze w stosownych grafach tréjdziel-
nych mozemy skonstruowaé silne (1,3)-kolorowanie, w ktérym wierzchotki
nalezace do trzech réznych zbioréw niezaleznych maja rézne sumy modulo 3
[39]). Z faktu, ze silna hipoteza (2,2) zostala udowodniona dla stosownych
graféw dwudzielnych w [5], nastepnym naturalnym krokiem jest skupienie
sie na grafach trojdzielnych. Z kolei geste grafy maja tendencje do posiada-
nia duzej liczby chromatycznej, co pozwala nam podejs¢ do silnej hipotezy
(2,2) z innej strony. Ponadto, geste grafy zachowuja sie w pewien przewidy-
walny sposob pod wzgledem struktury, co pozwala na tatwiejsze tworzenie
rozrézniajacych kolorowan. W dowodach twierdzen przedstawionych w tym
rozdziale wykorzystamy szereg réznych metod, w szczegdlnosci metode rozta-
dowania (discharging), twierdzenie Combinatorial Nullstellensatz Alona z [2],
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czy tez reprezentacje drzewiasta kaktusow i grafow subkubicznych zewnetrz-
nie planarnych.

W tym rozdziale udowodnimy silna hipoteze (2,2) dla kaktuséw w podroz-
dziale 3.1, grafow subkubicznych zewnetrznie planarnych w podrozdziale 3.2,
grafow o maksymalnym $rednim stopniu mniejszym niz % w podrozdziale 3.3,
grafow Halina w podrozdziale 3.4 i graféw planarnych o talii co najmniej 16
w podrozdziale 3.5, czyli klas grafow, ktore z grubsza rzecz biorac maja licz-
be chromatyczna co najwyzej trzy. Udowodnimy réwniez silna hipoteze (2,2)
dla klas graféw o nieograniczonej liczbie chromatycznej, a mianowicie poteg
cykli w podrozdziale 3.6 i graféw k-dzielnych pelnych w podrozdziale 3.7.
Rozdziat zakonczymy kilkoma stowami podsumowania w podrozdziale 3.8.

Notacja

Zauwazmy, ze w kontekscie hipotezy 40 jesteSmy zainteresowani jedy-
nie silnymi (p, k)-kolorowaniami dla p = k = 2. Z tego powodu wygodniej
jest patrzy¢ na (2, 2)-kolorowania jako na przypisywanie etykiet, powiedzmy,
czerwonych i niebieskich o wartosciach jeden lub dwa. Zatem w dowolnym
grafie w (2, 2)-kolorowaniu ¢ dla kazdego wierzchotka v uzyskujemy czerwo-
ng sume, ktora oznaczamy przez by oj(v) 1 niebieskq sume, ktéra oznaczamy
przez oy (v). W tej notacji silna hipoteza (2,2) jest réwnowazna stwierdzeniu,
ze kazdy stosowny graf ma etykietowanie ¢ przypisujace czerwone i niebie-
skie jedynki oraz dwdjki tak, ze dla kazdych dwdch sgsiednich wierzchotkow
u oraz v mamy o} (u) # oj(v) oraz ob(u) # ob(v) lub of(u) # o} (v) oraz
ob(u) = ab(v) = 0 lub ob(u) # ob(v) oraz of(u) = o} (v) = 0.

3.1 Kaktusy

Przypomnijmy, ze kaktus jest grafem spojnym, w ktorym zadne dwa cy-
kle nie majg wspolnej krawedzi. Mozna zauwazy¢, ze kaktusy majg podobna
strukture do drzew. Ponadto przypomnijmy, ze kaktusy sa 2-zdegenerowane,
a wiec maja wtasciwe kolorowanie wierzchotkow trzema kolorami. Warto réw-
niez wspomnie¢, ze dla kazdego stosownego drzewa zachodzi silna hipoteza
(2,2), poniewaz wszystkie takie drzewa maja silne (1, 2)-kolorowania (zobacz
44]).

W nastepnym twierdzeniu pokazemy prawdziwos$é silnej hipotezy (2,2)
dla kaktuséw. Podkreslmy, ze w nadchodzacym dowodzie, a takze w kolej-
nych, kilka konfiguracji zostanie wprowadzonych za pomoca notacji ,,Ck”,
ktorej nie nalezy myli¢ z oznaczeniem cyklu dtugosci k, czyli ,,C”.
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Rysunek 3.1: Przyktad kaktusa G wraz z odpowiadajaca reprezentacja drze-
wiasta T'(G) przedstawiong w dowodzie twierdzenia 42.

Twierdzenie 42 ([13]). Jesli graf G jest kaktusem réznym od Ky oraz Ks,
to G jest silnie (2,2)-kolorowalny.

Dowdd. Zaczniemy od zdefiniowania reprezentacji drzewiastej kaktusa G,
ktéra bedziemy oznaczaé przez T(G). W reprezentacji drzewiastej T'(G)
bedziemy wyrdznia¢ dwa gtowne typy wierzchotkow wierzcholki sktadowe i
wierzchotkr mieszane. Wierzchotki sktadowe typu ,,cykl” odpowiadaja cyklom
w grafie G. Wierzchotki sktadowe typu ,drzewo” odpowiadaja sktadowym
drzewiastym w grafie powstaltym z G przez usuniecie kazdej krawedzi lezacej
na cyklu w G oraz powstalych izolowanych wierzchotkow. Wierzchotki mie-
szane odpowiadaja tym wierzchotkom grafu G, ktore naleza do co najmniej
dwoch cykli lub cyklu i sktadowej drzewiaste]j (reprezentowanej przez wierz-
chotek typu ,drzewo” w T'(G)). Krawedzie dodajemy miedzy wierzchotkami
mieszanymi a sktadowymi wtedy i tylko wtedy, gdy wierzchotek mieszany na-
lezy do danego cyklu lub sktadowej drzewiastej. Dla lepszego zobrazowania
sytuacji zostal podany przyktad na rysunku 3.1.

Taka reprezentacja drzewiasta jest faktycznie drzewem, poniewaz w prze-
ciwnym przypadku jedna krawedz w G bytaby wspélna dla dwoch cykli lub
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wierzchotek sktadowy odpowiadajacy drzewu nalezatby do pewnego cyklu
w T(G), co jest nie mozliwe. Reprezentacja drzewiasta kaktuséw jest bliska
reprezentacji blokowej kaktuséw (zobacz [16]). Mozemy zauwazy¢, ze wszyst-
kie liscie T'(G) sa wierzchotkami sktadowymi. Ponadto w T'(G) zbiér wierz-
chotkéw mieszanych, jak réwniez zbior wierzchotkéw sktadowych sa obydwa
zbiorami niezaleznymi.

Rozwazmy graf G bedacy minimalnym kontrprzyktadem (ze wzgledu na
liczbe krawedzi) do twierdzenia 42. Zakladajac, ze reprezentacja drzewiasta
T(G) jest ukorzeniona w pewnym wierzchotku, koricowym cyklem (odpowied-
nio koricowym drzewem) kaktusa G nazywamy indukowany cykl (odpowied-
nio drzewo) reprezentowany przez li$¢ o maksymalnej wysokosci w T(G).
Naszym celem jest udowodnienie, ze G nie moze zawiera¢ pewnej liczby kon-
figuracji (C1 do C6c¢), dzieki ktérym mozemy ostatecznie zaprzeczy¢ istnieniu
G. Zauwazmy, ze skoro ponizej udowadniamy, iz niektore konfiguracje nie po-
jawiaja sie w minimalnym kontrprzyktadzie, to mozemy rozwazy¢ dowolny
sposéb ukorzenienia T'(G), o ile nie zakladamy niczego na temat polozenia
wierzchotka wzgledem korzenia.

Udowodnijmy wiec najpierw, ze G ze wzgledu na swoja minimalnos$¢ nie
moze zawiera¢ pewnych konfiguracji, ktore przedstawimy ponize;j.

(C1) Najpierw zatézmy, ze T'(G)) ma wierzchotek sktadowy 7" bedacy lisciem,
zwiazany z drzewem o wysokosci co najmniej dwa. W szczegd6lnosci mo-
zemy zatozy¢, ze wysokos¢ drzewa T jest doktadnie dwa, poniewaz mo-
zemy patrzeé na T jako na dwa drzewa o wspdélnym wierzchotku. Bar-
dziej intuicyjnie, ta konfiguracja zawiera indukowane drzewo o wysoko-
Sci co najmniej dwa, gdzie co najwyzej jeden wierzchotek jest sasiedni z
wierzchotkami z poza drzewa (zobacz rysunek 3.2). Oznaczamy przez u
rodzica w T' oraz przez v jedynego sasiada u w T'. Skoro T jest o wyso-
kosci co najmniej dwa, to oznaczmy przez vy, ..., v, dzieci v w drzewie
T i rozwazamy graf G' = G — {vy,...,v;}. Zauwazmy, ze albo G’ jest
stosowny, albo G jest gwiazda i oczywiscie ma silne (2, 2)-kolorowanie.
Skoro G’ jest kaktusem i G jest minimalnym kontrprzyktadem do twier-
dzenia 42, to graf G’ jest silnie (2, 2)-kolorowalny i oznaczamy przez ¢/
silne (2, 2)-kolorowanie G’. Od teraz i w kilku innych miejscach w tym
rozdziale naszym celem jest rozszerzenie ¢/ przez przypisanie etykiet do
krawedzi E(G)\ E(G’) tak, ze otrzymane (2, 2)-kolorowanie G jest silne
(zaprzeczajac tym samym, ze G jest kontrprzyktadem oraz, ze G nie
moze zawiera¢ biezacej konfiguracji). W obecnym przypadku zaktada-
my bez straty ogélnosci, ze ob(v) > 0, a zatem wystarczy przypisaé
niebiesky etykiete jeden do vwvs,...,vv, oraz wystarczy przypisaé¢ do
vv; ktorakolwiek niebiesky etykiete sprawiajaca, ze ob(v) jest rézna od
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ob(u).

e U v V1

Rysunek 3.2: Szczegdlny przypadek konfiguracji C1 z tylko jednym wierzchot-
kiem stopnia jeden. Na tym rysunku, a takze kolejnych, przerywane krawedzie
sg krawedziami incydentnymi w G’.

(C2)

Zalozmy, ze T'(G) ma wierzchotek sktadowy C bedacy liciem zwigza-
nym z C3 o rodzicu v, gdzie wierzchotek mieszany v jest takze sasiedni
z wierzchotkiem sktadowym T odpowiadajacym drzewu 7', w ktorym
v jest lisciem. Dalej zaktadamy, ze stopien wierzchotka v w reprezenta-
cji drzewiastej T(G) jest doktadnie dwa i oznaczmy przez u jedynego
sgsiada v w T'. Bardziej intuicyjnie, ta konfiguracja odpowiada trojka-
towi wiszacemu na koncu krawedzi w G (zobacz rysunek 3.3). Ozna-
czamy przez vp, vy dwa wierzchotki C3 inne niz v i rozwazamy graf
G = G —{vy,v}. JeSli V(G) # {u,v,v1,v2} (bo w przeciwnym razie
latwo zauwazy¢, ze G nie jest kontrprzyktadem do Twierdzenia 42) to,
G’ jest stosowny, a zatem silnie (2, 2)-kolorowalny, i rozwazamy ¢’ jako
silne (2,2)-kolorowanie. Zaktadamy bez straty ogdlnosci, ze o (v) > 0,
przypisujemy do vv; ktérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(v)
rozni sie od ob(u). Nastepnie przypisujemy do vvy ktérakolwiek z czer-
wonych etykiet tak, ze o} (v) r6zni sie od o} (u) i do vyvy ktérakolwiek z
czerwonych etykiet tak, ze oj(vy) rézni sie od o} (v) (o wartosé, ktorej
nie wybralismy dla vvs).

U1
.N
P
e” U v

(%

Rysunek 3.3: Konfiguracja C2.

Zatézmy, ze istnieje wierzchotek sktadowy C' w reprezentacji drzewia-
stej T(G) zwiazany z C3 o wierzchotkach w,v,w, gdzie jesli istnieja
wierzchotki mieszane v, w, to sa sasiednie z C' oraz wierzchotkami skta-
dowymi zwiazanymi z drzewami (mozna zalozy¢, ze o wysokosci jeden,
poniewaz w przeciwnym razie G' zawieratby konfiguracje jeden). Dalej
zaktadamy, ze jest co najmniej jedno takie drzewo. Bardziej intuicyj-
nie, ta konfiguracja odpowiada cyklowi C'5 z dotaczonym co najmniej
jednym wierzchotkiem stopnia jeden (zobacz rysunek 3.4). Oznaczamy
przez u rodzica wierzchotka mieszanego C' oraz przez v,w pozostate

68



dwa wierzchotki z C'. Ponadto oznaczamy przez vy, ..., v, (odpowied-
nio wy, . . ., w;) wierzcholki stopnia jeden bedace dzieémi v (odpowied-
nio w). O ile u nie jest stopnia dwa w G (bo gdy u jest stopnia dwa to G
jest znany w calosci i tatwo znalez¢ silne (2, 2)-kolorowanie ), to graf
G =G —{v,...,v5,w1,...,w} jest silnie (2,2)-kolorowalny, a wiec
niech ¢ bedzie silnym (2, 2)-kolorowaniem G’. Zauwazmy, ze wierzchot-
ki v oraz w mozna dowolnie zamienia¢ ze soba w G’, a takze zauwazmy,
ze krawedz vw musi mieé¢ ten sam kolor (bez straty ogélnosci niebieski)
w ' jak jedna z jego incydentnych krawedzi, powiedzmy wuv.

Rysunek 3.4: Szczegdlny przypadek konfiguracji C3, gdzie kazdy z wierzchot-
kow v oraz w jest sasiedni z tylko jednym wierzchotkiem stopnia jeden. Na
tym rysunku, jak i kolejnych biate wierzchotki sg tymi, ktére moga nie ist-
niec.

Sa dwa przypadki do rozwazenia.

— Zalo6zmy, ze krawedz uw jest niebieska w ¢'. Z doktadnoscig do zamiany
rolami wierzchotkéw v oraz w w G’ mozemy zatozy¢, ze ob(v) > of (w)
ik>1 Jeslil =0, to przypisujemy do vw ktoérgkolwiek z czerwonych
etykiet tak, ze o) (w) oraz oj(u) sa rézne (zauwazmy, ze przy zastoso-
wanej zmianie koloru, wierzchotki v oraz w nadal majg réozne niebieskie
sumy). Konczymy przypisujac czerwona etykiete jeden do vv,, . .., vuy
i przypisujac do krawedzi vv; ktorgkolwiek z czerwonych etykiet tak,
ze oy (v) oraz oj(u) sa rézne. Mozna sprawdzi¢, ze w ten sposob otrzy-
mujemy silne (2, 2)-kolorowanie G.

Teraz zaktadamy, ze [, k > 1. Jedli b (u) = o (v) +k (czyli przypisanie
niebieskiej etykiety jeden do kazdej krawedzi vv; dla 1 < ¢ < k daje
kolorowanie, ktére nie jest silne), to przypisujemy niebieska etykiete
jeden do kazdej krawedzi ww; dla 1 < j < [, niebieska etykiete jeden
do kazdej krawedzi vv; dla 2 < ¢ < k oraz niebieska etykiete dwa do vvy.
W ten sposéb ob(u) = ob(v) + k = o (v) — 1 oraz of(w) < ab(v) — 2.
7 drugiej strony, jesli ob(u) = o%(w) + I, to przypisujemy niebieska
etykiete dwa do vv; oraz ww; i przypisujemy niebieska etykiete jeden do
pozostatych krawedzi. Podobne argumenty prowadza do silnego (2, 2)-
kolorowania G.
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— Zaktadamy, ze krawedZ uw ma przypisana czerwong etykiete w ¢'. Z do-
ktadnoscia do zamiany rolami wierzchotkéw v oraz w w G’ mozemy réw-
niez zatozy¢, ze k > [. Jesli [ = 0, to zamieniamy etykiety przypisane
do krawedzi uv oraz uw przez ¢’ tak, ze uv jest teraz w kolorze czerwo-
nym. Nastepnie przypisujemy czerwong etykiete jeden do vvs, ..., vug
i przypisujemy do vv; ktérakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze o} (v)
oraz oj(u) sa rézne, co skutkuje silnym (2, 2)-kolorowaniem G. Teraz
mozemy zatozy¢, ze k,I > 1. Na podstawie podobnych argumentéw
jak wczesniej, przypisujemy niebieska (odpowiednio czerwona) etykie-
te jeden do vvs,...vv, (odpowiednio wws, ... ww;) i przypisujemy do
vuy (odpowiednio wwy) ktérakolwiek z niebieskich (odpowiednio czer-
wonych) etykiet tak, ze niebieskie (odpowiednio czerwone) sumy wierz-
chotkéw u oraz v (odpowiednio w) sa rézne. Ponownie, mozna spraw-
dzié¢, ze skutkuje to oczekiwanym silnym (2, 2)-kolorowaniem G.

(C4) Zalézmy, ze istnieje wierzcholek sktadowy C' reprezentacji drzewiaste;
T(G) zwiazany z cyklem C' o trzech kolejnych wierzchotkach a,b, ¢ na
cyklu C' w G takich, ze zaden z nich nie ma odpowiadajacego wierz-
chotka mieszanego w T'(G), ktéry jest potaczony z wierzchotkiem odpo-
wiadajacym drzewu o rozmiarze co najmniej dwa (zobacz rysunek 3.5).
Jedli istnieja w G, wierzcholtki (inne niz a, b, ¢) tych drzew, to oznacza-
my je odpowiednio przez ay, by, ¢;. Zauwazmy, ze graf G’ = G — {b} jest
zawsze stosowany, a wiec niech ¢ bedzie silnym (2, 2)-kolorowaniem G’.
Oznaczamy przez o' (odpowiednio ) jedynego sasiada a (odpowiednio
c) w grafie G'.

Rysunek 3.5: Szczegdlny przypadek konfiguracji C4, gdzie kazdy z wierzchot-
kéw a, b, ¢ jest sgsiedni z jednym wierzchotkiem stopnia jeden.

— Zal6zmy najpierw, ze krawedzie aa’ oraz cc’ maja ten sam kolor, po-
wiedzmy niebieski, w /. Przypisujmy do ab (odpowiednio bc) ktora-
kolwiek z czerwonych etykiet tak, ze o} (a) oraz oj(a’) sa rézne (odpo-
wiednio ¢, ). Jesli wierzchotki a; oraz c¢; istnieja, to przypisujemy do
krawedzi incydentnych z nimi ktérekolwiek z niebieskich etykiet tak,
ze 0%(a) oraz o(a’) sa rézne (analogicznie dla wierzchotkéw c, ). Je-
sli wierzchotek b, istnieje to przypisujemy czerwong etykiete jeden do
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krawedzi bb; .

Zatézmy, ze krawedZ aa’ jest pokolorowana na czerwono, a ¢c’ na niebie-
sko w ¢'. Przypisujemy, jesli istnieje, czerwona (odpowiednio niebieska)
etykiete jeden do krawedzi aa; (odpowiednio cc;). Nastepnie przypisu-
jemy do krawedzi ab ktoérakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze oj(a)
oraz oj(a’) sa rézne i do be przypisujemy ktorakolwiek z niebieskich
etykiet tak, ze ob(c) oraz o2(c') sa rozne. Jedli wierzcholek b, istnieje,
to przypisujemy réwniez do krawedzi bb; ktérakolwiek z czerwonych
etykiet tak, ze oj(b) jest rozna od oj(a).

W obu przypadkach mozna sprawdzi¢, ze uzyskaliSmy silne (2,2)-
kolorowanie G.

Zal6ézmy, ze istnieje wierzchotek mieszany w taki, ze doktadnie jeden
wierzchotek reprezentacji drzewiastej T'(G) sasiedni z u nie jest lisciem
T(G) i wszystkie inne wierzchotki T'(G) sasiednie z u sa zwiazane al-
bo z drzewem, albo cyklem Cj. Intuicyjnie, ta konfiguracja obejmu-
je przypadki gdy mamy k drzew i [ tréjkatéw wiszacych w pojedyn-

czym wierzcholku (zobacz rysunek 3.6). Oznaczamy przez w, ..., wg
dla £ > 0 wierzchotki drzew rézne od u (pamietamy, ze drzewa sa
o wysokosci co najwyzej jeden) oraz oznaczamy przez vy, v%, ..., U, v,

dla I > 0 wierzchotki cykli rézne od w (gdzie v;v] jest krawedzia
pewnego trojkata dla kazdego i € {1,...,(}). Rozwazmy graf G' =
G—{v1,...,v,wy,...,w}, gdzie k+1 > 2 (przypadkiem gdzie k+1 < 1
bedziemy sie zajmowaé pdzniej w konfiguracjach od 6a do 6¢). Zauwaz-
my, ze stopien wierzchotka u w grafie G’ wynosi dwa. Skoro istnieje
wierzchotek niebedacy liSciem w T'(G) sasiedni z wierzchotkiem u w
T(G) to koniecznie graf G’ jest stosowny.

/ /
V1 V1 Vg Uy W1 Wa

¢ .
4 ~
[ ] [ ]

Rysunek 3.6: Szczegdlny przypadek konfiguracji C5, gdzie k =1 = 2.

— Zalézmy najpierw, ze k 4+ 1 > 4. Mozemy zatozy¢ bez straty ogdlno-

Sci, ze ob(u) > 0. Wybieramy zbi6r A ztozony z czterech wierzchotkéw
ai,as, az,ay w G — V(G') taki, ze jesli dla pewnego 1 < i < [ mamy
v; € A, tov] € A. Bardziej intuicyjnie to oznacza, ze wybralismy dowol-
nie cztery wierzchotki stopnia jeden, albo cykl i dwa wierzchotki stopnia
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jeden, albo dwa cykle. Dla 1 < i < k, jesli w; ¢ A, to przypisujemy nie-
biesky etykiete jeden do uw;. Dla 1 < j <, jesli v; ¢ A (stad réwniez
v’ ¢ A), to przypisujemy niebieska etykiete jeden do uv;, czerwona ety-
kiete dwa do uv] i czerwona etykiete jeden do v;v.. Bez straty ogdlnosci
mozemy zaltozy¢, ze wierzchotki ay, az nie leza na jednym cyklu. Przypi-
sujemy do uaq,uas (odpowiednio uas, uay) ktérakolwiek z czerwonych
(odpowiednio niebieskich) etykiet tak, ze o} (u) (odpowiednio o%(u))
rozni sie od czerwonych (odpowiednio niebieskich) sum obydwu jego
sasiadow w G’. Na koniec, jesli dwa wierzcholki ze zbioru A sg sasied-
nie, to przypisujemy niebieska etykiete jeden do krawedzi incydentne;j
z oboma tymi wierzchotkami. Udowodnimy, ze w ten sposob otrzymu-
jemy silne (2, 2)-kolorowanie G. Latwo sprawdzi¢, ze wierzchotek u jest
rozrézniony od swoich sgsiadow w obu kolorach w G’. Skoro wierz-
chotki a; oraz as otrzymaly na incydentnych krawedziach niebieskie
etykiety, a wierzchotki as, as otrzymaty na incydentnych krawedziach
czerwone etykiety, to wierzchotek u jest rozrozniony od wszystkich swo-
ich sasiadéw stopnia jeden. Rozwazmy teraz wierzchotki v; oraz v, dla
1 <i <1l Jesli v; € A, to bez straty ogdlnosci ab(v;) = 2, ab(v]) = 1,
o} (v;) = 0 oraz o (v}) = 1. Zauwazmy nastepnie, ze wierzchotki v; oraz
v, nie maja tej samej czerwonej sumy. Zatem pozostato nam udowod-
nié, ze ob(u) > 2. To zachodzi, poniewaz 0% (u) > 0 i co najmniej dwie
krawedzie ze zbioru E(G) \ E(G’) incydentne z wierzchotkiem u maja
przypisane niebieskie etykiety.

— Teraz zatézmy, ze k > 2 oraz | = 0. Oznaczamy przez vy, ..., v, dzieci
wierzchotka u w drzewie T" oraz rozwazamy graf G' = G —{vy,..., v}
Zauwazmy, ze stopien wierzchotka u w grafie G’ wynosi dwa. O ile
G’ nie jest cyklem C3 (bo w takim przypadku latwo utworzy¢ silne
(2, 2)-kolorowanie G), to graf G’ jest stosowny. Zatem niech ¢’ bedzie
silnym (2, 2)-kolorowaniem G'. Przypisujemy do krawedzi uvs, . .., uvg
niebieska etykiete jeden, a nastepnie przypisujemy niebieskie etykiety
do krawedzi uv, oraz uv, tak, ze ob(u) rozmi sie od niebieskich sum obu
jego sasiadow w G, co jest zawsze mozliwe, poniewaz mozemy zmieni¢
niebieska sume wierzchotka u na trzy rézne sposoby.

Zauwazmy, ze ten przypadek wraz z konfiguracjg jeden zapobiega sy-
tuacji, w ktorej dowolny wierzchotek minimalnego kontrprzyktadu do
twierdzenia 42 sasiaduje z wieloma wierzchotkami podgrafu bedacego
drzewem, ktore sg liSémi.

— Zalézmy nastepnie, ze k + [ = 3.

* Jesli k = 2 oraz [ = 1, to przypisujemy niebieska etykiete dwa do
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uvy, niebieska etykiete jeden do uv] oraz vyv], a nastepnie przypi-
sujemy niebieskie etykiety do krawedzi uw, oraz uw, tak, ze ob(u)

rozni sie od niebieskich sum obu jego sgsiadéow w G'.

Jesli k =1 oraz | = 2, to przypisujemy czerwona etykiete dwa do
uwwy, niebieskie (odpowiednio czerwone) etykiety do uv; oraz uwvs
(odpowiednio uv], uvy) tak, ze ob(u) (odpowiednio of(u)) r6ézni
sie od niebieskich sum obu jego sasiadéw w G’ oraz przypisujemy
czerwong etykiete jeden do vyv], vavs.

Jedli | = 3, to przypisujemy niebieska etykiete jeden do vsvg, czer-
wong etykiete dwa do uws i niebieska etykiete dwa do wv}. Sto-
sujemy dokltadnie ten sam proces co w ostatnim przypadku dla
pozostatych krawedzi.

We wszystkich przypadkach otrzymujemy silne (2, 2)-kolorowanie grafu
G.

— Zalézmy na koniec, ze k + | = 2 oraz [ # 0.

* Najpierw zalézmy, ze k = 0. Przypisujemy niebieska etykiete jeden
do krawedzi vy v}, vevh oraz przypisujemy niebieskie (odpowiednio
czerwone) etykiety do uv; oraz uvy (odpowiednio uvy, uvy) tak, ze
ob(u) (odpowiednio o7 (u)) rozni si¢ od niebieskich sum obu jego
sasiadow w G'. Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze b (u) > 0,
a wiec otrzymujemy ob(u) > 2.

Teraz zaktadamy, ze & = [ = 1. Oznaczamy przez a oraz b
dwoch sasiadow w w grafie G'. Najpierw zajmujemy sie przy-
padkiem gdzie {o}(a),0}(b)} = {op(u) + 4,0, (u) + 5} oraz
{ob(a), ol (b)} = {ob(u)+4, 0% (u)+5}. W tym przypadku przypi-
sujemy niebieskg etykiete jeden do uv, oraz uw,, czerwong etykie-
te dwa do uv] i przypisujemy do vyv] ktorakolwiek z czerwonych
etykiet tak, ze o} (v1) oraz oy (u) si¢ réznia. Teraz rozwazamy przy-
padki, gdzie na przyktad, jedna z o}, (a), o} (b) jest rézna od obu
oy (u)+4 oraz o), (u)+5. Woéwcezas przypisujemy czerwona etykiete
jeden do uwvy oraz vyv}, czerwong etykiete dwa do wv] i przypisu-
jemy do krawedzi uw; ktérgkolwiek z czerwonych etykiet tak, ze
oy (u) r6zni sie od czerwonych sum jego sasiadow w G’, co zawsze
jest mozliwe, poniewaz jedna z sum o}, (a), o},(b) jest r6zna od obu
oy(u) + 4 oraz o (u) + 5.

We wszystkich przypadkach ponownie otrzymujemy silne (2,2)-
kolorowanie G.
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(C6a) Zalbézmy, ze w T'(G) istnieja dwa liscie C', C zwiazane z dwoma cyklami
C3, gdzie C' (odpowiednio C") jest sasiedni z wierzchotkiem mieszanym
uy (odpowiednio us) i wierzchotki uy, us odpowiadajace wierzchotkom
mieszanym ui, us sg sasiednie w G. Dalej zaktadamy, ze wierzchotki
mieszane uq, us oprocz wierzchotkéw sktadowych C, C' sg sasiednie je-
dynie z pewnym wierzchotkiem sktadowym N reprezentacji drzewiastej
T(G). Ta konfiguracja jest przedstawiona na rysunku 3.7. W szczegdl-
nosci d(uy) = d(ug) = 4, poniewaz w przeciwnym razie mieliby$my
konfiguracje dwa. Oznaczamy w G przez vy, v] (odpowiednio vy, v})
dwa inne wierzchotki z cyklu C' (odpowiednio C”) i rozwazamy graf
G' = G — {v, v}, v, v}, ugus }. Dodatkowo, oznaczamy przez w; (od-
powiednio ws) jedynego sasiada u; (odpowiednio us) w G'. Skoro G
jest stosowny (w przeciwnym razie G zawieratby konfiguracje pieé), to
istnieje ¢ - silne (2, 2)-kolorowanie G’. Podzielimy nasze argumenty na
dwa gtéwne przypadki.

/ ! ! !
vy Vg Vg Uy Uy U1 v 1 Uy

Uy U2 Uy U2 Uy U2

Rysunek 3.7: Konfiguracje od C6a do Cé6e.

— Najpierw zatézmy, ze krawedzie wiu; oraz wsus majg ten sam kolor,
powiedzmy niebieski, w ¢'. Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze
ob(uy) > ob(uy). Przypisujemy niebiesky etykiete jeden do krawedzi
uyv; oraz vjvy, i niebieska etykiete dwa do uyv]. Nastepnie przypisujemy
do ugvs ktorakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze o (us) oraz o (ws) sie
roznig. Dalej przypisujemy do ujus ktorakolwiek z niebieskich etykiet
tak, ze o¥(uy) oraz of(w;) si¢ réznia. Na koniec przypisujemy do uyv)
ktorakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze o) (uy) oraz ob(w,) sie réznia.
Skoro b (uy) > 0% (ug), to mozemy zauwazyé, ze o(uy) — ob(ug) =
ob(uy) + 3 — (b (uz) + L(uxvh)) > 0, a wiec uzyskujemy silne (2,2)-
kolorowanie grafu G.

— Zalozmy teraz, ze krawedz wyu; ma przypisang niebieska etykiete w
¢’ podcezas gdy wous ma przypisang czerwona etykiete. Jesli oy (wy) #
oy (ug) + 3, to przypisujemy czerwona etykiete jeden do ugvy oraz vavh,
a takze czerwona etykiete dwa do ugvh. W przeciwnym przypadku przy-
pisujemy niebieska etykiete jeden do usvsy, a do krawedzi usviy oraz vevs
przypisujemy czerwong etykiete o wartosci, ktora nie zostata wybrana
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(C6b)

w ¢ dla krawedzi usws. Nastepnie przypisujemy do wujus ktorakolwiek
z niebieskich etykiet tak, ze ob(uy) oraz ob(ws) sa rézne. Przypisujemy
do uyv; ktérakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze o} (uy) oraz o} (w;) sa
rézne i przypisujemy do vyv; ktérakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze
o;(vy) oraz oj(uy) sa rézne. Na koniec przypisujemy do krawedzi u,v]

ktorakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(u;) oraz ob(w;) sa rézne.

Teraz uzasadnimy fakt, ze skutkuje to silnym (2, 2)-kolorowaniem G. W
szczegblnosci sprawdzmy, ze wierzcholki uy, ug, va, v nie sa w konflikcie.
Skoro upvy ma przypisana albo niebieska etykiete jeden, albo czerwona
etykiete i u; ma dwie incydentne krawedzie rozne od ujus z przypisang
niebieska etykieta, to rzeczywiscie wierzchotki u; oraz uy maja rézne
niebieskie sumy. Ponadto o (u;) < 2 gdy o} (ug) > 3, a wiec wierzchol-
ki u; oraz us sa rozréznione w obu kolorach. Wszystkie pary ztozone z
wierzchotkéw usg, vg, v sa trywialnie rozréznione w kolorze niebieskim,
podczas gdy o7 (v)) < 2, skad wnioskujemy, ze uy oraz v} sa rozréznio-
ne w kolorze czerwonym. Teraz, albo krawedZ wusvy miata przypisana
czerwong etykiete i tatwo sprawdzié, ze £ jest takie jak potrzebujemy,
albo krawedz uyv), miala przypisana niebieska etykiete jeden. W tym
przypadku, skoro przypisaliémy taka sama czerwong etykiete do usvs
oraz vavy, to zauwazmy, ze o, (vy) oraz o (v4) sa obie parzyste, podczas
gdy, skoro przypisalismy do obu warto$¢, ktora nie byla przypisana
do uswy, to mamy, ze oj(ug) jest nieparzysta, co gwarantuje inne roz-
roznienie. Na podstawie tych argumentéw mozna stwierdzié¢, ze ¢ ma
zadane wtasciwosci.

Zatozmy, ze w T(QG) istnieja dwa liscie C, T zwiazane odpowiednio z
cyklem Cj3 i drzewem, gdzie C' (odpowiednio T') jest sasiedni z wierz-
chotkiem mieszanym u; (odpowiednio us) oraz wierzchotki uy, us odpo-
wiadajace wierzchotkom mieszanym u;, uy sg sasiednie w G. Dalej za-
t6zmy, ze wierzchotki mieszane uq, uy oprocz wierzchotkéw sktadowych
C oraz T sy sgsiednie jedynie z pewnym wierzchotkiem sktadowym N
w T'(G) (zobacz rysunek 3.7). Oznaczamy w G przez vy, v] (odpowied-
nio vy) inne wierzchotki Cs (odpowiednio drzewa T') i rozwazamy graf
G’ = G — {1, v}, v9, ugus }. Ponadto oznaczamy przez w; (odpowiednio
wsy) jedynego sasiada u; (odpowiednio us) w G'. Skoro G’ jest stosow-
ny (bo w przeciwnym przypadku G by zawieratby jedna z konfiguracji
jeden oraz pie¢), to rozwazamy ¢ - silne (2,2)-kolorowanie G’. Zakla-
dajac bez straty ogoélnosci, ze krawedz wiu; ma przypisana niebieska
etykiete w ¢ rozwazamy dwa gtéwne przypadki.

— Zalézmy najpierw, ze b (ug) > 0¥ (uy) (stad krawedZ wous ma przypi-
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sang niebieska etykiete w ¢’ oraz ¢'(wiuy) = 1, podczas gdy ¢ (waug) =
2). Przypisujemy czerwona etykiete jeden do wjv; oraz viv], jak réw-
niez czerwona etykiete dwa do ujv]. Nastepnie przypisujemy do wujus
ktérakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze o} (uy) oraz oj(wy) sa rézne i
przypisujemy do usve ktérakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze o (usg)
oraz oy (wy) sa rozne.

Nastepnie zalézmy, ze o5 (ug) < ob(uy). W tym przypadku przypisuje-
my niebieska etykiete jeden do ujv; oraz v1v], a takze niebieska etykiete
dwa do uyv}. Nastepnie przypisujemy do krawedzi ujus ktérakolwiek z
niebieskich etykiet tak, ze o%(u;) oraz o%(w;) sa rézme i do usvy ktéra-

kolwiek z niebieskich etykiet tak, ze o%(uy) oraz ob(ws) sa rézne.

W obu przypadkach tatwo sprawdzi¢, ze w ten sposob otrzymalismy
silne (2, 2)-kolorowanie G.

Zatozmy, ze w T(G) istnieje lis¢ C' zwiazany z cyklem Cj, gdzie C
jest sasiedni z wierzchotkiem mieszanym wu;, ktérego odpowiednik wy
jest sasiedni z wierzchotkiem u, w grafie G, gdzie us nie jest wierz-
chotkiem mieszanym w T'(G). Zaltézmy dalej, ze u; oprocz wierzchotka
sktadowego C' jest sasiedni tylko z pewnym wierzchotkiem sktadowym
N w reprezentacji drzewiastej T'(G) (zobacz rysunek 3.7). W szczeg6l-
noéci zauwazmy, ze us musi naleze¢ do podgrafu N w grafie G. Po-
nadto mozemy zatozy¢, ze wierzchotek wus jest stopnia dwa w G (bo
w przeciwnym razie powrdcilibyémy do konfiguracji 6b). Rozwazamy
graf G' = G — {ujus,v1, v}, gdzie v, oraz v] sa wierzchotkami cyklu
C. Dodatkowo oznaczamy przez wi, wo odpowiedniego sasiada u, us w
grafie G'. Skoro G’ jest stosowny (bo w przeciwnym przypadku G za-
wieralby jedna z konfiguracji jeden lub piec), to mozemy rozwazy¢ ¢ -
silne (2, 2)-kolorowanie G'. Ponownie skupiamy sie na dwoch gtéwnych
przypadkach.

Zalézmy najpierw, ze krawedz w;w; ma przypisang niebieska etykiete,
podczas gdy krawedz usw, ma przypisang czerwong etykiete w ¢/. Przy-
pisujemy do ujus ktérakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze o (uy) oraz
oy (we) sa rozne. Nastepnie, jesli o, (wy) = 3, to przypisujemy czerwo-
ng etykiete jeden do uyvq,v1v] oraz czerwona etykiete dwa do uiv). W
przeciwnym razie przypisujemy do krawedzi u,v; ktérgkolwiek z niebie-
skich etykiet tak, ze ob(u1) oraz ob(w1) s rézne i do u v}, v1v} czerwona
etykiete o wartosci, ktorej nie uzylisSmy na krawedzi u;us. Za pomoca
podobnego argumentu jak wczesniej uzyskujemy zadane wlasnosci.

— Nastepnie zalozmy, ze krawedzie uywq, usws maja przypisang niebieska
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etykiete w ¢'. Rozwazmy wartos¢ k € {1,2} taka, ze przypisanie nie-
bieskiej etykiety k do krawedzi uiuy sprawi, iz ob(us) oraz o) (ws) beda
rozne. Jesli of (uy) +k+3 # ob (wy), to przypisujemy niebieska etykiete
k do ujus, niebieska etykiete jeden do ujvy, v1v] oraz niebieska etykiete
dwa do uyv}. W przeciwnym przypadku przypisujemy do krawedzi uus
ktérakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze oj(ug) oraz oj(wsq) sa rdz-
ne. Nastepnie przypisujemy do uyv; ktorakolwiek z czerwonych etykiet
tak, ze oj(u1) oraz oj(w) sa rézne. Na koniec przypisujemy do kra-
wedzi ujvf, v1v] takie same niebieskie etykiety o wartosci réznej od tej
uzytej na krawedzi uyw;. Argumentacja podobna do poprzedniej daje
nam silne (2, 2)-kolorowanie G.

Teraz jestesmy gotowi do udowodnienia, ze nie istnieje kaktus rézny od
K5 oraz K3, ktory nie zawiera zadnej z tych konfiguracji, co implikuje te-
ze twierdzenia 42. Rozwazmy graf G bedacy kaktusem (réznym od K, oraz
K3) o reprezentacji drzewiastej T'(G) ukorzenionej w dowolnym wierzchotku
sktadowym. Niech L bedzie liSciem o najwigkszej wysokosci w T'(G). Skoro
G nie zawiera konfiguracji cztery, to L nie moze by¢ zwiazany z cyklem o
dhugosci wiekszej niz cztery. Oznaczmy przez P dziadka wierzchotka L w re-
prezentacji drzewiastej T'(G). Jesli L jest zwiazany z drzewem, to z faktu,
ze G nie zawiera konfiguracji jeden wynika, iz L ma wysoko$¢ co najwyzej
jeden. Mozemy zalozy¢, ze L jest zwiazany z drzewem, albo cyklem Cj. Jesli
P jest zwigzany z drzewem, to bez straty ogélnosci L jest zwigzany cyklem
(s, 1 albo wierzchotek u nalezacy do podgrafow P oraz L (w T(G) bedzie
reprezentowany przez wierzchotek mieszany u) ma stopien trzy w G i graf
G bedzie zawiera¢ konfiguracje dwa, albo u ma stopien wigkszy niz cztery w
G. Skoro L jest lisciem o najwiekszej wysokosci, dowolny wierzchotek skta-
dowy sasiedni z wierzchotkiem mieszanym u jest rowniez liSciem, a wiec jest
zwigzany z C3, albo drzewem, to G zawiera konfiguracje pie¢. Skoro G nie
zawiera konfiguracji C3 i C6c, P nie moze by¢ zwiagzany z Cs5, to w rezultacie
P jest zwiazany z cyklem o dlugosci co najmniej cztery. Rozwazmy sasiadéw
u, czyli wierzchotka wspoélnego dla P oraz L. 7 faktu, ze L jest lisciem o
najwiekszej wysokosci wiemy, ze co najmniej jeden sasiad u w grafie G nie
nalezy do podgrafu reprezentowanego przez P’, czyli dziadka P w reprezen-
tacji drzewiastej T'(G). Oznaczmy go przez v. W koficu oznaczmy przez w
innego sasiada v w podgrafie reprezentowanym przez P. Skoro P jest zwia-
zany z cyklem o dlugosci co najmniej cztery, to wierzchotki u, v, w sg parami
rézne i kazdy wierzchotek w T'(G) odpowiadajacy podgrafowi zawierajacemu
ktorykolwiek z nich jest liSciem. Skoro GG nie zawiera konfiguracji cztery, to
zaden z nich nie jest zawarty w cyklu o dtugosci wigkszej niz cztery réznym
od tego reprezentowanego przez P. Jesli jeden z tych wierzchotkéw nalezy do

77



cyklu Cj3, to co najmniej jeden z jego sasiadéw ze zbioru {u, v, w} nalezy do
innego cyklu C3 (i wéwezas G zawiera konfiguracje C6a), nalezy do drzewa
(i wéwezas G zawiera konfiguracje C6b) albo nie nalezy nigdzie (i wowczas
G zawiera konfiguracje C6¢). Stad zaden z tych wierzchotkéw nie nalezy do
C5 oraz GG zawiera konfiguracje cztery. A wiec L musi by¢ jedynym wierz-
chotkiem reprezentacji drzewiastej T'(G). Jesli L jest zwiazany z cyklem o
dtugosci wigkszej niz cztery, to mamy teze¢. Zatem G jest izomorficzny z Ky
lub K3, co konczy dowodd twierdzenia. O]

3.2 Grafy subkubiczne zewnetrznie planarne

Moéwimy, ze graf G jest zewnetrznie planarny jesli G jest planarny i do-
datkowo wszystkie jego wierzchotki lezg na zewnetrznej Scianie. Przypomnij-
my, ze grafy zewnetrznie planarne sg 2-zdegenerowane, a wiec maja liczbe
chromatyczng co najwyzej trzy. Naszym gtownym rezultatem w tym podroz-
dziale bedzie ponizsze twierdzenie, ktére potwierdza silna hipoteze (2,2) dla
stosownych graféw subkubicznych zewnetrznie planarnych.

Twierdzenie 43 ([13]). Jesli G jest stosownym grafem subkubicznym ze-
wnetrznie planarnym, to G jest silnie (2,2)-kolorowalny.

Dowadd. Struktura tego dowodu jest taka sama jak dowodu twierdzenia 42.
Podobnie jak poprzednio, zaczniemy od zdefiniowania reprezentacji drzewia-
stej grafu subkubicznego zewnetrznie planarnego G, ktéra bedziemy ozna-
czaé przez T(G). W reprezentacji drzewiastej T'(G) bedziemy wyrdzniaé trzy
gtowne typy wierzchotkéw wierzcholki krawedziowe, wierzchotki sktadowe i
wierzcholki mieszane. Kazdy wierzchotek krawedziowy w T'(G) odpowiada
krawedzi nalezacej do dwoch cykli w grafie subkubicznym zewnetrznie pla-
narnym G. Wierzchotki sktadowe typu ,cykl” odpowiadaja indukowanym
cyklom bez cieciw w grafie G. Wierzchotki sktadowe typu ,drzewo” odpowia-
daja sktadowym drzewiastym w grafie powstatym z GG przez usuniecie kazdej
krawedzi lezacej na dowolnym cyklu w GG oraz powstalych izolowanych wierz-
chotkéw. Wierzchotki mieszane odpowiadajg tym wierzchotkom grafu G, dla
ktérych podgrafy reprezentowane przez co najmniej dwa wierzchotki sktado-
we typu ,,cykl” lub wierzchotek sktadowy typu ,,cykl” i wierzchotek sktadowy
typu ,drzewo” maja doktadnie jeden wspélny wierzchotek. Dodawanie kra-
wedzi do T'(G) zaczynamy od dodania krawedzi miedzy wierzchotkami kra-
wedziowymi a wierzchotkami sktadowymi typu ,cykl” wtedy i tylko wtedy,
gdy krawedz odpowiadajaca wierzchotkowi krawedziowemu nalezy do danego
cyklu. Nastepnie do T(G) dodajemy krawedzie miedzy wierzchotkami mie-
szanymi a sktadowymi wtedy i tylko wtedy, gdy wierzchotek mieszany nalezy
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€1 Co €y Cc3 up ty

Rysunek 3.8: Przyktad grafu subkubicznego zewnetrznie planarnego G' wraz
z odpowiadajaca reprezentacja drzewiasta T'(G) przedstawiona w dowodzie
twierdzenia 43.

do danego indukowanego cyklu lub sktadowej drzewiastej. Dla lepszego zo-
brazowania sytuacji zostal podany przyktad na rysunku 3.8.

Mozemy zauwazy¢, ze wszystkie liscie T'(G) sa wierzchotkami sktadowy-
mi. Ponadto zbiér wierzchotkéw mieszanych wraz z wierzchotkami krawe-
dziowymi jak rowniez zbior wierzchotkéw sktadowych sa obydwa zbiorami
niezaleznymi. Podobnie jak w przypadku kaktuséw taka reprezentacja drze-
wiasta grafu subkubicznego zewnetrznie planarnego G jest drzewem. Aby to
pokazaé zatézmy, ze T(G) zawiera cykl C'. Wowcezas zaden wierzchotek skta-
dowy z tego cyklu nie jest zwigzany z drzewem (bo w przeciwnym przypadku
to drzewo nie miatoby krawedzi bedacej mostem w G). Jedli jaki$ wierzchotek
z C jest wierzchotkiem krawedziowym, to jeden z wierzchotkéw G nie nalezy
do Sciany zewnetrznej i stad C' jest utworzony z wierzchotkéw mieszanych i
wierzchotkéw sktadowych zwiazanych z cyklami. Rozwazmy dwa wierzchotki
mieszane u, v sasiednie z wierzchotkiem sktadowym S, gdzie wszystkie trzy
z nich sg wierzchotkami z C'. Twierdzimy, ze wierzchotki w G odpowiadajace
wierzchotkom mieszanym wu,v sa sasiednie w G. Skoro wierzchotek sktado-
wy S jest zwiazany z cyklem, to istnieje wierzchotek w nalezacy do cyklu S
nie nalezacy do $ciany zewnetrznej, co stanowi sprzecznos¢. W szczegolno-
Sci wszystkie wierzchotki z C' tworza cykl bez cieciw w G majacy wspélng
krawedz uv z S, co jest sprzecznoscia, poniewaz C' nie zawiera wierzchotkow
krawedziowych.

W szczegoblnosci zauwazmy, ze wszystkie konfiguracje uzyte w dowodzie
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twierdzenia 42 maja nadal zastosowanie, poniewaz kaktusy sa grafami ze-
wnetrznie planarnymi. Konfiguracje C1 do Cé6c zajmuja sie wierzchotkami
sktadowymi sgsiednimi z wierzchotkami mieszanymi. Zasadniczo, aby rozsze-
rzy¢ dowod na grafy subkubiczne zewnetrznie planarne, musimy zatem zajac
sie przypadkami obejmujacymi wierzchotki sktadowe sasiednie z wierzchot-
kami krawedziowymi.

(C7) Zaldzmy, ze w T'(G) istnieje wierzchotek sktadowy C' zwiazany z cy-
klem Cj sagsiedni z wierzchotkiem krawedziowym zwigzanym z krawe-
dzia ujus gdzie, jesli oznaczymy przez v ostatni wierzchotek z C' w
grafie G, to wierzchotek mieszany odpowiadajacy v jest sasiedni z li-
sciem w T'(G). W szczegdlnosci, skoro G jest subkubiczny, to wierzcho-
tlek mieszany odpowiadajacy v musi by¢ stopnia dwa w T'(G). Ponadto
zalézmy, ze podgraf w G bedacy drzewem reprezentowanym przez lis¢
w T(G), ktory jest sasiedni z wierzcholkiem mieszanym v ma wyso-
kos¢ jeden i oznaczmy przez w jego jedyny wierzchotek rozny od v w
tym podgrafie. Na koniec mozemy zatozy¢, ze d(u;) = d(ug) = 3 (bo
w przeciwnym przypadku G zawieralby konfiguracje trzy). Dodatkowo
w G oznaczamy przez u) (odpowiednio u)) drugiego sasiada u; (odpo-
wiednio us). Intuicyjnie ta konfiguracja odpowiada tréjkatowi z wiszaca
krawedzia incydentna z jednym jego wierzchotkiem i potaczona z reszta
grafu przez dwa pozostale wierzchotki trojkata (zobacz rysunek 3.9).
Rozwazamy graf G' = G — {ujus,v,w}. Skoro G’ jest stosowny (bo w
przeciwnym razie G zawieratby konfiguracje trzy), to mozemy rozwazy¢
¢ - silne (2,2)-kolorowanie G’. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé,
ze krawedz uju; ma przypisana niebieska etykiete w .

Rysunek 3.9: Konfiguracja C7.

— Zal6zmy, ze krawedZ uhjus ma przypisang czerwona etykiete w ¢'. Przy-
pisujemy do ujus ktérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(uy) oraz

ob(uh) sa rézne. Przypisujemy do krawedzi uyv ktérakolwiek z niebie-

skich etykiet tak, ze o%(u;) oraz o%(u}) sa rézne. Przypisujemy do ugv
ktorakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze o) (ug) oraz oj(ujy) sa réz-

ne. Jedli f(ujus) = 2, to przypisujemy do krawedzi vw ktorakolwiek
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7 niebieskich etykiet tak, ze ob(uy) oraz ob(v) sa rézne. Zauwazmy, ze

ob(uy) > £(uv) + 3. Stad niezaleznie od tego, ktora etykiete przypisze-
my do krawedzi vw wierzchotki v oraz u; muszg byé¢ rozréznione. W
przeciwnym razie przypisujemy do krawedzi vw ktorakolwiek z niebie-
skich etykiet tak, ze ob(u;) oraz ob(v) sa rézne. Skoro ab(uy) = 1, to
uzyskujemy silne (2, 2)-kolorowanie G.

Od teraz mozemy zatem zalozy¢, ze krawedz ujus ma przypisana nie-
bieska etykiete w £’

Zatézmy najpierw, ze {'(ujuy) = 0(ubuy) = 1. Zaltébzmy réwniez, ze
oy (u)) # 3. Przypisujemy do krawedzi ujug ktérakolwiek z czerwonych
etykiet tak, ze o} (ug) oraz oj(ub) sa rézne i do uyv czerwona etykiete o
wartosci ze zbioru {1, 2}, ktérej nie przypisaliémy do ujus. W ten spo-
séb o} (u1) = 3. Nastepnie przypisujemy do krawedzi usv ktérakolwiek
z niebieskich etykiet tak, ze ob(us) oraz ob(uh) sa rézne. Przypisujemy
do vw ktérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(us) oraz ob(v) sa
rozne. Teraz mozemy zatozy¢, ze o) (u)) = op(uy) = 3. Przypisuje-
my czerwong etykiete jeden do vw oraz u,v. Nastepnie przypisujemy
do krawedzi ujuy ktorakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(u;) oraz
ob(u}) sa rézne i do vuy ktérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze o8 (uy)
oraz ob(uh) sa rézne. O ile £(uyuy) = 1 oraz £(vug) = 2, to otrzymuje-
my silne (2,2)-kolorowanie G. Jednakze przypadek bedacy wyjatkiem
wystepuje tylko jesli ob(ub) = 4 oraz ob(u}) = 3, w takiej sytuacji
mozemy po prostu zamieni¢ rolami u; oraz us w wyborach dokonanych
powyzej, aby rozwigzaé ta sytuacje w ten sam sposob.

W drugim przypadku zatézmy, ze ¢'(ujuy) = 2 oraz ¢'(ubus) = 1. Naj-
pierw zaldzmy, ze o) (uy) # 3. Przypisujemy do krawedzi ujug kto-
rakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze oj(uy) oraz oj(u}) sa rézne
i przypisujemy czerwona etykiete o innej wartosci do ugv. Nastepnie

przypisujemy do uyv ktérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(uy)

oraz ob(u}) sa rézne i do vw ktoérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze
ob(uy) oraz of(v) sa rézne. Teraz mozemy zatozyé, ze o (uh) = 3. Za-
tézmy najpierw, ze o), (u}) # 3. Przypisujemy czerwona etykiete jeden
do ujug, ugv,vw i czerwona etykiete dwa do uyv, aby uzyska¢ odpo-
wiednie kolorowanie. Zatézmy teraz, ze o) (u)) = oj(uy) = 3. Jesli
ob(uy) = 5 oraz ob(u)) = 3, to przypisujemy niebieska etykiete¢ dwa
do ujus, uv, vw i niebieska etykiete jeden do ugv. W przeciwnym razie
przypisujemy czerwong etykiete jeden do wiv oraz vw, przypisujemy
do ujuy ktérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(uy) oraz ob(uh)
sg rozne i do ujv ktérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(uy) oraz
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ob(u}) sa rézne. To skutkuje silnym (2, 2)-kolorowaniem G o ile nie za-

chodzi ob(v) = ab(us). W tej sytuacji musieliémy wybraé £(ujus), aby
mie¢ wartosé jeden i ¢(ujv), aby mie¢ wartosé¢ dwa, czyli jestesmy w

sytuacji, ktorg juz omowilismy.

W trzecim przypadku zatézmy, ze ¢'(ujui) = ¢'(ubuy) = 2. Najpierw
zatézmy, ze o) (u)) # 3. Przypisujemy do krawedzi ujus ktérakolwiek
z czerwonych etykiet tak, ze oj(ug) oraz oj(ub) sa rézne i do ujv czer-
wong etykiete o wartosci, ktérej nie przypisaliSmy do krawedzi ujus.
W ten sposob oj(u;) = 3. Nastepnie przypisujemy do krawedzi uqv
ktorakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze o%(us) oraz of(uj) sa rézne.
Jesli l(uyv) = 1, to przypisujemy czerwona etykiete dwa do vw. W
przeciwnym razie przypisujemy niebiesks etykiete jeden do vw. Teraz
mozemy zatozy¢, ze oj,(u)) = op(u)) = 3. Przypisujemy do krawedzi
uyuy ktérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(uy) oraz o () sa 16z-
ne i do uyv ktérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(uy) oraz ob(uh)
sg rozne. Wowcezas na koniec przypisujemy czerwona etykiete jeden do
krawedzi u;v oraz vw. We wszystkich przypadkach mozna sprawdzic,

ze ostatecznie otrzymujemy silne (2, 2)-kolorowanie G.

Zalozmy, ze w T'(G) istnieje wierzchotek sktadowy C' zwiazany z cyklem
Cy taki, ze C jest sasiedni z pewnym wierzchotkiem krawedziowym
odpowiadajacym krawedzi uius. Oznaczmy przez v; oraz v, pozostate
dwa wierzchotki z C' w grafie G. Dalej zaktadamy, ze jesli T'(G) zawiera
wierzchotek odpowiadajacy vi,vs, albo krawedzi vive w G, to wszyst-
kie wierzchotki sasiednie z tym wierzchotkiem rézne od C' sa lisémi.
Bardziej intuicyjnie, ta konfiguracja odpowiada cyklowi Cy, gdzie dwa
wierzchotki sa sasiednie z drzewami o wysokosci jeden lub C3 (zobacz
rysunek 3.10). Dodatkowo w grafie G, jesli istnieje, to oznaczamy przez
wy (odpowiednio wy) sasiada z poza cyklu C; wierzchotka vy (odpowied-
nio vy), gdzie ewentualnie w; = wy. W tej konfiguracji rozwazmy graf
G' = G — {ujug, vy, v2}, jak réwniez ¢ - silne (2, 2)-kolorowanie G’ (za-
uwazmy, iz graf G’ jest rzeczywiscie stosowny). Zaktadamy bez straty
ogolnoscei, ze o¥ (u1) > 0¥ (uy) oraz, iz krawedz uyu) ma przypisana nie-
biesky etykiete w ¢'. Przypisujemy do wujus ktoérgkolwiek z niebieskich
etykiet tak, ze ol(ub) oraz o (us) sa rézne. Nastepnie przypisujemy do
krawedzi viu; ktérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(u}) oraz
ob(uy) sa rézne, do viw; (jesli istnieje) ktorakolwiek z niebieskich ety-
kiet tak, ze ob(u;) oraz of(v1) sa rézne i do ugvy ktérakolwiek z czerwo-
nych etykiet tak, ze o} (u}) oraz oj(uz) sa rézne. Przypisujemy réwniez
do krawedzi v1vy ktorakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze o} (vy) oraz
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oy (ug) sa rézne. Jesli krawedZ vows istnieje, to réwniez przypisujemy
do vows czerwong etykiete o wartosci, ktérej nie przypisalismy do vyvs.
W ten sposob, w przypadku gdy wierzchotek ws istnieje oraz ws, vy
sg sasiednie, to te wierzchotki maja rézne czerwone sumy. Latwo jest
rowniez sprawdzié¢, ze dowolna para sgsiednich wierzchotkéw jest roz-
rozniana w obu kolorach za pomoca przedstawionego kolorowania. Stad
uzyskujemy silne (2, 2)-kolorowanie G.

Rysunek 3.10: Szczegdlny przypadek konfiguracji C8, gdzie wierzchotki wy
oraz wsy istnieja, ale sg rézne.

(C9)

(C10)

Zatozmy, ze w T(QG) istnieje wierzchotek krawedziowy zwiazany z kra-
wedzia ujus sasiedni z dwoma wierzchotkami sktadowymi, obydwoma
zwiazanymi z cyklami C5. Dalej zatézmy, ze jeden z tych wierzchot-
kéw sktadowych jest lisciem w T'(G) (zobacz rysunek 3.11). Oznacza-
my w G przez w ostatni wierzchotek cyklu C'5 zwigzanego z lisciem w
T(G) i przez v ostatni wierzchotek drugiego cyklu C3. Mozemy réw-
niez zatozyé¢, ze d(v) = 3, v/ oznacza jego ostatniego sasiada i, ze
graf G' = G — {uy,us, w} jest stosowny. Rozwazamy ¢’ - silne (2,2)-
kolorowanie G’. Bez straty ogdélnosci zalézmy, ze krawedZ vv’ ma przy-
pisang niebieska etykiete w ¢'. Przypisujemy do krawedzi vu; ktérg-

kolwiek z niebieskich tak, ze o(v) oraz o%(v') sa rézne i do uyw kto-

rakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ol(v) oraz ob(u1) sa rézne. Na-
stepnie przypisujemy do vus ktérakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze
o;(v) oraz oj(v') sa rozne, taka sama czerwona etykiete do usw oraz
przypisujemy do ujus czerwong etykiete o wartodci, ktérej nie przypi-
saliSmy do usw tak, ze rzeczywiscie czerwone sumy wierzchotkow wus
oraz w s rozne. Nastepnie mozna sprawdzi¢, ze to skutkuje silnym

(2, 2)-kolorowaniem G.

Zatozmy, ze w T(G) istnieja dwa wierzcholtki sktadowe C, C’, obydwa
zwigzane z cyklami Cj takie, ze cykl C' w grafie G zawiera wierzchotek
uy oraz cykl C" w grafie G zawiera wierzchotek s, gdzie u; oraz us sa
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Rysunek 3.11: Konfiguracja C9.

sasiednie w GG (zobacz rysunek 3.12). Oznaczamy w G przez vy oraz w;
(odpowiednio vy oraz wsy) pozostate dwa wierzchotki z C' (odpowiednio
(") i dalej zalézmy, ze d(w;) = d(wy) = 2. Skoro G nie zawiera konfi-
guracji dwa, to musimy mieé¢ d(v,) = d(ve) = 3 i oznaczamy przez v}
(odpowiednio v4) innego sasiada v; (odpowiednio vs). Ponadto, ponie-
waz (G nie zawiera konfiguracji trzy, graf G' = G — {uy, us, wy, ws} jest
stosowny i mozemy rozwazy¢ ¢ - silne (2, 2)-kolorowanie G’. Ponownie
rozwazamy dwa gtowne przypadki.

Rysunek 3.12: Konfiguracja C10.

Najpierw zal6zmy, ze krawedzie vjv] oraz vev) maja przypisane ety-
kiety o tym samym kolorze, powiedzmy niebieskim, w ¢'. Przypisujemy
do krawedzi wyv, ktérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze o%(vy) oraz
ob(vy) sa rézne i do viu; ktérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze o8 (v;)
oraz oy(v}) sa rézne. Przypisujemy do viw; ktérakolwiek z czerwonych
etykiet tak, ze o) (v;) oraz oj(v}]) sa rézne i przypisujemy do krawedzi
uyug czerwong etykiete o innej wartosci. Ponadto przypisujemy do wqw,
ktérakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze oj(uy) oraz oj(vy) sa rézne
i do ugvy ktérakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze o} (vy) oraz o (vs)
sg rozne. Na koniec przypisujemy do usws czerwong etykiete o pewnej
wartosci tak, ze o) (ve) oraz o) (ws) sa rézne, i ktorej wartosé nie zo-
stata przypisana do usvs. W ten sposéb niezaleznie od etykiety, ktora
przypisaliémy do krawedzi uyw; wierzchotki u; oraz uy sa rozrdznione,
a wiec otrzymujemy silne (2, 2)-kolorowanie.

Teraz zatézmy, ze krawedz viv] ma przypisana niebieska etykiete, pod-
czas gdy vovh ma czerwona etykiete. Dalej zatézmy, ze albo ¢/ (viv]) = 2,
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albo b (vh) # 3. Przypisujemy do krawedzi v,w; ktérakolwiek z niebie-
skich etykiet tak, ze o2(v;) oraz ob(v}) sa rézne. Powyzszy warunek im-
plikuje, ze albo przypisaliémy etykiete o wartosci dwa, albo o8(v;) # 2.
Nastepnie przypisujemy do uyv; ktérakolwiek z czerwonych etykiet tak,
ze 0j(vg) oraz gy (vh) sa rézne i do ujw, czerwona etykiete o innej war-
tosci. Dalej przypisujemy do krawedzi uius jakakolwiek niebiesks ety-
kiete, ktora nie powoduje konfliktu pomiedzy u; i ani wy, ani vy, co
jest zawsze mozliwe, poniewaz albo f(viw;) = 2 (i wéwezas mozemy
przypisa¢ niebieska etykiete jeden do ujus), albo ab(vy) = 3 (i wéwezas
mozemy przypisac niebieska etykiete dwa do ujus). Ponadto przypisuje-
my do krawedzi vows niebiesks etykiete jeden, a do uqyvy ktérakolwiek z
niebieskich etykiet tak, ze ob(vy) oraz ob(vh) sa rézne, jak réwniez przy-
pisujemy niebieska etykiete o innej wartosci do usws. Mozna sprawdzic,
ze w ten sposob uzyskujemy silne (2, 2)-kolorowanie G.

Teraz mozemy zatozy¢, ze ob(vh) = 3 oraz ¢'(vv}) = 1. Przypisujemy
niebiesky etykiete dwa do wszystkich krawedzi sposrod wq vy, viwy, ugw,
oraz ujuy. Nastepnie przypisujemy niebieska etykiete jeden do vows.
Przypisujemy do uyv, ktérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(vy)
oraz ol(vh) sa rézme, jak réwniez niebiesky etykiete o innej wartoci
do usws. Mozna sprawdzi¢, ze postepujac w ten sposéb niebieskie su-
my wierzchotkéw vy oraz wy sg rozne, czyli w szczegdlnosci ponownie
otrzymujemy silne (2, 2)-kolorowanie G.

Tak czy inaczej mamy oczekiwane kolorowanie G.

Zalozmy, ze w T'(G) istnieje wierzchotek sktadowy C' zwiazany z cyklem
(5 sasiedni albo z dwoma wierzchotkami mieszanymi wuq, us, opowiada-
jacymi wierzchotkom wuq,us w G, albo z wierzchotkiem krawedziowym
odpowiadajacym krawedzi ujus (zobacz rysunek 3.13). Oznaczamy w
grafie G przez w ostatni wierzchotek z Cj, przez u) innego sasiada
uy 1 przez ul, innego sasiada uy. Dalej zatézmy, ze jesli d(u)) = 3, to
jeden z jego sasiadow, oznaczmy go przez v, jest stopnia jeden. Tak,
czy inaczej oznaczmy przez uj innego sasiada uj. Bardziej intuicyjnie
ta konfiguracja odpowiada trojkatowi sasiedniemu albo z wierzchot-
kiem stopnia dwa, albo z wierzchotkiem stopnia trzy z incydentng wi-
szaca krawedzia. Skoro G nie zawiera konfiguracji jeden lub trzy, to
graf G' = G — {w, us, v} jest stosowny i niech ¢’ bedzie silnym (2,2)-
kolorowaniem G’. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze krawedz
uju) ma przypisana niebieska etykiete w ¢'. Przypisujemy do krawedzi
ujw ktéragkolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(uy) oraz ob(u}) sa
rézne, do ujug ktorakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze oj(uy) oraz

85



oy (u}) sa rézne i do usw czerwona etykiete o innej wartosci. Ponadto,
jesli wierzcholek v istnieje, to przypisujemy do krawedzi ujv jakakol-
wiek z czerwonych etykiet, ktéra skutkuje tym, ze of, (ub) + €(ubv) # 3.
Na koniec przypisujemy do wusuly, ktorakolwiek z czerwonych krawedzi
tak, ze o} (u}) oraz oy (uy) sa rézne. Mozna sprawdzi¢, ze jesli wierzcho-
tek v nie istnieje, to o (uy) < oj(ug). W przeciwnym razie uy oraz uj
sa rozroznione dzigki czerwonej etykiecie przypisanej do krawedzi ubv.
Tak, czy inaczej konczymy z silnym (2, 2)-kolorowaniem grafu G.

W )
_xﬂl U9 I'Ss

v f2 T

Uy Ug

Rysunek 3.13: Konfiguracja C11.

Teraz jestesmy gotowi do udowodnienia, ze nie istnieje zaden minimal-
ny kontrprzyktad do twierdzenia 43. Rozwazmy taki kontrprzyktad G i jego
reprezentacje drzewiasta T'(G) ukorzeniona w dowolnym wierzchotku. Naj-
pierw zalézmy, ze istnieje 1i$¢ T' o najwiekszej wysokosci w T'(G) zwiazany z
drzewem. Skoro G nie zawiera konfiguracji jeden, to T' jest zwigzany z K.
Oznaczmy przez u jego ojca w T(G). Skoro graf G jest subkubiczny, to w
T(G) wierzchotek u ma doktadnie jednego sasiada oprécz T', ktérego ozna-
czamy przez N. 7 faktu, ze G nie zawiera konfiguracji siedem wierzchotek N
nie moze by¢ zwigzany z C5. Jesli N jest zwigzany z Cy, to albo wierzchotek
odpowiadajacy wierzchotkowi mieszanemu u jest sasiedni z wierzchotkiem o
stopniu dwa w G oraz GG zawiera jedna z konfiguracji cztery i osiem, albo
obydwaj sasiedzi wierzchotka odpowiadajacego wierzchotkowi mieszanemu
maja stopien trzy. W szczegdlnosci, skoro G jest zewnetrznie planarny to
jeden z nich, oznaczmy go przez u’, nalezy do podgrafu reprezentowanego
przez 1i$¢ w T'(G) rézny od T', oznaczmy go przez L. 7 faktu, ze G nie zawie-
ra konfiguracji osiem wynika, ze L musi by¢ zwiazany z cyklem. Teraz, skoro
G nie zawiera ani konfiguracji cztery, ani osiem, to L nie moze by¢ zwiazany z
cyklem o dtugosci wigkszej niz trzy, a stad G zawiera konfiguracje jedenascie.

Zatem T'(G) nie moze zawiera¢ zadnego liScia o najwieckszej wysokosci
zwiazanego z drzewem. Teraz zatézmy, ze istnieje lis¢ C' o najwiekszej wyso-
kosci w T'(G) zwiazany z cyklem. Skoro G nie zawiera ani konfiguracji cztery
ani osiem, to C musi by¢ zwiazany z cyklem Cj. Z faktu, ze G nie zawiera
konfiguracji dziewie¢ wiemy, ze w G musi istnie¢ wierzchotek u’ sasiedni z
wierzchotkiem z C3 wspolnym z innym podgrafem reprezentowanym przez
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li$¢ o najwiekszej wysokosci w T'(G). Uzywajac podobnych argumentéw do
tych wykorzystanych na koncu dowodu twierdzenia 42 mozemy wywniosko-
wac, ze wierzchotek z ('3 jest sasiedni albo z wierzchotkiem stopnia dwa
(co skutkuje konfiguracja jedenascie), z wierzchotkiem z innego cyklu Cj
(co skutkuje konfiguracja dziesie¢), z wierzcholtkiem z cyklu Cy (co skutku-
je konfiguracja osiem), albo z wierzchotkiem z dtuzszego cyklu (co skutkuje
konfiguracja cztery). Zatem kontrprzyktad G nie moze istnie¢, a twierdzenie
jest prawdziwe. O]

3.3 Grafy o maksymalnym Srednim stopniu
9

mniejszym niz ;

Przypomnijmy, ze $redni stopieri ad(G) grafu G jest zdefiniowany jako
2|E(G)|
V(G
simum wartosci srednich stopni ad(H) wszystkich podgrafow H grafu G.
W pozostalej czesci tego podrozdziatu przedstawimy dowdd silnej hipotezy
(2,2) dla stosownych graféw o maksymalnym $rednim stopniu mniejszym niz
% Zauwazmy, ze takie grafy sa 2-zdegenerowane, a wiec majg liczbe chroma-
tyczng co najwyzej trzy.

. Przez maksymalny sredni stopieri mad(G) grafu G rozumiemy mak-

Twierdzenie 44 ([13]). Jesli G jest grafem o mad(G) < 2, to albo G jest
silnie (2,2)-kolorowalny, albo G ma skladowq spéjng izomorficzng z Ko lub
K.

Dowadd. Bedziemy korzystac¢ z metody roztadowania, gdzie najpierw udowod-
nimy w podobnym stylu jak w dowodach twierdzen 42 oraz 43, ze minimalny
kontrprzyktad (ze wzgledu na liczbe krawedzi) do twierdzenia 44 nie moze
zawiera¢ pewnych rzadkich konfiguracji. Nastepnie dochodzimy do sprzeczno-
Sci z rzadkos$cia minimalnego kontrprzyktadu poprzez uzycie funkceji tadunku.
W celu uzyskania bardziej szczegdtowego wyjasnienia tej metody odsytamy
odsytamy czytelnika do dwéch pierwszych akapitow dowodu twierdzenia 4.1
w [19]. Wzmocnimy metode roztadowania o tak zwana metode wierzchol-
kéw duchéw (wprowadzona formalnie w [23]), ktéra w kontekscie graféw o
ograniczonym maksymalnym srednim stopniu zapewnia sposob, poprzez pe-
wien proces roztadowania, na pokazanie, ze graf ma duzy maksymalny $redni
stopien.

Twierdzenie 45 ([22]). Niech G bedzie grafem, m pewng wartoscig, a
(V1, Vo) (takie, ze Vi N Vy = () dowolnym podzialem V(G). Niech w bedzie
funkcjg tadunku, gdzie w(v) = d(v) —m dla kazdego v € V(QG). Jesli istnieje
proces roztadowania skutkujgcy funkcjo tadunku w*, gdzie
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e w*(v) >0 dla kazdego v € Vi oraz
o w'(v) = w(v)+dy,(v) dla kazdego v € Vs,

to mad(G) > m. O

Teraz rozwazamy graf G bedacy minimalnym kontrprzyktadem do twier-
dzenia 44. Wierzchotek u € V(G) nazywamy k-wierzchotkiem (odpowiednio
kT, k™) jesli d(u) = k (odpowiednio d(u) > k, d(u) < k). 3-wierzchotek
nazywamy stabym jesli jest sasiedni z 1-wierzchotkiem.

Fakt 46. Graf G nie zawiera Zadnej z nastepujgcych konfiguracyi:
(C1) 3~ -wierzcholek sqsiedni z dwoma 1-wierzchotkami,

(C2) d-wierzcholek sqsiedni z wigcej niz | L] 1-wierzchotkami, dla kazdego
d> 4,

(C3) dwa sgsiednie stabe 3-wierzcholki,

(C4) d-wierzcholek sgsiedni z d — 2 1-wierzchotkami i jednym stabym
3-wierzchotkiem, dla kazdego d > 4,

(C5) 2-wierzcholek sqsiedni z dwoma 2-wierzcholkami,
(C6) 2-wierzcholek sqsiedni z 1-wierzchotkiem,

(C7) staby 3-vertex sqsiedni z 2-wierzchotkiem.

Dowdd. Dla kazdej konfiguracji H zalézmy, ze grat G zawiera H jako podgraf
indukowany. Rozwazymy graf G’; uzyskany z G przez usuniecie krawedzi, i
gdy tylko bedzie to mozliwe, otrzymamy ¢ - silne (2, 2)-kolorowanie G’ z mi-
nimalno$¢ kontrprzyktadu G. Jesli bedziemy mogli rozszerzy¢ ¢’ na usuniete
krawedzie tak, ze powstate kolorowanie ¢ bedzie silnym (2, 2)-kolorowaniem
G, to otrzymamy sprzeczno$é. Zauwazmy, ze rozszerzenie kolorowania ¢ do
¢ moze jedynie zmieni¢ sumy wierzchotkéw incydentnych z usunietymi kra-
wedziami. Stad musimy jedynie lokalnie sprawdzié, czy ¢ jest silnym (2, 2)-
kolorowaniem.

W dalszej czesci dowodu kolejnosé, w jakiej zajmujemy sie konfiguracjami
od C1 do C7, bedzie zalezata od stopnia skomplikowania naszych argumen-
tow.

(C1) Zatézmy, ze istnieje 3~ -wierzcholek u € V/(G) sasiedni z dwoma
1-wierzchotkami vy oraz v;. Jedli u jest 2-wierzchotkiem, to G jest Sciez-
ka Pj5 i rezultat oczywiscie zachodzi. Stad oznaczamy przez vy ostat-
niego sasiada u i rozwazamy graf G' = G — {uvy, uv, }. Zauwazmy, ze
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(C5)

skoro stopien u w grafie G' musi by¢ jeden, to albo G’ jest izomorficz-
ny z Ky (w takim przypadku G jest silnie (2, 2)-kolorowalny, poniewaz
jest izomorficzny z gwiazda o trzech lisciach), albo G’ jest silnie (2, 2)-
kolorowalny i oznaczamy przez ¢’ takie kolorowanie krawedzi G'. Dalej
zalézmy bez straty ogélnosci, ze krawedz uvy ma przypisang czerwong
etykiete. Przypisujemy niebieska etykiete jeden do uwvg i przypisujemy
do uv, ktéragkolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(u) jest rézna od
ob(ve) (ktéra jest réwna of(vq)). Latwo sprawdzi¢, ze to skutkuje sil-
nym (2, 2)-kolorowaniem G.

Zal6zmy, ze istnieje 2-wierzchotek u € V() sasiedni z 1-wierzchotkiem
vg. Oznaczamy przez v; innego sgsiada w i rozwazamy graf G' =
G —{uwvp}. Zauwazmy, ze skoro stopien wierzchotka u w grafie G’ musi
by¢ réwny jeden, to albo G’ jest izomorficzny z Ks (w takim przypadku
G jest silnie (2, 2)-kolorowalny, poniewaz jest izomorficzny z P3), albo
G’ jest silne (2, 2)-kolorowalny i oznaczamy przez ¢ takie kolorowanie
krawedzi G'. Dalej zalézmy bez straty ogélnosci, ze krawedz uv; ma
przypisang czerwong etykiete. Przypisujemy do krawedzi uvg ktorakol-
wiek z czerwonych etykiet tak, ze o} (u) jest rézna od o}, (v1) (ktéra jest
réwna o (v1)). Ponownie uzyskujemy silne (2, 2)-kolorowanie G.

Zalézmy, ze istnieje 2-wierzcholek u € V(@) sasiedni z dwoma 2-
wierzchotkami vy, v1. Zauwazmy, ze vy oraz vy nie moga by¢ sasiednie,
poniewaz w przeciwnym razie graf G bytby izomorficzny z K3, a wiec
mozemy oznaczy¢ odpowiednio przez vj,v] ich drugiego sasiada. Roz-
wazamy graf G' = G — {uwvg, uv}. Zauwazmy, ze G’ nie moze mieé
sktadowej spdjnej izomorficznej z K5 (bo w przeciwnym razie G zawie-
ratby konfiguracje szes¢), ani K3 (poniewaz obie sktadowe spdjne maja
1-wierzcholek). Zatem mamy silne (2, 2)-kolorowanie ¢’ grafu G'.

— Zalbzmy, ze krawedzie vyv) oraz v;v] maja ten sam kolor w ¢ (bez
straty ogélnosci niebieski). Przypisujemy do krawedzi uvy (odpo-
wiednio uvy) ktorakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze o} (vg) oraz
a;(vy) (odpowiednio oy (vy) oraz o (v})) sa rézne.

— Zalézmy, ze krawedzie vgv) oraz v1v] maja rézne kolory w ¢, po-
wiedzmy bez straty ogdlnosci, ze vyv] jest niebieska. Przypisuje-
my do krawedzi uvy (odpowiednio uvy) ktérakolwiek z niebieskich
(odpowiednio czerwonych) etykiet tak, ze niebieskie (odpowiednio
czerwone) sumy wierzchotkéw vy oraz v, (odpowiednio v; oraz v})
sg rézne.
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(C3)

(C2)

FLatwo sprawdzié, ze w obu przypadkach otrzymujemy silne (2,2)-
kolorowanie G.

Zat6zmy, ze istnieja dwa sasiednie 3-wierzcholki ug,u; € V(G) i dwa
1-wierzchotki vy, v1, gdzie wierzchotek wug jest sasiedni z vy oraz wierz-
chotek w; jest sasiedni z v;. Oznaczamy réwniez przez wgy (odpo-
wiednio wj) innego sasiada ug (odpowiednio u;) i rozwazamy graf
G' = G — {upvy, uguy, uyvy }. Jak w poprzednim przypadku graf G’ nie
moze mie¢ sktadowej spojnej izomorficznej z Ky, bo w przeciwnym razie
G zawieralby konfiguracje jeden. Kazda sktadowa spéjna G’ ma co naj-
mniej jeden 1-wierzchotek, a wiec zadna sktadowa spdjna G’ nie moze
by¢ izomorficzna z K3 i mozemy rozwazy¢ ¢’ - silne (2, 2)-kolorowanie
grafu G'.

— Zalézmy, ze krawedzie ugwgy oraz ujw; maja ten sam kolor w ¢
(bez straty ogdlnosci niebieski). Mozemy réwniez dalej zalozy¢, ze
ob(ug) > 0¥ (u1). Przypisujemy do krawedzi ugvy ktérakolwiek z
niebieskich etykiet tak, ze 0% (ug) oraz o?(wy) sa rézne. Nastepnie
przypisujemy do wugu; ktorakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze
oj(ug) oraz oj(wp) sa rézne. Konczymy konstrukcje ¢ przypisu-
jac do ujvy ktérakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze o) (u;) oraz
oy (w) sa rézne. Skoro ob(uy) = ob(uy), to potrzebujemy tylko
sprawdzi¢, ze wierzchotki ug oraz u; majg rézne niebieskie i czer-
wone sumy. Pamigtamy, iz zalozyliémy, ze ob (ug) > 0% (uy). Sko-
ro ob(ug) > ob(ug) oraz jedyna czerwona krawedzia incydentna
z wierzcholtkiem ug jest ugup, to oczywiscie ¢ jest silnym (2, 2)-
kolorowaniem G.

— Zalézmy, ze krawedzie ugwy oraz ujw; maja réozne kolory w ¢,
powiedzmy bez straty ogolnosci, ze ugwy jest niebieska. Ponownie,
dzieki podobnym argumentom, przypisujemy do krawedzi wugvg
ktorakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze o(ug) oraz ol(wy) sa
rézne, do ugu; ktérakolwiek z czerwonych etykiet tak, ze o (ug)
oraz o (wy) sa rézne, i na koniec do ujv; ktoérakolwiek z czerwo-
nych etykiet tak, ze o (uy) oraz oj(w;) sa rézne. Woéwczas tatwo
sprawdzi¢, ze otrzymujemy silne (2, 2)-kolorowanie G.

Zalbézmy, ze istnieje d-wierzchotek u dla d > 4 i pewne 1-wierzchotki
v1,. .., U sasiednie z u, gdzie k = L%J (zauwazmy, ze moze by¢ wigcej
niz k wierzchotkéw stopnia jeden sasiednich z u, ale bierzemy pod uwage
tylko k z nich). Rozwazamy graf G' = G — {uwvy, ..., uv}. Zauwazmy,
ze stopien wierzchotka u w grafie G’ jest nadal co najmniej dwa, a wiec
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jesli G’ jest izomorficzny z K3, to d = 4 i znamy caly graf G, czyli
mozemy sprawdzi¢, ze G ma silne (2,2)-kolorowanie. Zatem mozemy
zalozy¢, ze istnieje silne (2,2)-kolorowanie ¢ grafu G’. Zaldézmy bez
straty ogdlnosci, ze wiekszos¢ krawedzi incydentnych z wierzchotkiem
u w grafie G’ ma przypisang czerwona etykiete w ¢. Przypisujemy
niebieskie etykiety do wszystkich krawedzi ze zbioru {uvy, ..., uvy} tak,
ze 0y (u) pozostaje réwna o}, (u). Poprzez przypisanie niebieskich etykiet
do krawedzi ze zbioru {uwy, ..., uvy} mozemy zmieni¢ niebieska sume
wierzchotka u na dowolna warto$¢ pomiedzy ob (u) + ki 0% (u) + 2k, a
wiec na k + 1 réznych mozliwych wartosci. Skoro u ma co najwyzej k
sasiadéw w G’, to istnieje co najmniej jedna mozliwoéé wyboru ob(u),
skutkujaca silnym (2, 2)-kolorowaniem G.

Zauwazmy, ze ta konfiguracja jest pokryta przez konfiguracje dwa.

Zatézmy, ze istnieje staby 3-wierzchotek wug sasiedni z 2-wierzchotkiem
uy oraz z l-wierzchotkiem vy. Oznaczamy przez uf, oraz u) innego sa-
siada odpowiednio wug oraz u;. Rozwazamy graf G' = G — {uuy, upvo }.
Zauwazmy, ze dzieki podobnym argumentom jak wczesniej, zadna skta-
dowa sp6jna G’ nie moze by¢ izomorficzna z K3 lub Ky, poniewaz w
przeciwnym razie graf G zawieratby konfiguracje jeden lub szesé¢. Za-
tem mozemy rozwazy¢ silne (2,2)-kolorowanie ¢ grafu G'. Bez straty
ogolnosci zatézmy, ze krawedz uguy ma przypisana niebieska etykiete.
Rozwazamy trzy przypadki:

— Zatézmy, ze 0¥ (ug) = 0¥ (u1). Przypisujemy do krawedzi ugu; kté-
rakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(u;) jest rézna od o8 (u}),
a nastepnie przypisujemy do ugvg ktorakolwiek z niebieskich ety-
kiet tak, ze o2(ug) jest rézna od ob(uf). Skoro ab(ug) = ol (uy)
i przypisaliémy niebieska etykiete do wugvy, to mamy ob(ug) >
ob(uy).

— W przeciwnym razie zatézmy, ze krawedz u;u) ma przypisana nie-
biesky etykiete w ¢'. Przypisujemy do ugu; ktérgkolwiek z czerwo-
nych etykiet tak, ze oj(uy) jest rozna od o}, (u}). Nastepnie przy-
pisujemy do krawedzi ugvy ktorakolwiek z czerwonych etykiet tak,
ze 0y (ug) jest rézna od o (uy).

— Na koniec zalézmy, ze krawedz uyu) ma przypisang czerwong ety-
kiete w ¢'. Przypisujemy do krawedzi ugu; ktorakolwiek z niebie-
skich etykiet tak, ze o (u) jest rézna od o (u}). Nastepnie przy-
pisujemy do ugvy ktérakolwiek z niebieskich etykiet tak, ze ob(ug)
jest rézna od ol (uy).
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W  kazdym przypadku mozna sprawdzié¢, ze otrzymane (2,2)-
kolorowanie G jest silne.

To konczy dowdd faktu. O]

Teraz definiujemy funkcje tadunku w dla grafu G, gdzie dla kazdego
u € V(G) przyjmujemy w(u) = d(u) — $. Ponadto rozwazamy podzial
wierzchotkéw ze zbioru V(G) na dwa zbiory Va oraz Vi, gdzie V, zawiera
1-wierzchotki w G, a V; jest zbiorem wszystkich 27-wierzchotkéw. Zauwaz-
my, ze skoro graf G nie jest izomorficzny z Ks, to zaden 1-wierzchotek nie
jest sasiedni z innym 1-wierzchotkiem, a wiec dla kazdego wierzchotka v € V;
mamy dy, (v) = d(v) = 1. Rozwazamy nastepujace zasady roztadowania:

(R1) Kazdy 3*-wierzcholek wysyla § do kazdego sasiedniego 2-wierzcholka.

(R2) Kazdy 3"-wierzcholek wysyla i+ do kazdego sasiedniego stabego

4
3-wierzchotka.

(R3) Kazdy 3"-wierzcholek wysyta 1 do kazdego sasiedniego 1-wierzchotka.

Oznaczamy przez w* otrzymang funkcje tadunku. Naszym celem jest uzy-
skanie sprzecznosci poprzez twierdzenie 45, ktére wymaga dla kazdego wierz-
chotka u € V(G), ze jedli d(u) > 2, to w*(u) > 0, a w przeciwnym razie, ze
w*(u) > w(u) + 1. Dowodzimy, ze jest to prawda dla kazdego wierzchotka
u e V(G):

e Zaltézmy, ze d(u) = 1. Skoro graf G nie jest izomorficzny z K, oraz
G nie zawiera konfiguracji sze$¢, to wierzchotek u jest sgsiedni z 37-
wierzchotkiem i otrzymuje od niego 1 z reguly trzy. W miedzyczasie
wierzchotek u nie wysyta zadnego tadunku z regut jeden, dwa i trzy.
Ostateczny tadunek wynosi zatem w*(u) = w(u) + 1.

e Zalézmy, ze d(u) = 2. Ponownie wierzcholek u nie wysyta zadnego ta-
dunku z regut jeden, dwa i trzy. Teraz, skoro graf G nie zawiera konfigu-
racji pie¢, ani konfiguracji sze$¢, to u jest sgsiedni z 3*-wierzchotkiem i
otrzymuje od niego i z reguty dwa. Ostateczny tadunek wynosi zatem
w*(u) > 0.

e Zalézmy, ze d(u) = 3.

— Najpierw zalézmy, ze wierzchotek u jest staby. Skoro graf G nie
zawiera konfiguracji siedem, to wierzchotek u nie jest sasiedni
z zadnym 2-wierzchotkiem. Skoro GG nie zawiera konfiguracji je-
den, to wierzchotek u jest réwniez sasiedni z co najwyzej jednym
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1-wierzchotkiem, a poniewaz G nie zawiera konfiguracji trzy, to

wierzchotek u nie jest sasiedni z zadnym stabym 3-wierzchotkiem.

W szezegdlnosei u jest sasiedni z 3t-wierzchotkiem, od ktorego
1

otrzymuje ; z reguty dwa i sam wysyta 1 z reguty jeden. Osta-

teczny tadunek wynosi zatem w*(u) > % —1+1=0.
— Teraz zatézmy, ze wierzchotek u nie jest staby. Dla kazdego sasia-
da v wierzchotka u albo v jest stabym 3-wierzchotkiem i u wysy-
ta i do v z reguty dwa, albo v jest 2-wierzchotkiem i u wysyta
% do v z reguly jeden, albo u nie wysyta zadnego tadunku do
v (w szczegdlnosci, poniewaz w nie jest staby, v nie moze by¢
1-wierzchotkiem). Tak czy inaczej, koncowy tadunek wynosi

w (u) >3 -3x1=0.

e Zalézmy, ze d(u) > 4. Oznaczamy przez k; liczbe 1-wierzchotkéw
sgsiednich z u oraz przez ko liczbe 2-wierzchotkéw lub stabych 3-
wierzchotkéw sasiednich z u. Z reguly jeden, dwa i trzy wierzchotek
u wysyta 1 do k; wierzchotkéw oraz i do ko wierzchotkéw. Koncowy
tadunek wynosi zatem w*(u) = w(u) — ki — kog. Skoro ky + ko < d(u),
to wartosé w*(u) jest minimalna gdy kp jest maksymalne. Z tego, ze G
nie zawiera konfiguracji C'4, mozemy wiec zalozy¢, ze

W (u) > d(u) — Z - V%“J +1- (d(u) - V(“;“J + 1) i

Zauwazmy, ze na prawg strone nieréwnosci mozemy patrzeé jak na funk-
cje d(u), a wiec jest oczywiscie rosnaca. Nastepnie mozemy sprawdzié,
ze jest ona nieujemna, gdy d(u) = 4, co konczy ten przypadek.
Zatem z twierdzenia 45 mamy mad(G) > %, czyli otrzymujemy sprzecznosc,
a wiec zachodzi nasza teza. O]

3.4 Grafy Halina

Grafem Halina G nazywamy graf planarny uzyskany z drzewa T rzedu
co najmniej cztery, niemajgcego zadnego wierzchotka stopnia dwa przez po-
taczenie cyklem C'lisci T' w porzadku wierzchotkéw na cyklu zdefiniowanym
przez reprezentacje ptaska drzewa T'. Krawedzie T nazywamy krawedziams
drzewiastymi G, a krawedzie C' krawedziami cyklicznymi.

Mozna zauwazy¢, ze grafy Halina sa 3-zdegenerowane, a wiec maja wta-
Sciwe kolorowanie wierzchotkow za pomocg co najwyzej czterech koloréw. To
ograniczenie goérne liczby chromatycznej graféw Halina jest ciasne, poniewaz
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jest osiggane dla kot o parzystym rzedzie, podczas gdy pozostate grafy Ha-
lina maja liczbe chromatyczna rowna trzy (zobacz [55]). W dalszej czesci
udowodnimy, ze silna hipoteza (2, 2) zachodzi dla graféw Halina. W tym celu
potrzebujemy nastepujacego twierdzenia udowodnionego przez Alona w [2].

Twierdzenie 47 (Combinatorial Nullstellensatz [2]). Niech P(X1,...,X,)
bedzie wielomianem nad ciatem K. Przypus$émy, ze wspotczynnik jednomianu
XFo Xk wielomianie P(Xy, ..., X,) jest niezerowy oraz ki+. . .+k, jest
maksymalnym stopniem P(Xy, ..., X,). Jesli Sy, ...S, sq skoriczonymi pod-
zbiorami K, gdzie |S;| > k; dlai =1,...,n, to istniejg x1 € Sy, ... x, €S,
takie, ze P(xy,...,x,) # 0. O

Teraz jestedmy gotowi do udowodnienia gtéwnego rezultatu w tym pod-
rozdziale.

Twierdzenie 48 ([13]). Jesli G jest grafem Halina, to G jest silnie (2,2)-
kolorowalny.

Dowdd. Oznaczmy odpowiednio przez 1" oraz C' drzewo i cykl, na ktére dzie-
limy krawedzie grafu. Ponadto wybieramy dowolny wierzchotek r grafu G
tak, ze r jest sasiedni z co najmniej dwoma lis¢mi w T i ukorzeniamy 17" w
wierzchotku r. Dodatkowo (wirtualnie) orientujemy C' na jeden z dwdch natu-
ralnych sposobdéw, definiujac w ten sposob porzadek kolejnych wierzchotkow
C, w szczeg6lnoscei jesli dowolny wierzchotek T jest sasiedni z lisémi, to te
liscie pojawiaja sie kolejno na cyklu C'. Niech ¢ bedzie dowolnym wtasciwym
kolorowaniem wierzchotkow nie bedacych lisémi w T' za pomoca koloréw ze
zbioru {1,2}. Mogac dowolnie permutowaé kolory w ¢ zatézmy, ze ¢(r) = 2.
Wreszcie, dla kazdego wierzchotka v w drzewie T' sasiadujacego z lis¢mi, jak
wspomniano, mamy, ze d > 1 lidci uy, ..., uq sasiadujacych z v (w T') po-
jawia sie kolejno na C', powiedzmy, ze te wierzchotki pojawiajg sie zgodnie
z ciagiem (uq, ..., uq). Definiujemy vuy jako specjalng krawedZ incydentna z
wierzchotkiem v.

Teraz konstruujemy silne (2,2)-kolorowanie ¢ grafu G. Zaczynamy ety-
kietujac krawedzie T' w nastepujacy sposob:

e Rozwazamy wierzchotki nie bedace lisS¢émi w T" jeden po drugim w ko-
lejnosci, w jakiej sg one napotykane podczas wykonywania algorytmu
BFS rozpoczynajac od wierzchotka r.

e Dla kazdego wierzchotka v niebedacego lisciem T' rozwazanego w ten
sposéb niech wy, ..., wy oznacza d > 2 dzieci v w T. Ze wzgledu na
wczedniejszy etap procesu, w tym momencie tylko krawedz wv, gdzie
u jest unikalnym rodzicem v (chyba ze u = r), moze mie¢ przypisana
etykiete w £, a w tym przypadku jest to czerwona etykieta. Teraz:
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— Jesli, powiedzmy wierzchotek wy nie jest lisciem 7', to postepuje-
my w nastepujacy sposob. W przypadku gdy wierzchotek v jest sa-
siedni z liSciem, to zaktadajac, ze vw, jest specjalng krawedzia in-
cydentng z v bez straty ogélnosci przypisujemy niebieska etykiete
¢(v) do krawedzi vw,. Nastepnie w kazdym przypadku przypisuje-
my czerwone etykiety o naprzemiennych wartosciach 1,2,1,2, ...
do wszystkich pozostatych krawedzi vw; oprocz vwy w taki spo-
sob, ze zadne dwa kolejne wierzchotki w; na cyklu C' nie otrzymaja
takiej samej czerwonej sumy. Na koniec przypisujemy do krawedzi
vwy dowolng czerwona etykiete tak, ze o} (v) = ¢(v) mod 2.

— Jesli teraz wszystkie wierzchotki w; sa lisémi T', to zasadniczo po-
stepujemy w ten sam sposob. Mianowicie zaktadajac, ze vw, jest
specjalng krawedzig incydentng z v przypisujemy niebieska ety-
kiete ¢(v) do vw;. Nastepnie zakladajac, ze pozostate wierzchotki

w; wystepuja na cyklu zgodnie z ciagiem (ws, ..., wy) przypisu-
jemy czerwone etykiety 1,2,1,2,... lub 2,1,2,1,... do krawedzi
vwa, . .., vwy W zaleznosci od tego, ktory sposob, biorac pod uwa-

ge ((uv), daje o} (v) = ¢(v) mod 2. Osiaga sie to na jeden z tych
dwdbch sposobow, poniewaz te dwie sumy d — 1 etykiet nie maja
tej samej parzystosci.

Gdy proces ten zostanie zakonczony, kazdy wierzchotek niebedacy lisciem
w T bedzie mial wszystkie incydentne krawedzie z drzewa poetykietowane w
. W szczegdlnosci, jesli v jest wierzchotkiem nie bedacym lisciem w 7T') to
o (v) = ¢(v) mod 2, ze wzgledu na niebieskie sumy albo v nie jest sasiedni z
lisémi i ob(v) = 0, albo ob(v) = ¢(v). W szczegdlnosci, juz w tym momencie,
zgodnie z definicja ¢, jesli u oraz v sg dwoma sasiednimi wierzchotkami T,
to ab(u) # of(v) oraz 0 € {o%(u),ab(v)} lub ob(u) # ob(v). Tak wiec, aby to
zrobi¢, pozostaje poetykietowaé¢ krawedzie cyklu C' tak, aby lidcie drzewa T'
nie byty w konfliktach w grafie G.

Wszystkie cykliczne krawedzie beda wtasciwie mialy przypisane niebie-
skie etykiety, co oznacza, ze czerwone sumy lisSci w drzewie T' nie bedg dalej
modyfikowane. Zanim przejdziemy dalej, od razu zauwazmy, ze dowolne dwa
liScie v oraz v w drzewie T', ktére sasiaduja ze soba w (G, nie moga miec
tej samej czerwonej sumy, ze wzgledu na wczedniejsze wybory. Po pierwsze,
mozemy zatozy¢, ze ani u, ani v nie jest incydentny z specjalng krawedzia,
bo przeciwnym razie mielibysmy o} (u) = 0 lub o} (v) = 0, a wiec nie bytoby
konfliktu. Zatem o (u), o (v) € {1,2}. Teraz, aby wierzchotki u oraz v byty
sasiednie w G musza by¢ kolejne na cyklu C'; wtedy albo u oraz v maja te-
go samego rodzica w, albo nie. W pierwszym przypadku, przypomnijmy, ze
przypisaliémy czerwone etykiety jeden oraz dwa do krawedzi lisci incydent-
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nych z w naprzemiennie na C, zatem musimy mie¢ {0 (u),o;(v)} = {1,2} i
nie mamy tutaj konfliktu pomiedzy u oraz v. Ten drugi przypadek nie moze
wystapi¢, poniewaz wymagatoby to, aby wierzchotek u lub v byt traktowany
jako pierwsze dziecko swojego rodzica, a zatem bytby incydentny ze specjalna
krawedzia, innymi stowy, musimy mie¢ tutaj 0 € {o}(u), o} (v)}.

Teraz przyjmijmy C = wug...u,_1ug. Dla kazdego i € {0,...,k — 1},
zauwazmy, ze moze istnie¢ unikalna krawedz w/u; o przypisanej niebieskiej
etykiecie w ¢ oraz w przypadku gdy wierzcholek v/ istnieje, to mamy o?(u}) €
{1,2}. Po przypisaniu do krawedzi cyklu C' niebieskich etykiet zauwazmy,
ze nie mozemy zmieni¢ niebieskich sum u, w szczegélnosci oznacza to, ze
ostatecznie zaden wierzchotek u; nie moze by¢ w konflikcie (ze wzgledu na
niebieskie sumy) z u;. Z powodu wyboru r, mozemy zatozy¢, ze wierzchotki
ug oraz uy sg sasiednie z r, a ugr jest specjalng krawedzig incydentng z r, to
oznacza, ze wierzcholek u} nie istnieje. Rowniez z powodu naszego wyboru
¢ mamy ((upup) = 2, a wiec ostatecznie po przypisaniu niebieskich etykiet
do krawedzi cyklu C' bedziemy mie¢ ob(ug) > 3 + £(uouy) > 2 + (uguy) >
ob(uy). Innymi stowy nie musimy si¢ martwi¢ o mozliwe konflikty pomiedzy
wierzchotkami ug oraz u; ze wzgledu na niebieskie sumy.

Aby pokazaé, ze mozemy poetykietowaé krawedzie cyklu C' zgodnie z
potrzeba, modelujemy sytuacje za pomoca wielomianu, a nastepnie stosu-
jemy narzedzie algebraiczne, aby uzyska¢ nasz wniosek. Dla kazdego ¢ €
{0,...,k — 1} oznaczamy przez e; krawedZ w;u; 1 (gdzie, tutaj i w dalszej
czedci dowodu dziatania na indeksach sa modulo k) i definiujemy n; jako
aktualng niebieska sume wierzchotka w; (odziedziczona z niebieskiej etykiety
przypisanej do krawedzi w;u; w przypadku, gdy wierzchotek ! istnieje). Dla
kazdego i € {0,...,k— 1} niech réwniez X; € {1,2} bedzie zmienna modelu-
jaca, czy krawedz e; ma przypisang etykiete jeden lub dwa w rozszerzeniu ¢
na krawedzie C. Przedstawiamy teraz ograniczenia, ktore musimy wzia¢ pod
uwage, modelowane przez wielomian

k—1

P(Xo, ..., Xp1) = H (Xic1 + 1y — Xip1 —nqa)
i=0
Teraz, jesli istnieja wartosci xo, ..., x,_1 ze zbioru {1,2} dla odpowiednio
Xo, ..., Xk takie, ze P(zq,...,x5_1) # 0, to mozemy uzyska¢ poprawne

rozszerzenie ¢ na krawedzie C. Twierdzenie 47 zapewnia nam warunki, w
postaci wspotezynnikéw jednomianéw maksymalnego stopnia w rozwinieciu
wielomianu, dla istnienia takich wartosci. Zgodnie z lematem 2.3 w [17] mo-
zemy poetykietowaé krawedzie cyklu C' jak potrzebujemy za pomoca naste-
pujacych argumentow:
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o Jesli k # 4, to najpierw przypisujemy niebieska etykiete dwa do krawe-
dzi ugu; i odpowiednio aktualizujemy ng oraz n,. Z poprzednich argu-
mentéw, przypomnijmy, ze skoro krawedz ugug, ma przypisang niebieska
etykiete dwa, podczas gdy wierzcholek u) nie istnieje, to nie mozemy
mie¢ konfliktu ze wzgledu na niebieskie sumy pomiedzy wierzchotkami
ug oraz up, niezaleznie od tego jak sa poetykietowane pozostate krawe-
dzie C' (za pomoca niebieskich etykiet). Reszta krawedzi cyklu C' tworzy
wiec $ciezke o dtugosci réznej od trzech i z lematu 2.3 w [17] mozemy
zastosowa¢ metode wielomianu aby zakonczy¢ to etykietowanie.

o Jesli k =4, to C jest cyklem o dtugosci bedacej wielokrotnoscia czte-
rech, drugi przypadek zostal zawarty w lemacie 2.3 w [17]. Ponownie,
tamten lemat moéwi, ze mozna osiggnaé¢ zadane rozszerzenie ¢ na kra-
wedzie C.

Zatem we wszystkich przypadkach mozemy rozszerzy¢ ¢ do krawedzi cy-
klu C' z niebieskimi etykietami w taki sposéb, ze sasiednie wierzchotki cyklu
C maja rozne niebieskie sumy. Z poprzednich argumentow otrzymane etykie-
towanie ¢ grafu G jest wiec silnym (2, 2)-kolorowaniem, co konczy dowéd. [

3.5 Grafy planarne o talii co najmniej 16

Przypomnijmy, ze talig grafu nazywamy dlugos¢ najkrotszego cyklu w
grafie. Klasyczny rezultat (por. na przyktad [19]) méwi, ze jesli G jest grafem
planarnym o talii co najmniej g, to mad(G) < %. A wiec jesli g > 18, to
mad(G) < % i mozemy zastosowaé twierdzenie 44. Tak wiec, aby wyj$é poza
to twierdzenie, warto zastanowi¢ sie nad grafami planarnymi o mniejszej talii,
ktore maja wiekszy maksymalny Sredni stopien. W kolejnym twierdzeniu
udowodnimy silng hipoteze (2,2) dla stosownych graféw planarnych o talii co

najmniej 16.

Twierdzenie 49 ([13]). Jesli G jest stosownym grafem planarnym o talii co
najmniej 16, to G jest silnie (2,2)-kolorowalny.

Dowdd. Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na |V(G)| + |E(G)|. Skoro
twierdzenie moze by¢ tatwo zweryfikowane dla bazowych przypadkéw, to sku-
pimy sie na udowodnieniu ogdlnego przypadku. Ponizej przedstawimy wazny
lemat, z ktorego bedziemy korzystac.

Lemat 50 ([27]). Dla kazdej liczby calkowitej k > 1, kazdy graf planarny G
o minimalnym stopniu co najmniej dwa @ talic co naymniej Sk + 1 zawiera
zawiera Sciezke diugo$ci k42 majgcq k kolejnych wewnetrznych wierzchotkow
stopnia dwa w G. a
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Teraz rozwazamy graf G. Z indukcji mozemy zatozy¢, ze G jest spojny. Po
pierwsze, jesli G jest drzewem, to teza zachodzi na przyktad z twierdzenia 42.
Zatézmy, ze G ma cykle, wszystkie o dtugosci co najmniej 16. Rozwazamy
G—, graf otrzymany z GG przez wielokrotne Scigganie wierzchotkéw stopnia
jeden (czyli, po prostu z G wielokrotnie usuwamy wierzchotki stopnia jeden,
do pdéki takie istnieja). Skoro G ma cykle, to mozemy zauwazy¢, ze gdy ten
proces si¢ skonczy, to graf G~ bedzie niepusty. Ponadto w przypadku gdy
d(G) > 2 widzimy, ze G~ = G.

Teraz, skoro G~ jest grafem planarnym o minimalnym stopniu co naj-
mniej dwa i talii co najmniej 16, to z lematu 50 G~ musi zawiera¢ Sciezke
P = zuvwy majaca trzy kolejne wewnetrzne wierzchotki stopnia dwa w G~
Rozwazmy Sciezke P z powrotem w G. Z konstrukcji G~ kazdy z wierzchot-
kéw u, v oraz w jest korzeniem wiszacego drzewa, odpowiednio 5, .5, oraz
Sw W grafie G. W szczegélnosci kazde z tych drzew moze by¢ zredukowane do
tylko jednego wierzchotka (zatem o stopniu dwa w G) w przypadku gdy nie
ma krawedzi. Faktycznie, jesli dowolne z drzew S, S, lub S, ma co najmniej
dwie krawedzie, to mozemy usunaé pewne z jego krawedzi, zastosowac¢ induk-
cje (zauwazmy, ze z powodu cykli o dtugosci co najmniej 16 w G, usuniecie
z G wiszacych drzew rzeczywiscie skutkuje stosownym grafem) i rozszerzy¢
uzyskane z indukcji silne (2, 2)-kolorowanie do catego G korzystajac albo z
argumentéw uzytych do rozwigzania konfiguracji jeden w dowodzie twierdze-
nia 42 (przypadek wiszacego drzewa o wysokosci co najmniej dwa), albo z
argumentoéw uzytych do rozwigzania konfiguracji dwa w dowodzie twierdze-
nia 44 (przypadek gwiazdy o co najmniej dwoch krawedziach). Zatem drzewa
Su, S, oraz S, maja co najwyzej po jednej krawedzi i mozna zastosowac te
same argumenty co dla konfiguracji cztery w dowodzie twierdzenia 42. O

3.6 Potegi cykli

Dla kazdego k > 1, przez k-tg potege G*, grafu G bedziemy rozumieé¢ graf
uzyskany z G przez dodanie krawedzi pomiedzy kazdg para wierzchotkow,
ktore sa w odleglosci co najwyzej k w wyjsciowym grafie G. Oczywiscie, k-te
potegi graféw posiadaja coraz wigksze kliki, gdy k rosnie, a wiec ich liczba
chromatyczna ro$nie wraz z k. Korzystajac z kilku wczes$niejszych rezultatow
dotyczacych silnej hipotezy (2,2) i lokalnej nieregularnosci poteg cykli, ktére
zostaly przedstawione w rozdziale 4, udowodnimy, ze silna hipoteza (2,2)
zachodzi dla k-tych poteg stosownych cykli (k > 1).

Twierdzenie 51 ([13]). Jesli graf G rzedu n > 4 jest cyklem, to G* jest
silne (2, 2)-kolorowany dla kazdego k > 1.
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Dowdéd. Bedziemy korzysta¢ gtéwnie z twierdzenia 71, ktére méwi, ze kazda
k-ta potega cyklu o dtugosci n ma standardowe (2, 1)-kolorowanie dla kaz-
dego k > 2 oraz n > 2k + 2, i obserwacji z [5], méwiacej, ze w dowolnym
grafie regularnym stabe, standardowe i silne (2, 1)-kolorowania sa pojeciami
roOwnowaznymi.

Niech G bedzie dowolnym stosownym cyklem (a wiec o dtugosci n co
najmniej cztery). Rozwazamy pewne k > 1. Jedli k = 1, to G* jest cyklem
i w szczegblnosci GF jest stosownym kutasem, a wiec otrzymujemy teze z
twierdzenia 42. Podobnie mozemy zatozy¢, ze G* nie jest grafem pelnym (co
ma miejsce, gdy k > |n/2]), poniewaz silna hipoteza (2, 2) zostata uwodniona
dla stosownych grafow pelnych w [5]. Zatem mozemy zalozy¢, ze k > 2 oraz
k < |n/2], a wiec z wyzej wspomnianego twierdzenia 71 istnieje standardowe
(2, 1)-kolorowanie G*. Teraz, skoro G* jest regularny, to z obserwacji z [5]
kazde takie (2,1)-kolorowanie jest réwniez silne, czyli otrzymujemy nasza
teze. ]

3.7 Grafy k-dzielne pelne

W tym podrozdziale udowodnimy silng hipoteze (2,2) dla stosownych
graféw k-dzielnych petnych wykorzystujac podobng metode jak w dowodzie
twierdzenia 8, gdzie skonstruowali$my lokalnie nieregularne kolorowanie dwo-
ma kolorami multigrafu 2G, gdzie G jest grafem k-dzielnym pelnym dla k > 2.

Twierdzenie 52 ([13]). Jesli G jest grafem k-dzielnym pelnym o rzedzie
wigkszym od trzech i roznym od Ky, to G jest silnie (2,2)-kolorowalny.

Dowdéd. Niech G = K, . n,, gdzie ny > --- > ny oraz niech A;,..., Ay
bedzie podziatem zbioru wierzchotkow G na k zbioréw niezaleznych o liczno-
Sciach mq, ..., ng. Oczywiscie rzad grafu G, ktory oznaczamy przez n, wynosi
n=nmny+...+ng.

Zauwazmy, ze jesli n < 3 oraz k = n, to K, _,, nie jest stosowny i
otrzymujemy teze. Jesli k < 2, to K,,, _,, jest dwudzielny i rezultat jest juz
znany (dzieki wezedniejszym twierdzeniom z [5]). Zatem mozemy zatozy¢, ze
k> 3.

Najpierw zajmiemy sie przypadkiem k = 3 przedstawiajac bezposred-
nio takie silne (2,2)-kolorowanie, aby wszystkie wierzchotki miaty niezerowsa
niebieska sume i zadne dwa sasiednie wierzchotki nie miaty czerwonej sumy
réwnej zero.

e Najpierw zalozmy, ze n; > ny > n3. Przypisujemy czerwong etykiete
dwa do wszystkich krawedzi taczacych wierzchotki ze zbioréw A; oraz
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As, niebieskg etykiete dwa do wszystkich krawedzi taczacych wierzchot-
ki ze zbiorow A; oraz As, a na koniec przypisujemy niebiesks etykiete
jeden do wszystkich krawedzi taczacych wierzcholki ze zbioréw A, oraz
As. Powinno by¢ jasne, ze w otrzymanym kolorowaniu zadne dwa sa-
siednie wierzchotki nie maja tej samej czerwonej sumy. Ponadto dla
kazdego wierzchotka u; € A; mamy o®(uy) = 2ns, dla kazdego uy € A,
mamy o°(us) = nz i dla kazdego uz € Az mamy o®(u3) = 2ny + ny. A
wiec, skoro ng < ny < ny, to rzeczywiscie wszystkie te trzy wartosci sg
parami rézne.

e Teraz zaldzmy, ze n; = ny oraz ny > ng. Przypisujemy czerwong etykie-
te dwa do wszystkich krawedzi tgczacych wierzchotki ze zbiorow A; oraz
Az, niebieskg etykiete dwa do wszystkich krawedzi taczacych wierzchot-
ki ze zbiorow A; oraz A,, a na koniec przypisujemy niebiesks etykiete
jeden do wszystkich krawedzi taczacych wierzcholtki ze zbioréw A, oraz
Ajs. Skoro ny > ng3, to zadne dwa sgsiednie wierzchotki nie maja takiej
samej czerwonej sumy. Ponadto dla kazdego wierzchotka u; € A; mamy
o’ (u1) = 2ny, dla kazdego ug € Ay mamy o®(uy) = 2ny +nz = 2ny +ns
i dla kazdego uz € Az mamy o(u3) = ny. Zatem, skoro nz < ng = ny,
to ponownie wszystkie te trzy wartosci sa parami rozne.

e Na koniec zatézmy, ze ny = ny = ng. Skoro ny = nz, to mozemy roz-
wazy¢ skojarzenie peltne M pomiedzy zbiorami niezaleznymi A; oraz
As. Przypisujemy czerwong etykiete dwa do wszystkich krawedzi po-
miedzy zbiorami Ay oraz As, czerwong etykiete dwa do krawedzi z M
oraz niebieska etykiete dwa do wszystkich pozostatych krawedzi. W ten
sposéb dla kazdego wierzchotka u; € A; mamy o®(u;) = 4n; — 2, dla
kazdego us € Ay mamy o’(uz) = 2n, i dla kazdego uz € Az mamy
o’(u3) = 2n; — 2. Podobnie dla kazdego wierzchotka u; € A; mamy
o"(uy) = 2, dla kazdego us € Ay mamy o"(uz) = 2n; i dla kazdego
ug € A3 mamy 0" (u3) = 2n; + 2. O ile nie zachodzi ny = 1 (bo wéwczas
graf G bylby cyklem Cj3, a zatem nie bytby stosowny), to uzyskujemy
silne (2, 2)-kolorowanie.

Teraz mozemy zatozy¢, ze k > 4. Dowodzimy indukcyjnie ze wzgledu
na k. Ponizej udowodnimy mocniejsze twierdzenie, a mianowicie, ze jesli k
jest nieparzyste (odpowiednio parzyste), to istnieje silne (2,2)-kolorowanie
G takie, iz

e wszystkie wierzcholki maja niezerowe niebieskie (odpowiednio czerwo-
ne) sumy,
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e 7adne dwa sasiednie wierzchotki nie maja czerwonej (odpowiednio nie-
bieskiej) sumy zero.

Udowodnilidmy juz, ze jest to prawda dla k = 3. Zatem zatézmy, ze k > 4
jest parzyste (odpowiednio nieparzyste) i rozwazmy silne (2, 2)-kolorowanie
K, ..., spetniajace hipoteze indukcyjng. Rozszerzamy je do kolorowania
G przypisujac czerwong (odpowiednio niebieska) etykiete dwa do wszyst-
kich krawedzi incydentnych do wierzchotkéw ze zbioru Ay. Otrzymane (2, 2)-
kolorowanie ma nadal wlasnosé, ze jesli k jest nieparzyste (odpowiednio pa-
rzyste), to wszystkie wierzchotki maja niezerowe niebieskie (odpowiednio
czerwone) sumy, jak rowniez wlasnos$¢, ze zadne dwa sasiednie wierzchotki
nie maja sumy zero w zadnym z dwoch koloréw. Skoro zadne dwa sasiednie
wierzchotki nie mialy czerwonej lub niebieskiej sumy zero i wszystkie sumy
zostaly zwigkszone o tg samg warto$¢, to konflikty moga powsta¢ jedynie
pomiedzy wierzchotkami z Ay U --- U Aj,_1 oraz Ay.

Zatézmy, ze k jest parzyste (przypadek nieparzysty jest analogiczny).
Rozwazmy w, € Ay oraz v € A; dla pewnego j € {1,...,k — 1}. Sko-
ro wszystkie krawedzie incydentne z u; maja przypisang niebieska etykie-
te dwa, to mamy o®(uy) = 2(ny; + -+ + np_1). Jednakze, skoro wszyst-
kie wierzchotki z A; U --- U A,_1 maja niezerowe czerwone sumy, to mamy
ob(v) < 2ng +2(ny + -+ + np_y — n;). Zatem otrzymane (2,2)-kolorowanie
G jest silne. m

3.8 Uwagi

W tym rozdziale zapewniliSmy dalsze wsparcie dla silnej hipotezy (2, 2),
udowodniajac ja dla wigkszej liczby klas graféw. Zgodnie z gtéwnym kierun-
kiem badan dla tego typu probleméw skupiliémy sie gtéwnie na grafach o
niskiej liczbie chromatycznej. Z uwagi na fakt, ze przed pokazaniem wynikow
zawartych w tym rozdziale silna hipoteza (2,2) byta udowodniona gtéwnie
dla grafow dwudzielnych, rozwazyliSmy kilka klas graféw 2-zdegenerowanych.
W rezultacie udowodnili$émy silna hipoteze (2,2) dla kaktuséw, graféw sub-
kubicznych zewnetrznie planarnych, graféw o niskim maksymalnym $rednim
stopniu oraz graféw Halina (ktére w wiekszosci sa trojdzielne).

Jako pierwszym ogo6lnym kierunkiem dalszych badan nad tym problemem,
byliby$Smy zainteresowani mniej lub bardziej silnymi uogélnieniami niekté-
rych z tych wynikéw. Celem bytoby oczywiscie udowodnienie silnej hipote-
zy (2,2) dla wszystkich graféw tréjdzielnych lub przynajmniej wszystkich
grafow 2-zdegenerowanych. By¢ moze posrednim krokiem bytoby uogoélnienie
niektoérych z przestawionych w tym rozdziale wynikéw. Warto bytoby na przy-
ktad zastanowié¢ si¢ nad dowodami dla wszystkich graféw subkubicznych, czy
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tez zewnetrznie planarnych oraz dla grafow o wiekszym maksymalnym $red-
nim stopniu. Mozna rowniez rozwazy¢ inne klasy graféw 2-zdegenerowanych,
takie jak na przyktad grafy szeregowo-rownolegte, czyli grafy o dwoch wyrodz-
nionych wierzchotkach Zrédle s oraz ujsciu t, ktore definiujemy rekurencyj-
nie w nastepujacy sposob. Krawedz st jest grafem szeregowo-rownoleglym.
Grafem szeregowo rownolegtym jest réwniez graf uzyskany przez potaczenie
dwoch takich graféow szeregowo, czyli utozsamiamy ujécie jednego grafu ze
zrodtem drugiego lub réwnolegle, czyli utozsamiamy zrodto pierwszego ta-
kiego grafu ze Zrodlem drugiego oraz ujscie pierwszego z ujéciem drugiego.

W tym rozdziale rozwazaliSmy réwniez odwrotne podejscie, polegajace
na udowodnieniu silnej hipotezy (2, 2) dla graféw o duzej liczbie chromatycz-
nej. Jednym z powodoéw takiego podejscia jest fakt, ze przed udowodnieniem
wynikéw zawartych w tym rozdziale wiadomo byto, ze ta hipoteza jest praw-
dziwa dla grafow pelnych. UdowodniliSmy, w duzej mierze adaptujac i wy-
korzystujac wezesniejsze wyniki, ze silna hipoteza (2,2) jest prawdziwa dla
poteg cykli i grafow k-dzielnych pelnych. W zwigzku z tym warto zastanowié
sie nad innymi klasami graféw z dowolnie duzg liczbg chromatyczna, takimi
jak na przyktad grafy rozdzielne.

Z bardziej ogélnej perspektywy, silna hipoteza (2, 2) pozostaje do tej po-
ry w wiekszodci otwarta, a zatem interesujace bytoby dostarczenie bardziej
ogo6lnych wynikéw potwierdzajacych jej prawdziwosé. Interesujacym krokiem
bytoby réwniez udowodnienie, ze dla pewnego k > 2 wszystkie stosowne grafy
maja silne (k,2)-kolorowanie. Przypomnijmy, z drugiej strony, ze niedawny
dowdd hipotezy 1-2-3 implikuje, iz wszystkie stosowne grafy maja standar-
dowe (1, 3)-kolorowanie, ktére jest jednoczesnie silnym (1, 3)-kolorowaniem.
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Rozdziat 4

Nowy problem dotyczacy
lokalnej nieregularnosci gratéw

Wszystkie wyniki tego rozdziatu pochodzg z pracy [I. Grzelec, T. Mada-
ras, A. Onderko, R. Sotdk, On a new problem about the local irreqularity of
graphs, arXiv [30]].

W tym rozdziale przedstawimy nowy problem dotyczacy lokalnej niere-
gularnosci graféw, ktory jest inspirowany przez rozwazane w poprzednich
rozdziatach problemy. Jest on blisko zwigzany z hipoteza o lokalnej nieregu-
larnosci graféw i standardowa hipoteza (2,2).

Problem 53 (Grzelec, Madaras, Onderko, Sotak [30]). Niech G bedzie gra-
fem spdjnym, ktory nie jest izomorficzny z K, lub Kj3. Jaka jest minimalna
liczba krawedzi G, ktorych podwojenie daje multigraf majacy lokalnie niere-
gularne kolorowanie za pomocg co najwyzej dwoch kolorow, przy czym nie
dopuszczamy multikrawedzi pokolorowanych dwoma kolorami?

Powyzszy problem wprowadza parametr, ktéry bedziemy oznaczaé przez
Dy (G), okreslony jako minimalna liczba podwojonych krawedzi wymagana
w multigrafie M uzyskanym z grafu G takim, ze M ma lokalnie nieregularne
kolorowanie za pomocg co najwyzej dwoch koloréw i bez multikrawedzi w
obu kolorach.

W tym rozdziale bedziemy sie zajmowaé gtéwnie problemem 53, ale row-
niez mozemy sformutowaé ponizszg wersje tego problemu.

Problem 54 (Grzelec, Madaras, Onderko, Soték [30]). Niech G bedzie gra-
fem spojnym, ktory nie jest izomorficzny z Ks. Jaka jest minimalna liczba
krawedzi Dy, (G) grafu G, ktérych podwojenie daje multigraf majacy lokalnie
nieregularne kolorowanie za pomoca co najwyzej dwoch koloréw?
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Wiecej szczegdtéw i uwag na temat problemu 54, w tym motywacje i
zwigzek z problemem 53, przestawimy w podrozdziale 4.4.

Zaczniemy od wprowadzenia niezbednej notacji. Jesli G jest grafem, a
E; podzbiorem jego krawedzi, to przez G + E,; bedziemy oznacza¢ multigraf
uzyskany z G przez zastapienie kazdej krawedzi ze zbioru E; dwoma réwno-
legtymi krawedziami. W wigkszosci przypadkéw bedziemy chcieli skonstru-
owac¢ lokalnie nieregularne kolorowanie za pomoca dwéch kolorow. Zatem
dla wygody przyjmijmy, ze sa to kolory czerwony i niebieski. Liczbe kra-
wedzi incydentnych z wierzchotkiem v, ktore sa pokolorowane na czerwono
w kolorowaniu multigrafu G + E; uzyskanego z grafu GG nazywamy czerwo-
nym stopniem v i oznaczmy przez a?r(v). Uzywamy analogicznej definicji dla
nicbieskiego stopnia dy(v) wierzchotka v.

Zauwazmy, ze problem 53 ma rozwiazanie dla spdjnego grafu G, ktory nie
jest izomorficzny z K5 lub K3 wtedy i tylko wtedy, gdy standardowa hipoteza
(2,2) zachodzi dla G. Ponadto, jesli graf G spehia lir(G) < 2, to Dy, (G) = 0.

W dalszej czesci rozdziatu przedstawimy rozwiagzanie problemu 53 dla
Sciezek, cykli, drzew, graféw pelnych, graféw rozdzielnych i specjalnych kak-
tuséw podobnych do tych z rodziny T. Ponadto pokazemy, ze lir(G) = 2 gdy
G jest grafem k-dzielnym pelnym, dla k& > 1, lub potega cyklu nie bedaca
grafem pelnym, co daje Dy, (G) = 0 w tych przypadkach.

4.1 Sciezki, cykle, drzewa i specjalne kaktusy

W [9] Baudon, Bensmail, Przybylo i Wozniak pokazali, ze $niezka o n
wierzchotkach P, posiada lokalnie nieregularne kolorowanie wtedy i tylko
wtedy, gdy n jest nieparzyste, i wowczas wystarcza dwa kolory. Sytuacja jest
podobna dla cykli. Gdy cykl jest nieparzystej dtugosci, to nie posiada lo-
kalnie nieregularnego kolorowania za pomoca zadnej liczby kolorow. Cykle
dhugosci podzielnej przez cztery posiadaja lokalnie nieregularne kolorowanie
za pomoca dwoch kolorow, a cykle o dtugosci przystajacej do dwdch modulo
cztery wymagaja trzech kolorow w lokalnie nieregularnym kolorowaniu. Nie
jest zaskoczeniem, ze decydujacym czynnikiem o istnieniu lokalnie nieregu-
larnego kolorowania $ciezek i cykli jest kwestia, czy moga by¢ roztozone na
krawedziowo roztaczne $Sciezki dtugosci dwa, poniewaz sposrod wszystkich
Sciezek i cykli tylko $ciezka Pj jest lokalnie nieregularna.

W rezultacie aby rozwigza¢ problem wyznaczenia wartosci parametru
Dii(G) dla grafu G, ktéry jest Sciezkg lub cyklem wystarczy rozwazy¢ Sciezki
nieparzystej dtugosci i cykle o dtugosci niepodzielnej przez cztery, poniewaz
w pozostatych przypadkach to, iz Dy, (G) = 0 wynika z faktu, ze lir(G) < 2.
Jak zostato wspomniane wczedniej, w przypadku grafow, sposréd wszystkich
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Sciezek i cykli tylko jedna Sciezka, a mianowicie P5 jest lokalnie nieregularna.
Gdy rozwazamy multigrafy (dzieki mozliwosci podwojenia pewnych krawedzi
uzyskujemy multigraf majacy lokalnie nieregularne kolorowanie za pomoca
co najwyzej dwbch koloréw) nastepujaca obserwacja jest przydatna.

Obserwacja 55. Musimy podwoié¢ jedng krawedZ sciezki Py, aby uzyskac
lokalnie nieregularny multigraf, a ponadto musimy podwoié dwie krawedzie
Sciezki Py, dla k € {5,6,7}, aby uzyskaé lokalnie niereqularny multigraf (w
przypadku Py podwajamy wiszqcq krawedz, w przypadku Ps oraz P; podwajamy
obydwie centralne krawedzie, a w przypadku Pg podwajamy centralng krawedZ
i krawed? z nig incydentna).

Dodatkowo korzystajac z faktu, ze P; jest lokalnie nieregularna i podwo-
jenie krawedzi P, tworzy regularny multigraf mozemy udowodni¢ ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie 56 ([30]). Jeslin > 3, to

Dowdd. Dy, (P,) = 0 wynika z lir(P,) = 2 w przypadku gdy n jest niepa-
rzyste. Jesli n jest parzyste, to rozkltadamy Sciezke P, na %4 krawedziowo
roztacznych Sciezek dtugosci dwa i Sciezke dtugosci trzy, na ktorej koncu uzy-
wamy podojonej krawedzi. Kolorujemy $ciezki z otrzymanego rozktadu w taki
sposob, aby dwie Sciezki o wspolnym wierzchotku otrzymaly rézne kolory, a
dodatkowo dwie wierzchotkowo-roztaczne $ciezki miaty ten sam kolor. ]

Mozemy wykorzystaé obserwacje 55 oraz fakt, ze Pj jest lokalnie nieregu-
larna do okreslenia wartosci parametru Dy, (Ch,).

Twierdzenie 57 ([30]). Jesli C,, jest cyklem o dlugoscin > 4, to

0 gdyn=0 (mod 4),
Di(Cp) =141 gdyn=1 (mod4),

2w przeciwnym przypadku.

Dowdd. Jedli n =0 (mod 4), to lir(C,,) = 2, a w konsekwencji Dy, (C,,) = 0.

Jeslin =1 (mod 4), to mozemy roztozy¢ C,, na krawedziowo roztaczna
Sciezke Py oraz %’3 Sciezek P3. Podwajamy wiszaca krawedz na Sciezce Py i
kolorujemy ta sSciezke na czerwono. Nastepnie kolorujemy pozostate $ciezki
na zmiane na niebiesko i czerwono (kazda $ciezke jednym kolorem). A zatem,
w tym przypadku Dy (C,,) = 1, poniewaz cykl ma nieparzysta dtugosé i jedno

podwojenie krawedzi jest konieczne.
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Jesli n = 2 (mod 4), to mozemy roztozy¢ C,, na krawedziowo roztaczna
Sciezke Ps5 oraz "7_4 Sciezek P3. Podwajamy pierwsze dwie krawedzie na Sciez-
ce P5 i kolorujemy ta $ciezke na czerwono. Nastepnie kolorujemy pozostate
Sciezki na zmiang¢ na niebiesko i czerwono. W rezultacie w tym przypadku
Dy (C) = 2, poniewaz lir(C,,) = 3 i podwojenie jednej krawedzi nie wystar-
czy z obserwacji 55.

Jedli n = 3 (mod 4), to mozemy roztozyé¢ C, na krawedziowo rozltacz-
ng $ciezke Py oraz ”7_5 Sciezek P3. Podwajamy druga i trzecig krawedz na
Sciezce Py 1 kolorujemy ta $ciezke na czerwono. Nastepnie kolorujemy pozo-
state Sciezki na zmiane na niebiesko i czerwono. A zatem w tym przypadku
Dy (C,) = 2, poniewaz cykl ma nieparzysta dlugosé i podwojenie jednej

krawedzi nie wystarczy z obserwacji 55. [

W [7] autorzy udowodnili, ze istnieje liniowy algorytm pozwalajacy stwier-
dzi¢, czy lir(T') < 2 dla danego drzewa T'. Ten rezultat uzupeit dotychczas
znane rezultaty, ze kazde drzewo T niebedace Sciezka nieparzystej dtugo-
Sci spelnia lir(T") < 3 (zobacz [9]) i, ze lir(T) < 2 jesli maksymalny stopien
drzewa T jest co najmniej pieé (zobacz [8]). W trakcie dowodu istnienia linio-
wego algorytmu pozwalajacego stwierdzi¢, czy istnieje lokalnie nieregularne
kolorowanie danego drzewa za pomoca dwoch koloréw Baudon, Bensmail i
Sopena udowodnili, ze kazdy krzew (drzewo ukorzenione w lisciu) ma prawie
lokalnie niereqularne kolorowanie (czyli takie kolorowanie, w ktérym kazda
monochromatyczna sktadowa spdjna jest lokalnie nieregularna z wyjatkiem
co najwyzej jednej, ktora jest krawedzia incydentna z korzeniem) za pomoca
dwdch kolorow.

Twierdzenie 58 ([7]). Kazdy krzew ma prawie lokalnie niereqularne koloro-
wanie za pomocg dwoch kolorow. O

Dowodd nastepujacego twierdzenia wykorzystuje powyzsze rezultaty i w
szczegblnosci zajmuje si¢ pozostatymi przypadkami, gdy nie istnieje lokalnie
nieregularne kolorowanie drzewa dwoma kolorami.

Twierdzenie 59 ([30]). Jesli T jest drzewem rzedu co najmniej trzy, to
Dlir(G) < L

Dowdd. Niech T bedzie drzewem o rzedzie co najmniej trzy spetniajacym
lir(T) = 3, poniewaz w przeciwnym przypadku Dy, (T') = 0. Mozemy przy-
puscié, ze T jest krzewem o korzeniu w wierzchotku z. Wowcezas A(T') < 4
(zobacz twierdzenie 3 w [8]). Niech u bedzie sasiadem = w drzewie T. Z
twierdzenia 58 wiemy, ze istnieje prawie lokalnie nieregularne kolorowanie
T za pomoca dwbch koloréw, w ktorym krawedz ux jest pokolorowana na
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czerwono 1 wszystkie inne krawedzie incydentne z u sa niebieskie. Bedziemy
rozrozniaé kilka przypadkéw w zaleznosci od dp(u).

Przypadek 1. Niech dr(u) = 2. Oznaczmy przez v sasiada u rézne-
go od wierzchotka x. Oczywiscie cfb(v) = 2 w tym przypadku, poniewaz w
przeciwnym razie mozna by przekolorowa¢ krawedz ux na niebiesko i otrzy-
mane kolorowanie za pomoca dwoch kolorow bytoby lokalnie nieregularne.
Jednakze, jesli Jb(v) = 2, to mozemy przekolorowac¢ krawedz ux na niebiesko
i ja podwoi¢. W rezultacie otrzymane kolorowanie za pomoca dwoch koloréw
bedzie lokalnie nieregularnym kolorowaniem 7" + ux.

Przypadek 2. Niech dr(u) = 3. Oznaczmy przez v, oraz vy sasiadéw u
roznych od wierzchotka x. Podobnie jak w przypadku 1, co najmniej jeden
z sasiadéw u, bez straty ogolnosci vy, ma niebieski stopien réwny trzy, czyli
cib(vl) = 3, poniewaz w przeciwnym razie moglibyémy przekolorowa¢ uxr na
niebiesko i uzyska¢ lokalnie nieregularne kolorowanie T za pomoca dwoch
kolorow. Jesli azb(vg) # 4, to przekolorowujemy krawedz uzr na niebiesko i
podwajamy ja, co daje nam lokalnie nieregularne kolorowanie T + ux za
pomoca dwoch koloréw. Jesli dy(vs) = 4 to przekolorowujemy krawedz uz na
niebiesko, ale podwajamy krawedz uvs. W tym przypadku dy(z) = 1, dy(u) =
4, dy(v1) = 3, dy(vs) = 5 i niebieski stopien kazdego innego wierzchotka jest
co najwyzej cztery bo A(T) < 4. Zatem otrzymujemy lokalnie nieregularne
kolorowanie 1" + uv, za pomoca dwoch kolorow.

Przypadek 3. Niech d,,(u) = 4. W tym przypadku przekolorowujemy
krawedZ ux na niebiesko i podwajamy ja. Otrzymane kolorowanie 7"+ ux za
pomoca dwoch kolorow jest lokalnie nieregularne, poniewaz niebieski stopien
u wynosi pie¢ i niebieski stopien kazdego innego wierzchotka jest ograniczony
przez A(T) = 4. O

Twierdzenie 56 i twierdzenie 57 przedstawiaja warto$¢ parametru Dy, (G)
w przypadku, gdy graf G jest $ciezka lub cyklem. Aby w pehi zbada¢ wszyst-
kie grafy nie posiadajace lokalnie nieregularnego kolorowania musimy jeszcze
rozwazy¢ grafy z rekurencyjnie zdefiniowanej rodziny ¥. Pokazemy, ze dla
grafu G z rodziny ¥ istnieje zbiér krawedzi wymagajacych podwojenia, aby
otrzymany multigraf miat lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolora-
mi, w ktérym multikrawedzie sg monochromatyczne, a takze udowodnimy,
ze moc takiego zbioru jest ograniczona z gory przez liczbe cykli w G. Jed-
nakze, podejscie przedstawione aby to udowodni¢ moze byé¢ uogoélnione dla
kaktuséw zdefiniowanych podobnie do tych z rodziny ¥.

Niech T* bedzie rodzing graféw zdefiniowanych rekurencyjnie w nastepu-
jacy sposob:

e cykl C), nalezy do T*,
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e jezeli G jest grafem z rodziny T*, to dowolny graf G’ uzyskany z G
przez utozsamienie wierzchotka v € V(G) o stopniu dwa, ktory lezy na
cyklu w GG, z konicowym wierzchotkiem Sciezki o dhugosci co najmniej
jeden lub z koncowym wierzchotkiem takiej Sciezki, ze drugi koncowy
jej wierzchotek jest utozsamiony z wierzchotkiem nowego cyklu, nalezy
do ¥*.

Jako, ze rodzina T zawiera cykle, w szczegdlnosci te wymagajace po-
dwojenia dwoch krawedzi, w nastepujacym twierdzeniu wykluczymy wszyst-
kie cykle (warto$é¢ parametru Dy, (C),) dla cykli zostala scharakteryzowana w
twierdzeniu 57).

Twierdzenie 60 ([30]). Niech graf G € T* bedzie rézny od cyklu. Jesli k jest
liczbg cykli w G, to istnieje zbior niezalezny Ey co najwyzej k niewiszgcych
krawedzi taki, ze multigraf G + E4; ma lokalnie nieregularne kolorowanie za
pomocg co najwyzej dwoch kolorow.

Dowdéd. Przypus¢my najpierw, ze graf G jest unicykliczny. Przedstawimy
ogoblny sposob kolorowania GG. Wtasnosci takiego kolorowania beda podzniej
wykorzystywane w kroku indukcyjnym.

Niech C' = wvy,...,v, bedzie cyklem w G. Z faktu, ze G jest rézny od
cyklu, bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze wierzchotek v; ma stopien
trzy w G. Oznaczmy przez P; wiszaca Sciezke dotaczona do wierzchotka v;
dla kazdego i € {1,...,n}, oraz przez ¢; dtugos¢ Sciezki P;. W dalszej czesci
przypusémy, ze ¢; € {0,1,2} dla kazdego i € {1,...,n}, bo tatwo widaé, ze
lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolorami multigrafu M z wiszaca
Sciezka diugosci ¢ € {1,2}, konczaca sie wierzcholkiem wiszacym v moz-
na rozszerzy¢ do lokalnie nieregularnego kolorowania multigrafu uzyskanego
z M przez dodanie wierzchotkowo-roztacznej Sciezki parzystej dlugosci do
M 1 identyfikacje jednego z jej koncowych wierzchotkéw z v (uzywamy na-
przemiennie niebieskiego i czerwonego koloru na parach sasiednich krawedzi
dodanej Sciezki), zobacz rysunek 4.1.

Rysunek 4.1: Przyktad rozszerzenia lokalnie nieregularnego kolorowania wi-
szacych Sciezek rozwazanych w dowodzie twierdzenia 60.
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Rozpoczynamy od pokolorowania v, vy, v1v2 1 krawedzi Sciezki P; na nie-
biesko. Dalej kontynuujemy kolorujac v;v;1 i krawedzie Sciezki P; dla kazdego
i €{2,...,n— 1} w nastepujacy sposob:

e Jedli v;_jv; jest niebieska (czerwona) i cib(vi_l) =1 (cir(vi_l) = 1), to
kolorujemy v;v;,1 oraz P; na niebiesko (czerwono).

e Jesli v;_ju; jest niebieska (czerwona), dy(vi_i) € {2,3} (d,(vi_1) €
{2,3}) oraz ¢; € {0,1}, to kolorujemy v;v; 41 oraz P; na czerwono (nie-
biesko).

e Jedli v;_qv; jest niebieska (czerwona), czb(vi,l) =2 (cfr(vi,l) = 2) oraz
¢; = 2, to kolorujemy v;v;,1 oraz P; na niebiesko (czerwono).

e Jesli v;_qv; jest niebieska (czerwona), a?b(vl-,l) =3 (czr(vi,l) = 3) oraz
¢; = 2, to kolorujemy v;v; 41 na niebiesko (czerwono) i kolorujemy P; na
czerwono (niebiesko).

Po tym jak krawedz v,,_,v, zostala pokolorowana, to jedyna niepokolo-
rowana czeScia G jest P, (jesli £, # 0). Ponadto mozna tatwo zauwazyd,
ze warunek lokalnej nieregularnosci zachodzi dla prawie wszystkich krawe-
dzi, z mozliwym wyjatkiem w postaci krawedzi v,,_1v, lub v,v;. A wiec, aby
przeksztalci¢ otrzymane czesciowe kolorowanie w lokalnie nieregularne kolo-
rowanie dwoma kolorami bedziemy rozwazac tylko cze$¢ G, ktoéra jest blisko
krawedzi v,_qv, oraz v,v;. Zauwazmy, ze mamy na poczatku 18 mozliwosci
do rozwazenia. R6znig sie one kolorem v,,_1v,,, stopniem wierzchotka v,,_; w
kolorze uzytym na krawedzi v,_qv, oraz £,. Jednakze duzo z tych przypad-
kéw mozna rozwigzaé do$é prosto, tylko przez pokolorowanie Sciezki P, na
niebiesko lub czerwono (na przyktad jesli v,_1v, jest czerwona, czr(vn,l) #1
i ¢, = 0, to nic nie musimy robié¢, lub jesli v,,_1v, jest niebieska, czb(vn_l) =1
i, = 2, to kolorujemy P, na czerwono itd.). Zostawimy te sytuacje dla
czytelnika i oméwimy jedynie problematyczne przypadki, gdy musimy prze-
kolorowaé lub podwoi¢ pewne krawedzie.

Przypadek 1. Przypusémy, ze krawedZ v,_iv, jest czerwona, czr(vn,l) =
114, = 0. W tym przypadku przekolorowujemy v,v; na czerwono. Jedli
jednak ¢; = 2, to podwajamy krawedz viv,. Zauwazmy, ze jesli /1 = 1, zadne
podwojenie nie zostato uzyte i ch(vl) = 2, to mozna podwoi¢ krawedz vivs,
aby utworzy¢ lokalnie nieregularne kolorowanie z cfb(vl) = 3.

Przypadek 2. Przypusémy, ze krawedz v,_,v, jest niebieska, czb(vn,l) =2
il, = 0. W tym przypadku podwajamy krawedz v,v,_i. Zauwazmy, ze
dy(v1) = 4. Jednakze dla ogdlnego kroku indukeyjnego potrzebujemy takze
inny sposob na uzyskanie lokalnie nieregularnego kolorowania dwoma kolo-
rami w tym przypadku, gdy ¢; = 1, gdzie niebieski stopien wierzchotka v,
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wynosi trzy. W zwiazku z tym wyrdzniamy kilka podprzypadkow. W kazdym
z nich przypusémy, ze ¢; = 1.

Podprzypadek 2.1. Przypusémy, ze v,,_ov,,_1 jest niebieska i CZb(Un_Q) = 1.
W tej sytuacji £,,_1 = 0 (w przeciwnym przypadku, z konstrukeji kolorowania
mieliby$my czb(n—l) = 3), Up_3VUn_2 jest czerwona i czr(vn,g) € {2,3}. Przeko-
lorowujemy krawedz v,,_sv,_1 na czerwono i podwajamy ja, jesli cfr(vn,g) =2
Otrzymane kolorowanie za pomocg dwoch koloréw jest lokalnie nieregularne
1 db (Ul) = 3.

Podprzypadek 2.2. Przypusémy, ze v, ov, 1 jest niebieska i db(vn_Q) =
3. W tej sytuacji mamy ¢,_1 = 2 i1 P,_; jest czerwona. Przekolorowujemy
krawedz v,—1v, na czerwono i podwajamy jg. W otrzymanym kolorowaniu
db<U1) = 3.

Podprzypadek 2.3. Przypu$émy, ze v, _ov,_1 jest czerwona. Wowczas
dy(vn_2) € {2,3}, €o_1 = 11 P,_; jest niebieska. W tej sytuacji przekolo-
rowujemy v,_1v, i P,_1 na czerwono oraz podwajamy krawedz v,_iv,, jesli
@T(vn,g) = 3. W otrzymanym kolorowaniu cib(vl) = 3.

Przypadek 3. Przypusémy, ze v,,_1v, jest niebieska, £, = 1 oraz czb(vn,l) =
1. W tym przypadku kolorujemy P, na niebiesko, a nastepnie podwajamy
krawedz v,ve aby utworzy¢ lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolora-
mi, w ktorym ch(vl) = 4. Aby utworzy¢ lokalnie nieregularne kolorowanie
dwoma kolorami, w ktorym ch(vl) = 3 kolorujemy P, na niebiesko i podwa-
jamy krawedz v,,_1v,.

Przypadek 4. Przypusémy, ze v,_1v, jest niebieska, ¢, = 1 oraz czb(vn_l) €
{2,3}. W tym przypadku kolorujemy P, na czerwono i przekolorowujemy
vpv1 na czerwono. Jesli 1 = 2, to podwajamy krawedzZ vivy. Jesli 7 = 1,
cfb(vl) = 2 i zadna krawedz nie jest podwojona, to aby skonstruowaé lokalnie
nieregularne kolorowanie dwoma kolorami z a?b(vl) = 3 w tym przypadku
podwajamy krawedz vyvs.

Przypadek 5. Przypusémy, ze v,_1v, jest niebieska, ¢,, = 2 oraz db(vn_l) =
2. Jesli ¢4 = 2, to kolorujemy P, na niebiesko i podwajamy krawedz vivs.
W tym przypadku cfb(vl) = 4. Jednakze, jesli ¢; = 1, to kolorujemy P, na
czerwono, przekolorowujemy v,v; na czerwono i podwajamy v,v; aby uzyskac
lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolorami, w ktérym dy(v;) = 2
lub kolorujemy P, na niebiesko i podwajamy wvjve aby utworzy¢ lokalnie
nieregularne kolorowanie, gdzie dy(v;) = 4.

Przypadek 6. Przypusémy, ze v,_1v, jest czerwona, £, = 2 oraz d,(v,_1) €
{1,2}. W tym przypadku kolorujemy P, na czerwono i przekolorowujemy
vpv1 Na czerwono. Jesli /1 = 2, to podwajamy krawedz vyvy. Jednakze, jesli
6, = 1, dy(v1) = 2 i zadna krawedz nie jest podwojona, to aby skonstru-
owac lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolorami z czb(vl) =3 w tym
przypadku podwajamy krawedz v;vs.
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Przypadek 7. Przypusémy, ze v,_v,, jest czerwona, £, = 2 oraz d,(v,_1) =
3. W tym przypadku kolorujemy P, na niebiesko i przekolorowujemy v, v; na
czerwono. Jedli /1 = 2, to podwajamy krawedZ v,vy. Jednakze, jesli ¢, = 1,
ch(vl) = 2 i zadna krawedz nie jest podwojona, to aby skonstruowac lokalnie
nieregularne kolorowanie dwoma kolorami z ch(vl) = 3 w tym przypadku
podwajamy krawedz vyvs.

Przypadki 1 — 7 opisuja wszystkie nietrywialne sytuacje jak dokonczy¢
utworzone kolorowanie G w taki sposob, aby otrzymane kolorowanie dwoma
kolorami byto lokalnie nieregularne i nie byto wiecej niz jednej podwojone;j
krawedzi. Ponadto tatwo widaé, ze podwojona krawedz nie jest krawedzig wi-
szacg w zadnym z przypadkéw. Co wiecej warto wspomnie¢, ze jesli /1 = 1,
to istnieje lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolorami G z co naj-
wyzej jedna podwojong krawedzig, w ktérym dy(v;) = 3 i istnieje lokalnie
nieregularne kolorowanie dwoma kolorami GG z co najwyzej jedng podwojong
krawedzig, w ktérym ch(vl) # 3 (w sytuacjach, ktore nie zostaly opisane w
Przypadkach 1 — 7, aby utworzy¢ lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma
kolorami, w ktorym dy(vy) = 4, podwajamy krawedz vyv,, poniewaz dotych-
czas nie bylo zadnej podwojonej krawedzi i dy(vs) wynosil jeden).

Rozwazamy teraz przypadek gdy k > 2. Zaktadamy, ze dla kazdego grafu
G' € T o k' < k cyklach istnieje zbiér niezalezny niewiszacych krawedzi £
o mocy co najwyzej k' taki, ze multigraf G’ + E/, ma lokalnie nieregularne
kolorowanie dwoma kolorami lub G’ jest cyklem.

Niech €' bedzie wiszacym cyklem w G, czyli takim, ktéry jest potaczony
z tylko jednym innym cyklem w G Sciezka P o wierzchotkach wewnetrz-
nych stopnia dwa w G (istnienie takiego cyklu wynika bezposrednio z defini-
cji graféw nalezacych do rodziny T*). Oznaczmy przez ve oraz vg koncowe
wierzchotki P takie, ze ve € V(C) i vg jest wierzchotkiem innego cyklu G.
Oznaczmy przez ¢ dtugos¢ sciezki P.

Najpierw, rozwazamy przypadek, gdy ¢ > 2. Niech u bedzie sasiadem v¢
na $ciezce P. Rozdzielamy graf G na dwa spdjne podgrafy G, oraz G4 tak,
ze G = G UGy, {u} = V(G) NV (Gs) oraz C C G;. Oczywiscie podgraf
GGy jest unicykliczny, a Go ma k — 1 cykli i obydwa te podgrafy G, oraz
G4 sa rozne od cykli, poniewaz maja wiszace Sciezki o niezerowych diugo-
Sciach. Z zatozenia indukcyjnego wiemy, ze istnieja zbiory odpowiednio Fy
oraz E5, o co najwyzej jednej i co najwyzej k — 1 niezaleznych, niewiszacych
krawedziach G, oraz G, takie, ze multigrafy G, + F; oraz Gy + F5 maja
lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolorami. Bierzemy lokalnie niere-
gularne kolorowanie dwoma kolorami G + Fy, w ktorym uve jest niebieska i
bierzemy lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolorami G5 + E5, w kto-
rym krawedz incydentna z u jest czerwona oraz taczymy te dwa kolorowania
w lokalnie nieregularne kolorowanie G + (E; U Es). Oczywiscie zadna krawedz
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w FE1 U FEs nie jest wiszaca, poniewaz krawedzie niebylty wiszace w Gy oraz
G+ (stad zadna z krawedzi incydentnych z u nie znajduje sie w Fy lub Ey) i
E1 U Es jest zbiorem niezaleznym.

W dalszej czesci dowodu przypusémy, ze £ = 1. Niech G oraz G5 beda
spéjnymi podgrafami G takimi, ze G = G1 U Gy, V(G1) NV (G2) = {ve, vr}
oraz C C (4. Z zatozenia indukcyjnego wiemy, ze istnieje zbior niezalezny
co najwyzej k — 1 niewiszacych krawedzi Ey podgrafu Gy taki, ze multigraf
G5+ E5 ma lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolorami ¢. Bez straty
ogoblnosci zatézmy, ze krawedZ vovg jest niebieska w ¢ 1 oznaczmy przez g
niebieski stopienn vg w kolorowaniu ¢. Oczywiscie g € {2,3,4}.

Najpierw rozwazmy sytuacje, gdy ¢ = 2. Niech G| bedzie grafem utwo-
rzonym z G’ przez dodanie nowego wierzchotka x oraz krawedzi vgx. Niech
1 bedzie lokalnie nieregularnym kolorowaniem dwoma kolorami G’ uzyska-
nym w ten sam sposob jak opisano powyzej, zaczynajac od wierzchotka ve.
Stad dy(vg) = 2 W ¢ i mozna tatwo polaczyé ¢ oraz ¢, aby uzyskaé lokalnie
nieregularne kolorowanie dwoma kolorami G: dla kazdej krawedzi e € E(G)
niech £(e) = p(e), jesli e € E(Gy) oraz niech £(e) = ¢(e), jesli e € E(Gy).

Jesli ¢ = 3, to bierzemy lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolorami
G1 (z podwojona krawedzia jesli to konieczne), w ktorym vovg jest niebieska
i dy(ve) # 3 oraz jedli ¢ = 4 to bierzemy lokalnie nieregularne kolorowanie
dwoma kolorami G, w ktérym vcvg jest niebieska i a?b(vc) # 4 (istnienie
takich kolorowan pokazalidmy juz wczesniej) i taczymy takie kolorowanie Gy
z kolorowaniem Gs. ]

Dla grafu G' z rodziny ¥ niech G oznacza drzewo, ktérego wierzchotki
sg trojkatami w G 1 dwa wierzchotki sg sgsiednie w G wtedy i tylko wtedy,
gdy $ciezka nieparzystej dtugosci w G taczy odpowiadajace tréjkaty. Trojkaty
w G, ktére odpowiadaja wiszacym wierzchotkom w Ga bedziemy nazywac
wiszgecymi trojkgtami w G. Pokazemy, ze liczba wiszacych trojkatow w G
daje ograniczenie z dotu dla parametru Dy, (G), ktére powoduje, ze Dy, nie
posiada gérnego ograniczenia przez statag w ogdlnym przypadku.

Lemat 61 ([30]). Dla grafu G € ¥ i majacego co najmniej trzy trojkaty
Dy (G) jest réwna co najmniej liczbie wiszqcych tréjkgtow bez wierzcholkow
stopnia dwa w G.

Dowaéd. Niech Hy bedzie wiszacym trojkatem w G, ktorego wszystkie wierz-
chotki sg stopnia trzy. Oznaczmy przez xo, yo, 2o wierzchotki H w taki sposob,
ze Yo oraz zp sa koncowymi wierzchotkami wiszacych Sciezek w G, oraz niech
Yo, Y1, - - - Y2p OTAZ 20, 21, - . . , 24 bedg wierzchotkami tych Sciezek. Niech x;
bedzie sgsiadem wierzchotka zy ré6znym od yg oraz z.
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Niech H, bedzie podgrafem G indukowanym przez
wierzchotki X0, T1, Y05 Yls - - - s Y2py 205 215 - - - 5 22g5 czyli H, =
G0, T1, Y0, Y1s - - - » Y2ps 205 215 - - -, 22| Przez E, bedziemy oznaczaé do-
wolny zbior Dy, (G) krawedzi taki, ze multigraf G + E; ma lokalnie
nieregularne kolorowanie dwoma kolorami, w ktérym multikrawedzie sa
monochromatyczne. Pokazemy, ze E; N E(Hy) # 0. W dalszej czesci dowodu
rozwazamy nastepujace lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolorami
multigrafu G + Ej.

Przypu$émy, nie wprost, ze E; N E(Hy) = 0. Z faktu, ze lokalnie nie-
regularne kolorowanie Sciezki parzystej dtugosci dwoma kolorami jest uni-
kalne (z dokladnoscia do zamiany koloréw) wystarczy rozwazy¢ graf Hy =
Glzo, 1, Yo, Y1, Y2, 20, 21, 22| 1 rozrézni¢ dwa przypadki w zaleznosci od tego,
czy kolor uzyty na krawedziach yoy; oraz y,ys jest taki sam jak kolor uzyty
na krawedziach zgz; oraz z;2s, czy nie.

Przypusémy najpierw, ze krawedzie yoyi,y1¥yo, 2021, 2122 S Czerwone.
Woéwezas albo zadna, albo obie krawedzie xgyg, y020 S8 czerwone, poniewaz
w przeciwnym razie d,(yo) = d,(y1). Podobnie, albo zadna, albo obie kra-
wedzie oz, Y020 sa pokolorowane na czerwono. faczac te dwie obserwacje
otrzymujemy, ze trojkat Hy jest monochromatyczny. To jednak prowadzi do
sprzeczno$ci, poniewaz albo a?r(yo) =3 = czr(zo) (jesli yozo jest czerwona),
albo cib(yo) =2 = ch(zo) (jesli yozo jest niebieska).

Nastepnie przypusémy, ze krawedzie yoy1, y1Yy2 S8 Czerwone oraz 2oz, 2122
sg niebieskie. Jesli doktadnie jedna z krawedzi xgyg, yo2o bylta czerwona, to
cir(yo) = aAlr(yl) i podobnie, jesli dokladnie jedna z krawedzi xozo, yozo byla
niebieska, to ch(zo) = ch(zl). Z tych obserwacji wynika, ze Hy jest réw-
niez monochromatyczny w tym przypadku. Z jednej strony, jesli krawedzie
T0Yo, T020, YoZo Sa czerwone, to albo d, (o) = d, (yo) = 3 (jesli zox; jest czer-
wona), albo d,(zo) = d, (zo) = 2 (jesli moz; jest niebieska). Z drugiej strony,
jesli krawedzie oyo, Toz0, Yozo sa niebieskie, to albo db(xo) = db(yo) =2 (jesli
Ty jest czerwona), albo dy(x0) = dy(20) = 2 (jedli 2oy jest niebieska).

Stad, w obu przypadkach, rozwazane kolorowanie nie jest lokalnie niere-
gularne, dowodzac faktu, ze £y N E(Hy) # (. O

Jako natychmiastowa konsekwencje lematu 61 otrzymujemy:
Whiosek 62. Dia dowolnej stalej k istnieje graf G taki, Ze Dy (G) > k.

Dla podgrafu H, grafu G w dowodzie lematu 61 pokazalidémy, ze co naj-
mniej jedno podwojenie krawedzi Hs jest zawsze potrzebne. To pozwala nam
konstruowaé grafy (w wiekszosci przypadkéw nie nalezace do rodziny %),
ktore potrzebujg relatywnie duzo podwojonych krawedzi, a mianowicie po-
trzebuja §|E (G)| podwojonych krawedzi. Aby skonstruowaé takie grafy roz-
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wazmy kilka roztacznych kopii H, i taczymy wszystkie te kopie za pomoca
wierzchotka x; (zobacz rysunek 4.2). Z tych samych powodéw, co w dowo-
dzie lematu 61, w kazdej kopii Hs jest co najmniej jedna krawedz, ktéra
musi zosta¢ podwojona. Z drugiej strony podwajajac krawedzie incydent-
ne z xr; mozemy uzyskac¢ lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolorami
otrzymanego multigrafu, gdzie rownolegte krawedzie tworzace multikrawedz
sg pokolorowane tym samym kolorem, zobacz rysunek 4.2.

?
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1
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@= = = =
A Y
N ¢
. ¢
X
1\
r——9 1 -—0===0
|~~\ ‘oI l”r
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Rysunek 4.2: Przyktad grafu G, ktory potrzebuje 3| E(G)| podwojonych kra-
wedzi.

Zauwazmy, ze w konstrukcjach graféow, ktore potrzebujg relatywnie duzo
podwojonych krawedzi, na przyktad grafy rozwazane w lemacie 61 i konstruk-
cji przedstawionej na rysunku 4.2, wiszace Sciezki dlugosci dwa moga by¢
zamienione na krzewy takie, ze w kazdym ich lokalnie nieregularnym koloro-
waniu dwoma kolorami krawedz do korzenia jest cze$cia monochromatycznej
sktadowej spojnej, w ktorej sasiad korzenia ma stopien dwa (podobnie jak sa-
siad koncowego wierzchotka $ciezki o parzystej dtugoséci w przypadku graféw
z rodziny ¥). Taka obserwacja daje nam wiecej mozliwosci, gdy konstruujemy
grafy GG, dla ktérych warto$é parametru Dy (G) jest wieksza od zadanej sta-
tej. Jednakze zastapienie wiszacych Sciezek o dtugosci dwa takimi krzewami
obniza stosunek liczby podwojonych krawedzi do liczby wszystkich krawedzi
grafu. Stad powstaje nastepujace pytanie: ”Czy istnieje stata k > é taka, ze
istnieje nieskonczenie wiele grafow spojnych G gdzie Dy, (G) > k| E(G)|?”.

4.2 Grafy pelne, grafy k-dzielne pelne i grafy
rozdzielne

W rozdziale 2 przedstawiliSmy dos¢ prosta konstrukcje lokalnie nieregu-
larnego kolorowania dwoma kolorami multigrafu 2G, gdzie G jest grafem

k-dzielnym pelnym dla £ > 2. Pomimo tego, ze konstrukcja korzysta z multi-
krawedzi pokolorowanych na czerwono-niebiesko ich uzycie jest ograniczone
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do kolorowania trojdzielnego podgrafu G. To pozwala nam na poprawienie
tej konstrukcji. Rozwazajac inne lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma
kolorami grafu tréjdzielnego petnego mozemy udowodnié¢ nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 63 ([30]). Jesli G jest grafem k-dzielnym pelnym réznym od
Ky, to lir(G) < 2.

Dowdd. Niech G = K, . n,, gdzie ny > --- > ny oraz niech A;,... Ay
bedzie podziatem zbioru wierzchotkow G na k zbioréw niezaleznych o liczno-
Sciach ny, ..., ng. Przypadek gdy k = 2, czyli gdy G jest grafem dwudzielnym
zostal udowodniony przez Baudona, Bensmaila, Przybyte i Wozniaka w [9)].

Rozwazmy teraz przypadek, gdy G jest grafem trojdzielnym petlnym. Jesli
ny > ng > ng, to G jest lokalnie nieregularnym grafem, a wiec lir(G) = 1
oraz przypusémy, ze wszystkie jego krawedzie sa pokolorowane na czerwono.

Jesli ny = ngy > ng, to kolorujemy krawedzie pomiedzy A; oraz As na nie-
biesko, a pozostate krawedzie na czerwono. Latwo widaé, ze w tym przypadku
mamy

nz gdy v € Ay, ny gdy v € Ay,
dy(v) =< 0 gdyve Ay, oraz d.(v)={¢n+ng gdy v € Ay,
ny gdy v € As, ny gdy v € As.

Jedyna sytuacja, gdy dwa sasiednie wierzchotki v oraz v w grafie G maja
takie same czerwone lub niebieskie stopnie jest przypadek gdy u € A; oraz
v € Az. Jednakze wowczas krawedz uv jest niebieska i dy(u) # dp(v). Stad to
kolorowanie G dwoma kolorami jest lokalnie nieregularne.

Nastepnie, rozwazamy przypadek gdy n; > ny = n3. Kolorujemy krawe-
dzie pomiedzy A; oraz A, na niebiesko i pozostate krawedzie na czerwono.
Podobnie do poprzedniego przypadku mamy

ny gdy v € Ay, ny  gdy v € A,
dy(v) =<ny gdyve Ay, oraz d.(v) = No gdy v € Ay,
0 gdywve A;, ni+ny gdy v € As.

Pomimo to d,(u) = d,(v) dla kazdego u € A; oraz v € Ay, a z konstruk-
cji wiemy, ze krawedz wuv jest niebieska. Stad to kolorowanie jest lokalnie
nieregularnym kolorowaniem G.

Rozwazmy teraz przypadek gdy n; = no = ngz. Zauwazmy, ze n; > 2,
poniewaz G nie jest grafem pelnym. Niech M bedzie skojarzeniem pelnym
podgrafu GG indukowanym przez A; U As. Kolorujemy kazdg krawedz pomie-
dzy A; oraz A, i kazdg krawedz M na niebiesko, a pozostate krawedzie na
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czerwono. Mamy

ni+1 gdyv e A;, ni—1 gdyv e A,
dy(v) =< n1 gdyve Ay, oraz d.(v)= n gdy v € As,
1 gdy v € Az, 2ny — 1 gdy v € As.

To kolorowanie dwoma kolorami G jest lokalnie nieregularne, poniewaz
ny > 2.

Jak dotad pokazalidmy, ze jesli £ < 3, to G ma lokalnie nieregularne
kolorowanie dwoma kolorami. Warto réwniez zauwazy¢, ze w kazdym przed-
stawionym kolorowaniu grafu tréjdzielnego pelnego kazdy wierzchotek ma
niezerowy czerwony stopien, stad niebieski stopien kazdego wierzchotka jest
ograniczony z gory przez ny + ne — 1. Dla k > 4 bedziemy uzywaé¢ induk-
cyjnej konstrukceji opartej na konstrukeji dla 2-multigraféw przedstawionej w
rozdziale 2:

e jesli k jest parzyste, to znajdujemy lokalnie nieregularne kolorowanie
Ky, on.y, W ktorym czerwony stopien kazdego wierzchotka jest nie
zerowy i kolorujemy kazda krawedz incydentna do wierzchotka ze zbioru
A}, na niebiesko,

e jesli k jest nieparzyste, to znajdujemy lokalnie nieregularne kolorowanie
Ko,...np_,» W ktorym niebieski stopien kazdego wierzchotka jest nieze-
rowy i kolorujemy kazda krawedz incydentnag do wierzchotka ze zbioru
Aj. na czerwono.

Zauwazmy, iz otrzymane kolorowanie K, ., zachowuje wlasno$¢, ze jesli k
jest parzyste, to niebieski stopien kazdego wierzchotka jest niezerowy i, jesli k
jest nieparzyste, to czerwony stopien kazdego wierzchotka jest niezerowy. Co
wiecej niebieskie i1 czerwone stopnie wierzchotkow K,,, . | sa zwickszane o
takie same state, gdy tworzymy kolorowanie K, . ., , stad jesli kolorowanie
K,, ..n, nie jest lokalnie nieregularne, to konflikt jest na krawedzi incydent-
nej do wierzchotka nalezacego do zbioru Ay. Jednakze, jesli k jest parzyste, to
kazda krawedz incydentna do wierzchotka nalezacego do zbioru Ay jest poko-
lorowana na niebiesko, stad dy(v) = 2%7! n; dla kazdego v € Ay, a z drugiej
strony dy(v) < ng 4+ 82 n; dla kazdego v € U~ A;, poniewaz d,.(v) > 1 dla
kazdego takiego wierzchotka. Korzystajac z faktu, ze n, < ng_1 tatwo widac,
ze kolorowanie K, _,, jest lokalnie nieregularne. Zasadniczo to samo moz-
na pokaza¢ w przypadku gdy £ jest nieparzyste. Wystarczy zamieni¢ rolami
kolory czerwony i niebieski w powyzszym argumencie. O

Poprzednie twierdzenie wyklucza grafy pelne, czego mozna bylo sie spo-
dziewaé, poniewaz lir(K,,) = 3 dla kazdego n > 4 (zobacz [9]). Dlatego dla
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grafow pelnych potrzeba uzy¢ co najmniej jednej podwojonej krawedzi, aby
uzyska¢ multigraf majacy lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolorami.
Pokazemy, ze dwie podwojone krawedzie wystarcza, ale z wyjatkiem skonczo-
nej liczby przypadkéw nawet jedna podwojona krawedz jest wystarczajaca.

Twierdzenie 64 ([30]). Dla kazdego grafu petnego K,, rzedu n > 4, mamy
2 dy 6 < n < 10,
Dlir(Kn) = I y
1w przeciwnym przypadku.

Dowéd. Lokalnie nieregularne kolorowanie K, dla n € {4,6,8,9} z jedna lub
dwoma podwojonymi krawedziami zostato przedstawione na rysunku 4.3.
Kolorowania K5, K7 oraz Ky z jedng lub dwoma podojonymi krawedziami
moga by¢ uzyskane z kolorowan Kj, Kg oraz K¢ pokazanych na rysunku 4.3
przez dodanie nowego wierzchotka i pokolorowanie wszystkich incydentnych
z nim krawedzi na niebiesko. Korzystajac z programu komputerowego, aby
sprawdzi¢ kazdy mozliwy rozktad K, (n < 10) na dwa grafy: jeden, ktory
jest lokalnie nieregularny i drugi, ktéry moze by¢ lokalnie nieregularny dzigki
podwojeniu co najwyzej jednej krawedzi pokazaliémy, ze nie wystarczy po-
dwoi¢ jednej krawedzi gdy 6 < n < 10. Zatem w tych przypadkach konieczne
jest podwojenie dwoch krawedzi.

Rysunek 4.3: Lokalnie nieregularne kolorowania K, z co najwyzej dwoma
podwojonymi krawedziami dla n € {4,6,8,9}.
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Oznaczmy przez vy, .. ., v, wierzchotki grafu petnego K,,. Niech e = vyvs.
W dalszej czesci bedziemy rozwazac¢ multigraf K, + e.

Rozwazmy teraz kolorowanie K1; + e przedstawione na rysunku 4.4. Jesli
n > 12, to kolorowanie K, + e jest uzyskiwane z kolorowania K, | + e przez
pokolorowanie kazdej krawedzi incydentnej z v, na czerwono, jesli n = 0
(mod 2), lub na niebiesko, jesli n =1 (mod 2).

6,4) (7.3) (82) (9,1) K;\ Py

(4,6) (3,7) (2,8) (1,9)

Rysunek 4.4: Lokalnie nieregularne kolorowanie multigrafu uzyskanego z Ki;:
wszystkie krawedzie, ktore nie zostaly przedstawione, a nalezag do K7 \ Py,
sg pojedyncze i w kolorze niebieskim, a reszta pominietych krawedzi jest
pojedyncza i w kolorze czerwonym.

Jesli n jest parzyste, to dla kazdego wierzchotka v € V(K, +¢) \ {v,}
mamy d,(v) > 1 oraz dy(v) < n — 2, poniewaz kazda krawedz incydentna
z v, jest pokolorowana na czerwono i nie ma zadnej podwojonej niebieskiej
krawedzi. Jesli n jest nieparzyste to, podobnie jak w poprzednim przypadku,
dla kazdego wierzcholtka v € V(K,, +¢) \ {v,} mamy dy(v) > 1 oraz d,(v) <
n — 2 (jesli n > 13, to wszystkie krawedzie incydentne z v, sa niebieskie
oraz koncowe wierzchotki podwojonej czerwonej krawedzi sg incydentne z co
najmniej pigcioma niebieskimi krawedziami, dla n = 11 zobacz rysunek 4. 4).

Stad, jesli istnieja pewne wierzcholki v; oraz v; takie, ze dH(vl) = dH(v])
dla H € {r,b}, toi,j < n—11z konstrukcji kolorowania réwniez tatwo widac,
ze dH(vz) = dH(v]) w K, _1 + e. Jednakze kolorowanie K, + e z rysunku 4.4
jest lokalnie nieregularne, a wiec réwniez kolorowania K,, + e dlan > 12 sa
lokalnie nieregularne. O

Przypomnijmy teraz definicje grafu rozdzielnego. Moéwimy, ze graf
G(X,Y) jest rozdzielny, jesli istnieje podzial V(G) = X UY, X NY =0
zbioru wierzchotkéw G taki, ze G[X] jest grafem pelnym, a Y zbiorem nie-
zaleznym. Grafy rozdzielne z definicji sa dos$¢ bliskie grafom pelnym. Stad
nie jest zaskoczeniem, ze Dy, (G) dla dowolnego grafu rozdzielnego G jest
nie wieksza niz jeden jak w przypadku graféw pelnych (ze skonczona licz-
ba wyjatkéw). Aby to udowodnié bedziemy istotnie korzysta¢ z rezultatow
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Lintzmayera, Moty i Sambinelligo z [42]. Zostaly one szczegétowo zaprezen-
towane w rozdziale 2 (zobacz twierdzenie 19 i twierdzenie 20) wraz z notacja
dotyczaca graféw rozdzielnych. Te dwa twierdzenia pokazuja, ze aby w pel-
ni rozwiaza¢ problem wyznaczenia wartosci parametru Dy, dla graféw roz-
dzielnych wystarczy rozwazy¢ jedynie niewiele szczegélnych, matych graféw
rozdzielnych i jedng bardzo specyficzna, nieskonczong rodzine.

Twierdzenie 65 ([30]). Jesli G jest grafem rozdzielnym, niebedgcym grafem
petnym, to Dy, (G) < 1.

Dowdd. 7 twierdzenia 56 wiemy, ze Dy, (P;) = 1. Niech G bedzie grafem
rozdzielnym z lir(G) > 2. Oznaczmy przez vy, ..., v, wierzchotki najwiek-
szej kliki w G o rzedzie co najmniej trzy. Wyrdozniamy kilka przypadkow
pokrywajacych wszystkie sytuacje wymienione w twierdzeniu 19 i twierdze-
niu 20. Bedziemy istotnie wykorzystywac¢ kolorowania uzyskane w dowodzie
twierdzenia 64 (zobacz rysunek 4.3).

Przypu$émy najpierw, ze Dy, (K,) = 1. Bierzemy dowolne lokalnie niere-
gularne kolorowanie ¢, w ktérym czerwony stopien wierzchotka v; jest mak-
symalny mozliwy. Dotaczamy d, wiszacych czerwonych krawedzi do v;. Takie
kolorowanie uzyskanego grafu rozdzielnego jest lokalnie nieregularne, co kon-
czy dowdd, ze Dy, (G) < 1, gdy n € {4,5} lub n > 11 (zobacz twierdzenie
19, twierdzenie 20 i twierdzenie 64).

Teraz przypusémy, ze n € {6,7,8}, dy = dy = 1 oraz d3 = 0. Rozwa-
zamy kolorowanie K, uzyskane w dowodzie twierdzenia 64, gdzie krawedz
vy jest jedng z podwojonych czerwonych krawedzi. Zamieniamy dwie row-
nolegte krawedzie vyvy na pojedyncza czerwong krawedz i dodajemy dwie
wiszace czerwone krawedzie incydentne z wierzchotkiem vy oraz vy. Oczywi-
Scie kolorowanie otrzymanego multigrafu jest lokalnie nieregularne. W drugiej
sytuacji w tym przypadku, gdy jest wspolny sasiad v; oraz vy poza klika w
G, wystarczy po prostu podpodzieli¢ jedna z réwnoleglych krawedzi viv, w
kolorowaniu uzyskanym w dowodzie twierdzenia 64. To konczy dowod w tym
przypadku.

Gdy n € {6,7}, di € {1,2} oraz dy = 0, to rozwazamy kolorowanie
multigrafu K, +viva+v9v3 z dowodu twierdzenia 64, w ktérym db(vl) = 1 oraz
dy(vs) = 3, jesli n = 6, lub dy(vy) = 2 oraz dy(vy) = 4, jesli n = 7, czyli v1vy
jest jedng z podwojonych czerwonych krawedzi. Zamieniamy dwie czerwone
rownolegle krawedzie vivy na pojedyncza czerwona krawedz i dodajemy d;
wiszacych czerwonych krawedzi incydentnych z wierzchotkiem v;. Otrzymane
kolorowanie jest lokalnie nieregularnym kolorowaniem multigrafu G + vyvy +
VaU3.

Jesli n € {9,10}, to rozwazamy kolorowanie K, + vivy + v3vy zdefinio-
wane w dowodzie twierdzenia 64, w ktérym réwnolegte krawedzie vivy sa
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pokolorowane na czerwono i cfr(vl) = 8. Jesli réwnolegte krawedzie vyvy sa
zamienione na pojedyncza czerwong krawedz i d; czerwonych wiszacych kra-
wedzi incydentnych z wierzchotkiem v, zostato dodanych, otrzymujemy lo-
kalnie nieregularne kolorowanie multigrafu G + v,v9 4+ v3v4. To konczy dowdd
przypadkéw, gdy n € {9,10}, d; € {1,2,3,4} oraz dy = 0.

Pozostate przypadki, a mianowicie gdy n = 8, d; € {1,2,3} oraz dy =0
sg rozpatrywane niezaleznie od kolorowania multigrafu Kg + e; + ey z do-
wodu twierdzenia 64. Lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolorami G
z jedna podwojona krawedziag w tych przypadkach zostato przedstawione na
rysunku 4.5. To konczy dowod twierdzenia.

Rysunek 4.5: Lokalnie nieregularne kolorowania dwoma kolorami grafu roz-
dzielnego G gdy n =8, d; € {1,2,3} oraz dy = 0 z dowodu twierdzenia 65.

]

4.3 Potegi cykli

W tym podrozdziale na poczatku przedstawimy notacje dotyczaca po-
teg cykli i inne niezbedne pojecia potrzebne do dowodu gléwnego rezultatu
dla tej klasy graféw. Nastepnie zaprezentujemy ogélng ide¢ dowodu glow-
nego rezultatu w tym podrozdziale — twierdzenia 71. Dowdd jest oparty o
kilka lematow, ktorych dowody przedstawimy w oddzielnych czesciach tego
podrozdziatu.

4.3.1 Terminologia i ogdlna idea

Zaczniemy od zdefiniowania antyregularnych graféw, ktére sa w pewnym
sensie przeciwienstwem graféw regularnych (zobacz [11] oraz [28]). Podczas
gdy grafy regularne majg wszystkie wierzchotki o tych samych stopniach gra-
fy antyregularne sa bliskie posiadania wszystkich wierzchotkéw roéznych stop-
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ni. Oczywiscie dla n > 2 nie istnieje graf rzedu n majacy cigg wierzchotkdéw
o stopniach 0,1,...,n — 1. Jednakze dla kazdego n > 2 istnieje graf, ktérego
wierzchotki majg rézne stopnie z wyjatkiem pary wierzchotkow, ktora ma te
same stopnie. Istnieje kilka podstawowych wtasciwosci grafow antyregular-
nych, ktore sg do$¢ proste do udowodnienia. Wypiszemy niektore z nich w
ponizszej obserwacji.

Obserwacja 66 ([11, 28]). Niech G bedzie grafem antyregularnym rzedu
n>=2.

1. Jesli G jest spojny, to G zawiera dwa wierzchotki stopnia {%

| I

1 po
jednym wierzcholku majgcym kazdy ze stopni ze zbioru [1,n—1]\{ {gJ I3

n—1
2

po jednym wierzcholku majgcym kazdy ze stopni ze zbioru [0,n — 2] \
=

3. Dopelnienie G jest antyreqularnym grafem rzedu n.

2. Jesli G jest miespojny, to G zawiera dwa wierzcholki stopnia { J 1

4. Istniejg doktadnie dwa nieizomorficzne grafy antyregularne rzedu n >
2, z ktorych jeden jest spojny, a drugi niespojny.

5. Jesli G jest spojny, to dwa wierzchotki u,v grafu G sq polgczone kra-
wedzig wtedy i tylko wtedy, gdy d(u) + d(v) = n.

6. Jesli G jest niespojny, to dwa wierzchotki u,v grafu G sq polgczone
krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy d(u) 4+ d(v) > n — 1.

Bedziemy wykorzystywac¢ grafy antyregularne w odpowiednich dowodach
w tym podrozdziale jako baze do konstrukcji wiekszych graféw. Aby udowod-
ni¢ gtowne twierdzenie w tym podrozdziale wazne jest, aby moc uporzadko-
waé wierzchotki grafu, w szczegélnosci wierzchotki grafu antyregularnego.
Stad w pewnych miejscach, gtéwnie w konstrukcyjnych fragmentach dowo-
doéw uzywamy uporzgdkowanych grafow, czyli gratéw z zadanym porzadkiem
wierzchotkéw. Takie uporzadkowanie wierzchotkéw moze by¢ podane jawnie
lub czesciej niejawnie za pomoca indekséw wierzchotkdw.

Z punktu 5 i 6 obserwacji 66 mamy na przyktad.

Uwaga 67. Uporzqgdkowanie wierzchotkow uporzgdkowanego grafu antyrequ-
larnego G jest zadane jednoznacznie (z doktadnoscig do dwdch wierzcholkéw
tego samego stopnia) przez porzqdek elementéw w multizbiorze stopni wierz-

chotkow grafu G.
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Gdy rozwazamy uporzadkowania wierzchotkow antyregularnych grafow,
to wystarczy zgodnie z uwaga 67 rozwazy¢ tylko uporzadkowania stopni ich
wierzchotkéw (dwa wierzchotki o réwnych stopniach sasiaduja z tymi sa-
mymi wierzchotkami o réznych od siebie stopniach, czyli mozemy je dowol-
nie zamienia¢ ze soba), co bedziemy czyni¢ uzywajac list. Przypomnijmy
notacje zwigzang z listami. Przez dlugosé listy L rozumiemy liczbe, nie-
koniecznie takich samych, elementéw L. Lista L’ jest podlistg L jesli skla-
da sie z pewnych elementéw L i ich kolejno$é¢ jest zachowana, czyli jesli
L=10,...l,orazl <ny <---<ng<n,tol =1,,...,1, jest podli-
sta L. Jesli Ly = 1y,...,l; oraz Ly = lp1q, ..., 1, sa dwoma listami to lista
LiLy =1y,...,1ly jest konkatenacjg Ly oraz L.

Co wiecej, dla skrocenia notacji, uzywamy zapisu [r, s|, aby oznaczy¢ prze-
dziat liczb catkowitych o konicach r oraz s, czyli [r,s] = {r,..., s}, jeslir <s
oraz [r,s] =0, jesli r > s.

Jak czeSciowo wspominaliSmy wczesniej, uzywamy antyregularnych gra-
fow jako bazy do tworzenia blokow, z ktérych budujemy lokalnie nieregularny
podgraf G k-tej potegi cyklu C,, taki, ze C*¥ — G jest réwniez lokalnie nieregu-
larny. Aby precyzyjnie okresli¢ jeden z takich blokéw uzywamy ponizszej de-
finicji ,grafu” A(t, k). Zauwazmy, ze w tej definicji sa uzywane péi-krawedzie,
czyli krawedzie incydentne z tylko jednym wierzchotkiem. W zwiazku z tym
bedziemy korzysta¢ z okreslenia ,graf”, gdy dopuszczamy pot-krawedzie.

Niech t oraz k beda liczbami catkowitymi takimi, ze ¢ > k > 2. Przez
A(t, k) oznaczamy ,graf” o wierzchotkach ay,...,a; 1, ktéry spelnia naste-
pujace warunki (al)—(a6):

(al) dary(ao) + dar(am) >t + 1.
(82) {dagn(a): i € [L1]} = [L1).

(a3) ag oraz asyq nie sa incydentne z zadna z pot-krawedzi i kazdy inny
wierzchotek jest incydentny z co najwyzej jedna pot-krawedzia.

(a4) Istnicje ¢ € [0, | ]] takie, ze {a;: i € [1,] U[t — €+ 1,1]} jest zbiorem
wszystkich wierzchotkéw A(t, k) incydentnych z pét-krawedziami.

(ab) Jedli a;a; € E(A(t, k)), to |i — j] < k.
(a6) Jedli a;a; € E(A(t k) oraz i <t —(+1<j,toj—i<k—L1

Zauwazmy, ze ,grafy” spelniajace (al)—(a6) nie musza by¢ unikalne dla
ustalonego k oraz t i my bedziemy zainteresowani tylko istnieniem takich
wgrafow”. Jedli istnieje ,graf” A(t, k) dla pewnych parametréw t oraz k, to
mozemy uzy¢ kilku jego kopii, aby udowodni¢ nastepujacy lemat.
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Lemat 68 ([30]). Niech k oraz t bedg liczbami calkowitymi takimi, Ze
5 >t > k > 2. Jedli istnieje graf” A(t, k), to W (CF i1y sqrr) = 2
dla dowolnych nieujemnych liczb catkowitych p oraz q takich, Ze p+ q > 2.

W dowodach nastepujacych dwéch lematéw opiszemy konstrukeje A(t, k)
dla szczegdlnych wartosci ¢ oraz k, a tym samym pokazemy ich istnienie.
Nastepnie wykorzystamy lemat 68.

Lemat 69 ([30]). Niech k,t,p,q bedg nieujemnymi liczbami calkowitymi
takimi, zet >k > 2, p+q > 2 oraz

k=2 o
== jesli t jest parzyste,
< By e e b 41
t< {4’“33 jesli t jest nieparzyste. (4.1)

Wowezas ir(Cpyy 1)y gira) = 2-

Lemat 70 ([30]). Niech k,t,p,q bedg nieujemnymi liczbami catkowitymsi taki-

mi, Ze k > 4, % <t < 8’“5_5 oraz p+q = 2. Wowczas lir(Cp(i41)4q(t+2)) = 2.

Korzystajac z lematu 69, lematu 70 oraz rozwiazujac niewielka liczbe
szczegblnych przypadkéow udowodnimy gléwne twierdzenie w tym podroz-
dziale.

Twierdzenie 71 ([30]). Dla kazdego k > 2 oraz n > 2k + 2 mamy
lir(C*) = 2.

Dowdd. W dalszej czesci bedziemy istotnie korzystaé¢ z faktu, ze dla dwoch
wzglednie pierwszy liczb a oraz b kazda liczba catkowita n > (a — 1)(b — 1)
moze by¢ zapisana jako n = pa + ¢b, gdzie p oraz ¢ sa nieujemnymi liczbami
catkowitymi (zobacz problem monet [53]). W szczegélnosci, dla k = 2, z
lematu 69 wiemy, ze lir(C3,,,,) = 2 (dla t = 2). Z faktu, ze kazda liczba
catkowita n > 6 moze by¢ zapisana w postaci n = 3p + 4¢q dla pewnych
nieujemnych liczb catkowitych p oraz ¢, gdzie p + ¢ > 2 otrzymujemy, ze
lir(C?) =2 dlan > 6.

W przypadku kiedy k = 3 lemat 69 implikuje, ze lir(C3,,5,) = 2 (dla
t = 3) dla kazdej pary nieujemnych liczb catkowitych p oraz ¢ takich, ze
p+ q > 2. Kazda liczba catkowita n > 12 moze by¢ wyrazona w formie
n = 4p + 5q dla odpowiednich liczb catkowitych p oraz ¢q. Co wiecej, tatwo
sprawdzié¢, ze rowniez kazda liczba n € {8,9,10} moze by¢ wyrazona w tej
samej formie. Dla n = 11 rozklad grafu C%, jest bezposérednio przedstawiony
na rysunku 4.6, co konczy dowod twierdzenia w przypadku gdy k = 3.

Stad w dalszej czesci zaktadamy, ze k > 4. W tym przypadku mozemy
uzy¢ lematu 70 jako uzupetnienia lematu 69.
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Rysunek 4.6: Lokalnie nieregularne kolorowanie C?, .

Niech t bedzie liczba calkowita, &k < t < SkaS. Jesli t jest parzyste, to t
spetniat < %2 lubt > %=1, Jedli ¢ jest nieparzyste, to ¢ spetnia t < 222 lub
t > 4k 2 Jednakze jesli t Jest nieparzyste, to oczywiscie t # 4k 2 (poniewaz
3t Jest nieparzyste oraz 4k —2 jest parzyste). Stad t > & 1mp11kuJe t> 4k 1
w przypadku gdy ¢ jest nieparzyste. Z tych prostych obserwacp lematu 69
i lematu 70 wynika, Ze lit(Cp(41)+qt+2)) = 2 dla kazdych nieujemnych liczb
catkowitych ¢, p oraz q takich, ze k <t < ﬁ oraz p+q = 2.

Stad w dalszej czesci skupimy sie na pokazamu ze kazda liczba catkowita

> 2k + 2 moze by¢ zapisana w formie n = p(t + 1) + ¢(t + 2) dla pew-
nych nieujemnych liczb catkowitych p oraz q, gdzie p + ¢ > 2 i pewnego t
spetiajacego k < t < 82,

Niech I(r,t) = {p(t+ 1)+ q(t +2): p+ q =r}. Zauwazmy, ze p(t + 1) +
q(t+2) oraz (p—1)(t+ 1)+ (¢+1)(t +2) sa kolejnymi liczbami catkowitymi.
Zatem I(r,t) jest przedziatem liczb catkowitych dla kazdego r oraz t.

8k 5

Co wiecej r(t+2) € I(r,t)NI(r,t+1) i zatem U I(r,t) jest przedziatem

liczb caltkowitych dla ustalonego r. Aby udowodnlc tw1erdzenle pokazemy, ze
Sk 5

dla kazdego k > 4 zbior U(k) = U U I(r,t) zawiera wszystkie liczby
r>2 t=k
catkowite wigksze lub réwne 2k + 2.

Widzimy, ze min I(2, k) = 2(k + 1), a stad 2k + 2 € U(k). Korzystajac

8k—5

z faktu, ze L5J I(r,t) jest przedzialem liczb catkowitych dla ustalonego r
t=Fk

otrzymujemy, ze U (k) nie zawiera wszystkich liczb catkowitych wiekszych lub

rownych 2k + 2 tylko w przypadku gdy istnieje liczba catkowita pomiedzy

maksimum z I(r, %2 ) i minimum z I(r + 1, k). Réwnowaznie, jesli
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8k —5
)

1+ max I(r, { J) >minl(r+1,k), (4.2)
to I(r,[%2]) U I(r + 1,k) jest przedziatem liczb catkowitych. Mamy, ze
1+max I(r, [#22]) > 14 r#=2 oraz min I(r + 1, k) = (r + 1)(k + 1). Stad,
jesli

8kr — 9r > brk + 5r + 5k, (4.3)
to (4.2) zachodzi. Co wiecej, (4.3) jest rownowazne z nieréwnoscia
r(3k — 4) — 5k > 0,

ktora jest prawdziwa dla kazdego r > 3, kazdego k > 4, dlar = 2 oraz k > 8.
W zwiazku z tym, dla k > 8 zbiér U(k) zawiera wszystkie liczby catkowite
wicksze lub réowne 2k + 2 1 dla k € {4,5,6,7} U(k) zawiera wszystkie liczby
catkowite wieksze lub rowne 2k + 2 z mozliwym wyjatkiem w postaci liczb
catkowitych lezacych pomiedzy max I(2, %5 ) a min I(3, k).

Dla k = 4 mamy max (2, [¥.2|) = 2. (5+ 2) = 14 oraz min (3, k) =
3-(4+1) = 15, stad U(4) zawiera wszystkie liczby calkowite wigksze lub réwne
od 10. Dla k = 5 mamy max [ (2, [¥-2]) = 2. (7+2) = 18 oraz min (3, k) =
3-(5+1) = 18, stad U(b) zawiera wszystkie liczby catkowite wigksze lub
réwne od 12. Dla k = 6 mamy max (2, [%5]) = 2. (8 +2) = 20 oraz
min/(3,k) =3-(6+ 1) = 21, stad U(6) zawiera wszystkie liczby calkowite
wieksze lub réwne od 14. Dla k = 7 mamy max I (2, [#2]) =2 (10 + 2) =
24 oraz min [ (3,k) = 3- (74 1) = 24, stad U(7) zawiera wszystkie liczby
catkowite wieksze lub réwne od 16. To konczy dowod twierdzenia. O]

Zauwazmy, ze ograniczenie na n w twierdzeniu 71 jest ostre, poniewaz
Ck dla n < 2k + 2 jest grafem pelnym i nie istnieje lokalnie nieregularne
kolorowanie dwoma kolorami zadnego grafu pelnego o rzedzie co najmniej
cztery [9].

4.3.2 Dowdd lematu 68

W catym dowodzie tego lematu zaktadamy, ze A(t, k) jest ustalony. Niech
B(t, k) bedzie uporzadkowanym ,grafem” o wierzchotkach by, ..., b, 1o, ktéry
jest uzyskany z A(t, k) przez dodanie nowego wierzchotka a;,5 o stopniu zero
po przeetykietowaniu wierzchotkéw w taki sposéb, ze b; = a; dlai € [0,t— ],
bi_er1 = o oraz by = a; dlai € [t — ¢+ 1,¢t + 1]. Z wlasnosci (al)
— (a6) ,grafu” A(t, k) i konstrukcji B(t, k) wynikaja nastepujace wtasnosci
(b1)—(b5) uporzadkowanego ,grafu” B(t,k):
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(b1) dpk)(bo) + dpr) (bira) > ¢+ 1.
(b2) {dpr(be): i € [1,¢+1]} = [0,¢].

(b3) bg oraz by o nie sa incydentne z zadng pot-krawedzia i kazdy inny wierz-
chotek jest incydentny z co najwyzej jedng poét-krawedzia.

(b4) {bi:i e [L,AU[t—LC+2,t+1]} jest zbiorem wszystkich wierzchotkéw
B(t, k) incydentnych z pét-krawedziami.

(b5) Jesli bib; € E(B(t,k)), to |i — j| <k

Zauwazmy, ze wlasnosé (b5) wynika bezposrednio z wtasnosci (ab), (a6)
oraz faktu, ze nowy wierzchotek o stopniu zero zostal dodany tuz przed ostat-
nimi ¢ + 1 wierzchotkami.

Teraz rozwazmy p kopii A(t,k), oznaczonych przez Ai,...,A,, oraz ¢
kopii B(t, k), oznaczonych przez Bi,...,B,. Przez a} bedziemy oznaczaé
wierzchotek a; z kopii A; oraz przez b{ bedziemy oznacza¢ wierzchotek b;
z kopii B;.

Jesli p = 0, to niech G bedzie grafem uzyskanym z By, . .., By przez utoz-
samienie biﬁ z b} i zamiane pot-krawedzi incydentnych z bl 042 bl

oraz bt ... 0" na krawedzie b]_,, b7, dla kazdego j € Z, i kazdego

€ [1,4].

Jesli ¢ = 0, to niech G bedzie grafem uzyskanym z Ah",' A, przez
utozsamienie aj 4, z a{f 1 zamiane pol krawedzi incydentnych z aj_,., ..., af
oraz ai*' ... a)"" na krawedzie a]_,,;al"", dla kazdego j € Z, i kazdego
ie[1,4.

Jesli p # 0 oraz g # 0, to niech G bedzie grafem, ktory jest uzyskany z
Al,...,Ap,Bl,...,Bq Po:

e utozsamieniu a; 117z a6+ 1 zarmame pot-krawedzi incydentnych z at o4
oraz a] " na krawedz a]_,.,al"" dlakazdego i € [1,4] oraz j € [1,p—1],

e utozsamieniu a},; z bO i zamianie pot-krawedzi incydentnych z aj_,,,
oraz b} na krawedz a}_,. b} dla kazdego i € [1, /],

e utozsamieniu bz 42 zZ b] 1 zamianie pol krawedzi incydentnych z
bl 1oy oraz b1 na krawedz b, ,_,, b1t dla kazdego i € [1,/] oraz

jellqg—1],

2

° utonamieniu bl oz abi zamianie pot-krawedzi incydentnych z b7, _,.,
oraz a; na krawedz by, ,_,.,a; dla kazdego i € [1,/].
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Niech uporzadkowanie wierzchotkéw G bedzie dane za pomocy listy
_ 1 1 2 2 Pl 1 g2 2 q
L=ay,...;0; 1,07, .,85, Q1,015 000,07, ... b 9, ..., Dya.

Oczywiscie G ma p(t + 1) + ¢(t + 2) wierzcholtkéw.

Niech C bedzie cyklem o dtugosci p(t+1) +q(t+2) z V(C) = V(G) oraz
wv € E(C) ilekro¢ u oraz v sa kolejnymi wierzchotkami w uporzadkowaniu
V(G) lub u oraz v sa odpowiednio pierwszym i ostatnim wierzchotkiem w tym
uporzadkowaniu. Chcemy pokazaé, ze G jest podgrafem C* i obydwa grafy G
oraz C* — G sg lokalnie nieregularne. Zauwazmy, ze aby to pokazaé wystarczy
wykazaé, ze dwa sasiednie wierzchotki w G sg w odlegtosci co najwyzej k w C'
(stad G jest podgrafem C*), jak réwniez, ze dwa wierzchotki G o tych samych
stopniach sa w odlegtosci co najmniej k + 1 w C. Aby oznaczy¢ odlegtosé
dwéch wierzchotkéw u oraz v w C' bedziemy uzywaé notacji diste(u, v).

Najpierw pokazemy, ze uv € FE(G) implikuje disto(u,v) < k. To jest
oczywiscie prawda, jesli obydwa wierzchotki u oraz v sa wierzchotkami tej
samej kopii A(t, k) lub B(t, k), zobacz (a5), (a6) oraz (b5). Co wiegcej, jesli
krawedz taczaca dwa wierzchotki z roznych kopii A(t, k) i/lub B(t, k) jest
dodana w procesie tworzenia GG, to taka krawedz zamienia dwie pot-krawedzie
incydentne z wierzchotkami, ktérych odlegto$é w C' jest co najwyzej £ (jest to
tatwo widoczne z konstrukeji G dzieki indeksom wierzchotkéw). Z faktu, ze

¢ 8k—5

< bJ oraz t < > otrzymujemy, ze odlegtos¢ dwoch takich wierzchotkow

w C' jest co najwyzej k. Stad G jest podgrafem C*.

Teraz, niech u oraz v beda dwoma wierzchotkami G takimi, ze dg(u) =
dg(v). Nastepujaca obserwacja implikuje fakt, ze diste(u,v) > k + 1: jesli
q = 0, to oczywiscie u = al' oraz v = a’* dla pewnego i € [1,t 4 1] oraz
J1,J2 € Ly, J1 # Jo. Z faktu, ze kazdy ,graf” A; ma dokladnie t + 1 wierz-
chotkéw otrzymujemy, ze disto(u, v) > t+1. Jedli g # 0, to diste(u, v) > t+1,
poniewaz istnieje potencjalnie wiecej wierzchotkéw (mianowicie tych o stop-
niu zero w (), ktére znajduja sie na najkrétszej sciezce pomiedzy u oraz v
w C, w porownaniu do przypadku, gdy g = 0. Jest oczywiste z konstrukcji
B(t, k) oraz G, ze jedynymi wierzchotkami stopnia zero w G sa wierzchotki
bl_, dlakazdego j € [1, ¢]. Stad, jedli dg(u) = dg(v) = 0, to diste(u, v) > t42.

Zatem, w kazdym przypadku, distc(u,v) > t+1 > k+ 1, gdy de(u) =
dg(v). To koficzy dowdd, ze G oraz C* — G sa lokalnie nieregularnymi pod-
grafami C*. Aby uzyska¢ lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolorami
C* wystarczy pokolorowaé¢ G na niebiesko i C* — G na czerwono.

4.3.3 Dowdd lematu 69

Pokazemy, ze istnieje ,graf” A(t, k) o wierzchotkach ay, ..., a;y1 spelnia-
jacy wlasnosci (al) — (a6). Wowczas rezultat wynika z lematu 68.
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Niech H; bedzie niespéjnym grafem antyregularnym rzedu
t. Niech M; bedzie multizbiorem stopni wierzchotkéw H;, czyli
M, = {0,1,..., L%J , L%J ...t — 2}, Niech L bedzie lista wszyst-
kich t elementéow M,;, w ktorej liczby nieparzyste sa na poczatku w
niemalejacym porzadku, a dalej sg liczby parzyste w nierosnacym porzadku.
Oznaczmy przez [; i-ty element L, gdzie i € [1,|L|].

Fakt 72. Jeslil; +1; >t —1, to |i — j| < k.

Dowdd. Rozwazmy zbior S = {0, ..., t—2} iliste L* wszystkich elementow S,
w ktorej liczby nieparzyste sa na poczatku w rosnacym porzadku, a nastepnie
sg liczby parzyste w malejacym porzadku. Oczywiscie L* jest podlistg L.
Oznaczmy przez [ i-ty element L*. Zauwazmy, ze aby udowodni¢ Fakt 72
wystarczy pokaza¢, ze [f + 1[5 >t — 1 implikuje |i — j| < k — 1, poniewaz jest
co najwyzej jeden dodatkowy element pomiedzy dwoma elementami L* w L
(a mianowicie drugie wystapienie L%J ).

Zauwazmy, ze jesli [ = IF (mod 2) dla pewnych 7, j € {0,...,t — 2}, to
i—j| < L—1. Jedli ¢ jest parzyste, to mamy £ —1 < 2k—2 <k—1dlak > 2.
Jesli z drugiej strony ¢ jest nieparzyste, to mamy % —1< %k — % <k-—1dla
k > 2. Stad w obu przypadkach uzyskujemy |i — j| < k — 1.

Teraz niech ¢ bedzie dane tak, ze [} jest nieparzyste. Obliczamy maksy-
malne j takie, ze [7 + 1[5 > t — 1. Z faktu, ze [[ = 2i — 1 mamy [} > ¢ — 2u.
Przypadek gdy [7 jest nieparzyste jest rozwigzany w poprzednim akapicie,
stad zalézmy, ze [5 jest parzyste. Z faktu, ze [} jest (¢ — j)-ta najmniejsza
parzysta liczba catkowita otrzymujemy 2(t — j — 1) = I7 > ¢ — 2i i stad
j—i<SE<k-1 O

Fakt 73. Istniejq listy Ly, Lo oraz Lz takie, zZe lista L jest ich konkatena-

cja, czyli L = LyLoLs, takq, Ze |Li| + |L3| = [ﬂ i kazdy element zbioru

{0,..., {%J} jest obecny w liscie Ly lub Ly. Co wiecej, jesli t = 0 (mod 4)
lubt =3 (mod 4), to |Li| + |La| < k oraz |La| + |Ls| < k—1, i jedlit = 1
(mod 4) lubt =2 (mod 4), to |L1| + |Le| < k —1 oraz |Ls| + |L3| < k.

Dowéd. Niech t = 4x + y dla pewnych nieujemnych liczb catkowitych x
oraz y, gdzie y < 3. Niech L; bedzie lista pierwszych z elementow L, jesli
y € {0, 1,2}, i lista pierwszych x+1 elementéw L jesli y = 3. Niech L3 bedzie
lista ostatnich x elementow L, jesli y = 0, i lista ostatnich x 4+ 1 elementéw
L jesli y € {1,2,3}. Niech Ly bedzie podlista L taka, ze L = LyLsL3. Dla
przegladu dlugosci podlist zobacz tabele 4.1.

Teraz pokazemy, ze kazdy element zbioru {0, .. ., {%J} jest obecny na li-
Scie Ly lub L3. Nalezy rozrozni¢ cztery przypadki w zaleznosci od wartosci y.
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Dla kazdego z tych przypadkow prosta obserwacja jest potrzebna. Stad przed-
stawimy ja w przypadku gdy y = 0, czyli t = 4z, dla pozostatych przypadkow
mozna dokonaé¢ podobnych obserwacji, wiec pozostawimy je dla czytelnika.
Przypusémy, ze t = 4x. Wowcezas L, sktada sie z x najmniejszych nieparzy-
stych liczb catkowitych z M; uporzadkowanych niemalejaco. Z faktu, ze ele-
mentem {%J, ktéry jest dwa razy w M, jest 2e—1 mamy Ly = 1,..., (2z—1).
Podobnie, lista L3 sktada si¢ z z najmniejszych parzystych liczb catkowitych
z M, uporzadkowanych nierosnaco. Stad Lz = (2x — 2),...,0. Oczywiscie
kazda liczba catkowita z przedziatu [0, {%J] jest na liscie Ly lub Ls.
2

Zauwazmy, ze w tabeli 4.1 zostaly przedstawione rowniez wartosci k oraz
k — 1. Te wartosci wynikaja z (4.1) i faktu, ze k oraz k — 1 sa liczbami
catkowitymi. W przypadku gdy t jest parzyste otrzymujemy z (4.1), iz k >
#. W przypadku gdy ¢ = 4z mamy k > 3z + % i, poniewaz k jest liczba
catkowitg, to k > 3x + 1. Dla t = 4o + 2 mamy k > 3x + 2. W przypadku
gdy t jest nieparzyste, to otrzymujemy z (4.1), ze k > %. Jeslit =4x + 1,
to otrzymujemy k£ > 3x +% i, poniewaz k jest liczbag catkowita to & > 3x + 2.
Jesli t = 4x + 3, to mamy k > 3z + 3.

Z tabeli 4.1 tatwo widaé, ze jesli t = 0 (mod 4) lub t = 3 (mod 4), to
|L1| + |Lo| < k oraz |Lo| + |Ls| < k—1,ajeslit =1 (mod 4) lub t = 2
(mod 4), to |Ly| + |La| < k — 1 oraz |Ls| + |Ls| < k.

Fakt, ze |Li|+ |Ls| = FW mozna tatwo sprawdzi¢ korzystajac z tabeli 4.1.

t [La| | |Lo| | |Ls| k k=1 | [(t-1)/2]

4x x 2x T >3x+1 > 3x 20 — 1
dor +1 T 2x r+1 | 23x+2|>23xr+1 2x
4xr + 2 T 20+ 1 |x+1 | 23x+2 | >23x+1 2x
dr+3|x+1|224+1 | x+1 | 23x+3 | >23x+2 2x +1

Tabela 4.1: Wartosci rozwazane w dowodzie faktu 73.

]

W dalszej czesci, niech L = Ly Ly L3, gdzie Ly, Lo oraz Lz sa podlistami L
o whasnosciach podanych w fakcie 73. Zauwazmy, ze skoro |L|+|Ls| = [ﬂ , to

t—1

mamy |Ls| = EJ Co wiecej, poniewaz kazdy element |0, {TJ] jest na lidcie

L lub L3, to otrzymujemy, ze lista Lo sktada sie z elementéw [{%J ,t—2].
Teraz pokazemy konstrukcje A(t, k). Rozrézniamy dwa przypadki.
Przypadek 1. Przypusémy, ze t =0 (mod 4) lub ¢ = 3 (mod 4). W tym

przypadku zgodnie z faktem 73,
|L1| + |L2| < k oraz |L2| + |L3| < k—1. (44)
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Oznaczmy przez ay,...,a, wierzchotki Hy; w taki sposob, ze dg,(a;) = ;.
Niech A(t, k) bedzie uporzadkowanym grafem uzyskanym z H; przez do-
danie nowych wierzchotkow ay oraz a;y1, krawedzi aga; dla kazdego i €
[1,|Ly| + |L2|] oraz krawedzi aja;qq dla kazdego j € [|L1] + 1,|L]]. Oczy-
wiscie, da) (a0) + dary(are1) = Lo+ 2|Lo| + |Ls| = [§] + 2[4 >t +1.
Stad (al) jest spetniony.

Jes’h 1 < 7 < ’Ll‘ lub |L1’+|L2’+1 < 7 < |L|, to dA(th)(CLi) = dHt(CLZ)—i‘l =
l; + 1. Skoro lista L L3 sktada sie z elementéw [0, {% |, to otrzymujemy

{daww(@i): i € [LILJU L] + [ Lol + LN} = [1,.. ., [ 52 +1]. (45)

Dla i € HL1’ —+ 1, |L1‘ —+ |L2H mamy dA(t,k)(ai) = dHt(O,Z') +2 = ll + 2. Skoro
lista Lo sklada sie z elementéw [{%J ,t — 2], to mamy

{dA(t,k)(ai)3 i € [|Ly| + 1, |Ly| + |L2|]} = [{%J +2,1]. (4.6)

Z (4.5) oraz (4.6) mamy, ze warunek (a2) jest spetniony.

Skoro A(t, k) w naszym przypadku nie ma pét-krawedzi, to (a3) oraz (a4)
sq spetnione i £ = 0. Warunki (a5) oraz (a6) sa spetione z powodu faktu 72
oraz (4.4).

Stad A(t, k) spelnia warunki (al)-(a6) oraz z lematu 68 mamy, ze
lir(C’;f(t F)tqtt +2)) = 2 dla kazdych nieujemnych liczb catkowitych p oraz ¢
takich, ze p +q > 2.

Przypadek 2. Przypusémy, ze t =1 (mod 4) lub t = 2 (mod 4). Wow-
czas

|Li| + |Lo| < k—1 oraz |Lo|+|Ls| < k. (4.7)

Oznaczmy przez ay, ..., a; wierzchotki H, w taki sposob, ze dy, (a;) = l;—i11-
Niech A(t, k) bedzie uporzadkowanym grafem uzyskanym z H; przez do-
danie nowych wierzchotkow ay oraz a;yi, krawedzi aga; dla kazdego i €
[1,|Ls| + |Ls|] oraz krawedzi aja;+q dla kazdego j € [|Ls| + 1,|L]|]. Oczy-
wiscie da(ao) + dawm (aee1) = |Ls| + 2| La| + [La| = [5] +2|5] > £+ 1.
Stad warunek (al) jest spetniony.

Korzystajac z faktow, ze t = |L| oraz kazdy element |1, {%J] jest obecny
na liscie Ly lub L3 otrzymujemy

{daay(ai): i € [1,|Ls[] U [|Lo] + | Ls| + 1, |Z]]}

= {du, (@) + 110 € [1,|Ls[] U [| L] + |Ls| + 1, |Z]]}
= {l;+1: j € [, |Laf] U [|La| + |La| + 1, L]}
=[5 + 1)

(4.8)
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i podobnie

{dagm(ai): i € [|Ls] + 1, Lo| + | Ls|]}
= {dHt(az) +2:7 € HLg‘ + 1, |L2| + |L3|]}
= {li—is1 + 204 € [|L3| + 1, La| + |Ls]]}

= (|53 + 2.1

Z (4.8) oraz (4.9) wiemy, ze warunek (a2) jest spetniony.

Skoro A(t, k) w tym przypadku niema pot-krawedzi, to (a3) oraz (ad) sa
spetnione i £ = 0. Warunki (ab) oraz (a6) sa spetnione z powodu faktu 72
i(4.7).

Stad, A(t,k) spelnia warunki (al)—(a6) oraz z lematu 68 mamy, ze
lir(C’ (1) +lt +2)) = 2 dla kazdych nieujemnych liczb catkowitych p oraz g
taklch ep+q>

4.3.4 Dowdd lematu 70

Niech H; bedzie niespojnym antyregularnym grafem rzedu t oraz
niech M; bedzie multizbiorem stopni wierzchotkow H;, czyli M, =
{0,1,..., {%J , {%J ,...,t —2}. Ponadto, niech

si=t+ |5 -2k +1,

weh=[]
83:2]6'—1— s
8421%'—1—"%-‘.

Zauwazmy, ze S1 jest nieujemna, a So, s3 oraz s4 sg dodatnimi liczbami cal-
kowitymi, poniewaz 4’“3—_1 <t < 8k5_ 2 Stad, s4 — 1 jest nieujemna i moze
reprezentowaé dtugosé listy w dalszej czesci dowodu.

Niech lista L i jej podlisty Ly, Lo, L3, L4 oraz Ls beda zdefiniowane w

nastepujacy sposob:

o e e [ Y

L1 Lo Ls
L%J—SQ,...,L%J—82—(84—2),0,{%J_32_(34_1)7""1‘

Ly Ls
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Stad L = L1LoL3L40L5, Ly L3 jest lista wszystkich liczb catkowitych z prze-
dzialu M%J ,t — 2] wymienionych w porzadku rosnacym i LoL4Lj jest lista
wszystkich liczb catkowitych z przedziatu [1, {%J] wymienionych w porzad-
ku malejacym. Co wigcej, [L1| = |Ls| = s1, [Lao| = 2, |Ls| = s3, [Ls| = s4—1
oraz |L| = 2s; + $o+ 53+ s4 = t.

Przez [; oznaczamy i-ty element listy L dla i € [1,|L]].

Fakt 74. |i —j| < k gdy l; +1; > t —1. Co wiecej, jesli l; ¢ Ls oraz L; € Ls,
toj—1<k—1.

Dowadd. Zauwazmy, ze suma kazdych dwoch elementéw z listy LoLyLs jest
mniejsza niz t — 1. Stad, wystarczy udowodnié¢ fakt w przypadku gdy I; €
LqLs.

Najpierw przypusémy, ze l; € Ls, czyli i € [s1+ 2+ 1, 81+ 2+ s3]. Niech
J €L, L))\ {i}. Oczywiscie, jedli j < i,to|i —j| < s1+s2+s3—1=k—1.
Podobnie, jesli j > i, to |i—j| < |L|—(s1+$2+1) =s1+s3+s4—1 =k —2.
Stad w obu przypadkach |i — j| < k — 1.

Przypusémy zatem, ze l; € Ly, czyli i € [1,s1]. Niech j € [1,|L]] \ {i}

bedzie takie, ze [; +1; > t — 1. Jedli ; > [%L to oczywiscie |i — j| <

51+ 83+ 53 —1=Fk—1. Zatem w dalszej czesci zalozmy, ze [; < {%J
Skoro l; € Ly, to mamy [; = {%J + 1 — 1. Rozwazmy teraz najwicksze

J takie, ze [; < {%J oraz l; +1; > t — 1. OczywiScie, poniewaz LoL,Ls;

t—1

jest lista elementéw z [1, { 5

J] utozonych w porzadku malejacym, to mamy

L=t—1-1, = [%W — i+ 1. Z poczatkowego zalozenia t < &5_5 wynika,

ze suma ostatniego elementu listy L1, {%J + 81 — 1, i pierwszego elementu
listy Ls, {%J — 59— 84+ 1, jest mniejsza niz t — 1. Stad 7 <t —s1 — 1, czyli
lj € Loly.

Zauwazmy, ze po elemencie [; wszystkie nieujemne liczby catkowite mniej-
sze niz [; znajdujg si¢ na liscie L, ponadto mogg, ale nie muszg, by¢ liczby
catkowite wigksze od [;, mianowicie jesli [; € L. W kazdym przypadku dla
jmamy j <t—1I; = {%J + 14, a w konsekwencji |i — j| = j —i < {%J < k.
To konczy dowdd faktu.

Teraz rozwazmy uporzadkowanie wierzchotkow aq, .. ., a; grafu H, zadane
przez liste jego stopni L. Dwa wierzchotki H; sa sasiednie jesli suma ich
stopni jest co najmniej ¢t — 1. Niech A(t, k) bedzie uporzadkowanym ,grafem”
uzyskanym z H; przez:

e dodanie wierzchotkéw ag oraz a1,

132



e dodanie krawedzi apa; dla kazdego i € [1,s1 + s + s3],
e dodanie krawedzi a;a,,; dla kazdego i € [s1 + s2 + 1, 51 + S2 + S3 + s4],

e dodanie pét-krawedzi incydentnych z a; dla kazdego i € [1,s1] U [s1 +
Sy + 83+ 84+ 1,].

Twierdzimy, ze A(t, k) spelnia warunki (al)—(a6).

Oczywiscie, dar)(ao) + dar) (1) = (514 52+ 83) + (53 +54) >t + 1,
a wiec (al) zachodzi.

Zauwazmy, 7e (s, is,+ss+s, jest wierzchotkiem stopnia zero w Hy, a za-
tem jest wierzchotkiem stopnia jeden w A(t, k), poniewaz zadna pot-krawedz
i tylko jedna krawedz, a mianowicie ag 4s,+s5+s,@+1, jest incydentna z
sy tsptsatss WAL K).

Niech L' bedzie lista stopni wierzchotkow A(t, k) w kolejnosci zadanej
przez uporzadkowanie wierzchotkéw A(t, k). Co wigcej, niech Ly, LY, L}, Lk,
L), Lt oraz Lg beda podlistami L' o dlugosciach odpowiednio 1, s1, $2, s3,
sq4 — 1, 81 oraz 1 takimi, ze

L' = Lyl Ly Ly L) LL L.
Aby pokazaé, ze warunek (a2) zachodzi dla A(t, k), to wystarczy pokazaé, ze
LYLy LS LY LE sktada sie ze wszystkich liczb catkowitych z przedziatu [1,].
Oczywiscie |LyLLLL L 1LL| = |L| = t. Oznaczamy przez [, i-ty element listy
L'. 7Z konstrukcji A(t, k) wynika nastepujaca obserwacja:
I =

(2

{zi +2 jeslii € [1,8]U[sy+ 89+ 1,51 + 55 + s3], (4.10)

l; +1 w przeciwnym przypadku.

Korzystajac z (4.10) oraz faktu, ze L;Ls3 sktada sie ze wszystkich elemen-
tow [{%J ,t — 2] otrzymujemy, ze L)L} sklada sie¢ ze wszystkich elemen-
toéw M%J + 2,t]. Podobnie L,L)LL sktada sie ze wszystkich elementéw

2, L%J + 1], a w konsekwencji L} L5 L5 L) 1L% sktada sie ze wszystkich ele-
mentéw [1,t]. Skoro |L'| = t, kazdy element [1,t] wystepuje dokladnie raz na
liscie L', to zatem (a2) zachodzi dla A(t, k).

Jest jasne z definicji A(t, k), ze warunek (a3) zachodzi. Co wiecej warunek
(ad) zachodzi, poniewaz pél-krawedzie sa incydentne tylko z wierzchotkami
ze zbioru {a;: i € [1,51]U[s1+sa+s3+s4+ 1, t]}, it —(s1+ 52+ 53+ 84) =
s1< 5t —2k+ 1< < [E] dlat < %52

Z faktu 74 i faktu, ze jesli apa; oraz ajary, sa krawedziami A(t, k), to
1< S1+ S+ S3=koraz j > s;+ So+ 1 =1t —k+ 2 wynika, ze zachodza
warunki (ab) oraz (a6). Zatem A(t, k) spelnia wszystkie warunki (al)—(a6).
Nastepnie rezultat wynika bezposrednio z lematu 68.
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4.4 Dalsze uwagi

Hipoteza o lokalnej nieregularnosci graféw moéwi, ze lokalnie nieregular-
ny indeks chromatyczny dowolnego grafu spdjnego jest co najwyzej trzy z
wyjatkiem graféw z rodziny ¥, ktére nie maja lokalnie nieregularnego kolo-
rowania i pojedynczego kaktusa, ktory ma lokalnie nieregularne kolorowanie
czterema kolorami, ale nie ma takiego kolorowania za pomoca mniejszej licz-
by koloréw. Zainspirowani rezultatami dotyczgcymi réznych klas grafow, dla
ktorych zostata wyznaczona doktadna wartosé lokalnie nieregularnego indek-
su chromatycznego i standardowa hipoteza (2,2) sformutowaliémy problem
wyznaczania Dy, (G) (zobacz problem 53). Ten nowy parametr jest w pew-
nym sensie miarg ,jak daleko sa grafy od posiadania lokalnie nieregularnego
kolorowania dwoma kolorami”. W naszym problemie 53 zapytaliémy jaka jest
minimalna liczba krawedzi jaka musimy podwoié¢, aby otrzymany multigraf
miat lokalnie nieregularne kolorowanie dwoma kolorami, bez multikrawedzi
w obu kolorach. Taka definicja sprawia, ze ten nowy problem jest blisko zwia-
zany ze standardowa hipoteza (2, 2).

Jednakze, gdy rozwazamy lokalnie nieregularne kolorowania multigrafow
wydaje sie do$¢ naturalnym pomija¢ warunek zabraniajagcy multikrawedzi w
obu kolorach, jak to czyniliSmy w rozdziale 2. Takie podejscie prowadzi do
sformutowania problemu 54. Wowczas mozemy pokolorowaé¢ multikrawedz
jednym lub dwoma kolorami. Stad Dy, (G) < Dy (G) i jak w przypadku
Dy, (G) parametr D}, (G) > 1 gdy lir(G) > 2 lub G nie ma lokalnie nieregu-
larnego kolorowania. Zauwazmy, ze w sformutowaniu problemu 53, oprocz K,
rowniez K3 musial zosta¢ wykluczony, poniewaz nie jest mozliwe podwoje-
nie pewnych krawedzi K3 i znalezienie lokalnie nieregulowanego kolorowania
dwoma kolorami otrzymanego multigrafu, w ktorym multikrawedzie maja
ten sam kolor. Jednakze w przypadku problemu 54 taki wyjatek dla K3 nie
jest potrzebny, zobacz rysunek 4.7. Co wiecej, jesli hipoteza o lokalnej niere-

Rysunek 4.7: D}, (K3) = 1.

gularnoéci 2-multigraféow jest prawdziwa to problem 54 ma rozwiazanie dla
kazdego grafu sp6jnego oprocz K.

Jesli Dy, (G) = 1 to mamy, ze D}, (G) = 1. Podobnie, jedli lir(G) < 2
to Dy (G) = 0. Stad problem 54 jest w pelni rozwiazany (lub D} (G) jest
ograniczony z gory przez jeden) dla kazdego grafu, dla ktérego pokazalismy,
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ze ma lokalnie nieregularny indeks chromatyczny co najwyzej dwa, wickszosci
graféow pehlych, $ciezek, pewnych cykli, drzew i grafow rozdzielnych, ktore
nie sa grafami petlnymi. Reszta klas graféw pozostaje wciaz otwarta.

W szczegdlnosci dla graféw pelnych istnieje jedynie pie¢ otwartych przy-
padkow, stad prawdopodobnie rozwigzanie dla nich mozna uzyskaé¢ stosujac
podobna metode (wykorzystujac program komputerowy), jak to miato miej-
sce aby pokazaé, ze Dy, (K,) > 2 dlan € {6,...,10}.

Zauwazmy réwniez, ze dowod wniosku 62 pozostatby prawie niezmieniony
w przypadku D}, (G), poniewaz podwojona krawedz jest potrzebna na rozwa-
zanych wiszacych trojkatach w grafach z rodziny € niezaleznie od tego, ktora
z wersji problemu rozwazamy. Daje to nam réwniez poglad na zapewnienie
ograniczenia Dy, (G) dla grafu G € T* podobnego do twierdzenia 60.
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Rozdziatl 5

Lokalna nieregularnosé
digrafow

Wizystkie wyniki tego rozdziatu pochodzg z pracy [I. Grzelec, A. Onder-
ko, M. Wozniak, Weak and strong local irreqularity of digraphs, arXiv [33]].

W tym rozdziale rozwazymy analogie poje¢ lokalnej nieregularnosci gra-
fow i rozkltadéw na podgrafy lokalnie nieregularne dla digraféw. Zaczniemy
od przedstawienia podstawowych definicji zwigzanych z digrafami.

Digrafem (grafem skierowanym) nazywamy pare D = (V| E), gdzie V
jest niepustym zbiorem skoriczonym, a F jest zbiorem uporzadkowanych par
(u,v) € V x V, ktory jest podzbiorem iloczynu kartezjanskiego V' x V. Ele-
menty zbioru V nazywamy wierzchotkami, a elementy zbioru E tukami. Cze-
sto dla podkreslenia jaki digraf opisujemy, bedziemy uzywaé oznaczenia V(D)
oraz E(D) odpowiednio dla zbior6w wierzchotkéw i tukéw digrafu D. Zauwa-
zymy, ze w digrafie D pomiedzy dwoma wierzchotkami v, v mozemy mie¢ dwa
tuki w przeciwnych kierunkach, czyli uv (fuk wychodzqcy z wierzchotka w)
oraz vu (tuk wchodzgcy do wierzcholka w). Przez orientacje grafu G rozu-
miemy rozumiemy digraf D uzyskany z G przez nadanie kazdej krawedzi
uwv € E(G) jednej z dwoch mozliwych orientacji czyli wv lub vu. Taki digraf
D bywa tez nazywany grafem zorientowanym. W digrafie D dla dowolnego
wierzchotka v € V(D) bedziemy oznaczaé przez dt(v) stopien wychodzqcy,
czyli liczbe wychodzacych tukéw z v, a przez d—(v) stopien wchodzacy, czyli
liczbe wchodzacych tukéow do wierzchotka v.

Problem lokalnej nieregularnosci graféw i rozktadu grafu na podgrafy lo-
kalnie nieregularne zostat doktadnie oméwiony w rozdziale 1, dlatego od razu
przejdziemy do analogii dla digrafow. Istnieje kilka sposobéw na uogdlnienie
koncepcji lokalnie nieregularnych rozktadéw w odniesieniu do grafow zorien-
towanych i digrafow.

Na poczatku wprowadzimy notacje, ktorej bedziemy uzywacé aby rozréz-
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ni¢ dotychczas rozwazane koncepcje lokalnej nieregularnosci dla digraféw. Dla
a,b € {+,—} méwimy, ze digraf D jest (a,b)-lokalnie niereqularny, jesli dla
kazdego tuku uv € E(D) mamy d*(u) # d°(v). Na przyktad dla a = + oraz
b = — méwimy, ze digraf D jest (+, —)-lokalnie nieregularny, jesli stopien
wychodzacy wierzchotka wu jest rézny od stopnia wchodzacego wierzchotka v
dla kazdego tuku uv w D. Definicja (a, b)-lokalnie nieregularnego digrafu, dla
a,b € {+,—}, pozwala nam w naturalny sposéb zdefiniowaé (a,b)-lokalnie
niereqularne kolorowanie jako kolorowanie tukéw, w ktorym kazdy kolor in-
dukuje (a,b)-lokalnie nieregularny digraf. Przez (a,b)-lokalnie niereqularny
indeks chromatyczny digrafu D, oznaczany przez lir(“’b)(D), rozumiemy mi-
nimalna liczbe koloréw w (a, b)-lokalnie nieregularnym kolorowaniu D.

Latwo zauwazy¢, ze (—,—)-lokalnie nieregularne kolorowanie i (+,4)-
lokalnie nieregularne kolorowanie digrafu D sg analogicznymi pojeciami, po-
niewaz (—, —)-lokalnie nieregularny rozktad D daje nam (4, +)-lokalnie nie-
regularny rozktad digrafu uzyskanego z D przez odwrdcenie orientacji kazde-
go tuku, i odwrotnie. Stad wszystkie wspomniane wyniki dotyczace (4, +)-
lokalnie nieregularnego kolorowania moga by¢ réwniez postrzegane jako wy-
niki dotyczace (—, —)-lokalnie nieregularnego kolorowania.

(4, +)-lokalnie nieregularne kolorowanie digraféw zostalo zainspirowane
przez kolorowanie tukéw rozrézniajace sgsiednie wierzchotki sumami wpro-
wadzone przez Baudona, Bensmaila i Sopene w [6]. Méwimy, ze kolorowanie
tukow jest rozrozniajgce sqsiednie wierzcholki sumamsi, jesli kazde dwa sa-
siednie wierzchotki majg rézne sumy koloréw wychodzacych tukéw. Autorzy
w [6] udowodnili, ze kazdy zorientowany graf D ma kolorowanie tukéw roz-
rozniajace sasiednie wierzchotki za pomoca co najwyzej trzech koloréw.

Bensmail i Renault w [20] zaobserwowali, Ze nie ma digraféw, ktore nie sa
(+, +)-lokalnie nieregularnie kolorowalne i postawili nastepujaca hipoteze.

Hipoteza 75 (Bensmail, Renault, [20]). Kazdy zorientowany graf D speinia
lirH(D) < 3.

Ponadto udowodnili, ze zdecydowanie, czy dla danego grafu zorientowa-
nego D zachodzi lir(+’+)(D) < 2 jest problemem NP-zupelym i pokazali,
iz lir™ ™ (D) < 6 dla kazdego zorientowanego grafu D. W [10] ograniczenie
gérne dla lir™ ) (D) zostalo obnizone do pieciu dla dowolnego digrafu D.

Ostatnio (4, —)-lokalnie nieregularne kolorowanie digraféw zostato wpro-
wadzone przez Bensmaila, Filasto, Hocquarda i Marcille w [15]. Inspiracja
tego lokalnie nieregularnego kolorowania digrafow byl rezultat Barme, Ben-
smaila, Przybyly i Wozniak z [4], ktéry méwi, ze kazdy digraf D bez tuku
uv spehiajacego d*(u) = d~(v) = 1 ma kolorowanie tukéw za pomoca ko-
loréw ze zbioru {1,2,3} takie, ze dla kazdego tuku wv w D suma koloréw
wychodzacych tukéw z u jest rézna od sumy koloréw wchodzacych tukow
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do v (rozréznianie wierzchotkéow a la Fuczak). Bensmail, Filasto, Hocquard
i Marcille zaobserwowali, ze tylko digrafy, ktére zawieraja (zorientowana)
Sciezke ze zrédta (wierzchotka, incydentnego jedynie z wychodzacymi tuka-
mi) do ujécia (wierzchotka, incydentnego tylko z wchodzacymi tukami) nie
maja (+, —)-lokalnie nieregularnego kolorowania i postawili nastepujaca hi-
poteze.

Hipoteza 76 (Bensmail, Filasto, Hocquard, Marcille, [15]). Kazdy digraf D
bez Scieiki ze Zrodia do ujscia spetnia lir™7) (D) < 3.

Autorzy udowodnili réwniez ograniczenie gorne przez stalg réwng siedem
dla (4, —)-lokalnie nieregularnego indeksu chromatycznego dowolnego digra-
fu, ktory nie zawiera $ciezki zrodto-ujscie. Dodatkowo poczynili kilka uwag
odno$nie (—, +)-lokalnie nieregularnego kolorowania digraféw.

W tym rozdziale przedstawimy dwie nowe koncepcje lokalnej nieregu-
larnosci digraféw i odpowiednich probleméw kolorowania. Pierwsza z nich
jest oparta na rozréznianiu sgsiadow przez pary ztozone ze stopnia wycho-
dzacego i stopnia wchodzacego. Taki warunek jest ostabieniem warunku, ze
stopnie wychodzace (lub stopnie wchodzace) dwoch sasiednich wierzchotkéw
sa rézne (wystepujacego w definicji (4, +)-lokalnie nieregularnego rozktadu
i kolorowania). W zwiazku z tym uzywamy poje¢ stabe lokalnie nieregularne
kolorowanie, czy staby lokalnie nieregularny rozktad. Stawiamy hipoteze, ze
dwa kolory sa wystarczajace do stabego lokalnie nieregularnego kolorowania
dowolnego digrafu, co sugeruje, ze takie ostabienie (+, 4)-lokalnej nieregular-
nosci skutkuje potrzeba uzycia mniejszej liczby koloréw w ogdlnym przypad-
ku (zobacz hipoteza 3.1 w [10], ktéra méwi, ze lir' ™) (D) < 3 dla kazdego
digrafu D). W podrozdziale 1 poprzemy hipoteze odnosnie stabego lokalnie
nieregularnego indeksu chromatycznego kilkoma nowymi wynikami.

W przypadku drugiego typu lokalnej nieregularnosci, ktéry jest badany
w tym rozdziale, uzywamy zbalansowanych stopni jako czynnika rozréznia-
jacego sasiednie wierzchotki. Zbalansowany stopien wierzchotka x w digra-
fie D, oznaczany przez o(x), jest réznica pomiedzy stopniem wychodzacym
wierzchotka z, a jego stopniem wchodzacym, czyli o(x) = dt(z) — d~(x).
Inspiracja do uzycia zbalansowanych stopni jako czynnika rozrézniajacego
sasiednie wierzchotki byl wynik Borowieckiego, Piléniak i Grytczuka z [24],
ktory mowi, ze kazdy digraf D ma kolorowanie tukéw za pomocs koloréw
ze zbioru {1,2} takie, ze kazde dwa sasiednie wierzchotki w D maja roz-
ne wartosci parametru zdefiniowanego dla kazdego wierzchotka jako suma
koloréw wychodzacych tukéw minus suma koloréw wchodzacych tukow. Za-
uwazmy, ze dla tuku zy warunek o(z) # o(y) jest bardziej restrykcyjny,
niz warunek (d¥(z),d”(z)) # (d*(y),d (y)). Oczywidcie pierwszy z tych
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warunkow implikuje drugi, ale implikacja w odwrotna stron¢ nie jest praw-
dziwa. Jednak nie jest prawda, ze warunek o(z) # o(y) dla kazdego tuku
xy w digrafie D wzmacnia warunek (+,+)-lokalnej nieregularnosci. Zatem
odpowiadajace koncepcje kolorowania, silnie lokalnie nieregularne kolorowa-
nie i (+, +)-lokalnie nieregularne kolorowanie, sa ogdlnie nieporéwnywalne.
Zbadamy silnie lokalnie nieregularne kolorowania w podrozdziale 2, poda-
my hipoteze odnosnie silnie lokalnie nieregularnego indeksu chromatycznego
digrafu i poprzemy ja nowymi rezultatami.

5.1 Staba lokalna nieregularnosé

W tym podrozdziale oméwimy lokalna nieregularno$¢ w tym sensie, ze
pary ztozone ze stopnia wychodzacego i stopnia wchodzacego dla sasied-
nich wierzchotkéow sa rézne, czyli jesli xzy € E(D), to (d¥(z),d (z)) #
(d*(y),d"(y)). Lokalnie nieregularne kolorowanie i lokalnie nieregularny in-
deks chromatyczny dowolnego digrafu D, oznaczany przez lir(D), sa zde-
finiowane w naturalny sposéb. Podobnie jak w przypadku (+,+)-lokalnie
nieregularnych rozktadow i kolorowan pojedynczy tuk jest lokalnie nieregu-
larny. Zatem przypisanie unikalnego koloru do kazdego tuku w digrafie daje
wykonalne kolorowanie. Stad kazdy digraf posiada lokalnie nieregularne ko-
lorowanie w tym sensie. Ogodlnie rzecz biorgc ograniczenie géorne dane przez
|E(D)| moze byé¢ dalekie od optymalnego. Stawiamy nastepujaca hipoteze
poparta kilkoma rezultatami w tym podrozdziale (twierdzenia 79, 80, 85
i94).

Hipoteza 77 (Grzelec, Onderko, Wozniak, [33]). Kazdy digraf D spetnia
lir(D) < 2.

Zauwazmy, ze dowolna orientacja grafu lokalnie nieregularnego daje nam
stabo lokalnie nieregularny graf zorientowany, poniewaz jesli stopnie dwoch
sasiednich wierzchotkéw grafu sg rozne, to w orientacji tego grafu albo stopnie
wychodzace albo stopnie wchodzace sa rézne. To, w szczegdlnosci, oznacza,
ze jesli hipoteza o lokalnej nieregularnosci graféw jest prawdziwa, to orien-
tacja kazdego grafu spdjnego (oprécz specjalnego kaktusa) ma stabe lokalnie
nieregularne kolorowanie za pomoca co najwyzej trzech kolorow.

Szkieletem digrafu D jest graf uzyskany z D przez zamiane kazdego jego
tuku na pojedyncza krawedz i dodatkowo zamiane multikrawedzi na poje-
dyncze krawedzie. Stad obserwacja z poprzedniego akapitu moze by¢ sfor-
mutowana: jesli szkielet grafu zorientowanego jest lokalnie nieregularny to
graf zorientowany jest stabo lokalnie nieregularny. Jednakze lokalna niere-
gularnos¢ szkieletu dowolnego digrafu nie implikuje, ze ten digraf jest stabo
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lokalnie nieregularny. Wystarczy na przyktad rozwazy¢ digraf D o pieciu
wierzchotkach i zbiorze tukéow E(D) = {vyvy, vavs, Ugva, 405, U504} Wraz z
jego szkieletem (G. Podczas gdy szkielet GG jest lokalnie nieregularnym drze-
wem digraf D nie jest stabo lokalnie nieregularny (wierzchotki vy oraz vy sa
sasiednie i maja takie same pary stopni wychodzacych i wchodzacych).

Biorac pod uwage obecny stan wiedzy, hipoteza 3 jest daleka od udo-
wodnienia dla dowolnego grafu. Jednakze zwiazek pomiedzy staba lokalna
nieregularnoscig a (+,+)-lokalna nieregularnoscia digraféw (ta druga jest
szezegblnym przypadkiem pierwszej) powoduje, ze kazde gbrne ograniczenie
na lir(+’+)(D) jest réwniez ograniczeniem goérnym stabego lokalnie nieregu-
larnego indeksu chromatycznego D. Zatem z rezultatu Baudona i in. w [10],
ktéry méwi, ze lir™ (D) < 5 dla kazdego digrafu D otrzymujemy ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie 78 ([33]). Dla kazdego digrafu D mamy lir(D) < 5.

W dalszej czesci podrozdzialu poprawimy to ogdélne ograniczenie goérne
dla wybranych klas digraféw. Rezultaty zostaly podzielone na dwie oddzielne
czedci. W pierwszej z nich zajmujemy sie klasami digrafow, ktorych szkielet
ma liczbe chromatyczna (minimalna liczbe koloréw w kolorowaniu wtlasci-
wym grafu) ograniczona z gory przez stata. W drugiej czesci przedstawimy
rezultaty dotyczace klas digrafow, gdzie liczba chromatyczna szkieletu nie
moze by¢ ograniczona z gory przez stala.

5.1.1 Digrafy o k-dzielnym szkielecie

W tej czedci uzywamy liczby chromatycznej szkieletu G digrafu D oraz
naturalnego podzialu V(G) na x(G) zbioréw niezaleznych jako podstawy
schematu kolorowania, zgodnie z ktérym mozna pokolorowaé tuki D w ce-
lu uzyskania stabego lokalnie nieregularnego kolorowania D. Zaczynamy od
digrafow, ktorych szkielety sa dwudzielne lub tréjdzielne, czyli ktorych szkie-
lety maja liczbe chromatyczng dwa lub trzy. Dla takich digraféw udowodnimy
hipoteze 77.

Twierdzenie 79 ([33]). Jesli szkielet digrafu D jest dwudzielny, to
lir(D) < 2.

Dowdéd. Rozwazmy podziatl wierzchotkéw szkieletu digrafu D na dwa zbiory
niezalezne X oraz Y. Kolorujemy kazdy tuk z X do Y na czerwono i kazdy
tuk z Y do X na niebiesko. Niech x € X oraz y € Y. Jedli zy € E(D),
to jest czerwony, wierzchotek x ma dodatni czerwony stopien wychodzacy i
wierzchotek y ma czerwony stopien wychodzacy rowny zero. Jedli yx € E(D),
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to jest niebieski, wierzchotek x ma dodatni niebieski stopien wchodzacy i
wierzchotek y ma niebieski stopien wchodzacy réwny zero. Stad niebieskie i
czerwone poddigrafy sa stabo lokalnie nieregularne, a zatem takie kolorowanie
jest mozliwe. ]

Twierdzenie 80 ([33]). Jesli szkielet digrafu D jest trdjdzielny, to
lir(D) < 2.

Dowdéd. Rozwazmy podziat wierzchotkéw szkieletu digrafu D na zbiory nie-
zalezne X, Y oraz Z. Kolorujemy kazdy tuk z X do Y,z X do Z oraz z Y
do Z na czerwono. Nastepnie kolorujemy pozostate tuki, czyli z Y do X, z
Z do X oraz z Z do Y na niebiesko. Pokazemy, ze czerwony poddigraf jest
stabo lokalnie nieregularny (analogiczne argumenty dzialaja dla niebieskiego
poddigrafu).

Rozwazamy krawedz xy z X do Y. Oczywiscie w czerwonym poddigrafie
D mamy d~(z) = 0 oraz d(y) > 1, a wiec warunek lokalnej nieregularnosci
zachodzi dla tuku zy. Przypusémy, ze xz jest tukiem z X do Z. Podobnie
jak w poprzednim przypadku w czerwonym poddigrafie D mamy d*(y) > 1
oraz d*(z) = 0. Jesli yz jest tukiem z Y do Z, to w czerwonym poddigrafie D
mamy d*(y) > 1 oraz d*(z) = 0. Zatem w czerwony poddigraf D jest stabo
lokalnie nieregularny. O

Z twierdzenia 79, twierdzenia 80 i podstawowych faktow odnosnie liczby
chromatycznej grafow mozemy zaobserwowac, ze hipoteza 77 zachodzi dla
digrafow, ktorych szkielety sa Sciezkami, cyklami, drzewami, grafami unicy-
klicznymi, kaktusami (réwniez tymi, ktére nie maja lokalnie nieregularnego
kolorowania) lub grafami zewnetrznie planarnymi.

Zauwazmy, ze wszystkie digrafy, ktorych szkieletem jest K, maja stabe
lokalnie nieregularne kolorowanie za pomocg dwoch kolorow. Aby udowod-
nic¢ ta prosta obserwacje wystarczy rozwazy¢ dwa przypadki. W pierwszym
przypadku digraf jest turniejem o czterech wierzchotkach. Wéowcezas ta obser-
wacja bedzie bezposrednig konsekwencja twierdzenia 85, ktére udowodnimy
pozniej. W drugim przypadku taki digraf o czterech wierzchotkach ma co
najmniej jedna pare tukéw w obu kierunkach. W tym przypadku tworzymy z
digrafu D multigraf M zamieniajac wszystkie tuki na krawedzie (tuki idace
w obu kierunkach zamieniamy na dwie réwnolegle krawedzie). Nastepnie mo-
zemy tatwo sprawdzié, ze kazdy taki multigraf o czterech wierzchotkach ma
lokalnie nieregularne kolorowanie za pomoca dwoch kolorow, gdzie multikra-
wedzie moga by¢ pokolorowane dwoma kolorami (w sumie musimy sprawdzi¢
13 multigrafow). Oczywiscie takie samo kolorowanie wyjsciowego digrafu jest
rowniez stabo lokalnie nieregularne. Skoro digraf, ktorego szkieletem jest K,
moze by¢ tatwo pokolorowany dwoma kolorami tak, ze monochromatyczne
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poddigrafy sa stabo lokalnie nieregularne i K, jest jedynym grafem subku-
bicznym o liczbie chromatycznej wigkszej niz trzy, to otrzymujemy, ze hipo-
teza 77 jest rowniez prawdziwa dla digraféw, ktorych szkielety sa
subkubiczne.

Teraz uogdélnimy metode z dowodu twierdzenia 79 oraz twierdzenia 80 i
udowodnimy, ze w przypadku digrafow, ktorych szkielet ma liczbe chroma-
tyczna co najwyzej szes¢, trzy kolory sa wystarczajace do stabego lokalnie
nieregularnego kolorowania.

Zauwazmy, ze ta metoda z wigksza liczba koloréw moze by¢ uzyta do udo-
wodnienia gornego ograniczenia dla digrafu, ktorego szkielet jest k-dzielny,
dla dowolnego k. Jednakze w przypadku wigkszych k goérne ograniczenie jest
bardziej oddalone od postulowanej wartosci dwa i jest wicksze niz ogdlne
organicznie gérne wynoszace pie¢ (patrz twierdzenie 78), co czyni ta metode
bezuzyteczng do udowodnienia kolejnych nowych rezultatow.

Twierdzenie 81 ([33]). Niech G bedzie szkieletem digrafu D. Jesli x(G) < 6,
to lir(D) < 3.

Dowdd. Zatézmy, ze x(G) = 6. Przypadkami gdy x(G) € {4,5} zajmiemy
si¢ pozniej. Oznaczmy podzial V(G) na zbiry niezalezne przez X, ..., Xg.
Uzywamy schematu kolorowania przedstawionego na rysunku 5.1, co oznacza
na przyktad, ze kazdy tuk z X; do X3 jest czerwony, kazdy tuk z X3 do
X1 jest zielony itd. Pokazemy, ze taki schemat kolorowania daje nam trzy
monochromatyczne stabo lokalnie nieregularne poddigrafy D.

X1 XQ Xl X2 X1 X2
A
X6%X3 Xﬁé X3 X() §X3
X5 X4 X5 Xu X5 X4

Rysunek 5.1: Schemat stabego lokalnie nieregularnego rozktadu digrafu, kto-
rego szkielet jest 6-dzielny.

W przypadku czerwonego poddigrafu nazywamy wierzchotki z X7 U X,
biednymi, wierzchotki z X3U Xg $rednimi, a wierzchotki z X, U X5 bogatymi.
Oczywiscie stopien wchodzacy kazdego biednego wierzchotka jest zero, pod-
czas gdy stopien wychodzacy kazdego bogatego wierzchotka jest zero. Jest to
niezalezne od wygladu oryginalnego digrafu D. Ponadto zaden tuk w czerwo-
nym poddigrafie nie tgczy dwdch biednych, dwoch srednich lub dwoch boga-
tych wierzchotkow. Z tych prostych obserwacji wynika, ze warunek lokalnej
nieregularnodci jest spetniony dla kazdego tuku zy z czerwonego podgrafu:
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jesli x jest bogaty, a y $redni lub bogaty, to d~(x) = 0 oraz d(y) > 1, a jesli
x jest $redni, a y bogaty, to d*(z) > 1 oraz d*(y) = 0.

Stad czerwony poddigraf jest zawsze stabo lokalnie nieregularny. To sa-
mo zachodzi réwniez dla niebieskiego i zielonego poddigrafu (wystarczy po
prostu odpowiednio zamienié¢ rolami zbiory niezalezne Xj, ..., Xg). Tak wiec,
aby udowodnié¢, ze daje to staby lokalnie nieregularny rozktad D, pozosta-
je pokazaé, ze kazdy tuk D jest pokolorowany jednym z trzech mozliwych
koloréw. Latwo to zauwazy¢, poniewaz schemat kolorowania na rysunku 5.1
jest rozktadem digrafu symetrycznego o szkielecie bedacym grafem petnym
o szesciu wierzchotkach.

Jesli x(G) € {4,5}, to wystarczy usunaé wierzchotki Xy oraz X5 lub
tylko wierzchotek X5 z digraféw przedstawionych na rysunku 5.1. Uzyskane
digrafy definiuja schemat kolorowania, ktory daje nam trzy stabo lokalnie
nieregularne poddigrafy. O

Z powyzszego twierdzenia i znanego twierdzenia o czterech kolorach na-
tychmiast otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 82. Jesli szkielet digrafu D jest planarny, to lir(D) < 3.

Nastepujacy lemat jest szczegdlnie przydatny do udowodnienia goérnego
ograniczenia dla graféw k-dzielnych, k € {7,8,9}, korzystajac z twierdze-
nia 80.

Lemat 83 ([33]). Niech G bedzie grafem o x(G) = k. Wéwczas G mozemy
zapisac jako krawedziowo roztgczng sume [log, k| graféw p-dzielnych.

Dowdd. Niech | = [log, k|. Wowczas k < p'. Korzystajac z indukeji ze wzgle-
du na [ pokazemy, ze graf GG jest suma [ grafow p-dzielnych.

Dla [ = 1 jest to oczywiste. Dla [ > 1, bierzemy podziat Vi,... V;
wierzchotkéw ze zbioru V(G) zadany przez wlasciwe kolorowanie wierzchot-
kow grafu G za pomoca k koloréw. Dzielimy te zbiory niezalezne wierz-
chotkéw na p grup, kazda majaca co najwyzej [k/p| zbioréw. Formal-
nie S; = V(ifl)[k/pprl u-.--u V;(k/p], dla kazdego i € {1, R 1} oraz
Sp = Vip-)iwspl+1 U - U Vi

Niech G bedzie p-dzielnym podgrafem rozpinajacym utworzonym przez
wzigcie wszystkich krawedzi G pomiedzy wierzchotkami z S; oraz S;, dla
i,7 €{1,...,p}, i # j. Wtedy G\ E(G1) ma liczbe chromatyczna co najwyzej
(%] < p'~L. Stad, z indukeji, graf G\ E(G1) mozemy zapisaé jako krawedziowo
roztaczng sume [ — 1 grafow p-dzielnych, oznaczmy je przez Go, . . ., G;. Zatem
G jest suma [ grafow p-dzielnych, jak zadalismy. m
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Korzystajac z poprzedniego lematu mozemy zapisaé¢ graf k-dzielny, dla
k < 9, jako krawedziowo roztaczna sume co najwyzej dwoch grafow troj-
dzielnych. Z twierdzenia 80 wynika nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 84 ([33]). Jesli szkielet digrafu D jest k-dzielny dla pewnego
ke {7,8,9}, to lie(D) < 4.

5.1.2 Klasy digrafé6w bez ograniczenia przez stalg na
liczbe chromatyczng szkieletu

W tej czesci przedstawimy dalsze wyniki dotyczace wartosci stabego lo-
kalnie nieregularnego indeksu chromatycznego digraféw ze specjalnych klas,
w ktorych liczba chromatyczna szkieletu nie jest ograniczona z gory przez
stata. Jedna z takich klas digraféw sa turnieje, czyli orientacje graféow pet-
nych (tuki idace w obu kierunkach pomiedzy dwoma wierzchotkami nie sa
dozwolone). Dla turniejéw pokazemy, ze zachodzi hipoteza 77.

Twierdzenie 85 ([33]). Dla kazdego turnieju T,, na n wierzchotkach mamy
lir(7},) < 2.

Dowdd. Niech vy bedzie wierzchotkiem T, takim, ze d*(vy) > d~(v1) (ta-
ki wierzchotek istnieje, poniewaz > ,cy () d*(v) = Yoy d(v)). Zatem
dt(v1) = [(n—1)/2]. Pozostate wierzcholki T,, oznaczamy przez vs, ..., v,
tak, ze v1vq; jest tukiem dla kazdego i € {1,...,[n/2]}.

Teraz opiszemy kolorowanie szkieletu K, turnieju 7;,. Kazda krawedz vg;v;
dla 7 < 2¢ jest pokolorowana na czerwono oraz kazda krawedZ vq;41v; dla
J < 21+ 1 jest pokolorowana na niebiesko. Twierdzimy, ze takie kolorowanie
krawedzi jest prawie lokalnie nieregularnym kolorowaniem K, czyli jest tylko
jedna krawedz [, mianowicie vyvs, gdzie wtasnosé lokalnej nieregularnosci
jest zaburzona. Aby to zobaczy¢, rozwazmy procedure kolorowania, gdzie w
1-tym kroku kolorujemy wszystkie tuki pomiedzy v; i wszystkimi wierzchot-
kami, v; gdzie j < i. Po i-tym kroku pokolorowane krawedzie indukuja K.
Przypusémy, ze po pokolorowaniu K; ; tuz przed i-tym krokiem nasze kolo-
rowanie jest prawie lokalnie nieregularne z wyjatkiem krawedzi v,vy (to jest
oczywiscie prawda dla i < 4). Zauwazmy, ze jesli i jest parzyste, to czerwony
stopien kazdego wierzchotka wynosi co najwyzej i — 3 (wszystkie krawedzie
incydentne z v;_; w K;_; sa niebieskie). Po dodaniu wierzchotka v; i pokolo-
rowaniu wszystkich incydentnych krawedzi z v; na czerwono wierzchotek v;
ma czerwony stopien ¢ — 1, a pozostate wierzchotki majg czerwone stopnie co
najwyzej i —2. Co wigcej czerwony stopnien wszystkich wierzchotkéw réznych
od v; jest zwigkszony o 1, co oznacza, ze jedyna krawedzia, dla ktorej wa-
runek lokalnej nieregularnosci nie zachodzi jest viv,. Analogiczny argument
(dla niebieskich stopni) zachodzi w przypadku gdy i jest nieparzyste.
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Zauwazmy, ze w takim kolorowaniu K,,, krawedZ v,v; jest czerwona, jesli
J jest parzyste i niebieska jesli j jest nieparzyste. W T, przektada sie to na
kolorowanie, w ktérym tuk pomiedzy v, oraz v; jest czerwony wtedy i tylko
wtedy, gdy 7 jest parzyste. Stad wszystkie czerwone tuki incydentne z vy w
takim kolorowaniu sg wychodzace z v1. Zatem czerwony stopien wchodzacy
wierzchotka vy jest rowny zero, podczas gdy czerwony stopien wchodzacy vy
jest dodatni dzieki tukowi v;ve. W zwiazku z tym, w kolorowaniu 7,,, wierz-
chotki vy oraz vy sg rozrézniane przez ich czerwone pary stopni wychodzacych
i wchodzacych. Dla innych par wierzchotkéw warunek stabej lokalnej niere-
gularnosci zachodzi, poniewaz warunek lokalnej nieregularnosci zachodzi dla
tych wierzchotkow w K,,. Co konczy dowdd. O

W [24] zostalo udowodnione nastepujace twierdzenie. Wykorzystamy je
do udowodnienia, ze dla digraféw, ktorych szkieletem sa grafy petne trzy
kolory wystarcza do uzyskania stabego lokalnie nieregularnego kolorowania.

Twierdzenie 86 (Wniosek 1 w [24]). Kazdy graf G moze byé zorientowa-
ny tak, ze stopnie wychodzqgce dowolnych dwoch sgsiednich wierzchotkow sq
rozne.

Lemat 87 ([33]). Niech G bedzie szkieletem digrafu D. Jesliliv(D') < k dla
kazdej orientacji D" szkieletu G, to lir(D) < k + 1.

Dowdéd. Niech D" bedzie poddigrafem D indukowanym przez tuki idace w
obu kierunkach (czyli jesli zy,yxr € E(D), to x,y € V(D") oraz xy,yr €
E(D")). Z twierdzenia 86 mamy rozklad D" na stabo lokalnie nieregularny
digraf DY i pozostaty digraf DJ. Digraf D' = (D\ D")UDY jest wiec orientacja
G. Zatem, z zalozenia, mamy lir(D’) < k. Uzywajac nowego koloru dla tukow
DY otrzymujemy stabe lokalnie nieregularne kolorowanie D za pomoca co
najwyzej k + 1 koloréw. m

Twierdzenie 88 ([33]). Jesli szkielet digrafu D jest grafem pelnym, to
lir(D) < 3.

Dowdéd. Zauwazmy, ze kazda orientacja D' szkieletu D jest turniejem, a wiec
twierdzenie 85 daje nam lir(D’) < 2. Nastepnie rezultat wynika bezposrednio
z lematu 87. O

Dla kazdego grafu G o duzym minimalnym stopniu, mianowicie 6(G) >
10, Przybyto udowodnit w [47], ze lir(G) < 3. Z tego rezultatu (uzywajac
lematu 87) otrzymujemy ponizszy prosty wniosek.

Whiosek 89. Niech D bedzie digrafem takim, ze d*(v) +d~(v) > 2 - 10"
dla kazdego wierzchotka v € V(D). Wowezas lir(D) < 4.
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Nastepnie przedstawimy ograniczenie gorne przez stala dla stabego lokal-
nie nieregularnego indeksu chromatycznego dowolnej orientacji grafu regu-
larnego. W [10], aby udowodnié¢, ze lir™™ (D) < 5 dla kazdego digrafu D,
autorzy pokazali, ze mozemy zawsze roztozy¢ digraf D na dwa acykliczne
digrafy w tym jeden, ktory ma malejgce stopnie wychodzgce, czyli mozemy
oznaczy¢ jego wierzchotki tak, ze:

1. 1 < j gdy v;v; jest tukiem oraz
2. d(v;) > d*(v;) dla kazdego i < j.

Nastepnie udowodnili, ze lir™™) (D) < 2 gdy D jest digrafem acyklicznym o
malejacych stopniach wychodzacych, skad mamy ponizszy wniosek.

Lemat 90 (Wniosek z lematu 3.6 z [10]). Jesli D jest digrafem acyklicznym
o malejgcych stopniach wychodzgcych, to lir(D) < 2.

Zauwazmy, ze mozemy zdefiniowa¢ digraf o rosngcych stopniach wchodzq-
cych jako digraf, ktorego wierzchotki mozemy oznaczy¢ przez vy, ..., v, tak,
ze:

1. 7 < j gdy vjv; jest tukiem oraz
2. d~(v;) < d (vj) dla kazdego i < j.

Zauwazmy, ze zmieniajac orientacje wszystkich tukéw w digrafie acyklicz-
nym o rosnacych stopniach wchodzacych otrzymujemy digraf acykliczny o
malejacych stopniach wychodzacych. Stad natychmiast otrzymujemy poniz-
szy wniosek z lematu 90.

Whniosek 91. Jesli D jest digrafem acyklicznym o rosngcych stopniach wcho-
dzqcych, to lir(D) < 2.

Kazdy digraf D, ktory jest orientacja grafu regularnego mozemy roztozy¢
na dwa digrafy acykliczne: jeden, ktéry ma malejace stopnie wychodzace i
drugi, ktory ma rosngce stopnie wchodzace. Aby to udowodni¢ wykorzystamy
metode opisana w [10].

Zaczynamy od wierzchotka v; o najwiekszym stopniu wychodzacym, a w
i-tym kroku, dla i > 2, bierzemy wierzchotek z D\ {v1,...,v;_1} o najwiek-
szym stopniu wychodzacym i oznaczamy go przez v;. Digraf Dgy.. indukowany
przez wszystkie tuki v;v; digrafu D takie, Zze ¢ < j jest acykliczny i ma ma-
lejace stopnie wychodzace. Rozwazmy poddigraf Dy,. digrafu D indukowany
przez pozostate tuki. Twierdzimy, ze D;,. jest acykliczny i ma rosnace stop-
nie wchodzace. Aby pokazaé, ze D;,. jest acykliczny przypusémy, ze jest cykl
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zawarty w Dy 1 niech v; bedzie pierwszym z posroéd wszystkich wierzchotkow
na tym cyklu. Wszystkie tuki wychodzace z v; do wierzchotkow v; gdzie j > 1
sg obecne W Dge.. W zwiazku z tym zaden z takich tukow nie jest obecny
W Diye. Jesli jednak v; znajduje si¢ na cyklu w Dy, to powinien istnie¢ co
najmniej jeden tuk wychodzacy z v; w Dy, a wiec otrzymujemy sprzecznosc.
Fakt, ze D;,. ma rosnace stopnie wchodzace wynika bezposrednio z zatozenia,
ze D jest orientacjg grafu regularnego i konstrukcji Dge. oraz Diye.

Stad orientacja grafu regularnego moze by¢ roztozona na dwa acykliczne
poddigrafy: jeden o malejacych stopniach wychodzacych i drugi o rosnacych
stopniach wchodzacych, a z lematu 90 i wniosku 91 otrzymujemy ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie 92 ([33|). Dla kaZdego digrafu D, ktory jest orientacjq grafu
reqularnego mamy lir(D) < 4.

Digraf D nazywamy symetrycznym jesli dla kazdej pary wierzchotkéw
u,v € V(D), uv jest tukiem D wtedy i tylko wtedy, gdy vu jest tukiem
D. Uzyjemy nastepujacego twierdzenia, udowodnionego przez Borowieckiego,
Grytczuka i Pil$niak w [24], do udowodnienia prawdziwosci hipotezy 77 dla
digraféw symetrycznych.

Twierdzenie 93 (Wniosek 2 w [24]). Dowolny graf G ma orientacje, w
ktorej kazde dwa sgsiednie wierzcholki majg rozne zbalansowane stopnie.

Twierdzenie 94 ([33]). Dla kazZdego digrafu symetrycznego D mamy
lir(D) < 2.

Dowdéd. Niech G bedzie szkieletem D. 7 twierdzenia 93 wiemy, ze ist-
nieje orientacja D’ szkieletu G, w ktérej sgsiednie wierzchotki maja roz-
ne zbalansowane stopnie. Zauwazmy, ze D’ jest poddigrafem D oraz jesli
dt(u) —d (u) # d*(v) —d~(v), to d¥(u) # d*(v) lub d~(u) # d~(v). Stad
D’ jest lokalnie nieregularnym poddigrafem D.

Niech D" = D\ D". Zauwazmy, ze D" jest rowniez orientacja G i stopien
wychodzacy wierzchotka v w D" réwna sie jego stopniowi wchodzgcemu w
D’ oraz stopien wchodzacy wierzchotka v w D” réwna sie jego stopniowi wy-
chodzacego w D’. Stad w D" sasiednie wierzchotki sg rozréznione za pomoca
par stopni wychodzacych i wchodzacych. Zatem kolorowanie D, w ktérym
wszystkie tuki D’ sg czerwone oraz wszystkie tuki D” sg niebieskie jest stabo
lokalnie nieregularne. [
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5.2 Rozktadanie digraféw na silnie lokalnie
nieregularne poddigrafy

W tym podrozdziale zbadamy silny wariant lokalnie nieregularnych roz-
ktadow i kolorowan digraféw. Przypomnijmy, ze digraf jest silnie lokalnie
nieregularny, jesli dla kazdego jego tuku xy zbalansowane stopnie z oraz y
sa rozne, czyli o(x) = d¥(x) — d () # d*(y) — d (y) = o(y). Definicje
dotyczace silnie lokalnie nieregularnego kolorowania (lub dekompozycji) sa
analogiczne do definicji innych wariantéw lokalnie nieregularnych kolorowan
i rozktadéw digraféw. Kolorowanie tukéw digrafu jest silnie lokalnie niere-
gularne, jesli kazda klasa koloru indukuje silnie lokalnie nieregularny digraf.
Minimalng liczbe koloréw w silnie lokalnie nieregularnym kolorowaniu digra-
fu D - silnie lokalnie nieregularny indeks chromatyczny D oznaczamy przez
slir(D).

Podobnie jak w przypadku stabej i (+, +)-lokalnej nieregularnosci digraf
sktadajacy si¢ z pojedynczego tuku jest silnie lokalnie nieregularny. Stad
slir(D) jest dobrze zdefiniowany dla kazdego digrafu D i jest trywialnie ogra-
niczony z géry przez |E(D)|. Jednakze, w przeciwienistwie do stabego i (4, +)-
lokalnie nieregularnego kolorowania nie ma bezpos$redniego powigzania po-
miedzy lokalnie nieregularnym indeksem chromatycznym grafu i silnie lokal-
nie nieregularnym indeksem chromatycznym jego orientacji. Aby to zobaczy¢
rozwazmy gwiazde K, 3. Podczas gdy graf K 3 jest lokalnie nieregularny, je-
go orientacja, w ktorej pojedyncza krawedz e jest zorientowana w kierunku
centralnego wierzchotka v, a pozostate dwie krawedzie sg zorientowane od
v, zawiera tuk (orientacje e), ktérego oba konce maja zbalansowane stopnie
réwne jeden. Stad, nawet udowodnienie hipotezy 3 nie implikuje, ze (stabo
spdjne) grafy zorientowane (z wyjatkiem orientacji szczegdlnych kaktuséw)
majg silnie lokalnie nieregularny indeks chromatyczny ograniczony z gory
przez trzy. Pomimo to by¢ moze nastepujaca hipoteza jest prawdziwa.

Hipoteza 95 (Grzelec, Onderko, Wozniak [33]). Kazdy digraf D spelnia
slir(D) < 2.

W nastepnych dwoch czedciach tego podrozdziatu przedstawimy rezultaty,
ktore wspieraja hipoteze 95.
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5.2.1 Proste klasy digrafobw i ogdélne ograniczenie
gorne silnie lokalnie nieregularnego indeksu
chromatycznego digraféw

Najpierw pokazemy, ze hipoteza 95 jest prawdziwa dla digrafow syme-
trycznych i digraféw, ktorych szkielet jest dwudzielny oraz trojdzielny. Do-
wody tych rezultatéow sa podobne do dowoddéw analogicznych wynikow w
przypadku stabej lokalnej nieregularnosci, zobacz twierdzenie 79, twierdze-
nie 80 i twierdzenie 94.

Twierdzenie 96 ([33]). Dla kaZdego digrafu symetrycznego D mamy
slir(D) < 2.

Dowaéd. Niech G bedzie szkieletem digrafu D. Z twierdzenia 93 mamy orien-
tacje D' szkieletu G, ktora jest silnie lokalnie nieregularna. Digraf D’ jest
poddigrafem D, a usuwajac wszystkie tuki D’ z D otrzymujemy poddigraf
D" gdzie uwv € E(D") wtedy i tylko wtedy, gdy vu € E(D’). Stad zbalanso-
wany stopien wierzchotka v w D” jest liczba przeciwng do zbalansowanego
stopnia v w D'. Zatem poddigrafy D’ oraz D" tworza silnie lokalnie nieregu-
larny rozktad digrafu D. O]

Twierdzenie 97 ([33]). Jesli szkielet digrafu D jest dwudzielny, to
slir(D) < 2.

Dowdéd. Rozwazmy podzial wierzchotkéow szkieletu digrafu D na dwa zbiory
niezalezne X oraz Y. Kolorujemy kazdy tuk z X do Y na czerwono i kazdy
tuk z Y do X na niebiesko. W czerwonym poddigrafie, z wyjatkiem izolo-
wanych wierzchotkéw, wierzchotki z X maja dodatnie zbalansowane stopnie,
podczas gdy wierzchotki z Y maja ujemne zbalansowane stopnie. Podobnie,
w niebieskim poddigrafie, nieizolowane wierzchotki z X maja ujemne zbalan-
sowane stopnie, a nieizolowane wierzchotki z Y maja dodatnie zbalansowane
stopnie. Zatem to kolorowanie jest silnie lokalnie nieregularne. O]

Lemat 98 ([33]). Jesli szkielet digrafu D jest tréjdzielny, to slir(D) < 3.

Dowdd. Rozwazmy podzial wierzchotkow szkieletu digrafu D na zbiory nie-
zalezne X, Y oraz Z. Kolorujemy wszystkie tuki wychodzace z wierzchotkéw
X na niebiesko, wszystkie tuki wychodzace z wierzchotkéw Y na czerwono
i wszystkie tuki wychodzgce z wierzchotkéw Z na zielono. A wiec, kazdy
wierzchotek z X ma nieujemny niebieski zbalansowany stopien i niedodatni
czerwony oraz zielony zbalansowany stopnien. Kazdy wierzchotek z Y ma
nieujemny czerwony zbalansowany stopien i niedodani niebieski oraz zielony
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zbalansowany stopien. Kazdy wierzchotek z Z ma nieujemny zielony zbalan-
sowany stopien i niedodatni niebieski oraz czerwony zbalansowany stopien.
Co wiecej, tylko wierzchotki nie incydentne do niebieskich, czerwonych lub
zielonych tukéw maja swoje niebieskie, czerwone lub zielone zbalansowane
stopnie réwne zero. Zatem to kolorowanie jest silnie lokalnie nieregularne. [

Korzystajac z poprzedniego lematu i lematu 83, ktéry moéwi, ze graf o
liczbie chromatycznej k moze by¢ zapiany jako krawedziowo-roztaczna suma
[log, k] graféow p-dzielnych, natychmiast otrzymujemy nastepujace organicz-
nie gorne silnie lokalnie nieregularnego indeksu chromatycznego.

Twierdzenie 99 ([33]). Dla kazdego digrafu D mamy slir(D) < 3[logsk],
gdzie k jest liczbg chromatyczng szkieletu D.

Jedna z klas digraféw, dla ktorych zachodzi hipoteza 95 sa digrafy eule-
rowskie, czyli digrafy w ktérych istnieje obchéd Eulera (skierowany ,cykl”,
ktéry przechodzi przez wszystkie tuki). Dla digraféw eulerowskich mamy réw-
niez rownowazna definicje : digrafem eulerowskim jest spojny digraf (w klasie
digraféw eulerowskich staba sp6jnosé jest réwnowazna silnej spdjnosci), w
ktérym mamy d*(v) = d~(v) dla kazdego wierzchotka v. Aby udowodnié, ze
slir(D) < 2 dla kazdego digrafu eulerowskiego D najpierw zmodyfikujemy
rezultat Borowieckiego, Grytczuka i Pil$niak z [24].

Lemat 100 (Modyfikacja twierdzenia 3 w [24]). Niech k > 2 bedzie liczbg
catkowitq. Dla kaZdego digrafu D istnieje odwzorowanie c: E(D) — {1,k}
takie, zZe p: V(G) — 7Z zdefiniowane jako p(v) = >  clvz)— Y c(yv)

ve€E(D) yvEE(D)
rozroznia sgsiadow (czyli p(u) # ¢(v) gdy uv € E(D)).

Dowdd. Zaczynamy od wyjsciowego uktadu tadunkéw, w ktorym kazdy tuk
D ma przypisany jeden czerwony i k niebieskich tadunkéw. A wiec na poczat-
ku nie mamy zadnych tadunkéw w wierzchotkach D. Przedstawiamy prosta
procedure, podczas ktérej dodajemy kilka czerwonych tadunkow i usuwamy
kilka niebieskich tadunkéw na tukach sgsiadujacych z wierzchotkiem, a na-
stepnie przesuwamy je z lub do tego wierzchotka. To przesuwanie tadunkow
odbywa si¢ wedtug dwoch prostych zasad:

(R1) niebieskie tadunki sa zawsze przesuwane zgodnie z kierunkiem tuku na
ktorym sa, podczas gdy czerwone tadunki przesuwamy przeciwnie do
kierunku huku na ktoérym sa,

(R2) bezposrednio przed przesunieciem tadunkéw z tuku do incydentnych
wierzchotkéw albo dodajemy czerwone tadunki albo usuwamy niebie-
skie tadunki, tak ze liczby czerwonych i niebieskich tadunkéw na tuku
sg réwne.
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Ponadto niech g5 (v) bedzie liczbg niebieskich tadunkéw w v oraz tadunkéw
wchodzacych do v i niech ¢ (v) bedzie liczba czerwonych tadunkéw w v i
na hukach wychodzacych z v. Potencjat g(v) wierzchotka v jest zdefiniowany
przez q(v) = qz(v) — g5 (v). Niech Dy = D.

W i-tym kroku procedury dla ¢ od 1 do n pojedynczy wierzchotek wv;
jest brany z D,;_; tak, ze q(v;) jest maksymalny mozliwy. Dodajemy &k — 1
czerwonych tadunkéw do kazdego tuku wchodzacego do v; oraz usuwamy k—1
niebieskich tadunkow do kazdego tuku wychodzacego z v;. Po tym tadunki na
tukach incydentnych z v; sa przesuwane zgodnie z zasada (R1) i ustawiamy
D;=D, 1 —wv;.

Niech v;v; bedzie tukiem D dla pewnego ¢ < j. W D;_; mamy ¢(v;) >
q(vj). W i-tym kroku usuwamy k — 1 niebieskich tadunkéw z v;v; 1 przesu-
wamy pozostaly jeden czerwony tadunek i jeden niebieski tadunek na tym
tuku zgodnie z reguta (R1). Po tym potencjal wierzchotka v; pozostaje nie-
zmieniony, podczas gdy potencjal v, jest obnizony (zamiast dodawania k — 1
do niebieskich tadunkéw na v;v; w D,;_; dodajemy tylko 1). Podobnie, jesli
vjv; jest tukiem D dla pewnego ¢ < j, to bezposrednio przed i-tym krokiem
mamy ¢(v;) > ¢(v;). Nastepnie w i-tym kroku dodajemy k — 1 czerwonych
tadunkéw do v;v; i stosujemy (R1). To ponownie pozostawia potencjal v;
niezmieniony i obniza potencjal v;.

Stad, podczas dziatania procedury, potencjaty poszczegdlnych wierzchot-
kéw nie rosna, a po i-tym kroku potencjalty wierzchotkow z V (D)\{v1, ..., v}
sasiadujacych z v; sg mniejsze niz potencjal v; tuz przed usunieciem v;. A
wiec sasiadujgce wierzchotki w D sg rozréznione przez funkcje ¢', ktora przy-
pisuje kazdemu wierzchotkowi v; wartos¢ q(v;) uzyskana bezposrednio przed
koncem i-tego kroku.

Aby uzyska¢ kolorowanie z ¢’ po prostu przesuwamy wszystkie czerwone
tadunki z wierzchotkow z powrotem do incydentnych tukéow wychodzacych:
dla tuku vv;, jesli ¢ < j, to v; wysyla czerwony tadunek do v;v;, a jesli i > 7,
to v; wysyta k czerwonych tadunkéw do v;v;. O

Twierdzenie 101 ([33]). Jesli D jest digrafem eulerowskim, to slir(D) < 2.

Dowdd. Niech k bedzie liczba catkowita taka, ze k > max{A*(D),A™ (D)},
gdzie AT(D) oraz A~ (D) oznaczaja odpowiednio maksymalny stopieni wy-
chodzacy i maksymalny stopien wchodzacy w D. Dla takiego k, rozwazamy
odwzorowanie ¢: E(D) — {1,k} i odpowiadajace mu odwzorowanie rozrdz-
niajace sasiadéw ¢: V(D) — Z z lematu 100. Dla kazdego wierzchotka v w
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digrafie D definiujemy:

Ponadto, niech r(v) = r*(v) — r~(v) oraz b(v) = bT(v) — b~ (v). Wowczas
o(v) =r(v) + k- b(v) dla kazdego v.

Skoro k > max{A* (D), A™(D)}, to mamy, ze k > |r(v)| oraz k > |b(v)].
Stad, jesli p(u) # ¢(v), to r(u) # r(v) lub b(u) # b(v). Pokazemy, ze skoro
D jest eulerowski, to r(u) # r(v) implikuje b(u) # b(v) i odwrotnie.

Przypuséémy, ze r(u) r(v). Dla kazdego wierzchotka x w digrafie D ma-
my b(z) = b (z) — b-(z) = (d*(z) — 1 (2)) — (d~(z) — r(2)) = (d*(z) —
d=(z)) + (r~(z) — r*(z)). Skoro D jest eulerowski, to d™(x) —d~(z) =01
otrzymujemy b(z) = r~(x) —r*(z) = —r(z). W szczegblnosci dla wierzchot-
kéw u oraz v otrzymujemy b(u) = —r(u) oraz b(v) = —r(v), co korzystajac
z faktu, ze r(u) # r(v) implikuje b(u) # b(v). Implikacja b(u) # b(v) =
r(u) # r(v) jest analogiczna.

Stad r(u) # r(v) oraz b(u) # b(v) dla kazdego tuku uv w D. Teraz
definiujemy kolorowanie tukéw D w nastepujacy sposob: kazdy tuk uv jest
pokolorowany na czerwono gdy ¢(uv) = 11 jest pokolorowany na niebiesko
gdy ¢(uv) = 2. W takim kolorowaniu zbalansowany czerwony stopien i zba-
lansowany niebieski stopieni wierzchotka v sa réwne odpowiednio r(v) oraz
b(v). Z tego co udowodnilismy, zbalansowane stopnie w obu kolorach sg rézne
dla kazdych dwoch sasiednich wierzchotkow, co oznacza, ze takie kolorowanie
jest silnie lokalnie nieregularne. O

5.2.2 Orientacje kaktusow

Podczas rozwazania réznych wariantéw lokalnie nieregularnych kolorowan
i rozktad6w, dos¢ interesujaca klasa grafow (lub digraféw w naszym przypad-
ku) jest klasa kaktuséw (odpowiednia klasa digrafow). Wynika to ze szczegdl-
nej pozycji kaktuséw wsrod wszystkich graféw, poniewaz kazdy graf, ktory
nie ma lokalnie nieregularnego rozktadu, jest kaktusem (zobacz na przykltad
obserwacje 3.3 w [9], wniosek 26 w [51], czy twierdzenie 4 w [52]).

Zaczynamy od pewnych obserwacji odnosnie orientacji gwiazd. Przypu-
s¢émy, ze D jest orientacjg gwiazdy K j. Oznaczamy przez v centralny wierz-
chotek Ky, a przez a oraz b oznaczamy odpowiednio stopien wychodzacy
i stopien wchodzacy v w D. Jesli pokolorujemy ¢ tukéw wychodzacych z v
na niebiesko, 7 tukéw wchodzacych do v na niebiesko oraz pozostate tuki na
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czerwono, to uzyskamy kolorowanie, w ktorym niebieski zbalansowany sto-
piefi v wynosi i — j. Dla réznych wartosci i € {0,...,a} oraz j € {0,...,b}
jestesmy w stanie uzyskac¢ kolorowanie, gdzie niebieski zbalansowany stopien
v jest dowolna liczbg catkowita ze zbioru {—b, ..., a}. Zauwazmy, ze jesli
niebieski zbalansowany stopien v wynosi z, to czerwony zbalansowany sto-
pien v wynosi a — b — x. Stad wyzej wymienione kolorowania dajg k + 1 par
mozliwych niebieskich i czerwonych zbalansowanych stopni v, gdzie dowolne
dwie pary roznia sie zbalansowanymi niebieskimi i czerwonymi stopniami.
Otrzymujemy nastepujaca obserwacje.

Obserwacja 102. Jesli D jest orientacjg gwiazdy Ky, to istnieje k + 1
kolorowan tukow D dwoma kolorami, ktore tworzg elementami rozne pary
zbalansowanych kolorowych stopni w centralnym wierzchotku.

Na potrzeby drugiej obserwacji rozwazmy orientacje D gwiazdy K.
Przypusémy, ze D nie jest lokalnie nieregularnym digrafem. To oznacza, ze
istnieje tuk uv taki, ze o(u) = o(v). Jednakze, skoro D jest orientacja K x, to
otrzymujemy, ze jeden z dwoch wierzchotkow u oraz v jest centralnym wierz-
chotkiem, a drugi wiszacym w K. W ten sposob o(u) = o(v) = 1 (jesli u
jest wierzchotkiem wiszacym, a v centralnym) lub o(u) = o(v) = —1 (jesli
u jest centralnym wierzchotkiem, a v wiszacym). W obu przypadkach otrzy-
mujemy, ze stopien wychodzacy i stopien wchodzacy centralnego wierzchotka
K i, v6zni si¢ o jeden w D. Korzystajac z faktu, ze pojedyncza zorientowana
krawedz jest lokalnie nieregularna otrzymujemy nastepujaca obserwacje:

Obserwacja 103. Niech v bedzie centralnym wierzchotkiem Ky, a D orien-
tacjg K. Jesli D nie jest lokalnie niereqularna, to d*(v) oraz d~(v) sg
dodatnie 1 d*(v) —d~ (v) € {—1,1}.

Lemat 104 ([33]). Niech v bedzie wiszqcym wierzchotkiem grafu G. Niech
D bedzie orientacje G, a D' zorientowanym grafem uzyskanym z D przez
dotgczenie pewnej liczby wiszqcych tukow wychodzgcych z v oraz pewnej liczby
wiszqcych tukéw wchodzqeych do v. Jesli slir(D) < 2, to slir(D') < 2.

Dowdéd. Oznaczmy przez w jedynego sasiada v w orientacji D. Niech S bedzie
zorientowang gwiazda sktadajaca sie ze wszystkich tukow dodanych do D
aby utworzy¢ D’. Rozwazmy czerwono-niebieskie silnie lokalnie nieregularne
kolorowanie ¢ digrafu D, w ktérym tuk pomiedzy wierzchotkami v oraz w
jest niebieski. Pokazmy, ze istnieje kolorowanie S, ktore razem z ¢ daje silnie
lokalnie nieregularne kolorowanie D’.

Oznaczmy odpowiednio przez a oraz b stopien wychodzacy i stopien wcho-
dzacy wierzchotka v w .S. Zaroéwno a jak i b sa dodatnie, a ich r6znica wynosi
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jeden lub minus jeden, zobacz obserwacja 102. Przypusémy, ze a — b = 1
(drugi przypadek jest podobny). Mamy a > 2.

Jesli S jest silnie lokalnie nieregularna, to kolorujemy kazdy jej tuk na
czerwono. Mozemy latwo zauwazyé, ze uzyskane kolorowanie D’ jest silnie
lokalnie nieregularne.

Przypusémy zatem, ze S nie jest silnie lokalnie nieregularna. Rozwazamy
dwa rézne kolorowania p; oraz @9 zorientowanej gwiazdy S: w 1 kolorujemy
pojedynczy tuk vu (tuk wychodzacy z v) na niebiesko i pozostate tuki S na
czerwono, a w o kolorujemy wszystkie tuki wychodzace z v na niebiesko i
wszystkie tuki wchodzace do v na czerwono. W obu przypadkach czerwony
poddigraf S jest lokalnie nieregularny. Zauwazmy réwniez, ze w obu przypad-
kach nie ma konfliktu pomiedzy v i jego sasiadem wychodzacym (przyjmujac
u jako reprezentanta) w V(S). Laczac ¢ z ¢4, niebieski zbalansowany stopien
u wynosi minus jeden, a niebieski zbalansowany stopien v wynosi zero lub
dwa (poniewaz istnieja dwa niebieskie tuki incydentne z v i co najmniej jeden
z nich wychodzi z v). Laczac ¢ z ¢a, niebieski zbalansowany stopien u wynosi
minus jeden, a niebieski zbalansowany stopien v jest réwny co najmniej jeden
(mamy co najmniej a > 2 niebieskich tukéw wychodzacych z v i co najwyzej
jeden niebieski tuk wchodzacy do v).

Stad, jesli warunek silnie lokalnej nieregularnosci jest naruszony w kolo-
rowaniu uzyskanym przez polaczenie ¢ z p; lub vs, to konflikt jest pomiedzy
wierzchotkami v oraz w. Jednakze, ¢, oraz @y zmieniaja niebieski zbalan-
sowany stopien v na dwa sposoby (¢; podnosi go o jeden, a s podnosi go
o co najmniej dwa). Zatem, co najmniej jedno z rozwazanych kolorowan S
nie tworzy konfliktu pomiedzy v oraz w w D', a wiec mozemy rozszerzy¢ ¢
do nowego silnie lokalnie nieregularnego kolorowania D’ bez wprowadzania
nowych koloréw. O

W kaktusie G po usunieciu wszystkich krawedzi, ktére lezg na cyklach
zostajemy z grafem H (podgraf G indukowany przez mosty w G), ktérego
sktadowe sg drzewami. Kazde z tych drzew ma co najmniej jeden wierzchotek,
ktory lezy na cyklu w G. Jesli takie drzewo T' ma doktadnie jeden wierzchotek,
ktory lezy na cyklu w G i ma w sumie co najmniej dwa wierzchotki, to
méwimy, ze T jest wiszgcym drzewem w G. Alternatywnie, drzewa wiszace
moga by¢ postrzegane jako drzewa dotaczone do pojedynczego wierzchotka
na cyklu w G.

W dowodach nastepujacych rezultatow odnosnie silnie lokalnie nieregu-
larnych kolorowan zorientowanych kaktuséw gtéwnag strategia jest przypusz-
czenie (nie wprost), ze przedstawiane fakty nie sa prawdziwe i rozwazenie
minimalnego kontrprzyktadu, czyli najmniejszego kaktusa G, ktéry ma orien-
tacje D o slir(D) > 3. Rozwazamy wiszace drzewo T w kaktusie G dotaczone
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do wierzchotka v: jesli T' nie jest gwiazda, to mozemy usunaé¢ wszystkie jego
krawedzie z wyjatkiem tych incydentnych z v. Z zatozenia, ze G jest minimal-
nym kontrprzyktadem otrzymujemy, iz kazda orientacja nowego grafu ma sil-
nie lokalnie nieregularne kolorowanie za pomoca co najwyzej dwoch kolorow.
Takie kolorowanie jest nastepnie rozszerzane do kolorowania D korzystajac
z lematu 104, poniewaz mozemy poziom po poziomie dotaczaé¢ gwiazde do
wiszacego wierzchotka i zawsze znajdziemy odpowiednie kolorowanie. Stad
otrzymujemy nastepujaca obserwacje:

Obserwacja 105. Jesli G jest nagmniejszym kaktusem, ktory ma orientacje
D oslir(D) > 3, to kazde wiszqce drzewo w G jest gwiazdg.

Teraz pokazemy, ze hipoteza 95 jest prawdziwa dla orientacji graféw uni-
cyklicznych.

Twierdzenie 106 ([33]). Jesli D jest orientacjg grafu unicyklicznego G, to
slir(D) < 2.

Dowdd. Przypusémy, nie wprost, ze twierdzenie jest falszywe. Niech G bedzie
najmniejszym grafem unicyklicznym, ktéry ma orientacje D o slir(D) > 3.
Stad, G jest spojny, a z obserwacji 105 mamy, ze kazde wiszace drzewo w GG
jest gwiazda. Dhugosc jedynego cyklu C jest nieparzysta, poniewaz w przeciw-
nym przypadku G jest dwudzielny i z twierdzenia 97 dostajemy sprzecznosc.

Skoro C' jest nieparzysty, to istniejg trzy kolejne wierzchotki u, v, w na C
takie, ze uv,vw € FE(D). Oznaczmy przez T wiszace drzewo dotaczone do v
(jesli stopien v w grafie G wynosi dwa, to niech T bedzie grafem sktadajacym
sie z pojedynczego wierzchotka v). Rozwazmy teraz digraf D’ uzyskany z
D przez usuniecie wszystkich wierzchotkéw T' (wraz z v), dodanie dwdch
nowych wierzchotkéw vy, vy oraz dodanie tukéw uv; oraz vew. Szkielet D’
jest drzewem, a wiec mozemy pokolorowacé jego tuki w taki sam sposob jak
opisano w dowodzie twierdzenia 97. Mamy podzial wierzchotkow szkieletu
D’ na dwa zbiory niezalezne X oraz Y. Kolorujemy kazdy tuk z X do Y na
niebiesko i kazdy tuk z Y do X na czerwono. Takie kolorowanie D’ jest silnie
lokalnie nieregularne.

Zatozmy bez straty ogélnosci, ze u € X. Wowezas w € Y, a zatem oba
tuki wv, oraz vew sa niebieskie. Ponadto niebieski zbalansowany stopnien
jest dodatni, a w ujemny. Takie kolorowanie D naturalnie indukuje silnie lo-
kalnie nieregularne kolorowanie D” — digrafu uzyskanego z D przez usuniecie
wszystkich wierzchotkow T oprocz v. W kolorowaniu D” tuki uv; oraz vow
sg niebieskie, a niebieskie zbalansowane stopnie wierzchotkéw u, v oraz w sa
odpowiednio dodatnie, rowne zero i ujemne.

Jesli stopien wierzchotka v w G wynosi dwa, to mamy silnie lokalnie
nieregularne kolorowanie G dwoma kolorami, co przeczy, ze slir(D) > 3.
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Stad, przypusémy, ze stopien v w grafie G wynosi co najmniej trzy, czyli T
ma co najmniej dwa wierzchotki. Przechodzimy do kolorowania tukow, ktore
odpowiadaja krawedziom gwiazdy T'. Te tuki nazywamy wiszacymi.

Przypomnijmy, ze obydwa huki incydentne z v, ktore nie sg wiszace maja
kolor niebieski. Stad, jesli orientacja S gwiazdy T jest silnie lokalnie nieregu-
larna, to mozemy pokolorowa¢ wszystkie jej tuki na czerwono i uzyskaé silnie
lokalnie nieregularne kolorowanie D za pomocg dwoch kolorow. Zatézmy za-
tem, ze S nie jest silnie lokalnie nieregularna. Z obserwacji 103 mamy, ze jest
co najmniej jeden tuk wychodzacy z v, co najmniej jeden tuk wchodzacy do
vw S oraz dt(v) —d (v) € {-1,1} w S.

Przypusémy, ze w S mamy d*(v) — d (v) = 1 (drugi przypadek jest
podobny). Rozwazamy dwa rézne kolorowania ¢; oraz s orientacji S. W
1 pojedynczy tuk S, ktory wychodzi z v jest pokolorowany na niebiesko,
a pozostate tuki S sg czerwone. W o wszystkie tuki wychodzace z v sa
niebieskie, a wszystkie tuki wchodzace do v czerwone.

Zauwazmy, ze w obu kolorowaniach ¢; oraz ¢, orientacji S czerwony
poddigraf jest lokalnie nieregularny. Ponadto, po potaczeniu tych kolorowan
S 7z kolorowaniem D” (w ktérym v ma niebieski zbalansowany stopien réwny
zero) otrzymujemy kolorowanie, w ktérym niebieski zbalansowany stopien
v jest dodatni. Stad, jesli uzycie kolorowania ¢, lub ¢y dla S w digrafie
D skutkuje naruszeniem warunku silnie lokalnej nieregularnosci, to konflikt
zachodzi miedzy niebieskimi zbalansowanymi stopniami wierzchotkéw v oraz
u. Jednakze, niebieski zbalansowany stopien u jest taki sam jak w kolorowaniu
D", a kolorowania ¢ oraz ¢ zmieniajg niebieski zbalansowany stopien v z
zera w kolorowaniu D" na dwie rézne dodatnie wartosci w kolorowaniu D.
Zatem co najmniej jedno z kolorowan ¢; oraz o moze by¢ zastosowane do
tukow S w celu rozszerzenia silnie lokalnie nieregularnego kolorowania D" do
silnie lokalnie nieregularnego kolorowania D, ktére wykorzystuje dwa kolory,
czyli otrzymujemy sprzecznosé. O]

Poprzednie twierdzenie implikuje, ze jesli istnieje kontrprzyktad do hipo-
tezy 95 wsrod orientacji kaktuséw, to kaktus zawiera co najmniej dwa cykle.
Dalej ograniczamy, jak taki minimalny kontrprzyktad moze wyglada¢. Cykl
w kaktusie nazywamy wiszgcym, jesli usuniecie jego krawedzi skutkuje gra-
fem, w ktorym co najwyzej jedna sktadowa spdjna zawiera cykle. Zauwazmy,
ze kazdy kaktus zawiera wiszacy cykl chyba, ze jest to drzewo.

Lemat 107 ([33]). Niech G bedzie minimalny kaktusem (ze wzgledu na licz-
be wierzcholkéw i krawedzi) takim, Ze istnieje orientacja D kaktusa G o
slir(D) > 3. Wéwczas:

(1) kazdy wiszqgcy cykl G ma dlugo$é trzy,
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(i1) jesli G zawiera wiszqcy cykl C' o dlugosci trzy taki, zZe G — V(C') jest
grafem o co najwyzej jednej sktadowej spojnej zawierajgcej cykle, to
istnieje wierzchotek cyklu C, ktory lezy na wielu cyklach w G.

Dowdd. Najpierw zauwazmy, ze G ma co najmniej dwa cykle (zobacz twier-
dzenie 106) i wszystkie wiszace drzewa w G sa gwiazdami (obserwacja 105).

Niech C' bedzie wiszacym cyklem o maksymalnej dlugosci w G. Niech
x bedzie wierzchotkiem na C' takim, ze pozostate wierzchotki C' naleza do
acyklicznej sktadowej spojnej grafu G — E(C). Niech v; € V(C) \ {z} ma
maksymalny stopiefi. Przypusémy, ze d(v,) = k + 2, czyli wierzchotek vy jest
incydentny z k wiszacymi krawedziami w G.

Przez S oznaczamy digraf bedacy gwiazda, indukowany przez k wiszacych
tukéw incydentnych z vy w orientacji D. Niech D; bedzie digrafem uzyska-
nym z D przez usuniecie tukow S i wszystkich nowo uzyskanych wierzchotkdw
izolowanych (wiszacych sasiadéw v;). Z zalozenia, istnieje silnie lokalnie nie-
regularne kolorowanie ¢, digrafu D; za pomoca co najwyzej dwoch kolorow.
Niech b; oraz r; beda zbalansowanymi niebieskimi i czerwonymi stopniami
vy W 1. W dalszej czedci omowimy jak mozemy pokolorowaé tuki S w taki
sposob, ze to kolorowanie rozszerzy ; do silnie lokalnie nieregularnego ko-
lorowania D za pomoca co najwyzej dwoch koloréw, biorac pod uwage, ze k
jest wystarczajaco duze. Daje to gérne ograniczenie dla k.

Twierdzimy, ze k < 5. Przypusémy, ze tak nie jest, czyli co najmniej
szes¢ wiszacych krawedzi jest dotaczona do vy w grafie G. Zauwazmy, ze
przypisanie koloréw do k wiszacych hukéw incydentnych z v; zmienia zbalan-
sowane kolorowe stopnie wierzchotka vy na by + b’ oraz r; + r/, gdzie b’ oraz
r’ s zbalansowanymi niebieskimi i czerwonymi stopniami wierzchotka vy w
kolorowaniu S. Dla kazdej pary ostatecznych zbalansowanych niebieskich i
czerwonych stopni by + b oraz r1 + ' w wierzchotku v; istnieje sze$¢ mozli-
wych konfliktéw z warunkiem silnie lokalnej nieregularnosci: dwa na tukach
C, jeden na niebieskim wiszacym tuku wychodzacym z vy (jesli by +b' = —1),
jeden na czerwonym wiszacym tuku wychodzacym z v; (jesli m + 1" = —1),
jeden na niebieskim wiszacym tuku wchodzacym do vy (jesli by + b = 1) i
jeden na czerwonym wiszacym tuku wchodzacym do vy (jesli m + 7' = 1).

Jedli £ > 6, to z obserwacji 102 wiemy, ze istnieje co najmniej siedem
roznych kolorowan S, kazde zmieniajace obydwa niebieskie i czerwone zba-
lansowane stopienie v; inaczej niz w pozostatych kolorowaniach. Stad, co
najmniej jedno z nich zmienia niebieskie i czerwone zbalansowane stopnie vy
w taki sposob, ze nie wystepuje zaden z sze$ciu mozliwych konfliktow. Takie
kolorowanie wraz z ¢, skutkuje silnie lokalnie nieregularnym kolorowaniem
D za pomoca dwdch koloréw, co przeczy slir(D) > 3. Stad k < 5.

Mozliwe jest dalsze obnizenie ograniczenia na d(v;) poprzez rozwazenie

157



mozliwosci, w jaki sposob krawedzie incydentne z wierzchotkiem v; na cyklu
C sa zorientowane w D, pokolorowane w 1, jakie sg czerwone i niebieskie
zbalansowane stopnie sasiadéw vy oraz ve wierzchotka vy na C' oraz jakie sg
orientacje tukow w S. Jesli na przyktad tuk pomiedzy wierzchotkami vy oraz
v1 jest niebieski, to wartos¢ zbalansowanego czerwonego stopnia vg jest nie-
istotna. Co wiecej, jesli niebieski zbalansowany stopien vy jest wiekszy niz
osiem lub mniejszy niz minus osiem, to zadne kolorowanie S nie zmienia nie-
bieskiego zbalansowanego stopnia v; w sposob, ktory by zaburzal warunek
silnie lokalnej nieregularnosci na tuku pomiedzy wierzchotkami vy oraz v; (po-
niewaz d(vy) < 7). To pozostawia nam skonczona liczbe przypadkow, ktore
nalezy rozwazy¢. Za pomoca prostego programu w Pythonie generujemy te
przypadki i dla kazdego z nich znajdujemy odpowiednie kolorowanie S (patrz
’S2 Proof of Claim 1" w [32]). W szczegdlnosei, w ten sposéb udowodnimy,
ze:

Fakt 108. d(v;) < 4.

W dalszej czesci przypusémy, ze wierzchotek vy jest rézny od z. Jesli
wierzchotek vy nie jest incydentny z z, to dalej zalézmy, ze d(vy) < d(vy).
Skoro d(v;) < 4 oraz wierzcholek v; ma najwiekszy stopien sposrod wierz-
chotkéw z V(C') \ {z}, to mamy réwniez d(vy) < 4. Dla wierzchotkéw v,
oraz vy mamy (d(vy),d(vs)) € {(4,4), (4,3),(4,2),(3,3),(3,2)} lub wszystkie
wierzchotki C' oprocz x maja stopien dwa w G.

Korzystajac z programu w Pythonie, zobacz 'S3 Proof of Claim 2’ w [32],
dowodzimy:

Fakt 109. (d(v),d(v)) ¢ {(4,4), (4,3), (4,2)}.

Pokazemy, ze w tych przypadkach d(vy) oraz d(vs) silnie lokalnie nieregularne
kolorowanie digrafu D, otrzymane z D poprzez usuniecie tuku pomiedzy
v1, U oraz wszystkich wiszacych sgsiadéw vy oraz vy, moze byé rozszerzone
do lokalnie nieregularnego kolorowania DD dwoma kolorami. Ponownie liczba
rozwazanych przypadkéw jest skonczona z powodu stopni wierzchotkéw vy
oraz vy w grafie G.

Dla (d(vy),d(ve)) = (3,3) pokazemy uzywajac programu w Pythonie (zo-
bacz 'S4 Proof of Claim 3’ w [32]), ze korzystajac z takiej samej metody jak
do udowodnienia faktu 109 dostaniemy cztery przypadki (pokazane na ry-
sunku 5.2), dla ktorych silnie lokalnie nieregularne kolorowanie D3 (digrafu
uzyskanego z D przez usuniecie tuku pomiedzy vy, vo oraz wiszacych sasia-
dow wierzchotkéw vy oraz vy) nie moze by¢ rozszerzone do silnie lokalnie
nieregularnego kolorowania D za pomocg dwoch koloréw. Jednakze, w tych
przypadkach, rozwazane kolorowe stopnie wierzchotkéw vy oraz vs (sasiad

158



wierzchotka vy na cyklu C, rézny od v;) i kolory, i orientacje tukéw incy-
dentnych z nimi daja d(vg) > 4 oraz d(vs) > 4, aby to zobaczy¢, rozwazmy
przypadek, gdy niebieski tuk idzie z v; do vy oraz niebieski zbalansowany
stopien vy wynosi dwa (pozostate przypadki sa analogiczne) — co najmniej
trzy tuki musza by¢ wychodzace z wierzchotka vy w D3. Jedli dtugosé cyklu C'
jest co najmniej cztery, to vy # x lub vy # x, co jest sprzeczne z wyborem vy
jako wierzchotka o maksymalnym stopniu sposrod wszystkich wierzchotkow
z V(C) \ {z}. Otrzymujemy nastepujacy fakt.

Fakt 110. Jesli cykl C ma dlugosé co najmniej cztery, to (d(vy),d(ve)) #
(3,3).

Rysunek 5.2: Cztery przypadki, dla ktérych nie znalezliSmy rozwigzania za
pomoca programu komputerowego.

Przypusémy, ze cykl C' ma dlugosé cztery lub wiecej. Jesli d(v) = 2 dla
kazdego wierzchotka v € V(C) \ {z}, to bierzemy digraf D, uzyskany z D
przez usuniecie wszystkich wierzchotkow C' oprécz x i jego dwoch sgsiadow.
Usunieta czes¢ jest orientacja Sciezki o dlugodci co najmniej dwa. Stad usu-
nieta czes¢ D moze by¢ roztozona zaréwno na parzysta, jak i nieparzysta
liczbe silnie lokalnie nieregularnych digraféw — kazdy sktadajacy sie z jedne-
go lub dwdéch kolejnych tukow. Naprzemienne zastosowanie koloréw niebie-
skiego i czerwonego na incydentnych digrafach z takiego rozktadu skutkuje
pokolorowaniem usunietego digrafu tak, ze pierwszy i ostatni tuk sa pokoloro-
wane zgodnie z potrzeba — za pomocg innych koloréw niz te uzyte na tukach
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dotaczonych do z. Takie kolorowanie potaczone z silnie lokalnie nieregular-
nym kolorowaniem D, skutkuje silnie lokalnie nieregularnym kolorowaniem
D dwoma kolorami, a wiec otrzymujemy sprzecznosé. Stad mamy ponizszy

fakt.
Fakt 111. Jesli dlugosé cyklu C jest co najmniej cztery, to d(vy) > 3.

Jesli dtugosé cyklu C' wynosi co najmniej cztery, to co najmniej jeden
z wierzchotkéw vy oraz wvs jest rozny od z. Przypusémy, ze vy # x. Wybor
wierzchotka vy (sasiad v; na C' o minimalnym stopniu, rézny od x) impliku-
je d(vg) = 2. W tym przypadku oznaczamy przez Dj; digraf uzyskany z D
przez usuniecie vy oraz jego wiszacego sasiada. Silnie lokalnie nieregularne
kolorowanie D5 moze by¢ rozszerzone do silnie lokalnie nieregularnego kolo-
rowania D dwoma kolorami w nastepujacy sposob. Jesli tuki pomiedzy vg i
jego sasiadem w Dj oraz pomiedzy vs i jego sasiadem w Dy sa pokolorowane
tak samo, bez straty ogélnosci na niebiesko, to kolorujemy wiszacy tuk incy-
dentny z v; na niebiesko i pozostale dwa tuki na czerwono. Jedli te dwa tuki
Dy sa pokolorowane roznymi kolorami, bez straty ogélnosci tuk incydentny
z vy jest niebieski oraz tuk incydentny z vy jest czerwony, to kolorujemy tuk
pomiedzy vy oraz vy na niebiesko i pozostate dwa tuki na czerwono. Dla lep-
szego zobrazowania te przypadki zostaly przedstawione na rysunku 5.3. Z
drugiej strony, jesli vy = x, to v3 # x i z zalozenia, ze v; ma maksymal-
ny stopien sposroéd wszystkich wierzchotkéw z V(C') \ {z} otrzymujemy, iz
d(ve) € {2,3}. Rozwazajac mozliwe do uzyskania konfiguracje, korzystajac z
programu w Pythonie, zobacz 'S5 Proof of Claim 5" w [32], konczymy dowdd
nastepujacego faktu.

Fakt 112. Jesli dlugosé cyklu C' jest co najmniej cztery, to (d(vy),d(ve)) #
(3,2).

To konczy dowdd punktu (i).

Rysunek 5.3: Przypadki rozwazane w fakcie 112.

Stad, kazdy wiszacy cykl w G ma dtugosé¢ trzy. Bierzemy wiszacy cykl C
taki, ze graf G — V(C') ma co najwyzej jedna sktadowa, ktéra zawiera cykle
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(taki cykl zawsze istnieje w kaktusie réznym od drzewa). Oznaczmy wierz-
chotki na C' przez z, vy, ve tak, ze wierzchotki v; oraz v, nie lezg na zadnym
innym cyklu w G oraz d(vy) > d(vy). Fakt 108 oraz fakt 109 (zadne zato-
zenie dotyczace dlugosci C' nie zostato uzyte do udowodnienia tych faktow)
implikuje, ze d(vy) = 2 oraz albo d(v;) = 2, albo d(v;) = 3.

Aby udowodnié punkt (ii) przypusémy, nie wprost, ze wierzcholek z nie
lezy na zadnym innym cyklu w G. To oznacza, w szczegdlnosci, ze istnieje sa-
siad y wierzchotka z, ktéry nalezy do sktadowej spojnej G — x z cyklami oraz
wierzchotek x jest incydentny z d(z) — 3 wiszacymi tukami (poniewaz kazde
wiszace drzewo w G jest gwiazda, zobacz obserwacja 105). Zauwazmy, ze d(x)
moze by¢ ograniczone z géry w podobny sposéb jak pokazalismy d(vy) < 7
(czyli k < 5) w dowodzie (i). Jesli d(z) > 10, to usuwamy d(z) — 3 wisza-
cych sagsiadow x i kolorujemy uzyskany digraf silnie lokalnie nieregularnie za
pomoca dwoch koloréow. Kazde kolorowanie wiszacych tukow incydentnych
z x zmienia oba kolorowe stopnie x w sposob rézny od pozostatych i ist-
nieje co najwyzej siedem mozliwosci dla kolorowych zbalansowanych stopni
x, ktore naruszatyby warunek silnie lokalnej nieregularnosci: trzy dla tukéw
incydentnych z x w digrafie otrzymanym z D poprzez usuniecie wiszacych
tukéw incydentnych z z i cztery na wiszacych tukach incydentnych z x (minus
jeden lub jeden w kolorze niebieskim lub czerwonym). Stad, jesli d(x)—3 > 7,
to istnieje co najmniej osiem sposobéw na pokolorowanie tukéw incydentnych
z x (zobacz obserwacja 102)) i przynajmniej jeden z nich nie powoduje kon-
fliktu z warunkiem silnie lokalnej nieregularnosci. Zatem mozemy zatozyc,
ze d(x) < 9, czyli wierzchotek x jest incydentny z co najwyzej szeScioma
wiszacymi tukami.

Niech D’ bedzie digrafem uzyskanym z D przez usuniecie v; oraz jego
wiszacego sasiada vy (jesli istnieje) oraz wszystkich wiszacych sasiadéw z.
Korzystajac z programu w Pythonie, zobacz 'S6 Proof of (ii)” w [32], po-
kazemy, ze silnie lokalnie nieregularne kolorowanie D’ moze by¢ rozszerzone
do silnie lokalnie nieregularnego kolorowania D dwoma kolorami dla kazdej
mozliwej orientacji krawedzi incydentnych z x, v; oraz vs. To konczy dowod
punktu (ii). O

Jako natychmiastowe konsekwencje lematu 107 otrzymujemy:

Twierdzenie 113 ([33]). Jesli D jest orientacjg kaktusa G bez cykli o diu-
gosci trzy, to slir(D) < 2.

Dowdd. Teza twierdzenia wynika z punktu 1) w lemacie 107. [
Twierdzenie 114 ([33]). Jesli D jest orientacjq kaktusa G o wierzcholkowo-
roztgcznych cyklach, to slir(D) < 2.

161



Dowaéd. Niech G bedzie kaktusem o minimalnej liczbie wierzchotkéw i krawe-
dzi, ktéry ma orientacje D o slir(D) > 3. Bierzemy wiszacy cykl C' w kaktusie
G taki, ze co najwyzej jedna sktadowa spéjna G — V(C') zawiera cykle. Z 1)
w lemacie 107 wiemy, ze dtugos¢ cyklu C' wynosi trzy. Z 2) w lemacie 107
otrzymujemy, ze istnieje wierzchotek z cyklu C', ktéry lezy na wielu cyklach
w G, co przeczy zalozeniu, ze cykle w G sa wierzchotkowo-roztaczne. m

5.3 Uwagi

W tym rozdziale przedstawilismy i zbadaliémy dwa nowe warianty (staby
i silny) lokalnej nieregularnosci digraféw. Omoéwilismy relacje stabo i silnie
lokalnie nieregularnych kolorowan z innymi lokalnie nieregularnymi koloro-
waniami digraféw, w szczegdlnosci z (+, +)-lokalnie nieregularnym kolorowa-
niem wprowadzonym w [20].

Podczas gdy (+,+)-lokalnie nieregularne kolorowanie jest specjalnym
przypadkiem stabego lokalnie nieregularnego kolorowania (stad, lir™™ (D) <
k implikuje lir(D) < k), to nie jest prawda, ze kazde (4, +)-lokalnie niere-
gularne kolorowanie jest silnie lokalnie nieregularnym kolorowaniem lub od-
wrotnie. Co wigcej, staba lokalna nieregularnosé orientacji grafu G jest im-
plikowana przez samg w sobie lokalna nieregularnos¢ G. W przypadku silnie
lokalnej nieregularnosci pokazalismy jej niezalezno$¢ od lokalnej nieregular-
nosci graféw. Stad, silnie lokalna nieregularno$é¢ w poréwnaniu do stabej le-
piej wykorzystuje kluczowe wtasnosci digraféow, podczas gdy z drugiej strony
rezultaty dotyczace stabego lokalnie nieregularnego kolorowania i rozktadu
grafow zorientowanych mogg dostarczy¢ nam pewnych informacji odnosnie
lokalnie nieregularnego kolorowania ich szkieletow.

Z tych uwag w naturalny sposob wytania si¢ nastepujacy problem.

Problem 115 (Grzelec, Onderko, Wozniak, [33]). Podaé ograniczenie gérne
przez stalg slir(D) dla dowolnego digrafu D.

Ten problem mozemy zredukowa¢ do podania ograniczenia gérnego przez
stalg dla graféw zorientowanych. W digrafie D bierzemy poddigraf D" induko-
wany przez tuki idace w obie strony pomiedzy parami wierzchotkéw. Nastep-
nie bierzemy poddigraf D" digrafu D’, ktéry jest silnie lokalnie nieregularny i
zawiera doktadnie jeden tuk z kazdej pary tukéw idacych w przeciwnych kie-
runkach pomiedzy dwoma wierzchotkami (taki digraf zawsze istnieje, zobacz
twierdzenie 93). Poddigraf D indukowany przez tuki ze zbioru E(D)\ E(D")
jest wiec orientacja szkieletu D. Stad ogdlne ograniczenie gérne przez stala
silnie lokalnie nieregularnego indeksu chromatycznego daje nam ograniczenie
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gorne przez stala dla tego parametru w przypadku dowolnego digrafu. W
szczeg6lnosci mamy analog lematu 87.

Lemat 116 ([33]). Niech D bedzie digrafem o szkielecie G. Jesli silnie lokal-
nie nieregularny indeks chromatyczny kazdej orientacji G jest co najwyzej k,
to slir(D) < k + 1.

W przypadku orientacji kaktuséow mozna by ewentualnie kontynuowac
przedstawione przez nas podejscie, rozwazajac i rozwigzujac mozliwe przy-
padki (po zmniejszeniu ich liczby przypadkéw do skoriczonej wartosei). Jed-
nakze takie podejscie prawdopodobnie nie przyniostoby niczego nowego, co
bytoby interesujace z punktu widzenia kombinatoryki, z wyjatkiem, miej-
my nadzieje, udowodnienia hipotezy 95 dla takich digrafow. Stad warto by
sprobowac innego podejscia, ktore mogltoby by¢ oparte na dowodzie twierdze-
nia 106. W tamtym dowodzie rozdzielamy cykl i bierzemy szczegoélne silnie
lokalnie nieregularne kolorowanie uzyskanego digrafu, ktorego szkielet jest
drzewem. Kluczowy jest fakt, ze mamy informacje jak sa pokolorowane tuki
incydentne do kazdego wierzchotka. Takie kolorowanie daje nam silnie lo-
kalnie nieregularne kolorowanie oryginalnego zorientowanego grafu, jednakze
wtasnosé¢ kolorowania nie jest zachowana. Stad prosta indukcja ze wzgledu
na liczbe cykli w kaktusie nie jest mozliwa. By¢ moze jednak istnieje sposob
na doktadne opisanie kolejnosci, w jakiej cykle sg rozcinane w kaktusie, tak
aby w kazdym kroku mie¢ kontrole nad uzyskanymi kolorowymi stopniami
wierzchotkow.

Niemniej jednak po udowodnieniu, ze hipoteza 95 zachodzi dla wszystkich
orientacji kaktuséw, naturalnym krokiem bytoby rozwazenie orientacji grafow
zewnetrznie planarnych, czy w szczegdlnosci orientacji graféw subkubicznych
zewnetrznie planarnych i digraféw, ktorych szkielety sa kaktusami.

W przypadku stabego lokalnie nieregularnego kolorowania gtéwnym ce-
lem powinno by¢ obnizenie ogdlnego goérnego ograniczenia stabego lokalnie
nieregularnego indeksu chromatycznego, ktére jest obecnie uzyskiwane jako
bezposrednia konsekwencja ogdlnego goérnego ograniczenia udowodnionego
dla (+, 4)-lokalnie nieregularnego kolorowania. Na przyktad, udowodnienie,
ze hipoteza 77 jest prawdziwa dla kazdego acyklicznego digrafu daje nam
ograniczenie gérne przez cztery (poniewaz kazdy digraf mozemy roztozy¢ na
dwa digrafy acykliczne). Z innego punktu widzenia, rezultaty dotyczace lo-
kalnie nieregularnych kolorowan multigrafow, w ktérych krotnosé kazdej kra-
wedzi wynosi co najwyzej dwa mogag by¢ w oczywisty sposéb wykorzystane
do uzyskania ograniczenia gornego stabego lokalnie nieregularnego indeksu
chromatycznego w przypadku odpowiednich digraféw (multikrawedzie zaste-
pujemy tukami idacymi w przeciwnych kierunkach).
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