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Wstep

Ksigzka sktada si¢ z dwoch zasadniczych dzialow. Pierwszy z nich traktuje o wybranych
zagadnieniach z zakresu rachunku prawdopodobienstwa. Jest w zasadzie wprowadzeniem do
dziatu drugiego, omawiajacego podstawowe metody analiz statystycznych i stanowiacego
zasadnicza czg$¢ podrecznika. Bazuje sig¢ tutaj w duzym stopniu na wiedzy studentow
wyniesionej jeszcze ze szkoly oraz z kursu matematyki na pierwszych semestrach studiow,
migdzy innymi na wiedzy z zakresu podstaw rachunku macierzowego, ktory zostat pominigty
W niniejszej pozycji.

Z zakresu probabilistyki oméwiono podstawowe pojecia, koncentrujac si¢ na zmienne;j
losowej, bedacej punktem wyjscia zapisu danych pomiarowych w formie nadajacej si¢ do
analiz statystycznych. Scharakteryzowane zostaty przykladowe rozktady prawdopodobien-
stwa zmiennych losowych dyskretnych oraz ciagtych, a takze podstawowe charakterystyki
opisujace postac rozktadu i zaleznosci pomigdzy para zmiennych, ze szczeg6élnym uwzgled-
nieniem pojecia regresji liniowej. Poczatek dziatu drugiego (rozdziaty I1.1-11.3) to teoretyczny
wstgp do omoéwienia wybranych metod analiz statystycznych, z ktorych bardziej szczego-
towo zatrzymano sig¢ nad zagadnieniami estymacji punktowej i przedzialowej oraz weryfika-
cji hipotez za pomoca wybranych parametrycznych i nieparametrycznych testow istotnosci.

Liczg na to, ze niniejszy podrgcznik stanie si¢ pomocny studentom w przyswajaniu
materiatu napigtego programu. Zostal on napisany do$¢ wczesnie, biorac pod uwage moj
krotki staz pracy w charakterze wyktadowcy oraz fakt, ze miatam okazjg prowadzi¢ wyktad
z tego zakresu zaledwie przez trzy lata. Nieunikniona konsekwencja tych okolicznosci jest
niedoskonato$¢ niniejszego podrecznika. Skiania mnie to do przyjecia otwartej postawy
wobec wszelkich uwag ze strony Czytelnikow. Mam nadziejg, ze uwagi te przyczynia sig do
udoskonalenia ewentualnych ponownych edycji podrecznika. Tres¢ podrecznika w niewiel-
kim stopniu wykracza poza program wyktadéw i ¢wiczen, wigc z pewnoscia nie bedzie
wystarczajaca dla osob zainteresowanych poszerzeniem wiedzy w tej dziedzinie, ktorych
odsytam do pozycji literatury zamieszczonych na koncu ksiazki. Podczas pisania niniejszego
podrecznika sama, w duzej mierze, na tej literaturze si¢ opieralam, starajac si¢ trudno
brzmiace sformulowania wyrazi¢ mozliwie najprosciej — zachowujac ich naukowy charakter
— by tatwiej je bylo zrozumie¢. Czytelnicy zweryfikuja, w jakim stopniu to si¢ powiodto.
Rowniez niektore przyktady zostaty zaadaptowane do niniejszego podrgcznika z innych
pozycji literatury.
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Mam réwniez nadziejg, ze ksiazka pomoze przezwycigzy¢ obawg przed metodami sta-
tystycznymi i przetamac — tak czgsty wérdd studentoéw — stereotyp zaktadajacy, iz sa one zbyt
trudne, by je zrozumie¢. A raczej, cho¢ w niewielkim stopniu, przyczyni si¢ do ukazania
uniwersalnych mozliwos$ci ich zastosowania w zagadnieniach réznych dziedzin, ktérych
przedmiotem jest analiza konkretnych danych pomiarowych.

Z uwagi na bezsporna powszechnos$¢ zastosowania metod statystycznych, zaré6wno
w naukach przyrodniczych, technicznych, jak i humanistycznych, niniejszy podrgcznik ma
szanse okaza¢ si¢ przydatny dla studentow do ich dalszej nauki i pracy.
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I. Elementy probabilistyki

I.1. Podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa

I.1.1. Przestrzen probabilistyczna

Kazda wspoétczesna teoria matematyczna jest teorig aksjomatyczna, czyli taka, w ktorej
wszystkie twierdzenia wyprowadza sig¢ z aksjomatow tej teorii.

Aksjomat to zdanie, ktoérego prawdziwo$¢ przyjmuje si¢ bez dowodu, formutujace
zalezno$ci migdzy tzw. pojgciami pierwotnymi danej teorii. Nie inaczej jest z teorig rachunku
prawdopodobienstwa. Ma ona swoje pojecia pierwotne, czyli takie, ktorych sig nie definiuje.
Naleza do nich:

— zdarzenie elementarne,
— przestrzen zdarzen elementarnych.

Przestrzen zdarzen elementarnych nazywa si¢ rowniez zbiorem zdarzen elementar-
nych i oznacza si¢ najczgsciej przez Q.

Zdarzenia elementarne, oznaczane o, sa to elementy przestrzeni Q. W praktyce, przes-
trzen zdarzen elementarnych to zbiér wszystkich mozliwych, niepodzielnych wynikéw obser-
wacji lub do$wiadczenia.

Definicja I.1.1. Rodzing podzbioréw X, przestrzeni zdarzen elementarnych €2, spetnia-
jaca nastgpujace warunki:
1) QekX,
2) AeZ=>Q\4 e,
(3) Ay, A, As,... e T U7, 4; €.

nazywamy sigma-algebra (c-algebra). Elementy sigma-algebry X to tzw. zdarzenia losowe.
Naleza do nich cata przestrzen ), zwana zdarzeniem pewnym, oraz jej dopetnienie, czyli
zbior pusty &, zwany zdarzeniem niemozliwym.

Prawe strony implikacji w warunkach (2) i (3) oznaczaja wyniki dziatan na zdarzeniach,
odpowiednio réznicy i sumy, ktore odpowiadaja analogicznym dziataniom na zbiorach.
Zatem alternatywa zdarzen 4 v B odpowiada sumie mnogosciowej zbiorow 4 U B, koniunkcja

11
Ze zbiorow Biblioteki Giownej AGH http://www.bg.agh.edu.pl/



zdarzen A A B — iloczynowi mnogos$ciowemu zbiorow 4 N B, a rdznica zdarzen 4 \ B jest
okreslana tak samo jak réznica w teorii zbiorow. Réznica Q \ 4, odpowiada dopetieniu
zbioru A w przestrzeni €, a w teorii prawdopodobienstwa jest to zdarzenie przeciwne do zda-
rzenia A, oznaczane A'.

Po takim wstgpie, wyjasniajacym podstawowe pojgcia rachunku prawdopodobienstwa,
mozemy poda¢ definicjg przestrzeni probabilistyczne;.

Definicja I.1.2. Przestrzenig probabilistyczng nazywamy trojke (Q, X, P), gdzie P jest
miarg unormowana, czyli spelniajaca nastepujace warunki:
(1) 4 e 2= P(A4)>0;
(2) zbiory A, Ay, A3, ... € T sa parami roziaczne = P (U7, 4;)=272,P(4,);
(3) P(Q) =1. '
P nazywane jest miara probabilistyczng. Jest to funkcja okreslona na c-algebrze,

o warto$ciach w przedziale [0; 1], co symbolicznie zapisujemy P : £ — [0; 1]. Warto$¢ funkcji
P dla zdarzenia A4 jest prawdopodobienstwem tego zdarzenia.

Z definicji 1.1.2 wynikaja nastgpujace wlasnosci prawdopodobienstwa:
(1) P@)=0
(2) AcB=P(A)<P(B)
3) 4 e 2= P(4)<1
(4) AcB=>P(B\A)=P(B)- P(4) (I.1.1)
(5) P(A)+P(A4A") =1
(6) P(Av B)=P(A)+P(B)-P(AAB)

(7) jezeli przestrzen Q sktada sie z n zdarzen elementarnych w;, czyli #Q = n, oraz zdarzenia
elementarne sa jednakowo prawdopodobne, czyli P(w,)=1/n, to prawdopodobienstwo
zdarzenia A skladajacego si¢ z k zdarzen elementarnych wynosi:

pay=2A_k,
#Q n

gdzie: #4, #Q) oznacza tzw. moc (liczno$¢) zbioru, odpowiednio 4 oraz Q.

Ostatnia z powyzszych wiasnosci to tzw. klasyczna definicja prawdopodobienstwa.

I.1.2. Prawdopodobienstwo warunkowe i niezaleznos$¢ zdarzen

Definicja 1.1.3. Prawdopodobienstwo warunkowe to prawdopodobienstwo zajscia
zdarzenia A przy zalozeniu, ze zaszlo zdarzenie B. Jezeli 4 1 B naleza do sigma-algebry X w tej
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samej przestrzeni probabilistycznej (€2, X, P) oraz B # @, to prawdopodobienstwo warunko-
we P(A|B) okresla sig¢ nastgpujaco:

P(A|B)=%, gdzie ,BeX,  P(B)>0 (L1.2)

Znajac pojecie prawdopodobienstwa warunkowego, mozna sformutowaé intuicyjny
warunek niezaleznosci zdarzen.

Definicja 1.1.4. 4 i B sa zdarzeniami niezaleznymi, jezeli prawdopodobienstwo
kazdego z nich nie zalezy od warunku zadanego przez drugie zdarzenie, tzn.:

P(A|B)=P(4) oraz  P(B|4)=P(B) (1.1.3)

Podstawiajac do lewych stron obu réwnan (1.1.3) wyrazenie (I.1.2), uzyskujemy waru-
nek niezalezno$ci zdarzen:

P(AAB)=P(A)-P(B) (1.1.4)
Analogicznie formutujemy definicj¢ dla dowolnej, skonczonej liczby n zdarzen:

Definicja I.1.5. Zdarzenia 41, A», ..., A, sa niezalezne, jezeli dla kazdego ich podzbioru
r-elementowego zachodzi rownos¢:

P(Ak‘ /\Ak2 A ove A A/(, )=P(Ak‘ )P(Ak2 )P(A/") (115)

Z prawdopodobienstwami warunkowymi spotykamy si¢ najczgsciej przy obliczaniu
tzw. prawdopodobienstwa catkowitego. MOwi o nim nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.1.1 (o prawdopodobienstwie calkowitym)
ZALOZENIA

(Q, X, P) — przestrzen probabilistyczna,
Ay, A,..., A, — zdarzenia nalezace do X, takie, ze:

(1) v P(4;)>0
i=12..n

2) YV A;nA; =D,

i#j

A3) "
U4 = @
i=1

TEZA

A P(B):EP(B |4;)-P(4;).

13
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Dowod

n n
Z zalozen mamy: B=BrQ=BA|J4;=J(BAr4,).

i=1 i=l

Zatem: P(B)=iP(B/\Ai):iP(B |4;)-P(4; ).

i=1 i=1

c.b.d.u.

Z twierdzeniem 1.1.1 wiaze si¢ $cisle nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.1.2. (Bayesa)
ZALOZENIA
(Q, X, P) — przestrzen probabilistyczna,
Ay, Ay, ..., A, — zdarzenia nalezace do Z, takie, zZe:
(1) Vv P(4;)>0
i=1,2,.,n
(2) V 4;n4; =9,

i#]j

3) LnJA,- =Q.

i=1
TEZA

P(B| Ay ) P(4;)

v P(4;|B)=

BeX 7

2. P(B|4;) P(4;)
i=1

Dowoéd

Z definicji prawdopodobienstwa warunkowego 1.1.3. i z tezy wcze$niejszego twier-
dzenia I.1.1. mamy:

P(BAAy)  P(B|A;) P(4;)
P(B) '

P(4;]B)= -
> P(B|4;)-P(4;)
i=l1

c.b.d.u.

Twierdzenie Bayesa mozna parafrazowac nastgpujaco: jezeli skutek B nastapit w wy-
niku jednej z przyczyn Ay, A, ..., A,, jedynych mozliwych i wzajemnie wykluczajacych sig, to
prawdopodobienstwo tego, ze Ay (k= 1, 2, ..., n) bylo przyczyna zajscia tego skutku, wynosi
P4y B).

14
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I.2. Zmienna losowa i dystrybuanta

Zmienna losowa, jako liczbowa reprezentacja wyniku do$wiadczenia losowego, jest
kluczowym pojeciem analiz statystycznych. Pojecie losowosci jest $cisle zwiazane z faktem
niemozliwo$ci doktadnego przewidzenia wyniku doswiadczenia.

Zaczniemy od przytoczenia definicji zmiennej losowej i dystrybuanty.

Definicja I.2.1. Niech (Q, Z, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Zmienna losowa X
to funkcja okreslona na przestrzeni zdarzen elementarnych Q, o warto$ciach w zbiorze liczb
rzeczywistych R, czyli X : Q —R, spelniajaca nastepujacy warunek: zbior zdarzen elementar-
nych, dla ktorych warto$ci zmiennej losowej X sa mniejsze od x, jest zdarzeniem. Symbolicz-
nie mozemy to zapisac:

VR{u):X(u))<x}eZ (1.2.1)

Dla skonczonej przestrzeni 2, w ktorej zdarzeniami sa wszystkie jej podzbiory, dowolna
funkcja X : Q — R jest zmienna losowa. Zmienne losowe oznaczamy duzymi literami, np.: X,
Y, Z, natomiast ich warto$ci maltymi x, y, z.

Definicja 1.2.2. Funkcja F': R — [0; 1] jest dystrybuanta zmiennej losowej X, jezeli:

v F(x0) = P(X <xp).
X, €R
Wtasnosci dystrybuanty:
(1) V F(x)e[0;1]
xXeR
(2) lim F(x)=0 oraz Ilim F(x)=1
X—>—00 X —>+®0

(3) Fjestfunkcja niemalejaca, czyli
X

1>

A X1 <x2 :>F(x1 )SF(Xz) (122)
,ER

X, €R

(4) F jest lewostronnie ciagta, czyli V lim F(x)=F(xq)
X—¥Xy
(5) P(a<X <b)=F(b)-F(a)

(6) P(X =xq)= lim F(x)-F(xy)

1.2.1. Jednowymiarowa zmienna losowa dyskretna

Definicja 1.2.3. Jezeli zmienna losowa X ma co najwyzej przeliczalny zbior wartosci
{x1, x2, x3, ...} taki, ze:

P(X =x;)=p; >0, ieN, ZPi=L
i

to nazywamy ja zmienng losowa dyskretna (skokowa).

Wartosci x; wraz z odpowiadajacymi im warto$ciami prawdopodobienstw p; tworza tzw.
rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, najczesciej zapisywany w postaci
tabeli 1.2.1.

15
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Tabela 1.2.1
Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej dyskretnej X

X; X Xy X5

Pi P P Ps3

Punkty o wspotrzednych (x;, p;) umieszczone w ukladzie wspotrzednych tworza wykres
tzw. funkcji prawdopodobienstwa (rys. I.2.1a). Laczac te punkty prostopadle z osia 0.X, uzys-
kujemy tzw. histogram rozktadu prawdopodobienstwa (rys. 1.2.1b). Oczywiscie suma dhu-
gosci wszystkich odcinkow wynosi 1.

a)  y=p(x)A b) Y=P[xi)1r
1~ 1
(x3.73) (x3.p3)
[xl-.PI] (x4.04) (xl”Pl) (x4.74)
(XZ’.pZ] (xs,ps) (XZ;PZ) (xs,pS]
] ] ] ] 1 > | i >
X X3 0 X3 X4 x5 x X X3 0 X3 X4 *5 =3

Rys. 1.2.1. Wykres funkcji rozktadu prawdopodobienstwa (a); histogram funkcji rozktadu
prawdopodobienstwa (b)

Definicja .2.2. dystrybuanty zmiennej losowej w przypadku zmiennej skokowej przyj-
muje postac:

F(xo)=P(X <x¢)= ) p;
X,<_XO
Pomigdzy dystrybuanta i rozktadem zmiennej losowej istnieje odpowiednios¢ wza-
jemnie jednoznaczna. A zatem podobnie jak wyznaczamy wartosci funkcji dystrybuanty
z rozktadu prawdopodobienstwa, tak rowniez mozemy wyznaczy¢ rozktad, znajac wartosci
dystrybuanty. Korzystamy przy tym z wlasnosci (6) dystrybuanty (1.2.2).

(1.2.3)

PRZYKLAD 1.2.1

Sprawdzi¢, czy dane (tab. 1.2.2) moga by¢ rozkladem zmiennej losowej dyskretnej Y.

Tabela 1.2.2
Warto$ci zmiennej losowej Y wraz z prawdopodobienstami ich wystgpowania
D 1 0,05 0,10 0,35 0,25 0,20 0,05
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Jesli tak, poda¢ warto$ci dystrybuanty dla tej zmiennej, narysowac jej wykres, obliczy¢
podane prawdopodobienstwa i zapisac je za pomoca funkcji dystrybuanty F(y).
a) P(Y > 3),
b) P(-5<Y<5),
c) P(Y>6).

Rozwigzanie

W celu sprawdzenia, czy mamy do czynienia z rozktadem prawdopodobienstwa, zgod-
nie z definicja 1.2.3, sumujemy wszystkie prawdopodobienstwa. Suma wynosi 1, zatem rze-
czywiscie dane z tabeli 1.2.2 moga by¢ rozktadem zmiennej losowej Y. Warto$ci dystrybuanty
wyznaczamy zgodnie z jej definicja, ze wzoru (1.2.3):

F(-5)=P(Y <-5)= ¥ p; =0
y<-5

F(-2)=P(Y <-2)= ) p; =005,
yi<-2

F()=P(Y <1)=)_ p; =0,05+0,10=0,15 itd.
y<1

Pamigta¢ nalezy, ze zgodnie z definicja 1.2.2, dystrybuanta okreslona jest na calym zbio-
rze liczb rzeczywistych. Dlatego do narysowania wykresu potrzebne sa nam rowniez jej
wartosci dla liczb spoza przestrzeni zdarzen elementarnych Q. Wyznaczmy kilka z nich:

F(-10)=P(Y <-10)= > p; =0,
y:<-10

F(4,35)=P(Y <4,5)= Y p, =0,05+0,10+035+025=0,75
y,<4,5

F(AD)=PY <11)= Zp,- =0,05+0,10+0,35+ 0,25+ 0,20+ 0,05=1,00.
y<11

W tabeli 1.2.3 zamieszczono obliczone warto$ci dystrybuanty dla wartosci zmienne;j
losowej Y.

Tabela 1.2.3
Wartosci funkcji dystrybuanty zmiennej losowej Y

¥ -5 L) 1 4 6 7 Y>7
F(y) | 000 | 005 | 015 | 050 | 0,75 | 095 | 1,00

Wykres funkcji dystrybuanty przedstawiony jest na rysunku 1.2.2.

17
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A F[y]

1,00_| e —

0_75} ———

0,50 | e—

0,151
| | p—— 0054
T T 1 T 1 I T 1 T I 1 I () I I I T 1 il

-5 -2 0 1 4 6 7 o

Rys. 1.2.2. Wykres funkcji dystrybuanty

Pozostaje obliczy¢ trzy prawdopodobienstwa i wyrazi¢ je za pomoca wartosci dystry-
buanty:

a) P(Y>23)=PY=4vY=6vY=7)=025+0_20+0,05=0,50,

z drugiej strony mamy:
P(Y>23)=1-P(Y<3)=1-P(Y<4)=1-F#4)=1-0,50=0,50;

b) P-5<Y<5)=PY=-2vY=1vY=4)=0,10+0,35+ 0,25 = 0,70,
P(-5<Y<5)=P(Y<5)-P(Y<-5)=F(5)-F(-5") = F(6)- F(-2)=0,75-0,05 = 0,70,
przy czym F(-5") jestumownym zapisem dla oznaczenia warto$ci dystrybuanty w punk-
cie nastgpnym w stosunku do —5 w rozktadzie zmiennej losowej;

¢) P(Y>6)=P(Y=7)=0,05;
PY>6)=1-PY<6)=1-F6"=1-F7)=1-095=0,05.

PRZYKLAD 1.2.2

Korzystajac z wartosci dystrybuanty zmiennej losowej dyskretnej ¥ podanych w tabeli .2.4,
podac¢ jej rozktad.

Tabela 1.2.4
Wartosci dystrybuanty zmiennej losowej dyskretnej Y

Y -4 -3 0 1 o | 10 | v>10

F(y) 0,00 0,30 0,45 0,85 0,90 | 0,95 ‘ 1,00
|

Rozwigzanie

Rowniez i w tym przyktadzie korzystamy ze wzoru (1.2.3), zakladajac, ze zmienna
losowa Y przyjmuje wylacznie wartosci podane w tabeli 1.2.4.
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Oto obliczenia kilku wybranych prawdopodobienstw:

P(-4) = P(Y <-3) = F(-3) = 0,30,
P(-3)=P(Y<0)-P(Y<-3)=F(@0)- F(-3)=0,45-0,30 = 0,15,
P(10) = P(Y £10) — P(Y < 10) = F(Y > 10) — F(10) = 1 — 0,95 = 0,05.

Pelen rozktad zmiennej losowej Y przedstawiono w tabeli 1.2.5.

Tabela 1.2.5
Rozktad zmiennej losowej dyskretnej Y

v | 4 | 3 0 1 9 | 10 |
b | 030 | 0,5 | 040 | 005 005 0,05

1.2.2. Jednowymiarowa zmienna losowa ciagla

W zagadnieniach przyrodniczych i technicznych istnieje wiele zjawisk, do ktorych opisu
konieczne jest wprowadzenie zmiennej losowej, mogacej przyjmowac¢ dowolna warto$¢
z okreslonego przedzialu, a zatem majacej nieprzeliczalnie wiele wartosci.

Definicja 1.2.4. Zmienna losowa X, o dystrybuancie F jest ciagla, jezeli istnieje nie-
ujemna funkcja ftaka, ze zachodzi nastgpujaca zaleznosc:

=0 A4 F(xo):ff(x)dx.
R —00

%€

Funkcjg f nazywamy gesto$cia prawdopodobienstwa zmiennej losowej X. Podobnie
jak dla zmiennej skokowej, mamy wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ pomigdzy roz-
ktadem i dystrybuanta. Zatem rozktad prawdopodobienstwa dla zmiennej ciaglej moze by¢
okreslony za pomoca funkcji dystrybuanty F lub funkcji gestosci f. )

Wiasnosci zmiennej losowej ciaglej:

(1) fciagta w x = fix) = F'(x), czyli w punktach ciaglosci funkcji gestosci jej warto$ci
réwnaja si¢ pochodnej dystrybuanty;

+00
(2) I f(x)dx=1, czyli pole powierzchni pod wykresem funkcji ggstosci w calym zbiorze

liczb rzeczywistych wynosi 1;

(3) P(X <xg)= j F(x)dx z definicji 1.2.2 oraz 1.2.4.

—00
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PRZYKLAD 1.2.3

Zmienna losowa ciagla X jest okreslona w przedziale (a2). Funkcja ggstosci dla niej
ma postac f{x) = 2x. Wyznaczy¢ a — lewy koniec przedzialu okreslonosci zmiennej X, podaé
postac¢ dystrybuanty F, narysowa¢ wykresy funkcji f{x) i F(x) oraz obliczy¢ nastgpujace praw-
dopodobienstwa:

P(X|<Lly  P(12<X<L3).

Rozwigzanie

Wiedzac, ze zmienna X jest okreslona w przedziale (a,«/i), z wlasnos$ci (2) zmiennej
losowej ciagtej mamy:

o 5
[ fadx= [ 2vdr=[x*]}? =2-a® =1.

—00 a

Stad @ = 1 lub a = —1. Jednak z definicji 1.2.4 wiemy, ze f jest funkcja nieujemna.
Poniewaz f{-1) = -2 <0, wigc a = 1.

Zatem przedzial warto$ci zmiennej X jest nastgpujacy (1.+/2). Réwniez z definicji 1.2.4
wyznaczamy dystrybuantg F(x):

F(x0)=j f(x)dx:ijdx:[xz]fo =x3 -1, czylii  F(x)=x%-1.

-0 1
Narysunku I.2.3 przedstawione sa wykresy funkcji ggstosci foraz funkcji dystrybuanty F.

b)

1\/5 2 1\/5 Tx

Rys. 1.2.3. Wykres: a) funkcji ggstosci f; b) dystrybuanty F
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Pozostaja do obliczenia dwa prawdopodobienstwa. Korzystajac z wtasno$ci zmienne;j
losowej ciaglej oraz z wyznaczonego przedziatu okreslonosci dla X, otrzymujemy:

a) P(X|<L)=P(X e(-LLL)N(5~2))=P(X e(L11)=
L1
= [ f@)dx=FD)-FM=(1*-1- (1> - 1)=121-1=021;
1

b) P(12<X <1,5)=P(X €[12:1,5)N(L~2))=P(X €[12+/2))=

N
= jf(x)alx:F(«E)-F(l,z)z«ﬁ2 —1-((1,2)* - 1)=2—144=0,56,
1,2

1.2.3. Charakterystyki liczbowe rozkladu zmiennej losowej

W celu scharakteryzowania zmiennej losowej (jej rozktadu) wyznacza sig dla niej pewne
parametry liczbowe, opisujace np. jej warto$¢ przecigtna, rozrzut jej wartosci, ksztatt wykresu
prawdopodobienstwa itp. Najwazniejszym parametrem jest warto$¢ przecigtna zmiennej
losowej, zwana tez wartoscia $rednia, warto$cia oczekiwana lub nadzieja matematyczna.

Definicja 1.2.5. Warto$¢é przecigtna E(X) zmiennej losowej X, to warto$¢ nastgpuja-
cego wyrazenia:
Zx,» -p; dla zmiennej dyskretnej,

E(X)= .
Ix'f(x)dx dla zmiennej ciagle;j,

—00

jesli powyzszy szereg i catka sa bezwzglednie zbiezne.

Korzystajac z powyzszej definicji, bardzo tatwo udowodni¢ nastgpujace wiasnosci
warto$ci przecigtnej dla a = constans:

(1) E(@a)=a
(2) E(@-X)=a-EX)
(3) EX+a)=E(X)+a (1.2.4)

(4) E(X+Y)=EWX) + E(Y)
(5) E(X-Y)=E(X)- E(Y),jezeli Xi Y sa niezalezne (pojecie niezalezno$ci zmiennych losowych
jest wyjasnione w podrozdz. 1.3.3).

Wartos$¢ przecigtna jest podstawa do wyliczenia wielu innych parametrow, m.in. tzw.
momentow.
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Definicja 1.2.6. Momentem zwyklym rzedu r nazywamy liczbe E[X"]. Natomiast mo-
ment centralny rzedu r to liczba E[(X — E(X))"].

Korzystajac z definicji 1.2.5 wartosci przecigtnej, mozna napisa¢ wzory pozwalajace
obliczy¢ momenty zwykle i centralne (tab. 1.2.6) dowolnego rzgdu dla zmiennej dyskretne;j
1 zmiennej ciaglej.

Tabela 1.2.6
Momenty zwykle i centralne zmiennej losowej
|
Momenty Zmienna dyskretna | Zmienna ciagla
ozn. ozn. 4
Mioment zwyidy X" 1= a,=2x p BX"]=a, =[x f(x)dx
rzedu r ) F -
el AX-EQX)Y]=u, =
Moment centralny ELX-EX) 1=n, = o
Echduis = 2= EX)) p, = [a—EQO) - f()dx

ozn.
= informuje o przyjgciu dla definiowanego pojgcia, oznaczenia nastgpujacego po tym symbolu.

Zauwazmy, ze o =E[X A ]=E(X), czyli moment zwykly rzedu pierwszego, to nic
innego jak warto$¢ przecigtna. Swoja odrgbna nazwe¢ ma rowniez P — moment centralny
rzedu drugiego, zwany wariancja i oznaczany V(X). Wartos¢ wariancji niesie informacjg na
temat rozproszenia warto$ci zmiennej losowej. Pierwiastek z wariancji, zwany odchyleniem
standardowym, oznaczamy o, =c(X )=,/V(X ). Stanowi on bardziej intuicyjna miarg roz-
proszenia, gdyz podawany jest w tych samych jednostkach co zmienna X.

W przypadku rozktadéw symetrycznych wszystkie momenty centralne nieparzystych
rzgdow sa rowne zeru. Dla zmiennych dyskretnych wynika to z faktu wystgpowania wsrod
réznic x; — E(X) wylacznie symetrycznych par wielkosci rozniacych si¢ jedynie znakiem, co
przy nieparzystej potedze r: (x; — E(X))” powoduje ich redukowanie si¢ podczas sumowania.
W przypadku zmiennych ciagltych wynika to z jednakowych wartosci pol powierzchni pod
wykresem funkcji podcatkowej (x — E(X))" - f{x), znajdujacych sig¢ nad i pod pozioma osia
uktadu wspoétrzednych X.

Wtasnosci wariancji dla @ = constans:

(1) Wa)=0
() Va-X)=d* VX
(3) V(X+a)=WVX) (1.2.5)

@) VX+£Y)=VX) + W(Y), jezeli XiY saniezalezne
(5) VX) = E(X?) - EX(X)

(6) V(X) = E(X - a)’ - (a - E(X))’
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Warto jeszcze zwréci¢ uwagg na trzy inne charakterystyki zmiennej losowej:

1) wspélczynnik asymetrii (sko$no$¢), badajacy asymetri¢ rozktadu yzu—g;
o

2) wspélezynnik skupienia (tzw. kurtoza), opisujacy skoncentrowanie rozktadu K =E%;
c

3) wspélezynnik splaszczenia (tzw. eksces) £ = K — 3.

Trzy wymienione wspotczynniki sa wielko$ciami niemianowanymi. Dzigki temu moz-
liwe jest poréwnywanie rozktadéw cech o réznych mianach ze wzgledu na asymetrig i sku-
pienie.

W analizach statystycznych wykorzystuje sig jeszcze jedno pojgcie, odnoszace sig bez-
posrednio do warto$ci zmiennej. Kwantyl x,, rzedu p — jest to taka warto$¢ zmiennej losowej
(po uszeregowaniu jej w ciag niemalejacy), dla ktorej spetnione jest:

F(x,)=3 pi <p< ). pi =F(x}) (1.2.6a)

X,<x, X, <x,

+
)4

Dla zmiennej ciagtej, ze wzgledu na niemoznos$¢ ustalenia elementu ,,nast¢gpnego”,
definicja kwantyla przyjmuje uproszczona formeg:

gdzie x;, oznacza nast¢pna w kolejnosci wartos$c (liczbe) w zbiorze warto$ci zmiennej losowe;j.
F(x,)=p (1.2.6b)

PRZYKLAD 1.2.4

Niech bgdzie dany rozktad zmiennej losowej skokowej X (dwa pierwsze wiersze w tabeli
1.2.7).

Tabela 1.2.7
Rozktad i wartosci dystrybuanty zmiennej losowej skokowej X

X; -5 -1 1 l 2 7k x>
| _

| 015 | 025 0,10 | 030 020 | 2=l
| 1
|

F(x,) 0,00 0,15 0,40 1 0,50 0,80 1,00

W ostatnim wierszu zapisano warto$ci dystrybuanty, obliczone zgodnie z definicja 1.2.2.
Dla tego rozktadu, kwantyle wybranych rzedow p wynosza:

p=0,15, x,=-1, poniewaz F(-1) = 0,15 < 0,15 < F(1) = 0,40;
nastgpna po —1 warto$cia zmiennej losowej X w powyzszym rozkladzie jest 1, wigc:
p =025, x,=-1, poniewaz F(-1) = 0,15 < 0,25 < F(1) = 0,40,

p=0,40, x,=1,poniewaz F(1)=0,40 < 0,40 < F(2)=0,50. [ ]
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PRZYKLAD 1.2.5

Niech rozktad zmiennej losowej ciagltej, okreslonej na przedziale [0; 2], bedzie zdefi-

niowany nastgpujaca funkcja gestosci: f(x)=§. Zgodnie z definicja 1.2.4. dystrybuanta
2

rozktadu ma posta¢ F' (x)z%. Kwantyle wybranych rzgdow wynosza:

p=015 x,=406, poniewaz F(:/0,6)=0,5;

p=025  x,=1, poniewaz  F(1)=0,25;

p=040, x,=.16, poniewaz F(,/16)=040.

Przyktadowo moment zwykty czwartego rz¢du tej zmiennej, na podstawie wzoru z tabeli

[.2.6 wynosi:

2

4 Ny 4 z 4 X x> x° ’ 16
as =E(X7")=|x"f(x)dx=|x" -=dx=| —dx=|— | =—.
s =EXH=[x* 1) jo : {2 ), 73

—00

PRZYKLAD 1.2.6

Wyprowadzi¢ wzdor na moment centralny rzgdu trzeciego wyrazony za pomoca momen-
tow zwyktych.

Rozwigzanie

Korzystamy z okreslenia momentu centralnego dowolnego rzedu (tab. 1.2.6):

E[(X - EX)] = ..
Wykonujemy dziatanie podniesienia do potggi wyrazenia w nawiasie:
.. = E[X3 -3X2 . E(X) + 3X - E3(X) -E3(X)] = ...
Korzystamy z wtasnosci (1.2.4) liniowosci wartosci przecigtne;:
.. = E[X?] - 3E(X) - E[X?] + 3E3(X) - EX) - E3(X) - E(1) = ...
Wykonujemy dziatania algebraiczne na momentach zwyktych:
... = E[X3] - 3E(X) - E[X?] + 3E3(X) — E3(X) = E[X?] - 3E(X) - E[X?] + 2E3(X) = ...
Na koniec korzystamy z oznaczenia momentow zwyktych w tabeli 1.2.6:

...=a3—3a1a2+2a13. [ ]

PRZYKLAD 1.2.7

Korzystajac z wartosci dystrybuanty zmiennej losowej X podanych w tabeli 1.2.8, poli-
czy¢ moment centralny rzedu 2.

24
Ze zbiorow Biblioteki Giownej AGH http://www.bg.agh.edu.pl/



Tabela 1.2.8
Wartos$ci dystrybuanty zmiennej losowej skokowej X

x; 0 2 3 7 9 10

i

F(x)) 0 025 | 060 | 075 = 0090 | 0095

Rozwigzanie
Korzystajac z wiasnosci dystrybuanty (1.2.2), wyznaczamy rozktad zmiennej X, czyli
prawdopodobienstwa p; (tab. 1.2.9).

Tabela 1.2.9
Rozktad zmiennej losowej X

X; 0 2 5 7 9 10

i

D 0,25 0,35 0,15 0,15 0,05 0,05

Nastegpnie, wiedzac, ze moment centralny rz¢du 2 to wariancja zmiennej losowej, w celu
jej obliczenia korzystamy z wtasnosci wariancji (1.2.5): V(X) = E(X?) — E(X), czyli wyrazenia
jej za pomoca momentow zwyktych:

E(X)=Zx,- -p; =0-0,25+2-0,35+5-0,15+7-0,15+9-0,05+10-0,05=3,45,
i

E(X*)=Y.x} p; =07-025+2%-035+5%-0,15+ 7% -0,15+ 97 - 0,05+ 10> - 0,05=21,55,

1

V(X)=2155-(345)° =9,6475. =

1.2.4. Wybrane rozklady zmiennej losowej dyskretnej

W niniejszym podrozdziale zaprezentowane zostana przyktadowe rozktady prawdopo-
dobienstwa zmiennej losowej skokowej, wraz ze wzorami opisujacymi ich podstawowe cha-
rakterystyki liczbowe.

Rozklad réwnomierny

W rozktadzie réwnomiernym prawdopodobienstwo przyjmowania przez zmienna loso-
wa dowolnej wartosci jest jednakowe. Zatem dla n-elementowej przestrzeni zdarzen elemen-

tarnych Q rozklad wyglada jak w tabeli 1.2.10.

Tabela 1.2.10
Rozktad rownomierny zmiennej losowej skokowej X

X; ( X X X,
1 1 1
Di - - -
n n n
I ] 2 2
E(X)=—2x;,  V(X)==2 (x; —~E(X)) 12.7)
= i=1

n._ n._
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Rozklad jednopunktowy

Rozktad jednopunktowy jest szczegélnym przypadkiem rozktadu rownomiernego.
Zmienna losowa przyjmuje tu tylko jedna warto$¢, a zatem jest to zdarzenie pewne (tab.
[.2.11).

Tabela 1.2.11
Rozktad jednopunktowy zmiennej losowej X

X

i

X

Di 1

EWX)=x, (X)=0 (1.2.8)

Rozklad zero-jedynkowy z parametrem p (rozklad dwupunktowy)

Zmienna w rozktadzie dwupunktowym moze przyjmowacé tylko dwie wartosci. Opisu-
jemy w ten sposob prawdopodobienstwo, ze ustalone zdarzenie losowe zdarzy sig¢ lub nie
(tab. 1.2.12).

Tabela 1.2.12
Rozktad dwupunktowy zmiennej losowej X

X; 1 0
} pi p g=1-p
EX) =p, NX)=p-q, H3 =pq-(1-2p) (1.2.9)

Rozklad dwumianowy o parametrach n, p (rozklad Bernoullego)

Rozktad Bernoullego opisuje prawdopodobienstwo pojawienia si¢ oczekiwanego
wyniku (tzw. ,,sukcesu”) k razy w do$wiadczeniu powtarzanym niezaleznie n razy, jezeli
znamy prawdopodobienstwo sukcesu p, w pojedynczej probie. Funkcja prawdopodobienstwa
zmiennej K o rozktadzie dwumianowym jest nastgpujacej postaci:

P(k;n,p)=(2]pkq"_k, k=0,1,2,n, gdzieg=1-p (12.10)

E(K)=n-p, V(K)=n-p-q, ps=npq-(1-2p) (1.2.11)

Ujemny rozklad dwumianowy o parametrach v, p (rozklad Pascala)

Zmienng losowa K w rozktadzie Pascala jest liczba do§wiadczen wykonanych wedtug
schematu Bernoullego, potrzebna do uzyskania v sukceséw. Prawdopodobienstwo uzyskania
sukcesu w pojedynczym doswiadczeniu wynosi p.
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Funkcja prawdopodobienstwa zmiennej K jest postaci:

P(k;v,p):[ _ljpvqk", k=v,v+1,.., gdzieg=1-p (12.12)
N
\Y V- vg-(2 -
EK)=Y, v)=td, o, YP) (12.13)
p p p

Rozklad geometryczny z parametrem p

Rozktad geometryczny jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu Pascala dla v=1 i zwa-
ny jest rozktadem czasu oczekiwania na pierwszy sukces. Funkcja prawdopodobienstwa jest
postaci:

P(k;p)=p-¢* ', k=1,2,3,.., gdzieqg=1-p (1.2.14)
1 (2

EK)=~, vk)=L, py=LEP) (12.15)
4 P p

Rozklad Poissona z parametrem A > 0

Funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej K w rozktadzie Poissona jest postaci:
P(k;\)=e T k=0,1,2,.. (1.2.16)

E(K)=r, V(K)=h, p;=~ (1.2.17)

Jest to rozktad graniczny dla ciagu rozkladow dwumianowych przy n-—oo oraz

n—o0 k! ’

k
n-p, =\, czyli lim[ZJ pf (1-p, )”’k = L gdzie (n, p,) — parametry zmiennej K
o rozktadzie Bernoullego.
Dlan>50,p <0,1, np < 10 mozna wystarczajaco dobrze przyblizy¢ rozktad dwumiano-
k nk _ AN

wy rozktadem Poissona: (:] P q e Tl A =np.

PRZYKLAD 1.2.8

Niezawodno$¢ przyrzadu (ustalona na podstawie badan laboratoryjnych) w pojedyn-
czym pomiarze wynosi 0,9. Wykonano trzy pomiary tym przyrzadem. Niech K bgdzie liczba
wynikoéw pomiaréw uznanych za bezbtedne, tzn. takich, ktorych doktadnos¢ miesci sig w do-
puszczalnych granicach. Wyznaczy¢ rozktad zmiennej K, obliczy¢ moment zwykly rzedu 4
oraz sprawdzi¢ symetri¢ rozktadu tej zmiennej. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze co naj-
mniej dwa pomiary sa biedne.
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Rozwigzanie

Z tresci zadania wnioskujemy, ze chodzi o rozklad Bernoullego, gdyz mamy do czy-
nienia z kilkukrotnym powtorzeniem tego samego doswiadczenia (wykonanie pomiaru) oraz
znamy prawdopodobienstwo sukcesu (bezblgdny pomiar) w pojedynczym do$wiadczeniu.
Zatem, na podstawie oznaczen przyjetych dla tego rozktadu, wypisujemy jego parametry

p=09, g=1-p=0,1, n=3.

Prawdopodobienstwo uzyskania okreslonej liczby sukcesow &, we wszystkich n probach,
jest zdefiniowane nastgpujaco (zgodnie z (1.2.10)):

n -
P(k;n,p):(ka"q" “

Zatem prawdopodobienstwo, ze nie uzyskamy zadnego sukcesu, co w praktyce oznacza,
ze btedy wszystkich pomiaréw beda przekraczaty dopuszczalng warto$é, wynosi:

3!

. (3 0n13-0 _
P(0;3;09)=| ~ 09%0,> =2 .
0 0!(3—0)!

!
1.0,1° =i-o,001=o,001.
1.3!

Podobnie wyznaczamy prawdopodobienstwa dla pozostatych k£ = 1, 2, 3, otrzymujac
rozktad zmiennej losowej K (tab. 1.2.13):

Tabela 1.2.13
Przyktadowy rozktad Bernoullego zmiennej losowej K

k; 0 1 2 3

i

»i 0,001 0,027 | 0243 | 0,729

Moment zwykty rzedu 4:

oy =E(X*)=Y k! p; =0*-0,001+1%-0,027+2% 0,243+ 3*.0,729=62,964.
i

Z tabeli rozktadu 1.2.13 wida¢ wyraznie, ze rozktad nie jest symetryczny, ale chcac to
potwierdzi¢ analitycznie oraz zbada¢ stopnien asymetrii, wyznaczymy wspotczynnik asyme-
trii y, zdefiniowany w podrozdziale 1.2.3:

M3
Y=—0
8

Wykorzystujac wzory (1.2.11) na moment centralny rzedu 3 i wariancje, otrzymujemy:
Y_npq(lep) _1-2p 1-2:09 08

S’ g 30901 027 o

Ujemna warto$¢ y §wiadczy o lewostronnej skosnosci rozktadu.

1,54.
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Pozostaje wyznaczy¢ interesujace nas prawdopodobienstwo.

Zdarzenie polegajace na tym, ze co najmniej dwa pomiary sa blgdne, oznacza w tym
przypadku, ze bledy dwoch lub trzech pomiaréw nie mieszcza si¢ w dopuszczalnych grani-
cach. Ze wzglgdu na sposob zdefiniowania zmiennej losowej K jako liczby pomiaréw bez-
blednych, nasze zdarzenie odpowiada sytuacji, w ktorej mamy jeden lub zero pomiarow
uznanych za bezbledne.

Zatem zadanie sprowadza si¢ do obliczenia prawdopodobienstwa:
P(K=1vK=0)=0,027+ 0,001 = 0,028,

czyli przecigtnie w 28 przypadkach na 1000, wykonujac podobne doswiadczenie trzech jed-
nakowych pomiar6w tym samym przyrzadem, otrzymamy co najmniej dwa wyniki niemiesz-
czace si¢ w granicach dopuszczalnego btedu.

PRZYKLAD 1.2.9

Prawdopodobienstwo awarii urzadzenia badawczego w jednym do$wiadczeniu wynosi
p = 0,01. Do$wiadczenia mozna przeprowadza¢ dowolna liczbg razy. Przy zatozeniu, ze sa
one niezalezne, obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze druga awaria zdarzy sig:

a) w jedenastym doswiadczeniu,

b) najp6zniej w dziewiatym doswiadczeniu,

¢) nie wezesniej niz w dziesigtym do$wiadczeniu.
Rozwiazanie

Mamy tu do czynienia z rozktadem Pascala. Zmienna losowa K opisuje liczbg doswiad-
czen, ktore trzeba wykonaé, by uzyskac¢ v =2 ,,sukcesy” w postaci dwoch awarii, w okreslo-
nym czasie. Zatem funkcja prawdopodobienstwa przyjmuje posta¢ (zgodnie z (1.2.12)):

k-1
P(k; v=2,p=0,01)=[2 Jpzqk_z =(k—1)-0,01>-0,99*2, k=2,3,4, ..

Szukane prawdopodobienstwa wynosza:
a) P(K=11)=10-0,0001 - 0,99° ~ 0,00091.

9 9
b) P(K <9)=P(2<K <9)= Y (k—1)-001*-¢* "2 =0,0001- 3" (k~1)-¢* * =
k=2 k=2

4 < k-1 4 &N D o4 a <
=107 Y k-g" ' =10 ) — 4" =1 _Z
k=1 k=109 oq ;o)
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Korzystamy ze wzoru na sumg skonczonego ciagu geometrycznego:

.__:104.3 q.i ={572. 1—‘18+q—8617(1—q)+1—q8
‘ =g (1-¢)’
04 mata+a’ -84 +80° +q—q® _ 4 8¢° 94" +1_
(1-q)° (1-q)°

ey g% (8g- 9+1_ 4. 0,99% - (8-0,99— 9)+ 1
2 10

~0,003436.

¢) PK210)=1-P(K <10)=1-PK <9)=1-0,003436 = 0,996564.

PRZYKLAD 1.2.10

Firma ubezpieczeniowa ocenia, ze co roku 1% ubezpieczonych traci zycie w wypadkach
okreslonego rodzaju. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze w danym roku firma bedzie musiata
wyplaci¢ odszkodowanie wigcej niz trzy razy, jezeli od danego rodzaju wypadkéw ubezpie-
czyta 100 os6b?

Rozwiazanie

Zmienng losowa K w tym zagadnieniu jest liczba ubezpieczonych, ktorzy zgingli w da-
nym roku. K ma rozktad dwumianowy z parametrami p = 0,01 i » = 100. Ze wzgledu na
wartosci tych parametrow spetniajace warunki: n > 50, p <0,1, np < 10, mozna wystarczajaco
dobrze przyblizy¢ rozktad dwumianowy rozktadem Poissona (1.2.16):

n\ kon-k -xl
A =np.
(k]p q k' p

Pytamy o nastgpujace prawdopodobienstwo:

P(K >3)=1- P(K £3)=1- P(0)- P(1)- P(2)- P(3)=

0 1 2 3
et Ly LT =1—e“[1+1+1+1]=1—1-§=1—o,981=0,019.
o' 11 2! 3! 2 6 e 3

Liczac to samo prawdopodobienstwo z rozktadu Bernoullego, otrzymujemy:

100 0 100
P(K>3):1—P(KS3):17P(0)~P(1)P(2)P(3)=1~( . j-o,m 10,9910 _

100 100 100
—[ | }0,011 ~o,99"9—( ) )-0,012-0,9998—[ . j-o,013-0,9997 =

=1-1-1-0,99'° —100-0,01-0,99%° — 50-99-0,0001-0,99°% — 50-33-98-0,000001-0,99°7 =
=1-0,366— 0,370— 0,185— 0,061=0,018.
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Wida¢, ze z wystarczajacym przyblizeniem otrzymujemy podobny wynik, a rozktad
Poissona zdecydowanie upraszcza obliczenia.

I.2.5. Wybrane rozklady zmiennej losowej ciaglej

Po rozktadach zmiennych dyskretnych, zostana zaprezentowane przyktadowe rozktady
prawdopodobienstwa zmiennej losowej ciaglej, wraz z wzorami na ich podstawowe charakte-
rystyki liczbowe.

Rozklad jednostajny (réwnomierny, prostokatny) na odcinku [a; b]

Na podstawie nazwy mozna wnioskowac¢, ze funkcja ggstosci tego rozktadu bedzie
funkcja stata w ustalonym przedziale [a, b]. Z uwagi na wtasno$ci opisane w podrozdziale
[.2.2., funkcja gestosci f oraz funkcja dystrybuanty F rozktadu prostokatnego (rys. 1.2.4),
skoncentrowanego w przedziale [a; b], sa nastgpujacej postaci:

1 0 dla x<a
-a

fo={p—a 0 THEE L xefan) e
‘ —a
0 dla x¢[a;b], 1 dla x>b
a) b)
() Ll
1 1=
b-a
1
2
] I L - I "
a lo a+b b x a 1o L5 ’ )
. 2

Rys. 1.2.4. Ggstos¢ rozktadu rownomiernego skoncentrowanego na [a; b] (a); dystrybuanta rozktadu
réwnomiernego skoncentrowanego na [a; b] (b)

Czytelnikowi pozostawiam, jako proste ¢wiczenie, wyprowadzenie wzoréw na pod-
stawowe parametry tego rozkltadu, takie jak warto$¢ oczekiwana, wariancja itp.

Prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa X o rozkladzie jednostajnym przyjmuje war-
tosci w przedziale [xo; xo + /], przy zalozeniu, ze & > 0 oraz xo i xo + & naleza do [a; b], nie
zalezy od xq 1 jest wprost proporcjonalne do 4. Wlasno$¢ ta umozliwia liczne zastosowania
tego rozktadu (patrz przyktad 1.2.11).
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Rozklad wykladniczy z parametrem A > 0

Funkcja gestosci f oraz funkcja dystrybuanty F rozktadu wyktadniczego (rys. 1.2.5) sa
nastgpujacej postaci:

A - 1 > - - 0
fx)= exp(—Ax) dla x>0, F(x)= l-exp(-Ax) dla x> (12.19)
0 dla x<0, 0 dla x<0
1 1
E(X)=—=, V(X)=— (1.2.20)
A 22
a) f(x)) b) F(x) 4
1 ...........................................
A
—_— >
0 x 0 x

Rys. 1.2.5. Ggstos¢ rozktadu wyktadniczego z parametrem A (a);
dystrybuanta rozktadu wyktadniczego (b)

Rozktad wykladniczy opisuje m.in. czas bezawaryjnej pracy urzadzenia lub jego ele-
mentu oraz czas oczekiwania na obstugg (patrz przyktad 1.2.13), np. w sklepie. Posiada on
wlasno$¢ zwana brakiem pamigci. Oznacza to np., ze pozostaly czas pracy elementu nie
zalezy od dotychczasowego czasu jego pracy.

Wyjasnia to nastepujace przeksztalcenie:

P(X2a+bAn X 2a) P(Xza+b)

P(X 2a+b|X 2a)= g e

(12.21)
_SPEMa*D) _ o aby=P(X 2b)
exp(-\a)

Rozklad normalny o parametrach pioc

Fakt, ze zmienna losowa X ma rozklad normalny o parametrach p eR oraz o>0,
bgdziemy symbolicznie zapisywac: X~N(u, o). Funkcja ggstosci rozktadu normalnego ma
postac:

1 (x—p)’
f(x)zcmexp{— ~ } dla xeR (1.2.22)
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Ze wzoru (1.2.22) wynika, ze V flx)> 0. Zatem funkcja (1.2.22) spetnia warunek funk-
xeR
cji gestosci okreslony w definicji 1.2.4. Dla zbadania przebiegu zmiennosci powyzszej funkcji

gestosci wyznaczamy pierwsza 1 druga pochodna:

)2
o xn [ eny : exp{( = } ()’
f(x)= I exp{ o2 } ()= oy { =2 1} (1.2.23)

Miejsca zerowe pochodnych oraz ich znak okreslaja ekstremum (maksimum) w punkcie
x = p oraz punkty przegigcia funkcji f'w miejscach x = p + 0. Wykresem funkcji ggstosci
rozktadu normalnego Gaussa jest tzw. krzywa Gaussa (rys. 1.2.6), dla ktorej prosta x = p jest
osia symetrii. Wynika z tego, jak wyjasniono w podrozdziale 1.2.3, ze wszystkie momenty
centralne nieparzystego rzgdu sa rowne 0. Dodatkowo, poniewaz funkcja ggstosci rozktadu
normalnego osiaga swoje maksimum w punkcie x = p, to warto$¢ przecigtna tego rozktadu
jest rowna p, gdyz jest ona interpretowana jako tzw. ,,warto$¢ najbardziej prawdopodobna”,
czyli o najwigkszym prawdopodobienstwie wystapienia, a pole pod wykresem funkcji
gestoscei reprezentuje wlasnie prawdopodobienstwo.

fx)A

=y

M—o 0 u u+o
Rys. 1.2.6. Gestos¢ rozktadu normalnego N(p, o)

Mozna wyprowadzi¢ ogdlny wzor na momenty centralne parzystego rzedu. Przybiera on
nastegpujaca postac:

E(X)=p, v i, | =0 oraz v Hop =1-3-5...-(2r=1)-6% (1.2.24)
re re

W szczegolnosci wariancja: V(X )=p, = 6. Z powyzszego wynikaja rowniez warto$ci

wspotczynnikow asymetrii y, skupienia K i splaszczenia E:

y=R=0,  k=Fi-3  E-k-3-0 (1.2.25)
o (e}
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Wspotezynnik sptaszczenia zostal tak zdefiniowany, by mozna byto rozktad normalny
traktowac jako punkt odniesienia do badania skupienia i splaszczenia dowolnego rozktadu.
W wigkszosci wypadkow, jezeli E > 0, to rozktad jest bardziej skupiony (stromy) niz odpo-
wiedni rozktad normalny (rys. 1.2.7).

E>0

I
EX) =n X

\

Rys. 1.2.7. Ggstosci rozktadow o réznych wspotczynnikach sptaszczenia £

Twierdzenie 1.2.1. Jezeli zmienna losowa X o rozkladzie normalnym z parametrami p
X-—p

i 6 X~N(pn, o) poddamy standaryzacji, czyli przeksztatcimy nastgpujaco: Z = , to

otrzymana zmienna Z ma tzw. standaryzowany rozklad normalny o parametrach 0 i 1:
Z~N(0; 1).
Dowdéd

Typ rozktadu dla zmiennej Z zostaje zachowany ze wzgledu na liniowy charakter prze-
ksztalcenia X w Z. Natomiast warto$ci parametrow dla zmiennej Z uzyskujemy dzigki prze-
ksztalceniom wykorzystujacym wilasnoséci wartosci przecigtnej (1.2.4) 1 wariancji (1.2.5).

Z wilasnosci (1.2.4) mamy:

E(Z)= E(X u) EX—py=EX=E@) _p-p_
(e} o

Podobnie z wtasnosci (1.2.5) mamy:

2
V()= V(X p] V(X )= V(X)+V(p)_o"+0_,

o’ o’

W ten sposob uzyskujemy tezg twierdzenia Z~N(0;1). c.b.d.u.
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Dla zaznaczenia, ze chodzi o standaryzowany rozktad normalny, funkcjg gestosci bg-
dziemy oznacza¢ przez @, a odpowiadajaca jej dystrybuantg ®:

<p(2)=#e><p —i
J2n 2

Zy Zy 2
D(z9)=P(z<z )=_jw <P(Z)d2=ﬁ_‘[oexl{~%]dz (1.2.26)

Uwaga. Warto zauwazy¢, ze z symetrii funkcji ¢(z) wzgledem pionowej osi uktadu
wspotrzednych 0Y, wynika rownos$é @(—z) = 1 — @(z). Wartosci O(z) dla z > 0 sa zawarte
w tablicy 1 dystrybuanty rozktadu normalnego, zamieszczonej w dodatku na koncu ksiazki.

Rozklad chi-kwadrat x? o k stopniach swobody

Niech Z; ~ N(0, 1), wowczas suma kwadratow k niezaleznych zmiennych losowych Z;

k
ma rozklad % o k stopniach swobody, czyli y; =Y. Z;. Funkcja gestosci rozktadu 32 jest
i=l1

postaci:

K
%xz exp(— fj dla x>0
: 2 (1.2.27)

0 dla x<0

gdzie T jest to tzw. funkcja specjalna gamma, rozszerzajaca pojecie silni na zbior liczb
zespolonych.

Funkcja gamma wyraza si¢ nastgpujaca catka:

r(z)=J'x"‘ e dx, (1.2.28)
0

gdzie z — liczba zespolona o dodatniej czg$ci rzeczywistej Re(z) > 0.

Podstawowe charakterystyki liczbowe tego rozktadu sa nastgpujace:
E(X)=k, V(X)=2k y—i E—]—2 ' (1.2.29)
s ] m 0 k s

Zauwazmy, ze limy =0oraz lim £ =0. Wynika stad, ze dla rosnacej liczebnos$ci pomia-
k—o k—>x
réw zmiennej losowej X, co pociaga za soba wzrost liczby stopni swobody (tzw. obserwacji
nadliczbowych), asymetria (zawsze prawostronna, bo: VvV y>0) jest niwelowana. Rozktad
keN

zbliza si¢ do symetrycznego.
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Podobnie dzieje si¢ ze wspotczynnikiem sptaszczenia. Z obu powyzszych faktow mozna
wyciagnaé wniosek, ze przy znacznym wzroscie k — rozktad y? dazy do rozktadu normalnego,

ktory jest symetryczny i dla ktorego eksces E wynosi 0 (rys. 1.2.8).

) 4

Rys. 1.2.8. Gestos¢ rozktadu ¥ dla réznej liczby stopni swobody &

Chcac uzyskac szybsza zbiezno$¢ z rozktadem normalnym, wystarczy zmienng Xf
ozn.
podda¢ nastgpujacemu przeksztatceniu U 2 = 1/2-)(2. Woéwezas lim U ~N (\2k-11).
k—>x
Dowod pomijamy.

Na podstawie stosownego twierdzenia (Lindeberga—Levy’ego — twierdzenie 11.3.2,

w podrozdz. 11.3.1), dla k > 50 rozktad 3> mozna z duza doktadno$cia aproksymowaé rozkta-
dem normalnym.

Rozklad T-Studenta o k stopniach swobody

Niech Z ~ N(0; 1); wtedy zmienna losowa zdefiniowana nastgpujaco:

Ty =—= (1.2.30)

ma rozklad T-Studenta o & stopniach swobody.
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Funkcja gestosci tego rozktadu jest postaci:

r[k“j
f()= 2 7 dla teR (1.2.31)
.
«/l&-l‘(k](HtJ ’
2 k

Z postaci funkcji gestosci widac, ze jej wykres jest symetryczny wzgledem prostej £ = 0.
Wynika to z faktu, ze zmienna ¢ wystgpuje w funkcji (1.2.31) tylko w parzystej potedze #2,
ktore to wyrazenie przyjmuje jednakowe wartosci dla rownych co do warto$ci bezwzglednej
ujemnych i dodatnich 7. Zatem warto$¢ przecigta wynosi 0. Wykres ten jest rOwniez podobny
w swym ksztalcie do krzywej Gaussa. Na rysunku [.2.9 umieszczono krzywa Gaussa dla stan-
daryzowanego rozktadu normalnego wraz z krzywa bedaca obrazem funkcji (1.2.31). Dla
duzych k (k > 30) rozktad Studenta mozna aproksymowaé rozktadem normalnym.

0@),fln) A
N(O,1)

Rys. 1.2.9. Rozktad Studenta (- - -) w zestawieniu ze standaryzowanym rozkladem normalnym (—)

Z symetrii rozktadu Studenta wynika, ze wszystkie momenty nieparzystych rzgdow sa
réwne 0. Natomiast wariancja zmiennej losowej 7 wynosi:

V(T)=$ dla k>2 (1.2.32)

Rozklad F-Snedecora o ky, k; stopniach swobody

Rozktadem F-Snedecora o ki, k> stopniach swobody nazywamy rozktad ilorazu

(1.2.33)

gdzie X, Y to niezalezne zmienne losowe, majace rozktady chi-kwadrat odpowiednio o &; i &,
stopniach swobody X ~x/2( -4 NX/E ;
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Funkcja gestosci tego rozktadu jest postaci:

T
r kl +k2]r1 2.17727
2 15}
2 —— dla 150 (1.2.34)
O e\ (). & Yz
rf XU 22 |14 5y
2 )\ 2 k,
\ 0 dla <0

a wartos$¢ przecigtna i wariancja:

2
L =2k +2k2 =2 (1.2.35)
ky—2 ky(ky —2)"(ky—4)

E(t)=

Na rysunku [.2.10 przedstawiono rozktad F-Snedecora o stopniach swobody k; = 10
i ky =10.
f(F)

0 F

Rys. 1.2.10. Ggstos¢ rozktadu F, , dla stopni swobody &, = 10, k, = 10

PRZYKLAD 1.2.11

Na stacj¢ metra pociagi przyjezdzaja doktadnie co 4 minuty. Niech zmienna X opisuje
czas oczekiwania na przybycie pociagu przez pasazera przybywajacego na stacj¢ w przy-
padkowej chwili. Okresli¢ rozktad zmiennej X, jej dystrybuantg oraz obliczy¢ prawdopodo-
bienstwo, ze czas oczekiwania wynosi co najwyzej minutg.

Rozwigzanie

Zmienna losowa X marozktad jednostajny, zdefiniowany nastg¢pujaca funkcja gestosci:

1 0 dla x<0,
— dla xeg[0;4], X

f(x)=44 a dystrybuanta ma posta¢  F(x)= m dla xe(0;4],
0 dla xg[0;4], 1 dla  x>4.

Szukane prawdopodobienstwo wynosi:
1

|
P(X Sl)=f f(x)dx:j Lae=tq2s
. 14 4
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PRZYKLAD 1.2.12

Wiedzac, ze zmienna X ma rozkiad normalny o parametrach p = 3,5 oraz ¢ = 4, czyli
X ~ N(3,5; 4), zmienna T ma rozktad Studenta o k¥ = 17 stopniach swobody, czyli 7'~ T}7,
a zmienna Y ma rozklad chi-kwadrat o k= 7 stopniach swobody, czyli ¥ ~ x% —zaznaczy¢ na
rysunkach i obliczy¢ nastgpujace prawdopodobienstwa:

a) P(-7,5<X<13,62), P(-0,5<X<75);
b) P(IT|>1,333);
¢) P(lY]<1,69).

Rozwiazanie

Teoretycznie mozna by obliczy¢ powyzsze prawdopodobienstwa, catkujac funkcje
gestosci trzech rozpatrywanych rozktadow, tj. funkcje postaci (1.2.22), (1.2.31) 1 (1.2.27),
podobnie jak przebiegato to w przyktadzie 1.2.11. Jednakze byloby to zbyt pracochtonne. Dla
kazdego z tych rozktadow istnieja tablice statystyczne, z ktorych zdecydowanie prosciej
bedzie tu skorzystac.

Ad a)

Z catej rodziny rozktadow normalnych, w tablicach uj¢to jedynie rozktad normalny stan-
daryzowany. Zatem chcac skorzystac z tablic, nalezy najpierw przeprowadzi¢ standaryzacje
podanego rozktadu normalnego N(3,5; 4), zgodnie z twierdzeniem 1.2.1. W praktyce oznacza
to, ze nalezy znalez¢ taki przedzial (z), z3], dla zmiennej standaryzowanej Z, ktory bedzie
odpowiednikiem przedziatu okreslonego dla zmiennej X w nastgpujacym sensie:

P(z;<Z<,)=P(-15<X <13,62).

Prawdopodobiefistwo, ktére mamy obliczy¢ jako pierwsze, odpowiada polu powierzch-
ni pod wykresem funkcji ggstosci, zaznaczonemu na rysunku [.2.11.

fix) 4
/////I"..
-7,5 -0,5 0 3,5 7,5 13,62 x

Rys. 1.2.11. Graficzna reprezentacja prawdopodobienistwa tego, ze zmienna losowa X o rozkladzie N(3,5; 4)
przyjmuje warto$ci w przedziale (-7,5; 13,62]
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Z twierdzenia [.2.1 wiemy, ze zalezno$¢ pomigdzy odpowiadajacymi sobie koficami obu
przedziatow jest nastgpujaca:

g =0T _TISZ35_ a5 g, 1302H 13’61‘ o

o 4 c

=2,53.

Po standaryzacji poszukiwane pole powierzchni wyglada jak na rysunku [.2.12.

"/

378 .1 [o 1 253 2

0(2)

Rys. 1.2.12. Graficzna reprezentacja prawdopodobienstwa tego, ze standaryzowana zmienna losowa Z
przyjmuje wartosci w przedziale (-2,75; 2,53]

Podobnie jak w przyktadzie 1.2.3 prawdopodobienstwo mozemy wyrazi¢ za pomoca
dystrybuanty:
P(-75<X £13,62)=P(-2,75<Z<2,53)=D(2,53)— O(-2,75)=...

Zgodnie z uwaga na stronie 35, ze wzglgdu na symetri¢ rozkladu normalnego standary-
zowanego wzgledem pionowej osi uktadu wspotrzednych, dystrybuantg dla ujemnej wartosci
zmiennej mozemy zastapi¢ dystrybuanta dla warto$ci dodatnie;j:

= D(2,53)— (1- D(2,75))=D(2,53)— 1+ D(2,75)=...

Wartosci dystrybuanty odczytujemy z tablic dystrybuanty standaryzowanego rozktadu
normalnego, stad ostatecznie prawdopodobienstwo wynosi:

... =0,994297 - 1 +0,997020 = 0,991317.

Analogicznie obliczymy drugie z zadanych w rozktadzie normalnym prawdopodo-
bienstw:
7,5-3,5
4
=O(1)- (1- D(1))=D(1)— 1+ D(1)=2-D(1)— 1=2-0,841345— 1=0,68269.

<Z<

P(-0,5<X 37,5):13(’0’54’ 33

J:P(—ISZS1)=¢)(1)‘ O(-1)=

40
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Zatem prawdopodobienstwo P(u—c < X < p+ o), dla zadanego rozktadu normalnego,
wynosi w przyblizeniu 0,68. Mozemy udowodni¢ to dla dowolnych wartosci p oraz c:

(¢)

Pu-o<X Sp+c):P[“—G_“ <z<MFoTH sz(—lsZsl); 0,68
(e}

Ad b)

Poszukiwane prawdopodobienstwo w rozktadzie Studenta odpowiada zaznaczonemu
na rysunku 1.2.13 polu powierzchni pod wykresem funkcji ggstosci.

70}

i

I I
1,333 0 1,333 ¢

Rys. 1.2.13. Graficzna reprezentacja prawdopodobienstwa tego, ze zmienna losowa 7'
o rozkladzie T, spetnia warunek | 7’| > 1,333

Poniewaz mamy do dyspozycji tablice kwantyli rozktadu Studenta, rowniez w tym wy-
padku prawdopodobienstwo wyrazimy za pomoca dystrybuanty, ktora jest zwiazana z kwan-
tylem za pomoca okreslenia (1.2.6b).

Z tablic kwantylow rozkladu Studenta odczytujemy, ze dla 17 stopni swobody 1,333 jest
kwantylem rzgdu 0,90: #0,90; 17) = 1,333, czyli F(1,333) = 0,90 w tym rozktadzie.
Zatem:

PITI>1333)=2-P(T>1333)=2-(1- P(T<1333)) =
=2-(1-F(1,333))=2 - (1 - 0,90) = 0,20.
Ad ¢)

Poszukiwane prawdopodobienstwo w rozktadzie chi-kwadrat odpowiada zakreskowa-
nemu polu powierzchni na rysunku 1.2.14.

Podobnie jak w przyktadzie b), chcemy skorzystaé z tablic kwantylow, wigc wyrazamy
prawdopodobienstwo za pomoca dystrybuanty, pamigtajac, ze w rozkladzie chi-kwadrat
zmienna losowa przyjmuje tylko warto$ci nieujemne. Z tablic kwantyléw tego rozktadu dla
siedmiu stopni swobody odczytujemy: 2 (0,025; 7)=1,69, co oznacza kwantyl rozktadu chi-kwadrat
dla prawdopodobienstwa p = 0,025 i k = 7 stopni swobody, czyli F(1,69) = 0,025.
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fah ¢

>
I L<g

0 1,69 X

2

Rys. 1.2.14. Graficzna reprezentacja prawdopodobienstwa tego, ze zmienna losowa Y
o rozktadzie X% speinia warunek | Y| < 1,69

Zatem:
P(lY| <1,69)=P(Y € [0; 1,69)) = F(1,69) = 0,025. "

PRZYKLAD 1.2.13

Czas migdzy kolejnymi zgloszeniami w centrali telefonicznej, mierzony w minutach, ma
rozktad wykladniczy o parametrze A = 0,5. Obliczy¢ $redni czas migdzy kolejnymi zglosze-
niami oraz prawdopodobienstwo, ze zgloszenie nastapi do 4 minut.

Rozwigzanie

Ze wzoru (1.2.20) wynika, ze warto$¢ srednia zmiennej losowej, czyli $redni czas migdzy
kolejnymi zgloszeniami wynosi:

1
E(X)=—=2

Znajac posta¢ funkcji gestosci oraz dystrybuanty (1.2.19) tego rozktadu wyznaczamy
prawdopodobienstwo:

P(X <4)=F(4)=1-exp(-0,5-4)=1- ¢ ~0,86

Ze zbiorow Biblioteki Giownej AGH http://www.bg.agh.edu.pl/



I.3. Zmienna losowa dwuwymiarowa

Ze zmienng losowa dwuwymiarowa, i ogolnie: wiclowymiarowa, mamy do czynienia,
badajac ustalona populacje ze wzgledu na wigcej niz jedna cechg. Na przyktad analiza
warunkow atmosferycznych pod wzgledem temperatury 1 wilgotno$ci powietrza oraz cisnie-
nia atmosferycznego, czy tez badanie jakosci gleby ze wzgledu na jej zyzno$¢, urodzajnose,
odczyn, porowatos¢, wilgotnosé, zwigztosc itd.

Zmienna losowa dwuwymiarowa definiujemy nastgpujaco:

Definicja 1.3.1. Niech X i Y — zmienne losowe, okres$lone na tych samych lub réznych
przestrzeniach probabilistycznych. Parg (X, ¥) nazywamy dwuwymiarowa zmienng losowa
lub dwuwymiarowym wektorem losowym.

Definicja 1.3.2. Funkcja F/ :R? —[0; 1] jest dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej
losowej (X, Y) jezeli: V. F(xp,y9)=P(X <xg AY <yp).
('\,0‘ -‘YU € 3
Analogicznie definiujemy wielowymiarowa zmienng losowa i jej dystrybuantg.

Wiasnosci dystrybuanty dwuwymiarowej zmiennej losowe;j:

(1) VvV F(x,y)el0]]
(x, y)ER’

(2) V lim F(x,y)=0 oraz Vv lim F(x,y)=0

XeR y—>-o YER x—>—
(3) lim F(x,y)=1 1.3.1)
X+

y—>+o

4) V P(Xelx;,x; )AY €[y, y)=F(xy,y,)= F(x3, )= F(x1, )+ F(x;, )20

%5x;
pES

(5) F jest funkcja niemalejaca i lewostronnie ciagla ze wzgledu na kazdy z argumentow x
lub y.

Podobnie jak dla zmiennej losowej jednowymiarowej, znajac rozktad prawdopodobien-
stwa dwuwymiarowej zmiennej losowej, mozna jednoznacznie wyznaczy¢ jej dystrybuantg
1 odwrotnie.

I.3.1. Dwuwymiarowa zmienna losowa dyskretna

Definicja 1.3.3. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y), o co najwyzej przeliczalnym
zbiorze wartosci (x;, y;), ktére sa przyjmowane z prawdopodobienstwami:

P(X=x;, Y=y)) = pj dla i,j eN

takimi, ze Z Z pi; =1, nazywamy dwuwymiarowg zmienng losowg skokowg (dyskretna).
i
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Rozktad prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmiennej losowej dyskretnej wygodnie
jest zapisywac¢ w formie tabeli (tab. 1.3.1).

Tabela 1.3.1
Rozktad dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y)
Y

X \ J yl y2 ym
Xy : P P2 Pim
X2 P2 P» Pom
X3 P P»n Pim
‘ Xy pnl an o Pnm

PRZYKLAD 1.3.1

Korzystajac z rozktadu dwuwymiarowej zmiennej losowej dyskretnej (X, Y) podanej
w tabeli 1.3.2, wyznaczy¢ warto$ci dystrybuanty, obliczy¢ i wyrazi¢ za pomoca dystrybuanty
nastgpujace prawdopodobienstwa:
Q) P(1<X<4A2<Y<T),
b) PQ<X<4AY>2).

Tabela 1.3.2
Przyktadowy rozkiad zmiennej losowej dwuwymiarowej (X, Y)
X
1 2 4 10
Y

2 0,05 0,05 0,15 0,10
S 0,10 0,15 0,00 0,20
7 0,00 0,05 0,05 0,00
9 0,05 0,00 0,00 0,05

Rozwiazanie

Wartos$ci dystrybuanty obliczamy na podstawie definicji 1.3.2:
FX=1AY=2)=F(1,2)=PX<1AY<2)=0,
F42)=P(X<4AY<2)=0,
FQT)=PX<2AY<T)=PX=1A(Y=2vY=5))=0,05+0,10=0,15.

Pelny wynik obliczen zawiera tabela 1.3.3.
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Warto$ci dystrybuanty zmiennej losowej dwuwymiarowej (X, Y)

Tabela 1.3.3

I R (2] 4] 4;10] (10; +0)
Y
 (c032] 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
5] 0,00 0,05 0,10 0,25 0,35
571 0,00 0,15 0,35 0,50 0,80
(719] 0,00 0.15 040 060 | 090
| 5+) 0,00 [ 0,20 0,45 0,65 1,00

Prawdopodobienstwa wyznaczymy na podstawie rozktadu, a do zapisania ich za pomoca
dystrybuanty wykorzystamy witasnos¢ (4) dystrybuanty dwuwymiarowej zmiennej losowe;j
(1.3.1).

a) P(1<X<4A2<Y<T)=P(X=2vX=4)A(Y=2vY=5)=
=0,05 + 0,15 + 0,15 + 0,00 = 0,35;
PI<X<4A2<Y<T)=F@&,7)-F1',7) -F@4",2)+F1%,2)=
= F(10,7) — F(2,7) — F(10,2) + F(2,2) = 0,50 — 0,15 — 0,00 + 0,00 = 0,35;

b) PR<X<4AY>2)=P(X=2A(Y=5vY=TvY=9))=0,15+0,05+0,00 = 0,20;
PR<X<4AY>2)=F@4,9%) - F2,9" - F4,2") + F2,2%) =
=0,45-0,20—0,10+0,05=0,20. .

1.3.1.1. Rozklady brzegowe zmiennych losowych dyskretnych

Ostatnia kolumna i ostatni wiersz tabeli 1.3.4 zawieraja tzw. rozktady brzegowe, odpo-
wiednio zmiennej X i zmiennej Y.

Rozktady brzegowe okresla si¢ nastgpujaco:

Definicja 1.3.4. Rozklad brzegowy zmiennej X w rozktadzie dwuwymiarowej zmien-
nej losowej dyskretnej (X, Y), to warto$ci zmiennej X wraz z prawdopodobienstwami, przy-
porzadkowanymi im w nastgpujacy sposob:

ozn.

Di. = P(X=x;)=P(X =x; ANY =y )+ P(X =x; AY =y, )+...=

=Y P(X=x; AY=y;)=D" pj;.
j i

Analogicznie definiujemy rozktad brzegowy zmiennej Y:

ozn.

p; = P(Yzyj )=P(X =x4 AYzyj)+P(X=x2 /\Yzyj )+...=

=ZP(X:x,- /\Yzyj )=2p,-j.
i i
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Tabela 1.3.4
Rozktad dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) wraz z rozktadami brzegowymi
zmiennych X'i Y

~_ ¥ — T
X V1 Y2 ‘ Ym Px
|
| ozn. Jn ‘
X Pu Pn Pim . = LDy
‘ ot
ozn. Jn |
X, P2 | P» Pom P, = ZPZ] |
j=l [
— i |
ozn. m |
X3 P P32 Pim P = 4 lplj i
J=
[
‘ ;‘
1
| ozn. Jn I
xn pnl an pnm pn_ = pnj
j=1
ozn. I ozn. 1 ozn. 1
s P =2pP1 | P2=2Po Pm = D Pim ‘ 2.0y =1
i=1 i=1 i=1 ij

Oczywiscie spetnione sa warunki rozktadu: Z p;.=1 oraz z p.;j=1.
i J

Dystrybuanty rozktadéow brzegowych zmiennej skokowej okreslamy nastgpujaco:

Fo(x0)=Y.pin  F,(30)=2.p; (13.2)

xX<Xx, <X

1.3.1.2. Rozklady warunkowe zmiennych losowych dyskretnych

W podrozdziale 1.1.2 zostala podana definicja prawdopodobienstwa warunkowego.
Analogicznie definiuje si¢ tzw. rozktady warunkowe zmiennych losowych.

Definicja 1.3.5. Rozklad warunkowy zmiennej losowej X, pod warunkiem, ze zmien-
na Y przyjmuje ustalona warto$¢ y;, okreslamy nastepujaco:

p..
P(X=x;|r=y;) =—.

-J
Rozktad warunkowy zmiennej losowej Y, pod warunkiem, ze zmienna X przyjmuje
ustalong wartos¢ x;, okre§lamy nastepujaco:

p..
P(Y=y;|X=x;)=""L.

i
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Czytelnikowi pozostawiam sprawdzenie, ze rozktad warunkowy rzeczywiscie spetnia
warunki rozktadu, zawarte w definicji 1.2.3.

PRZYKLAD 1.3.2

Dla zmiennej losowej o rozktadzie z przykladu 1.3.1 wyznaczy¢ rozktady brzegowe
zmiennych X1 Y, dystrybuanty rozktadow brzegowych oraz obliczy¢ nastgpujace prawdopo-
dobienstwa warunkowe:

a) P(X=10|Y=7),
b) P((Y=5vY=2)|X=4)

Rozwigzanie

Rozktady brzegowe wyznaczamy na podstawie definicji 1.3.4, a dystrybuanty rozktadow
brzegowych ze wzoru (1.3.2) i zamieszczamy jako dodatkowe wiersze (rozktad i dystrybuanta
zmiennej X) i dodatkowe kolumny (rozktad i dystrybuanta zmiennej Y) w tabeli rozktadu
dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) (tab. 1.3.5).

Tabela 1.3.5
Rozktad zmiennej losowej (X, Y) wraz z rozktadami brzegowymi zmiennych X, ¥
oraz warto$ciami dystrybuant w rozktadach brzegowych

| ;\X[ 1 2 [ 4 10 P, F, :
2 [ 005 [ 005 | 015 | 010 | 035 0,00 |
5 010 | 015 | 000 0,20 0,45 035
7 000 | 005 | 005 0,00 0,10 080
9 0,05 000 | 0,00 0,05 0,10 0,90
" 020 | 025 | 020 035 1,00 |
F. | 000 | 020 | 045 065 | 100 | |

Prawdopodobienstwa warunkowe obliczamy z definicji 1.3.5:

P(X =10AY =
a) P(X =10 Y =7) :(P(Y—:7)7)=0—(1)0=

>

P((Y =5v Y =2)A X =4) _0,00+0,15
P(X =4) 0,20

b) P((Y =5v Y =2)| X =4)= =0,75. .

1.3.2. Dwuwymiarowa zmienna losowa ciagla

Definicja 1.3.6. Z dwuwymiarow3 zmienna losowa ciagla (X, Y) mamy do czynienia,
jezeli istnieje nieujemna funkcja f{x, y) taka, ze dystrybuantg zmiennej losowej (X, ¥) mozna
wyrazi¢ za pomoca nastgpujacej catki:

XL! y(b
F(xo,v0)= | [ /G y)dvdx  dla  (xo,y0) € R.

— 00 — 00
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Funkcj¢ f nazywamy gestoscia rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej (X, Y). Po-
dobnie jak dla zmiennej jednowymiarowej — rozktad prawdopodobienstwa dla dwuwymiaro-
wej zmiennej losowej ciagtej moze by¢ okreslony za pomoca funkcji gegstosci f'lub dystry-
buanty F.

Wriasnosci dwuwymiarowej zmiennej losowej ciagtej:

O°F (x,7)
0x0y
wartosci rownaja si¢ pochodnej dystrybuanty;

(1) fciagtaw (x,y)= = f(x, y), czyli w punktach ciagtosci funkcji gestosci jej

+00 +00

@ [ [/ y)xdy=1 (133)

— 00 — 00

yZXZ
(3) P(X elx,xy]AY e[y, ya))= [ [ f(x, y)dxdy.
gt

1.3.2.1. Rozklady brzegowe zmiennych losowych ciaglych

Definicja 1.3.7. Rozklad brzegowy zmiennej X w rozktadzie dwuwymiarowej zmien-
nej losowej ciaglej (X, Y) okreslony jest przez funkcje gestosci zdefiniowana nastgpujaco:

+00
S:0)= [ £ p)dy.
Analogicznie definiujemy funkcje¢ gestosci dla rozktadu brzegowego zmiennej Y-

Sy (0= [ Sy

Zauwazmy, ze spetnione sa warunki rozktadu:
+00 +00 +00 +00

jfx(x)dx j jf(x y)dydx=1 oraz j/ (y)dv—j jf(x y)dxdy=1.

—00 —00 —00 —00

Dystrybuanty rozktadow brzegowych zmiennej ciagltej okreslamy nastgpujaco:

Fo@o)= [ fidv,  Fy(yo)= [ f,(»)dy (13.4)

—00
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1.3.2.2. Rozklady warunkowe zmiennych losowych ciaglych

Definicja 1.3.8. Rozklad warunkowy zmiennej losowej X, pod warunkiem, ze zmienna
Y przyjmuje ustalone wartos$ci, jest zdefiniowany nastgpujaca funkcja gestosci:

_Sxy)
Sfx|y) )

Podobnie definiujemy funkcje gestosci dla rozktadu warunkowego zmiennej losowej Y,
pod warunkiem, ze zmienna X przyjmuje ustalone wartosci:

S(x,»)

f(y|x)= o

Czytelnikowi pozostawiam sprawdzenie, ze funkcje z definicji 1.3.8. maja wlasnos¢ (2)
funkcji gestosci, podang w podrozdziale 1.3.2 (dowod [8], s. 167).

1.3.3. Niezaleznos$¢ zmiennych losowych

Pojgcie niezalezno$ci zmiennych losowych jest jednym z wazniejszych pojg¢ rachunku
prawdopodobienstwa. Nawiazuje ono do pojgcia niezalezno$ci zdarzen, wyjasnionego w defi-
nicji 1.1.4.

Definicja 1.3.9. Zmienne losowe X'i Y sa niezalezne, jezeli dla dowolnych ich wartosci,
zdarzenia losowe im odpowiadajace sa niezalezne.

Mozna sformutowac nastgpujace warunki rownowazne niezaleznosci zmiennych losowych:

— dla zmiennych dyskretnych:

P(X :xi‘ Y=y;)=P(X=x;) oraz P{=y, ’X =x;)=P(Y=y;) (1.3.5a)
— dla zmiennych ciagtych:
G Y)=f)  oraz  f(y|0)=1,(») (1.3.5b)

Podstawiajac wyrazenia (1.3.5a), (1.3.5b) odpowiednio do wyrazen w definicjach (1.3.5)
i (1.3.8), otrzymujemy kolejna posta¢ warunkoéw na niezaleznos¢ zmiennych losowych:

— dla zmiennych dyskretnych:

Pj =PiDP.j (I.3.6a)

— dla zmiennych ciagtych:
S, y)=f.(x) £, (») (1.3.6b)
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1.3.4. Charakterystyki liczbowe zmiennej losowej dwuwymiarowej

Sktadowe X, Y dwuwymiarowej zmiennej losowej mozemy obtozy¢ dowolna funkcja g,
dla ktorej warto$¢ przecigtna definiujemy nastgpujaco:

Definicja 1.3.10. Warto$¢ przeci¢tna funkeji g dwuwymiarowej zmiennej losowej
(X, Y), to wynik nastgpujacego wyrazenia:

Z Zg(x[ s¥i)- Py dla zmiennej (X,Y ) dyskretnej,

1
Elg(X, ¥)]={ 4= 4z
j j g(x, ) f(x,y)dxdy dlazmiennej (X,Y) ciaglej

—00 —00

W nawiazaniu do poprzedniego podrozdziatu i oméwionego w nim zagadnienia nie-
zaleznosci zmiennych losowych, Czytelnik moze sam tatwo udowodni¢ twierdzenie 1.3.1,
korzystajac z definicji 1.3.9. oraz warunkow (1.3.6a) i (1.3.6b).

Twierdzenie 1.3.1. Jedli zmienne losowe X i Y sg niezalezne oraz istnieja ich wartosci
przecigtne E(X) i E(Y), to spetnione jest rownanie: E(X-Y) = E(X) - E(Y).

Uwaga. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Podobnie jak dla zmiennej losowej jednowymiarowej warto$¢ przecigtna jest podstawa
wyliczenia tzw. momentow mieszanych dwuwymiarowej zmiennej losowe;.

Definicja 1.3.11. Momentem zwyklym mieszanym rzedu r+s dwuwymiarowej zmien-
nej losowej (X, Y) nazywamy liczbe E(X "-Y*). Natomiast moment centralny mieszany

rzedu r+s to liczba E[(X — E(X))"- (Y — E(Y))*] Zakladamy, ze r, s € N.

Korzystajac z definicji 1.3.10 warto$ci przecigtnej funkcji dwuwymiarowej zmienne;j
losowej, mozna napisa¢ wzory na momenty zwykte i centralne dowolnego rzedu r+s dla
zmiennej dyskretnej i zmiennej ciagtej. Zawiera je tabela 1.3.6.

Tabela 1.3.6
Momenty zwykle i centralne dwuwymiarowej zmiennej losowej

Zmienna dyskretna Zmienna ciagta

Moment zwykly mieszany o,  =E(X"Y")

' ) 1 400 400
@ =L XAV Py | @ = | J3 0 fw ds
tJ
|

—0o0—00

Moment centralny mieszany p,, =E[(X —E(X)) -(Y-E(Y))’]

+00 400

My = | [G=EQOY (7-E@)) f(x, )dxdy

—00—00

My =2 20 —EQX)) (v —EX))'py
L
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Zauwazmy, ze:
— dla s =0 otrzymujemy:
*  moment zwykly rzedu » w rozktadzie brzegowym zmiennej X:

oo =EX"-Y")=E(X")=a,(X);
* moment centralny rzgdu » w rozktadzie brzegowym zmiennej X:
Mo =EL[(X = E(X))" (Y = E(Y )°1=E[(X - E(X )" ]=p, (X )

— dla r =0 otrzymujemy:

*  moment zwykly rzedu s w rozkladzie brzegowym zmiennej Y:
oo =E(X Y )=E(Y")=a, (V)
* moment centralny rzedu s w rozktadzie brzegowym zmiennej Y:

Wos =EL(X = E(X))’-(Y - E(Y ) 1=E[Y — E(Y )’ 1=, (Y )

— dlar=1orazs=0: o =E(Xl N )=FE(X )— warto$¢ przecig¢tna zmiennej .X;
— dlar=0orazs=1: 0, :E(XO 54 )=E(Y )— wartos$¢ przecig¢tna zmiennej Y;
— dlar=2orazs=0:p,, =E[(X — E(X))*-(Y — E(Y))"]=V (X )— wariancja zmiennej X;
— dlar=0orazs=2:p g, =E[(X — E(X))°-(Y — E(Y))?]=V (Y )— wariancja zmiennej Y.

Warto jeszcze zwroci¢ uwage na inna charakterystyke dwuwymiarowej zmiennej
losowe;j:

kowariancja zmiennych X i Y jest to moment centralny mieszany rzedu 1+1
dlar=1orazs=1: cov(X,Y)= ;,111=E[(X—E(X))1 (Y —EX))'] (1.3.7)

Z twierdzenia 1.3.1. oraz z wlasno$ci wartosci oczekiwanej (1.2.4) wynika, ze dla zmien-
nych losowych niezaleznych X i Y zachodzi: cov(X, Y) = 0.

Jak zostato pokazane w przyktadzie 1.2.6, momenty centralne mozna wyrazi¢ za pomoca
momentow zwyktych. Pozostawiam Czytelnikowi do samodzielnego wyprowadzenia nastg-
pujace wzory:

My =ty —afy, czyli V(X)=E(X?)-E*(X)
Moy =0y — 02, czyli V(Y)=E(XY?)-E*(Y) (1.3.8)
Hip =01 — 1&g, CZyli COV(X,Y):E(X ' Y)* E(X)E(Y)
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Odpowiednikiem wartosci przecigtnej jednowymiarowej zmiennej losowej E(X), w przy-
padku dwuwymiarowym jest wektor wartosci przecigtnych [ E(X), £(Y)], wyznaczonych dla
rozktadow brzegowych. Natomiast wariancji jednowymiarowej zmiennej V(X) odpowiada
macierz momentow centralnych drugiego rzedu, zwana macierza kowariancji Cov(X, Y).

Cov(X,Y)z[“ 20 (13.9)

Hn} { V(X) cov(X,Yq
Hi1 Ho2

Tleovx,Y)  V(Y)

Z definicji macierz Cov(X,Y) jest zawsze symetryczna, a jej wyznacznik jest zawsze nie-
ujemny, czyli:

det(Cov(X,Y ))=V(X W (Y )— cov?(X,Y)=0 (1.3.10)

PRZYKLAD 1.3.3

Dla zmiennej losowej (X, Y) z przyktadu 1.3.1 wyznaczy¢ momenty zwykle mieszane
rz¢du 3 oraz centralne mieszane rzgdu co najwyzej 2.

Rozwigzanie

Korzystajac z definicji .3.11 wiemy, ze chodzi o wyznaczenie momentow zwyktych a.
takich, ze r + s =3 oraz centralnych p ,, takich, ze r + s < 2. W obliczeniach korzystamy ze

wzorow w tabeli 1.3.6.
Momenty zwykle:

U3 =2 2% ¥ py =% pp.=17-020+2-025+4-020+10% -0,35=365,
i |

i

Uy =0, 2. Xy} py =2 v} p; =27-035+5-045+ 770,10+ 9 -0,10=166,25,
iJ J

oy =0, 2. X1y} py =127 0,05+ 570,10+ 770,00+ 9% -0,05)+
i

+2-(22:0,05+5%-0,15+ 7% 0,05+ 97 -0,00)+
+4-(2%.0,15+5%-0,00+ 7% - 0,05+ 9% -0,00)+
+10-(2%-0,10+ 520,20+ 7% - 0,00+ 9% -0,05)=6,75+ 12,8+ 12,2+ 94,5=126,25,

%]

=X > %Pyl py =17+(2:0,05+ 50,10+ 7-0,00+9-0,05) +
i

+22.(2:0,05+5-0,15+7-0,05+9-0,00)+ 4% - (2-0,15+ 50,00+ 7-0,05+ 9-0,00) +
+10%-(2-0,10+ 5-0,20+ 7-0,00+ 9-0,05) =105+ 4,8+ 10,4 + 165=181,25.

52
Ze zbiorow Biblioteki Giownej AGH http://www.bg.agh.edu.pl/



Momenty centralne:

Wiemy, ze moment centralny mieszany oo rzgdu dwa-zero jest wariancja zmiennej X.
Aby wykorzysta¢ uproszczony sposob jej wyznaczania ze wzoréw (1.3.8), obliczamy naj-
pierw, na podstawie rozkladu brzegowego, potrzebne momenty zwykte zmiennej jednowy-

miarowej X:
E(X)=1-020+2-025+4-0,20+10-0,35=0,20+ 0,50+ 0,80+ 3,50=5,
E(X?)=1%-020+22-025+4%.020+10%-0,35=0,2+1+ 32+ 35=394.

Wyliczone momenty zwykte podstawiamy do wzoru (1.3.8):
My =V(X)=E(X?)-E*(X)=394-5 =14 4.

Analogicznie obliczymy moment centralny mieszany o2 rzedu zero-dwa, ktory jest
wariancja zmiennej Y. Najpierw wyliczamy potrzebne momenty zwykte:

E(Y)=2-035+5-0,45+7-0,10+9-0,10=0,7+ 2,25+ 0,7+ 0,9=4,55,

E(Y?)=22-035+5%-045+72-0,10+9%-0,10=14 + 11,25+ 4,9+ 8,1=25,65.

Stad:
Woy =V (Y)=E(Y?)— E*(Y)=25,65—(4,55)% =4,9475.

Na podstawie wzorow (1.3.8) obliczymy rowniez mieszany moment centralny 11 rzedu
jeden-jeden, czyli kowariancj¢. Zaczniemy znowu od potrzebnego momentu zwyktego a:

oy =E(X-Y)=1-(2-0,05+5-0,10+7-0,00+9-0,05) +
+2-(2:0,05+5-0,15+7-0,05+9-0,00)+
+4-(2-0,15+5-0,00+7-0,05+9-0,00)+
+ 10-(2-0,10+5-0,20+ 7-0,00+ 9-0,05)=22,55,

P =2 2 (x5 —E(X) (v, —EQY)) p; =

i
=cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X)-E(Y)=2255-5-455=-0,2
Nieréwnos¢ r + s < 2, bedaca warunkiem dla rzgdu momentéw centralnych, spetniaja

réwniez nastgpujace pary 1 + 0,0+ 110 + 0:

Ko :Zz(xi —E(X))l(yj _E(Y))Op"/ -

LI}

=2 (x5 ~E(X))p; =23 pi.— E(X)- 2 pi =
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Poniewaz pierwsza suma odpowiada definicji (I.2.5) wartosci przecigtnej, a druga ze
wzgledu na warunki rozktadu zmiennej losowej dyskretnej (definicja 1.2.3) wynosi 1, otrzy-
mujemy:

..=EX)-EX)-1=0.
Analogicznie uzyskamy zero dla momentu centralnego po;.

Ostatni z momentéw przyjmuje z definicji 1.3.11 uproszczona forme:

Moo =ET(X — E(X))° (¥ — E(Y))*1=E(1)=L .

1.3.5. Wspolczynnik korelacji

Wspolezynnik korelacji liniowej jest wazna charakterystyka dwuwymiarowej zmien-
nej losowe;j. Jest to miara liniowej zaleznosci migdzy dwiema zmiennymi losowymi X'i Y,
zdefiniowana nastgpujaco:

cov(X,Y) _ cov(X,Y)

T IVOO V) o(X) o)

Ze wzgledu na wlasno$¢ (1.3.10) macierzy kowariancji — wspotczynnik korelacji przyj-
muje zawsze warto$ci z przedziatu [-1;1]. Jezeli » wynosi doktadnie 1 lub —1, jest to rowno-
znaczne z faktem pelnej zaleznosci liniowej migdzy zmiennymi. Wowczas mozna jedna
zmienna przedstawi¢ jako kombinacjg liniowa drugiej zmiennej, czyli w postaci: Y=a - X+ b
lub X'=a - Y+ b. Jezeli natomiast » = 0 < cov(X, Y) = 0, to brak jest zalezno$ci liniowej,
a zmienne X, Y nazywamy nieskorelowanymi. Posrednie wartosci wspotczynnika korelacji
informuja o stopniu skorelowania pary zmiennych. Ocena nasilenia skorelowania zmiennych
na podstawie wartosci wspotczynnika korelacji jest zalezna od rodzaju badanego zagadnie-
nia, ale umownie mozna przyja¢ nastgpujaca przyblizona klasyfikacjg:

(13.11)

| | €(0;0,2] - korelacja bardzo staba

| r|€(0,2;0,4] - korelacja staba

| 7| €(0.4; 0,6] korelacja $rednia (1.3.12)
| | €(0,6; 0,8] - korelacja mocna

| |€(0,8; 1] korelacja bardzo mocna

Ze wzgledu na fakt, ze zaleznos¢ liniowa jest jednym z wielu mozliwych rodzajow
zaleznosci, zachodza nastgpujace implikacje:

X, Y — skorelowane = X, Y — zalezne oraz X, Y — niezalezne = X, Y — nieskorelowane.

Zmienne moga by¢ niezalezne liniowo, ale zalezne w ustalony sposob nieliniowy, np.:

Y=a-X*+b - X+c.
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1.3.6. Proste regresji drugiego rodzaju

Definicja 1.3.12. Prosta regresji drugiego rodzaju zmiennej losowej Y wzglgdem
zmiennej losowej X, to prosta o rownaniu Y =a - X + b, dla ktorej wspotczynniki @ i b sa tak
dobrane, by spetiony byt warunek:

E[Y — (aX +b)]* =min.

Powyzszy warunek oznacza minimalizacj¢ odchylenia $redniokwadratowego zmienne;j
Y od zmiennej aX+b. Mozna dowies¢ (patrz [5]), ze dla dowolnej dwuwymiarowej zmienne;j
losowej (X, Y), o skoficzonych wariancjach w rozktadach brzegowych V(X) i V(Y), istnieje
doktadnie jedna prosta, o ktorej mowa w definicji [.3.12. Jej parametry okreslone sa nastgpu-
jacymi wzorami:

a(Y)
o(X)

b=E¥)-r- 2T px 13.13b
) ") (X) ( )

(13.13a)

a=r

Po podstawieniu rownania (I.3.13a) do (1.3.13b) otrzymujemy: b = E(Y) — a - E(X). Nato-
miast po wstawieniu @ 1 b do rdwnania prostej regresji otrzymujemy:
Y~E(Y)_r. X-E(X)
o(Y) o(X)

(13.14)

Analogicznie uzyskuje si¢ rownanie linii regresji zmiennej X wzgledem zmiennej Y:
XfE(X)_r‘Y~E(Y)

(13.15)
o(X) o(Y)

Metodg wyznaczania prostych regresji drugiego rodzaju, minimalizujaca $rednie odchy-
lenie kwadratowe, nazywamy metoda najmniejszych kwadratéw (MNK). Zastosowanie
MNK w tym zagadnieniu zostanie szerzej omowione w podrozdziale 11.4.2.1.

Proste regresji Y(X) i X(Y) pokrywaja sie, gdy | 7|=1.
PRZYKLAD 1.3.4

Tabela 1.3.7 przedstawia rozktad dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y), w ktorej X
oznacza wydajno$¢ pracy liczong w tysiacach sztuk, a Y oznacza czas dojazdu do pracy
w kwadransach.

Tabela 1.3.7
Rozktad dwuwymiarowej zmiennej losowej dyskretnej (X, Y)
g X 4 5 6
o 0.0 00 | 01
2 [ o1 1 02 1 o
03 0.1 Y
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Udowodni¢, ze zmienne losowe X1 Y sa zalezne. Wykona¢ prognozg czasu dojazdu do
pracy pracownika, ktorego wydajno$¢ wynosi 5,5 tysiaca sztuk oraz prognoz¢ wydajnosci
pracownika, ktéoremu droga do pracy zajmuje 2,5 kwadransa.

Rozwigzanie

Chcac potwierdzi¢ zalezno$¢ zmiennych losowych, wystarczy znalez¢ choc¢ jedna parg
(X5,Y)), dla ktorej nie jest spetniony warunek niezaleznosci (1.3.6a): p;; = pi. - p., czyli wy-
starczy znalez¢ tzw. kontrprzyktad do warunku réwnowaznego definicji 1.3.9 — niezaleznosci
zmiennych losowych:

PX=5AY=1)=0,

P(X=5)=0,0+0,2+0,1=0,3,

P(Y=1)=0,0+0,0+0,1=0,1,

P(X=5)-P(Y=1)=0,3-0,1=0,03,

Wida¢, ze: PX=5AY=1)#P(X=5) - P(Y=1), czyli zmienne losowe X'i Y nie sa nie-
zalezne.

W celu wykonania zadanych prognoz, wyznaczymy linie regresji drugiego rodzaju Y

wzgledem X oraz X wzgledem Y. Najpierw jednak nalezy okresli¢ rozktady brzegowe zmien-
nych p, oraz p, (tab. 1.3.8).

Tabela 1.3.8
Rozktad zmiennej losowej (X, Y) wraz z rozktadami brzegowymi
, X 4 5 6 s
1 0,0 0,0 0,1 0,1
2 0,1 0,2 0,1 0,4
3 0,3 0,1 0,1 0,5
D 0,4 0,3 0,3 ) 1,0

Na podstawie rozkladow brzegowych wyznaczamy potrzebne charakterystyki, tzn.
warto$ci oczekiwane oraz wariancje (ze wzorow (1.3.8)) obu zmiennych losowych E(X),

E(Y), N(X), N(Y):
EX)=4-04+5-03+6-03=1,6+1,5+1,8=4,9,
E(Y)=1-0,1+2-04+3-05=0,1+0,8+1,5=24,
E(X?)=42.04+52-03+62-0,3=64+75+10,8=24,7,
E(Y)=12.0,1+22.04+32.0,5=0,1+1,6+4,5=62,
V(X) = E(X?) — EX(X) = 24,7 — (4,9)% = 0,69,

W(Y) = E(Y?) — EXY) = 6,2 — (2,4)2 = 0,44,
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a zrozktadu zmiennej dwuwymiarowej obliczamy moment zwykty mieszany rzedu 1+1, czyli
nastgpujaca warto$¢ oczekiwana:

3 3
ay =E(X'-Y)=E(XY)=) Y'x;-y; - p; =
i=1j=1

=4-1.0+4-2-01+4-3-03+5-1-0+5-2-:02+5-3-0,1+ 6-1- 0,1+ 6-:2- 0,1+ 6- 3-0,1=
=0+0,8+3,6+0+2+15+0,6+12+1,8=11,5,

Majac powyzsze wyniki, mozemy wyznaczy¢ kowariancj¢ migdzy zmiennymi cov(X,Y),
a z niej wspotczynnik korelacji #(X,Y). Ze wzoru (1.3.8) mamy:

cov(X, Y) = E(XY) — ECOE(Y) = 11,5-4,9 - 2,4 =-0,26.

Ujemna kowariancja pociagnie za soba ujemna wartos¢ wspotczynnika korelacji r.
Oznacza to spadek warto$ci jednej zmiennej przy wzroscie wartosci drugiej zmiennej. Sitg
korelacji oceniamy na podstawie wartosci r, obliczonej ze wzoru (1.3.11):

_ cov(X,Y) 026 =—0,47187.
\/V(X)-V(Y) \/0,69-0,44

Korelacja migdzy zmiennymi X i Y jest na poziomie $rednim.

Mozna teraz przystapi¢ do wyznaczenia linii regresji wedtug wzorow (1.3.14) oraz
(I1.3.15). Pierwszy z nich po przeksztalceniu przyjmuje postac:

o) c(Y) )
= o) X-r E(X)+E(Y)
cov(X,Y) V(Y cov(X,Y) . V(Y)

E(X)+E(Y)=

:,/V(X).V(Y V(x) JV(X) vy) \Vx)

_cov(X,Y)'Xicov(X,Y)

E(X)+E(Y)=
V(X) V(X) e
_—026 , 026 =—03768- X +4,2464.
0,69 0,69

Zatem linia regresji ¥ wzglgdem X jest postaci:
Y=-0,377-X + 4,246.

Analogicznie uzyskuje si¢ rownanie linii regresji zmiennej X wzgledem zmiennej Y:

X:r- G(X).Y_r~G(X)-E(Y)+E(X):COV(X’Y)'Y— cov(X,Y)_E(Y)+E(X):
or) oY) V) V)
_—026 , 026 9=—0,5909-Y +6,3182.
044 044
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Zatem linia regresji X wzgledem Y jest postaci:
X=-0,591-Y+6,318.

Mozemy teraz wykona¢ prognozy zadane w tresci zadania. Chcac wyznaczy¢ przecigtny
czas dojazdu do pracy pracownika, ktéorego wydajnos¢ wynosi 5,5 tysiaca sztuk, korzystamy
z linii regresji Y wzgledem X, poniewaz prognozujemy zmienng Y: Y=-0,377-5,5+4,246 =
=2,17, czyli pracownik o takiej wydajnosci srednio potrzebuje nieco ponad dwa kwadranse
na dotarcie do pracy. Podobnie, w celu oszacowania wydajnosci pracownika, ktory dwa i pot
kwadransa spgdza w drodze do pracy, korzystamy z linii regresji X wzgledem Y-

X=-0,591-25+6,318 =4,84,

czyli wydajno$¢ takiego pracownika wynosi niecale 5 tysigey sztuk.

1.3.7. Dwuwymiarowy rozklad normalny

Szczegdlnym przyktadem rozktadu dwuwymiarowej zmiennej losowej jest dwuwymia-
rowy rozktad normalny. Jest on bardzo wazny ze wzgledu na liczne zastosowania. Funkcja
gestosei dla tego rozktadu jest nastgpujacej postaci:

£, y)= !

216 y oy 1- 2

) (1.3.16)
i {(x_uxf_2r(x~ux)(y—uy)+<y—uy)}

-exp

21-7%)| o3 G x Oy ol

dla (x,y) € R2.

Wykres funkcji (1.3.16) dla E(X) = E(Y) = 0 przedstawia rysunek 1.3.1.

Rys. 1.3.1. Ggstos¢ dwuwymiarowego rozktadu normalnego o warto$ci przecigtnej rownej zero
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Przekroj poziomy powyzszego wykresu na zadanej wysokosci z jest elipsa. Jest to tzw.
elipsa stalej gestosci prawdopodobienstwa o rownaniu:

2 2
(—EX) , (—EXNG-EX), 0-EX)’ _>_ 517
3 ox oy V()

gdzie c? =—2(1—r2)1n (2no y oy 1- r? “2g).

Dla ¢ = 1, parametry elipsy wyrazaja si¢ nastgpujacymi wzorami:

2
cfmx}zV(X)JrV(Y) i\/(V(X)_V(Y)j v (1)

i 2 2
max (1.3.18)
Bz—larct 2-cov(X,Y)
2 V(X)-V(Y)
gdzie:
G max »O min — DOlosie elipsy,

B — kat skrecenia elipsy (azymut dhuzszej potosi Gmax).
Jezeli zmienne sa nieskorelowane (r = 0), to osie elipsy sa rownoleglte do osi uktadu
wspotrzednych XY, a jej rownanie (1.3.17) przyjmuje postac:

(x—E(X))2 + (y_ E(Y))2 :CZ = ¢onst.
V(X) V(Y)

Zatem wraz ze zmniejszaniem si¢ zalezno$ci korelacyjnej pomigdzy zmiennymi X, Y,
kierunek osi elipsy zbliza si¢ do kierunku osi wspotrzednych.

Wiasnosci dwuwymiarowego rozktadu normalnego:
(1) dla dwuwymiarowego rozktadu normalnego zachodzi rownowaznos$¢:

X, Y — nieskorelowane <> X, Y — niezalezne,

(2) rozktady brzegowe w dwuwymiarowym rozktadzie normalnym sa jednowymiarowymi
rozktadami normalnymi;

(3) funkcja ggstosci osiaga maksimum dla punktu o wspétrzednych (x, y) = (E(X), E(Y)); jest
to rowniez $rodek kazdej elipsy stalej ggstosci;

(4) zbior punktow w przestrzeni R, spetniajacych réwnania (1.3.14) lub (1.3.15):

Y - X- X - Y-
Hy = Hx libs M x = Wy
Oy Cx Cx Oy

to tzw. linie regresji pierwszego rodzaju zmiennej Y wzgledem zmiennej X i zmiennej
X wzglgdem zmiennej Y; dla rozktadu normalnego pokrywaja si¢ one z prostymi regresji
II rodzaju;
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(5) odcinki taczace punkty stycznosci elipsy statej ggstosci i prostokata stycznego do tej
elipsy, o bokach rownolegtych do osi uktadu wspotrzgdnych, naleza do linii regresji
pierwszego rodzaju: na rysunku [.3.2 prosta AB jest linia regresji ¥ wzglgdem X, a prosta
CD — linig regresji X wzgledem Y;

(6) dla r = 0, potosie elipsy sa rownolegle do osi uktadu wspotrzednych;

(7) z odwrotnos$ci macierzy kowariancji

b b
Covl(X,Y)z{ 11 12}
by by

mozna odczyta¢ parametry funkcji ggstosci:

1

2n\/det Cov(X.Y )

'exp{——;{bn ((x= E(X))? +byy - (x— E(X )(y= E(Y )+ by '(}’—E(Y))Z]}

S, y)=

oraz linii regresji pierwszego rodzaju zmiennej X wzglgdem zmiennej Y-

by -(x— E(X))==byp(y— E(Y)).

y A

E(y) + o(y)

E()

c |
0 E(x) E(x) + o(x) X

B
S

Rys. 1.3.2. Elipsa stalej ggstosci prawdopodobienstwa (rzut przekroju poprzecznego wykresu gestosci
dwuwymiarowego rozktadu normalnego na ptaszczyzng XY)
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I1. Elementy statystyki matematycznej

I1.1. Populacja, proba, cecha

Stowo ,,statystyka” pochodzi od wloskiego stowa stato, czyli panstwo. Dzisiaj statystyki
nie ogranicza si¢ do informacji dotyczacych spraw panstwowych. Przedmiotem badan statys-
tycznych moze by¢ niemal kazda dziedzina dziatalnosci cztowieka.

Rozrozniamy tzw.:

— statystyke opisowg
— statystyke matematyczng.

Pierwsza z nich ogranicza si¢ do opisu wynikow uzyskanych w dos§wiadczeniu i zgro-
madzonych w probie, bez odnoszenia ich do calej populacji. Natomiast druga, zajmuje si¢
wnioskowaniem nt. badanej cechy w catej populacji (tzw. populacja generalna), na pod-
stawie wynikow w tzw. probie losowej (statystycznej).

Statystyka matematyczna zajmuje si¢ analiza zjawisk masowych, a narz¢dziem analiz sa
dla niej metody rachunku prawdopodobienstwa. Analizie moze podlega¢ jedna lub wigcej
cech badanej zbiorowos$ci populacji generalnej. Elementami populacji moga by¢ obiekty
podlegajace badaniu, albo wartosci badanej cechy. Na populacji mozna przeprowadzic¢ tzw.
badanie kompletne, uwzgledniajac w analizach wszystkie elementy populacji. Na przyktad
pomiar wzrostu i wagi wszystkich uczniow danej szkoty, w okreslonym czasie, w celu wy-
ciagnigcia wnioskow o przecigtnych wartosciach tych cech w badanej zbiorowosci uczniow.
Jednakze najczgsciej badanie kompletne jest zbyt czasochtonne, kosztowne lub wrgcz
niemozliwe, choéby ze wzgledu na jego niszczacy charakter (np. badania wytrzymatosci ma-
teriatow na oddziatywanie czynnikéw zewngtrznych: mechanicznych, chemicznych itp., ba-
danie jakosci produktow spozywczych, badanie odpornosci roslin na czynniki chemiczne
itd.), dlatego tez w praktyce przeprowadza si¢ analizy na czgsci populacji, czyli na probie sta-
tystycznej.

Badania kompletne dostarczaja pelnej informacji o badanej cesze, ale nie sa przedmio-
tem analiz statystycznych, gdyz zadaniem statystyki matematycznej jest wnioskowanie nt.
wlasnosci populacji na podstawie informacji uzyskanych z proby statystycznej. Dlatego
proba powinna by¢ tzw. proba reprezentatywna w stosunku do populacji generalnej, tzn.
rozktad badanej cechy w probie powinien by¢ zblizony do rozkladu tej samej cechy w calej
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populacji. Uzyskuje si¢ to poprzez losowy wybdr elementéw z populacji do proby, a taka
probe nazywamy wiasnie préba losowa. Whnioski statystyczne, ze wzgledu na fakt, iz
opieraja si¢ na informacji czg$ciowej, mozna uzna¢ co najwyzej za wiarygodne, a nie bez-
wzglednie prawdziwe.

Przedmiotem badania statystycznego moze by¢ jedna lub wigcej cech populacji gene-
ralne;j.

Badane cechy populacji mozemy podzieli¢ na dwie grupy:

1) cechy mierzalne, zwane ilosciowymi (np. wielkos$¢ zanieczyszczen emitowanych przez
zaktad, stgzenie roztworu chemicznego, wzrost ludzki, temperatura, poziom opadow
itd.),

2) cechy niemierzalne, zwane jako$ciowymi (np. pte¢, poziom wyksztatcenia, preferencje
konsumentow nt. marki towaru itd.).

Zmiennym ilo§ciowym w sposob naturalny odpowiadaja wartosci liczbowe. Zmiennym
jakosciowym sg one umownie przypisywane, na podstawie ustalonej wczesniej skali zmien-
nosci, poprzez nadanie tzw. rang ich wartosciom. W ten sposob cechy niemierzalne mozna
w konkretnych analizach statystycznych traktowac¢ jak mierzalne.

Mowiac o zmiennej losowej w teorii rachunku prawdopodobienstwa, zaktada sig¢ znajo-
mos$¢ jej rozkladu i na tej podstawie wyznacza si¢ prawdopodobiefnstwo roznych zdarzen.
Natomiast w statystyce nie zaktada si¢ znajomosci rozktadu zmiennej losowej. Wnioskowa-
nie na temat typu rozktadu i réznych jego cech przeprowadza si¢ na podstawie wylosowanych
elementdéw z calej badanej zbiorowosci.
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I1.2. Statystyka opisowa

I1.2.1. Szereg rozdzielczy

Definicja I1.2.1. Niech x, x2, ..., X, bedzie n-elementowa proba statystyczna. Rozstep R
cechy X w probie to roznica miedzy najwigkszym i najmniejszym elementem z proby:

R = max(xy, x2, ... , Xp) — min(xy, x, ... , Xp) (I1.2.1)

Przy licznej probie (n > 30), w celu utatwienia analiz, stosuje si¢ podziat jej elementow
na klasy, ustalajac dla kazdej klasy jej reprezentanta. Najczgsciej jest to srodek klasy. Liczbg
klas k oraz dlugo$¢ klasy d mozna orientacyjnie ustali¢ w nastgpujacy sposob:

k=n, d=R/7 (11.2.2)

Liczbg warto$ci zawartych w i-tej klasie nazywamy licznoscia i-tej klasy i oznaczamy #;.

k
Oczywiste jest, ze: Z”i =n.
i=l1
Definicja I1.2.2. Szereg rozdzielczy to zbior par liczbowych (x;, n;), ztozonych ze $rod-
kow kolejnych klas x; oraz ich licznoéci n;. Reprezentantem klasy i jest jej $rodek Xx;.
W tabeli I1.2.1 pokazano przykladowy rezultat utworzenia szeregu rozdzielczego ze $re-
dnich miesigcznych warto$ci zuzycia energii elektrycznej, w prywatnych mieszkaniach

budynku wielorodzinnego. Odczyty zuzycia energii pogrupowano w klasy i kazdej z nich
przyporzadkowano jej reprezentanta.

Wszelkie analizy statystyczne prowadzimy na reprezentantach.
Tabela 11.2.1

Szereg rozdzielczy dla zmiennej losowej ciaglej X przyjmujacej wartosci
w przedziale [50, 150] [kWh]

Nr klasy Klasa |_7 Szereg rozdzielczy

: zuzycie energii [kWh] | §rodek klasy x; | Licznos¢ klasy n,
1 [50+60) 55 4
2 [60+70) 65 6
3 [70+80) 75 F

B 4 [80+90) 85 10
5 [90+100) 95 17
6  [100+110) 105 20
7 ©[110+120) 115 5 |
8 [120+130) 125 11
9 [130+140) 135
10 [140+150) 145 6
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Dane z tabeli I1.2.1 mozna graficznie zobrazowac w postaci tzw. histogramu (rys. 11.2.1).

n A

20 ¢+

. >

55 65 75 85 95 105 115 125 135 145
Rys. I1.2.1. Histogram zuzycia energii elektryczne;j

PRZYKLAD II.2.1

Dla danych $redniego miesigcznego zuzycia energii w mieszkaniach pewnego budynku
wielorodzinnego (tab. 11.2.1) poda¢ wartosci dystrybuanty zmiennej losowej X. Licznosci #;
odpowiadaja liczbie mieszkan zuzywajacych $rednio okreslona ilo$¢ energii. Za pomoca
wartosci dystrybuanty wyrazi¢ i obliczy¢ nastgpujace prawdopodobienstwa:

P(X>105), P(100<X<130), P(80>X).

Obliczy¢ odchylenie standardowe zmiennej losowej X.

Rozwigzanie

Jako reprezentatywne warto$ci zmiennej losowej wybieramy $rodki poszczegolnych
przedziatow. Majac na uwadze fakt, ze mieszkan, z ktorych zebrano dane, jest 103, wyzna-
czamy rozktad zmiennej X na podstawie tzw. czgstosciowej definicji prawdopodobienstwa,
ktora zostata przytoczona w punkcie (7) whasnosci prawdopodobienstwa (I.1.1).

Tabela 11.2.2
Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X reprezentujacej $rednie miesigczne zuzycie energii
w mieszkaniach ustalonego budynku wielorodzinnego oraz warto$ci dystrybuanty zmiennej X

= \ \ 1 I
[k&,h], 55 | 65 75 { 85 95 | 105 N 115 | 125 135 |

| S| ——— 1

S N I ‘ _ .
p; | 4/103 1 6/103 | 7/103 klO/lOB 17/103 | 20/103 | 15/103 | 11/103 | 7/103 | 6/103 0
} F(x)) 0 | 4/103 | 10/103| 17/103 | 27/103 | 44/103 | 64/103

145 X > 150

79/103 | 90/103 |97/103 1]

I

Nastgpnie obliczamy wartosci dystrybuanty (tab. 11.2.2) i za ich pomoca wyznaczamy
zadane prawdopodobienstwa:

64 _ 39
P(X>105)=1-P(X<105)=1-F(105")=1-F(115)=1-—="—,
( ) ( ) (1057) (115) Tl
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90 44 _ 46
P(100 < X < 130) = F(130) — F(100) = F(135) — F(105) = — - —=—,
( ) = F(130) - F(100) = F(135) — F(105) 5 103 103

P(80> X) = HX<8®—J%%)—%%

Obliczajac powyzsze prawdopodobienstwa na podstawie rozktadu zmiennej losowej X,
uzyskujemy takie same wartosci, co potwierdza poprawno$¢ wynikow.
Chcac wyznaczy¢ odchylenie standardowe, obliczamy najpierw wariancj¢ z wlasnosci
(5) wzoru (1.2.5):
55-4+65-6+75-7+85-10+...+145-6 10 615

E(X)=) x;p; = = )
G 2: b 103 103

L]

2 2 2 2 2.
E(Xz)zle;piZSS 4+65°-6+75 170-;...+135 7+ 145 6:114:23975

2
V(X)=E(X2)-EX(X)= 1146 975-103— 10615 :5 46022002514’7 (KWh)2.

1032 103

Stad odchylenie standardowe w probie losowej Srednich miesigcznych warto$ci zuzycia
energii wynosi:

o(X )=V (X )=227 kWh. .

I1.2.2. Warto$¢ Srednia i miary rozproszenia

Jezeli x1, x2, ..., x, jest n-elementowa proba statystyczna, to najpopularniejszym przybli-
zeniem wartos$ci $redniej w tej probie jest Srednia arytmetyczna:

5i (11.2.3)

.E|.—

W przypadku gdy wyniki w probie sa uporzadkowane w klasy i reprezentuja je ich
srodki z uwzglednieniem liczno$ci poszczegodlnych klas, wowczas $Srednia arytmetyczna jest
zbyt stabym przyblizeniem wartosci przecigtnej (Sredniej). Odpowiedniejsza w tym wypadku
jest $rednia wazona, uwzgledniajaca rozne czgsto$ci wystgpowania poszczegdlnych war-
tosci w probie losowe;j:

) i n; -x; (I1.2.4)
Z n i=l

i=l1

=|—

We wzorze (I1.2.4) liczno$ci n; petnia rolg tzw. wag.
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Wzor (11.2.4) odpowiada definicji [.2.5 warto$ci przecigtnej, gdy prawdopodobienstwo
jest okreslone wedtug klasycznej definicji prawdopodobienstwa zdarzenia 4, mowiacej, ze
jego wartos$¢ to iloraz liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A i liczby
wszystkich zdarzen elementarnych w przestrzeni Q. W przypadku szeregu rozdzielczego
oznacza to, ze:

P | (I1.2.5)

Drugim, obok wartosci $redniej, najwazniejszym parametrem charakteryzujacym probe
losowa jest rozproszenie wynikow w probie. Najprostsza miara rozproszenia jest, zdefinio-
wany w podrozdziale 11.2.1, rozstgp. Jednakze nie informuje on o sposobie rozmieszczenia
wartos$ci w probie, o ewentualnych tendencjach skupiania si¢ wokot wartosci $redniej lub na
koncach przedziatu, gdyz uwzglednia tylko krancowe wartosci. Wszystkie elementy proby sa
natomiast uwzglednione w takich miarach rozproszenia jak wariancja V(X) czy odchylenie
standardowe o(X), zdefiniowanych w podrozdziale 1.2.3. Odpowiednikiem tamtych definicji
dla proby statystycznej xi, X2, ..., X, jest:

n
V(X):GZ(X)z—IZ(x,- —%)? (11.2.6)
n

i=1

a przy uwzglednieniu wag:

V(X)=6(X)=3 (v, - ) p, (112.7)
i=1

Rolg odchylenia standardowego jako miary rozproszenia wyjasnia przyktad 11.2.2.

PRZYKLAD I1.2.2

Handlowiec planuje hurtowy zakup pewnego produktu do swojego sklepu w ilosci 100 kg.
Produkt jest pakowany po 200 graméw. Dwoch producentéw oferuje poszukiwany towar.
U kazdego z nich 500 opakowan produktu wazy w sumie 100 kg, czyli srednia waga jednego
opakowania rowna jest nominalnej warto$ci 20 dkg. Jednakze odchylenia standardowe w obu
partiach towaru okazaty si¢ rozne: 20 gramow i 27 gramow. Mozna zatem przypuszczac, ze
pierwszy z producentow wykazuje wigksza precyzjg w procesie produkcyjnym, gdyz odchyle-
nie masy pojedynczego opakowania od nominalnych 200 gramow jest Srednio mniejsze niz
u drugiego producenta. Zatem kupujacy sktadajac zamowienie u pierwszego z producentow,
ma wigksza szansg unikna¢ ewentualnych przysztych reklamacji ze strony swoich klientow.

u
Przy zalozeniu, ze kazdy element x; z proby xj, x, ..., x, moze wystapic z jednakowym

prawdopodobienstwem —l, wzory na momenty zwykle o, i centralne p, rzedu r, przyjmuja
n

analogiczna posta¢ do wzoréw z definicji 1.2.6.:
n 1 n

Yoxl,  me==D-%) (11.2.8)

a ———l
r
n, ni
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Definicja I1.2.3. Zastgpujac potggowana zmienna jej wartoscia bezwzgledna, zamiast
momentow zwyktlych i centralnych rzedu r, uzyskujemy tzw. momenty zwykle absolutne
i momenty centralne absolutne rzedu r:

1 n
a, =;§|xi

SR WL P (112.9)
n

i=1

Moment absolutny centralny pierwszego rzedu b; nazywa si¢ odchyleniem przecigt-
nym od wartosci sredniej X. Przy uwzglednieniu wag wzor przybiera posta¢ nastgpujaca:

n
by = |x;-%|p; (11.2.10)

i=l

Warto jeszcze wspomnie¢ o dwoch innych charakterystykach wyznaczanych z odchyle-
nia standardowego ¢ oraz z odchylenia przecigtnego od $redniej b;.

Sa to:

1) zmiennods ="t10 (I1.2.11)
o o, by

2) nierdbwnomiernos¢ sz (I1.2.12)

Przyktad 11.2.3 pokazuje stopien wrazliwosci obu wspotczynnikow na réznice w roz-
proszeniu wartosci w dwoch préobach statystycznych.

PRZYKLAD I11.2.3

Dane sa dwie proby losowe:

X: 70, 35, 35, 70, 35, 70.

Y: 35,70, 105, 70, 105, 35.

Porownajmy dla nich wspotczynniki zmiennosci i nierownomiernosci.
x=525 y=170,0,

o(x)=17.5, o(y) = 28,6,

bi(x)=17,5 bi1(y) = 23,3,
Alx) = 0,333, My) =~ 0,408,
H(x) = 0,333, H(y) = 0,333.

Na podstawie odchylen standardowych ¢ oraz odchylen przecigtnych b; wida¢, ze war-
tosci proby dla zmiennej Y sa bardziej rozproszone. Jednakze wrazliwy na to okazat si¢ tylko
wspotczynnik zmiennos$ci A. Nasuwa si¢ zatem nastgpujacy wniosek: jezeli w ramach kon-
troli pobieramy co pewien czas do badania n-elementowe proby pewnego produktu, wspot-
czynnik nierownomiernosci moze nie wykry¢ rozregulowania sig procesu technologicznego,
objawiajacego si¢ w zwigkszonym rozrzucie warto$ci w probach. El
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I1.3. Wybrane rozklady z proby

W omawianych w nastgpnej kolejnosci zagadnieniach estymacji i weryfikacji hipotez
statystycznych (podrozdz. 11.4111.5) wykorzystuje si¢ rozktady prawdopodobienstwa wybra-
nych funkcji zmiennych losowych. Funkcje te nazywamy statystykami.

Definicja I1.3.1. Statystyka to kazda funkcja g(Xi, X2, ..., X;;) zmiennych losowych X,
Xy, ..., X,. Jako funkcja zmiennych losowych, statystyka jest rowniez zmienng losowa, a jej
rozklad zalezy od postaci funkcji g i od rozktadéow zmiennych Xi, Xa, ..., Xj.

Zwr6¢my uwagg na trzy rozne znaczenia terminu ,,rozktad”:
1) Rozkiad cechy w populacji, zdefiniowany za pomoca parametrow, np.: rozktad nor-

malny o warto$ci przecigtnej p i odchyleniu standardowym o: N(u,6), czy rozktad Stu-
denta o k stopniach swobody 7}.

2) Rozktad wynikéw w probie losowej (rozktad z proby), czyli rozktad otrzymany empi-
rycznie. Gdy liczebno$¢ proby przekracza 30 elementow, n > 30, rozktad ten mozna
uzna¢ za reprezentatywny dla populacji.

3) Rozktad statystyki wyznaczonej na podstawie proby losowej, np.: rozktad sredniej
arytmetycznej z proby (twierdzenie 11.3.1).

I1.3.1. Rozklad Sredniej arytmetycznej z proby

Twierdzenie 11.3.1

ZALOZENIE

X1, Xa, ..., X, — ciag niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie normalnym N(p,c)
z parametrami i, G.

TEZA

5 . . . . N
Estymator X wartosci $redniej, w postaci sredniej arytmetycznej X =— Z X ; marozktad

i=1

normalny o parametrach N (u,i].

Jn
Dowod
Ogolny ksztalt rozkladu zostaje zachowany ze wzgledu na liniowy charakter prze-
ksztalcenia X; w X.
Nalezy udowodni¢, ze:
1) warto§é¢ oczekiwana dla zmiennej X wynosi p,

2
L .G
2) wariancja wynosi —.
n
Ad 1)
. 1 & 1& E(X,)=n 1 n 1
E(X)=E[—2Xi]=~ZE<X,-) = —Du=—np=p.
m izt niz niz "
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2
V()A()zE{(/\A’—E()A())2 :E{(f(—u)z}:E [AIZX,-—%] -
niz n

2
-k [Z(Xi—u)] =LY X - 23 (X (K ) =
n i=1 i, j=1
J#i

z liniowoS$ci wartosci przecigtnej (wlasnosci 1.2.4):

1 n 2 n
== DEIX; —)? 1+ = D EIX; —p)(X; —p)]=...
n- izl n i?j.=l

J#l

z definicji wariancji i kowariancji (wzor 1.3.7):

1 n 2 n

:—ZZV(X,-)+ S Do X, X ;)= ..
n- =1 n- g j=1
J#i

z zalozenia o niezalezno$ci zmiennych losowych X, X;dla i # j:

V(X,)=c" 1 . n o2
= —not+-= ) 0=—
2 2 n

n n i, j=1

J#i

2

Wykazalismy, ze: V(/\A’)zc—. Z tego wynika: o(X)= o
n

2

Uzyskujemy wigc tezg twierdzenia: X ~N[p,ij. c.b.du.

Jn

Zachodzi rowniez nastgpujace twierdzenie, wynikajace z centralnego twierdzenia gra-

nicznego, ktére mozna znalez¢, wraz z dowodem, w pozycji [4]. Jest ono bardzo wazne
z punktu widzenia praktycznych zastosowan:

Twierdzenie 11.3.2 (Lindeberga—Levy’ego)

ZALOZENIE
Zmienna X ma w populacji dowolny rozktad, zdefiniowany za pomoca wartosci
przecigtnej p oraz wariancji 2. Z populacji tej pobieramy proby losowe X1, x2, ..., X,
o licznosci n.

TEZA
Wraz ze wzrostem n, rozklad éredniej z proby x dazy do rozktadu normalnego

3

Uwaga. W praktycznych zastosowaniach normalno$¢ rozktadu x przyjmuje sig dla n > 30.
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I1.3.2. Rozklad wariancji z proby

W podrozdziale 1.2.5 podano sposéb definiowania rozktadu 2 o k stopniach swobody,
poprzez sumg¢ kwadratéw k zmiennych losowych Z, Z,, ..., Z; o standaryzowanym rozktadzie
normalnym. Wiemy tez, ze warto$¢ oczekiwana dla rozktadu xi wynosi k, a wariancja 2k.

W podrozdziale 11.2.2 wzor (I1.2.6) definiuje jedna z mozliwych statystyk dla oszacowa-
nia wariancji w probie losowej x1, x2, ..., X!
ozn.

V(X):—li(xiff)z = §? (I13.1)

=
Jezeli znana jest warto$¢ przecigtna w probie i nie musimy jej przybliza¢ liczeniem
sredniej X, wowczas wzor na okreslenie wariancji przyjmuje postac:

V=23 -2 = S (1132)

i=1

Czgsto korzysta si¢ rowniez z innego okreslenia wariancji, ze wzgledu na jego korzystne
wlasnoéci, ktore omowimy w podrozdziale 11.4.1:
ozn.

V(X):Li(x,. ~-%)? = §? (11.3.3)

n-13

Dla statystyki $? zachodzi nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 11.3.3

ZALOZENIE

X1, X2, ..., X, — ciag niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie N(p,o).
TEZA
Statystyka x2 =n—_21-§ % ma rozktad %% o (n—1) stopniach swobody.
c
Dowod

Na potrzeby dowodu przeksztatcamy statystyke x2:

a2

2 n—1 2 n—1 1 z AnD L(x; —X

= .54 = s x: —Xx) = ! .
P XL Y

(¢) i=1

Uzyskalismy sumg kwadratow zmiennych losowych standaryzowanych, a zatem maja-
cych rozktad M(0,1), czyli uzyskali$my zmienna o rozktadzie ¥2. Poniewaz do obliczenia 5
potrzebna jest warto$¢ %, czyli dodatkowe rownanie zawierajace zaobserwowane wartosci
zmiennych losowych x1, x2, ..., X,, a zatem tracimy jeden stopien swobody. Czyli zmienna >
ma n—1 stopni swobody.

c.b.d.u.
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W sposob analogiczny dowodzi sig nastgpujace twierdzenia:

Twierdzenie 11.3.4

ZALOZENIE
X1, Xa, ..., X, — ciag niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie M(u,c),
TEZA

Statystyka Xz :%-S % ma rozklad %> o n stopniach swobody.
c

Twierdzenie I11.3.5

ZALOZENIE
X1, Xa, ..., X, — ciag niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie N(u,0),
TEZA

Statystyka x2 :LZ@ 2 ma rozklad x> o (n—1) stopniach swobody.
c
Zgodnie z definicja I1.3.1, statystyki S2,52, 8% sarowniez zmiennymi losowymi. Zatem
mozna obliczy¢ ich wartoSci oczekiwane i wariancje. Z powyzszych twierdzen oraz z wias-
nosci rozktadu xf, o n stopniach swobody, opisanych w podrozdziale 1.2.5 wynika, ze:

E(n—ﬁzj:n—l, V(n—1§2]=2(n—1) (I1.3.4)

0'2 02

E(’ZSz]:n, V(LSzj:M (I1.3.5)
(e} 02

E[i§2]=n—1, V[is‘2j=2(n—1) (11.3.6)
62 (52

A zatem, wykorzystujac wlasnosci wartosci oczekiwanej (1.2.4) 1 wariancji (1.2.5), opi-
sane w podrozdziale 1.2.3, mozemy wyznaczy¢ te dwa parametry dla trzech zdefiniowanych
statystyk:

2 2
ES?)=E|2 ol(n=1) Dg o E[”‘ISAZ]J’ (n-1)=c? (11.3.7a)
o (n—l) Tl o’ n—1
4
V(5:2)=V[G (=D ] V{”‘l Azj 2An-1)=—2_* (I13.7b)
o2(n-1) n-1%* \o (n—1)? n-1
2
E(Sz)zE(nG2SzJ— (izszj "7 n=c (I1.3.8a)
noc
2
V(SZ):V[”“zszJ_G—ZV(%SZ _0—2 o* (11.3.8b)
noc
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2 2 2
E(S*)=E "S _§2|_% gl " 32 :i.(n_l)zt_lcz (11.3.9a)
no’ n \ g2 n n
2 4 4 B
v(§?)=r| 2257 =°—2V(125_2j=°—2-2(n—1):2(”—21)c4 (I.3.9b)
no n (o) n n

Wyniki powyzszych obliczen zamieszczono w tabeli 11.3.1, przy zatozeniu X ~N (i, o).

Tabela I1.3.1
Wartosci przecigtne 1 wariancje wybranych statystyk z proby losowej x|, x,, ..., X,

n

Statystyka Warto$¢ przecigtna Wariancja |
- Ll
o L R B
. 2
s2 o? —q*
, B SN ! S
|
2 4
2 2 =
S | c nc
. n-1 . 2n-1 4
S 2
n n

I1.3.3. Rozklad ilorazu wariancji z prob

W podrozdziale 1.2.5, zawierajacym przyktady rozktadow ciagtych, jako ostatni zostat
zdefiniowany rozktad F-Snedecora o ki, k2 stopniach swobody, jako rozklad ilorazu nie-

zaleznych zmiennych losowych X i Y o rozktadach 32 z — odpowiednio — & i k» stopniami
swobody

F=£"1 (11.3.10)

Uwaga: Tablice tego rozktadu sa skonstruowane dla > 1, zatem podczas praktycznych
zastosowan, do licznika w definicji statystyki F' zawsze wstawiamy zmienna o wigkszej
warto$ci.

Twierdzenie 11.3.6
ZALOZENIE

S)f, Si —wariancje z prob losowych xi, x, ..., X, oraz yy, 2, ..., ¥ dla niezaleznych zmien-

nych losowych X, Y, o rozktadach normalnych, dla ktérych stosunek wariancji wynosi:

02

Y _12
=" AT
GX
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TEZA
$2

Statystyka F' =2%. A'; ma rozktad F-Snedecora o (n—1, m—1) stopniach swobody.
S5

Dowod
Na potrzeby dowodu przeksztalcamy statystyke F, rozpatrujac dwa nastepujace warianty.

1) Zmienne X i ¥ maja t¢ sama wariancje o°, czyli A = 1:

1 < and . o2
R S (x; —X) (x; —X)
F_Sf_n~llz=1: ' o’ _m—1 ;‘ l _ o’ _
§2 | & 5 0% -l o2 m -
Yoy ) i)
m—=1:5 i=1
nS? /
_ _ =2 ('52 /
_m-1 nSt o2 _m-1 nS? mS, _ /n-1
n-1 g2 mg}z, n-1| g* &2 m§)2,
Acz /
/m—1

Zgodnie z twierdzeniem I1.3.5, wyrazenia w nawiasie kwadratowym maja rozktady x>
o n—1 oraz o m—1 stopniach swobody. Zatem ostateczny iloraz spetnia warunek (11.3.10)
definicji rozktadu F-Snedecora o (n—1, m—1) stopniach swobody.

2) Zmienne X i ¥ maja rozne wariancje -, ci.

Z zalozenia mamy ci =32 .a:

1 & A - p
A2 i Z(xi_x)z 2 Z(xi_x)z 2
Fo2. S5 52 n—1:5 Sy _m-135 ) Sy _
SA 2 1 m . }\’202 n— 1 62 m .2
y — > (-3 " O £ (-9
m—1335 i=l
nSt
2
B oy
_m—1 nSf 0% _m—1 nSZCme 3 x/"n—l
n—1 G.% mg}z n-1 (5}% Gi mg}% //
c ,,,/,/,//,/
/m—1

Uzyskany wynik jest taki sam jak w przypadku jednakowych wariancji. Zatem w tym
przypadku, rozktad ilorazu réwniez jest rozktadem F-Snedecora o (n—1, m—1) stopniach

swobody.
c.b.d.u.
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11.3.4. Rozklad ilorazu wartoSci przecigtnej
i odchylenia standardowego z préoby

W podrozdziale 1.2.5, jako jeden z przyktadow rozktadow ciagtych, zostat zdefiniowany
rozktad T-Studenta o k stopniach swobody. Jest on utworzony ze zmiennej o standaryzowa-
nym rozktadzie normalnym Z ~ N(0,1) oraz ze zmiennej o rozktadzie X/% dla & stopni swobody

W nastgpujacy sposob:

T, = 2 - sz/Z (IL3.11)
k

i

==,

Udowodnimy teraz nastgpujace twierdzenie:
Twierdzenie 11.3.7
ZALOZENIE

X1, X2, ..., X, — ciag zmiennych losowych o rozktadzie normalnym N(u, G), XorazS? sa
zdefiniowane wzorami (I11.2.3) 1 (IL.3.1).
TEZA

A~

Statystyka T=%-,/n —1 ma rozktad T-Studenta o (n—1) stopniach swobody.

Dowoéd

Na potrzeby dowodu przeksztalcamy statystyke 7:

X-p

; 22 o

Xﬁu - / /,,'n
I'=—ro. -1= Z -1= + -1,
S AN .i\/g Nn |-+n 5‘2’1 An

c sz

Z zatozenia i z twierdzen I1.3.1 oraz 1.2.1 mamy, ze

X-p

o/

/In

o . 5% ,

normalny N(0, 1). Natomiast z twierdzenia I1.3.5 wynika, ze —-ma rozktad y“ o (n—1) stop-
c

ma standaryzowany rozktad

niach swobody. Zatem cale powyzsze wyrazenie 7 spetnia warunki (I1.3.11) definicji

rozktadu T-Studenta dla (n—1) stopni swobody.
c.b.d.u.

: A X=
Whiosek. W analogiczny sposob mozna udowodnié, ze statystyka 7= 3 a -~/n ma

rozktad Studenta o (n—1) stopniach swobody dla S? okreslonego wzorem (II.3.3).
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Wystarczy zauwazy¢ nastgpujaca tozsamosc:
b - B
T“-M—h—%JZ (113.12)

Reasumujac — statystyke 7, majaca rozkiad T-Studenta o (n—1) stopniach swobody,
mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

(11.3.13)

I1.3.5. Rozklad frakcji w probie

Frakcja, zwana rowniez wskaznikiem struktury, jest prawdopodobienstwem wyloso-
wania z populacji elementu majacego okreslona wlasno$¢. Na przyktad pytamy jaki odsetek
zaktadow przemystowych na okreslonym terenie nie przestrzega norm emisji do atmosfery
substancji szkodliwych.

W podrozdziale 1.2.4, jako jeden z przyktadow rozktadow dyskretnych, zostat zdefinio-
wany rozktad zero-jedynkowy (dwupunktowy) z parametrem p. Parametr p w tym rozktadzie
pelni rolg frakcji.

Na podstawie znajomosci glownych charakterystyk w rozktadzie dwupunktowym E(X) = p,
(X) = pq, gdzie g = 1 — p, oraz na podstawie twierdzenia I1.3.2, mozna udowodni¢ nastgpu-
jace twierdzenie:

Twierdzenie 11.3.8
ZALOZENIE

X1, X2, ..., X, — proba losowa zmiennej o rozktadzie dwupunktowym z parametrem p,
k — liczba elementéw w probie losowej, posiadajacych wyrdézniona cechg.

TEZA

Statystyka p X maw przyblizeniu rozktad normalny N [ P L 2. (- )],
B n

Dowdd pozostawiam Czytelnikowi, jako ¢wiczenie.
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I1.4. Estymacja

Dwie najwazniejsze metody wnioskowania statystycznego to:
1) estymacja,
2) weryfikacja (testowanie) hipotez statystycznych.

Estymacja to szacowanie nieznanych wartosci parametrow rozktadu wyroznionej ce-
chy lub funkcji tych parametrow, na podstawie wybranych elementéw badanej zbiorowosci.
Te wybrane, a wlasciwie wylosowane elementy to tzw. préba statystyczna. Zaklada sig, ze
losowanie odbywa si¢ zgodnie z rozkladem rownomiernym, co pociaga za soba przypadko-
wos$¢ uzyskiwanych wartosci badanej cechy. A zatem mozemy n-elementowa probg losowa
potraktowac jako n-wymiarowa zmienna losowa (X, X2, ..., X;), w ktorej poszczegolne
zmienne sa niezalezne i maja ten sam rozktad, zgodny z rozktadem badanej cechy w populacji
generalnej. Naturalne jest, ze wiarygodno$¢ wnioskow dotyczacych populacji, a wyciaga-
nych na podstawie probki, wzrasta wraz ze wzrostem liczebnos$ci probki. Innymi stowy, wraz
ze wzrostem liczebno$ci proby ro$nie doktadnos¢ (wiarygodnos¢) przyblizenia nieznanego
parametru przez estymator. W tym miejscu niezbedne jest wyjasnienie pojgcia estymator.

Definicja I1.4.1. Estymator parametru 0, to kazda statystyka (funkcja wartosci elemen-
tow proby losowej) é:@n (X1, X5,...,X,), ktorej warto$¢ przyjmujemy jako oszacowanie

nieznanego parametru 6.

I1.4.1. Wlasnosci estymatorow

Dla jednego parametru mozna utworzy¢ wiele estymatorow. Wybdr najlepszego wiaze
sig ze sprawdzeniem, ktory z nich posiada najlepsze wtasnosci. Oczywiste jest wymaganie, by
wraz ze wzrostem licznosci probki, rosta doktadno$¢ oszacowania parametru.

Do wiasnosci estymatorow naleza:
(1) zgodnos$c — estymator nazywamy zgodnym, jezeli spetniony jest nastgpujacy warunek:

vV lim PO 0, 76‘ < gjzl (I1.4.1)

eX) n—ow

ktéry oznacza, ze wraz ze wzrostem liczebno$ci proby losowej, wzrasta dokladnos¢
oszacowania parametru 0;

(2) nieobciazono$¢ — estymator jest nieobciazony, jezeli jego warto$¢ oczekiwana rowna sig

estymowanemu parametrowi:

v E,)=6 (11.4.2)
neN

(3) efektywnos¢ — estymator efektywny (najefektywniejszy) sposrod wszystkich nieobcia-
zonych estymatorow é,, parametru 6 to ten, ktory ma najmniejsza wariancjg, czyli o naj-
wigkszym skupieniu jego wartosci wokot szacowanego parametru.

(4) dostatecznos¢ — estymator dostateczny éparametru 0 skupia w sobie wszystkie inform-
acje o parametrze 6 zawarte w probie losowej, czyli w praktyce jest wyznaczany ze
wszystkich elementow proby.
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Asymptotyczna nieobcigzono$é lub asymptotyczna efektywnos$¢ estymatora oznacza
odpowiednio nieobciazonos¢ lub efektywnosc¢ przy n — . Na przyktad odchylenie standar-
dowe ,(X) (wzor (I1.2.6)), obliczane jako pierwiastek kwadratowy z sumy kwadratow odchy-
len od s$redniej podzielonej przez n (obciazona ocena wariancji), stanowi oceng odchylenia
standardowego w biezacej probie i nie mozna z niej wyciaga¢ wnioskéw o populacji, z ktdrej
proba zostata pobrana. Jednak jest to estymator asymptotycznie nieobciazony. Natomiast gdy
sume kwadratow dzielimy przez n—1, a nie n (nieobciazona ocena wariancji), to wynikajaca
stad wartos¢ o,,-1(X) stanowi opis warto$ci odchylenia standardowego w populacji. A zatem
taka statystyka moze by¢ nastgpnie uzywana do wyciggania wnioskow o calej populacji,
z ktorej pobrano probe. Mozna wykazac, ze oba estymatory 6,(X), 6,-1(X) sa estymatorami
zgodnymi.

Jezeli dla tego samego parametru 0, znajdziemy dwa estymatory zgodne i nieobciazone,
wowczas za lepszy z nich uznajemy ten o mniejszej wariancji, czyli bardziej efektywny, gdyz
dla niego mamy wigksze skupienie jego wartosci wokot wartos$ci nieznanego parametru 0.

11.4.2. Metody estymacji

W wyniku estymacji uzyskujemy tzw. estymatory, czyli przyblizone wartosci szukanych
parametréw (charakterystyk liczbowych).

11.4.2.1. Metoda najmniejszych kwadratéw

Sposrod kilku metod estymacyjnych zdecydowanie najczgsciej znajduje zastosowanie
klasyczna metoda najmniejszych kwadratow (MNK), m.in. dlatego, Ze otrzymywane estyma-
tory sa asymptotycznie zgodne z estymatorami otrzymywanymi metoda najwigkszej wiarygod-
nosci, omowiona w nast¢gpnym podrozdziale (pod warunkiem, ze wektor sktadnika losowego
ma rozklad normalny), oraz sa najlepszymi estymatorami wsrod wszystkich estymatorow
liniowych. Istnieje twierdzenie, znane jako twierdzenie Markowa, mowiace, ze estymatory
uzyskane ta metoda sa zgodne, nieobciazone i najefektywniejsze. W twierdzeniu tym nie
zaktada si¢ normalnosci rozktadow zmiennych losowych, ani nawet ich niezaleznosci.

Metoda najmniejszych kwadratow zmierza do minimalizacji sumy kwadratow odchylen
obserwowanych wartosci zmiennej losowej x; od jej wartosci modelowych X;, czyli:

n
> (x; —%;)* =8 8=min (11.4.3)

i=1
Niech Xj, X3, ..., X, bedzie ciagiem zmiennych losowych, a xj, x2, ..., x, — ciagiem ich
wartosci zaobserwowanych, czyli wartosci z proby. Rozktad zmiennych losowych X; zalezy
od nieznanych parametrow 01, 02, ..., 04, ktorych wartosci trzeba oszacowac¢ (wyestymowac).
Zaktadamy réwniez znajomos¢ postaci zaleznosci funkcyjnej zmiennych losowych X;
1 parametrow 0;:
Xi=gi(01, 02, ..., 0k) (11.4.4)
Postac funkcji g zalezy od specyfiki zagadnienia. Jezeli funkcja g nie jest liniowa, to na

potrzeby estymacji sprowadzamy ja do postaci liniowej za pomoca rozwinigcia w szereg
Taylora.
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Ponizsze przyktady wyjasniaja zastosowanie MNK do wyznaczenia parametréw 6;
w konkretnych zagadnieniach. -

PRZYKLAD I1.4.1

Dla przyktadu wykonamy metoda najmniejszych kwadratow estymacj¢ parametrow
rownania regresji ¥ wzgledem X:

y=ax+b (I1.4.5)

przy zatozeniu, ze (X, Y) jest dwuwymiarowa zmienna losowa o rozktadzie normalnym.
Rozwigzanie

Parametry a 1 b prostej (I1.4.5) oraz parametry dwuwymiarowego rozktadu normalnego,
sa nieznane. Dla ich oszacowania zrealizowano n-elementowa seri¢ doswiadczenia, w wyni-
ku czego otrzymano n par liczbowych:

(xl,)’l)» (x2a,,v2)a meiey (xn, yﬂ) (1146)

stanowiacych realizacje zmiennej losowej (X, Y). Mozemy powiedziec, ze jest to proba loso-
wa przy zatozeniu, ze:
— prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w probie byto jednakowe dla kazdego elementu
populacji,
— wszystkie doswiadczenia w serii byly wykonane niezaleznie.
Zgodnie z zasada MNK, dla wyznaczenia parametrow a i b rOwnania regresji, nalezy
zminimalizowa¢ wyrazenie:

n n .
F=)"8 =) (y - (ax; +b)’ (114.7)
i=l1 i=l
w ktorym a i b oznaczaja estymatory parametréw a i b.

Warunkiem koniecznym minimalizacji funkcji jest zerowanie sig pierwszych pochod-
nych czastkowych po niewiadomych (zaktadamy rozniczkowalnos¢ funkcji F wzgledem nie-
znanych parametrow):

oF - N A
T ZZ (y; —ax; —b)x; =0

a i=1 (11.4.8)
oF z ~

—=—2) (y; —ax; —b)=0
ab E 1 1

Roéwnania (11.4.8) tworza tzw. uktad rownan normalnych:
n n A n
Zx,-yl- ~&in2 —be,. =0
i=l i=l (I1.4.9)

n

i=1
n
Zyi s
i=l1 i

x; —n-b=0
1
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Rozwiazujac ten uklad wzgledem a i b, otrzymujemy:

2 =8y - P)

b=Vv—a-% oraz &:izl (11410)

W ten sposob, w wyniku zastosowania metody najmniejszych kwadratow, uzyskalismy
estymatory parametrow linii regresji ¥ wzgledem X z proby losowej. Z powyzszych rownan
wynika, ze linia regresji przechodzi przez punkt o wspotrzednych (x, 3), zwany $rodkiem
cigzkosci. Analogicznie uzyskujemy parametry linii regresji X wzgledem Y.

]

PRZYKLAD I11.4.2

Doswiadczalne pole uprawy rolnej zostato podzielone na 60 prostokatéw. Dla kazdego
z nich pomierzono i zapisano liczbg kilogramoéw zastosowanego nawozu sztucznego X
1 zebranego plonu Y (tab. I1.4.1). Na podstawie wartosci zmiennych X'i ¥ dla wylosowanych
10 réznych prostokatow testowych, wyznaczy¢ lini¢ regresji zalezno$ci plonu od ilo$ci
zastosowanego nawozu oraz zaprognozowac plon, gdy uzyje si¢ 50 kg nawozu.

Tabela 11.4.1
Warto$ci zmiennych losowych X, ¥ w probie losowej 10-elementowe;j

(. T T
. ;} 18 20 25 { 36 40 55 | 6l ’ 87 90 91
‘ii’ir — ~ - 7’ =
Y | 620 720 770 i 800 805 950 I 952 i 970 990 999
|
Rozwigzanie

Na podstawie tresci zadania wiemy, ze chodzi o wyznaczenie linii regresji ¥ wzgledem X,
czyli y = ax + b. W pierwszej kolejnosci wyznaczamy wartosci $rednie:

> >

X Yi

F=i=l =523 oraz ==L _=8576.
10 10

Nastgpnie wyznaczamy estymatory parametrow linii regresji a 1 b ze wzoru (11.4.10):

32006,20

=42179, 5h=857,6—4,2179-523=637,00.
7588,10

&:

Obliczenia zamieszczono w tabeli 11.4.2.
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Tabela 11.4.2
Obliczenia pomocnicze przy wyznaczaniu parametrow linii regresji Y(X)

X; Vi X —X yi—y | G=-X0- x-x° |

18 620 343 2376 8149,68 117649 |

20 720 529 1376 | 444448 1043,29

25 770 273 87,6 2391,48 745,29

36 800 16,3 57,6 938,88 265,69

40 805 123 52,6 646,98 151,29

55 950 | 27 924 | 24948 7,29

61 952 8,7 94,4 821,28 75,69

87 970 34,7 112,4 3900,28 1204,09

90 90 | 377 132,4 499148 1421,29

91 999 | 387 141,4 5472,18 1497,69
Suma | 32006,20 7588,10 |

Zatem linia regresji wielkosci plonu wzgledem stopnia nawozenia przyjmuje postac:
y=42179x + 637,00.

Na jej podstawie dokonujemy prognozy:
1(50) =4,2179-50 + 637,00 = 847,9,

czyli po zastosowaniu 50 kg nawozu powinnismy otrzymac¢ 848 kg plonu.

11.4.2.2. Metoda najwigkszej wiarygodnosci

Estymatory uzyskane metoda najwigkszej wiarygodnosci (MNW) rowniez maja ko-
rzystne wilasnosci. Sa to estymatory zgodne, asymptotycznie nieobciazone i asymptotycznie
efektywne oraz maja rozktad asymptotycznie normalny.

Podobnie jak w metodzie MNK zal6zmy, Zze X jest zmienna losowa o rozktadzie zalez-
nym od nieznanych parametrow 61, 05, ..., O, ktorych warto$ci trzeba oszacowaé. Zmienna X
jest typu ciagltego o okreslonej funkcji gestosci £, lub typu skokowego o okreslonej funkcji
rozktadu prawdopodobienstwa f. Niech x1, x2, ..., x,, bgdzie ciagiem zaobserwowanych warto-
$ci zmiennej X.

Oznaczmy przez L tzw. funkcje wiarygodnosci, okreslona wzorem:

n
L=]]f(x;; 6,,0,,....6;) (IL4.11)
L

Metoda najwigkszej w1aryg0dnosc1 polega na tym, ze estymatorami parametrow 01,
0, ..., O, beda takie wartosci 91 ,9 9, . 9 & » dla ktorych funkcja L osiagga maksimum. Wartosci
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0,,0,,...,0, beda oczywiscie zaleze¢ od wartosci zaobserwowanych w probie losowej. Sa
wige ich funkcjami, czyli statystykami. Innymi stowy: poszukujemy takiego oszacowania
nieznanych parametrow, dla ktorego prawdopodobienstwo otrzymania zaobserwowanych
wartosci jest najwigksze.

Poszukujac maksimum funkcji L, korzystamy z faktu, ze funkcja In L osiaga maksimum
w tym samym punkcie co L. Podobnie jak dla funkcji Fw MNK zaktadamy rozniczkowalno$é
funkcji L wzgledem nieznanych parametrow 01, 62, ..., 0. Zapisujac warunek konieczny ist-
nienia ekstremum, otrzymujemy uklad £ rownan o k niewiadomych:

olnL
00

1

=0 dlai=1,2, ..,k (11.4.12)

Warunek wystarczajacy to ujemnie okreslona forma kwadratowa, utworzona z drugich
pochodnych czastkowych funkcji In L:

k k 2
>y ¢ L <0 (I1.4.13)
: 06, 08, Jg =¢

Estymatory uzyskiwane metoda najwigkszej wiarygodnosci maja duza efektywnosc, ale
moga by¢ obciazone, co pokaze ponizszy przyktad.

PRZYKLAD I1.4.3

Niech cecha X'ma rozktad normalny N(p,c) o nieznanych parametrach p i c. Znajdziemy
estymatory tych parametrow metoda MNW. Niech x1, x2, ..., x,, bedzie ciagiem zaobserwowa-
nych wartosci zmiennej X. Funkcja wiarygodnosci L ma w tym przypadku nastgpujaca
postaé:

n n 1 49",1“)72 1 7,29(&),
L=]]f(x;n,0)= e 2 = . 20 (11.4.14)
zl'—} I E oV2n (Gm )

Logarytmujemy funkcje L:

Aig;7“)2
e i 202 n (x;u)Z n )

InL=lnf ——— =—Z’72—5-ln(2nc )=
(c2.2m)2| =t 20 (I1.4.15)

n 2 1< 2
=——-In(2no”)———= ) (x; —n)
2 20 ,Z:;‘ l
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Uktad warunkow (I1.4.12) przyjmuje postac:

> (x; —p)?

n .
olnL _ 1 3 (3 - 1)=0, dlnL_i5 _"_y (11.4.16)
op o’ i=1 oo o’ °

Rozwigzujac powyzszy uktad rownan, uzyskujemy nastgpujace estymatory parametrow
nio:

n
in Z(xi _2)2 ozn.
=l % oraz &%=l - §? (11.4.17)
n n

Odpowiadaja one okresleniom (I1.2.3) i (I1.2.6) estymatoréw wartosci Sredniej i warian-
cji. WykazaliS§my zatem, Ze $rednia arytmetyczna wynikéw z proby i wariancja z proby
sa estymatorami najwigkszej wiarygodnosci nieznanych wartosci p i 6 rozktadu N(u,c).
Mozna wykazac, ze x jest estymatorem zgodnym, nieobcigzonym i efektywnym, a wariancja
S jest estymatorem zgodnym i asymptotycznie nieobciazonym.

I1.4.3. Estymacja punktowa

Estymacja punktowa to oszacowanie wartosci nieznanego parametru 0, wraz z wyznacze-
niem doktadnos$ci tego oszacowania. Zatem w wymku estymacji punktowej uzyskujemy
estymator i jego odchylenie standardowe: 0= 6+0(0).

W badaniach statystycznych najczgsciej poszukuje sig estymatoréw wartosci przecigtne;j
1 wariancji badanej cechy, gdy jest to cecha mierzalna, lub estymatora frakcji, gdy jest to
cecha niemierzalna. Frakcja jest to tzw. wzgledna czesto$é pojawiania si¢ pewnej cechy
w populacji.

Na przyktad w rozktadzie Bernoullego rolg¢ frakcji petni parametr p, czyli prawdopodo-
bienstwo wylosowania w jednej probie elementu majacego okreslong cechg. W sytuacji, gdy
szacujemy p z proby n-elementowej, to estymatorem zgodnym, nieobcigzonym i efektywnym
dla p jest czgstosc:

(11.4.18)

.k
p==
n

gdzie:
k — liczba elementow w probie losowej, majacych okreslona wlasnose,
n — licznos¢ proby.

Taka postac estymatora wskaznika struktury jest w petni zgodna z intuicja, gdyz wiasnie
z czgsto$cia mamy do czynienia w klasycznej definicji prawdopodobienstwa.
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Tabela I1.4.3 zawiera wzory na podstawowe estymatory cech mierzalnych (ilo§ciowych)
oraz na ich odchylenia standardowe, wyznaczone na podstawie n-elementowej proby losowej

X1y X2, «euy X

Tabela 11.4.3
Estymatory i ich wlasnosci

0(3‘2): LS*Z

Estymovetty Estymator Doktadno$¢ estymatora oo
parametr estymatora
Warto$¢ przecigtna
dla obserwacji !
jednakowo doktad- X=— Zx,- o= o zgodny,
nych (Srednia iz “Jn dpstatepzny,
arytmetyczna) _ nieobcigzony,
. ewentualnie: dla rozktadu
gart(;éé przecigtna pu > piex; £ S ik S ;‘gnggego
a obserwacji szl T = e e
roznodoktadnych n n-1 n—1 Vn efektywny
($rednia wazona) Zl:pi
i=
zgodny,
dostateczny,
N 1& 2 nieobciazony,
thiarlanqa ° §?== Z(xi -n)’ o(s? )=\/: .82 dla rozktadu
ECY 1 zhane =1 L normalnego
réwniez
efektywny
zgodny,
= 1 N - 2.(n—1) -
Szz_Z(xi —%)? G(SZ):V (n ).Sz dostateczny,
Wariancja c° = n a;yn‘;pt.ot'yczme
gdy p nieznane nieobciazony
dla obserwacji zgodny,
Jednakowo dostateczny,
doktadnych a1 & ot nieobciazony,
S :Tl Z(xi —X) dla rozktadu
n= sl normalnego

rowniez asympto-

n—1 tycznie efektywny
Wariancja o° ‘ o1& "
gdy u nieznane ST=- Zp,-(x,- —x)
dla obserwacji Z 7y
réznodoktadnych i=1

= - zgodny,
Frakcja p= k o(p)= p:(1-p) dostateczny
(wskaznik struktury) n n nieobciazony,

efektywny

Wspotczynnik A= c(;X ) zgodny,
zmienno$ci X - | dostateczny
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11.4.4. Estymacja przedzialowa

Metody estymacji oméwione powyzej w podrozdziale 11.4.2 pozwalaja uzyskiwac punk-
towe oceny nieznanych parametréw rozktadu. Natomiast estymacja przedzialowa polega na
znalezieniu takiego przedziatu liczbowego (01, 02), dla nieznanego parametru 6, w ktérym ten
parametr znajduje si¢ z, zadanym z gory, prawdopodobienstwem p. Przedziat ten nazywa sig
przedzialem ufnosci, a prawdopodobienstwo p — poziomem ufno$ci. Konce przedziatu
ufnosci sa funkcjami proby losowej xi, x2, ..., x, 1 nie zaleza od estymowanego parametru.
A zatem sa to zmienne losowe. R6znica 6, — 01 jest to tzw. szerokos$¢ przedzialu ufnosci.

Oczywiscie moze si¢ zdarzy¢, ze rzeczywista warto$¢ parametru 0 nie nalezy do wy-
znaczonego przedziatu ufnosci. Jednakze wyznaczajac przedziaty ufnosci dla réznych prob
losowych x1, x2, ..., X,, mozna przyjacé, ze czgstosc tych, ktore beda zawiera¢ rzeczywista war-
tos¢ 0, w przyblizeniu bgdzie réwna p.

Konstrukcja przedziatu ufnosci w okreslonym przypadku opiera si¢ na twierdzeniach
zrozdziatu 11.3, czyli na znajomosci rozktadow okreslonych statystyk, zbudowanych z proby
losowej. We wszystkich przytoczonych ponizej modelach tworzenia przedziatéw ufnosci
przyjmujemy oznaczenie licznosci proby jako n oraz definiujemy o = 1 — p.

I1.4.4.1. Estymacja przedzialowa wartoSci przecigtnej

W zaleznosci od tego, jakie warunki speinia analizowana zmienna losowa oraz pobrana
proba losowa, wyrdzniamy trzy modele tworzenia symetrycznych przedziatlow ufnosci dla
warto$ci oczekiwanej.

Model I (na podstawie twierdzenia 1.2.1)

ZALOZENIA
X ~ N(w,0),
o — znane,

n — dowolne.

Posta¢ przedziatu ufnosci:

pel:/\ﬂ’*z(lgj-c(f(); )A(+z(1—%]‘c()?)} (11.4.19)
gdzie:
a=1-p,
o
2[1— EJ — kwantyl standaryzowanego rozktadu normalnego,

(o]

n

o(X) = (por. twierdzenie 11.3.1).

(e

Jn

zalezy ona od warto$ci z pobranej proby x;, a jedynie od licznosci proby 7 i poziomu ufnosci p.

Szerokos¢ powyzszego przedziatu ufnosci wynosi 2- z( 1- %) (rys. I1.4.1). Zatem nie
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=l-a

i
g8 8

Rys. I1.4.1. Symetryczny przedzial ufnosci dla warto$ci przecigtnej w probie
o znanym odchyleniu standardowym

T >

Model II (na podstawie twierdzenia I1.3.7)

ZALOZENIA

X ~ N(u,0),

o — nieznane,

n — dowolne (w szczegolnosci mate n < 30).

Posta¢ przedziatu ufnosci:
A a A A (X A
1l €|:X— t[l— B ,kj~0(X); X+ t[1—5 ,k]-G(X )} (11.4.20)

gdzie:
a=1-p,

o
f(l— Y .k ] — kwantyl rozktadu Studenta o k stopniach swobody,

lub 0(/\;): S

S
—_ (por. wzory (I1.3.1) oraz (I1.3.3)).
Vn Nn—1

c(/?):

W tym modelu szeroko$¢ przedziatu ufnosci (rys. 11.4.2) wynosi 2~t[1%,kj-i.

Jn

Zatem jest zmienna losowa, bowiem jest estymowana na podstawie warto$ci z proby losowe;.
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p=1l-a

NGO URNEC N

Rys. I1.4.2. Symetryczny przedziat ufnosci dla wartosci przecigtnej w mato licznej probie
o nieznanym odchyleniu standardowym

Model III (na podstawie twierdzenia 11.3.2)

ZALOZENIA
X — ma rozktad dowolny,

o — nieznane, skonczone,
n — duze (n > 30).

~

Posta¢ przedziatu ufnosci jak w modelu I, przy czym o(X ):i lub o(X )= J

Jn Jn—1

PRZYKLAD I1.4.4

W tabeli 11.4.4 zamieszczono $rednie dobowe wyniki pomiaru stgzenia pylu zawie-
szonego w powietrzu, na terenie pewnego miasta przemystowego. Wartosci te podane sa
w pg/m3. Pomiar byt wykonywany codziennie w ciagu jednego miesiaca. Zmienna T oznacza
kolejne dni w analizowanym miesigcu. Wykonac estymacjg punktowa i przedzialowa na
poziomie ufnosci p = 0,90 dla $redniego stgzenia pylu zawieszonego w analizowanym
miesiacu, na badanym terenie.

Tabela 11.4.4
Srednie dobowe stezenia pytu zawieszonego

T Pyt T Pyt T Pyt T Pyt T Pyt
1 1323 8 218 15 | 495 | 22 | 261 | 29 | 562
2 (412 9 [179] 16 [312] 23 [ 381 | 30 | 384
31204 10 | 169 | 17 | 451 | 24 | 2903 | 31 | 452
4 1319 11 | 392] 18 | 196 | 25 | 309
s | 242 | 12 | 259 19 | 335 26 | 298
6 | 504 | 13 | 31,1 20 | 578 | 27 | 283
7 288 14 [557] 21 [ 421 | 28 | 486 |

86
Ze zbiorow Biblioteki Giownej AGH http://www.bg.agh.edu.pl/



Rozwiazanie

Poniewaz nie ma zadnych przestanek, by réznicowaé zaufanie do wynikéw zamieszczo-
nych w tabeli 11.4.4 (pomiary najprawdopodobniej zostaty wykonane tym samym przyrza-
dem, w tych samych warunkach), wigc mozemy je potraktowac jako zbior obserwacji jedna-
kowo doktadnych. Zatem w celu wykonania estymacji punktowej korzystamy ze wzoréw na
estymator wartosci przecigtnej ($redniej) i nieobciazony estymator wariancji, zamieszczo-
nych w tabeli I11.4.3 dla takich wtasnie obserwacji. Zmienna X reprezentuje $rednie dobowe
stgzenie pytu.

31
Xp=—) X; :_10217’4 =35,077 pg/m’,

=1
n n
:52=_12(x - Z(x - 35,077)* -% 136,5125 pg?/m°

Stad odchylenie standardowe w probie losowej ztozonej z 31 obserwacji wynosi:
65=4136,5125= 11,684 pg/m’.

Powyzsze odchylenie standardowe jest potrzebne do wyznaczenia doktadnos$ci estyma-
tora wartos$ci $redniej, czyli o(x). Bowiem pelnym wynikiem estymacji punktowe;j jest poda-
nie przyblizonej warto$ci estymowanego parametru wraz z oszacowaniem jego odchylenia
standardowego, stanowiacego oceng jego doktadnosci.

G 136,5125

=5

Stad ostateczny wynik estymacji punktowej $redniego st¢zenia pylu zawieszonego na
badanym terenie, w analizowanym miesiacu jest nastgpujacy:

=2,098 pg/m’.

p=35,142,1 pg/m’.

Dla wykonania estymacji przedzialowej postuzymy si¢ modelem III ze wzgledu na wy-
starczajaco duza licznos¢ proby losowej (n > 30), wykorzystujac wzor (11.4.19) do wyliczenia

granic przedzialu ufno$ci. Potrzebny kwantyl rozktadu normalnego z[ 1- %j: 7(0,95)=1,6448
odczytujemy z tablicy 2 (dodatek) dlaa=1-p=1-0,90 =0,10:

2[1—%].0()2)= 1,6448 - 2,098 = 3,451,
)2*2(1-5] o(X)=35,077 - 3,451 = 31,626,
X+ z[1—%j-c()2)= 35,077 + 3,451 = 38,528.
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Stad wynik estymacji przedzialowej na poziomie ufnosci 90%, dla sredniego stgzenia
pytu zawieszonego w powietrzu na badanym terenie, w analizowanym miesiacu jest naste-
pujacy:

n e[31,6; 38,5] [ug/m?].

Szeroko$¢ wyznaczonego przedziatu ufnosci wynosi 6,9 ug/m>. Ostateczne wyniki esty-
macji punktowej i przedzialowej podajemy z doktadnoscia taka sama jak doktadno$¢ danych
pomiarowych, czyli 0,1 ug/m?>.

I1.4.4.2. Estymacja przedzialowa wariancji i odchylenia standardowego

Przedziaty ufno$ci dla wariancji powstaja podobnie jak dla wartosci przecigtnej, tzn.
z wykorzystaniem rozktadu wybranych statystyk. W tym wypadku modele sa zroznicowane
tylko ze wzgledu na liczno$¢ proby. Zawsze zaktadamy normalno$¢ rozktadu zmiennej

losowej X oraz nieznajomos$¢ obu parametrow p i o:

Model I (na podstawie twierdzenia I1.3.3)

ZALOZENIA
X ~ N(p,0),
I, G — nieznane,
n — mate (n < 50).

Posta¢ przedziatu ufnosci dla wariancji:

(IL4.21)

a=1-p,
2, @ 2 @ . ,
X (1— = o }X (5 ,kj — kwantyle rozktadu chi-kwadrat o k stopniach swobody,
2

S

okreslone wzorem (I1.3.3).

Ze wzgledu na niesymetrycznos$¢ rozktadu chi-kwadrat, przedziat ufnosci na rysunku
I1.4.3 réwniez nie jest symetryczny w swoim ksztalcie, ale zachowuje symetrig rozktadu pola
powierzchni pod wykresem funkcji gegstoscei.
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Rys. I1.4.3. Symetryczny przedzial ufnoséci dla wariancji w probie mato licznej

(=]

Model II (na podstawie twierdzenia I1.3.2. Lindeberga—Levy’ego)
ZALOZENIA
X ~ N(u,0),

|, G — nieznane,
n — duze (n > 50).

Przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego:

ce S . S (I1.4.22)
o a
2
I+ —— - ——=7
N2-k N2k
gdzie:
a=1-p,

o
Z(l— Ej — kwantyl standaryzowanego rozktadu normalnego,

>
|

okreslone wzorem (I1.3.3).

Z postaci przedziatu (11.4.22) dla o uzyskujemy przedzial ufnosci dla wariancji, przez
podniesienie koncow przedziatu do kwadratu.

PRZYKLAD I1.4.5

Wykonano wielokrotny pomiar ci$nienia atmosferycznego przy uzyciu dwoch barome-
tréw tej samej klasy doktadnosci. W obu przypadkach, w tych samych zewngtrznych warun-
kach pomiaru, wykonano 80 obserwacji.
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Uzyskano nastgpujace oszacowanie parametroOw o, o2, opisujacych doktadnosci obu
barometrow:

61: 0,8 Pa, 62= 0,7 Pa.

Wykorzystujac estymacjg przedzialowa, sprawdzi¢, czy na poziomie ufnosci 95% mozna
uznaé, ze oba barometry daja faktycznie t¢ sama doktadnosc.

Rozwiazanie

Wiedzac, Ze estymacja przedziatlowa ma na celu wyznaczenie przedziatu dla nieznanego
parametru, w ktorym ten parametr znajdzie si¢ z zadanym z gory prawdopodobienstwem
1 porownujac przedzialty wyznaczone dla dokladnosci pomiaru obu barometrow, mozemy
wnioskowac nt. istotnosci roznic migdzy nimi. I tak: jesli wyznaczone przedzialy sa roz-
faczne, wowczas wiemy, ze na zadanym poziomie ufnosci (0,95) oba przyrzady pomiarowe
mierzg z r6zna doktadnoscia.

W przeciwnym wypadku uznajemy doktadnosci za zblizone. Oczywiscie przedziaty
moga zachodzi¢ na siebie w réznym stopniu, ale wykorzystujac tylko wynik estymacji, nie
jestesSmy w stanie oceni¢ wplywu wielkosci obszaru nachodzenia na to, jaki btad popetniamy,
uznajac parametry za zblizone.

Ze wzgledu na duza liczebno$¢ proby losowej korzystamy z modelu I do wyznaczenia

przedziatow ufnosci dla obu odchylen standardowych. Dlaac=1-p=1-0,95= 0,05 z tablic
kwantylow rozktadu normalnego odczytujemy stosowny kwantyl:

{1—%} 2(0,975) = 1,96.

Wynik estymacji przedzialowej dla odchylen standardowych mierzonego cis$nienia
w przypadku obu barometrow jest nastgpujacy:

o e—21 % 08 08 | 1069;095][Pa],
g (x) 1 a] L 196 196
_a fi@ -
L2) U ) J2719 2719

oy € 2 b 0T 97 |_10,60;0,83] [Pal.
Z[l aj ( aj 1 b9 T 196
_a - _
wLo2) U 2) J2:79 J2:79
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Wida¢ zatem, ze na poziomie ufnosci 0,95 doktadnosci barometréw mozemy uzna¢ za
bardzo zblizone, gdyz wyznaczone przedzialy nie wykluczaja si¢ oraz estymatory z obu prob
losowych G, 6, naleza do kazdego z przedzialow.

PRZYKLAD I1.4.6

Wynik estymacji punktowej dla wariancji pewnej wielkosci, na podstawie pomiarow
jednakowo doktadnych, jest nastepujacy: 62 ~ 6,5+2,0 [/2]. Odpowiada on wynikowi esty-
macji przedzialowej na poziomie ufnosci 0,68 (por. przyktad 1.2.12 w podrozdziale 1.2.5).
Wykona¢ dla tej wariancji i dla odchylenia standardowego estymacj¢ przedzialowa na po-
ziomie ufnosci 0,90.

Rozwiazanie

W zadaniu nie podano licznosci proby losowej, na podstawie ktérej wykonano estyma-
cj¢ punktowa. Zatem aby si¢ dowiedzie¢, ktory z modeli nalezy zastosowa¢ do estymacji
przedzialowej, nalezy najpierw oszacowac n. Wiemy, ze wykonane pomiary byly jednakowo
doktadne. Mozemy przyja¢, ze wynik estymacji punktowej powstat na podstawie zastosowa-
nia estymatora o lepszych wtasnosciach dla obserwacji jednakowo doktadnych:

=52 io(S‘z),

& :—Z(x _%), o(§2)= /il.ga 2 tabeli 11.4.3.
P

Z drugiego wzoru mozemy wyliczy¢ n:

0(5:2):1 Llﬁz < 2,0= il~6,5:>nz22.
n— \ n—

Widzimy teraz, ze do wykonania estymacji przedziatowej wariancji nalezy wykorzystac
model I. Z tablic kwantylow rozktadu x2 odczytujemy odpowiednie kwantyle dlacc=1—p =
=1-0,90 = 0,10 przy liczbie stopni swobody k=n—-1=22 -1 =21:

Xz(l—%,kaxz(O,QS;Zl) = 32,671, xz(%,k)=x2(o,os;21) = 11,591.

Wynikiem estymacji przedzialowej dla wariancji mierzonej wielkos$ci i dla odchylenia
standardowego sa nastgpujace przedziaty:

ol e k-S

k-S? _[21-6,5 21-6,5

XZEI_Z’I‘) XZ(;,/‘) 32,671 11,591

€[+/4.18;4/11,78]=[2,0; 3,4] [J [ |

}:[4,18; 11,78] [/2],
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11.4.4.3. Estymacja przedzialowa dla wskaznika struktury

Estymator wskaznika struktury, zwanego frakcja, zostat okreslony w tabeli 11.4.3. Po-
dobnie jak dla wariancji — w estymacji przedzialowej tego parametru wyrézniamy dwa
modele, w zaleznos$ci od licznosci proby losowe;.

Model 1

ZALOZENIA

X — ma rozktad dwupunktowy (zero-jedynkowy) z parametrem p,

n — mate (n < 100),

k —liczba wyrdéznionych elementow proby losowej (majacych wyr6zniona cechg).

Przedziat ufnosci postaci (01, 07) spetnia nastgpujaca zaleznosé:
POk, n, ) <p<6k,n,a))=1-a (I1.4.23)

Stosowanie efektywnych wzorow na konce 01, 6, powyzszego przedziatu ufnosci, jest
dosy¢ skomplikowane. Wartosci te ujgto w tablice dla matej liczno$ci proby, przy poziomie
ufnosci p =0,95. Odpowiednie wartosci, zalezne od k oraz (n — k) zawiera tablica 9 (dodatek).

Model II (na podstawie twierdzenia I1.3.8)
ZALOZENIA
X — ma rozktad dwupunktowy (zero-jedynkowy) z parametrem p,

n — duze (n > 100),
k— liczba wyréznionych elementéw proby losowej (posiadajacych wyrdzniona cechg).

Posta¢ przedziatu ufnosci:

[4-(B-C)<p<A-(B+C)] (11.4.24)
gdzie:
k 2(1_“) 1 |k(n—k Zz[l_aj
d=— " gk N 2 o 14Kk, 2 (11.4.25)
n+z2(l—g) n 2-n n n 4
2

z[l— %j — kwantyl standaryzowanego rozktadu normalnego.

PRZYKZLAD 11.4.7

Z populacji 10 000 studentéw uczelni technicznej, pigciuset losowo wybranym zadano
pytanie, czy w ciagu ostatniego miesiaca przeczytali jakas ksiazke beletrystyczng lub o tema-
tyce humanistycznej. Twierdzaco odpowiedziato 97 os6b. Wyznaczy¢ przedzial ufnosci dla
odsetka os6b czytajacych literaturg inna niz fachowa techniczna na tej uczelni, na poziomie
ufnosci 0,90.
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Rozwiazanie
Ze wzgledu na duza licznos¢ proby losowej do estymacji przedziatlowej wskaznika struk-
tury zastosujemy model II. Stosowny kwantyl rozktadu normalnego odczytujemy z tablic:

p=090; a=1-p=0,0; z[l - %j = 2(0,95) = 1,644854.

Nastgpnie wyliczamy parametry definiujace przedziat ufnosci:

n 500

n+22(1_0t) 500+ (1,644854)
3
o
k Z[l_zj 97  1,644854
=" = 2L B0 () 195645,

n 2n 500  2-500

=0,017760.

500 500

zo 1—-— 2
C=—l~ k(n— k)+ 2 _ 1 \/97-(500— 97) N (1,644854)
n n 4 500 4

Przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 90% dla frakcji studentéw czytajacych literatureg
nietechniczng jest nastgpujacy:

pe[A4-(B-C); A-(B+C)]=1[0,18; 0,21].

Oznacza to, ze tylko okoto 18-21% studentow tej uczelni poswigca czas lekturze innej
niz zwiazana z ich kierunkiem studiow. [ ]
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IL.5. Testowanie hipotez statystycznych

Jak zaznaczono we wstgpie rozdzialu dotyczacego zagadnien estymacji, testowanie
hipotez statystycznych jest druga, najwazniejsza metoda wnioskowania statystycznego.
Hipoteza statystyczna to kazde twierdzenie, ktore dotyczy nieznanego rozktadu zmiennej
losowej. Prawdziwo$¢ tego twierdzenia weryfikuje sig, opierajac si¢ na probie losowej, za
pomoca testow statystycznych.

Rozrézniamy dwa rodzaje testow statystycznych:

1) testy parametryczne,
2) testy nieparametryczne.

W testach parametrycznych sprawdzane hipotezy dotycza wartosci parametréw rozkta-
du, a w nieparametrycznych — typu rozktadu, jego ksztaltu.

W praktyce weryfikacji hipotez, oprocz werytikowanej hipotezy Hj, zwanej hipoteza
zerow3, formutuje si¢ rowniez tzw. hipoteze alternatywna /. Hipoteza alternatywna jest
twierdzeniem, ktore najbardziej jestesSmy sktonni uznac za prawdziwe, gdy hipotezg zerowa
trzeba odrzuci¢. Samo za$ odrzucanie lub przyjgcie hipotezy zerowej odbywa si¢ na pod-
stawie wartosci odpowiednio dobranej statystyki, zwanej funkcja testowg. Jezeli wartos¢
statystyki znajdzie si¢ w tak zwanym obszarze przyjec¢ hipotezy zerowej, wowczas przyjmu-
jemy hipotezg zerowa. Jezeli natomiast warto$¢ statystyki wpadnie do obszaru odrzucen W,
zwanego obszarem Kkrytycznym — odrzucamy hipotezg zerowa, a przyjmujemy hipotezg
alternatywng. Granica pomigdzy obszarami przyje¢ i odrzucen hipotezy wynika z teoretycz-
nej postaci rozktadu statystyki i nazywa si¢ warto$cia krytyczng testu.

Whioskowanie statystyczne, oparte na wynikach w probie losowej, jest zawsze obarczo-
ne ryzykiem podjgcia biednej decyzji. Btedna decyzja moze przybiera¢ dwojaka forme:

1) bledu pierwszego rodzaju, oznaczanego o, polegajacego na odrzuceniu hipotezy zero-
wej, gdy w rzeczywistosci jest ona prawdziwa,

2) bledu drugiego rodzaju, oznaczanego P, polegajacego na przyjeciu hipotezy zerowej,
gdy w rzeczywistosci jest ona falszywa.

Najlepszym rozwiazaniem bytoby jednoczesne zminimalizowanie obu rodzajow big-
dow. Jednakze nie jest to mozliwe. W praktyce postepuje sig nastgpujaco: arbitralnie ustala-
my mate prawdopodobienstwo popelnienia bigdu pierwszego rodzaju o, nazywanego
poziomem istotnosci (z reguty przyjmuje si¢ jedna z wartosci o = 0,01, a = 0,05, oo = 0.10).
Nastgpnie wyznaczamy taki obszar krytyczny, by w przypadku prawdziwosci hipotezy ze-
rowej, prawdopodobienstwo znalezienia si¢ wartosci statystyki w tym obszarze wynosito o.
Test, ktory przy ustalonym prawdopodobienstwie btgdu pierwszego rodzaju minimalizuje
btad drugiego rodzaju, nazywamy testem najmocniejszym.

Dla uproszczenia calego zagadnienia, bardzo czgsto nie oblicza sig btgdu drugiego ro-
dzaju, a wnioski testowe formutuje si¢ nastgpujaco:

— ,,odrzucamy hipotezg zerowa na korzys¢ hipotezy alternatywne;j” — jezeli warto$¢ statys-
tyki wpada do obszaru krytycznego,

— ,,nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej” — jezeli warto$¢ statystyki nie wpada
do obszaru krytycznego.
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Taka konstrukcja testu jest znacznie prostsza, ale jej zasadnicza wada jest to, ze nigdy
nie podejmujemy decyzji o zdecydowanym przyjeciu hipotezy zerowej, poniewaz odrzucamy
mozliwo$¢ popetnienia bigdu drugiego rodzaju. Ten typ testow, o uproszczonej konstrukeji,
nazywa si¢ testami istotnoS$ci. [ wlasnie ten rodzaj testow zostanie omdéwiony w niniejszym
rozdziale.

Podsumowujac, mozemy napisac, ze konstrukcja testu przebiega wedtug nastgpujacych
etapow:

1. Postawienie hipotezy do weryfikacji H,.

2. Wybor statystyki (funkcji testowej), stosownie do tresci hipotezy zerowej H, oraz do wa-
runkow spetnianych przez probg losowa.

3. Ustalenie poziomu istotnosci testu a.

4. Okreslenie hipotezy alternatywnej H;, na podstawie wynikdéw z proby losowe;j.

5. Ustalenie granic obszaru krytycznego W, stosownie do tresci hipotezy alternatywnej H,

tak, by jego pole powierzchni bylo rowne poziomowi istotnosci a.

6. Wnioskowanie na podstawie potozenia wartosci statystyki wzgledem obszaru krytycznego.

Ustalajac poziom istotno$ci o, mozemy kierowa¢ moca testu. Wniosek o odrzuceniu
hipotezy zerowej jest tym bardziej wiarygodny, im o jest mniejsze. Podobnie bardziej ufamy
wnioskowi o braku podstaw do odrzucenia Hy dla wigkszego a.

Kolejnos¢ zaprezentowanych dalej testow w podrozdziatach 11.5.1.3 1 11.5.1.4, na pozor
nie odpowiadajaca kolejnosci podrozdziatow 11.5.1.1 i 11.5.1.2, wynika z faktu, iz w testach
na poréwnanie dwoch wartosci przecigtnych (podrozdz. 11.5.1.4) moze zachodzi¢ koniecz-
nos¢ wezesniejszego przetestowania rownosci wariancji w tych samych prébach losowych
(podrozdz. 11.5.1.3).

I1.5.1. Testy parametryczne

Jak wspomniano we wstgpie, testy parametryczne dotycza weryfikacji warto$ci para-
metrow nieznanego rozktadu zmiennej losowej. Najczgsciej testowanymi parametrami sa
warto$¢ przecigtna oraz wariancja. W niniejszym rozdziale oméwiono testy dotyczace tych
dwoch parametréw oraz wskaznika struktury.

I1.5.1.1. Testowanie pojedynczej wartos$ci przecigtnej

Prosta hipoteza zerowa do weryfikacji wartosci przecigtnej analizowanej zmiennej
losowej ma nastgpujaca postac:

Hy:p=p, (IL.5.1)
czyli stawiamy hipotezg, ze warto$¢ przecigtna L jest rOwna ustalonej wartosci py. Warto$¢ o
moze wynika¢ np. z wezesniejszych pomiaréw lub danych podawanych przez producenta
okreslonego wyrobu.
Mozliwe sa nastgpujace postacie hipotezy alternatywnej:

Hyzp>p (I1.5.2a)
Hitp<py (I1.5.2b)
Hy:p#p, (I1.5.2¢)
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W praktyce hipoteza alternatywna to twierdzenie, ktére chcemy udowodni¢, wynikajace
z wynikow doswiadczenia i celu przeprowadzanych badan statystycznych.

W zaleznosci od posiadanych informacji na temat badanej populacji i w zalezno$ci od
licznosci proby losowej pobranej do analiz x1, x2, ..., X,, Wyrézniamy trzy modele testu poje-
dynczej wartos$ci przecigtnej. Modele te, w swoich zatozeniach, odpowiadaja modelom z za-
gadnienia estymacji przedziatowej dla tego parametru.

Model I (na podstawie twierdzenia [.2.1)

ZALOZENIA

X ~ N(p,0),
© — zZnane,
n — dowolne.

Posta¢ funkcji testowej (statystyki):

A

- . 'y
z=X "o X Po _ fp. 2R (I1.5.3)

cs()A( ) 0\/; c

Zmienna Z ma standaryzowany rozktad normalny N(0,1), a zatem ten rozktad wykorzy-
stamy do konstrukcji obszaru krytycznego.

Dla kazdej z trzech hipotez alternatywnych obszar krytyczny W przyjmuje inna postac.
Dla pierwszej z nich (II.5.2a) bgdzie to tzw. prawostronny obszar krytyczny, ograniczony
kwantylem rozktadu normalnego [z(1 — a), +o0) — rysunek II.5.1a.

Dla drugiej hipotezy alternatywnej (I1.5.2b) mamy lewostronny obszar krytyczny,
ograniczony kwantylem z(o) rozktadu normalnego (—oo, z(at)] — rysunek I1.5.1b.

A dla trzeciej (I1.5.2¢) mamy dwustronny obszar krytyczny, bgdacy suma dwoch prze-

dziatow (—oo, z(%ﬂ U [z[ 1= %)+ oo) ~ rysunek ILS. Ic.

Oczywiste jest, ze:

2(1-a)=—z(a) oraz z(l—%]:—z[%j (11.5.4)

Model II (na podstawie twierdzenia I1.3.7)

ZALOZENIA

X ~ N(u,0),
O — nieznane,
n — dowolne (w szczegdlnosci mate n < 30).
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Posta¢ funkcji testowej (statystyki):

r-X"Ho
o(X)

(IL5.5)

A

. .S N S
gdzie: 6(X )=— lub o(X)=
N Vn—1

. §iF sg okreslone wzorami (I1.3.3) i (IL.3.1).

a) o(2)
iy
0 z(l—a)L_W_ ;
b) () T

c) 9(2) |

S

_W—>|z[—;-qJ Z[“%Gjl‘“"’— E

Rys. IL5.1. Obszary krytyczne w tescie wartosci przecigtnej — model I: a) prawostronny; b) lewostronny;

¢) dwustronny. a — poziom istotnosci, z(1 — a), z(a), z[%], z(l— %j — kwantyle standaryzowanego

rozktadu normalnego
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Zmienna 7 ma rozktad T-Studenta o k= n —1 stopniach swobody. Ten rozktad wykorzy-
stamy do konstrukcji obszaru krytycznego, ktory powstaje analogicznie jak w modelu I, dla
poszczeg6lnych hipotez alternatywnych (rys. I1.5.2a—c), ale przy uwzglednieniu stosownych
kwantylow rozktadu T-Studenta:

t(1- k), 1(ak), t(%,k} t(l_%,kj

migdzy ktérymi zachodza analogiczne relacje do (I1.5.4).

a) f(1)

(=]

t(1- k) l‘l—W— ‘

b) (1)

o

2

N —

PN ¥ TU0 R B ANV | Ry

Rys. I1.5.2. Obszary krytyczne w tescie wartosci przecigtnej — model II: a) prawostronny;
b) lewostronny; c) dwustronny
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Model III (na podstawie twierdzenia I1.3.2)

ZALOZENIA

X — ma dowolny rozktad,

o — nieznane, skonczone,
n — duze (n > 30).

Posta¢ statystyki oraz obszar krytyczny sa analogiczne jak w modelu I, przy czym
odchylenie standardowe o estymujemy za pomoca odchylenia S lub S wyznaczonego z proby
losowej x1, x2, ..., Xp.

Oczywiscie pole powierzchni obszaru krytycznego rowna si¢ poziomowi istotnosci o.
Gdy warto$¢ statystyki nalezy do obszaru krytycznego, hipotezg zerowa H: p = p nalezy
odrzuci¢. W sytuacji przeciwnej nie ma podstaw do jej odrzucenia na zadanym poziomie
istotnosci.

PRZYKLAD II.5.1

Sie¢ sklepow spozywczych zaopatrujacych sig w tych samych zaktadach mleczarskich
watpi w uczciwos¢ dostawcy jesli chodzi o zawarto$¢ thuszczu w produktach mlecznych.
Podejrzewa sig, iz zawartosc ta jest mniejsza od podawanej na opakowaniu. Jednoczesnie nie
ma podstaw, by sadzi¢, ze odchylenie standardowe zawartosci thuszczu jest inne niz deklaro-
wane przez producenta, rowne 0,3%. W celu zweryfikowania podejrzen wykonano stosowny
test statystyczny, zakladajac normalno$¢ rozktadu procentowej zawartosci thuszczu w bada-
nych produktach. Z 20 r6znych partii towaru wylosowano po jednym opakowaniu $mietany
18-procentowej, uzyskujac nastgpujace wartosci analizowanej zmiennej losowej (procento-
wej zawartosci thuszczu):

18,2; 17,05 17,8; 17.,9; 16,9; 18,4; 16,8; 16,9; 17.4; 19,0,

16,9; 17,3; 17,7; 18,1; 16,8; 16,7; 17,7; 17,5; 17,9; 16,9.

Rozwiazanie

Weryfikowana hipoteza jest nast¢pujacej postaci:
Hy:p=18,

przy czym p oznacza $rednia procentowa zawarto$¢ thuszczu w $mietanie.

Hipotezg alternatywna, zgodnie z podejrzeniami handlowcow, formutujemy nastgpujaco:
H 0- 4 <18 3

Ze wzgledu na znane odchylenie standardowe, do przeprowadzenia testu wykorzystano
model I.
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Srednia w probie losowej wynosi 17,49, a zatem funkcja testowa (I1.5.3) przyjmuje
wartos$¢:

¥ _
Z=n-Z"Ho_ /30 ”74093 18 __7.60.
9) >

Kwantyle, petniace rolg wartosci krytycznych, postaci z(a) dla réznych poziomow istot-
nosci o, wynosza:

2(0,01) = — 2(0,99) = — 2,33,
2(0,05) = — 2(0,95) = — 1,64,
2(0,10) = — 2(0,90) = — 1,28.

Wartos¢ statystyki jest zdecydowanie mniejsza od kazdej z powyzszych wartosci kry-
tycznych, zatem miesci si¢ w obszarze krytycznym (—o, z(a)) (rys. 11.5.3), czyli hipotezg
zerowa Hy nalezy odrzuci¢ na korzys¢ hipotezy alternatywnej, na kazdym z rozpatrywanych
poziomow istotnosci o. Innymi stowy, podejrzenia o nieuczciwo$¢ producenta okazaty sig
shuszne: normy zawartosci thuszczu w $mietanie sa zanizane.

0o2) 4

T 1 >
~7.60 —1,64 0 z

Rys. I1.5.3. Lewostronny obszar krytyczny w teécie $redniej zawartosci thuszczu
dla poziomu istotnosci a = 0,05

Warto zwrdci¢ uwage na fakt, ze odrzucenie hipotezy zerowej nie powinno prowadzi¢
do podejmowania pochopnych wnioskow w sposob automatyczny. W szczegolnosci nie
nalezy myli¢ istotno$ci statystycznej z praktyczna istotnoscia. Rozbieznosci w tym zakresie
maja miejsce, gdy zastosowany test jest zbyt czuly, tzn. gdy jego moc jest zbyt duza: zbyt
duze o, powodujace odrzucenie Hy, gdy wartos¢ statystyki jest bliska wartosci krytycznej.

W przyktadzie 11.5.1 $rednia policzona z proby (17,49) jest wyraznie mniejsza od warto-
$ci nominalnej (18) w kontekscie odchylenia standardowego (0,3). Zatem mozna wniosko-
wac, ze otrzymany wynik jest istotny zarowno statystycznie, jak i praktycznie, czyli produ-
cent rzeczywiscie zaniza normy produkcyjne.
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I1.5.1.2. Testowanie pojedynczej wariancji

Prosta hipoteza zerowa do weryfikacji wariancji analizowanej zmiennej losowej ma na-
stgpujaca postac:
Hy: 6’ =0} (11.5.6)

Mozliwe postacie hipotezy alternatywne;j:

H,: 6> o} (11.5.7a)
H,: 6% < o} (11.5.7b)
H,: 0% # o} (11.5.7¢)

W zaleznosci od licznosci proby statystycznej xi, x2, ..., X,, Wyrdzniamy dwa modele
testu pojedynczej wariancji. Modele te, w swoich zalozeniach, odpowiadaja modelom z za-
gadnienia estymacji przedzialowej dla tego parametru.

Model I (na podstawie twierdzen 11.3.3 lub 11.3.5)

ZALOZENIA
X~ Mp,0),

|, G — nieznane,
n — dowolne (w szczegolnosci mate n < 50).

Posta¢ statystyki:

— . A2 ._2
Yl N 5; (I1.5.8)
0% Go

gdzie: $% 157 sa okre§lone wzorami (11.3.3) i (IL3.1).

Zmienna y? ma rozklad chi-kwadrat o k = n — 1 stopniach swobody. Rozktad ten wyko-
rzystamy do konstrukcji obszaru krytycznego. Dla kazdej z trzech hipotez alternatywnych
obszar krytyczny przyjmuje inng posta¢. Dla pierwszej z nich (I1.5.7a) bgdzie to prawostron-
ny obszar krytyczny, ograniczony kwantylem rozktadu chi-kwadrat [xz (I-a,k),+0)—ry-
sunek II.5.4a. Dla drugiej hipotezy alternatywnej (I1.5.7b) mamy lewostronny obszar
krytyczny, ograniczony kwantylem y2(a., k) rozktadu chi-kwadrat [0, xz (o, k) )—rysunek
11.5.4b.

A dla trzeciej mamy dwustronny obszar krytyczny, bedacy suma dwoch przedziatow

(Omz[% kj] o {xz(l— % ,k),+oo} — rysunek I1.5.4c.
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fx® fd
0 a 0 2
W — x? w— '
23(1 —ok) YAC)
o fD
A

1 L

) o 2

0

W— w—  x?

(5 (-3

Rys. I1.5.4. Obszary krytyczne w tescie wariancji: a) prawostronny; b) lewostronny; c¢) dwustronny

Ze wzgledu na niesymetryczno$¢ rozktadu chi-kwadrat, dwustronny obszar krytyczny
(rys. I1.5.4c) rowniez nie jest potozony symetrycznie wzglgdem wartosci przecietnej zmien-
nej losowej Xz’ dla ktérej funkcja gestosci f'(x?) osiaga maksimum.

Model II (na podstawie twierdzenia I1.3.2. Lindeberga—Levy’ego)

ZALOZENIA

X ~ N(u,0),

o — nieznane,

n — duze (n > 50).

Posta¢ statystyki:

Z=vy2-x% -VJ2n-3 (11.5.9)
gdzie ¥ to statystyka z modelu I, okreslona wzorem (IL.5.8).

Zmienna Z ma rozktad normalny N(0,1) (patrz [6]), wigc konstrukcja obszaru krytycz-
nego przebiega jak w modelu I lub III dla pojedynczej wartosci przecigtne;.
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W kazdym przypadku pole powierzchni obszaru krytycznego rowna si¢ poziomowi
istotnosci . Gdy wartos$¢ statystyki miesci si¢ w obszarze krytycznym, hipotez¢ zerowa
Hy: c’= 0(2) nalezy odrzuci¢. W sytuacji przeciwnej nie ma podstaw do jej odrzucenia na
zadanym poziomie istotnosci.

PRZYKLAD II.5.2

W celu zweryfikowania nominalnej doktadnos$ci przyrzadu pomiarowego rownej 2 mm,
wykonano serie 55 pomiaréw, uzyskujac oszacowanie wariancji pomiaru 4,7 mm?. Za
pomoca stosownego testu statystycznego sprawdzi¢ na poziomie istotnosci o = 0,15, czy
badany przyrzad faktycznie mierzy z podana przez producenta doktadnoscia.

Rozwiazanie

Na podstawie wartoéci wariancji z proby wynikoéw pomiaru wiemy, ze oszacowane
z proby, za pomoca estymatora nieobciazonego, odchylenie standardowe wynosi:

&5=8 =\/4,7mm2= 2,17 mm,

a zatem jest ono nieznacznie wigksze od deklarowanego przez producenta przyrzadu,
czyli doktadno$¢ pomiaru jest nieznacznie mniejsza. Chcemy sprawdzi¢, czy ta roznica jest
statystycznie istotna.

Hipoteza zerowa odpowiedniego testu parametrycznego jest postaci (I1.5.6):
H(): 02 = 22.

Ze wzgledu na niewielka réznice pomiedzy teoretyczna (4,0 mm?) i do$wiadczalna
(4,7 mm?) warto$cia wariancji (réznica ta moze by¢ dzietem przypadku), hipoteza alterna-
tywna bgdzie postaci (I1.5.7¢c):

H,: o= 22

Do weryfikacji wykorzystamy model II, gdyz proba losowa jest odpowiednio duza
n = 55. Zatem wartos$¢ statystyki (I1.5.9) wynosi:

(55 1)47 —~/2-55-3=092.

Dla ustalonego poziomu istotnosci a = 0,15, wobec postaci hipotezy alternatywnej Hj,
mamy dwustronny obszar krytyczny bedacy suma nast¢pujacych przedziatow:

EAOO; z[gﬂ U I:z(l~ E} + oo]:(—oo;~ z(l~ EH v {z(l— E); + ooj:
2 2 2 2
=(—00;— 2(0,925)]U[2(0,925); + 00 ) = (—o0;—1,441U[1,44; + ).
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Jak wida¢ z rysunku I1.5.5, warto$¢ funkcji testowej nie nalezy do obszaru krytycznego,
a zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, zakltadajacej, ze rzeczywista
doktadnos¢ przyrzadu jest rowna nominalne;.

o(2) 4

0,075 0,075

0,92
T T T

0
-2(0,925) = —1,44 z(0,925)=1,44

4

Rys. I1.5.5. Dwustronny obszar krytyczny w tescie weryfikujacym doktadno$¢ przyrzadu
— model II

Sprawdzmy, czy powyzszy wniosek potwierdzi si¢ w sytuacji sformutowania hipotezy
alternatywnej w postaci (I1.5.7a):

Hy: o> 2%
Prawostronny obszar krytyczny bedzie w tym przypadku nastepujacej postaci:
[z(1- a); +0)=[2(0,85); + ) =[1,04; + ).

Rowniez 1 tym razem warto$c¢ statystyki Z nalezy do obszaru przyje¢ hipotezy zerowe;.
Zatem wniosek bgdzie identyczny z poprzednim.

Taki sam wynik dla mocniejszego testu zwigksza zaufanie do postawionego wniosku.
[

I1.5.1.3. Test poréwnujacy dwie wariancje

Gdy prowadzimy badania ze wzgledu na pewna cech¢ w dwoch populacjach, czgsto
zachodzi koniecznos$¢ poréwnania rozproszenia wartosci tej cechy w obu populacjach. W tym
celu wykonujemy test porownujacy dwie wariancje, dla ktorego hipoteza zerowa ma postac:

Hy: o} = o2 (11.5.10)
Mozliwe postacie hipotezy alternatywne;j:

H,: ol > o3 (IL5.11a)
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H,: o} < 63 (IL5.11b)
Hy: o} # o3 (IL5.11c)

Model (na podstawie twierdzenia I1.3.6)

ZALOZENIA

Badana cecha ma w dwoch populacjach rozktady normalne:
X ~ Mui, o1), Y~N(n2,062) o nieznanych parametrach,
X1y X2, wos Xns V1s V25 -es Ym — Proby losowe.

Posta¢ statystyki:
S
S

=

F= (I1.5.12)

ISR

gdzie: Slz, 522 — wariancje z prob losowych odpowiednio x), X3, ..., X, Oraz yi, 2, ..., Vm.

Zmienna F ma rozktad F-Snedecora o (n—1, m—1) stopniach swobody. W praktyce, ze
wzgledu na konstrukcjg tablic wartosci krytycznych tego rozktadu (wszystkie wartosci sa
wigksze od 1) w statystyce F' do licznika wstawiamy estymator wariancji o wigkszej wartosci.
Konstrukcja obszaru krytycznego przebiega podobnie jak w innych testach.

I1.5.1.4. Testy poréwnujace dwie wartosci przecig¢tne

Poréwnanie dwoch populacji ze wzgledu na wybrana cechg to przede wszystkim porow-
nanie $rednich warto$ci tej cechy w obu populacjach. W tym celu stosujemy testy na porow-
nanie dwoch wartosci przecigtnych. Hipoteza zerowa w tych testach jest analogiczna do
hipotezy poréwnujacej dwie wariancje:

Mozliwe postacie hipotezy alternatywnej:

Hyipy>p, (I1.5.14a)
Hy: g <p, (I1.5.14b)
Hy g # 1y (IL.5.14c¢)
Model I
ZALOZENIA

Badana cecha ma w dwoch populacjach rozktady normalne:

X~N(u1,01), Y~N(u2,062) o znanych odchyleniach standardowych o}, 67 i nieznanych
warto$ciach przecigtnych pp, p,

X1y X2y ey Xpy V1, V2, -y Vm — Proby losowe.
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Posta¢ funkcji testowe;j:

A

X-Y

2 2

(e} (¢}

/ 22
n m

Statystyka powyzsza, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, ma standaryzowa-
ny rozktad normalny N(0,1). Zatem dla poszczegdlnych hipotez alternatywnych (I1.5.14a—c),
obszarami krytycznymi testu sa zbiory podobne do tych z modelu I dla pojedynczej wartosci
przecigtne;j.

Z= (IL.5.15)

Model II

ZALOZENIA

Badana cecha ma w dwoch populacjach rozktady normalne:

X~N(n1,01), Y~N(n2,02) o nieznanych, ale jednakowych wariancjach (o] = 67),
L, Up — nieznane,

X1y X2y vy Xpy V1, V25 - Ym — Proby losowe.

Posta¢ funkcji testowe;j:

= S — (I15.16)
J,(n—l)-sff (n=1)-83 nem

n+m-2 n-m

Statystyka (I1.5.16) przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, ma rozktad T-Stu-
denta o (n+m-2) stopniach swobody. Zatem dla poszczegélnych hipotez alternatywnych
(I1.5.14a—c), obszarami krytycznymi testu sa nastgpujace zbiory:

[t(1- a,n+m—2),+0) (IL5.17a)

(—o0,— t(1- o, n+ m—2)] (11.5.17b)

[oo,- t(l—%,n+m—2ﬂ U [z[l—%,wm— 2),+oo) (IL.5.17¢)

Zalozenie o rownosci wariancji w dwoch populacjach mozemy uzna¢ za spetnione, np.
w sytuacji, gdy pomiar badanej cechy w obu populacjach wykonuje ten sam obserwator,
w jednakowych warunkach zewngtrznych i przy zastosowaniu tego samego przyrzadu pomia-
rowego lub gdy dtugotrwaly pomiar odchylen standardowych na podstawie prob losowych,
pobieranych z obu populacji w jednakowych odstgpach czasu, wskazuje na rownos¢ tych
odchylen. Najczgsciej jednak nie jesteSmy w stanie a priori stwierdzi¢, czy wariancje sg jed-
nakowe. Dlatego w celu sprawdzenia tego zatozenia nalezy najpierw wykonac test na porow-
nanie wariancji w dwoch populacjach, omowiony w podrozdziale 11.5.1.3. W przypadku gdy
nie bgdzie podstaw do odrzucenia hipotezy o rowno$ci wariancji — mozemy zastosowac
powyzszy model testu do zweryfikowania hipotezy o rownos$ci wartosci przecigtnych. W sy-
tuacji przeciwnej stosujemy test wedtug modelu III.
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Model III

ZALOZENIA

Badana cecha ma w dwdch populacjach rozktady normalne:
X~N(u1,01), Y~N(n2,02) o nieznanych parametrach,

X1y X2y vy Xny Y1y V25 -y Vm — Proby losowe.
Posta¢ funkcji testowe;j:

P . (IL.5.18)

&2 &2

§2 §
o 20
n m

Jest to tzw. statystyka Cochrana—Coxa, a jej rozktad zalezy od licznosci prob losowych
oraz od stosunku odchylen standardowych z obu populacji 61/c;. Stosunku tego nie znamy,
ze wzgledu na nieznajomo$¢ parametréw rozktadu; jednakze dla danych licznosci n i m
mozna okresli¢ przyblizona wartos¢ kwantyla rzedu p rozktadu statystyki C:

&2 G2 G2 G2
C(p,n,m)s[s—lt(p,n—l)+S—2t(p,mA1)]:{S—l+S—2] (11.5.19)
n m n m

gdzie: ¢ (p, n—1), t (p, m—1) — kwantyle rozktadu T-Studenta.

Zatem dla poszczegolnych hipotez alternatywnych (I1.5.14a—c), obszarami krytycznymi
testu sa nastgpujace zbiory:
[e(1—a,n,m),+ ) (I1.5.20a)

(=0,— c(1-a,n,m)] (I1.5.20b)

[—oo,—c(l—%,n,mﬂ U {c(l—%,n,mjﬁoo] (I1.5.20c¢)

Model IV
ZALOZENIA

Badana cecha ma w dwoch populacjach rozktady normalne:
X~N(p1,61), Y~N(12,62) o nieznanych parametrach,

X1y X2y ey Xpy V15 V25 -y Ym — Proby losowe,

n, m — duze (powyzej 100).

Posta¢ statystyki oraz obszar krytyczny sa analogiczne jak w modelu I, przy czym od-
chylenia standardowe o1, o7 estymujemy za pomoca odchylen wyznaczonych z prob loso-
WyCh: S 1» S 2-
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PRZYKLAD II.5.3

Pojemnos¢ ptuc 0sob uprawiajacych czynnie sport ma rozktad normalny o odchyleniu
standardowym 440 cm?®, natomiast u osob nieuprawiajacych sportu pojemno$c phic ma
rozktad normalny o odchyleniu standardowym 620 cm?®. Wylosowano z obu populacji proby
o0 liczebnosci odpowiednio 20 i 15 o0sob, z ktorych otrzymano $rednie, odpowiednio: 4080
em? i 3610 cm<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>