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SPIS OZNACZEŃ 
amax – maksymalne przyspieszenie ruchu pulsacyjnego cieczy, 

onalności, 

 polu powierzchni rzutowej ziarna, kon- 

ciowa ziaren w łożu osadzarki, 

,  

wa ziaren w stanie nierozluzowanym, 

ziarna,  

zchni równej powierzchni ziarna,  

a,  

rna, 

ieniu,  

iny,  

gii potencjalnej w chwili t, 

o, 

adawie, 

n w odpadach, 

  

A -  powierzchnia ziarna,  

As – powierzchnia kuli o objętości równej objętości ziarna, 

b – szerokość łoża osadzarki,  współczynnik proporcj

c – współczynnik niestacjonarności, 

co – koncentracja objętościowa ziaren w komorze wzbogacalnika, 

C – obwód koła o polu powierzchni równym

       centracja objętoś

C* -  koncentracja objętościowa ziaren w stanie rozluzowanym

Co – koncentracja objętościo

Cz – obwód powierzchni rzutowej 

d – średnica ziarna, 

dk – średnica kuli o powier

do – średnica ziaren próbki, 

dop – średnica charakterystyczn

dp - średnica projekcyjna zia

dr – średnica podziałowa, 

ds. - średnica sitowa ziarna, 

dz – średnica zastępcza ziarna, 

D – współczynnik dyfuzji, 

EI – energia układu przed rozwarstwieniem, 

EII – energia układu po rozwarstw

Emin – minimalna wartość energii potencjalnej mieszan

Ep - rozproszenie prawdopodobne, 

E(t) – wartość ener

f  – częstość ruchu pulsacyjneg

fρ(ρ) – funkcja gęstości rozkładu gęstości w n

fo(ρ) – funkcja gęstości rozkładu gęstości ziare

Fw – siła wyporu, 

g – przyspieszenie ziemskie,  

G1 – masa lekkiego materiału w powietrzu,  

G2 – masa ciężkiego materiału w powietrzu,
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h – wysokość łoża, 

ho – wysokość łoża w stanie nierozluzowanym, 

stwa będący miarą dokładności rozdziału, 

ealnie rozwarstwionego materiału, 

ału, 

 niejednorodności, 

  

j warstwie,  

czba ziaren w jednostce objętości, 

stości w nadawie, 

o przejścia grupy ziaren z warstwy do warstwy, 

ynamicznego ośrodka, 

oma i pionowa siły mechanicznego oddziaływania między   

łoka, 

rna na płaszczyznę prostopadłą do kierunku ruchu, pole  

ego łoża osadzarki, 

Sd 

hr – parametr funkcji prawdopodobień

hs – wysokość łoża w stanie stacjonarnym,  

hn – wysokość łoża w stanie niestacjonarnym, 

h1, h2 – wysokość warstw id

k – stała prędkości rozdzi

kn – współczynnik

k1 – objętościowy współczynnik kształtu ziarna, 

k2 - dynamiczny lub newtonowski współczynnik kształtu ziarna,

l – długość łoża osadzarki, 

Ly – liczba Laszczenki,  

m – masa ziarna, 

mi – masa ziaren danej gęstości w i – te

n – liczba warstw, li

nf – liczba ziaren o tej gę

no – liczba ziaren o gęstości ρ trafiająca do odpadów, 

p – prawdopodobieństw

P - siła oporu d

Q – siła ciężkości,  

Re – liczba Reynoldsa, 

RxM i RyM  – składowa pozi

                    ziarnami,  

s – skok t

S – powierzchnia rzutowa zia

      przekroju poprzeczn

 - dolna warstwa łoża,  

Sg - górna warstwa łoża,  

t – czas, 

t(ρ) – funkcja rozproszenia, 

T – okres,  

ρT  - liczba rozdziału dla ziaren o gęstości ρ, 

T(ρ) – funkcja rozdziału, 
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up - prędkość wody podsitowej,  

ziałaniu ruchu wznoszącego cieczy, 

a  

vk

u ziarna, prędkość średnia kwa- 

       d zy, 

rzemieszczania się centrum równowagi, mak- 

a, 

ępowanych,  

ch skrępowanych, 

a ruchu ziarna,  

ch swobodnych,  

V

 tej warstwie, 

V –

 ziarna, 

redniej drodze swobodnej ziarna, 

ści ziarna uwarunkowana niejednorodnością pola prędko- 

arna uwarunkowana ruchem centrów grupowania 

x –

 z

us -  prędkość ruchu ziarna poddana d

ux i uy – składowa pozioma i pionowa prędkości strumienia cieczy,  

v – graniczna prędkość opadania swobodnego,  

vf  – prędkość średnia kwadratowa ruchu cieczy, uwarunkowana niejednorodnością pol

        prędkości cieczy, 

 – graniczna prędkość klasyfikacji, 

vp – prędkość średnia kwadratowa turbulentnego ruch

ratowa ziarna uwarunkowana niejednorodnością pola prędkości ciec

vmax – maksymalna wartość prędkości p

           symalna prędkość ruchu pulsacyjnego cieczy, 

rv  - wartość najbardziej prawdopodobna prędkości ziarn

vs - prędkość opadania w warunkach skr

maxsv  - maksymalna prędkość ruchu ziarna w warunka

vt – prędkość chwilow

vx -  prędkość opadania w warunka

vx i vy – składowa pozioma i pionowa prędkości ziarna,  

1 – objętość warstwy łoża osadzarki,  

V2 – objętość ziaren znajdujących się w

 objętość ziarna,  

w – wypadkowa prędkość

WL - praca siły rozpraszającej na odcinku równym ś

1W  - zmienna losowa prędko

        ści cieczy, niezależna od czasu,  

2  - składowa losowa prędkości ziW

ziaren, zależna od czasu, 

 gęstość zredukowana ziarna, wychylenie tłoka, 

zi – położenie i-tej warstwy, 

r – poziom rozdziału na produkt dolny i górny, 

z  - położenie centrum grupowania,  

2zm – wysokość łoża osadzarki, 

1α  - okres ruchu wznoszącego (wschodzącego) wody, koncentracja objętościowa  

        składnika 1 w nadawie, 
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2α  - okres ruchu opadającego (schodzącego) wody, koncentracja objętościowa składni- 

ielkości komór oraz szczelinę pomię- 

     komory, 

ych komory podsi- 

ziarnowych, 

ch ziaren w nadawie, 

         ka 2 w nadawie 

β1 – współczynnik stały uwzględniający różnicę w

    dzy tłokiem i ścianą

β2 – współczynnik uwzględniający różnicę pól przekrojów poprzeczn

        towej i kanałów między

γ – wychód objętościowy produktu dolnego, 

γn -  zawartość analizowany

oγ  - wychód odpadów, 

γr iaren w strefie rozdziału w chwili t, 

ulera, 

ści dynamicznej cieczy,  

ρ –

 – zawartość rozpatrywanych z

Γ  - funkcja gamma E

η – współczynnik lepko

θ – stopień rozluzowania, 

 gęstość ziarna, 

 - gęstość charakterystyczna,  cρ

ρo

ρ

 – gęstość cieczy,  

r – gęstość rozdziału, 

ρw – gęstość warstwy wzbogacanego materiału, 

ρ  - średnia gęstość wzbogacanych ziaren, 

λ  - średnia droga przebyta przez ziarno między zderzeniami (średnia droga swobodna), 

φ  - funkcja Laplacea, współczynnik sferyczności, 

 - całka prawdopodobieństwa, Φ

ψx i ψy – współczynniki oporu odpowiednio dla poziomej i pionowej składowej siły  

               oporu,  

σ  -  odchylenie standardowe, 

1σ  - odchylenie standardowe rozkładu zmiennej losowej , niezależne od czasu,  1W

2σ  - odchylenie standardowe rozkładu zmiennej losowej  zależne od czasu, 

k – współczynnik oporu dla kuli, 

ψz – ws

ω – częstość kołowa ruchu pulsacyjnego, 

 

2W

ψ

półczynnik oporu dla ziarna,  
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I. STUDIUM LITERATUROWE 

1. WSTĘP 
 Koncentracja ciężkiego i lekkiego produktu będąca skutkiem rozdziału przy 

udziale pulsującego w górę i w dół strumienia zawieszonych ziaren mineralnych w me-

dium rozdzielczym jest spowodowana różnicami we właściwościach fizycznych i geo-

metrycznych tj. gęstości poszczególnych ziaren rozdzielanego materiału, ich wielkości 

oraz kształtów geometrycznych. Już w czasach starożytnych znana i stosowana była ta 

metoda oddzielania sfermentowanego chlebowego zacieru piwnego, przy wykorzysta-

niu wiklinowych koszy lub perforowanej kamionki, pełniącej rolę sita. Pierwsze opisy 

procesu wzbogacania ziaren w pulsującym strumieniu wody pochodzą z 1556 roku, 

gdzie w książce „De Re Metallica” Georg Agricola opisał sposób, w jaki wzbogacano 

rudę w płuczce wodnej, którą to położono na sicie i podrzucano do góry w beczce wy-

pełnionej wodą. W wyniku takiego działania odpady o niższym ciężarze właściwym 

gromadziły się nad cięższą rudą. Po każdym procesie rozwarstwienia sito było opróż-

niane ręcznie i uzupełniane nowym materiałem (Marx i inni, 1999). Ruch do góry i na 

dół rozdzielanego materiału został szybko zmechanizowany. Doprowadziło to do roz-

woju pierwszych osadzarek w XVI wieku, które początkowo znalazły zastosowanie  

urowców, wzrastające koszty 

 

w kopalniach rud w Niemczech oraz na szeroką skalę do wzbogacania węgla. Rozwój 

wzbogacania w osadzarkach, począwszy od ręcznego sterowania ruchem pulsacyjnym, 

do współczesnego zautomatyzowanego systemu doprowadził do powszechnego zasto-

sowania tej metody rozdziału do wzbogacania wielu surowców, a w szczególności wę-

gla w osadzarkach beztłokowych (Fellensiek i Erdmann, 1991). 

Metoda grawitacyjnego wzbogacania w osadzarkach nieustannie się rozwija, szczegól-

nie w ostatnich latach. Ze względu na wyczerpywalność s

pozyskania surowego materiału oraz wzrastające wymagania jakościowe w stosunku do 

produktów rozdziału ze względu na ochronę środowiska, gdzie w coraz większym stop-

niu kładzie się nacisk na odzysk składników użytecznych i ponowne ich wykorzystanie, 

wzbogacanie w osadzarkach staje się coraz bardziej ekonomiczną i perspektywiczną 

metodą rozdziału (Marx i inni 1999, Kellerwessel,1998).  

Osadzarki znalazły szerokie zastosowanie do przeróbki wielu surowców mineralnych. 

W przeszłości, ze względu na małą efektywność separacji, osadzarki były zamieniane 

na separatory z cieczą ciężką, które były idealne do surowego materiału jednorodnego. 

Współczesny stan technologii wzbogacania węgla pozwala na separację grubych i śred-
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nich klas ziarnowych tj. 10 – 120 mm zarówno w osadzarkach jak i w separatorach za-

wiesinowych (Henning, 2000). Jednakże osadzarki służą głównie do wzbogacania mia-

łów węglowych o uziarnieniu 20 – 2 mm, a nawet drobniejszych klas ziarnowych 

tzn. > 0,5 mm w osadzarkach odśrodkowych, jak to ma miejsce w przypadku bardzo 

trudno-wzbogacalnych miałów węgla koksującego w

 

 Indiach. W pracującej  

%. Następnie koncentrat jest 

oniżej 1 mm, opracowano grawitacyjną metodę wzbogacania mułów węglo-

firmy Kelsey. Analizy wykazały zadowalające 

 

óżnica gęstości pomiędzy składnikami użytecznymi i odpadowymi tym 

zczeń tj. bazaltu, łupku, lawy i innych ciężkich ziaren obecnych 

usunięcia substancji 

w tamtejszych zakładach osadzarce odśrodkowej Kelsey wzbogaca się bardzo drobne 

ziarna z większą skutecznością niż we wzbogacalnikach zwojowych. Z surowca  

o równomiernie rozproszonej substancji mineralnej usuwa się 43,6 % popiołu przy uzy-

sku części palnych i lotnych w koncentracie równym 96,9 

poddawany procesowi flotacji (Yerriswamy i inni, 2003).  

Osadzarki odśrodkowe stosuje się do usuwania popiołu i siarki z bardzo drobno uziar-

nionych mułów węglowych. Ze względu na relatywnie duże koszty flotacji pianowej 

ziaren p

wych dla ziaren poniżej 0,25 mm (Mohanty i inni, 2002).  

Przeprowadzono także próby odzysku wolframu z odpadów wolframowych w skali la-

boratoryjnej w odśrodkowej osadzarce 

efekty, jednakże należy proces zweryfikować w warunkach przemysłowych (Tucker, 

1995).  

Generalnie rzecz biorąc osadzarki odśrodkowe cechuje wyższa selektywność separacji 

i wyższy uzysk składnika użytecznego w koncentracie w porównaniu z osadzarkami 

klasycznymi (Nio i van Muijen, 1988). 

Im większa r

efektywniej przebiega proces. 

Wykorzystanie pumeksu do produkcji lekkich cegieł termoizolacyjnych wymaga elimi-

nacji ciężkich zanieczys

w złożu. Można to zrealizować w wyniku separacji w osadzarce (Neumann i Grotjo-

hann, 1998). 

Efektywnie w osadzarce można wzbogacać rudy kasyterytowe. Nadawa na osadzarkę 

powinna być jednak wcześniej odmulona w hydrocyklonie, w celu 

ilastej (Michell, 1963). 

Podobnie separacja uwolnionego złota w osadzarce połączona z czyszczeniem koncen-

tratu na stole koncentracyjnym umożliwia osiągnięcie uzysku złota w końcowym kon-

centracie grawitacyjnym do 33 %. Najlepsze efekty uzyskuje się przy zastosowaniu 

sztucznej pościeli o wielkości ziaren 3,2 mm (Stepura i inni, 1999). 
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Wysoką efektywność wzbogacania drobnych ziaren, nawet poniżej 25 µm można osią-

gnąć w nowego typu osadzarce. Jest to jedna z metod testowanych w skali laboratoryj-

nej, a jednocześnie przyjazna dla środowiska, gdyż medium rozdzielcze tj. woda nie 

zawiera żadnych środków chemicznych. W komorze nachylonej pod pewnym kątem do 

poziomu obok ruchu pulsacyjnego wzdłuż komory zastosowano ustalony, wznoszący 

rumień cieczy (rys. 1.1a). Efektem takiego złożonego ruchu cieczy jest migracja zia-

ren cięższych w dół komory tworzących wylew, natomiast ziaren lżejszych w górę ko-

mory two separacji 

rudy żelaza. Koncentrat zawierał niskie zawartości krzemionki, siarki i fosforanów 

(Meloy i Yang, 1997). 

 

st

rzących przelew (rys. 1.1b). Bardzo dobre rezultaty osiągnięto przy 

 
Rys. 1.1a. Model rozdziału w osadzarce Yanga (Meloy i Yang, 1997) 

 

 
Rys.1.1b. Migracja ziaren w komorze roboczej osadzarki Yanga (Meloy i Yang, 1997) 
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Rosnące wymagania, co do jakości surowców mineralnych, możliwie największy sto-

pień odzysku (w przypadku żwiru i piasku), ponowne ich wykorzystanie oraz koniecz-

ność utylizacji zanieczyszczeń, spowodowało poszukiwanie nowych i udoskonalanie 

istniejących już metod separacji. Niepożądane frakcje są lżejsze lub cięższe od produktu 

handlowego, dlatego też można je łatwo rozdzielić metodami grawitacyjnymi w osa-

dzarce (Jungmann i Neumann, 1991). 

 

y-

rozdziału, której nie można osiągnąć w wyniku separacji na sucho.  

otrzymać odpady samochodowe w formie zbitej, co pozwala na zastosowanie 

Zastosowanie technologii wzbogacania w osadzarce pozwala na usunięcie zanieczysz-

czeń organicznych (lignit, drewno) i alkalicznych (krzemiany, rogowce) z kruszyw mi-

neralnych.  

Z piasku i drobnego żwiru można usunąć substancje niepożądane za pomocą separacji 

w osadzarce. Również zanieczyszczenia o pośredniej gęstości można wydzielić z piasku 

i żwiru w osadzarce dzięki płaskiemu kształtowi ziaren substancji niepożądanej, który 

to powoduje, że ziarna tej frakcji gromadzą się w górnej warstwie łoża osadzarki (Neu-

mann i inni, 1995). 

Dużą rolę odgrywają osadzarki w odzysku materiałów budowlanych tj. gruzu z wybu-

rzeń i kruszenia nawierzchni drogowych, które później można zastosować jako krusz

wo do betonu, w konstrukcjach drogowych lub materiał gorszej jakości do zasypywania 

wykopów. Po separacji w osadzarce materiałów niejednorodnych uzyskuje się frakcje  

o większej jednorodności pod względem gęstości, a przez to i wyższej wartości han-

dlowej.  

Separacja gruzu budowlanego w ośrodku wodnym pozwala uzyskać wysoką jakość 

produktów 

Po odpowiednim przygotowaniu nadawy tj. kruszeniu, przesiewaniu (poniżej 32 mm), 

separacji magnetycznej, wzbogacanie w osadzarce na mokro minimalizuje zanieczysz-

czenia pyłowe, powoduje lepszą separację i klasyfikację, a także całkowicie pozbywa 

materii organicznej. Gruboziarnisty produkt wzbogacania traktowany jest jako kruszy-

wo odzyskane, a połączone z naturalnym kruszywem stanowi podstawowy składnik 

betonu. Materiał taki znajduje zastosowanie do podziemnego zbrojenia, drenażu gruntu, 

kamienia dekoracyjnego, kruszywa do betonów, lecz z wyłączeniem mostów i wysoko 

wznoszonych budynków (Mesters i inni, 1997, Jungmann 1997, Derks i inni. 1997).  

Osadzarka była również testowana na szeroką skalę do separacji złomu samochodowe-

go. Jednakże zdemontowane kawałki złomu zaczepiały o przesiewacz w łożu osadzarki, 

co utrudniało proces rozdziału. Niemniej jednak z nowoczesnego rozdrabniacza złomu 

można 
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osadzarki do separacji niemagnetycznych frakcji złomu o wysokiej gęstości (Kellerwes-

sel, 1993). 

Do wzbogacania węgla brunatnego stosuje się osadzarki powietrzne. Głównymi zanie-

czyszczeniami w tym surowcu są utwory skalne o większej gęstości pozornej niż węgiel 

brunatny, pochodzące z warstw przyległych do złoża, wydobywane wraz z nim w spo-

sób niekontrolowany. Sam węgiel również zawiera zanieczyszczenia w postaci różnego 

rodzaju minerałów powstałych podczas formowania się pokładu oraz w wyniku zacho-

dzących później procesów geologicznych. Medium rozdzielcze, jakim jest woda stoso-

wana w osadzarkach, dla węgla brunatnego stanowi czynnik niepożądany, ponieważ 

Szinkorenko, 

1958). 

 nowego typu osadzarek membrano-

 separacji różnego rodza-

oczątkowych prędkości i po-

obniża wartość energetyczną paliwa. Dlatego w przypadku węgla brunatnego nie stosu-

je się wzbogacania na mokro, pomimo że proces taki daje wyższą wydajność, lecz obni-

ża kaloryczność węgla brunatnego (Weinstein, 2005). Osadzarki powietrzne stosowane 

były również do wzbogacania drobnych ziaren węglowych poniżej 8 mm (

Przez ostatnie lata kładzie się nacisk na powiązanie podstawowych zasad prowadzenia 

procesu, którymi są wzrost dokładności wzbogacania w celu polepszenia jakości pro-

duktu, rozszerzenie zakresu rozmiaru rozdzielanych ziaren do bardzo drobnych poniżej 

1 mm, redukcja kosztów inwestycji i operacji poprzez wzrost wydajności i obniżenie 

zużycia energii. Podwojona częstości pulsacji przy wzbogacaniu drobnych i bardzo 

drobnych ziaren węglowych spowodowała wzrost dokładności separacji, mierzonej im-

perfekcją, przy tej samej gęstości rozdziału. Ziarna węglowe poniżej 0,5 mm należy 

jednak wzbogacać flotacyjnie ze względu na dużą zawartość popiołu, której nie można 

usunąć poprzez separację w osadzarce (Breuer i Jungmann, 1986). 

Przyszłościowym wydaje się być zastosowanie

wych, w których można zmieniać w dużym zakresie amplitudę oraz częstość ruchu pul-

sacyjnego. Uzyskana wydajność w takich urządzeniach jest od 60 – 70 % większa od 

wydajności  osadzarek powszechnie stosowanych (Eichholz i inni, 1998). 

Szeroka gama możliwości wykorzystania osadzarek do

ju surowców spowodowała, że interesująca wydaje się być istota samego procesu 

wzbogacania. Wnikliwy przegląd dostępnej literatury na ten temat pozwolił na opraco-

wanie podstawowych zagadnień, w skróconej jednak formie, dotyczących meritum pro-

cesu. I tak w rozdziale 2 przedstawiono podstawowe teorie wzbogacania w osadzar-

kach, a więc podejście deterministyczne jako hipotezę p
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czątkowych przyspieszeń czy też teorię Rittingera oraz  podejście statystyczno-

probabilistyczne charakteryzowane przez teorię suspensyjną i energetyczną – Mayera.  

arstw równowagi oraz podejście probabili-

 cykl pulsa-

ścienną w relacji z liczbą Reynoldsa oraz dla 

iaren niesferycznych. Wyprowadzono wzór, który posłużył do wyznaczenia rozkładów 

rędkości opadania ziaren sferycznych i nieregularnych.  

 rozdziale 6 podano charakterystykę krzywej rozdziału i jej opis funkcjami zmiennej 

sowej oraz wskaźniki rozdziału, będące miarą dokładności rozdziału.  

 rozdziale 7, na podstawie analizy przedstawionego w rozdziałach 1 - 6 przeglądu 

teratury, sprecyzowano cel i zakres pracy. 

zęść druga pracy zawiera wyniki badań własnych. W rozdziale 8 opracowano fizyczny 

odel funkcji rozdziału, natomiast w rozdział 9 zawiera opis wykonanego eksperymen-

tu prze ych ziaren.  

ozdział 10 przedstawia opis algorytmu wyznaczania rozkładów prędkości opadania 

ziaren 

 

Zmiany energii w rozwarstwianym materiale tzn. kinetykę procesu, tworzenie się cen-

trów grupowania ziaren i poszczególnych w

styczne do kinetyki rozdziału podaje rozdział 3.  

Niezbędnym czynnikiem w procesie rozwarstwiania jest dostateczne rozluzowanie ma-

teriału. Na rozluzowanie materiału w łożu osadzarki ma decydujący wpływ

cji. Wpływ rodzajów cykli pulsacji, zużycia powietrza, koncentracji objętościowej zia-

ren na stopień rozluzowania materiału opisano w rozdziale 4.  

Natomiast wpływ poszczególnych składników na argument rozdziału, którym jest pręd-

kość opadania ziaren zawiera rozdział 5. Przedstawiono również zależność współczyn-

nika oporu dla modelu kuli z warstwą przy

z

p

W

lo

W

li

C

m

mysłowego oraz zasadę pomiaru własności geometryczn

R

oraz wyniki obliczeń tych rozkładów dla zbiorów ziaren sferycznych i nieregu-

larnych. Modelowa funkcja rozdziału oraz rozkłady prędkości opadania ziaren posłuży-

ły do analizy wpływu rozkładu własności fizycznych i geometrycznych na dokładność 

rozdziału, przedstawionej w rozdziale 11. 
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2. TEORIE ROZDZIAŁU W OSADZARCE 
 

Rozdział w osadzarce jest metodą wzbogacania kopalin używaną 

z powodzeniem od kilku wieków, lecz nie ma teorii, która w sposób dokładny 

i jednoznaczny wyjaśniałaby mechanizm procesu. Komora robocza osadzarki z łożem 

zawsze traktowana była jako „czarna skrzynka”, przez którą przechodziła warstwa 

nadawy, a po jej przejściu otrzymywano dwa lub więcej produktów separacji. Wizual-

nie niemożliwa jest obserwacja ruchu ziaren w przestrzeni roboczej osadzarki za wyjąt-

kiem górnej warstwy oraz ziaren znajdujących się  w pobliżu ścian komory. 

Podstawowym celem pracy osadzarki jest wprawianie ziaren w ruch, aby te o gęstości 

mniejszej mogły zająć miejsce w górnych warstwach łoża, natomiast ziarna o większej 

gęstości opadły na dno. Proces wzbogacania w osadzarce traktuje zachowanie się ziaren 

jako całej masy, a nie poszczególnych ziaren. Nie stwarza, więc warunków swobodnego 

ruchu ziaren w wodzie, lecz rozwarstwienie ziaren według gęstości następuje zgodnie 

z kryteriami ruchu skrępowanego (Lill i Smith, 1960).  

Samylin (1976) w badaniach teoretycznych wyróżnia dwa kierunki teorii wzbogacania 

w osadzarce: deterministyczny i statystyczno-probabilistyczny. W podejściu determini-

stycznym określa się ruch pojedynczego ziarna w warunkach ruchu skrępowanego pod 

wpływ  sił zewnętrznych uwarunkowanych obecnością ziaren sąsiednich. W teorii tej 

można uwzględnić wpływ gęstości, wielkości i kształtu ziarna. W teoriach statystycz-

nych określa się ruch grupy ziaren jako całości i losowy rozrzut pojedynczych ziaren 

wokół  właściwościach w zależności od rozkładu 

łasności fizycznych w mieszaninie. Wyróżnia się tutaj teorie suspenzyjną, energetycz-

ną i pr

ergetycz-

em

centrum grupowania ziaren o danych

w

obabilistyczną. W teorii suspenzyjnej rozdział zachodzi w pseudozawiesinowej 

cieczy, którą tworzy mieszanina pozostałych ziaren mineralnych. W teorii en

nej energia potencjalna nadawy przechodzi w trakcie rozdziału w energię kinetyczną 

ziaren, która razem z energią dostarczoną z zewnątrz jest zużywana na pracę sił oporu 

mechanicznego ziaren przy ich ruchu do swoich warstw równowagi. Jest to energia roz-

proszona. W efekcie rozdziału następuje obniżenie środka ciężkości mieszaniny, zwią-

zane ze zmniejszeniem się energii potencjalnej. W teoriach statystycznych w odróżnie-

niu od teorii deterministycznej nie uwzględnia się własności geometrycznych ziaren.   
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2.1. Podejście deterministyczne  

 

W teorii deterministycznej wyróżnia się dwie hipotezy rozwarstwienia materia-

łu: hipotezę początkowych prędkości i hipotezę początkowych przyspies

Hipoteza początkowej prędkości wychodzi z założenia że w początkowym momencie 

ruchu ziarna kiedy prędkość strumienia wschodzącego jest nieduża a przyspieszenia  

w cieczy osiągają stosunkowo duże wartości ziarna przemieszczają się w rozlu

pościeli zgodnie z prawami opadania skrępowanego. Na podstawie tej hipotezy można 

było wyjaśnić rozwarstwienie drobno uziarnionego materiału przy wysokich często-

g

ach dzięki różnej bezwład-

ności ziaren uwarunkowanej ich gęstością i własnościami geometrycznymi. Ta hipoteza 

daje możliwość wyjaśnienia rozwarstwienia materiału nierozklasy

stawie tej hipotezy został opracowany przez Zapałę (1987, 1994) model krzywej roz-

działu. 

zeń.  

zowanej 

ściach ruchu pulsacyjne o. Hipoteza oparta na początkowych przyspieszeniach zakłada, 

że rozwarstwienie ziaren zachodzi w początkowych moment

fikowanego.  Na pod-

Równania ruchu ziarna w kierunku osi x i y (rys.2.1) są następujące: 
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Po podzieleniu przez 
6

3
zdπ

ρ  uzyskuje się układ równań różniczkowych opisujących 

ruch pojedynczego ziarna w osadzarce (Verhovskij i inni, 1959) : 
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ana w rozdziale 7),  ψx i ψy – współczynniki oporu odpo-

gdzie: g – przyspieszenie ziemskie, ρ – gęstość ziarna, ρo – gęstość cieczy, dz – średnica 

zastępcza ziarna (zdefiniow
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wiednio dla poziomej i pionowej składowej siły oporu, ux i uy – składowa pozioma  

i piono eczy, vx i vy – składowa pozioma i pionowa prędkości 

ziarna, xM i RyM  – składowa pozioma i pionowa siły mechanicznego oddziaływania 

między

wa prędkości strumienia ci

R

 ziarnami przypadająca na jednostkę powierzchni rzutowej ziarna, ϑ  - współ-

czynnik zmiany prędkości cieczy w szczelinach pomiędzy ziarnami.  

Po rozwiązaniu powyższego układu równań można uzyskać równanie toru ruchu ziarna. 

Poglądowe tory ruchu ziaren dla trzech różnych gęstości przedstawiono na rys.2.1. 

 

 
Rys.2.1. Poglądowe tory ruchu ziaren w osadzarce: 1- 3 tory odpowiednio dla ziaren o 

gęstościach -  1300, 1600 i 2000 kg/m3 (Samylin, 1976) 
 

Przy większej wydajności osadzarki czas trwania rozdziału (czas ruchu w kierunku osi 

x) jest mniejszy i rozwarstwienie torów ruchu ziaren o różnych gęstościach jest mniej-

sze. Skutkuje to mniejszą dokładnością rozdziału. 

Deterministyczny model w sposób bardzo przy

materiału według gęstości. 

„Działanie cieczy w stosunku do opadającego w niej ciała objawia się jako opór 

skierow jący te siły tak, że spadek 

ciała odbywa si szeniu aniżeli w próżni bądź w powietrzu. 

Takie samo działanie zachodzi w odwrotnym przypadku, kiedy ciecz wznosi się piono-

 

 

bliżony opisuje mechanizm rozdziału 

 

2.1.1. Teoria Rittingera 

 

any przeciwnie niż siły ciężkości ciała i zmniejsza

ę przy mniejszym przyspie

wo…” ( Rittinger, 1867, za Dietrych, 1953). Jest to prawo sformułowane przez Rittin-

gera w 1867 roku jako punkt wyjścia jego teorii wzbogacania w osadzarkach. Wielkość

oporu określa korzystając z prawa Newtona o oporze cieczy. Dlatego prawo to nosi na-

zwę Newtona-Rittingera i rozpatrywanie ruchu ziaren w cieczy uwzględnia graniczną
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prędkość opadania w ruchu jednostajnym, czyli sytuację, w której suma geometryczna 

sił działających na ziarno, a więc siły ciężkości, siły wyporu hydrostatycznego oraz siły 

oporu ośrodka, będzie równa zero. Zakłada zatem, że w momencie rozluzowania war-

stwy materiału w osadzarce tzn. gdy wszystkie ziarna znajdują się w stanie zawieszenia, 

każde ziarno porusza się ruchem swobodnym, niezależnie od obecności otaczających go 

ziaren. Sytuacja taka powtarza się w każdym cyklu ruchu pulsacyjnego. Rozdział ziaren 

według gęstości możliwy jest tylko wtedy, kiedy stosunek ich wielkości zawarty jest  

w określonym przedziale wyliczanym na podstawie zdefiniowanego przez Rittingera 

współczynnika równoopadania:  

o

o

d
d

ρρ
ρρ

−
−

= 21                                 
12

                       (2.5) 

przy czym indeks 1 odnosi się do ziaren o mniejszej gęstości, natom

ędnia ono w ruchu ziaren oddziaływań z innymi ziarnami. 

ogiczne do rozdziału w cieczy 

ciężkiej, przy czym tę specyficzną ciecz zawiesinową tworzą ziarna

teriału zawieszone w wodzie (Tichonov, 1968, 1973). Dla scharakteryzowania tej cie-

tanu f(ρ,z,t). Jest to funkcja określająca rozkład gęstości ziaren  

 każdym punkcie przestrzeni w dowolnej chwili czasu. Iloczyn f(ρ,z,t)dρ jest procen-

towym ρ, ρ+dρ) w otoczeniu punktu z w chwili t 

b jest to prawdopodobieństwo znalezienia ziarna o gęstości z przedziału (ρ, ρ+dρ)  

w otoc

iast indeks 2 dla 

ziaren o większej gęstości, d – średnica ziarna. Jest to podejście przybliżone, gdyż nie 

uwzgl

 

2.2. Podejścia statystyczno – probabilistyczne 

2.2.1. Teoria suspenzyjna 

 

W modelu suspenzyjnym zasady rozdziału są anal

 rozdzielanego ma-

czy jak również dla opisu zjawisk zachodzących w przestrzeni roboczej osadzarki defi-

niuje się tzw. funkcję s

w

 udziałem ziaren z przedziału gęstości (

lu

zeniu punktu  z w chwili t. Z zastosowaniem funkcji stanu średnia gęstość ziaren 

w otoczeniu punktu  z w chwili t jest równa: 

ρρρρ
ρmax

ρ

dtzftz ),,(),(
min

∫ ⋅=                                           (2.6) 

ść ziaren, ρmax – maksymalna gęstość ziaren. gdzie: ρmin – minimalna gęsto
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Jeżeli oprócz ziaren uwzględni się ciecz (wodę), w 

wówczas uzyskuje się zawiesinę, której gęstość wyraża się wzorem: 

której zanurzone są ziarna mineralne 

[ ]ooos tzCtzCCtz ρρρρρρ −+=+−= ),(),()1(),(                      (2.7) 

gdzie: C – objętościowa koncentracja ziaren w komorze osadzarki w stanie upakowa-

nym

Ze wzoru (2.7) wynika, że gęstość tej specy

zmi  ze zmiany rozkładu własności fizycznych ziaren 

wzd ż n uzyskuje się z równania różniczkowego 

transportu masy. Uwzględniając zależność (2.7) wzór na prędkość opadania sferyczne-

go ziarna w takiej cieczy zawiesinowej jest następujący:  

. 

ficznej cieczy zawiesinowej zależy od 

ennej z oraz czasu. Wynika to

łu  wysokości łoża z czasem. Rozkład te

[ ]
),()1(

),()1(
),(

),( tz
dv s

s
ss ψ

ρρ
ψ =

−
=

tzCC
tzCC

d
tz

o

s ρρ
ρρρ

ρ +−
+−−

                       (2.8) 

Z m

rozdziału w osadzarce. 

 

 transportu masy 

 

Aby uzyskać jawną postać funkcji stanu f(ρ,z,t) należy znaleźć równanie róż-

nicz k anie ciągło

nie ej przyjmuje następujący kształt: 

o

odeli statystyczno-probabilistycznych wyprowadza się równania kinetyki procesu 

 2.2.2. Równanie

kowe, tóre spełnia ta funkcja. Równaniem tym jest równ ści lub równa-

zachowania masy, które w postaci wektorow

)(),,( vfdiv
t

trf r
r

−=
∂

∂ ρ                                                  (2.9) 

przy założeniu, że C=const. 

)( zvrDla przypadku jednowymiarowego : 

z
fv

t
tzf

∂
∂

−=
∂

∂ )(),,(ρ                          

  i v. należy znaleźć drugie równa-

nie wiążące obie funkcje. Tym równaniem jest równanie bilansu sił działających na 

ziarno. Są to następujące siły:  

• Siła ciężkości ziarna:  

                        (2.10) 

W równaniu ciągłości występują dwie niewiadome: f

VgF ρ=                                                        (2.11) g
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       gdzie: V – objętość ziarna. 

• Siła wyporu w ośrodku o gęstości ρs: 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) gVdtzfCCgVtzCCgVF oosw
⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣

+−=+−== ∫
min

,,1,1
ρ

ρρρρρρρ    (2.12) 
⎤⎡ maxρ

• Siła dyfuzyjna (Olajossy, 1995): 

fgrad
f

VkF Md
1

=                                               (2.13) 

gdzie: 2

3
1

chM vk ρ= ,   chv  - prędkość średnia kwadratowa chaotycznego ruchu ziaren 

wynikającego ze zderzeń pomiędzy ziarnami. 

• Siła oporu tarcia: 

vVF oo ψ=                                                        (2.14) 

gdzie: oψ  - współczynnik oporu równy (Olajossy, 1995) 
d
vC ch

o
ρ

ψ = , v – determi-

ładowa prędkości ruchu ziarna. 

ły cię

nistyczna sk

Si żkości ziarna oraz siła wyporu są siłami separującymi, natomiast siła dyfuzyjna 

oraz siła oporu tarcia są siłami burzącymi uporządkowanie ziaren na poszczególne war-

stwy różniące się właściwościami fizycznymi. 

Pomijając siłę bezwładności dla warunków równowagi uzyskuje się:  

( ) ( )

( ) ( ) 0,,
,,

1

,,1
max

min

=−−

−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−− ∫

vVtzfgrad
tzf

Vk

gVdtzfCCVg

oM

o

ψρ
ρ

ρρρρρ
ρ

ρ                        (2.15) 

Z równania (2.15) prędkość ruchu ziarna jest równa: 

( ) ( ) ( )tzfgrad
tzf

kgv
o

M
s

o

,,
,,

1 ρ
ρψ

ρρ
ψ

−−=                               (2.16) 

Wstawiając za v do wzoru (2.10) dla przypadku jednowymiarowego otrzymuje się: 

( )
dzzzt oo ψψ ∂∂∂

dg sρ
ffgfDf

sρρ +
∂

−−
∂

=
∂

2

2

                                 (2.17) 
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gdzie: 
o

MkD =  - współczynnik dyfuzji. 
ψ

Wzór (2.17) przedstawia poszukiwane równanie różnic

jest to równanie nieliniowe.  

zkowe dla funkcji stanu f(ρ,z,t). 

Jeżeli koncentracja objętościowa C jest mała, wówczas os ρρ ≅  i równanie dla funkcji 

stanu jest następujące: 

( )
z
fg

z
fD

t
f

o

∂
−

∂
∂

=
∂
∂

ψ2

2

o ∂
− ρρ                                             (2.18) 

Jest to równanie liniowe typu Fokkera-Plancka. Równ

nania (3.8) opisującego kinetykę procesu rozdziału w osadzarce, przy czym

oraz 

anie to jest analogiczne do rów-

 2σ=D  

( )o
o

gv ρρ
ψ

−= .  

 

2.2.3. Energetyczna teoria Mayera 

  

 Potencjalna teoria rozwarstwiania opracowana przez Mayera postrzegana jest 

jako pierwsze najprostsze wyobrażenie o procesie rozdziału. Interpretuje ona proces 

rozdzielczy zachodzący w osadzarce jako różnicę energii potencjalnej pomiędzy nada-

wą i produktami wzbogacania. Nie rozwarstwiona mieszanina ziaren mineralnych jako 

uk -

szym poziomie energetycznym. Jest to mo e poprzez rozdział materiału w wyniku 

oddzia

 się środka 

ii potencjalnej. Na rys. 2.2  przedstawiono po-

łożenie środka ciężkości przed i po rozwarstwieniu m

Energie potencjalną przed rozwarstwieniem zapisać można jako EI: 

ład niestabilny zajmuje wyższy poziom energetyczny i dąży do ustalenia stanu o niż

żliw

ływującego pionowego prądu wody w następstwie, którego mieszanina ziaren 

ulega rozwarstwieniu. W czasie formowania się warstw złożonych z ziaren od najwięk-

szej gęstości do najmniejszej w górnych warstwach następuje przesuwanie

ciężkości mieszaniny w dół. Obniżenie to po zakończeniu procesu rozwarstwiania moż-

na uznać za wskaźnik wyzwolonej energ

ieszaniny dwuskładnikowej. 

2
)( 21

hgGGEI +=                                                     (2.19) 

gdzie: 1 – masa składnika o mniejszej gęstości w powietrzu, G2 – masa składnika  

o więk trzu, h – wysokość łoża. 

G

szej gęstości w powie
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Sytuację po rozwarstwieniu opisuje równanie: 

22
2

22
1

1
hh ⎞⎛ gGhgGEII ⎟⎜ +=                                          (2.20) 

II – energia układu po rozwarstwieniu, h1, h2 – wysokość warstw idealnie roz-

warstwionych składników, odpowiednio o mniejszej i większej g

Zmiana energii potencjalnej jako różnica stanów przed rozwarstwieniem i po utworze-

+
⎠⎝

gdzie: E

ęstości. 

niu się warstw definiuje równanie (2.21): 

( )2                                            (2.21) 1122
1 hGhGgEE IIIE −=−=∆

 
Rys. 2.2. Przemieszczenie środka ciężkości przed i po rozwarstwieniu (Mayer, 1964) 

 

Na rys. 2.3 podane jest obniżenie środka ciężkości dla kilku mieszanin dwu-

składnikowych w zależności od różnicy gęstości składników i składu mieszaniny. Im 

większe jest obniżenie środka ciężkości, tym efektywn

Zależność odległości środka ciężkości od dna sita od zawartości składnika  

o większej gęstości wyraża się wzorem: 

iej przebiega proces.  

)(
)(

2
)(

121

12
2

1

ρρλρ
ρρλρ

λ
−+
−+

=
hz                                              (2.22) 

gdzie: 
h
h2=λ - zawartość objętościowa składnika o większej gęstości wyrażona ułam-

kiem wysokości łoża. 
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Rys.2.3.Zmiana położenia środka ciężkości mieszanin  dwuskładnikowych (Samylin, 

– kalcyt – galena, 3 – węgiel – skała płonna,  

 

iu jest 

1976): 1 -  węgiel – produkt pośredni, 2 
4 - węgiel - galena 

Obniżenie środka ciężkości mieszaniny dwuskładnikowej po rozwarstwien

równe: 

)(
))(1()(

2
)(

ρ
λλ

λλ
+
−

=−=∆ zhz
121

12

ρρλ
ρρ

−
−

                                  (2.23) 

Po oznaczeniu przez 
1

2

ρ
ρ

=p  wzór (2.23) przyjmuje postać:  

)1(1
)1)(1()(

−+
−−

=∆
p

pz
λ

λλλ                                                 (2.24) 

Zależność wyrażona wzorem (2.24) posiada maksimum. Obniżenie środka ciężkości 

jest maksymalne gdy:  

1
1

+
=

p
λ                                                           (2.25) 

Zatem obniżenie środka ciężkości jest zależne od stosunku gęstości składników miesza-

niny oraz zawartości składnika cięższego. Wnios

wieloskładnikowe. Obniżenie środka ciężkości będzie zależne od typu rozkładu gęstości 

ek ten można przenieść na mieszaniny 

mieszaniny (nadawy).  
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Minimalne położenie środka ciężkości mieszanin

ren w nadawie można 

y odpowiada sytuacji idealnego roz-

warstwienia ziaren według gęstości. Znając rozkład gęstości zia

wyliczyć minimalne położenie środka ciężkości mierzone ułamkiem wysokości łoża 

osadzarki: 

∫

∫
=

max

max

min

)(

min ρ

ρ

ρ

ρρ

ρ
ρ

ρρ

ddf

d
d
dffh

z                                              (2.26) 

minρ ρd

Wszystkie powyższe rozważania odnoszą się do nadawy

 Przedstawiony powyżej model dotyczy rozdziału idealnego, w którym układ 

ziaren osiąga teoretycznie możliwą, minimalną wartość energii potencjalnej. W rzeczy-

 da-

n  

przez siłę dyfuzyjną, zgodni

 monodyspersyjnej. 

wistych warunkach rozdziału taki stan nie zostanie nigdy osiągnięty z powodu loso-

wych przemieszczeń ziaren uwarunkowanych istnieniem siły dyfuzyjnej, proporcjonal-

nej do gradientu koncentracji i zmierzającej do wyrównania koncentracji ziaren o

ych własnościach w sąsiadujących ze sobą warstwach. Strumień ziaren, indukowany

e z I prawem Ficka jest równy: 

dz
dCDD −=φ                                                      (2.27) 

gdzie: D – współczynnik dyfuzji zależny od własności geometrycznych ziarna oraz me-

u rozluzowania warstwy materiału w osadzarce, C – objętościowa koncentracja 

ych ziaren na poziomie z.  

łą porządkującą i rozdzielającą mieszaninę ziaren na poszczególne składniki (war-

ła związana ze zmianą energii potencjalnej wybranego ziarna przy docho-

2.4 pokazane jest ziarno o gęstości ρ2 

ące się w warstwie ziaren o gęstości ρ1 (ρ2 > ρ1) w kierunku spadku jego energii 

iana energii potencjalnej ziarna jest równa:       

chanizm

rozpatrywan

Si

stwy) jest si

dzeniu do swojej warstwy równowagi. Na rys. 

poruszaj

potencjalnej (King, 1987). Zm

zgVhhgVU pp ∆−=−−=∆ )()()( 121212 ρρρρ                            (2.28) 

dzie: Vp – objętość ziarna, ∆z = h2 – h1.  g
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Rys. 2.4. Ruch ziarna o gęstości ρ  w warstwie o gęstości ρ  (King, 1987) 2 1

 

Wobec tego siła działająca na ziarna, pod wpływem, której następuje rozwarstwienie 

mieszaniny ziaren na dwa podzbiory jest równa: 

gV
dz
dUF p)( 12 ρρ −−=−=                                          (2.29) 

Strumień ziaren związany z siłą rozdzielającą wyraża się następującym wzorem (King, 

1987): 

dz
dUCuF −=φ                                                       (2.30) 

gdzie: u – ruchliwość rozpatrywanych ziaren lub prędkość przenikania przez łoże  

ość przenikania jest zależna od różnicy gęstości, wielkości i kształtu ziaren oraz 

charakterystyki ruchu pulsacyjnego (amplitudy i częstości

w nieobecności siły dyfuzyjnej.  

Prędk

) (Lill i Smith, 1960). 

W stanie równowagi: 

dz
dUCu

dz
dCD −=                                                     (2.31) 

Po rozwiązaniu powyższego równania otrzymuje się: 

⎟
⎠

⎜
⎝
−= U

D
CC o exp                                                   (2.32) 

przy czym C

⎞⎛ u

ętościowego produktu (King, 1987): 

o jest koncentracją ziaren na poziomie gdzie U = 0. 

Zatem koncentracja analizowanych ziaren zależy eksponencjalnie od energii potencjal-

nej ziaren na określonym poziomie.  

Posługując się wzorem (2.32) wyprowadza się wyrażenie na zależność koncentracji 

składnika 2 (o większej gęstości) w produkcie dolnym, po rozdziale mieszaniny dwu-

składnikowej, od wychodu obj
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[ ]γρ )1

gdzie: 

ρσ
γ

(exp1

1)(
2

1
2

−−+
=

oC
C                                           (2.33) 

2oC

[ ]
[ ] [ ])(exp1 1211 αρρσ −−−oC

)(exp
)(exp 21

2122

ρρσ
αρρσ

−−
−−

=
oC

, 
D

ughVp=σ , γ – wychód obję-

tościowy produktu dolnego, , α1 i α2 – odpowiednio koncentracje objętościowe składni-

ków 1 i 2 w nadawie. 

 
Rys.2.5. Zależność poglądowa koncentracji składnika o większej gęstości od wychodu 

produktu dolnego (King, 1987) 

 Na rys. 2.5 pokazana jest poglądow zależność C2(γ) wyrażona wzorem (2.33). 

okładność rozdziału jest tym większa (większe nachylenie krzywej) im większa jest 

r  

współczynnika dyfuzji.               

 

 

 

 
a 

d

óżnica gęstości pomiędzy składnikami mieszaniny oraz im mniejsza jest wartość
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3. KINETYKA ROZDZIAŁU 

3.1. Kinetyka tworzenia się warstw równowagi 

 

Z fizycznego punktu widzenia kinetyka procesu rozdziału w osadzarce jest to 

proces zmian energii potencjalnej układu w czasie. Zakłada się, że prędkość zmian 

energii potencjalnej w czasie jest proporcjonalna do różnicy energii w chwili t i energii 

minimalnej (w stanie równowagi trwałej):  

( )min
)( EEk

dt
tdE

−−=                                              (3.1) 

gdzie: Emin – minimalna wartość energii poten

potencjalnej w chwili t, k – współczynnik proporcjonalności charakteryzujący prędkość 

przebiegu procesu rozdziału (stała prędkości rozdzia

zależna od rozkładu gęstości ziaren w nadawie. 

cjalnej mieszaniny, E(t) – wartość energii 

łu). Stała prędkości rozdziału jest 

Przy następującym założeniu: E(t = 0) = Eo, równanie (3.1) ma następujące rozwiąza-

nie: 

( ) minmin)( EeEEtE kt
o +−= −                                          (3.2) 

Ponieważ energia potencjalna układu jest proporcjonalna do aktualnego położenia środ-

ka ciężkości w związku z tym według analogicznego do wzoru (3.2) prawa zmienia się 

położenie środka ciężkości mieszaniny: 

( ) minmin)( zezztz kt
o +−= −                                              (3.3) 

Zmiana energii potencjalnej i położenia środka ciężkości mieszaniny wieloskładnikowej 

jest związana z przechodzeniem ziaren o określonych gęstościach do swoich warstw 

równowagi. Na rys. 3.1 przedstawiono schematycznie położenie wybranej warstwy 

równowagi ziaren o określonej gęstości oraz strefy rozdziału. Ziarna o rozpatrywanej 

gęstości przechodzą ze stref rozdziału do strefy równowagi (Verchovskij i inni, 1959, 

R

wagi jest proporcjonalna do ilości tych ziaren znajdujących się w strefie rozdziału i cza-

su trwa

ajvitsch, 1973). Zakłada się, że ilość ziaren dγr  przechodzących do warstwy równo-

nia rozdziału dt:   

dγr = - k γr dt                                                          (3.4) 
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gdzie:  γr – zawartość rozpatrywanych ziaren w strefie rozdziału w chwili t, k – stała 

mająca interpretację stałej prędkości rozdziału.  

Zakładając, że w chwili początkowej  γr(t = 0) = γn, gdzie γn - jest zawartością analizo-

wanych ziaren w nadawie, rozwiązanie równania różniczkowego (3.3) jest następujące: 

kt
nr et −= γγ )(                                                           (3.5) 

Wobec tego ilość ziaren, które przeszły do swojej warstwy równowagi jest równa: 

( )kt
nrn ett −−=−= 1)()( γγγγ                                             (3.6) 

 

 

  

 

 

rtości 

danej frakcji w nadawie oraz stałej prędkości roz

łej k od 

ach przemysło-

wych (Samylin, 1976). Jak widać z tego rysunku dla każdego typu osadzarki i wzboga-

canego surowca istnieje optymalny przedział częstości ruchu pulsacyjnego, w którym 

wartość stałej prędkości rozdziału jest maksymalna.  

 

Rys.3.1. Schematyczne położenie warstw rozdziału i warstwy równowagi w osadzarce 
 

Wyrażenie (3.6) przedstawia równanie kinetyki rozdziału, czyli prędkości two-

rzenia się warstwy równowagi o określonej gęstości. Prędkość ta zależy od zawa

WARSTWA 

WARSTWY 
ROZDZIAŁU 

RÓWNOWAGI 

działu, której wartość jest między in-

nymi funkcją częstości ruchu pulsacyjnego. Na rys. 3.2 podana jest zależność sta

częstości ruchu pulsacyjnego w procesie wzbogacania węgla w warunk
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Rys.3.2. Zależność stałej k od częstości pulsacji (Samylin, 1976) 

 
 

3.2. Ruch cen

 
W przedstawionym powyżej podej u położenie warstwy równowagi ziaren 

wynika z m. Jej 

warstwy. W trakcie trwania procesu  ulegają całe grupy ziaren o okre-

ślonej gęstości zwane centrami grupowania.

Jak wi dnią 

oraz odchyleniem standardowym, będącym miarą rozrzutu wokół średniej. Centrum 

grupowania jest takim poziomem, w otoczeniu 

bieństwo znalezienia ziaren o danych własnoś

ziaren o określonej gęstości oraz odchylenie standardowe wyrażają się następującymi 

i (Rajvi

trów grupowania ziaren 

ści

 rozkładu gęstości wzdłuż wysokości łoża osadzarki w stanie stacjonarny

położenie nie ulega zmianie w czasie, zmienia się natomiast skład densymetryczny tej 

 przemieszczeniu

  

adomo, każdy rozkład bez względu na typ rozkładu, charakteryzuje się śre

którego, jest największe prawdopodo-

ciach. Położenie centrum grupowania 

wzoram tsch, 1977): 

∑
n

mz

∑
=

n

i
im

1

== i
ii

z 1                                                            (3.7) 

∑
=

= n

i
im

1

σ                                                     (3.8) 
∑

=

−
n

i
ii mzz

1

2)(
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gdzie: z  - położenie centrum grupowania, zi – położenie i-tej warstwy, σ – odchylenie 

standardowe, mi – masa ziaren danej gęstości w i – tej warstwie, n – liczba warstw. 

W czasie trwania rozdziału położenie centrum ulega zmianie. Zmienia się również war-

tość odchylenia standardowego. Przy przesuwaniu się ziaren w kierunku swojej war-

stwy równowagi nie zajmują one określonego położenia względem osi pionowej lecz 

dzięki zderzeniom z sąsiednimi ziarnami i turbulentnemu ruchowi cieczy wykonują 

nieuporządkowane ruchy w określonej objętości. Na rys. 3.3 pokazana jest zależność 

średniej statystycznej amplitudy tych ruchów. Jak widać z tego rysunku ze zmniejsze-

niem się wielkości ziaren amplituda tych ruchów zwiększa się. W niektórych przypad-

kach może wiele razy przewyższać amplitudę wahań ziaren w swojej warstwie równo-

wagi. Oznacza to, że przy wzbogacaniu niesklasyfikowanego materiału drobne ziarna  

o dużej gęstości są intensywnie wyrzucane do górnych warstw obniżaj ą efek-

ty

ąc ogóln

wność rozdziału. 

 
 Średnia statystyczna amplituda ruchu w funkcji  wielkości ziaren: 1 – gęstość 

1350 kg/m
Rys. 3.3.

a losowa prze-

mieszczania się ziaren nie jest symetryczna tzn. że

e prawdopodobień-

łe w całej objętości łoża równanie Kołmogorowa 

przechodzi w równanie typu Fokkera-Plancka:                                                    

3, 2 – zależność teoretyczna, 3 – gęstość 1860 kg/m3 (Samylin, 1976) 
 

Z matematycznego punktu widzenia proces rozdziału w osadzarce jest stocha-

stycznym procesem Markova opisywanym przez równanie Kołmogorowa (Nepo-

mniaszczij, 1963, 1964, 1967, Branspiz i Zagirnyak, 1994). Przy wzbogacaniu w osa-

dzarce w obecności dodatkowego strumienia wody podsitowej składow

 istnieją różne prawdopodobieństwa 

przemieszczania się ziaren ku górze i ku dołowi.  Przy założeniu, ż

stwo przejścia ziarna o dużej gęstości w dolne warstwy jest większe niż przejście  

w warstwy górne oraz, że jest ono sta
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2

22 ),()( tzf
t

zp
∂

∂
∆

∆                                 (3.9) 
2
1)(),(

zz
zf

t
zp

t
tzf

+
∂

∂
∆
∆

−=
∂

∂

Następujące wyrażenia: 

gdzie: f(z,t)∆z – prawdopodobieństwo znalezienia się ziarna o danej gęstości w warstwie  

o grubości ∆z w chwili t lub ułamek ziaren, które w chwili t znajdą się w warstwie ∆z  

o współrzędnej z, p – prawdopodobieństwo przejścia grupy ziaren z warstwy do war-

stwy.  

v
t

p =
∆

z∆                                                          (3.10) 

2
2

2
1)(

2
1 σ=∆=

∆
∆ zv

t
zp                                              (3.11) 

przedstawiają odpowiednio prędkość przemieszczania się centrum grupowania oraz 

odchylenie standardowe. Zarówno prędkość przemieszczania się jak i odchylenie stan-

dardowe są proporcjonalne do prawdopodobieństwa przejścia. Prawdopodobieństwo to 

niejsza się w miarę zbliżania się do warstwy równowagi i wyraża się wzorem: zm

max

11
z
z

n
ip i−=−=                                                    (3.12) 

dzie: zmax – odległość od początku układu do warstwy równowagi (rys. 3.4). 

względniając wzór (3.12) wyrażenia (3.10) i (3.11) przyjmują kształt: 

g

U

dt
dz

z
zvv =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

max
max 1                                                 (3.13) 

max
max

max
2 1

2
1 z

z
zv ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=σ                                                (3.14) 

dzie: vmax – maksymalna wartość prędkości przemieszczania się centrum równowagi. 

Na rys. 3.5 przedstawione są zależności prędkości przemieszczania się centrum równo-

agi od czasu dla kilku frakcji densymetrycznych. Jak wynika z tego rysunku prędkość 

chu ziaren do sita osadzarki jest większa niż w kierunku przeciwnym. 

g

w

ru
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.  
ys. 3.4. Układ warstw elementarnych w osadzarce I – poziom odniesienR ia,  

 
 

II – warstwa równowagi  (Nawrocki, 1972) 

 
Rys. 3.5. Zależności przemieszczania się centrów równowagi od czasu:   

a) przy ruchu w dół 1- 3: gęstości odpowiednio 1,4 – 1,5; 1,6 – 1,7; 1,9 – 2,0 Mg/m  
 b) przy ruchu w górę 4  – 6 gęstości odpowiednio 1,4 – 1,5; 1,6 – 1,7; 1,9 – 2,0 Mg/m

3

 3  
(Samylin, 1976) 

 

Rozwiązując równania (3.13) i (3.14) otrzymuje się następujące zależności: 

( )ktezz −−= 1max                                                      (3.15) 

kt−22 1 kez= max2
σ                                                      (3.16) 
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gdzie: 
max

max

z
v

k =  - współczynnik charakteryzujący właściwą prędkość przemieszczania 

centrum równowagi, zależny od właściwości wzbogacanego materiału oraz warunków 

pracy osadzarki.  

Na rysunkach 3.6 i 3.7 przedstawione są zależności przemieszczenia centrów grupowa-

nia ziaren oraz odchylenia standardowego od czasu dla kilku frakcji densymetrycznych. 

 

 
Rys. 3.6. Przemieszczenie centrów grupowania ziaren dla frakcji densymetrycznych: 1 – 

3 gęsto 3ści odpowiednio 1,4 – 1,5; 1,6 – 1,7; 1,9 – 2,0 Mg/m  (Samylin, 1976) 
 

 

 
Rys. 3.7. Zależność odchylenia standardowego od czasu: 1 – 3 gęstości odpowiednio 

31,4 – 1,5;1,6 – 1,7; 1,9 – 2,0 Mg/m  (Samylin, 1976) 
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Jak wskazują powyższe rysunki centra grupowania ziaren o mniejszej gęstości 

są położone wyżej niż analogiczne centra dla frakcji o większej gęstości, natomiast od-

 

uda ruchów nieuporządkowanych jest większa dla frakcji lżej-

szych (rys. 3.3).  

 

łu w osadzarce zaprezentowali 

idajski (1985). Założyli oni, że długość pojedynczego skoku ziarna jest 

zmienn

ieństwo zaistnienia mniejszego skoku jest większe niż prawdopodobieństwo skoku 

chylenie standardowe frakcji lżejszych jest większe niż frakcji cięższych. Wynika to 

z faktu, że średnia amplit

3.3. Probabilistyczne podejście do kinetyki rozdziału 

 

Inne podejście do zagadnienia kinetyki rozdzia

Siwiec i Tum

ą losową Z. Ze względu na opory ruchu ziarna w łożu osadzarki prawdopodo-

b

większego. Z tego względu rozkład tej zmiennej losowej powinien mieć dodatnią asy-

metrię. Przyjęli, więc założenie, że rozkładem tym jest rozkład gamma: 

b
z

p

p

e
pb

zzf
−−

Γ
=

)(
)(

1

                              

gdzie: b>0 i p>0 – parametry rozk

Położenie ziarna po n skokach jest sum żnych zmiennych losowych mających 

te same rozkłady (gamma), czyl

                                       

Suma niezależnych zmiennych 

i p1, p2, …, pn jest rozkładem

W przypadku gdy p1 = p2 = … ach pulsacyj-

nych wyraża się wzorem: 

                   (3.17) 

ładu, Γ  - funkcja gamma Eulera. 

ą n niezale

i:  

∑
=

=
n

i
iZZ

1

                     (3.18) 

losowych mających rozkłady gamma z parametrami b  

 gamma o parametrach b i p = p1 + p2 +…+ pn.  

 = pn rozkład położenia ziarna po n skok

b
z

np

np

e
npb

zzf
−−

Γ
=

)(
)(

1

                                                  (3.19)

 produkcie dolnym jest następujący: 

 

Wobec tego uzysk ziaren danej frakcji w

∫
−−

Γ
−=

rz
b
z

pt

pt

rn dze
tpb

ztz
0

1

)(
1),(

ω
ε ω

ω

                                            (3.20) 
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gdzie: zr – poziom rozdziału na produkt dolny i górny, ω – częstość ruchu pulsacyjnego. 

Średni czas po upływie którego ziarno osiągnie poziom zr jest równy 
pb
zt r

ω
=  (Siwiec, 

Tumidajski, 1985). 
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4. RUCH PULSACYJNY I ROZLUZOWANIE ZIAREN 

4.1. Stopień rozluzowania i koncentracja objętościowa ziaren 

 

 Aby mogło nastąpić rozwarstwienie materiału w 

się prędkością opadania, ziarna muszą mieć swobodę ruchu względem siebie.  

osadzarce na frakcje różniące 

W związku z tym należy tak dobrać warunki ruchu pulsacyjnego, aby zapewnić odpo-

wiednie rozluzowanie warstwy materiału na sicie osadzarki. Mierzy się to stopniem 

rozluzowania (porowatością warstwy) zdefiniowanym następująco:  

1

21

V
VV −

=θ                                                           (4.1) 

gdzie: V1 – objętość warstwy łoża osadzarki, V2 – objętość ziaren znajdujących się w tej 

warstwie. 

Różnica 1 – θ = C* jest koncentracją objętościową ziaren w rozpatrywanej warstwie. 

Od stopnia rozluzowania jest więc zależna koncentracja objętościowa ziaren w prze-

strzeni roboczej osadzarki w fazie rozluzowania, a więc wielkość oddziaływań między 

ziarnami. Ma to wpływ na prędkość ruchu ziaren względem siebie. Na rys. 4.1 przed-

stawiona jest zmiana prędkości w czasie dla ruchu skrępowanego kulistego ziarna  

w za na 

przy założeniu, że stosunek współ u w warunkach skrępowanych do 

współczynnika oporu w

leżności od liczby otaczających go ziaren. Zależność teoretyczna została uzyska

czynnika oporu ruch

 warunkach swobodnych jest stała. Jak widać z tego rysunku,  

ze wzrostem liczby otaczających ziaren, a więc zmniejszającego się stopnia rozluzowa-

nia, prędkość ruchu ziarna maleje.  

 
Rys.4.1. Prędkość ziarna w zależności od liczby otaczających go ziaren (Samylin, 1976) 
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Następstwem tego jest wydłużenie czasu rozdziału, bądź przy ustalonym czasie 

obniżenie dokładności rozdziału. Przy ruchu pulsacyjnym stan, w którym znajduje się 

u t 

mniejsza niż w stanie stac chu wznoszącego cieczy 

równej maksymalnej prędkości ruchu pulsacyjnego. Stan niestacjonarny charakteryzuje 

się współczynnikiem niestacjonarności zdefiniowanym następująco (Vinogradov 1965, 

za Samylin 1976):  

kład ziaren jest stanem niestacjonarnym. W tym stanie wysokość warstwy łoża jes

jonarnym przy tej samej prędkości ru

1>=
n

s

h
h

c                                                            (4.2) 

gdzie: c – współczynnik niestacjonarności, hs – wysokość łoża w stanie stacjonarnym,  

hn – wysokość łoża w stanie niestacjonarnym. 

Współczynnik niestacjonarności jest zależny od reżimu ruchu pulsacyjnego. Na rys. 4.2 

podana jest zależność współczynnika niestacjonarności od stosunku częstości kołowej 

ω do amplitudy ruchu pulsacyjnego A. Dla sinusoidalnego ruchu cieczy stosunek ten 

jest równy:  

Av
a

A max

max=
ω                                                          (4.3) 

gdzie: v , a  – odpowiednio maksymalna prędkość oraz przyspieszenie ruchu pulsa-max max

cyjnego cieczy.  

 
Rys. 4.2. Zależność współczynnika niestacjonarności od stosunku 

A
ω  (Samylin, 1976) 
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Jak widać z powyższego rysunku 4.2 współczynnik niestacjonarności jest zależ-

ny zarówno od maksymalnej prędkości jak i maksymalnego przyspieszenia.  

Gęstość pozorna specyficznej cieczy zawiesinowej tworzonej przez ziarna rozdzielane-

go materiału jest równa: 

[ ]ctzC oos ρρρρ −+= ),(*                                                (4.4) 

przy czym, C* jest koncentracją ziaren w stanie rozluzowanym. Gęstość pozorna zawie-

siny w stanie niestacjonarnym jest więc większa niż w stanie stacjonarnym przy tej sa-

zpatruje ruch harmoniczny tłoka w osadzarce tło-

mej koncentracji objętościowej ziaren, gdyż c > 1.  

 

4.2. Analiza ruchu ziaren pod wpływem ruchu pulsacyjnego 

 

 Stępiński (1964) dla określenia zależności amplitudy i częstości ruchu pulsacyj-

nego od wielkości ziarna i gęstości ro

kowej, napędzanego mimośrodem o promieniu r (rys. 4.3):  

 tfrtrtx πω 2coscos)( ==                  (4.5) 

gdzie: x – wychylenie tłoka, f  – częstość ruchu 

pulsacyjnego, fπω 2= . 

Prędkość ruchu

tffrv

 tłoka vp jest równa: 

p ππ 2sin2−=                      (4.6) 

niejsza niż prędkość tłoka, ponieważ pole przekroju 

poziomego przedziału sitowego jest większe niż 

przedziału tłokowego.

Prędkość wody pod sitem u w przedziale sitowym jest 

m

 W związku z tym: 

tffrvu p ππββ 2sin211 −=−=              (4.7) 
Rys.4.3. Mechanizm ruchu   
en w osadzarce  ziar

(Stępiński,1964) 

 

linę pom

Woda przenika pom  

gdzie: β1 < 1 – współczynnik stały uwzględniający różnicę wielkości komór oraz szcze- 

iędzy tłokiem i ścianą komory. 

iędzy ziarnami w warstwie łoża na sicie osadzarki z prędkością us

znacznie większą niż prędkość u pod sitem gdyż pole przekroju całkowitego kanalików 

między ziarnami jest znacznie mniejsze niż pole przekroju poziomego komory sitowej:  
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tffAtffsus ππππββ 2sin2sin21 −=−=                            (4.8) 

gdzie: s = 2r jest skokiem tłoka, który jest proporcjonalny do amplitudy ruchu pulsa-

cyjnego, β2 > 1 – współczynnik uwzględniający wspomnianą wyżej różnicę pól prze-

krojów poprzecznych komory podsitowej i kanałów międzyziarnowych, sA 21ββ=  - 

amplituda ruchu pulsacyjnego.  

Prędkość opadania ziarna w warunkach jakie panują w osadzarce wyraża się wzorem 

(7.49): 

2

133,5
k

dv
o

o
p ρ

=                                      
kρρ −

           (4.9) 

dzie: dp - średnica projekcyjna ziarna, ρ – gęstość ziarna, ρo – gęstość cieczy,  g

k1 – objętościowy współczynnik kształtu ziarna, k2 - dynamiczny lub newtonowski 

współczynnik kształtu ziarna. 

Wypadkowa prędkość ruchu ziarna w poddanego działaniu ruchu wznoszącego cieczy  

o prędkości us jest równa:      

2

1
21 33,52sin

k
k

dtffsvuw
o

o
ps ρ

ρρ
ππββ

−
+−=+=                  (4.10) 

Optymalną wielkość skoku tłoka (amplitudy) dla ziarna o gęstości ρ i średnicy dp oraz 

częstości ruchu pulsacyjnego f określa się z założenia, że ziarna powinny być doprowa-

dzone do stanu zawieszenia. Nastąpi to wtedy, gdy w > 0 tzn. gdy usmax > v, czyli: 

2

1
21 33,5

k
k

dsf
o

o
p ρ

ρρ
πββ

−
≥                                      (4.11) 

Ze wzoru (4.11):  

f
k

s o

πββ
ρ

21

2≥                                             (4.12) 

Ze wzoru (4.12) wynika, że skok tłoka (a zarazem amplituda ruchu pulsacyjnego) po-

winien być tym większy im większe są wielkość i gęstość ziarna i im mniejsza jest czę-

stość ruchu pulsacyjnego. Wzór na minimalną częstość ruchu pulsacyjnego uzyskuje się 

analogicznie. Ze wzoru (4.11) wprowadzając oznaczenie: 

kd o
p

ρρ 133,5
−

pd
sZ = otrzymuje się:  
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p

o

o

k
k

f 2

1

3,5 ρ
ρρ −

≥              
dZ21

3
πββ

                            (4.13) 

Zatem częstość ruchu pulsacyjnego powinna być tym większa im większa jest gęstość 

ziarna i im mniejsza jest wielkość ziarna. Wprowadzając do wzoru 4.13 wyrażenie na Z 

uzyskuje się: 

2

1

21

33,5
k
k

d
s

f
o

o
p ρ

ρρ
πββ

−
≥                                       (4.14) 

Ze wzoru 4.14 wynika, że iloczyn częstości i skoku (amplitudy) ruchu pulsacyjnego jest 

stały przy ustalonych właściwościach fizycznych i geometrycznych ziaren. Ponadto, 

przy us lkości 

ziarna.  

talonym skoku tłoka częstość ruchu pulsacyjnego rośnie ze wzrostem wie

 
Rys. 4. Zależność częstości ruchu pulsacyjnego od wielkości i gęstości ziaren  

 

Na rys. 4.4 podana jest zależność optymalnej częs ulsacyjnego od 

wielkości i gęstości ziarna dla ziaren gładkich (Marx i inni, 1999). Zależność ta zos

4. 
(Marx i inni, 1999) 

tości ruchu p

tała 

wydłuża się. Na rys. 4.5 podana jest zależność optymalnej częstości ruchu pulsacyjnego 

towej zawartości ziar

uzyskana dla ziaren ciężkich przy założeniu, że czas opadania warstwy nadawy jest 

równy czasowi ruchu schodzącego cieczy. Jakościowo jest ona zgodna z zależnością 

(4.14). Jeżeli ziarna są nieregularne i ostrokrawędziste wówczas czas opadania ziaren 

od procen en ostrokrawędzistych w nadawie. Ta zależność jest 
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również jak ściowo zgodna ze wzorem (4.14), w którym f jest zależne od współczynni-

k

o

ka kształtu ziarna 

W większości stosowanych osadzarek ruch pulsacyjny generowany jest przez sprężone 

ości pulsacji, natomiast na rys. 4.7 zużycie powietrza od 

częstości ruchu pulsacyjnego (Povarov i inni, 1966).  

 

2.  

powietrze. Na rys. 4.6 podana jest zależność amplitudy ruchu pulsacyjnego i ciśnienia 

powietrza na wodę od częst

 
Rys. 4.5. Zależność częstości ruchu pulsacyjnego od zawartości ziaren ostrokrawędzi-

stych w nadawie (Marx i inni, 1999) 
 

 
Rys. 4.6. Wpływ częstości ruchu pulsacyjnego na amplitudę pulsacji i ciśnienia powie-

trza na wodę (Povarov, 1966) 
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s. 4.7. Zależność zużycia powietrza od częstości ruchu pulsacyjnego (Povarov, 1966) 

 
Ry

W osadzarkach zazwyczaj doprowadza się pod tłok dodatkową wodę podsitową 

dla wzmocnienia wschodzącego strumienia wody. Wówczas prędkość strumienia wody 

podsitowej i prędkość ruchu pulsacyjnego sumuje się. Otrzymuje się lepsze rozluzowa-

nie warstwy łoża szybszą stratyfikację, a co za tym idzie krótszy czas trwania rozdziału. 

Jednakże sama woda podsitowa bez ruchu pulsacyjnego może efektywnie rozluzować 

tylko drobne ziarna, gdyż jej prędkość w większości przypadków nie przekracza 0,007 

[m/s]. 

 

een i inni, 1991, 1993, Williams  

i inni, 1997, Araki i inni, 1994, De Jong i Dalm

Ji, 1994, Jonkers i inni, 1998, Mishra i Mehrotra, 1998, Mishra i Adhikari, 1999, 

Mishra

ie łoża niezbędne dla procesu rozwarstwienia. 

ziarna 

utraciłyby kontakt między sobą. W takiej sytuacji cięższe ziarna nie mogłyby wycisnąć 

lżejszych ziaren z dolnych warstw łoża (Mayer 1964, Nawrocki 1972).  

 

4.3. Wybrane poglądy na rozluzowanie ziaren 

Problematyką rozluzowania łoża osadzarki pod wpływem ruchów pulsacyjnych 

oraz modelowaniem tego zagadnienia zajmowało się wielu autorów (Thomson i inni, 

1985, Innuchi i Kavashima, 1979, Nesbitt i inni, 2005, Tanaka i inni, 1990, Breuer  

i Jungmann, 1986, Kizevalter, 1957, 1963, Wittev

ijn, 1997, Sun Ch. i Sun Y., 1992, 1993, 

, 2001). 

Według Mayera główną rolę w cyklu pulsacji odgrywa ruch wstępujący, gdyż  

w tym okresie cyklu następuje rozluźnien

Rozluźnienie to nie może być jednak zbyt duże, gdyż w przeciwnym wypadku 
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W początkowej fazie ruchu wznoszącego łoże jako całość na skutek siły bezwładności 

unosi się do góry po czym z dolnej warstwy zaczynają odpada

przez co rozluzowanie tej warstwy rośnie. Efekt odrywania się ziaren od całości łoża 

zlu-

Richardson i Zaki (1954) uzależnili stopień rozluzowania jednorodnej pod względem 

własności geometrycznych warstwy ziaren od stosunku 

kach skrępowanych vs do prędkości opadania w warunkach swobodnych vx, który jest 

ć pojedyncze ziarna, 

przesuwa się do coraz wyższych warstw, co jest równoznaczne z tym, że proces ro

zowania rozprzestrzenia się od dolnych warstw łoża w górę (Kirchberg i Hentzschel, 

1958, Witteveen i inni, 1991, 1993). 

prędkości opadania w warun-

zależny od wartości liczby Reynoldsa i dla Re > 500 jest równy: 

42,0

⎟
⎞

⎜
⎛

= sv
θ                                                        (4.15) ⎟

⎠
⎜
⎝ xv

Goroszko ze współpracownikami (1958) przedstawili wyrażenie, w którym stopień roz-

luzowania jest zależny zarówno od własności ziaren jak i cieczy poprzez liczbę Rey-

noldsa i liczbę Archimedesa Ar:  

21,02Re36,0Re18
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

Ar
θ                                             (4.16) 

gdzie: 2

3 )(
η

ρρρ oogd
Ar

−
=  

 
Rys.4.8. Oscylacja ziaren: koncentratu, produktu pośredniego i odpadów (Szpetl i inni, 

1968) 
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W praktyce przemysłowej wzbogacaniu w osadzarce poddaje się materiał nie-

jednoro ości geometrycznych ziaren. Z tego względu argumen-

m rozdziału jest prędkość opadania. Efektem tego jest niejednorodność rozluzowania 

łuż wysokości łoża (Fomienko i Sorokin, 1960). Na rys. 4.8 podane są oscy-

lacje ziaren koncentrat

 

  

 

chu pulsacyjnego.  

Z definicji stopnia rozluzowania wyra

dny pod względem własn

te

ziaren wzd

u (krzywa 2), produktu pośredniego (krzywa 3) i odpadów 

(krzywa 4) wokół położenia równowagi przy ruchu pulsacyjnym wody (krzywa 1)  

o amplitudzie 27 mm (Szpetl i inni, 1968). Amplituda ruchu ziaren odpadów była równa 

8 mm, produktu pośredniego 18 mm, a koncentratu 24 mm. Przy rozluzowaniu warstwy 

łoża odstępy pomiędzy ziarnami odpadów wzrosły o 6 %, ziarnami produktu pośrednie-

go o 12 %, a ziarnami koncentratu o 11 %. Wynika stąd, że rozluzowanie ziaren nie jest 

jednakowe we wszystkich warstwach. 

 

4.4. Zależność stopnia rozluzowania od rodzaju cyklu ruchu 

       pulsacyjnego 

 

 Ze względu na to, że rozluzowanie ziaren jest wynikiem ruchu pulsacyjnego,

stopień rozluzowania jest zależny od czasu oraz położenia warstwy i zmienia się

w określonym przedziale wartości. Maksymalna wartość stopnia rozluzowania wynika 

z tego, że ziarna w górnej warstwie łoża nie mogą wznieść się wyżej niż amplituda ru-

żonej wzorem (4.1):  
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              (4.17) 

gdzie: ho – wysokość łoża w stanie nierozluzowanym, S – pole przekroju poprzecznego 

łoża, Co – koncentracja objętościowa ziaren w stanie nierozluzowanym. 

Rodzaj cyklu charakteryzuje się zależnością przemieszczenia wody od fazy w ciągu 

jednego okresu ruchu pulsacyjnego. Dla wyliczenia zależności stopnia rozluzowania od 

rodzaju cyklu założono, że ruch wschodzący i schodzący cieczy w przestrzeni między-

ziarnowej ma charakter sinusoidalny, przy czym okresy tych ruchów są w ogólnym 
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przypadku różne (Kizevalter, 1957, 1963). Na rys. 4

nia wody w przestrzeni międzyziarnowej od fazy ruchu w ciągu jednego cyklu. Różnica 

faz 

.9 podano zależność przemieszcze-

1α  jest okresem ruchu wznoszącego (wschodzącego), różnica faz 2α  okresem ruchu 

)2( 21 ααπ −−opadającego (schodzącego), natomiast  jest okresem przerwy. 

 
Rys. 4.9. Przemieszc ego cyklu (Kizevalter, 1963) zenie wody w ciągu jedn

 

Na podstawie równania (4.8) droga przebyta przez wod

wschodzącego, czyli dla 

ę w czasie trwania ruchu 

10 αω ≤≤ t  jest równa: 

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==

t

s tAdtuz
0 1

2 cos1
2
1 ω

α
π                                          (4.18) 

Droga przebyta w czasie ruchu schodzącego, czyli dla πωαπ 22 2 ≤≤− t  wyraża się

analogicznym wzorem: 

 

[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+−= )(2

2
cos1

2
1

2 παωπ tAz                                      (4.19) 

Kąty 1α  i 2α  mogą mieć dowolne wartości, przy czym παα 221 =+ . Od wzajemnych 

relacji pomiędzy kątami α1 i α2 zależny jest rodzaj cyklu. Gdy 21 αα ≠  uzyskuje się cykl 

asymetryczny, natomiast dla 1 2αα =  cykl symetryczny.  Jeżeli παα 22 =  to cykl 1 +

nie ma przerwy. Jeżeli przy tym 21 αα =  to cykl ma charakter cyklu sinusoidalnego bez 

przerwy. 

Na rys. 4.10 podane są charakterystyki czterech cykli. Cykl charakteryzuje się względ-

nym czasem działania w stosunku do pełnego okresu strumienia wznoszącego – prze-

rwy – strumienia opadającego. Na rys. 4.10a jest to cykl Berda o charakterystyce  
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25–00–75 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎛ == παπα 5,1, , na rys. 4.10b cykl sinusoidalny o charakterysty
⎝ 2 21 ce  

50–00–50 )( 21 παα == , na rys. 4.10c cykl Mayera (trapezoidalny) o charakterystyce 

25–50–25 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ==

221
παα

)5,0,

 i na rys. 4.10d cykl Thomasa o charakterystyce 75–00–25 

1 5,1( 2 παπα ==

Stopień rozluzowania dla dowolnego cyklu ruchu pulsacyjnego wyraża się wzorem ana-

logicznym do wzoru (4.17): 

.  

dg

o

o
o

SS
h
−

+

−
+=

1

1 θ
θθ                                                  (4.20) 

przy czym, w miejscu amplitudy ruchu pulsacyjnego jest różnica pomiędzy drogą prze-

bytą ża 

Sd. Do wyliczenia drogi Sg usza się z prędkością rów-

ną r ej 

warstwy.  

 

 w czasie t przez górną warstwę łoża Sg i drogą przebytą przez dolną warstwę ło

zakłada się, że warstwa górna por

óżnicy prędkości w chwili t i w chwili to, w której zaczyna się ruch ziaren górn

 
Rys resu (Kizevalter, . 4.10. Poglądowe charakterystyki cykli pulsacji α =ωt – kąt fazy ok

1963) 
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Z uwzględnieniem prędkości wody podsitowej up prędkość ruchu cieczy, zgodnie  

ze wzorem (4.18) jest równa:  

putAv += ω
α
π

α
ωπ

11

sin
2

                                               (4.21) 

Natomiast różnica prędkości w chwili t i to wyraża się wzorem: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=∆ ottAv ω
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πω
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π

α
ωπ

111
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                                      (4.22) 

Wobec tego: 

( ) ⎥
⎦

oo
⎤

⎢
⎣

−−−= og tt
z

S ϕ
α

ϕϕ sincoscos
1

                                (4.23) 
⎡A ωπ

gdzie:   
1α

ωπ
ϕ o

o
t

=  

             
1α

ωπϕ t
=     dla   10 αω ≤≤ t  

              πϕ =         dla   21 2 απωα −≤≤ t  

[ ])(2 2
2

παω
α
πϕ −+= t      dla    πωαπ 2)2( 2 ≤≤− t                

Dla wyliczenia drogi Sd zakłada się, że dolna warstwa porusza się względem cieczy  

z prędkością vλ  (v – 1≤λgraniczna prędkość opadania ziarna,  - współczynnik). Przy 

tym założeniu: 

⎥
⎦

⎢
⎣

−−−= 11
1

1 sin)(coscos
2

ϕ
α

ϕϕ ttASd                              (4.24) 

gdzie: 

⎤⎡ ωπ

1

1
1

2
α
ωπ

ϕ
t

= , t1 – chwila, w której dolna warstwa zaczyna się poruszać do góry. 

Stopień rozluzowania jest zależny od amplitudy, częstości i rodzaju cyklu poprzez fazy 

1α  i 2α . Na rys. 4.11 podana jest zmiana stopnia rozluzowania dolnej warstwy łoża  

 ciągu jednego okresu dla cyklu sinusoidalnego (Witteveen i inni, 1993). w
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Rys. 4.11. Zmiana stopnia rozluzowania materiału w ciągu jednego cyklu  

(Witteveen i inni, 1993) 
 

W miejsce normalnego sinusoidalnego cykl

o podwójnej częstości, którego schemat przedstawiony jest na rys. 4.12. W trakcie trwa-

uchy pulsacyjne o większej częstości  

i mniejszej amplitudzie (Breuer i Jungmann, 1986).  

u stosuje się coraz częściej cykl  

nia strumienia wznoszącego wykonywane są r

 
Rys. 4.12. Cykl o podwójnej uer i Jungmann, 1986) 

 
częstości (Bre

Dzięki temu czas trwania stanu rozluzowania jest około czterokrotnie większy, 

Wartość średnia współczynnika rozluzowania w

poprawia się efekt stratyfikacji, co umożliwia obniżenie dolnej granicy wielkości zia-

ren, które można efektywnie rozdzielać. 

 czasie jednego cyklu jest równa: 

∫ ∫
−
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T t

t
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o

o
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SS
h
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T

dtt
T 0

2

1

1
)(1 θ

θθθ                               (4.25) 

gdzie: T – okres, t2 – chwila, w której górna warstwa zajmie położenie początkowe. 

Dla wyliczenia wartości średniej współczynnika rozluzowania można posłużyć się 

uproszczoną formułą, korzystając ze wzoru (4.20): 
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Z przytoczonych wzorów wynika, że średnie rozluzowanie rośnie ze wzrostem amplitu-

dy ruchu pulsacyjnego. Dla wpływu częstości ruchu pulsacyjnego istnieje optymalna 

wartość częstości, przy której stopień rozluzowania uzyskuje wartość maksymalną. 

 
Rys. 4.13. Poglądowa zależność średniej wartości współczynnika rozluzowania od 

względnej amplitudy (Samylin, 1976) 

 

 
zluzowania od Rys. 4.14. Poglądowa zależność średniej wartości współczynnika ro

względnej częstości pulsacji (Samylin, 1976) 

 
Na rysunkach 4.13 i 4.14 podane są poglądowe zależności wartości średniej 

współczynnika rozluzowania od względnej amplitudy

sacyjnego. Przy zbyt dużym wzroście częstości stopień rozluzowania maleje. 

 

 i względnej częstości ruchu pul-
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5. ARGUMENT ROZDZIAŁU PRZY

 

i ma wpływ między innymi prędkość opadania swobodnego ziarna. Odcinek 

drogi, jaki przebędzie ziarno w czasie trwani ny od prędkości 

opadania swobodnego. Z tego wzgl nego 

nastąpi rozsegregowanie ziaren wzd oż-

na, więc powiedzieć, że prędkość opadania swobodnego ziaren stanowi argument roz-

działu nadawy niejednorodnej pod względem właściwości fizycznych i geometrycznych 

w procesie rozdziału w osadzarce.  

Problemowi i metodyce obliczania 

nych zostało wiele prac (Finkey 192

1952, Akkerman 1966, Chrisiansen  Concha i Al-

mendra 1979, Heider i Levenspiel 1989,  

i Chhabra 1994, 1995, Nguyen i inn zis 2001, Meri-

nov 2001, Sztaba, 2004). W większości przytoczonych prac są to generalnie rzecz bio-

rąc me

f(Re, kształt 

ziarna),  co między innymi skutkuje zależnością prędkości opadania od kształtu ziarna.  

Akkerman (1996)  przedstawił półempiryczny wzór 

ziarna sferycznego od jego wielkości, którą później zastosował do aproksymacji analo-

 WZBOGACANIU  

    W OSADZARCE 

Jak zostało powiedziane w rozdziale 4 na stopień rozluzowania ziaren w łożu 

osadzark

a jednego cyklu jest zależ

ędu po pewnym czasie trwania ruchu pulsacyj

łuż osi pionowej według prędkości opadania. M

prędkości opadania swobodnego ziaren poświęco-

4, Laszczenko 1940, Olevskij 1953, Heiss i Coull 

 i Barker 1965, Bedran i inni 1976, 

 Briens 1991, Saha i inni 1992, Madhav 

i 1994, 1997, Tsakalakis i Stambolt

tody aproksymacyjno-obliczeniowe, w których dla wyliczenia prędkości opada-

nia wykorzystuje się empiryczne lub półempiryczne związki liczby Laszczenki 

ψ2Re=yL  z liczbą Reynoldsa i liczbą Archimedesa lub związki współczynnika oporu 

ψ z liczbą Laszczenki i liczba Reynoldsa. Zastosowanie tych metod do wyliczania pręd-

kości opadania swobodnego dla całego zakresu liczb Reynoldsa w funkcji własności 

geometrycznych i fizycznych ziarna, a następnie określenia rozkładu tej prędkości  

w próbce jest utrudnione ze względu na to, że prędkość opadania jest wyrażona przez 

liczbę Reynoldsa, której wartość jest zależna od prędkości ruchu ziarna. Ponadto, więk-

szość prac dotyczy ziaren sferycznych. Tymczasem współczynnik oporu ruchu ziarna  

ψz jest zależny zarówno od liczby Reynoldsa Re jak i kształtu ziarna: ψz = 

na zależność prędkości opadania 

gicznej zależności prędkości opadania dla ziaren nieregularnych. W swoim wywodzie 

posłużył się następującymi formułami: 
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0
22

0

3

)(
6

ρψρρπ dvgd
k=−                                                 (5.1) 

157,0
ReRe 22

kk
k

ψψ
30,1374,88

++=ψ                                            (5.2) 

( ) 2
0

0

3

6
ρ

ρρπψ −= gd
k                                              (5.3) 2Re

η

η
ρ0Re

dv
=gdzie: - liczba Reynoldsa, ρ – gęstość ziarna, ρo – gęstość cieczy, d – śred-

nica ziarna, v – graniczna prędko padania s  

dynamicznej cieczy, g – przyspieszenie ziemskie, ψk – współczynnik oporu dla kuli. 

 (5.2) i (5.3) do wzoru (5.1) i przekształceniu uzyskuje się  

na zależność prędkości opadania od wielkości ziarna następujący wzór: 

ść o wobodnego, η – współczynnik lepkości 

Po podstawieniu wyrażeń

33

2

ddCB +

Adv
+

=                                                    (5.4) 

gdzie:                                  gA
0

0

157,06 ρ
ρρπ −

⋅
=                                                   (5.5) 

( ) 00

2

6
157,0

74,88

ρρρπ
η

g
B

−
=                                                 (5.6) 

( ) 006
157,0

30,13

ρρρπ
η

g
C

−
=                                                (5.7) 

Współczynniki A, B i C wyrażone wzorami (5.5) – (5.7) są wyliczone dla ziaren kuli-

stych. Akkerm

ziaren 

ulisto kształtnych ziaren złota, z których wynika, że przedstawiony model 

(5.4) dość dobrze opisuje zależności empiryczne. W modelu wartości współczynników 

A, B i C są zależne od kształtu ziaren. Nie ma w nich jednakże jawnej 

an zastosował wzór (5.4) do określenia zależności prędkości opadania 

nieregularnych od średnicy sitowej ziarna przy czym współczynniki A, B i C wy-

liczane są na podstawie danych empirycznych. Na rys. 5.1 przedstawione są zależności 

prędkości opadania od średnicy sitowej ziarna dla kilku minerałów o ziarnach nieregu-

larnych oraz k

zależności od 

współczynników kształtu ziarna.    
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Jak pokazuje doświadczenie dla liczb Reynoldsa, z którymi mamy do czynienia w przy-

padku ruchu ziaren w osadzarce, wartości współczynnika oporu s

liczby Reynoldsa (Tsakalakis i Stamboltzis, 2001). 

ą stałe i niezależne od 

 
Rys. 5.1. Zależność prędkości opadania od średnicy sitowej ziaren mineralnych  

 
(Akkerman, 1966) 

 
Rys. 5.2. Zależność współczynnika oporu od liczby Reynoldsa dla ziaren galeny  

(Tsakalakis i Stamboltzis, 2001) 
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Rys. 5.3. Zależność współczynnika oporu od liczby Reynoldsa dla ziaren kwarcu   

(Tsakalakis i Stamboltzis, 2001) 
 

Na rys. 5.2 i 5.3 podane są zależności współczynnika 

ytuacji 

zględnić 

nanie ruchu ziarna opadającego w cieczy pod wpływem siły 

 

 

Na ści  

w zakresie liczb Reynoldsa Re > 5.102 działają następujące siły: 

1) Siła ciężkości: Q = ρVg                                                                                   (5.8)             

oporu od liczby Reynoldsa 

odpowiednio dla ziaren galeny i kwarcu. Jak wynika z tych rysunków dla liczb Rey-

noldsa większych od około 5 .102 wartość współczynnika oporu jest stała. W tej s

najwłaściwszą metodą określenia prędkości opadania swobodnego jest metoda wynika-

jąca z rozwiązania równania ruchu ziarna, w którym można w sposób jawny uw

wpływ kształtu ziarna na prędkość opadania. 

 

     5.1. Rów

            ciężkości i graniczna prędkość opadania

 ziarna nieregularne poruszające się w wodzie pod wpływem siły ciężko

2) siła wyporu: Fw = ρoVg                                                                                    (5.9) 

3) siła oporu dynamicznego ośrodka określona wzorem Newtona: 

SvP tz 02
ρψ−=                                                        (5.10) 21
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gdzie: V – objętość ziarna, vt – prędkość chwilowa ruchu ziarna, ψ  – współczynnik 

oporu dla ziarna, S – powierzchnia rzutowa ziarna na p

run r

z

łaszczyznę prostopadłą do kie-

ku uchu, (pozostałe oznaczenia jak wyżej). Wyrażenie 2
02

1 vρ  - przedstawia ciśnie-

rodynamiczne cieczy. nie hyd

W związku z tym równanie ruchu ziarna w kierunku pionowym będzie następujące: 

( ) SvVg
dt
dv 1V tz

2
00 2

ρψρρρ −−=                                       (5.11) 

Równanie (5.11) po przekształceniu przyjmuje postać: 

2
tbva

dt
dv

−=                                                         (5.12) 

gdzie: ga
ρ

= ,   ρρ 0−
V

b
ρ2

= . 

Równanie (5.12) jest znane jako równanie Riccatiego (Leja, 1971). Równanie to m

Sz ρψ 0

ożna 

rozwiązać przez kwadratury i jego rozwiązanie jest następujące (Ponomariev, 1973):  

( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎜
⎜
⎝

t
V

h z
2

00

2ρ
                   (5.13) 

Następująca granica: 

⎞⎛ −−
==

Sg
tg

S
Vg

tabtgh
b
av

z
t

0

02 ρρρψ
ρψ
ρρ

 

( )
v

Sz
tt ∞→

0ρψ

przedstawia ogólny wzór na graniczną prędkość opadania swobodnego ziarna. Jego 

szczegółowa postać w odniesieniu do ziaren

Vg
v =

−
= 02

lim
ρρ

                                           (5.14) 

 nieregularnych musi uwzględniać kształt 

ziarna, charakteryzowany współczynnikami kształtu oraz wartość współczynnika oporu. 

O tym będzie mowa w następnym podrozdziale. 
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5.2. Współczynnik oporu dla kuli 

się z prędkością v. Siłę tę Finkey policzył etapami. W pierwszym etapie 

wyliczył siłę działającą na płaski krążek usytuowany w płaszczyźnie prostopadłej do 

kierunku strumienia cieczy (rys. 5.4). Wartość tej s

5.2.1. Współczynnik oporu według metodyki Rittingera i Finkeya 

 

Dla wyliczenia współczynnika oporu Rittinger, a później Finkey (Finkey, 1924) 

wyliczył siłę działającą na nieruchomą kulę ze strony jednorodnego strumienia cieczy 

poruszającego 

iły jest równa: 

22
02

1SP = vSv αρ =                                               (5.15) 

gdzie: 0
1 ρα = , S – 
2

powierzchnia płaszczyzny krążka. 

                                                           
Rys. 5.4. Siła działająca na płaski krą-
żek

Rys. 5.5. Siła działająca na płaski krą-
                       

 prostopadły do strumienia cieczy 
(Finkey, 1924)                                   

żek nachylony pod kątem φ  
(Finkey, 1924)

 

Z kolei wartość składowej siły prostopadłej do p

tworzy z kierunkiem strumienia kąt φ (rys.5.5) jest równa: 

                             (5.16) 

W następnym etapie liczy się wartość siły działają

łej siły, działającej na 

lementarny fragment powierzchni bocznej w kształcie trójkąta a1a2O (rys.5.6) jest 

wna:  

owierzchni krążka, którego płaszczyzna 

ϕα sin' 2vSP =                           

cej na powierzchnię boczną stożka  

o kącie rozwartości 2φ, którego oś jest równoległa do kierunku strumienia cieczy n 

(rys.5.6). Zgodnie ze wzorem  (5.16) wartość składowej prostopad

e

ró

βϕαϕα dhrvdSvdP
2

sinsin' 2
1

2 ==                                     (5.17) 
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przy czym βhrddS
2
1

1 =  jest powierzchnią elementarnego trójkąta a1a2O, h – wysoko-

ą trójkąta (długość tworzącej stożka), r – promieniem podstawy stożka, a dβ – kątem 

ierzchołkowym trójkąta a1a2O. 

kładowa równoległa do kierunku strumienia cieczy  jest równa (rys. 5.6): 

ści

w

S

βϕαϕ dhrvdPdP
2

sinsin' 22==                                        (5.18) 

Wobec tego si ię boczną stożka jest równa: ła działająca na całą powierzchn

∫ == ϕαβϕα 2222 sin
2

sin vdvP
π

π
2

0

rhhr                                   (5.19) 

 
Rys. 5.6. Siła oporu działająca na powier

 

U

zchnię boczną stożka (Finkey, 1924) 

względniając, że 
h
r

=ϕsin  (rys.5.6) oraz Sr =2π (pole powierzchni podstawy 

stożka) wzór (5.19) przyjmuje kształt:  

ϕα sin2vSP =                                                       (5.20) 

W ostatnim etapie dla wyliczenia siły naporu hydrodynamicznego ośrodka działającego 

na kulę wykorzystuje się wzór (5.20). Na rys. 5.7 przedstawiona jest kula o promieniu r, 

na którą w kierunku n działa strumień cieczy. Stycznie do powierzchni kuli wykreślono 

stożek a1b1O2 o promieniu podstawy ρ, kącie rozwartości φ i osi równoległej do kierun-

ku strumienia oraz drugi stożek abO2 o tym samym kącie rozwartości oraz promieniu 
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podstawy ρ + dρ. Odległość pomiędzy płaszczyznami podstawy obu stożków jest wiel-

kością nieskończenie małą. Można, więc z dobrym przybliżeniem założyć, że siła dzia-

łająca na wycinek powierzchni kuli a’a1b1b’ jest rów

wierzchni bocznej stożka aa1b1b. Siła ta z dokładnością do nieskończenie małej wyż-

ę

yraża się następującym wzo-

na sile działającej na wycinek po-

szego rz du jest równa różnicy sił działających na powierzchnię boczną stożka abO2 

oraz stożka a1b1O2 (rys.5.7) i zgodnie ze wzorem (5.20) w

rem:  

( ) ρρϕπαϕπραϕρρπα dvvdvdP sin2sinsin 22222 =−+=                   (5.21) 

Uwzględniając, że 
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Rys. 5.7. Siła działająca na po- 
 wierzchnię kuli (Finkey, 1924) 

r
ρϕ =cos  (rys.5.7) oraz 221sin ρϕ −= r

r
 wzór (5.21) przekształ-

ci się do postaci: 

ρρρπα dr
r

vdP 22
22

−=                                             (5.22) 

Promień podstawy stożka ρ zmienia się w przedziale (0, r). Wobec tego siła całkowita 

działająca na powierzchnię półkuli ABC (rys.5.7) jest równa:  

∫ −= dr
r

vP
0

22
22 ρρραπ                                              (5.23) 

r

3

3
1 r Sr =2π (powierzchnia . Po uwzględnieniu, że Wartość powyższej całki jest równa 

rzutowa kuli), oraz 05,0 ρα =  wartość siły oporu hydrodynamicznego dla kuli jest 

równa:  

 

SvP 023
ρ⋅=                               (5.24) 

Z porównania powyższego wzoru ze wzorem 

(5.10)  wynika, że współczynnik oporu dla kuli 

według obliczeń Finkeya jest równy 

212

3
2

=kψ .  

Rittinger w swoich obliczeniach przeprowadzo-

nych według analogicznego schematu uzyskał war-

tość 5,0=kψ . Zdaniem Finkeya, Rittinger popełnił 

błąd w swoich obliczeniach (Finkey, 1924). 
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5.2.2. Współczynnik oporu z uwzględ eniem warstwy przyściennej 

Dla ruchu kuli przy dużych liczbach Reynoldsa pole ruchu cieczy można podzie-

lić na dwa obszary: zewnętrzny, w którym można założyć, że siły tarcia są pomijalnie 

małe (η = 0) oraz wewnętrzny blisko powierzchni, w którym siły tarcia muszą być 

uwzględnione (Batchelor, 1967). Blisko powierzchni kuli, na skutek sił tarcia będzie 

miało miejsce przylepianie się cieczy do powierzchni kuli. Efektem tego będzie po-

wstawanie warstwy granicznej (przyściennej), w której prędkość cieczy zmienia się od 

wartości odpowiadającej warunkowi przylegania do powierzchni kuli do wartości od-

powiadającej ruchowi bez tarcia (Prandtl, 1956). Grubość warstwy granicznej je

ni

 

st tym 

mniejsza im mniejsza jest lepkość cieczy. Jeżeli grubość warstwy granicznej jest równa 

δ to siła tarcia ft przypadająca na jednostkę objętości warstwy będzie rzędu: 

2:~
δ
ηδ

δ
η vSvS

V
F

f t
t ==                                             (5.25) 

gdzie: v – prędkość cieczy w warstwie granicznej, t  

obję

Z kolei wartość siły bezwładności przypadająca na jednostkę objętości jest rzędu: 

 F  - całkowita siła tarcia, 

V = δ .S – tość warstwy granicznej, S – powierzchnia warstwy granicznej. 

r
v
rtdt

fb
00

00 ~~~
θ

ρρ=                                         (5.26) vvvdv 2ρρ

gdzie: 
dt
dv r – promień kuli, θ – kąt 

ierzony od punktu wejścia na przedniej powierzchni kuli do punktu oderwania war-

stwy p

- przyspieszenie cieczy w kierunku opływu kuli, 

m

rzyściennej (rys.5.8). Wewnątrz warstwy granicznej siły tarcia są porównywalne 

z siłami bezwładności. Czyli:  

2

2
0 ~

δ
ηρ v

r
v

                                                        (5.27) 

skąd: 

v
r

0

~
ρ
ηδ      oraz      

Re
1~

0

=
rvr ρ

ηδ                                       (5.28) 

Można więc napisać, że:  
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Re
0δδ

=
r

                                                         (5.29) 

gdzie: 
η

ρ rv0Re = - liczba Reynoldsa, δ0 – stała.  

 
Rys. 5.8. Model kuli z warstwą przyścienną (Concha 

 

wać j

mieniu a = R + δ poruszający się ze stałą prędkością w nielepkiej cieczy (Abraham, 

ę o promieniu 

i Almendra, 1979) 

Kulę wraz z warstwą przyścienną można potrakto ako nowy obiekt o pro-

1970). Wówczas zgodnie ze wzorem Newtona siła oporu działająca na kul

R jest równa: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+== 2

0
2

2
2

0
22

0
2

2
11

2
1

2
1 vr

r
CvrCvRCP ρπδρδπρπ             (5.30) 

Zgodnie z definicją współczynnik oporu jest równy (Concha i Almendra, 1979): 

2

22
0

1
1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==

r
C

rv

P
k

δ

πρ
2

ψ                                              (5.31) 

Po uwzględnieniu (5.29) na współczynnik oporu dla kuli otrzymuje się wyrażenie: 

2
01 ⎟

⎞
⎜
⎛

+=
δ
Re ⎟

⎠
⎜
⎝

ψ C                                                    (5.32) k
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Stała C wyliczona przez Conchę i Almendrę (1979) jest równa C = 0,284, natomiast  

δ0 = 9,06 (Mc Donald 1954, za Concha i Almendra, 1979). W związku z tym zależność 

współczynnika oporu dla kuli od liczby Reynoldsa wyraża się wzorem: 

2

Re
06,91284,0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=kψ                                                (5.33) 

Na rys. 5.9 przedstawiona jest zależność ψk(Re) wykreślona według zależności (5.33) 

wraz z punktami empirycznymi (Abraham, 1970). Wyliczona według tej zależności 

wartość ψk(Re=1000) = 0,46. Jest to więc wartość bliska wartości podanej przez Rittin-

gera i znacznie odbiega od wartości podanej przez Finkeya. 

 
Rys.5.9. ależność współczynnika oporu od liczby Reynoldsa dla kuli (Abraham, 1970) 

 

 

5.2.3. Empiryczne z

 Z

ależności współczynnika oporu kuli od liczby 

ldsa 

cą zależność empiryczną 

          Reyno

 

   Flemmer i Banks (1986) zaproponowali następują

współczynnika oporu dla  kuli od liczby Reynoldsa (dla Re < 3 .105): 

E
k 10

Re
⋅=

24ψ                                                        (5.34) 

przy czym: 
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( )2
431,0369,0

Relg1
124,0Re105,0Re261,0

+
−−=E                (5.35) 

Wartość wsp

               

ółczynnika oporu dla Re = 1000 wyliczona według wzorów (5.34) i (5.35) 

jest równa: ( ) 442,01000Re ==kψ . 

 
Rys. 5.10. Empiryczna zależność współczynnika oporu od liczby Reynoldsa (Haider  

i Levenspiel, 1989) 
 

Haider i Levenspiel (1989) po analizie uzyskanych dotychczas zależności 

współczynnika oporu od liczby Reynoldsa dla ziaren sferycznych i niesferycznych za-

proponowali ogólną zależność, która dla ziaren sferycznych ma postać:  

( )
Re

1
Re1

Re
24

D
CA B

k

+
++=ψ                                             (5.36) 

przy czym parametry tej zależności A,B,C i D są wyliczone metodą najmniejszych kwa-

dratów na podstawie danych empirycznych. Wykorzystując pr bk  lic ności 408 

punktów doświadczalnych uzyskali dla kuli w zakresie liczb Reynoldsa Re < 2,6 10  

następującą zależność (Haider i Levenspie

ó ę o z
. 5

l, 1989): 

( )
Re

95,68801Re +

4251,0Re1806,0124 6459,0 ++=kψ                                  (5.37) 
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Zależność (5.36) wraz z weryfikacją empiryczną pod

 zależności (5.3 w

nks, 1986) dla liczb Reynoldsa z przedziału 

10  podają stałą wartość współczynnika oporu dla kuli ψk = 0,44.  

Analiza wartości współczynników oporu uzyskanych na podstawie wzorów analitycz-

nych i empirycznych skłania do przyjęcia jako wartości najbardziej wiarygodnej:  

ψk = 0,46. 

Ta wartość będzie używana w dalszej części pracy. 

 

5.3. Współczynniki kształtu ziarna i współczynnik oporu dla ziarna  

       niesferycznego 

 

 W wyrażeniu (5.14) na graniczną prędkość opadania ziarna nieregularnego za-

warte są: współczynnik oporu ziarna ψz, objętość ziarna V  oraz powierzchnia rzutowa 

ziarna S. Dla scharakteryzowania tych wielkości stosuje się następujące miary wielkości 

• średnicę zastępczą dz, która jest śred icą kuli o objętości równej objętości ziarna 

ana jest na rys. 5.10. Wyliczona 

według 6) artość współczynnika oporu ψk(Re = 1000) = 0,453. 

Perry i Chilton (1973 za Flemmer i Ba
. 51000<Re<2

ziarna: 

n

V według zależności:  

3
6
π
Vd z=                                                           (5.38) 

• średnicę projekcyjną dp, która jest równa średnicy koła o powierzchni równej 

powierzchni rzutowej ziarna S, czyli: 

π
Sd p

4
=                                                           (5.39) 

• średnicę sitową ziarna ds, która jest średnią arytmetyczną dolnej i górnej granicy 

klasy ziarnowej. 

Współczynnik oporu ziarna jest związany ze współczynnikiem oporu kuli w newtonow-

skim zakresie pson i Clark 1991, Gan-

ser, 1993): 

ψz  = k2 ψk                                                           (5.40) 

liczb Reynoldsa następującą zależnością (Thom
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gdzie: k2 jest dynamicznym lub newtonowskim współczynnikiem kształtu ziarna. Po-

nieważ dla kuli ψk = 0,46, w związku z czym:  

ψz = 0,46 k2                                                         (5.41) 

Zatem współczynnik oporu ziarna jest zależny od kształtu ziarna. Im bardziej nieregu-

larne jest ziarno tym większa jest siła oporu. 

Ganser (1993) podał następującą statystyczną zależność dynamicznego współczynnika 

kształtu od współczynnika sferyczności ziarna φ : 

                                                  (5.42) 

Wyrażenie (5.42) według Gansera można stosować dla ziaren o dowolnym kształcie, 

przy cz

( ) 5743,0log8148,1
2 10 φ−=k

ym współczynnik sferyczności jako miarę kształtu ziarna definiuje się następu-

jąco (Wadell, 1934, za Heiss i Coull, 1952): 

v

S

k

z

A
A

d
d

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 2

2

φ                                                    (5.43) 

gdzie: dk – średnica kuli o powierzchni równej powierzchni ziarna, A- powierzchnia 

ziarna, As – powierzchnia kuli o objętości równej objętości ziarna. 

Ze względu na trudność pomiaru powierzchni ziarna Wadell proponuje aproksymację 

współczynnika sferyczności przez współczynnik kolistości albo cyrkularności, wylicza-

ny z pomiarów na płaszczyźnie i zdefiniowany następująco: 

szC ⎠⎝

gdzie: C

c
Ck ⎟⎟

⎞
⎜⎜
⎛

=≅φ                                                    (5.44) 

równym

ę następują-

ce wyrażenie: 

z – obwód powierzchni rzutowej ziarna, C – obwód koła o polu powierzchni 

 polu powierzchni rzutowej ziarna.  

Jeżeli do wzoru (5.14) podstawi się  za ψz, V  i S odpowiednie wyrażenia ze wzorów 

(5.41), (5.38) i (5.39) na prędkość opadania ziarna niesferycznego uzyska si

2

3

33,5
kd

d
xv

p

z=                                                   (5.45) 
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gdzie: 
0

0

ρ
ρρ −

=x  - zredukowana gęstość ziarna. 

Dla ziarna sferycznego dz = dp = d oraz k2 = 1 w związku z czym prędkość opadania 

wyraża się wzorem: 

dxv 33,5=                                                     (5.46) 

Heywood (1937, za Heiss i Coull, 1952) proponuje określenie objętości ziarna poprzez 

objętościowy współczynnik kształtu k1H  według wzoru: 

                                                        (5.47) 

W tej pracy objętościowy współczynnik kształtu k1 określono z analogicznego wyraże-

nia: 

3
1 pH dkV =

6

3

1
pd

kV
π

=                                                        (5.48) 

Po podstawieniu do wzoru (5.14) za ψz, S i V wyrażeń ze wzorów (5.41), (5.39) i (5.48) 

na prędkość opadania ziarna nieregularnego uzyskuje się wzór: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

133,5
k
kdxv p                                                (5.49) 

Wzory (5.46) i (5.49) zostaną zastosowane w rozdziale 10 do wyznaczenia rozkładów 

prędkości opadania ziaren sferycznych i nieregularnych.  
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6. KRZYWA ROZDZIAŁU I JEJ OPIS FUNKCJAMI  

    ZMIENNEJ LOSOWEJ  

 

 

orze roboczej osadzarki. Loso-

 od punktu do punktu. Tak jak w rachun-

ku prawdopodobieństwa definiuje się liczbę rozdziału, czyli prawdopodobieństwo tra-

fienia ziaren do określonego produktu rozdziału. Dla odpadów liczba rozdziału wyraża 

się wzorem:  

6.1. Empiryczne modele funkcji rozdziału 

Wzbogacanie w osadzarce jak każdy proces masowy jest procesem losowym,  

w którym można mówić jedynie o prawdopodobnym zachowaniu się ziarna o określo-

nych własnościach fizycznych i geometrycznych w kom

wość procesu wynika z faktu, że obok oddziaływań sprzyjających rozdziałowi (upo-

rządkowaniu) na warstwy o różnych własnościach istnieją oddziaływania burzące ten 

porządek, których wielkość może się zmieniać

f

o

n
n

T =ρ                                                           (6.1) 

gdzie:  - liczba rozdziału dla ziaren o gęstości ρ, no – liczba ziaren o gęstości ρ trafia-

jąca do odpadów, nf – liczba ziaren o tej gęstości w nadawie. 

Wzór (6.1) przedstawia więc prawdopodobieństwo trafienia ziarna o gęstości ρ do od-

padów. Zależność liczby rozdziału od gęstości ziarna przedstawia funkcję rozdziału,  

a jej graficznym obrazem jest krzywa rozdziału. Pierwszy Trom (1937) zastosował tę 

for o-

przez anal  

reślania liczb rozdziału (Napier-Munn, 1985, Ciok i inni, 

1978 a,b). 

Dla ciągłego rozkładu gęstości funkcję rozdziału dla odpadów przedstawia następujące 

ρT

p 

mę do analizy procesów rozdziału. Empirycznie liczby rozdziału wyznacza się p

izę densymetryczną nadawy oraz produktów rozdziału. Znane są również 

metody znacznikowe dla ok

wyrażenie (Sztaba, 1956 a,b):   

)(
)(

(
ρf

T )
ρ

γρ
f
o

o=                                                  (6.2) 

gdzie:  oγ  - wychód odpadów, fo(ρ) – funkcja gęstości rozkładu gęstości ziaren w odpa-

dach, f(ρ) – n

 ziaren o gęstości ρ w odpadach.  

 fu kcja gęstości rozkładu gęstości w nadawie. 

Jest to zatem funkcja uzysku
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Na przestrzeni kilkudziesięciu lat funkcję rozdział

zmiennych losowych. Przez analogię z prawem rozkładu losowych błędów pomiaru 

ć funkcją gęstości rozkładu 

u przybliżano rozmaitymi funkcjami 

rozproszenie ziaren o danej gęstości ρ wokół wartości najbardziej prawdopodobnej 

przyjęło się za Trompem (1937) i Terrą (1938) przybliża

normalnego:  

( )[ ]22exp)( rr
r hht ρρρ −−=                                
π

           (6.3) 

gdzie: t(ρ) – funkcja rozproszenia, ρr – gęstość rozdziału, hr – parametr funkcji prawdo-

dności 

rzez funkcję rozproszenia według następującej zależno-

ści (Budryk, 1949 a,b, Krzywda, 1961, Hughes, 1967): 

podobieństwa będący miarą dokła rozdziału.  

Funkcja rozdziału wyraża się p

( )[ ]∫ ∫
∞− ∞−

−−=
ρ ρ

ρρρρρ dhhdtT rr
r 22exp)()(                            (6.4) 

Wed

=
π

ρ

ług wzorów (6.3) i (6.4) wielkość ρr interpretuje się jako gęstość ziaren, które sta-

Przedstawiony powyżej model funkcji rozdziału jest jednym z wielu modeli empirycz-

nych najczęściej stosowanych w analizie wyników rozdzi

w: Weibulla, Gatesa-Gaudina-Schuhmanna, log-normalnego 

 

i

w powyższych modelach jest gęstość ziarna. Znane są modele z zastosowaniem funkcji 

ładu dwumianowego, w których argumentem rozdziału jest 

tosunek gęstości ziarna do gęstości rozdziału 

tystycznie w połowie trafiają do odpadów, a w połowie do koncentratu. Wielkość ta 

stanowi jeden z parametrów oceny wyników rozdziału na podstawie krzywej rozdziału.  

ału we wzbogacalnikach gra-

witacyjnych. Asymetria  funkcji rozdziału wyrażonej wzorem (6.4) jest równa 0. Jest to 

więc rozkład symetryczny. W praktyce analizy wyników rozdziału stosowano również 

asymetryczne funkcje rozkładu zmiennych losowych. Do najczęściej stosowanych nale-

żą funkcje rozkładó

(Tarjan, 1974) oraz funkcje arctg, tgh oraz funkcja logistyczna (Reid i inni, 1985, Paul 

 inni, 1998) i dystrybuanta rozkładu beta (Paszkowska, 1985). Argumentem rozdziału 

rozkładu Weibulla oraz rozk

rρ
ρs  (Gottfried i Jacobsen, 1977, Gott-

ried, 1978, 1981, Fallon i Gottfried, 1985, Jowett, 1986). Po takiej transformacji krzy-

e rozdziału wykreślone dla różnych wartości gęstości rozdziału można sprowadzić do 

dnej krzywej. Wszystkie wymienione powyżej modele funkcji rozdziału są modelami 

wuparametrowymi. Znane są również modele o trzech, czterech i pięciu parametrach 

f

w

je

d
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(Tamilmani i Kapur, 1986, Mohanty i inni, 2002). Każdy model procesu czy zjawiska 

st tym lepszy, im mniej zawiera parametrów przy tej samej dokładności dopasowania 

o zależności empirycznej. W związku z tym można powiedzieć, że modele dwupara-

etrowe są z zasady lepsze od modeli zawierających więcej niż dwa parametry.  

ierwszą próbą unifikacji modeli funkcji rozdziału dla procesu klasyfikacji były bada-

(1976 a,b). Na podstawie założonych własności funkcji 

łu dla klasyfikacji doszedł on do wniosku, że ogólna postać tej funkcji dla wy-

wu wyraża się wzorem:  

je

d

m

P

nia teoretyczne Trawinskiego 

rozdzia

le

)(
11)(
xQ

xT −=                                                      (6.5) 

gdzie: 
rd

dx = , d – średnica ziarna, dr – średnica podziałowa, natomiast funkcja Q(x)

powinna spełniać następujące warunki: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∞→∞
=
=

=
xdla
xdla
xdla

xQ 12
01

)(  

Przyjmując dla Q(x) funkcje wykładnicze, stożkowe i trygonometryczne uzyskuje dla 

funkcji rozdziału różne postacie funkcji wykładniczych, potęgowych i arctg.  

 

6.2. Modelowe ujęcia postaci funkcji rozdziału 

 

Dotychczas rozpatrywane podejścia nie mają uzasadnienia teoretycznego.  

Tichonov (1968, 1973) na gruncie równań transportu dowiódł zasadność stosowania 

dystrybuanty rozkładu normalnego dla funkcji rozdziału przy założeniu, że rozkład gę-

stości ziaren w nadawie jest rozkładem jednorodnym. Funkcja rozdziału dla odpadów 

przy powyższym założeniu ma następującą postać:  

 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−Φ+= r

o

m

D
fzg

T ρρ
ψ

ρ
ρ

)(2
2
1

2
1)(                                      (6.6) 

gdzie: Φ  - całka prawdopodobieństwa, g – przyspieszenie ziemskie, 2zm – wysokość 

łoża osadzarki, D – współczynnik dyfuzji, oψ  - współczynnik oporu. 

Podejście Tichonova pozwoliło na uzależnienie funkcji rozdziału, jak również wskaźni-

ków dokładności rozdziału (o których będzie mowa w dalszej części rozdziału) od wy-
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sokości łoża osadzarki, rozkładu gęstości ziaren w nadawie, współczynnika oporu oraz 

współczynnika dyfuzji turbulentnej. Nie ma w równaniu (6.6) parametrów, które nie 

mają interpretacji.  

Drugim znanym fizykalnym podejściem do konstrukcji funkcji rozdziału jest model 

fizyczno-probabilistyczny Zapały (1987, 1994). Oparł się on na hipotezie Gaudina  

o wpływie przyspieszenia ruchu ziaren na proces rozdziału w osadzarce. Ponieważ za-

leżność prędkości opadania ziarna od czasu w ruchu turbulentnym wyraża się przez 

funkcję tgh (wzór 5.13) przyjął dla funkcji rozproszenia pochodną funkcji tgh (przy-

spieszenie jako pochodna prędkości), czyli funkcję: 

( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⋅=

wM
VM

Vt
ρρ

ρ
ρρ

ρρ

)(
)(2cosh

1
)(
)()(

2

                                   (6.7) 

gdzie: ρw – gęstość warstwy wzbogacanego materiału, 
)(
)(

ρ
ρ

M
V  - objętość zajmowana 

przez jednostkę masy frakcji elementarnej o gęstości ρ w łożu osadzarki.  

Wielkość 
)(
)(

ρ
ρ

M
V  określa rozluzowanie ziaren w trakcie procesu wzbogacania.  

Na podstawie wzorów (6.4) i (6.7) funkcja rozdziału po przekształceniach ma następu-

jącą postać: 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+= r

pE
tghT ρρρ

2
3ln

2
1

2
1)(                                          (6.8) 

gdzie: Ep - rozproszenie prawdopodobne. 

Parametrami funkcji rozdziału wyrażonej wzorem (6.8) są: gęstość rozdziału oraz roz-

proszenie prawdopodobne stosowane jako wskaźniki rozdziału w procesach wzbogaca-

nia.  

Kolejnym fizycznym modelem funkcji rozdziału stosowanym w procesie wzbogacania  

w cieczy ciężkiej jest model termodynamiczny oparty na rozkładzie Boltzmanna  

(Brożek i Turno, 2004, 2005). Analityczna postać funkcji rozdziału wyraża się wzorem: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
−+

=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−

−+

=

p

r

poco

r

E
dg

vcvk
dgk

T
)(3lnexp1

1

)(
)(exp1

1)(

22
2

1 ρρ
ρρ

ρρ
ρ                  (6.9) 
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gdzie: k1 i k2 – odpowiednio objętościowy i dynamiczny współczynnik kształtu ziarna, 

c i vp – odpowiednio prędkość średnia kwadratowa turbulentnego ruchu cieczy oraz 

iarna, ρo – gęstość cieczy, 

v

z ρ  - średnia gęstość wzbogacanych ziaren, co – koncentracja 

bjętościowa ziaren w komorze wzbogacalnika.  

 modelu tym rozproszenie prawdopodobne jest funkcyjnie uzależnione od własności 

eometrycznych ziaren oraz warunków pracy wzbogacalnika.  

dynym jak dotychczas modelem funkcji rozdziału, której argumentem jest graniczna 

rędkość opadania ziarna jest model podany przez Sztabę (1956 a,b). Dla wylewu ma 

ona po

o

W

g

Je

p

stać: 

( )
∫
∞−

⎤⎡ −
−=

v
k dv

vv
vT

2

exp1)(                                       (6.10) 

gdzie:  graniczna prędkość klasyfikacji,  

⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣

222 σπσ

v – graniczna prędkość opadania ziarna, vk –

σ  - odchylenie standardowe zmiennej v będącej miarą rozproszenia ziaren. 

óżniczkową postać funkcji rozdziału lub funkcji rozproszenia ziaren przy po-

 

6.3. Krzywa rozdziału jako transformata całkowa 

 

 R

dziale na koncentrat i odpady na poziomie z można zapisać wzorem ogólnym:  

ρ
ρ

ρ
d

zdT
zt

)(
)( =                                                      (6.11) 

gdzie: )( zT ρ - warunkowe prawdopodobieństwo trafienia ziarna o gęstości ρ do odpa-

dów pod warunkiem, że próg rozdzielczy znajduje się na poziomie z.  

Iloczyn )( zt ρ przedstawia prawdopodobieństwo, że ziarno o gęstości ρ  znajdzie się  

w warstwie ),( dzzz +  łoża osadzarki lub jest to ułamek całkowitej ilości ziaren o gę-

stości ρ , które trafiły do warstwy ),( dzzz + . 

Znajomość funkcji )( zt ρ  ma istotne znaczenie praktyczne, gdyż z jednej strony cha-

rakteryzuje urządzenie rozdzielcze, a z drugiej strony stwarza możliwość prognozowa-

nia wyników rozdziału przy znanej charakterystyce nadawy. 

 Jeżeli funkcja )(ρf przedstawia częstość rozkładu gęstości ziaren nadawy, wówczas 

iloczyn dzdzgdfdzzt ρρρρρ ),()()( =⋅  przedstawia wychód ziaren frakcji 
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),( ρρρ d+  (mierzony w stosunku do całej nadawy) znajdujących się w warstwie 

),( dzzz + .  Następujące wyrażenie: 

∫=
max

min

)()()(
ρ

ρ

ρρρ dfztdzdzzg                                          (6.12) 

przedstawia wychód produktu rozdziału zawartego w warstwie  ),( dzzz + . Przy roz-

dziale na dwa produkty wychód produktu ciężkiego (odpadów w przypadku węgla) bę-

dzie równy: 

∫ ∫ ∫==
r rz z

rc dfztdzdzzgz
0 0

max

min

)()()()(
ρ

ρ

ρρργ                                (6.13) 

gdzie: zr – położenie progu rozdzielczego. 

Powyższa zależność pozwala prognozować wyniki rozdziału i stwarza możliwość ste-

rowania procesem w zależności o żądanej jakości produktów. 

 
6.4. Ocena dokładności rozdziału 

 
W przypadku idealnego wzbogacania kopalin rozdział na produkty dokonuje się

według ściśle określonej granicy rozdziału, którą jest np. gęstość ziaren surowca. Wów-

czas ziarna o gęstości mniejszej trafiają do koncentratu, a ziarna o g

 

ęstości większej do 

ść  

t ziaren, porowatość, wzajemne oddzia

 obciążenie nadawą, zbyt duża lub zbyt mała ilość podawanej wody do ko-

 

ów rozdziału, w których 

kach 6.1 i 6.2 podane są poglądowe 

krzywe rozdziału dla odpadów odpowiednio dla procesu rzeczywistego i idealnego.  

Na rys. 6.1 zaznaczono wartości gęstości rozdziału 

odpadów (w przypadku węgla). Jednakże w warunkach przemysłowych jest to prak-

tycznie niemożliwe do zrealizowania, gdyż na ostateczny wynik rozdziału, poza różni-

cami w gęstościach ziaren, wpływają takie parametry jak: zróżnicowana wielko

i kształ ływania mechaniczne między ziarnami, 

turbulencja,

mory roboczej osadzarki i wiele innych. Wszystkie te czynniki powodują, że ziarna  

o ściśle określonej gęstości nie są skoncentrowane w odpowiedniej warstwie. W wyniku 

rozproszenia trafiają do warstw, a w konsekwencji do produkt

nie powinny się znajdować obniżając w ten sposób dokładność separacji.  

Do analizy efektywności rozdziału służą wskaźniki rozdziału. Najbardziej rozpo-

wszechnionymi i najczęściej stosowanymi wskaźnikami oceny dokładności rozdziału są 

wskaźniki oparte o krzywe rozdziału. Na rysun

rρ  (lub 50ρ ), 25ρ  i 75ρ . Gęstość 
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rozdzia  jest gęstością takich ziaren, które statystycznie w po wie trafiają do odpa-

w, a w połowie do koncentratu, czyli )50(

łu ło

dó == Tr ρρ . Analogicznie definiuje się gę-

stości 25ρ  i 75ρ .  Wskaźnikami dokładności rozdziału wyznaczanymi z krzywej roz-

działu są: 

• rozproszenie prawdopodobne Ep - zdefiniowane jako (Stępiński, 

1964):  

2
)25()75( =−=

=
TTE p

ρρ                                        (6.14) 

gdzie: 75)75( ρρ ==T  i 25)25( ρρ ==T  - stanowią odczytane z krzywej rozdziału war-

tości g ś zędnych odpowiednio 75% i 25%.  ęsto ci dla r

 

 
Rys. 6.1. Poglądowa krzywa rozdziału dla wzbogacania grawitacyjnego (Sztaba, 2003) 

 

Rozproszenie prawdopodobne Ep ok

kim samym prawdopodobieństwem przekroczona, jak i nie przekroczona przez po-

nej frakcji o określonej gęstości. Im war-

ału idealnego Ep = 0 

(rys. 6.2), 

reśla granicę gęstości, która może być z ta-

szczególne ziarna przy rozproszeniu elementar

tość Ep jest mniejsza, tym rozdział jest dokładniejszy. Dla rozdzi
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Rys. 6.2. Krzywa rozdziału dla separacji id

 
ealnej 

• imperfekcja I - wskaźnik porównawczy dla różnych gęstości rozdziału, 

wyrażony w postaci (Mayer, 1967): 

1−
= pE

I
ρ

                                                           (6.15) 
r

lub (Jowett, 1986, Gottfried i Jacobsen, 1977): 

r
I

ρ
=                                                              (6.16) pE

 
Rys. 6.3. Zale ji od wydajności właściwej (Samylin, 1976) 

 

ją są zależne od wydajności proce-

su, rodzaju cyklu pulsacji, zawartości ziaren w nadawie poniżej 1 mm, własności geo-

żność imperfekc

Rozproszenie prawdopodobne oraz imperfekc
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metrycznych ziaren oraz rozkładu gęstości ziaren w nadawie. Na rys. 6.3 podana jest 

ależność imperfekcji od wydajności właściwej mierzonej na jednostkę powierzchni 

ża osadzarki. Ze wzrostem wydajności, jak wynika z rys. 6.3 imperfekcja rośnie, czyli 

mniejsza się dokładność rozdziału. Wynika to z faktu, że ze wzrostem wydajności 

zmniej nia  

i przez to rośnie koncentracja objętościowa ziaren w komorze roboczej osadzarki.  

z

ło

z

sza się czas trwania rozdziału jak również zmniejsza się stopień rozluzowa

Dla oceny wpływu rozkładu gęstości ziarna w nadawie na imperfekcję Belugu i inni 

(1959, za Samylin, 1976) podał następującą zależność empiryczną: 

αtgII o 021,0+=                                                (6.17) 

gdzie: Io – charakterystyczna dla danej osadzarki wartość imperfekcji, 
ρ

ργα
∆

∆∆
=

)(ktg , 

kI – współczynnik skali, 

I

 Mg/m3 – przedział gęstości wokół gęstości rozdzia-1,0±=∆ρ

łu, )( ργ ∆∆  - udział w nadawie ziaren z przedziału gęstości ),( ρρρρ ∆+∆− rr w %. 

Papee (1994) podaje następującą zależność imperfekcji od zawartości w nadawie ziaren 

frakcji bliskich gęstości rozdziału: 

85,0

85,0

51,01
1,0

x
xI

+
=                                                 (6.18) 

gdzie: x – zawartość procentowa frakcji o gęstości 1,0±rρ  w nadawie, przy czym ρr 

wyrażone jest w [Mg/m3]. 

Na rys. 6.4 podana jest zależność imperfekcji od wydajności właściwej dla trzech róż-

nych cykli pulsacji. Najmniejszą imperfekcję obserwuje się dla cyklu trapezoidalnego 

a ziaren jest najmniejsza.  

 

(Mayera). Dla tego cyklu średni stopień rozluzowania jest największy, w związku z tym 

średnia koncentracja objętościow
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Rys. 6.4. Zależność imperfekcji od wydajności właściwej dla różnych cykli pulsacji  

(Tanaka i inni, 1990) 
 

 
Rys. 6.5. Wpływ zawartości ziaren – 1 mm w nadawie  na wartość imperfekcji (Samylin, 

1976) 
 

żej 1 mm. Jak wynika z rys. 3.3 średnia amplituda ruchu ziaren poniżej 1 mm 

jest duża, w związku z tym można powiedzieć, że ziarna te są prak

i roboczej osadzarki. Z tego względu ich obecność obniża dokład-

ność rozdziału. 

• wskaźnik Driessenna (Driessenn, 1954 za Krzywda, 1961) określony 

jako pole zawarte między osią odciętych, dolną połową krzy

Na rys. 6.5 przedstawiona jest zależność średniej imperfekcji od zawartości zia-

ren poni

tycznie rzecz biorąc 

ziarnami błądzącymi, nie poddającymi się procesowi rozdziału i rozłożonymi równo-

miernie w przestrzen

wej rozdziału i zwierciadla-
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nym odbiciem wokół odciętej T = 50 % górnej połowy krzywej rozdziału (rys. 6.6). 

Związek między wskaźnikiem Driessenna i rozproszeniem prawdopodobnym został 

podany przez Budryka i Górskiego (1953): 

844,0
pE

D =                                                        (6.19) 

 
Rys. 6.6. Wskaźnik Driessenna w odniesieniu do teoretycznej krzywej rozdziału (Krzyw-

 średniej 

wielkości wzbogacanych ziaren dla rud. Ze wzrostem wielkości z

wskaźnika, czyli zmniejsza się dokładność rozdziału.   

 dokładności rozdziału wyróżnić można średni geome-

da, 1961) 
 

Na rys. 6.7 przedstawiona jest zależność wskaźnika Driessenna od

iarna rośnie wartość 

Spośród innych wskaźników

tryczny uzysk właściwych frakcji w produktach rozdziału oraz sumaryczne zanieczysz-

czenie produktów rozdziału (Samylin, 1976).  

 
Rys. 6.7. Zależność wskaźnika D od średnich wymiarów wzbogaca

pierwszy stopień wzbogacania, II-drugi stopień wzbogacania (Krzywda, 1961)
nych ziaren: I-
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• Średni geometryczny uzysk dla osadzarek trójproduktowych wyraża  

                         się wzorem:   

3
oppk εεεε =                                                        (6.20) 

gdzie: kε , ppε , oε  - uzysk frakcji odpowiednich dla koncentratu (< 1,5 Mg/m3) w kon-

centracie, dla produktu pośredniego (1,5 – 1,8 Mg/m3) w produkcie pośrednim i dla 

odpadów (> 1,8 Mg/m3) w odpadach. 

Im większa wartość uzysku ε  tym dokładniejszy rozdział. Wskaźnik ten stosuje się dla 

porównania wyników wzbogacania w osadzarce z innymi metodami rozdziału.  

• Sumaryczne zanieczyszczenie produktów rozdziału zdefiniowane  

                        następująco: 

                                                 (6.21) 

gdzie: 

∑ ++= oppk αααα

kα , ppα , oα  - ilość obcych frakcji odpowiednio w koncentracie, produkcie po-

średnim i odpadach mierzona w stosunku do nadawy w %. 

Im mniejsza wartość wskaźnika ∑α  tym dokładniejszy jest rozdział. Wskaźnik ten 

stosuje się  dla porównania wyników wzbogacania w różnych osadzarkach. 

Następujące wyrażenie 
∑

=
α

η 100ln  nosi nazwę dokładności rozdziału. Jest ona związa-

na ze stałą prędkości rozdziału wyrażeniem tk ⋅=η  (t – czas trwa ia ian  rozdz łu) oraz 

wydajnością według następującego wzoru:  

η
ρ klhb

Q śr3600
=                                                         (6.22) 

gdzie: Q – wydajność osadzarki, śrρ  - średnia gęstość nasypowa warstwy łoża, b,h,l – 

odpowiednio szerokość, wysokość i długość łoża osadzarki, k – stała prędkości rozdzia-

łu. 

Jak wynika ze wzoru (6.22), im większa dokładność rozdziału, tym mniejsza musi być 

wydajność osadzarki. Wydajność właściwa osadzarki zdefiniowana jest następująco: 

η
ρρ hkh

bl
Qq śrśr 36003600

===                                          (6.23) 
t
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Na rys. 6.8 podana jest zależność dokładności rozdziału od czasu trwania rozdziału oraz 

wydajności właściwej q dla różnych wartości stałej prędkości rozdziału. Jak wynika  

z rys. 6.8 im dłuższy czas trwania rozdziału, tym większa wartość η , czyli tym większa 

dokładność rozdziału. 

 
Rys. 6.8. Zależność dokładności rozdziału od czasu trwania i wydajności procesu: 1 - 4 
stała prędkości rozdziału odpowiednio dla 0,04; 0,03; 0,02 i 0,01[1/s] (Samylin, 1976) 
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7. CEL I ZAKRES PRACY 

 
Podana w poprzednich rozdziałach charakterystyka i specyfika procesu rozdzia-

łu w osadzarce obrazuje złożoność tego procesu i jego zależność od wielu czynników. 

Istnieje wiele teorii rozdziału, z których każda przybliża tylko pewien fragment zjawisk 

zachodzących w komorze roboczej osadzarki. Jak dotąd brak jest jednej zwartej teorii 

uwzględniającej wpływ wszystkich istotnych czynników na wyniki rozdziału. Trudność 

w opracowaniu takiej teorii związana jest z tym, że rozdział zbioru ziaren na podzbiory 

różniące się właściwościami fizycznymi zachodzi w ośrodku, który tworzą same ziarna 

niejednorodne pod względem właściwości fizycznych i geometrycznych. Następuje 

proces rozwarstwienia (stratyfikacji) zbioru niejednorodnego pod wpływem dynamicz-

nego oddziaływania z pulsującym prądem cieczy. Jednocześnie proces przebiega w kie-

runku minimalizacji energii potencjalnej układu. Konieczność minimalizacji energii 

potencjalnej niejednorodnego pod względem właściwości fizycznych i geometrycznych 

układu ziaren w pulsującym prądzie cieczy prowadzi do wniosku, że wielkość różnicu-

jąca (dzieląca) zbiór ziaren na podzbiory powinna zawierać w sobie własności fizyczne 

i geometryczne ziarna oraz własności cieczy i charakter jej ruchu. Wielkością spełniają-

 

ć od czynników mających wpływ na 

roces rozdziału. Matematyczna postać krzywej rozdziału powinna zawierać w sobie 

jako pa ści rozdziału (rozproszenie prawdopodobne)  

i jego z oraz wartość podziałową argu-

mentu rozdziału. Wtedy z dopasowania modelowej krzywej rozdziału do krzywej empi-

cą powyższe wymagania jest graniczna prędkość opadania swobodnego ziarna. 

Od stopnia niejednorodności (zróżnicowania) zbioru ziaren ze względu na prędkość 

opadania będzie zależało tempo przebiegu procesu rozwarstwienia, a przy ustalonym 

czasie trwania rozdziału i ustalonym reżimie ruchu pulsacyjnego, dokładność rozdziału. 

Stopień niejednorodności prędkości opadania ziaren w próbce jest zależny od charakte-

ru rozkładu prędkości opadania, na który z kolei mają wpływ rozkłady gęstości oraz 

rozkłady własności geometrycznych ziarna, czyli średnicy projekcyjnej i współczynni-

ków kształtu. Z tego względu pierwszym celem pracy było opracowanie metodyki 

wyznaczania rozkładu prędkości opadania ziaren nieregularnych w próbce. Temu 

problemowi poświęcono w pracy najwięcej uwagi.  

Wyniki badań empirycznych procesów rozdzielczych syntetycznie ujmuje się w postaci 

krzywej rozdziału. Jej przebieg powinien zależe

p

rametry: wskaźnik oceny dokładno

ależność od czynników wpływających na proces 
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rycznej m

ch ziaren nieregularnych i sferycznych, z których 

 

 

 

ożna uzyskać wartość rozproszenia prawdopodobnego oraz wartość podzia-

łową argumentu rozdziału. Te dwie wielkości stanowią podstawę do oceny wpływu 

rozkładu własności fizycznych i geometrycznych na dokładność rozdziału. W związku 

z tym drugim celem pracy było opracowanie fizycznego modelu funkcji rozdziału 

bazującego na podobieństwie (analogii) zjawisk zachodzących w komorze roboczej 

osadzarki i fizyce statystycznej cząsteczek gazu oraz weryfikacja empiryczna tej 

funkcji na podstawie eksperymentu przemysłowego. Przy takim heurystycznym po-

dejściu można uzyskać funkcyjną postać zależności rozproszenia prawdopodobnego od 

czynników wpływających na proces. Ułatwia to analizę wpływu tych czynników na 

dokładność rozdziału.  

Trzecim i tytułowym celem pracy jest ocena wpływu rozkładu właściwości fizycz-

nych i geometrycznych na dokładność rozdziału. Na podstawie wyników densyme-

trycznych i granulometrycznych próbek nadawy i produktów rozdziału z osadzarki 

przemysłowej oraz pomiarów współczynników kształtu i średnicy projekcyjnej wyzna-

czono rozkłady gęstości, średnicy projekcyjnej oraz współczynników kształtu, a następ-

nie w oparciu o opracowany algorytm wyliczono rozkłady prędkości opadania dla wy-

branych klas monodyspersyjnych ziaren sferycznych oraz jednej klasy monodyspersyj-

nych ziaren nieregularnych. Posługując się rozkładami prędkości opadania w odpadach 

i nadawie wyliczono liczby rozdziału, do których dopasowano dystrybuantę rozkładu 

normalnego uzyskując wartości prędkości podziałowej, rozproszenia prawdopodobnego 

i imperfekcji dla monodyspersyjnej próbki ziaren nieregularnych. Korzystając ze wzoru 

(6.17) wyliczono wartości imperfekcji dla monodyspersyjnej próbki ziaren sferycznych. 

Z porównania wartości imperfekcji uzyskano informację o wpływie rozkładu kształtu 

ziaren i rozkładu gęstości na dokładność rozdziału. Analogiczne badania przeprowa-

dzono dla próbek polidyspersyjny

określono wpływ rozkładu wielkości ziarna na dokładność rozdziału. 
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II. BADANIA W
 

8. FIZYCZNY MODEL FUNKCJI ROZDZIAŁU 

8.1. Mechanizm rozdzia  r o ni

 

 Jak było w n z le rg n  o a jest pręd-

kość opadania. Rozwarstwienie ziaren na frakcje (warstwy) elementarne następuje we-

dług prędko p n m e cy ak zd  jest ruch pulsacyjny 

cieczy.  

Ruch ziaren w łoż s r st ce  l y ść iennej losowej ozna-

czającej położenie ziarn uż estacjonarnym jest funkcją 

czasu. Ziarn z ie a ię gl ie d ływem e inistycz-

h, k ych z ruchu puls ego, do ją e . d ywania w mo-

ń s ó pr n a  centrów grupowan będącego 

cj su, gdyż na n c et inistycznego ziaren jest funkcją su. Gdy-

rę u l j  b je ro w ej ęt  p tr  roboczej 

za  yło ż d y ędzy ziarnam  an tacjonar-

, czyli po dokonanym rozdziale osi ę  został  idealnego rozwarstwienia 

ług dkości opad .  k  je a t ie o oś ola pręd-

ło os r y u rz an iaren do 

łaściwych sobie warstw. Moż w o z ż m o ie z dwoma 

ależnymi procesam s m den zwi y ie o o ędkości 

zy, niezależny od czasu i drugi zwią  e ia ini-

znego ru  ziaren h śc śc  d o w ż-

d czasu n drug c is ró n ok - c rz aw e w roz-
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prędko  ta 

składowa rozproszenia ziaren jest równa zeru. Zostaje natomiast pierwsza składowa 

rozpros

aleje z czasem, jednakże nie do zera, lecz po długim czasie separacji 

osiąga 

 

i

n. Można wiec założyć, że zmienna losowa oznaczająca prędkość 

h zmiennych losowych:  

ści. Po rozwarstwieniu ziaren według prędkości opadania ruch ten ustaje i

zenia, która jest obecna zawsze, gdy istnieje pulsacyjny ruch cieczy pomiędzy 

ziarnami. Świadczą o tym fakty doświadczalne przytoczone w rozdziale 3 według któ-

rych odchylenie standardowe ziaren o określonych właściwościach wokół swoich cen-

trów równowagi m

wartość stałą.  

Przez stan ustalony (stacjonarny) układu ziaren w komorze osadzarki rozumie się stan, 

w którym centra grupowania nie zmieniają już swego położenia z upływem czasu. Wte-

dy energia potencjalna układu byłaby minimalna, gdyby nie było losowych przemiesz-

czeń ziaren związanych z niejednorodnością pola prędkości cieczy. 

Każdy z wym enionych wyżej procesów losowych generuje niezależne od siebie roz-

kłady prędkości ziare

ziarna w komorze osadzarki jest sumą dwóch niezależnyc

21 WWW +=                                                           (8.1) 

gdzie:  - zmienna losowa prędkości ziarna uwarunkowana niejednorodnością pola 

prędko ci cieczy, niezależna od czasu,  - składowa losowa prędkości ziarna uwarun-

kowana ruchem centrów grupowania zia na od czasu. 

Zmienne losowe  i  mają rozkłady normalne (jako rozkłady składowej pionowej 

prędkości ziarna). W związku z tym suma kompozycja) dwóch niezależnych zmien-

nych losowych o rozkładach normalnych b dzie miała rozkład normalny, którego wa-

riancja jest równa (Gerstenkorn i Śródka, 1972):  

                                                        (8.2) 

gdzie: 

1W

ś 2W

ren, zależ

 1W 2W

 (

ę

2
2

2
1

2 σσσ +=

1σ  - odchylenie standardowe rozkładu zmiennej losowej , niezależne od cza-

su, 

1W

2σ  - odchylenie standardowe rozkładu zmiennej losowe  zależne od czasu.  

Odchylenie standardowe w ogólnym przypadku jest zależne od własności geometrycz-

nych ziaren, średniej gęstości ziaren, czasu trwania rozdziału i warunków hydrodyna-

micznych rozdziału (Rafales – Lamarka, 1962). 

 

 

 

j 2W
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8.2. Oddziaływanie rozpraszające i wariancja rozkładu prędkości 

        ziaren w stanie stacjonarnym 

 

 Siła pod wpływem, której ziarna uzyskują dodatkową energię kinetyczną jest 

siłą oddziaływania pomiędzy ziarnami. Jest ona równa zmianie pędu ziarna w jednostce 

czasu: 

t
v

VF p
T ρ=                                                           (8.3) 

gdzie: ρ  - gęstość ziarna, V – objętość ziarna, t – średni czas pomiędzy zderzeniami,  

vp – prędkość średnia kwadratowa ziarna uwarunkowana niejednorodnością pola pręd-

kości cieczy. 

Średni czas pomiędzy zderzeniami jest równy:  

pv
t λ

=                                                               (8.4) 

gdzie: λ  - średnia droga przebyta przez ziarno między zderzeniami (średnia droga swo-

bodna) równa:  

Sn
1

=λ                                                               (8.5) 

gdzie: n – liczba ziaren w jednostce objętości. 

Ponieważ liczba ziaren w jednostce obję yraża się : tości w wzorem

3
1

6C

pV
Cn ==                                                        (8.6) 

W związku z tym średnia droga swobodna jest równa: 

dk π

Ck23
dk p12

=λ                                                           (8.7) 

gdzie: C – centracja ciowa zia łożu osad 1 – objęto  współ-

czynnik ks tu.  

W związku z tym średni czas między zderzeniami po dnieniu w ia (8.7) 

jest następ

 kon objętoś ren w zarki, k ściowy

ztał

uwzglę yrażen

ujący:  

p

pdk
t 12

=    
Cvk23

                                                  (8.8) 
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Po podstawieniu wyrażenia (8.8) do wzoru (8.4) otrzymuje się: 

Cd 22vkvk p 2
2

2 78
4

ρρ Cd 2 0F pppT
π ,                     (8.9) 

Siła ta jes żna od gę ziaren. J zyjmie si ędkość ś

towa ruchu ziarna jest proporcjonalna do dodatkowej, losowej wartości ści cie-

czy vc uwarunkowanej niejednorodności rędkości ymi turbulencjami, czyli 

  współcz roporcjo ci) oraz dni, że 

==              

t zale stości eżeli pr ę, że pr rednia kwadra-

 prędko

ą pola p  lokaln

(b – ynnik p nalnoś uwzglę θ−= 1C  (θfp bvv =  - 

współczynnik rozluzowania) wówczas: 

−= 1780 2
pfT d                   (8.10) 

Widać ze wzoru (8.10), iększy s ozluzow m mniejs oddzia-

ływania po dzy ziarna

Następują oczyn: 

WF

)           (, θρ 2bvk2F            

że im w topień r ania, ty za siła 

mię mi. 

cy il

LT =⋅ λ                                                   (8.11) 

przedstawia pracę siły rozpraszającej n ku równ dniej drod bodnej 

ziarna. 

Wobec tego wariancja ładu prę ziaren w tacjonarn t równa 

(Smirnova, 1980): 

a odcin ym śre ze swo

2σ  rozk1 dkości stanie s ym jes

m
dvbk78, 2

m
F pfT ρλ 1(0 22 −

=                 (8.12) 

gdzie: 

λθ )
σ 2

1 =                 

ρ
π

6

3

1
pd

m =  - m rna. 

Po podstawieniu za m do wzoru (8.12) uzyskuje się: 

k asa zia

p

fbvk 2
25

dk1

2
1

)1(,1 λθ
σ

−
=                                           (8.13) 
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8.3. Wariancja uwarunkowana ruchem centrów grupowania  ziaren 

 Jak domo z d zenia od ie standa

szenie zia o danych ściach w entrów g ania maleje z upływem 

czasu trwania rozdziału 3.7). Zal  warianc zasu wyprowadzona na 

gruncie procesów stocha ch jest n ąca (zmo any wzó  

 

 wia oświadc chylen rdowe charakteryzujące rozpro-

ren własno okół c rupow

 (rys. eżność ji od c

styczny astępuj dyfikow r 3.16):

η           σ =2 −ekzekz 22
max

22
max2

1                   (8.14) 

Występują e wzorze stała k przedstawia właś ędkość p zczania 

się centru rupowania ędkoś ziału) ziaren o danych w iach fi-

zycznych i geometrycznych do swojej y równow j wartość na być 

proporcjonalna do prędk hu ziare runkach r rępowan ax, gdyż 

im większa jest prędkoś u tych z ym szyb trum grupowania prze-

mieszcza s o swojej w  równow z powinn

na do odle ści położenia warstwy równowagi od poziomu podawania nadawy. Przy 

ustalonym sie trwania ału zdete anym w cią procesu, dalej odda-

lone warst równowag ardziej  i granic dzy centr nowa-

gi ziaren o nych włas h mniej o

Uwzględn ższe uwagi założo analogicz  we wzor 6) stała 

prędkości ziału jest równa: 

− =kt 1
2 2

           

ca w  (8.14) ciwą pr rzemies

m g  (stałą pr ci rozd łasnośc

warstw agi. Je  powin

ości ruc n w wa uchu sk ego vsm

ć ruch iaren, t ciej cen

ię d arstwy agi ora a być odwrotnie proporcjonal-

gło

 cza  rozdzi rminow ydajnoś

wy i będą b rozmyte a pomię ami rów

 róż nościac stra. 

iając powy no, że nie jak ze (3.1

rozd

max

max

z
s                                                          (8.15) 

v
k =

gdzie: sv aksymal kość ruc a w warunkach skrępow

Prędkość ruchu ziarna w warunkach skrę ych jest z a z prędk padania 

swobodne Re > 400 i stopnia rozluzowania 

max  - m na pręd hu ziarn anych. 

powan wiązan ością o

go v. Dla liczb Reynoldsa θ  z przedziału 

(0,5-1,0)  następuj żność (Minc, 1953): jest to ąca zale

[ ] v⎥
⎤+ 3θvs ⎢⎣

⎡ −+−= 2
max )1(2)1( θθ                             (8.16) 

Po uwzgl niu powyż związku zoru (5.4  prędkości separacji wy-

raża się w : 

⎦
− 362,0 36,0

ędnie szego oraz w 9) stała

zorem
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[ ] ⎥⎦
⎤

⎢
⎡−2

⎣
+− 2)θ+− )θ=k 3

max

1(362,01(362,0
33,5

θ
z

xd
                     (8.17) 

Wstawiaj  wyrażenia (8.14) za 

1

kp
k

ąc do η  ze  (6.23) ot  się:   wzoru rzymuje

⎥
⎦

⎤
⎢−xp
⎣

⎡ 36
=σ 2

2 q
hk

kz śrρ00
e22

max                   (8.18) 

 

8.4. Funkcja rozproszenia 

 

            W ie niestac m układu ziaren w kom sadzarki na ruch ziaren 

uwarunkowany działanie eterministycznych nakła uch o ch e loso-

wym, wy ący ze z iędzy ziarnami. Lokalne turbulencje powstające  

w przestrzeniach międzyziarnowych przekazują energię  stykając  z nimi 

ziarnom (Vinogradov, 1965, za Samylin 1976). Jest to ź  dodatkow sowego 

przemieszczenia się ziaren względem siebie. Efektem tej losowej, dodatkowej energii 

kinetycznej jest rozkład ści ruchu ziaren wokół w i najbardz wdopo-

dobnej.  

Założono ozkład los kładowe ości ziarn uż osi pionowej (osi z), 

czyli fun rozprosze  rozkład Maxwella sk j prędkoś irnova, 

1980): 

2
1                      

 stan jonarny orze o

m sił d da się r arakterz

nikaj derzeń pom

 wirów ym się

ródłem ego lo

prędko artośc iej pra

, że r owej s j prędk a wzdł

kcja nia ma ładowe ci (Sm

⎥
⎦

⎤
⎢−exp
⎣

⎡ ( −
2

2

2
)

2
1

σσπ
rvv

                  (8.19) 

gdzie: rtość najbardziej prawdopodobna prędkoś a (vr = v ), nato-

miast 2 σσ + . 

Jest to, wi zkład nor  Uwzglę  zależnoś ) i (8.18) cja jest 

równa: 

=)(vt                       

rv  - wa ci ziarn 1r + v2r

 2
2

2
1σ=

ęc ro malny. dniając ci (8.13  warian

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

−
=

q
hkρ600

kz 2
maxdk p1

bv 1(22k λθ
σ

3
exp

)5,1 22                        (8.20) 

Po długim sie rozdz oretycznie nieskończenie ), uwzgl c wzór 

(8.14): 

śrf

2
1

 cza iału (te  długim ędniają
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p

f

t ∞→ d1

2
2
1

)1( λθ
σ

−
==                   (8.21) 

Jest to wariancja w stanie stacjonarnym prędkość ierza do yli gdy 

wartość si praszając rza do z wczas od e standard

k
bvk5,1 22limσ                       

. Gdy  vf  zm zera, cz

ły roz ej zmie era, wó chyleni owe 1σ  zmie-

rza do zera. Funkcja rozproszenia dla takiej sytuacji, czy ąca grali następuj nica: 

)rv      ((explim
01

v −=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

→
δ

σ
                  (8.22) 

jest równa funkcji 

2 1σ
)2vv −

2 1σπ
1

2
r            

δ  - Diraca (Byron i Fuller,1975), czyl

)(m
0 rvt

i: 

( vvli
v f

− )=
→

δ                                                     (8.23) 

Oznacza t  wszystkie  o prędk adania vr ą się w s arstwie 

równowag

 

8.5 kcja roz  i rozpr e prawd bne 

 

 Fu  rozdzia ślającą prawdopodobień rzedosta  

o prędkoś nicznej v ęgl dstawia w

o, że  ziarna ości op znajduj wojej w

i. 

. Fun działu oszeni opodo

nkcję łu okre stwo p nia się ziarna 

 do odpadów (w przypadku w a) prze zór: ci gra

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝ σ

φ⎛ − vv
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== ∫ ∫

∞− ∞−

r
v v

r dvvT 2

2

exp)(                         (8.24) 

gdzie: 

− vvdvvt )( −
σ2

φ  - funkcja Lapla

Funkcja rozdziału wyraż orem (8. owi dyst tę rozkładu normalnego.  

Na rys. 8 edstawio krzywej rozdziału dla trzech warto ości vf  

w stanie stacjonarnym. 

Rozproszenie prawdopodobne będące m kładnośc iału jest zgodnie z defi-

nicją rów

cea. 

ona wz 24) stan rybuan

.1 prz no postacie ści prędk

iarą do i rozdz

ne: 

2
)25,07,0( ()5 =−=

=E p
TvT                   (8.25) 

Jest to tzw. odchylenie ć we równ wie różni

kwartylem i dla rozkładu normalnego jest ono równe: 

v                        

wiartko e poło cy między trzecim i pierwszym 
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σ670,=pE                                                         (8.26) 

Uwzględn  (8.20) ro nie praw bne wyra zorem: iając zprosze dopodo ża się w

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

−
=E p q

hk
k śr

p

λθ
exp

)15,1
67,0 2                     (8.27) 

Jak wynik wzorów  (8.17) r zenie prawdopodobne w ogólnym przy-

padku zal d własno cznych etrycznyc a, wysok ża, wy-

dajności iwej, war  hydrody nych roz (poprze

bvk f (2
2 ρ3600

z
2 max
1 2

dk1

a ze (8.27) i ozpros

eży o ści fizy i geom h ziarn ości ło

właśc unków namicz działu zθ ). Maleje ze 

wzrostem kości ziarna, stopnia rozluzowania łoża i prędkości separacji, na-

tomiast ro ze wzros sokości zrostem ności wła  Zależy 

również od kształtu ziar szaniny. ść rozproszenia prawdopodobnego od 

wielkości ak 

 wiel  stałej 

śnie tem wy łoża i w  wydaj ściwej.

en mie  Zależno

d
1  w pro ziarna j cesach, ch argum  rozdział ędkość 

opadania (osadzarki, hydrocyklony) znajduje potwierdzenie doświadczalne (Zarubin  

i inni, 197

 

w który entem u jest pr

8). 

 
Rys. rzywa ro  dla trze tości pręd  

 

Dla stanu stacjonarnego:

8.1. K zdziału ch  war kości: , =vff vv 21 > 03 f

  

p
f dk

v
1

22pE
)1

8,0
λθ−

=                                            (8.28) 
bk (
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Gdy pręd vf rośnie, wówczas zgodnie ze wzorem (8 śnie odchylenie standar-

dowe 

kość .21) ro

1σ . W związku z tym przy nieograniczonym wzroś dkości vf: cie prę

2
1)( =vlim

∞→

T
fv

                                                      (8.29) 

Krzywa rozdziału ma, w tać linii poziomej, równo do osi od  Jest to 

równoznaczne z brakiem ału. Sytuacja taka może iejsce w przypadku roz-

działu drobnych ziaren przy zbyt dużej c , dużej a dzie ruch cyjnego 

i dużym stopniu rozluzowania.  

W stanie stacjonarnym rozproszenie zia  związane z istnieniem od ań po-

między ziarnami uwaru ych nie dnością pola prędkości łożu 

osadzarki akteryzowanej wartością y nieobe oddziały zyli dla 

rozdziału idealnego funkcja rozdziału z uwzględnieniem ności (8. raża się 

następują m (B Fuller, 1

∞−

===
v

HdvdvvT ())( δ

gdzie: H  - funkcja Heaviside’a. 

Funkcja H ide’a okr est nastę : 

vv
v )                                           (8.31) 

Uwzględn  fakt, że w wzoru (8

ięc pos ległej ciętych.

 rozdzi mieć m

zęstości mplitu u pulsa

ren jest działyw

nkowan jednoro cieczy w 
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Na rys. rzedstawi st wykre wej rozd pisanej 8.32) 

(krzywa 3). Jest to, więc a dla ro  idealneg ównanie  wprost  

z równania ogólnego funkcji rozproszenia i funkcji rozdziału poprzez przejście granicz-

ne odpow ce warunkowi rozdziału go. Ziarn ści opa

vdla

vT ( vdla

8.1 p ony je s krzy ziału o wzorem (

 krzyw zdziału o. Jej r wynika

rvv =  z iadają idealne a o prędko dania 
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jednakow rawdopod wem rówym p obieńst nym 
2
1  trafiają ncentratu padów. 

Rozprosz rawdopod est równ

tan, w którym niejednorodny pod względem własności fizycznych i geometrycznych 

ateriał w łożu osadzarki jest rozwarstwiony idealnie ze względu na prędkość opada-

to z energetycznej teorii 

ayera. Gd ał rozdzielił się na frakcje densymetryczne prócz da 

frakcja na klasy ziarnowe według piramidy uziarnienia od najwięk  do na ej, 

wów zas po arstwy by  najwi  zatem wyso  wars

wię a niż zdziałem (Kuprin i inni, 1983). W związku z tym, po oz-

dziale energia potencjalna byłaby ększa ed rozdziałem est to ne  

z zasadą najmniejszego działania w myśl, kt esy przebieg w kier ni-

mal  energ jalnej układu. Zmniejszenie porowatości nast wtedy ste 

miejsca pomi rnami większ  zajm mniejsze. Bę  to mi sce 

w sytuacji, gdy w idealnie rozw wiony iale, jak wy  ziarn sze  

o w zej gę zejdą do wyż  subw iaren większych o mnie

ści lub na odwrót. Pojawi się ideal zwars według prędk i opad re-

go skutkiem jest zjawisko rozpros a ziare ej gęstości do innych warstw. Jest 

to  rozpr wrodzone. M a, wię zieć, że z fizycznego punktu wi-

dzenia rozproszenie wrodzone wyn z zasa alizacji ener otencjalnej ukła-

du en nie nych pod wz  w fizycznych i geometryc est 

ono obecne zawsze wtedy, gdy rozdziela si zarce lub w ych ur ch 

rozdzielczych niejednorodne pod względem ci geometrycznych mieszanki zia-

ren neralnych, gdzie argumente ozdzia prędkość opadania. Gdyby ziarna 

nadawy były i kulistymi ch sam dnicach, wów s prz ym 

roz le nie ozproszenia n do iwych sobie tw i w oz-

proszenia wrodzonego byłaby równa zeru.  

Rozproszenie wrodzone stanowi p szy m  rozproszenia ziaren o danej gę-

sto o inn stw. Drugim haniz proszenia są jemne zderzenia 

ziaren międz a skutek niej rodno prędkości cieczy. Jest to tzw. roz-

proszenie procesowe, które jest ob  zawsz zględu na to  wielk cz-

na jest argum zdziału (gęs czy działu). Je ozdz a-

ter iejed od względ nych i geom znyc zas 

a e st prędko padan zując wyniki rozdziału na podsta-

 do ko  i do od

enie p obne j e zero. 

S

m

nia, jest stanem o najniższej energii potencjalnej. Wynika 

M yby materi

rowatość w

, a o tego każ

szej jmniejsz

c łaby ększa, a kość twy byłaby 

ksz przed ro  takim r

 wi niż prz . J  sprzecz

órej proc ają unku mi

nej ii potenc ąpi , gdy pu

ędzy zia ymi ą ziarna dzie ało miej

arst m mater żej, a mniej

ięks stości pr szej arstwy z jszej gęsto-

ne ro twienie ośc ania, któ

zeni n o dan

tzw. oszenie ożn c powied

ika dy minim gii p

ziar jednorod ględem łasności znych. J

ę w osad  inn ządzenia

własnoś

 mi m r łu jest 

 ziarnam o ty ych śre cza y idealn

dzia  byłoby r ziare niewłaśc wars artość r

ierw echanizm

ści d ych war  mec mem roz  wza

y sobą n edno ści pola 

ecne e bez w , jaka ość fizy

entem ro tość 

em własno

 prędkość roz

ści fizycz

żeli r iela się m

iał n

rgument

norodny p

m rozdziału je

etryc h wówc

ść o ia. Anali
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wi o arg otrzymuje si iejszą  rozproszenia prawdopodobnego, 

gd e ma rzypadku ro zenia ego. Natom rzy a y-

nik ozdzi go materiału tosow  charakterz mentu rozdziału 

gę  ziarn uje się więk artość zenia, gdyż jest ono su ro-

sz rodz ozproszenia sowe

 
 

MENTU 

.1. O anie osadz przem ej 

elem ksperyment h było nie rozkładó dkoś

zia  nad dpadach ora ryfikacja modelowej funkcji rozdzia nia 

pr wadz wóch etapac erwsz olegał na opróbowaniu osadzarki 

pr słowej dwuproduktowej firmy Allm  powierzchn oczej równej 17 

m2 ujące adzie przeró echanicznej jednej z kopal gla k go. 

W no tr erymenty przy założen adawy do k o ek ntu 

pochodzące z  pokładów eksploatacyjnych kopalni różnią iędzy ła-

de anulo ym i densy cznym iadczenia w ano p o-

waniu stałej liczby pulsacji, która wynosiła 26 cykli na minutę. ajnoś u, 

cz tężeni ywu nadawy wynosiło 500 Mg/h, a dopływ wody dolnej 218 m3/h 

we wszystkic dczeniach. P enie p elewowego cego  na 

koncentrat i odpady ustalono na poziomie 24  wysokości ł rzy t lo-

nych parame  ustabilizow proce erano próbki wy, k atu  

i o ów w  minut każd nocz poszczególn oświ ch. 

Na ie ka duktów roz ) poddano analizie den-

sy cznej lometryczne alizę ą wykonano w roztworach 

ch  cynk ściach odpowiednio: 1,3; 1,4; 1,5; 1,6; 1,7; 1 ,0 Mg dą 

fra ensy ną rozsiano tach o ci oczek: 2,0; 3,15; 5,0; 6,3; 8,0; 

10,0; 12,5; 16,0; 20,0 mm. W te sób u  160 klaso- i z k o-

świadczenia. e z trzech do dczeń o 480 klaso ji. Po ym 

ob yliczeniu ro ż ie 

stwierdzono, ady prędkośc dania ią się międz ą w sposób istot-

ny. Dlatego lszych rozw ę ę skumulowaną na o-

e teg umentu ę mn  wartość

yż ni w tym p zpros wrodzon iast, p nalizie w

ów r ału takie  z zas aniem w e argu

stości a, uzysk szą w  rozpros mą rozp

enia w onego i r  proce go.  

9. OPIS EKSPERY

9 próbow arki ysłow

 

C  badań e alnyc  określe w prę ci opadania 

ren w awie i o z we łu. Bada

zepro ono w d h. Pi y etap p

zemy ineral, o i rob

, prac j w zakł bki m ń wę amienne

ykona zy eksp iu, że n ażdeg speryme

 różnych  się m  sobą sk

m gr metryczn metry . Dośw ykon rzy zach

 Wyd ć system

yli na e przepł

h doświa ołoż rogu prz dzielą materiał

 % całej oża. P ak okreś

trach, po aniu su, pobi  nada oncentr

dpad  ciągu 3 ą rów eśnie w ych d adczenia

stępn żdy z pro działu (koncentratu i odpadów

metry  i granu j. An densymetryczn

lorku u o gęsto ,8; 2 /m3. Każ

kcję d metrycz na si  wielkoś

n spo zyskano frakcj ażdego d

W sumi świa  uzyskan -frakc  wstępn

robieniu danych i w zkładów prędkości opadania ziaren w ka dej nadaw

że rozkł i opa  nie różn y sob

też do da ażań wzi to pod uwag dawę z p
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szczególnych dczeń. Wychody masowe klaso-frakcji  sk lowan wy 

ze ono w .1.  

W ce na znaczono śr  zawa piołu, która wynosiła 51,34%. Po-

nadto z nadawy wydzielono cztery klasy ziarnowe: 16 – 20 mm  – 16  – 

12,5 mm i 8 – 10 mm, w których onano y średnicy projekcyjnej. Poza tym 

na losowej próbce ziaren nadawy w klasie 8 – 20 mm o liczności 305 ziaren wykonano 

po  obję go i dynami o wsp ika kształtu. 

 

 doświa umu ej nada

stawi  tabeli 9

 prób dawy wy ednią rtość po

; 12,5  mm; 10

 wyk  pomiar

miary tościowe czneg ółczynn  
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Tabela 9.1. Wychody masowe poszczególnych klaso-frakcji produktów rozd
 

ne [Mg/m3

ziału [g]  

Frakcje densymetrycz ] 

-1,3 1,3 – 1,4 1,4 – 1,5  1,6 – 1,7  – 1,8 1,8 – 2,0 +2 1,5 – 1,6 1,7
K
[m

lasa 

K O 
m] 

K O K O K O K O O K O K O K 

-2 1056,1 62,2 455,7 102,8 317,1 107,7 15, 84,5 9,4 292,4 4,4 430,9 5,7 1227,1 9,8 2710,2 9  

2,0 – 3,15 1471,7 120,0 508,9 81,6 217,2 96,7 14,6 81,5 8,3 269,8 6,3 434,6 8,3 690,4 8,3 1962,3  

3,1 ,0 3198,7 199,2 1084,1 168,4 445,5 170,0 36,7 162, 18,6 534,3 15,2 963,5 18,1 1352,2 15,8 4691,5 5 – 5 1 

5,0 – 6,3 1356,5 78,2 444,3 79,7 176,2 59,9 16,6 61,0 8,2 164,5 8,5 291,1 10,1 583,4 5,9 2685,8  

6,3 – 8,0 2191,2 102,1 641,8 90,9 362,2 78,4 31,6 77,5 17,1 203,1 82,2  14,0 442,1 11,9 1207,8 8,2 46

8,0 – 10,0 1767,0 36,5 787,5 46,7 346,9 39,7 28,8 53,9 12,8 3211,1  179,9 12,2 263,2 15,8 1094,4 7,4 

10,0 – 12,5 1843,3 16,2 719,3 34,0 455,3 44,3 37,8 59,0 21,4 197,2 13,4 377,3 14,9 1409,4 7,9 5947,4  

12,5 – 16,0 2175,2 23,2 829,7 31,1 607,3 53,5 52,6 94,0 21,2 254,3 20,3 555,7 12,7 1644,8 7,3 7647,7 

16,0 – 20,0 1614,7 13,9 597,6 34,5 524,7 80,7 28,9 107,8 28,9 213,4 5722,2 12,7 393,5 3,4 1380,6 3,4 

+20 778,7 0,0 316,2 24,3 182,0 75,6 18,6 62,9 4,7 72,3 8,4 279,2 7,3 824,8 1,9 2582,3 
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9.2. P rednicy pro yjnej czynników kształtu ziarna 

 

Objęto współczynnik kształtu czono w oparciu o metodę wolu-

mo ą ącą na pom  gęsto zczególnych ziaren przy pomocy 

piknometru i wyliczeniu ich objęto  Wspó  kształtu k1 obliczono korzystając 

ze ru (5.4

W celu obliczenia dynamicznego współczynnika kształtu wykonano zdjęcia zia-

ren aparatem cyfrowym w położeniu najbardziej stabilnym. Na fotografiach 1 i 2 przed-

stawiono wybrane ziarna z klasy 16 – 20 mm. Następnie, korzystając z programu kom-

puterowego do analizy obrazu wyliczono pola powierzchni i obwody poszczególnych 

ziaren. Stosuj  (5.43) wyznaczono współczynniki sferyczności 

omiar ś jekc  i współ

ściowy k1 wyzna

metryczn  polegaj iarze ści pos

ści. łczynnik

wzo 8).  

ąc wzór φ  oraz średnice 

projekcyjne r (5.39). Stosując zależność (5.42) obliczono dynamiczny współ-

czynnik kszta

Wy  tych p  zestawiono w tabelach 

Dane zedstawione w tabelach 9.1 – 9.6 stanowią podstawowy materiał do 

we acji ro  prędkości opadania oraz modelu teoretycznego funkcji rozdziału.   

 

pd  - wzó

łtu k2.  

niki omiarów 9.2 – 9.6. 

 empiryczne pr

ryfik zkładów

 
Fot. 1.  
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Fot.2. 

 

Tabela 9.2. Objętościowy (k1) i dynamiczny (k2) współczynnik kształtu ziarna 
 

Nr ziarna 
Objętość  
ziarna Vz 
[m3] . 106

k1
Współczynnik 
sferyczności φ 

k2

1 2,615 0,398 0,429 10,504 
2 2,513 0,642 0,409 11,314 
3 3,104 0,518 0,698 4,217 
4 2,368 0,318 0,755 3,486 
5 2,110 0,259 0,702 4,159 
6 1,789 0,437 0,671 4,603 
7 2,834 0,427 0,847 2,512 
8 3,071 0,390 0,600 5,814 
9 2,876 0,419 0,554 6,765 
10 3,980 0,312 0,571 6,400 
11 2,844 0,565 0,499 8,185 
12 3,101 0,307 0,525 7,474 
13 2,062 0,469 0,527 7,425 
14 3,578 0,461 0,639 5,115 
15 3,940 0,517 0,705 4,113 
16 2,823 0,316 0,715 3,984 
17 4,140 0,305 0,702 4,154 
18 2,959 0,525 0,811 2,876 
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cd. tabeli 9.2 
19 3,513 0,447 0,818 2,801 
20 1,563 0,266 0,816 2,822 
21 2,396 0,416 0,734 3,745 
22 3,580 0,499 0,620 5,439 
23 2,868 0,367 0,491 8,407 
24 3,710 0,462 0,651 4,923 
25 3,842 0,505 0,740 3,669 
26 2,485 0,251 0,692 4,297 
27 2,289 0,254 0,772 3,286 
28 1,739 0,311 0,780 3,203 
29 1,992 0,408 0,836 2,627 
30 2,770 0,441 0,360 13,756 
31 3,587 0,626 0,740 3,665 
32 2,323 0,316 0,751 3,536 
33 3,501 0,434 0,681 4,456 
34 2,093 0,495 0,677 4,510 
35 1,628 0,284 0,770 3,309 
36 3,789 0,525 0,795 3,033 
37 2,337 0,459 0,812 2,859 
38 2,882 0,569 0,597 5,875 
39 2,194 0,229 0,778 3,220 
40 3,182 0,373 0,709 4,071 
41 2,985 0,232 0,780 3,197 
42 2,826 0,608 0,841 2,578 
43 1,918 0,369 0,758 3,453 
44 3,979 0,549 0,693 4,279 
45 3,953 0,627 0,714 4,000 
46 2,736 0,345 0,748 3,572 
47 2,227 0,318 0,814 2,838 
48 1,310 0,236 0,713 4,004 
49 3,484 0,510 0,798 3,011 
50 2,313 0,645 0,417 10,981 
51 3,326 0,379 0,706 4,106 
52 2,608 0,559 0,603 5,750 
53 3,239 0,399 0,814 2,845 
54 1,625 0,380 0,772 3,287 
55 3,269 0,384 0,774 3,273 
56 2,086 0,476 0,719 3,931 
57 2,006 0,415 0,840 2,587 
58 2,747 0,385 0,806 2,920 
59 1,834 0,528 0,844 2,544 
60 2,201 0,415 0,803 2,958 
61 3,407 0,479 0,702 4,153 
62 3,062 0,475 0,753 3,513 
63 3,137 0,473 0,625 5,354 
64 2,257 0,415 0,635 5,183 
65 3,298 0,387 0,711 4,033 
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cd. tabeli 9.2 
66 2,768 0,443 0,736 3,714 
67 2,700 0,246 0,829 2,690 
68 1,835 0,252 0,752 3,523 
69 2,860 0,492 0,861 2,387 
70 2,130 0,513 0,760 3,422 
71 2,874 0,539 0,770 3,313 
72 2,906 0,519 0,844 2,548 
73 2,201 0,530 0,788 3,110 
74 2,807 0,469 0,814 2,841 
75 2,537 0,395 0,631 5,253 
76 1,794 0,559 0,745 3,603 
77 2,006 0,356 0,781 3,189 
78 3,131 0,395 0,699 4,194 
79 3,115 0,376 0,824 2,739 
80 3,730 0,431 0,776 3,245 
81 3,467 0,498 0,726 3,843 
82 4,420 0,462 0,685 4,401 
83 2,313 0,499 0,806 2,921 
84 1,436 0,255 0,811 2,870 
85 2,508 0,486 0,746 3,591 
86 2,720 0,479 0,825 2,731 
87 3,201 0,347 0,806 2,925 
88 1,997 0,404 0,809 2,893 
89 1,819 0,339 0,788 3,110 
90 1,818 0,395 0,803 2,958 
91 2,032 0,445 0,850 2,489 
92 1,928 0,431 0,850 2,491 
93 2,926 0,535 0,714 3,999 
94 2,155 0,301 0,849 2,501 
95 2,153 0,498 0,789 3,100 
96 2,239 0,405 0,654 4,872 
97 2,567 0,390 0,711 4,042 
98 2,189 0,504 0,846 2,525 
99 1,866 0,350 0,850 2,492 
100 3,720 0,491 0,785 3,143 
101 4,343 0,375 0,416 11,033 
102 2,902 0,298 0,532 7,303 
103 2,593 0,432 0,716 3,975 
104 1,885 0,350 0,662 4,738 
105 1,806 0,401 0,653 4,886 
106 3,215 0,615 0,725 3,848 
107 2,654 0,323 0,584 6,121 
108 2,487 0,509 0,724 3,870 
109 1,826 0,347 0,769 3,324 
110 2,357 0,359 0,797 3,018 
111 3,385 0,352 0,470 9,037 
112 3,699 0,369 0,466 9,175 

 
 
 

96 



„Wpływ rozkładu właściwości fizycznych i geometrycznych ziaren na dokładność rozdziału w osadzarce  
na przykładzie węgla” 

cd. tabeli 9.2 
113 2,477 0,389 0,680 4,473 
114 2,854 0,504 0,683 4,425 
115 3,612 0,459 0,616 5,521 
116 2,586 0,422 0,683 4,431 
117 2,426 0,434 0,766 3,362 
118 3,706 0,459 0,759 3,435 
119 2,763 0,445 0,785 3,146 
120 3,329 0,341 0,750 3,545 
121 2,638 0,329 0,691 4,306 
122 3,905 0,337 0,625 5,345 
123 3,197 0,508 0,534 7,234 
124 3,290 0,416 0,720 3,917 
125 2,950 0,479 0,716 3,973 
126 2,488 0,348 0,771 3,302 
127 3,262 0,343 0,805 2,933 
128 3,720 0,321 0,580 6,209 
129 3,219 0,452 0,514 7,767 
130 3,573 0,499 0,768 3,332 
131 2,454 0,368 0,761 3,416 
132 1,984 0,492 0,821 2,769 
133 2,157 0,454 0,648 4,962 
134 2,070 0,411 0,789 3,107 
135 2,869 0,515 0,843 2,557 
136 2,836 0,374 0,815 2,832 
137 2,446 0,348 0,815 2,829 
138 4,153 0,632 0,652 4,894 
139 4,676 0,377 0,520 7,605 
140 4,038 0,428 0,806 2,919 
141 3,864 0,431 0,688 4,357 
142 3,261 0,362 0,771 3,301 
143 2,997 0,392 0,798 3,002 
144 2,283 0,319 0,745 3,605 
145 2,421 0,341 0,843 2,554 
146 3,168 0,489 0,787 3,120 
147 2,155 0,317 0,815 2,835 
148 1,944 0,454 0,850 2,487 
149 3,089 0,435 0,684 4,405 
150 2,485 0,381 0,748 3,567 
151 2,009 0,493 0,770 3,312 
152 3,087 0,364 0,559 6,660 
153 1,913 0,339 0,704 4,136 
154 1,969 0,346 0,671 4,606 
155 2,612 0,472 0,661 4,760 
156 2,797 0,302 0,724 3,862 
157 2,571 0,359 0,740 3,668 
158 2,478 0,384 0,641 5,072 
159 2,992 0,431 0,687 4,372 
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cd. tabeli 9.2 
160 3,061 0,514 0,730 3,789 
161 1,609 0,322 0,797 3,017 
162 0,428 0,083 0,746 3,594 
163 2,254 0,376 0,792 3,066 
164 2,381 0,256 0,777 3,235 
165 3,619 0,316 0,735 3,724 
166 1,736 0,382 0,800 2,982 
167 3,901 0,347 0,798 3,010 
168 1,145 0,417 0,829 2,688 
169 1,355 0,228 0,634 5,202 
170 1,238 0,216 0,870 2,304 
171 3,129 0,410 0,715 3,988 
172 1,619 0,172 0,810 2,880 
173 2,869 0,452 0,731 3,782 
174 2,870 0,506 0,695 4,258 
175 5,570 0,493 0,484 8,596 
176 2,783 0,472 0,788 3,111 
177 2,807 0,595 0,635 5,173 
178 3,858 0,431 0,796 3,026 
179 1,885 0,157 0,741 3,659 
180 2,311 0,329 0,797 3,016 
181 2,579 0,517 0,711 4,034 
182 2,525 0,589 0,782 3,182 
183 2,803 0,274 0,811 2,870 
184 2,276 0,238 0,690 4,333 
185 1,488 0,253 0,470 9,054 
186 1,162 0,141 0,203 29,549 
187 2,122 0,491 0,608 5,666 
188 0,997 0,125 0,414 11,114 
189 1,166 0,196 0,846 2,528 
190 2,025 0,442 0,419 10,894 
191 2,792 0,364 0,686 4,379 
192 1,429 0,224 0,711 4,031 
193 3,032 0,481 0,583 6,156 
194 2,502 0,494 0,695 4,250 
195 3,076 0,409 0,617 5,491 
196 2,056 0,265 0,459 9,416 
197 3,241 0,369 0,403 11,610 
198 1,203 0,237 0,346 14,562 
199 3,014 0,353 0,467 9,134 
200 3,586 0,419 0,453 9,604 
201 2,477 0,457 0,337 15,152 
202 2,770 0,505 0,506 7,988 
203 2,120 0,239 0,711 4,040 
204 2,765 0,382 0,722 3,890 
205 3,217 0,239 0,465 9,218 
206 5,270 0,577 0,573 6,363 
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„Wpływ rozkładu właściwości fizycznych i geometrycznych ziaren na dokładność rozdziału w osadzarce  
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cd. tabeli 9.2 
207 5,178 0,679 0,510 7,864 
208 4,052 0,576 0,657 4,826 
209 2,196 0,368 0,767 3,346 
210 2,242 0,416 0,685 4,393 
211 2,398 0,564 0,467 9,161 
212 2,815 0,549 0,434 10,312 
213 3,370 0,477 0,666 4,682 
214 2,388 0,382 0,610 5,626 
215 1,817 0,283 0,786 3,140 
216 1,652 0,278 0,755 3,482 
217 2,104 0,252 0,747 3,585 
218 2,597 0,572 0,609 5,644 
219 4,165 0,586 0,131 49,069 
220 2,750 0,381 0,300 17,831 
221 3,054 0,481 0,378 12,798 
222 2,264 0,378 0,615 5,525 
223 3,103 0,499 0,461 9,339 
224 3,194 0,545 0,403 11,593 
225 2,369 0,487 0,508 7,909 
226 1,235 0,175 0,361 13,666 
227 3,217 0,351 0,738 3,695 
228 2,052 0,257 0,800 2,990 
229 3,589 0,471 0,641 5,075 
230 2,379 0,234 0,755 3,484 
231 4,292 0,506 0,695 4,262 
232 4,373 0,431 0,660 4,780 
233 1,865 0,183 0,792 3,072 
234 3,103 0,311 0,559 6,659 
235 2,021 0,529 0,713 4,005 
236 2,817 0,531 0,710 4,045 
237 4,126 0,547 0,713 4,005 
238 2,352 0,307 0,503 8,066 
239 1,390 0,386 0,836 2,620 
240 3,158 0,365 0,668 4,646 
241 2,544 0,541 0,696 4,239 
242 2,556 0,303 0,785 3,145 
243 5,289 0,444 0,723 3,882 
244 5,164 0,203 0,667 4,658 
245 5,907 0,426 0,270 20,508 
246 3,996 0,249 0,721 3,911 
247 3,023 0,255 0,732 3,765 
248 2,316 0,335 0,499 8,184 
249 1,738 0,218 0,626 5,332 
250 2,064 0,272 0,297 18,026 
251 2,210 0,409 0,503 8,044 
252 1,842 0,349 0,588 6,042 
253 2,842 0,508 0,655 4,848 
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„Wpływ rozkładu właściwości fizycznych i geometrycznych ziaren na dokładność rozdziału w osadzarce  
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cd. tabeli 9.2 
254 2,312 0,511 0,362 13,605 
255 3,021 0,431 0,352 14,217 
256 3,255 0,475 0,683 4,424 
257 1,670 0,221 0,863 2,367 
258 2,349 0,357 0,683 4,432 
259 2,981 0,303 0,359 13,793 
260 4,812 0,597 0,684 4,409 
261 3,008 0,625 0,277 19,839 
262 2,597 0,578 0,210 28,337 
263 2,326 0,454 0,629 5,280 
264 2,721 0,423 0,581 6,186 
265 1,717 0,360 0,838 2,599 
266 2,441 0,424 0,546 6,960 
267 2,568 0,341 0,450 9,734 
268 2,700 0,323 0,623 5,393 
269 2,126 0,405 0,684 4,409 
270 1,581 0,338 0,670 4,625 
271 1,773 0,385 0,596 5,895 
272 1,206 0,273 0,680 4,477 
273 1,186 0,178 0,470 9,061 
274 1,130 0,342 0,481 8,690 
275 1,464 0,251 0,506 7,988 
276 2,288 0,308 0,801 2,978 
277 1,971 0,360 0,754 3,501 
278 1,620 0,334 0,690 4,321 
279 1,793 0,236 0,451 9,697 
280 1,578 0,271 0,693 4,287 
281 1,590 0,383 0,645 5,020 
282 1,592 0,214 0,754 3,494 
283 2,109 0,247 0,390 12,167 
284 2,190 0,452 0,780 3,199 
285 2,391 0,376 0,555 6,743 
286 4,694 0,460 0,593 5,938 
287 4,568 0,315 0,748 3,574 
288 2,131 0,224 0,808 2,901 
289 3,269 0,514 0,601 5,799 
290 3,025 0,343 0,473 8,939 
291 2,433 0,264 0,658 4,812 
292 2,196 0,200 0,616 5,517 
293 2,163 0,258 0,660 4,773 
294 2,787 0,280 0,387 12,321 
295 1,955 0,252 0,749 3,553 
296 2,841 0,501 0,651 4,921 
297 2,096 0,321 0,570 6,418 
298 2,852 0,273 0,420 10,879 
299 2,571 0,252 0,714 3,994 
300 2,664 0,328 0,661 4,753 
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„Wpływ rozkładu właściwości fizycznych i geometrycznych ziaren na dokładność rozdziału w osadzarce  
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cd. tabeli 9.2 
301 2,095 0,293 0,755 3,487 
302 2,237 0,331 0,763 3,392 
303 2,145 0,562 0,341 14,851 
304 2,920 0,391 0,768 3,337 
305 4,404 0,430 0,425 10,646 

 

 

Tabela 9.3. Średnica projekcyjna ziaren klasy 16 – 20 mm 
 

Nr 
ziarna 

Średnica 
projekcyjna 

dp [mm] 
1 23,235 
2 19,560 
3 22,544 
4 24,226 
5 24,979 
6 19,855 
7 23,320 
8 24,693 
9 23,588 
10 28,981 
11 21,265 
12 26,831 
13 20,335 
14 24,571 
15 24,413 
16 25,746 
17 29,599 
18 22,079 
19 24,667 
20 22,387 
21 22,240 
22 23,935 
23 24,617 
24 24,853 
25 24,410 
26 26,651 
27 25,831 
28 22,032 
29 21,058 
30 22,888 
31 22,205 
32 24,137 
33 24,894 
34 20,066 

Nr 
ziarna

Średnica 
projekcyjna 

dp [mm] 
35 22,219 
36 23,979 
37 21,351 
38 21,309 
39 26,364 
40 25,354 
41 29,086 
42 20,714 
43 21,489 
44 24,008 
45 22,929 
46 24,750 
47 23,728 
48 21,966 
49 23,543 
50 18,993 
51 25,607 
52 20,738 
53 24,935 
54 20,133 
55 25,349 
56 20,306 
57 20,974 
58 23,886 
59 18,795 
60 21,647 
61 23,858 
62 23,094 
63 23,321 
64 21,818 
65 25,345 
66 22,856 
67 27,577 
68 24,050 

Nr 
ziarna 

Średnica 
projekcyjna 

dp [mm] 
69 22,306 
70 19,941 
71 21,679 
72 22,033 
73 19,949 
74 22,523 
75 23,076 
76 18,307 
77 22,087 
78 24,748 
79 25,105 
80 25,471 
81 23,690 
82 26,348 
83 20,690 
84 22,088 
85 21,437 
86 22,137 
87 26,034 
88 21,130 
89 21,724 
90 20,637 
91 20,592 
92 20,443 
93 21,868 
94 23,927 
95 20,216 
96 21,936 
97 23,253 
98 20,251 
99 21,685 
101 28,082 
102 26,500 
103 22,559 
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„Wpływ rozkładu właściwości fizycznych i geometrycznych ziaren na dokładność rozdziału w osadzarce  
na przykładzie węgla” 

 
104 21,756 
105 20,496 
106 21,541 
107 25,048 
108 21,057 
109 21,581 
110 23,238 
111 26,385 
112 26,751 
113 23,008 
114 22,114 
115 24,683 
116 22,709 
117 22,022 
118 24,885 
119 22,807 
120 26,529 
121 24,829 
122 28,078 
123 22,913 
124 24,730 
125 22,742 
126 23,900 
127 26,286 
128 28,087 
129 23,875 
130 23,913 
131 23,363 
132 19,747 
133 20,857 
134 21,277 
135 22,003 
136 24,387 
137 23,758 
138 23,247 
139 28,716 
140 26,217 
141 25,772 
142 25,827 
143 24,437 
144 23,915 
145 23,848 
146 23,135 
147 23,494 
148 20,154 
149 23,848 
150 23,188 

cd. tabeli 9.3 
151 19,816 
152 25,314 
153 22,088 
154 22,158 
155 21,943 
156 26,071 
157 23,916 
158 23,093 
159 23,675 
160 22,496 
161 21,206 
162 21,410 
163 22,538 
164 26,083 
165 27,971 
166 20,557 
167 27,795 
168 17,377 
169 22,478 
170 22,214 
171 24,427 
172 26,187 
173 22,981 
174 22,133 
175 27,842 
176 22,413 
177 20,814 
178 25,771 
179 28,393 
180 23,773 
181 21,204 
182 20,155 
183 26,923 
184 26,354 
185 22,400 
186 25,073 
187 20,205 
188 24,807 
190 20,614 
191 24,473 
192 23,015 
193 22,929 
194 21,308 
195 24,315 
196 24,577 
197 25,611 
198 21,315 

 
199 25,369 
200 25,380 
201 21,793 
202 21,888 
203 25,680 
204 24,013 
205 29,536 
206 25,933 
207 24,420 
208 23,779 
209 22,511 
210 21,756 
211 20,098 
212 21,400 
213 23,815 
214 22,864 
215 23,058 
216 22,463 
217 25,171 
218 20,547 
219 23,861 
220 23,991 
221 22,985 
222 22,526 
223 22,821 
224 22,375 
225 21,027 
226 23,810 
227 25,973 
228 24,795 
229 24,427 
230 26,867 
231 25,303 
232 26,863 
233 26,919 
234 26,727 
235 19,403 
236 21,646 
237 24,341 
238 24,455 
239 19,013 
240 25,476 
241 20,785 
242 25,262 
243 28,336 
244 36,496 
245 29,805 
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„Wpływ rozkładu właściwości fizycznych i geometrycznych ziaren na dokładność rozdziału w osadzarce  
na przykładzie węgla” 

 
246 31,297 
247 28,302 
248 23,638 
249 24,774 
250 24,372 
251 21,781 
252 21,600 
253 22,030 
254 20,527 
255 23,756 
256 23,579 
257 24,336 
258 23,243 
259 26,578 
260 24,876 
261 20,957 
262 20,479 
263 21,397 
264 23,069 
265 20,892 

cd. tabeli 9.3 
266 22,239 
267 24,314 
268 25,188 
269 21,567 
270 20,748 
271 20,653 
272 20,369 
273 23,362 
274 18,475 
275 22,323 
276 24,210 
277 21,862 
278 21,011 
279 24,386 
280 22,311 
281 19,939 
282 24,209 
283 25,348 
284 21,005 
285 22,999 

 
286 26,914 
287 30,275 
288 26,276 
289 22,987 
290 25,638 
291 26,031 
292 27,574 
293 25,203 
294 26,701 
295 24,556 
296 22,129 
297 23,186 
298 27,141 
299 26,913 
300 24,937 
301 23,910 
302 23,464 
303 19,396 
304 24,256 
305 26,939 

 

 

Tabela 9.4. Średnica projekcyjna ziaren klasy 12,5 - 16  mm 
 

Nr 
ziarna 

Średnica 
projekcyjna 

dp [mm] 
1 21,852 
2 19,070 
3 20,734 
4 23,015 
5 20,220 
6 24,020 
7 20,341 
8 22,641 
9 19,978 
10 19,086 
11 20,561 
12 18,562 
13 21,300 
14 19,938 
15 24,196 
16 18,782 
17 19,229 
18 17,974 
19 20,486 

Nr 
ziarna 

Średnica 
projekcyjna 

dp [mm] 
20 18,216 
21 20,012 
22 15,703 
23 18,414 
24 15,679 
25 15,504 
26 16,455 
27 16,931 
28 15,149 
29 21,448 
30 19,713 
31 19,901 
32 19,016 
33 20,514 
34 20,206 
35 17,477 
36 20,148 
37 20,077 
38 20,779 

Nr 
ziarna 

Średnica 
projekcyjna 

dp [mm] 
39 24,372 
40 20,909 
41 21,579 
42 22,288 
43 19,461 
44 16,420 
45 15,876 
46 19,535 
47 16,672 
48 17,888 
49 14,517 
50 20,503 
51 27,065 
52 19,933 
53 21,405 
54 21,275 
55 18,358 
56 19,702 
57 21,859 
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„Wpływ rozkładu właściwości fizycznych i geometrycznych ziaren na dokładność rozdziału w osadzarce  
na przykładzie węgla” 

 
58 18,492 
59 22,237 
60 23,277 
61 25,536 
62 15,642 
63 17,529 
64 20,896 
65 16,071 
66 22,760 
67 17,306 
68 19,476 
69 18,707 
70 21,077 
71 17,926 
72 21,462 
73 20,859 
74 16,322 
75 18,293 

cd. tabeli 9.4 
76 19,495 
77 19,197 
78 21,141 
79 16,229 
80 18,497 
81 17,987 
82 16,244 
83 22,381 
84 20,891 
85 18,424 
86 20,162 
87 18,158 
88 17,860 
89 17,844 
90 19,305 
91 16,858 
92 16,925 
93 16,368 

 
94 17,279 
95 17,170 
96 22,760 
97 17,810 
98 18,260 
99 20,610 
100 16,290 
101 18,266 
102 16,623 
103 17,127 
104 17,045 
105 20,530 
106 21,732 
107 23,406 
108 15,153 
109 13,555 
110 20,429 

 

 

Tabela 9.5. Średnica projekcyjna ziaren klasy 10 – 12,5  mm 
 

Nr 
ziarna 

Średnica 
projekcyjna 

dp [mm] 
1 16,877 
2 18,721 
3 15,827 
4 15,261 
5 14,461 
6 17,023 
7 16,860 
8 16,454 
9 17,286 
10 14,912 
11 15,071 
12 15,594 
13 14,729 
14 14,746 
15 18,107 
16 16,546 
17 15,895 
18 16,286 
19 13,925 
20 17,666 
21 16,446 

Nr 
ziarna 

Średnica 
projekcyjna 

dp [mm] 
22 14,975 
23 15,588 
24 17,732 
25 17,706 
26 15,940 
27 14,086 
28 14,723 
29 14,086 
30 15,858 
31 13,087 
32 14,042 
33 13,340 
34 16,545 
35 16,577 
36 14,284 
37 16,206 
38 19,933 
39 17,345 
40 15,583 
41 14,885 
42 15,361 

Nr 
ziarna 

Średnica 
projekcyjna 

dp [mm] 
43 16,240 
44 14,544 
45 16,463 
46 16,926 
47 15,438 
48 14,580 
49 15,608 
50 15,666 
51 15,416 
52 16,617 
53 19,212 
54 14,762 
55 16,234 
56 16,218 
57 15,327 
58 15,633 
59 15,608 
60 16,090 
61 14,304 
62 18,054 
63 18,812 
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„Wpływ rozkładu właściwości fizycznych i geometrycznych ziaren na dokładność rozdziału w osadzarce  
na przykładzie węgla” 

 
64 13,387 
65 16,030 
66 15,106 
67 15,049 
68 12,732 
69 18,858 
70 18,198 
71 16,480 
72 13,960 
73 16,783 
74 14,401 
75 14,263 
76 13,030 
77 19,269 
78 15,311 
79 15,989 
80 14,606 
81 13,749 
82 12,058 
83 13,978 
84 14,942 
85 13,559 
86 13,778 
87 13,183 
88 13,526 
89 15,030 

cd. tabeli 9.5 
90 17,251 
91 16,407 
92 14,144 
93 13,823 
94 14,347 
95 12,298 
96 14,866 
97 13,706 
98 10,526 
99 19,821 
100 19,918 
101 15,952 
102 14,458 
103 14,965 
104 16,168 
105 13,914 
106 13,697 
107 18,722 
108 18,244 
109 17,978 
110 16,729 
111 15,598 
112 13,966 
113 13,126 
114 18,363 
115 16,064 

 
116 14,831 
117 14,068 
118 13,987 
119 12,753 
120 13,909 
121 18,903 
122 14,259 
123 15,884 
124 19,022 
125 15,429 
126 15,121 
127 14,160 
128 14,898 
129 13,345 
130 12,546 
131 15,013 
132 12,738 
133 15,315 
134 14,942 
135 17,066 
136 15,779 
137 13,854 
138 14,572 
139 17,469 
140 13,596 

 

 

Tabela 9.6. Średnica projekcyjna ziaren klasy 8 - 10  mm 
 

Nr 
ziarna 

Średnica 
projekcyjna 

dp [mm] 
1 12,483 
2 11,051 
3 16,173 
4 13,852 
5 15,248 
6 11,918 
7 10,369 
8 10,798 
9 12,348 
10 13,646 
11 15,072 
12 17,277 
13 10,168 

Nr 
ziarna 

Średnica 
projekcyjna 

dp [mm] 
14 13,370 
15 12,966 
16 11,709 
17 12,783 
18 12,799 
19 10,836 
20 11,807 
21 10,358 
22 12,390 
23 12,772 
24 10,498 
25 13,593 
26 11,769 

Nr 
ziarna 

Średnica 
projekcyjna 

dp [mm] 
27 13,413 
28 12,187 
29 12,545 
30 9,904 
31 13,018 
32 14,765 
33 13,011 
34 11,468 
35 13,904 
36 10,526 
37 11,454 
38 11,979 
39 10,387 
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 cd. tabeli 9.6 
40 10,802 
41 14,409 
42 10,904 
43 11,973 
44 11,588 
45 11,660 
46 12,876 
47 11,994 
48 13,724 
49 15,530 
50 12,080 
51 11,941 
52 13,110 
53 12,751 
54 13,857 
55 11,652 
56 12,250 
57 10,760 
58 10,971 
59 12,405 
60 12,539 
61 12,638 
62 9,075 
63 12,217 
64 13,196 
65 12,109 
66 12,600 
67 12,315 
68 12,457 
69 13,296 
70 13,462 
71 17,271 
72 13,491 
73 14,496 

 
 

74 15,734 
75 14,386 
76 14,617 
77 12,750 
78 9,082 
79 10,355 
80 13,311 
81 14,188 
82 13,966 
83 13,225 
84 12,181 
85 12,783 
86 10,907 
87 14,737 
88 11,742 
89 11,467 
90 12,821 
91 11,663 
92 11,894 
93 10,543 
94 11,428 
95 10,578 
96 12,328 
97 13,699 
98 12,452 
99 13,501 
100 14,738 
101 10,448 
102 13,095 
103 11,639 
104 11,124 
105 16,942 
106 11,760 
107 11,394 

 
 

108 13,072 
109 13,216 
110 12,243 
111 13,616 
112 12,913 
113 14,481 
114 17,099 
115 12,306 
116 11,381 
117 13,906 
118 13,262 
119 14,093 
120 13,852 
121 11,942 
122 12,125 
123 11,021 
124 12,805 
125 13,264 
126 12,243 
127 13,614 
128 15,481 
129 15,316 
130 12,618 
131 11,742 
132 11,872 
133 14,020 
134 12,703 
135 13,952 
136 12,862 
137 12,620 
138 11,565 
139 11,886 
140 12,805 
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„Wpływ rozkładu właściwości fizycznych i geometrycznych ziaren na dokładność rozdziału w osadzarce  
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10. FUNKCJA ROZKŁADU ARGUMENTU ROZDZIAŁU  

     (PRĘDKOŚCI OPADANIA) 

 
 Jak była o tym mowa w rozdziale 5 prędkość opadania jest argumentem rozdzia-

łu w procesie wzbogacania w osadzarce. Zgodnie ze wzorem (5.49) graniczna prędkość 

opadania ziarna jest funkcją jego gęstości, wielkości i współczynników kształtu ziarna. 

Kierowana do procesu rozdziału nadawa charakteryzuje się rozkładem właściwości fi-

zycznych i geometrycznych ziarna, a w związku z tym również prędkości opadania. 

Graniczna prędkość opadania ziarna nieregularnego wyraża się następującym wzorem 

(patrz rozdział 5): 

2

133,5
k
kdxv p=                                                (10.1) 

Przy założeniu, że gęstość zredukowana x, średnica rzutowa dp oraz współczynniki 

kształtu k1 i k2 są zmiennymi losowymi, prędkość opadania ziarna stanowi również 

zmienną losową będącą funkcją wymienionych zmiennych losowych. Postać funkcji 

rozkładu prędkości opadania jest zależna od funkcji gęstości rozkładów zmiennych lo-

sowych figurujących we wzorze (10.1). Dla jej wyliczenia korzysta się z twierdzeń ra-

chunku prawdopodobieństwa odnoszących się do funkcji zmiennych losowych (Ger-

stenkorn i Śródka, 1972). Metodyka postępowania polega na doprowadzenia wzoru na 

prędkość opadania ziarna do postaci będącej iloczynem dwóch zmiennych losowych 

(Brożek i Surowiak, 2004, 2005 a,b). Wówczas funkcja gęstości rozkładu zmiennej lo-

sowej będącej iloczynem dwóch niezależnych zmiennych losowych  S = T . U  wyraża 

się następującym wzorem (Gerstenkorn i Śródka, 1972):  

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= dt

tt
sgtfsh 1)()(                                                (10.2) 

gdzie: h(s), f(t), i g(u) – funkcje gęstości rozkładu odpowiednio zmiennych losowych S, 

T i U. 

Procedurę doprowadzenia do postaci iloczynu dwóch zmiennych losowych realizuje się 

etapami. 
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10.1. Rozkład prędkości opadania w próbce monodyspersyjnych ziaren  

         sferycznych  

 

Niech R, X, Dp, k1 i k2 oznaczają zmienne losowe odpowiednio gęstości ziaren, 

gęstości zredukowanej, średnicy rzutowej ziarna, objętościowego współczynnika kształ-

tu oraz dynamicznego współczynnika kształtu ziarna. Dla ziaren sferycznych  

k1 = k2 = 1, dp = do, gdzie do – wielkość ziaren nadawy. W tej sytuacji prędkość opada-

nia ziarna vms wyraża się wzorem: 

oms dxv 33,5=                                                     (10.3) 

Gęstość zredukowana x jest związana z gęstością ziarna zależnością: 

o

ox
ρ

ρρ −
=                                                           (10.4) 

skąd:        

)(xx oo ρρρρ =+=                                                   (10.5) 

Niech zmienna losowa R posiada rozkład określony przez funkcję gęstości rozkładu 

fρ(ρ). Wtedy zmienna losowa X posiada rozkład o gęstości (Gerstenkorn i Śródka, 

1972): 

[ ]
dx

xdxfxf )()()( ρρρ=                                               (10.6a) 

)()( ooo xfxf ρρρρ ρ +==                                          (10.6b) 

Po wprowadzeniu nowej zmiennej losowej: 

2
1

1 XY =                                                          (10.7) 

ską . 

Prędkość opadania jest równa: 

d )( 1
2
1 yxyx ==

133,5 ydv om =                                                   (10.8) 

Rozkład zmiennej losowej Y1 analogicznie jak wyżej jest następujący: 

[ ]
1

1
111

)()()(
dy

ydxyxfyf =                                              (10.9a) 
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)(2)( 2
1111 yxfyyf ==                                               (10.9b) 

Następująca zmienna losowa: Y2 = 5,33 Y1  ( )(
33,5 21
2

1 yy
y

y == ) posiada funkcję gęsto-

ści rozkładu: 

[ ]
2

21
21122

)(
)()(

dy
ydy

yyfyf =                                     (10.10a) 

33,5
1

33,5
)( 2

1122 ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

y
yfyf                                    (10.10b) 

Po tych przekształceniach prędkość opadania jako zmienna losowa wyraża się następu-

jącym wzorem: 

2YdV oms =                                                     (10.11) 

W związku z tym prędkość opadania zbioru monodyspersyjnych ziaren sferycznych ma 

rozkład o gęstości: 

[ ]
ms

ms
msms dv

vdy
vyfvh

)(
)()( 2

22=                                   (10.12a) 

oo

ms
ms dd

vyfvh 1)( 22 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==                                  (10.12b) 

 

10.2. Rozkład prędkości opadania w próbce monodyspersyjnych ziaren  

         nieregularnych 

 

 Jak wykazują badania (Sztaba, 1992) kształt ziarna ma wpływ na prędkość opa-

dania. Założono, że ziarna próbki mają tę samą wartość średnicy projekcyjnej op dd = , 

natomiast współczynniki kształtu ziarna stanowią zmienne losowe K1 i K2

gęstości rozkładów w1(k1) i w2(k2). Wówczas funkcja gęstości rozkładu zm

wej

 o funkcjach 

iennej loso-

 
2

1

K
K

Z =  jest wyrażona następującym wzorem (Gerstenkorn i Śródka, 1972): 

( )∫= 2212221 )()( dkkzwkwkzp                                          (10.13) 
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2
1

ZA =  Następująca zmienna losowa (z = a2= z(a)) ma funkcje gęstości rozkładu okre-

śloną następującym wzorem: 

[ ]
da

adzazpap )()()( 12 =                                            (10.14a) 

p2(a) = 2ap1(z = a2)                                              (10.14b) 

Zmienna losowa prędkości opadania monodyspersyjnych ziaren nieregularnych po po-

wyższych przekształceniach jest równa: 

Vmn = Vms . A                                                       (10.15) 

Jak widać ze wzoru (12.15) zmienna losowa prędkości opadania ziaren nieregularnych 

jest iloczynem zmiennej losowej prędkości opadania monodyspersyjnych ziaren sfe-

rycznych i zmiennej losowej będącej funkcją współczynników kształtu ziarna.   

W związku z tym funkcja gęstości rozkładu prędkości opadania monodyspersyjnych 

ziaren nieregularnych, zgodnie ze wzorem (10.2) jest równa: 

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

max

min

1)()( 2

s

s

v

v
ms

msms

mn
msmn dv

vv
vapvhvh                          (10.16) 

 

10.3. Rozkład prędkości opadania w próbce polidyspersyjnych ziaren 

         nieregularnych 

 

 Niech rozkład zmiennej losowej Dp będzie zadany funkcją gęstości rozkładu 

g(dp). Nowa zmienna losowa pDU =1  ))(( 1
2
1 udud pp == ma rozkład o gęstości: 

[ ]
1

1
111

)(
)()(

du
udd

udgug p
p=                                        (10.17a) 

                                          (10.17b) 

Wówczas zmienna losowa prędkości opadania zgodnie ze wzorem (10.1) będzie iloczy-

nem  trzech zmiennych losowych: 

)(2)( 2
1111 udguug p ==

AUYV ⋅⋅= 12                                                   (10.18) 
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Następująca zmienna losowa: AUU ⋅= 12  będąca iloczynem dwóch zmiennych loso-

wych charakteryzujących własności geometryczne ziaren stanowi syntetyczną zmienną 

losową własności geometrycznych. Jej rozkład zgodnie ze wzorem (10.2) jest następu-

jący: 

1
11

2
21122

1)()(
max1

min1

du
uu

u
pugug

u

u
∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=                                   (10.19) 

W tej sytuacji prędkość opadania jest iloczynem zmiennej losowej Y2 zależnej od roz-

kładu gęstości ziaren w próbce oraz zmiennej U2 zależnej od rozkładu własności geo-

metrycznych: 

22 UYV ⋅=                                                      (10.20) 

Rozkład prędkości opadania ziaren w próbce polidyspersyjnych ziaren nieregularnych 

wyraża się wzorem: 

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

max2

min2

2
22

222
1)()(

y

y

dy
yy

vgyfvh                                   (10.21) 

 

10.4. Rozkład prędkości opadania w próbce polidyspersyjnych ziaren 

         sferycznych 

 

 Prędkość opadania ziarna sferycznego vps w sytuacji, gdy zarówno gęstość ziar-

na jak i jego średnica są zmiennymi losowymi wyraża się wzorem: 

dxv ps 33,5=                                                    (10.22) 

W związku z tym zmienna losowa prędkości opadania dla tego przypadku będzie rów-

na: 

12 UYVps ⋅=                                                         (10.23) 

Funkcja gęstości rozkładu prędkości opadania vps jest następująca: 

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

max2

min2

2
22

122
1)()(

y

y

ps
ps dy

yy
v

gyfvh                                       (10.24) 
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10.5. Analiza wpływu rozkładu własności fizycznych i geometrycznych  

         ziaren na rozkład prędkości opadania 

 

 Analiza sprowadza się do wyznaczenia rozkładów prędkości opadania określo-

nych wzorami (10.12), (10.16), (10.21) i (10.24). Funkcje gęstości rozkładów gęstości 

)(ρρf , wielkości ziarna  oraz współczynników kształtu  i  wyzna-

czono na podstawie wyników analizy densymetrycznej i granulometrycznej zamiesz-

czonych w  rozdziale 9 w tabeli 9.1 oraz pomiarów współczynników kształtu podanych 

w tabeli 9.2 i ich rozkładów.  

 

10.5.1. Wpływ rozkładu gęstości ziarna na rozkład prędkości opadania 

 

 Dla oceny wpływu rozkładu gęstości na rozkład prędkości opadania wyliczono 

funkcję gęstości rozkładu prędkości wyrażoną wzorem (10.12), gdyż w tym przypadku 

pozostałe dwie zmienne (wielkość ziarna i jego kształt) mające wpływ na rozkład pręd-

kości opadania mają wartości ustalone.  

Funkcja gęstości rozkładu gęstości ziarna, zgodnie z dyspersyjnym modelem ziarna 

(Brożek, 1995) jest wyrażona przez dwuparametrową funkcję z rodziny rozkładów 

gamma. Jak będzie pokazane dalej jest to funkcja rozkładu Weibulla, którego dystrybu-

anta i funkcja gęstości są następujące:  

 )( pdg )( 11 kw )( 22 kw
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gdzie: cρ  - gęstość charakterystyczna ( %21,63)( == cF ρρρ ), kn – współczynnik niejed-

norodności. 

Zgodnie ze wzorem (10.6) funkcja gęstości i dystrybuanta rozkładu gęstości zreduko-

wanej wyrażają się wzorami: 
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gdzie: 
o

oc
cx

ρ
ρρ −

= . 

Rozkład zmiennej losowej  według wzorów (10.9) jest następujący: XY =1
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gdzie: cc xy =1 . 

Rozkład zmiennej losowej , na podstawie wzorów (10.10), charakteryzuje się 

następującymi funkcjami: 

12 33,5 YY =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

−+
+

= −
n

n

n

k

c

k
k

c

n

y
yyy

y
kyf

41,28
41,28exp)41,28(

)41,28(
200)( 2

2

2
212

222
2

22        (10.31) 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

−−=
nk

cy
yyF

41,28
41,28exp1100)( 2

2

2
2

22                            (10.32) 

gdzie: . 

Po przytoczonych wyżej kolejnych przekształceniach rozkład prędkości opadania  

w próbce monodyspersyjnych ziaren sferycznych zgodnie ze wzorami (10.11) i (10.12) 

jest następujący: 

cc yy 12 33,5=
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gdzie: do – średnica ziaren próbki, natomiast vmsc jest równe: 
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o

oc
ocomsc dydv

ρ
ρρ −

== 33,52                                   (10.35) 

Jak widać ze wzorów (10.34) i (10.35) funkcja rozkładu prędkości opadania w tym 

przypadku jest wyrażona przez parametry rozkładu gęstości ziaren i ich średnicę. Ana-

logicznie jak dla rozkładu gęstości jest to również rozkład Weibulla.  

Dla zilustrowania wpływu rozkładu gęstości na rozkład prędkości opadania na podsta-

wie wyników zamieszczonych w rozdziale 9 w tabeli 9.1 wyliczono współrzędne dys-

trybuant rozkładu gęstości dla kilku wąskich klas ziarnowych, a następnie do dystrybu-

ant empirycznych dopasowano rozkłady Weibulla. Ponadto dla klasy 8 – 10 mm wy-

znaczono dystrybuantę rozkładu gęstości w odpadach. Z dopasowania uzyskano dla 

każdego rozkładu parę parametrów ρc i kn. Na rysunkach 10.1 – 10.5 podane są zależno-

ści modelowe z zaznaczonymi wartościami empirycznymi. Przy każdym rysunku poda-

ne są wartości parametrów rozkładu ρc i kn. Zgodność modelu z doświadczeniem osza-

cowano wyliczając indeks korelacji krzywoliniowej. Wysokie wartości tego indeksu  

(R > 0,99) świadczą o dobrej zgodności dystrybuanty modelowej w postaci rozkładu 

Weibulla z dystrybuantą empiryczną. Różnice w rozkładach gęstości poszczególnych 

klas ziarnowych są minimalne, co jest empirycznym potwierdzeniem założenia,  

że zmienne losowe wielkości ziarna i gęstości są zmiennymi niezależnymi. 

Parametrami rozkładu prędkości opadania są współczynnik niejednorodności  kn i pręd-

kość charakterystyczna vmsc wyliczana według wzoru (10.35). Występująca w tym wzo-

rze gęstość cieczy ρo podawanej do komory osadzarki jest wyższa od gęstości wody  

i wynosi ρo=1,093 Mg/m3 gdyż zawracana jest ona do obiegu z osadnika Dorra.  

Za wielkość ziarna sferycznego przyjęto średnią wartość średnicy projekcyjnej ziarna  

w danej klasie ziarnowej. Metoda pomiaru średnicy projekcyjnej została opisana w roz-

dziale 9. Na podstawie wyników przedstawionych w tabelach 9.3 – 9.6 w rozdziale 9 

wykreślono histogramy rozkładu średnicy projekcyjnej w czterech klasach ziarnowych. 

Przedstawiono je na rysunkach 10.6– 10.9. 
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3Rys. 10.1. Rozkład gęstości ziaren w klasie  2 – 3,15  mm, ρc =2,05 Mg/m ; kn = 3,84 
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3Rys. 10.2. Rozkład gęstości ziaren w klasie 3,15 – 5  mm, ρc =2,09 Mg/m ; kn = 3,97 
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3Rys. 10.3. Rozkład gęstości ziaren w klasie 8 – 10 mm, ρc =2,17 Mg/m ; kn = 3,97 
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3Rys. 10.4. Rozkład gęstości ziaren w klasie 16- 20 mm, ρc =2,25 Mg/m ; kn = 3,91 
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3Rys. 10.5. Rozkład gęstości ziaren w odpadach klasy 8 - 10 mm, ρc =2,36 Mg/m ; 

 kn = 7,92 
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Rys. 10.6. Histogram rozkładu średnicy projekcyjnej  dp w  klasie 8 -10 mm:  

dcp = 13,2 mm; k p = 3,17; bp = 8 mm; 812d p ,= mm 
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Rys. 10.7. Histogram rozkładu średnicy projekcyjnej w klasie 10 – 12,5 mm: dp,  

dcp = 16,12 mm; kp = 3,3; bp = 10 mm; 515d p ,= mm 
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Rys. 10.8. Histogram rozkładu średnicy projekcyjnej d  w klasie 12,5  – 16 mm: 

 dcp = 20,1 mm; kp = 2,73; bp = 13 mm; 
p

319d p ,= mm 
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Rys. 10.9. Histogram rozkładu średnicy projekcyjnej dp w klasie 16 – 20 mm:  

dcp = 24,79 mm; kp = 2,95; bp = 16mm; 923d p ,= mm 
 

Przy pomocy programu Statistica do każdego histogramu dopasowano funkcję gęstości 

rozkładu średnicy projekcyjnej w danej klasie ziarnowej. Najlepsze dopasowanie uzy-

skano dla rozkładu Weibulla w postaci:  
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gdzie: dcp – wartość charakterystyczna średnicy projekcyjnej, kp – współczynnik niejed-

norodności, bp – wartość przesunięcia zmiennej losowej.  

Jak wykazują pomiary innych autorów analogiczny typ rozkładu Weibulla istnieje dla 

średnicy sitowej ziaren w wąskiej klasie ziarnowej (Kordek, 1999).  

Na rysunkach 10.6 – 10.9. podano parametry rozkładu Weibulla średnicy projekcyjnej 

wraz z wartością przesunięcia zmiennej losowej bp. Wartość średnią średnicy projek-

cyjnej wylicza się z następującego wzoru (Gerstenkorn i Śródka, 1972):  

p
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k
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gdzie: Γ - funkcja gamma Eulera. 
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Rys.10.10. Zależność średniej wartości średnicy projekcyjnej od średniej wartości  

                  średnicy sitowej 
 

Wartości średnie średnicy projekcyjnej podano przy każdym z rysunków  

10.6 – 10.9. 

Na rys. 10.10 podano zależność średniej wartości średnicy projekcyjnej od średniej war-

tości średnicy sitowej sd . Dla wartości średniej średnicy sitowej przyjęto średnią aryt-

metyczną dolnej i górnej granicy klasy. Wyliczona zależność empiryczna )( sp dd  jest 

następująca: 

0097,05308,10112,0 2 −+−= ssp ddd                                  (10.38) 

przy czym dp i ds są wyrażone w milimetrach. 

Według tej zależności dokonywano przejścia od średnicy sitowej do średnicy projek-

cyjnej ziarna w dalszej części pracy.  

Jak powiedziano wcześniej jako wielkość ziarna kulistego do przyjęto we wzorach 

(10.34) i (10.35) średnią wartość średnicy projekcyjnej. Ze względu na to, że różnice  

w rozkładach gęstości w poszczególnych klasach ziarnowych są nieznaczne wyliczono 

rozkład prędkości opadania w jednej klasie ziarnowej 8 – 10 mm i w odpadach tej kla-

sy. Na rysunkach 10.11 i 10.12 przedstawiono dystrybuantę rozkładu prędkości opada-

nia w nadawie i odpadach monodyspersyjnych ziaren sferycznych odpowiednio dla 

rozkładów gęstości zaprezentowanych na rysunkach 10.3 i 10.5.  
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Rys.10.11. Dystrybuanta rozkładu prędkości opadania ziaren w monodyspersyjnej 

próbce ziaren: klasa 8 - 10  mm, vmsc = 0,599 [m/s], kn = 3,97 
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Rys.10.12. Dystrybuanta rozkładu prędkości opadania ziaren w odpadach monodysper-

syjnych: klasa 8 - 10  mm, vmsc = 0,789 [m/s], kn = 7,92 
 
 

10.5.2. Wpływ rozkładu kształtu ziarna na rozkład prędkości opadania 

 

Wyniki pomiarów współczynników kształtu k1 i k2 przedstawione są w tabeli 

9.2.. Na ich podstawie wykreślono histogramy rozkładów zmiennych losowych K1 i K2, 

które przedstawiono na rysunkach 10.13 i 10.14.  Badania innych autorów wskazują,  
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że rozkłady współczynników kształtu są rozkładami typu gamma (Hodenberg, 1998, 

Stark i Muller, 2005). Z tego względu do histogramów tych dopasowywano rozkłady 

Rayleigha i rozkłady Weibulla. Ocena statystyczna zgodności rozkładów modelowych  

z rozkładami empirycznymi była jednakowa dla obu typów rozkładów, w związku  

z czym do dalszych rozważań przyjęto rozkłady Rayleigha współczynników kształtu, 

których ogólne równania są następujące: 

                                         (10.39) 

                                        (10.40) 

gdzie: λ1 i λ2 – parametry rozkładów. 

Z dopasowania do rozkładów empirycznych programem Statistica uzyskano dla para-

metrów rozkładów następujące wartości: λ1 = 11  oraz  λ2 = 0,015. 
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Rys. 10.13. Histogram rozkładu objętościowego współczynnika kształtu k1, λ1 = 11 
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Rys. 10.14. Histogram rozkładu objętościowego współczynnika kształtu k2, λ2 = 0,015 

 

Funkcja gęstości rozkładu zmiennej losowej 
2

1

K
K

Z = , zgodnie ze wzorem (10.13) jest 

równa: 

                             (10.41) 

Po wyliczeniu całki otrzymuje się (Brożek i Turno, 2004): 
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Rozkład zmiennej losowej ZA =  ma według wzoru (10.14) następującą funkcję gę-

stości rozkładu p2(a): 

24
12

3
21

2 )(
4

)(
a
a

ap
λλ
λλ

+
=                                                 (10.43) 

Szczegółowa postać funkcji p2(a) dla podanych wyżej parametrów  λ1 i λ2 jest wyrażona 

wzorem: 

24

3

2 )11015,0(
66,0)(

a
aap

+
=                                               (10.44) 

Wykres tej funkcji podany jest na rys. 10.15. 
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Rys.10.15. Rozkład gęstości funkcji zmiennej losowej A 

 

Wartość najbardziej prawdopodobna zmiennej a jest równa:  

169,0
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Na podstawie wzoru (10.16) funkcja gęstości rozkładu prędkości opadania monody-

spersyjnych ziaren nieregularnych po przekształceniach jest równa: 
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gdzie:  

( ) nk
omsc

n

dv

k
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41,28

800
2

21

+
=

λλ                                                 (10.47) 

- stała, której wartość jest zależna od parametrów rozkładu gęstości i współczynników 

kształtu oraz wielkości ziarna. 

Jak wynika ze wzoru (10.46) rozkład prędkości opadania jest w sposób jawny zależny 

od rozkładu współczynników kształtu ziarna. 

Rozkład prędkości opadania według wzoru (10.46) wyliczono dla klasy ziarnowej  

8 – 10 mm. Średnia wartość średnicy projekcyjnej wyliczona według wzoru (10.38) jest 

równa: 78,12== op dd mm. 
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Po podstawieniu do wzoru (10.46) wartości parametrów: kn = 3,97, λ1 = 11,  

λ2 = 0,015, vmsc = 0,6 m/s, do = 0,0128 m, granic całkowania: vmsmin = 0  m/s,  

vmsmax = 0,88 m/s oraz stałej C = 1941 wzór (10.46) przyjmuje postać: 
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Ze względu na złożoność funkcji podcałkowej w powyższym wyrażeniu całkowanie 

wykonano metodą numeryczną.  
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Rys. 10.16. Funkcja gęstości rozkładu prędkości opadania ziaren nieregularnych  

                  w klasie 8 – 10 mm 
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Rys. 10.17. Dystrybuanta rozkładu prędkości opadania ziaren nieregularnych 

                   w klasie 8 – 10 mm 
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Wykres funkcji h(vmn) oraz dystrybuanta H(vmn)  przedstawione są odpowiednio na ry-

sunkach 10.16 i 10.17. Na kolejnym rysunku 10.18 przedstawiono wykres funkcji h(vms) 

wyliczonej z równania dystrybuanty rozkładu H(vms) przedstawionej na rys. 10.11. Po-

równanie obu rysunków wskazuje, że po uwzględnieniu rozkładu współczynników 

kształtu zmienia się kształt funkcji gęstości rozkładu (zmienia się asymetria rozkładu  

z ujemnej na dodatnią), obniża się wartość prędkości najbardziej prawdopodobnej z 0,6 

[m/s] do 0,084 [m/s], jak również obniża się maksymalna wartość prędkości opadania  

z 0,88 [m/s] do 0,4 [m/s]. Skutkiem tego ziarna płaskie o większej gęstości niż analo-

giczne ziarna o mniejszej gęstości i mniejszej asymetrii będą się gromadziły  

w produkcie lekkim. Wniosek ten jest zgodny z obserwowanymi faktami doświadczal-

nymi (Ferrara i inni, 2000, Ociepa i Mączka, 2000). 
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Rys. 10.18. Funkcja gęstości rozkładu prędkości opadania ziaren sferycznych  

w klasie 8 – 10 mm 
 

 Analogicznie jak w przypadku nadawy monodyspersyjnych ziaren nieregular-

nych klasy 8 – 10 mm wyznaczono funkcję gęstości rozkładu prędkości opadania  

w odpadach tej klasy. Wyliczona uprzednio dystrybuanta rozkładu gęstości w odpadach 

przedstawiona jest na rysunku 10.5. Stosownie do tego rozkładu gęstości funkcja gęsto-

ści rozkładu prędkości opadania w odpadach klasy 8 – 10 mm wyraża się wzorem:  
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Całkę (10.49) wyliczono metodą numeryczną. 

Na rys. 10.19 przedstawiono funkcję gęstości rozkładu prędkości opadania ziaren niere-

gularnych w odpadach klasy 8 – 10 mm. Analogicznie jak w nadawie tej klasy nastąpiło 

zmniejszenie prędkości opadania i obniżenie różnicy prędkości opadania w tym pro-

dukcie w stosunku do ziaren sferycznych. 
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Rys. 10.19. Funkcja gęstości rozkładu prędkości opadania ziaren nieregularnych w od-

padach klasy 8 – 10 mm 
 
 

10.5.3. Wpływ rozkładu własności fizycznych i geometrycznych  

                           na rozkład prędkości opadania ziaren nieregularnych 

10.5.3.1. Rozkład prędkości opadania w nadawie ziaren nieregularnych 
 

 Skład granulometryczny miałów węglowych dobrze aproksymuje się rozkładem 

Weibulla (R-R-B). Innymi słowy rozkład zmiennej losowej Dp jest rozkładem Weibulla, 

którego funkcja gęstości rozkładu i dystrybuanta są równe: 
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gdzie: dop – średnica charakterystyczna, kp – współczynnik niejednorodności. 

Zmienna losowa pDU =1  zgodnie ze wzorem (10.17) będzie miała rozkład, którego 

gęstość i dystrybuanta wyrażają się wzorami: 
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gdzie: opo du =1  

Syntetyczna zmienna losowa własności geometrycznych ziarna  według 

wzorów (10.19) z uwzględnieniem (10.43) i (10.53) ma następującą funkcję gęstości 

rozkładu: 
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Jak wynika ze wzoru (10.54) funkcja gęstości rozkładu syntetycznej zmiennej losowej 

własności geometrycznych jest zależna od parametrów rozkładu średnicy projekcyjnej 

ziarna (kp, dop) oraz rozkładu zmiennej A (λ1; λ2).  

Wyniki analizy granulometrycznej podane są w tabeli 9.1. Na ich podstawie wyliczono 

dystrybuantę empiryczną dla rozkładu średnicy sitowej, do której dopasowano dystry-

buantę rozkładu Weibulla. Następnie wykorzystując zależność ds(dp) wyznaczono ze 

wzoru (10.38) parametr dop dla rozkładu średnicy projekcyjnej. Na rys. 10.20 podana 

jest dystrybuanta rozkładu średnicy sitowej (krzywa niebieska) oraz średnicy projekcyj-

nej (krzywa czerwona). Pod rysunkiem podane są parametry rozkładu średnicy sitowej 

dos i kp oraz średnicy projekcyjnej dop i kp. Wartość parametru kp nie ulega zmianie przy 

przejściu od średnicy sitowej do średnicy projekcyjnej.  
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Rys. 10.20. Dystrybuanty rozkładu średnicy sitowej i projekcyjnej ziaren w nadawie: 

 dos = 10,83 mm, dop = 15,27 mm, kp = 1,52  
 

Szczegółowa postać rozkładu g2(u2) jest następująca:  
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Rozkład g2(u2) wyliczono metodą numeryczną. Na rysunkach 10.21 i 10.22 przedsta-

wione są odpowiednio funkcja gęstości rozkładu i dystrybuanta rozkładu syntetycznej 

zmiennej losowej U2. 
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Rys.10.21. Funkcja gęstości rozkładu syntetycznej zmiennej losowej własności geome-

trycznych  
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Rys. 10.22. Dystrybuanta rozkładu syntetycznej zmiennej losowej własności geome-

trycznych  
 

Funkcja gęstości rozkładu prędkości opadania jest określona wzorem (10.21),  

w którym występuje funkcja gęstości rozkładu zmiennej Y2. Funkcja ta określona jest 

wzorem (10.31) przez parametry rozkładu gęstości w próbce ρc i kn 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=

o

oc
cy

ρ
ρρ33,52 . Na podstawie wyników analizy densymetrycznej podanej w tabe-

li 9.1 wyliczono dystrybuantę empiryczną rozkładu gęstości, do której dopasowano roz-

kład Weibulla. Na rysunku 10.23  przedstawiona jest dystrybuanta rozkładu gęstości 

wraz z parametrami rozkładu ρc i kn.  
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Rys. 10.23. Dystrybuanta rozkładu gęstości ziaren w nadawie: ρc = 2,17 [Mg/m3];  

           kn = 3,54 
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Na tej postawie wyliczono szczegółową postać funkcji gęstości rozkładu zmiennej Y2:  
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Wobec tego funkcja gęstości rozkładu prędkości opadania ziaren w próbce nadawy po-

lidyspersyjnych ziaren nieregularnych na podstawie wzoru (10.21) jest następująca: 
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Rozkład h(v) wyliczono metodą numeryczną. Na rysunkach 10.24 i 10.25 wykreślono 

odpowiednio funkcję gęstości i dystrybuantę rozkładu prędkości opadania w próbce 

polidyspersyjnej nadawy ziaren nieregularnych.  
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Rys.10.24. Funkcja gęstości rozkładu prędkości opadania ziaren nieregularnych w 

nadawie  
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Rys. 10.25. Dystrybuanta rozkładu prędkości opadania ziaren nieregularnych  

                  w nadawie 
 

10.5.3.2. Rozkład prędkości opadania w odpadach ziaren nieregular- 

               nych 
 

 Sposób postępowania przy wyliczaniu rozkładu prędkości opadania w odpadach 

jest analogiczny jak w przypadku nadawy. Dla wyliczenia rozkładu prędkości zgodnie 

ze wzorem (10.21) konieczne są rozkłady średnicy projekcyjnej i współczynników 

kształtu, czyli syntetycznej zmiennej losowej własności geometrycznych oraz rozkładu 

gęstości w odpadach. Na podstawie wyników zamieszczonych w tabeli 9.1 wykreślono 

dystrybuantę rozkładu średnicy sitowej i średnicy projekcyjnej, do których dopasowano 

rozkład Weibulla. Dystrybuanty tych rozkładów przedstawione są na rys. 10.26 wraz  

z parametrami rozkładów.  
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Rys. 10.26. Dystrybuanty rozkładu średnicy sitowej i projekcyjnej ziaren w odpadach:  

dos = 11,32 mm, dop = 15,9 mm, kp = 1,47 
 

 Na tej podstawie zgodnie ze wzorem (10.54) funkcję gęstości rozkładu synte-

tycznej zmiennej losowej w odpadach przedstawia wzór: 
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Korzystając z wyników analizy densymetrycznej odpadów wykreślono dystrybuantę 

rozkładu gęstości, do której dopasowano rozkład Weibulla. Rozkład ten jest przedsta-

wiony na rys. 10.27 wraz z parametrami rozkładu ρc i kn.  
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Rys. 10.27. Dystrybuanta rozkładu gęstości ziaren w odpadach: ρc = 2,35 Mg/m3, kn = 

7,46 
 

 W związku z tym rozkład zmiennej losowej Y2 zgodnie ze wzorem (10.31) jest 

następujący: 
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Funkcja gęstości rozkładu prędkości opadania ziaren nieregularnych na podstawie wzo-

ru (10.21) wyraża się następującym wzorem: 
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Na rys. 10.28 wykreślono funkcję gęstości rozkładu prędkości opadania w odpadach. 

Funkcja ta wyraz z analogiczną funkcją dla nadawy posłuży do wyliczenia współrzęd-

nych krzywej rozdziału. 

 134



„Wpływ rozkładu właściwości fizycznych i geometrycznych ziaren na dokładność rozdziału w osadzarce  
na przykładzie węgla” 

0

200

400

600

800

1000

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60
v [m/s]

h o
(v

)

 
Rys.10.28.  Funkcja gęstości rozkładu prędkości opadania ziaren nieregularnych w od-

padach 
 
 

10.5.3.3. Rozkład prędkości opadania w nadawie ziaren sferycznych 
 

 Przy wyliczaniu rozkładu prędkości opadania w tym przypadku założono,  

że ziarna są kulami o średnicy równej średnicy projekcyjnej, a rozkład tej średnicy jest 

przedstawiony na rys. 10.20. Innymi słowy wyznaczenie tego rozkładu stanowi symula-

cję jaki byłby rozkład prędkości opadania ziaren w analizowanej próbce nadawy, gdyby 

ziarna miały kształt kulisty. Rozkład gęstości ziaren w nadawie podany jest na rys. 

10.23. Prędkość opadania jest iloczynem dwóch zmiennych losowych Y2 i U1. Funkcja 

gęstości rozkładu zmiennej Y2 jest wyrażona wzorem (10.56), natomiast funkcja gęsto-

ści rozkładu zmiennej U1 według wzoru (10.52) jest następująca: 
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W związku z tym zgodnie ze wzorem (10.24) funkcja gęstości rozkładu prędkości opa-

dania w nadawie ziaren sferycznych jest wyrażona następującym wzorem: 
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             (10.62) 

Rozkład (10.62) wyznaczono numerycznie. 
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Rys.10.29. Funkcja gęstości rozkładu prędkości opadania ziaren sferycznych w nadawie  
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Rys. 10.30. Dystrybuanta rozkładu prędkości opadania ziaren sferycznych w nadawie  

 

 Na rysunkach 10.29 i 10.30 wykreślono odpowiednio funkcję gęstości rozkładu 

oraz dystrybuantę rozkładu prędkości opadania ziaren sferycznych w nadawie. 

Porównując rozkłady prędkości opadania w nadawie ziaren nieregularnych (rys. 10.24) 

oraz w nadawie ziaren sferycznych można stwierdzić, że w tym przypadku nieregularny 

kształt ziaren w większym stopniu zmniejsza różnicę prędkości opadania ziaren niż  

w przypadkach monodyspersyjnych ziaren sferycznych i ziaren nieregularnych. 
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11. WPŁYW ROZKŁADU WŁASNOŚCI FIZYCZNYCH  

                I GEOMETRYCZNYCH ZIAREN NA DOKŁADNOŚĆ   

      ROZDZIAŁU 

 

Uzyskane w rozdziale 8 równanie krzywej rozdziału i zależność rozproszenia 

prawdopodobnego od wielkości ziarna oraz współczynników kształtu, jak również roz-

kłady prędkości opadania wyliczone dla ziaren nieregularnych i sferycznych w rozdzia-

le 10,  posłużą do analizy wpływu rozkładu własności fizycznych i geometrycznych na 

wielkość imperfekcji i rozproszenia prawdopodobnego będących miarą dokładności 

rozdziału. 

 

11.1. Wpływ rozkładu współczynników kształtu na dokładność roz- 

          działu 

 

Dysponując funkcjami gęstości rozkładów prędkości opadania w odpadach  

i nadawie monodyspersyjnych ziaren nieregularnych (klasa 8 – 10 mm) wyliczono licz-

by rozdziału dla odpadów i danej wartości prędkości opadania korzystając ze wzoru:  

)(
)(

mn

mno
ov vh

vh
T γ=                                                      (11.1) 

gdzie: Tv – liczba rozdziału dla prędkości v, γo – wychód odpadów, ho(vmn) – funkcja 

gęstości rozkładu prędkości opadania w odpadach klasy 8 – 10 mm (wzór 10.49 i rys. 

10.19), h(vmn) – funkcja gęstości rozkładu prędkości opadania w nadawie klasy 8 – 10 

mm (wzór 10.48 i rys. 10.14).  

Do uzyskanej w ten sposób empirycznej krzywej rozdziału dopasowano zależność mo-

delową, która jest wyrażona przez dystrybuantę rozkładu normalnego. Z dopasowania 

uzyskano wartość rozproszenia prawdopodobnego oraz wartość prędkości podziałowej. 

Na rys. 11.1 przedstawiono krzywą rozdziału uzyskaną z dopasowania. Jej równanie 

wyraża się następującym wzorem (wzór 8.24): 
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Indeks korelacji krzywoliniowej jest większy od 0,99. Wartość prędkości podziałowej 

jest równa vr = 0,159 m/s, natomiast rozproszenie prawdopodobne, na podstawie wzoru 

(8.26) Ep = 0,012 m/s. Imperfekcja zgodnie z definicją wyrażoną wzorem (6.16) jest 
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Rys. 11.1. Krzywa rozdziału  próbki monodyspersyjnych ziaren nieregularnych 

 

Dla oceny wpływu rozkładu współczynników kształtu na dokładność rozdziału 

posłużono się zależnością analogiczną do zależności (6.17) w odniesieniu do prędkości 

opadania jako argumentu rozdziału:  

mnomnmn tgaIII α=−=∆                                           (11.3) 

gdzie: ∆Imn – zmiana imperfekcji, Io i a – stałe, 
v

v
tg mn

mn ∆
∆∆

=
)(γ

α , )( vmn ∆∆γ  - udział  

w nadawie ziaren z przedziału prędkości opadania ),( vvvv rr ∆+∆− , 04,0±=∆v  m/s – 

przedział prędkości opadania wokół prędkości podziałowej. 

Wyboru szerokości przedziału ∆v dokonano przez analogię z szerokością przedziału 

gęstości 1,0±=∆ρ  Mg/m3 )25,10,2(
8
1

−≅

10.14 

 Mg/m3, który Belugu zaproponował we wzo-

rze (6.17). Na podstawie rysunku 32,0
8
1

⋅=∆v .  

W drugim wariancie wielkość tgαmn można traktować jako nachylenie stycznej do funk-

cji dystrybuanty H(vmn) w punkcie vmn = vr.  
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Analogiczne do (11.3) równanie można zapisać dla rozdziału ziaren sferycznych:  

msomsms tgaIII α=−=∆                                                (11.4) 

przy czym występujące w tym równaniu wielkości mają podobną interpretację jak  

w równaniu (11.3) tylko w odniesieniu do ziaren sferycznych.  

Dzieląc stronami równanie (11.3) przez równanie (11.4) otrzymuje się: 
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Z równania (11.5) mając rozkłady prędkości opadania ziaren nieregularnych i sferycz-

nych w nadawie można wyliczyć stosunek procesowych zmian imperfekcji przy roz-

dziale ziaren nieregularnych i sferycznych w tych samych warunkach. Z rys. 10.15 dla 

vr = 0,159 m/s H(0,159)  82% oraz ∆γmn(∆v) ≅  ≅  28%. Z kolei dla ziaren sferycznych 

na podstawie rysunku 10.10 dla H = 82%  prę ść vms = 0,68 m/s. Udział w nadawie 

ziaren sferycznych z przedziału prędkości (0,68 – ∆v; 0,68 + ∆v) jest równy 

dko

%16)( ≅∆∆ vmsγ .  W związku z tym ze wzoru (11.5): 

75,1
16
28

==
∆
∆

ms

mn

I
I                                                     (11.6) 

Dla wariantu drugiego, biorąc pod uwagę stosunek nachyleń stycznej do funkcji obu 

dystrybuant odpowiednio w punktach 0,159 m/s i 0,68 m/s otrzymuje się: 

68,1
185
310

==
∆
∆

ms

mn

I
I                                                   (11.7) 

W związku z tym na podstawie uzyskanych wyników można powiedzieć, że w przy-

padku badanej próbki węgla nieregularny kształt ziaren pociąga za sobą średnio o około 

70% większą zmianę imperfekcji procesowej niż w przypadku rozdziału w tych samych 

warunkach próbki monodyspersyjnych ziaren sferycznych. Wzrost ten jest skutkiem 

zmniejszenia się różnicy prędkości opadania ziaren nieregularnych w stosunku do róż-

nicy prędkości opadania ziaren sferycznych. 

Przy zmniejszających się wielkościach ziaren, dla tych samych rozkładów gęstości  

i współczynników kształtu, rozproszenie będzie rosło, bo zmniejsza się różnica w pręd-

kościach opadania i zmniejszać się będzie średnia droga swobodna większej liczby zia-

ren. W związku z tym dochodzić będzie do częstszych zderzeń pomiędzy ziarnami, co 

prowadzi do wzrostu oddziaływań pomiędzy nimi.  
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 11.2. Wpływ rozkładu wielkości ziarna na dokładność rozdziału 

 

 Ocenę dokładności rozdziału dla przypadku polidyspersyjnej nadawy ziaren 

nieregularnych należy odnosić do dokładności rozdziału nadawy ziaren sferycznych. Na 

podstawie rozkładów prędkości opadania w odpadach i nadawie polidyspersyjnych zia-

ren nieregularnych wyrażonych przez odpowiednie funkcje gęstości rozkładów: dla 

nadawy (wzór 10.57 i rys. 10.24) oraz odpadów (wzór 10.60 i rys. 10.28) wyliczono 

współrzędne krzywej rozdziału według prędkości opadania. Do krzywej empirycznej 

dopasowano dystrybuantę rozkładu  normalnego. Równanie krzywej rozdziału wyraża 

się następującym wzorem:  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

045,0
142,0)( vvT φ                                                 (11.8) 

Na rys. 11.2 przedstawiona jest modelowa krzywa rozdziału wraz z punktami doświad-

czalnymi. Indeks korelacji krzywoliniowej jest większy od 0,99. 
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Rys. 11.2. Krzywa rozdziału nadawy ziaren nieregularnych  

 

 Jak wynika z równania (11.8) prędkość podziałowa jest równa vr = 0,142 m/s, 

natomiast rozproszenie prawdopodobne Ep = 0,67.0,045 = 0,03 m/s oraz imperfekcja  

Ipn = 0,212. 

Porównując funkcję gęstości rozkładu prędkości opadania w próbce monodyspersyj-

nych ziaren sferycznych (rys. 10.18) oraz w próbce polidyspersyjnych ziaren sferycz-

nych (rys. 10.29) można powiedzieć, że analiza dokładności rozdziału według prędkości 
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opadania doprowadzi do wniosku iż imperfekcja przy rozdziale próbki polidyspersyjnej 

będzie niższa niż przy rozdziale próbki monodyspersyjnej. Wynika to z większej różni-

cy prędkości opadania ziaren w próbce polidyspersyjnych ziaren sferycznych. Te więk-

sze różnice prędkości opadania są efektem szerszego przedziału zmienności wielkości 

ziarna, gdyż różnica w rozkładach gęstości jest nieznaczna.  

Analogicznie jak w poprzednim paragrafie dla oceny wpływu rozkładu własności geo-

metrycznych na dokładność rozdziału porównano zmiany imperfekcji procesowej dla 

przypadku rozdziału próbki ziaren nieregularnych i ziaren sferycznych korzystając  

ze wzoru: 

)(
)(

v
v

I
I

ps

pn

ps

pn

∆∆

∆∆
=

∆

∆

γ
γ

                                                   (11.9) 

gdzie: ∆IBpn B i  ∆IBpsB – odpowiednio zmiany imperfekcji przy rozdziale próbek nadawy 

ziaren nieregularnych i sferycznych, )( vpn ∆∆γ  i )( vps ∆∆γ  - odpowiednie udziały  

w nadawach ziaren z przedziału prędkości opadania ),( vvvv rr ∆+∆− .  

Na podstawie rysunku 10.25 H(vBr B = 0,142) = 66,87%  oraz )( vpn ∆∆γ = 35,08%. Z rys. 

10.30 dla H(vBpsB) = 0,6687,  vBpsB = 0,614 m/s natomiast )( vps ∆∆γ = 10,30%. Wobec czego  

4,3
30,10
08,35

==
∆

∆

ps

pn

I
I

                                                (11.10) 

Tak znaczna różnica pomiędzy zmianami imperfekcji dla ziaren nieregularnych i sfe-

rycznych wynika z blisko trzykrotnego zawężenia przedziału zmienności prędkości 

opadania ziaren nieregularnych w stosunku do ziaren sferycznych. Ujawnia się tutaj 

wpływ rozkładu syntetycznej zmiennej losowej własności geometrycznych UB2B (rys. 

10.21) o dużej asymetrii dodatniej znacznie większej niż asymetria dodatnia zmiennej A 

(rys. 10.15) w przypadku próbki monodyspersyjnych ziaren nieregularnych. Duża asy-

metria zmiennej A jest wynikiem nałożenia się dwóch rozkładów o dodatnich asyme-

triach: rozkładu współczynników kształtu (zmiennej A) oraz rozkładu wielkości ziarna 

(zmiennej DBp B). Można więc powiedzieć, że na dokładność rozdziału próbki polidysper-

syjnych ziaren nieregularnych ma wpływ charakter (asymetria) rozkładów współczyn-

ników kształtu i wielkości ziarna.  
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 11.3. Rozproszenie prawdopodobne wrodzone i dokładność rozdziału  

 

 W poprzednich podrozdziałach efektywność (dokładność) rozdziału określano 

na podstawie krzywych rozdziału, gdy argumentem rozdziału była prędkość opadania 

ziarna. Rozkład tej cechy w próbce jest zależny od rozkładu własności fizycznych (gę-

stości) i geometrycznych ziarna. Przy tym samym rozkładzie gęstości rozkład prędkości 

opadania może się zmieniać w zależności od rozkładu własności geometrycznych.  

A ponieważ dokładność rozdziału, jak było to pokazane w poprzednich podrozdziałach, 

jest zależna od rozkładu lub od różnicy prędkości opadania, w związku z czym na do-

kładność rozdziału ma wpływ rozkład własności geometrycznych.  

W praktyce wzbogacania i oceny wyników rozdziału w osadzarce przyjęło się stosować 

krzywe rozdziału, gdy argumentem rozdziału jest gęstość ziarna. Gęstość jest argumen-

tem rozdziału w przypadku wzbogacania próbki monodyspersyjnych ziaren sferycz-

nych. Wówczas własności geometryczne mają ustalone wartości identyczne dla wszyst-

kich ziaren, a rozkład prędkości opadania jest zależny jedynie od rozkładu gęstości 

ziarna. Chociaż rozkład gęstości ziaren w próbce jest niezależny od rozkładu własności 

geometrycznych, to ocena dokładności rozdziału urządzenia na podstawie gęstości,  

w którym zachodzi rozwarstwienie ziaren według prędkości opadania jest obarczone 

pewnym błędem, ze względu na istnienie rozproszenia prawdopodobnego wrodzonego, 

niezależnego od warunków przebiegu procesu, a zależnego od rozkładu własności geo-

metrycznych.  

Na rys. 11.3 wykreślono krzywą rozdziału na podstawie wyników analiz densymetrycz-

nych zamieszczonych w tabeli 9.1 dla klasy 8 – 10 mm.  
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Rys.11.3. Krzywa rozdziału dla klasy ziarnowej 8 – 10 mm  

 

Jak wykazały badania innych autorów (Paul i inni, 1998, Gottfried, 1978) krzy-

we rozdziału dla osadzarek z gęstością jako argumentem rozdziału są krzywymi asyme-

trycznymi i są dobrze aproksymowane przez rozkład Weibulla. Z tego względu do em-

pirycznej krzywej rozdziału dopasowano rozkład Weibulla. Jej równanie oraz wartości 

gęstości rozdziału, rozproszenia prawdopodobnego i imperfekcji są następujące:  
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ρBr B = 1,505 Mg/mP

3
P,    EBp B = 0,0605 Mg/mP

3
P,    I = 0,12 

Na rys. 11.3 krzywa ciągła przedstawia zależność modelową. Indeks korelacji krzywo-

liniowej jest większy od 0,95. Wartość imperfekcji w tym przypadku jest większa, niż 

w sytuacji gdy analizuje się wyniki rozdziału na podstawie prędkości opadania ziarna. 

Ta różnica jest wynikiem tego faktu, że rozproszenie prawdopodobne w przypadku ana-

lizy wyników według gęstości jest sumą rozproszenia prawdopodobnego wrodzonego  

i procesowego. Natomiast, gdy analizuje się wyniki rozdziału według prędkości opada-

nia, istnieje tylko rozproszenie procesowe. Można, więc powiedzieć, że różnica imper-

fekcji jest przyczynkiem pochodzącym od rozproszenia wrodzonego.  
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III. WNIOSKI 

 
1. Graniczna prędkość opadania swobodnego ziarna jest złożonym argumentem 

rozdziału w procesie wzbogacania surowców w osadzarce. Rozkład tego argu-

mentu w próbce jest funkcją rozkładów argumentów prostych tj. własności fi-

zycznych i geometrycznych ziarna, którymi są gęstość, średnica projekcyjna 

oraz objętościowy i dynamiczny współczynnik kształtu ziarna. 

2. Rozkłady argumentów prostych w badanych próbkach węgla są rozkładami typu 

gamma, przy czym w przypadku gęstości i średnicy projekcyjnej są to rozkłady 

Weibulla, natomiast w przypadku współczynników kształtu rozkłady Rayleigha. 

3. Zakładając, że prędkość opadania jest zmienną losową będącą funkcją zmien-

nych losowych własności fizycznych i geometrycznych ziarna i wykorzystując 

twierdzenia rachunku prawdopodobieństwa odnoszące się do funkcji zmiennych 

losowych, można wyprowadzić ogólne wzory na funkcję gęstości rozkładu 

prędkości opadania swobodnego ziarna dla warunków ruchu turbulentnego ist-

niejącego w procesie wzbogacania w osadzarce. 

4. Funkcja gęstości rozkładu granicznej prędkości opadania swobodnego jest  

w sposób jawny zależna od parametrów funkcji gęstości rozkładów: gęstości, 

średnicy projekcyjnej oraz współczynników kształtu ziarna. Dysponując rozkła-

dami argumentów prostych można na podstawie algorytmu przedstawionego  

w pracy wyznaczyć rozkład granicznej prędkości opadania ziarna. 

5. Funkcja gęstości rozkładu prędkości opadania w próbce monodyspersyjnych 

ziaren sferycznych jest rozkładem Weibulla o ujemnej asymetrii, natomiast  

w przypadku monodyspersyjnych ziaren nieregularnych (ziaren o tej samej 

średnicy projekcyjnej i rozkładzie współczynników kształtu) rozkładem o asy-

metrii dodatniej. Nieregularny kształt ziarna obniża wartości prędkości opadania 

i przesuwa prędkość najbardziej prawdopodobną w kierunku wartości mniej-

szych. Spowoduje to obniżenie wartości prędkości rozdzielczej przy ustalonym 

położeniu progu przelewowego i wzrost rozproszenia prawdopodobnego na sku-

tek obniżenia stopnia niejednorodności rozkładu prędkości w próbce. 

6. Matematyczna postać funkcji rozdziału,  której argumentem jest prędkość opa-

dania, uzyskana przy założeniu, że funkcja rozproszenia ziaren wokół wartości 

najbardziej prawdopodobnej stanowi rozkład Maxwella składowej pionowej 

prędkości ziarna, jest wyrażona przez dystrybuantę rozkładu normalnego. Jest to 
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jak do tej pory jedyne fizykalne uzasadnienie poprawności zastosowania dystry-

buanty rozkładu normalnego jako równania krzywej rozdziału. 

7. Opierając się na znanych faktach doświadczalnych przyjęto założenie,  

że zmienna losowa oznaczająca prędkość ziarna w komorze osadzarki jest sumą 

dwóch niezależnych zmiennych losowych o rozkładach normalnych, z których 

pierwsza uwarunkowana niejednorodnością pola prędkości cieczy jest niezależ-

na od czasu, natomiast druga uwarunkowana ruchem centrów grupowania ziaren 

jest zależna od czasu. Pozwoliło to na uzyskanie ogólnego wyrażenia, w którym 

rozproszenie prawdopodobne jest zależne od własności geometrycznych ziarna, 

stopnia rozluzowania łoża, a przez to od amplitudy i częstości ruchu pulsacyjne-

go, stałej prędkości rozdziału i wydajności właściwej. 

8. Skutkiem nieregularnego kształtu ziaren jest obniżenie dokładności rozdziału 

mierzonej wartością imperfekcji i rozproszenia prawdopodobnego. Ze wzrostem 

stopnia nieregularności ziaren (wzrostem dynamicznego współczynnika kształtu 

i zmniejszaniem się współczynnika objętościowego) zmniejsza się różnica pręd-

kości opadania ziaren. Zawęża się przez to przedział zmienności prędkości opa-

dania ziaren nieregularnych w stosunku do analogicznego przedziału dla ziaren 

sferycznych powodując wzrost nachylenia stycznej do funkcji dystrybuanty roz-

kładu prędkości opadania ziaren nieregularnych dla prędkości równej prędkości 

podziałowej, a przez to również wzrost imperfekcji i rozproszenia prawdopo-

dobnego zgodnie ze wzorem (8.28). 

9. Na dokładność rozdziału próbki polidyspersyjnej ziaren nieregularnych ma 

wpływ charakter rozkładu współczynników kształtu i wielkości ziarna. Dodatnia 

asymetria tych rozkładów zawęża przedział zmienności prędkości opadania zia-

ren nieregularnych zmniejszając różnicę w prędkościach opadania w stosunku 

do ziaren sferycznych. Wynikiem tego jest obniżenie dokładności rozdziału wy-

rażające się wzrostem imperfekcji. 

10. Ocena wyników rozdziału na podstawie gęstości daje wyższą wartość imperfek-

cji, niż analiza na podstawie prędkości opadania. Jest to związane z tym, że roz-

proszenie prawdopodobne w przypadku analizy wyników według gęstości jest 

sumą rozproszenia wrodzonego i procesowego, podczas, gdy przy analizie we-

dług prędkości opadania istnieje tylko rozproszenie procesowe. Różnica imper-

fekcji jest przyczynkiem pochodzącym od rozproszenia wrodzonego, którego 

wartość jest zależna od rozkładu własności geometrycznych. 



„Wpływ rozkładu właściwości fizycznych i geometrycznych ziaren na dokładność rozdziału w osadzarce  
na przykładzie węgla” 

 146

11. Uzyskane w tej pracy wyniki skłaniają do zaproponowania kierunku dalszych 

badań podstaw procesu rozdziału w osadzarce. Do problemów, które należałoby 

rozwiązać można zaliczyć:  

• opracowanie algorytmu wyliczania rozproszenia prawdopodobnego wrodzo-

nego, 

• wyznaczenie związku pomiędzy funkcjami rozdziału dla różnych argumen-

tów rozdziału (gęstości i prędkości opadania), 

• określenie związku funkcyjnego pomiędzy wskaźnikami rozdziału otrzy-

mywanymi z analizy wyników z zastosowaniem różnych argumentów roz-

działu. 

• pełną weryfikację modelu rozproszenia prawdopodobnego uzyskanego  

z heurystycznego modelu funkcji rozdziału. 
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