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Wstep

W nowoczesnej ekonometrii powszechne jest przekonanie o losowym charakterze
zjawisk finansowych. Proces stochastyczny, bedacy rodzing zmiennych losowych
okreslona wzgledem ustalonej osi czasu, jest obecnie najwazniejszym narze¢dziem opi-
su pojawiajacych si¢ wraz z uptywem czasu zdarzen losowych, w tym finansowych
szeregow czasowych.

W 1906 roku A.A. Markow rozpoczal badania nad zdarzeniami zaleznymi,
wsérod ktorych wyodrebnit schemat doswiadczen powiazanych w tancuch bez tzw.
efektow nastepstwa. Wyniki jego pracy doprowadzity do rozwoju klasy proceséw sto-
chastycznych, posiadajacych wlasno$¢ braku pamigci, zwanych od jego nazwiska pro-
cesami Markowa (por. Fisz 1967; Jermakow 1976; Sobczyk 1996). Istotny wptyw na
rozwoj teorii procesow Markowa mieli A.N. Kotmogorow i W. Feller. Stochastyczne
procesy Markowa mozna klasyfikowac zaleznie od tego, czy o$ czasu oraz przestrzen
stanoéw (tzn. zbioér mozliwych warto$ci procesu) sa zbiorami dyskretnymi, tzn. o przeli-
czalnej liczbie elementdéw, czy ciaglymi, tzn. zbiorami o nieprzeliczalnej liczbie ele-
mentow, np.: przedziatami liczbowymi (por. Bailey 1990). W niniejszej monografii do
opisu finansowych szeregdw czasowych wykorzystywane sa procesy o ciaglej osi cza-
su i nieprzeliczalnej przestrzeni stanéw nazywane potocznie procesami ciagtymi.

Wisrdd ciaglych procesow Markowa na szczegdlna uwage zastuguja procesy dyfu-
zji. Ich nazwa wywodzi si¢ stad, ze poczatkowo procesy te traktowane byly jako mate-
matyczne modele ruchu pojedynczej czasteczki w zjawisku dyfuzji, tzn. w zjawisku
przenikania czasteczek jednej substancji w obreb drugiej na skutek chaotycznego ru-
chu molekut (por. Wentzell 1980). R. Brown w 1827 roku wykorzystal do opisu ruchu
czasteczki w zjawisku dyfuzji (nazwanego od jego nazwiska ruchem Browna) pewien
proces stochastyczny, ktoéry nazywany jest obecnie procesem Browna. Nad precyzyjna
matematyczna teoria opisujaca ruch Browna pracowali m.in. A. Einstein (por. Einstein
1905, 1906), M. Smoluchowski (por. Smoluchowski 1906) i N. Wiener (por. Wiener
1923). Dzigki pracom tego ostatniego, proces ruchu Browna stat si¢ jednym z najwaz-
niejszych procesow losowych, wykorzystywanym w coraz to szerszych obszarach za-
stosowan (por. Gajek i Katuszka 1996; Platen 1999, Weron i Weron 1999). W literatu-
rze przedmiotu zamiennie stosuje si¢ pojecie ruchu Browna i procesu Wienera (Wiener
process). Jest to uzasadnione, gdyz definicja procesu Wienera w standardowej postaci



jest rownowazna procesowi Browna (por. Lipcer i Sziriajew 1981; Neftci 2000). Proce-
sy dyfuzji stosowane sa rowniez do opisu zupetnie innych zjawisk, np.: sa wykorzysty-
wane do prognozy koncentracji szkodliwych zanieczyszczen, stuza do opisu procesu
utleniania si¢ krzemu, pojawiaja si¢ rowniez jako procesy graniczne w biologicznych
modelach dyskretnych opisujacych zmiany w czasie liczby osobnikow okreslonego ga-
tunku czy tez zmiany koncentracji genow w populacji (por. Korbicz i Zacharewicz
Zgurowski 1991). Zwigkszajace si¢ zainteresowanie zagadnieniami ksztalttowania si¢
cen aktywow finansowych oraz che¢ lepszego ich opisu wymusily poszukiwanie no-
wych, coraz bardziej wyrafinowanych narzedzi do tego celu. W konsekwencji do mo-
delowania zjawisk zachodzacych na rynkach finansowych wykorzystano procesy dyfu-
zji. Proces nazywany obecnie procesem Wienera po raz pierwszy zostal wykorzystany
do modelowania proceséw finansowych przez L. Bacheliera, ktory w swojej pracy dok-
torskiej z 1900 roku zaproponowat opis dynamiki ceny akcji z paryskiej gietdy za po-
mocg tzw. arytmetycznego ruchu Browna (por. Weron i Weron 1999).

W literaturze przedmiotu znanych jest kilka, nie zawsze réwnowaznych, podejsé
do okreslania pojecia procesu dyfuzji, prowadzacych do réznych klas proceséw
(por. Wentzell 1980; Rogers i Williams 1987). W monografii przyjgto, wydaje si¢ naj-
bardziej rozpowszechniona, definicj¢ tego procesu — podobnie jak w pracach: Arnold
(1974), Rozanow (1974), Kowalenko, Kuzniecow i Szurienkow (1989), Schuss (1989),
Bailey (1990), Kloeden i Platen (1992), Gajek i Katuszka (1996) oraz Sobczyk (1996).

Proces Wienera stanowi podstawe pojecia stochastycznej catki Itd (por. Itd 1942,
1944, 1946, 1951), wykorzystywanej m.in. do budowy modeli matematycznych zada-
nych poprzez stochastyczne réwnania rézniczkowe SRR (stochastic differential equ-
ations — SDFE)) 1t6. Nalezy nadmieni¢, iz samo pojgcie stochastycznych rownan réznicz-
kowych zostatlo po raz pierwszy wprowadzone w 1934 roku przez S.N. Bernsteina.
Dzigki wynikom, jakie osiagneli P. Lévy (por. Lévy 1937, 1939, 1948), K. It6 (por. Itd
1942, 1944, 1946, 1951), L.V. Girsanov (Girsanov 1962) i inni, teoria stochastycznych
rownan rozniczkowych stanowi rozwinigta i bardzo wazna galaz wspotczesnej teorii
procesow stochastycznych. Znalazta ona liczne zastosowania, migdzy innymi w nowo-
czesnej teorii finansow.

W literaturze przedmiotu zamiennie stosuje si¢ okre§lenie SRR Itd oraz SRR
z zaburzeniem gaussowskim, a rozwiazania takich uktadéw rownan nazywa si¢ proce-
sami Itd. W niniejszej pracy, czgsto dla prostoty zapisu, stosuje si¢ okreslenie SRR,
majac na mysli wylacznie SRR Itd. Wykorzystywane w praktyce procesy dyfuzji sa
rozwiazaniami SRR Itd postaci (por. Arnold 1974):

dX, = a(X,,t)dt +b(X,,t) dW,

2

X =x0

)

gdzie a(-) nazywana jest funkcja dryfu (drift function), natomiast b(), a czasem b2(-),
funkcja zmiennosci lub dyfuzji (volatility/diffusion function). Dla podkres$lenia przyna-



lezno$ci do obydwu klas, przyjeto nazywac je procesami dyfuzji 1td (I#6 diffusion pro-
cesses) (por. Rogers i Williams 1987; @ksendal 2000). Do tejze klasy jednowymiaro-
wych procesow ograniczono rozumowanie w prezentowanej monografii. Nalezy nad-
mieni¢, ze ze wzgledu na wspomniany zwiazek proceséw dyfuzji z procesami It
w literaturze przedmiotu, cze¢sto mowiace o procesach dyfuzji, ma si¢ na mysli rozwia-
zania SRR i na odwrét — cho¢ takie ujgcie nie jest precyzyjne, jest powszechnie stoso-
wane (por. Dacunha-Castelle i Florens-Zmirou 1986; Florens-Zmirou 1989; Pedersen
1995b; Musiela i Rutkowski 1998; Eraker 1998; Jensen i Poulsen 1999; Poulsen 1999a;
Ait-Sahalia 1999, 2002, 2003, 2004; Roberts i Stramer 2001; DiPietro 2001; Egorov,
Li i Xu 2003; Elerian, Chib i Shephard 2001; Sgrensen 2002; Nicolau 2002; Gutiérrez,
Nafidi i Gutiérrez Sanchez 2004; Kostrzewski 2004). W tym wlasnie sensie przyjgto
W pracy stosowaé zamiennie pojecia procesu dyfuzji, procesu It6 oraz procesu dyfu-
zji Ito.

W monografii wykorzystuje si¢ pojecie modelu w sensie matematycznego sposo-
bu opisu zjawiska oraz w rozumieniu modelu statystycznego (przestrzeni statystycz-
nej), a w szczegdlnosci statystycznego modelu bayesowskiego. Model matematyczny
zadany jest w pracy poprzez uktad stochastycznych réwnan rézniczkowych lub wprost
poprzez proces stochastyczny. Wilasciwe znaczenie i konkretny sens pojgcia modelu
wynika z kontekstu.

Prace F. Blacka i M. Scholesa oraz R.C. Mertona z roku 1973 wywarly istotny
wplyw na liczne dziaty ekonomii®. W pracach tych wyznaczono wzory na ceng euro-
pejskiej opcji kupna na akcje przy zatozeniu, ze jej warto$¢ opisywana jest poprzez
proces dyfuzji Itd, a doktadnie poprzez tzw. geometryczny ruch Browna. Wspomniane
rezultaty w duzej mierze przyczynily si¢ do stosowania na masowa skalg proceséw
dyfuzji w zagadnieniach ekonomicznych. Obecnie procesy te wykorzystuje si¢ m.in.
w zagadnieniach zarzadzania ryzykiem; do konstrukcji optymalnych strategii inwesty-
cyjnych, modelowania struktury czasowej instrumentdw bazowych (underlying instru-
ment) oraz wyceny instrumentow pochodnych (derivative security, derivative instru-
ment) (por. Hull 1993, 1998; Lambertom i Lapeyre 1996; Instrumenty... 1997; Craw-
ford i Sen 1998; Musiela i Rutkowski 1998; Wilmott 1998; Weron i Weron 1999;
ksendal 2000; Jajuga i Jajuga 2000; Brigo i Mercurio 2001; Butler 2001; Filipovi¢
2001; Janicki i Izydorczyk 2001; Jakubowski, Palczewski, Rutkowski i Stettner 2003).

Wazrastajaca rola procesow dyfuzji Itd w zastosowaniach finansowych wymusita
podjecie tematu estymacji parametréw funkcji dryfu i funkcji zmiennosci, stajac si¢
réwnoczesnie gtowng inspiracja prezentowanej pracy. Dla wigkszos$ci rozwiazan SRR
pomimo wiedzy o istnieniu ggstosci przejscia nie mozna podaé jej jawnego wzoru,
a tym samym wzoru na funkcj¢ wiarygodnos$ci (likelihood function) (por. Friedman

D" Odzwierciedleniem tego faktu byto przyznanie nagrody Nobla w 1997 roku w dziedzinie nauk
ekonomicznych dla M. Scholesa i R.C. Mertona (F. Black zmart w 1995 roku i stad nagroda nie
zostata mu przyznana).



1975; Stroock i Varadhan 1979). Brak jawnego przepisu na funkcj¢ wiarygodnosci
stanowi glowna trudno$¢ w przeprowadzaniu wnioskowania statystycznego. Z wtasno-
$ci Markowa, obowiazujacej dla procesow dyfuzji, funkcja wiarygodnosci jest iloczy-
nem gestosci przejscia, stad w literaturze przedmiotu podejmuje si¢ tematyke przybli-
zania tych gestosci jako sposobu na aproksymacje funkcji wiarygodnosci. Problem es-
tymacji parametrow SRR nie jest nowym zagadnieniem. Obszerne zestawienie
niebayesowskich metod estymacji mozna znalez¢ w rozprawie doktorskiej O. Eleriana
7 1999 roku. Znanych jest rowniez kilka prac podsumowujacych wybrane podejscia do
zagadnienia estymacji: Jensen i Poulsen (1999), Ait-Sahalia (1999), DiPietro (2001),
Sgrensen (2002), Nicolau (2002). Zagadnienie estymacji parametréw procesu Itd na
gruncie bayesowskim zostato poruszone w nastgpujacych pozycjach: Eraker (1998),
Jones (1998), Elerian (1998, 1999), Elerian, Chib i Shephard (2001), DiPietro (2001),
Roberts i Stramer (2001), Kostrzewski (2004, 2006a, b).

Celem monografii jest przedstawienie proceséw dyfuzji oraz ich wykorzystanie do
modelowania dynamiki finansowych szeregéw czasowych, a w szczego6lnosci opraco-
wanie i zastosowanie podej$cia bayesowskiego do estymacji, predykcji oraz poréwna-
nia mocy wyjasniajacej konkurencyjnych modeli. Podstawowa teza pracy jest stwier-
dzenie, ze procesy dyfuzji, bedac przyktadem ciaglych procesow stochastycznych, sa
waznym i godnym uwagi narzedziem opisu dynamiki zjawisk finansowych obserwo-
wanych w dyskretnych momentach czasu. Wnioskowanie bayesowskie wydaje sig cie-
kawym, pozytecznym i jednoczes$nie obiecujacym ujeciem wspomnianego modelowa-
nia. Dodatkowo brak rozwazan tej tematyki w literaturze polskiej wskazuje na koniecz-
no$¢ poszerzenia zakresu badan oraz podjgcia proby wykorzystania proceséw dyfuzji
do modelowania polskich danych finansowych.

Istota estymacji bayesowskiej polega na zastosowaniu twierdzenia Bayesa w celu
wyznaczenia rozkladu a posteriori na podstawie zatozonej struktury a priori i stosownej
dla rozpatrywanych modeli funkcji wiarygodnos$ci. Estymacja bayesowska taczy w ten
sposob wstepna wiedze badacza o parametrach modelu, posiadana przed wgladem
w dane, z informacja, jaka niesie proba. Rozktad a priori umozliwia tym samym w spo-
sOb jawny i sformalizowany wiaczenie intuicyjnych, subiektywnych informacji spoza
proby; jest on miara stopnia przekonania badacza (degree of belief), co do szans po-
szczegolnych warto$ci parametréw (por. Zellner 1971; Box i Tiao 1973; DeGroot 1981;
Osiewalski 1991, 2001; Szreder 1994; M¢czarski 1998; Pipien 2000; Bernardo i Smith
2002; Pajor 2003b). Atrakcyjnos¢ podejscia bayesowskiego jest zwigzana réwniez
z tym, iz rozktad a posteriori odzwierciedla informacj¢ o nieznanych parametrach
W sposdb czysto probabilistyczny i wolny od aproksymacji asymptotycznych, co pocia-
ga za soba mozliwos$¢ petnego wnioskowania w przypadku matych prob. Bayesowska
prognoza realizacji badanego zjawiska opiera si¢ na gestosci rozktadu warunkowego
dla wektora prognozowanego przy znanym wektorze obserwacji, tzn. na gestosci pre-
dyktywnej. Gestos¢ t¢ wykorzystuje si¢ m.in. do wyceny europejskich opcji kupna
(por. Bauwens i Lubrano 1997; Osiewalski i Pipien 2003; Pajor 2003a, b). Wnioskowa-
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nie bayesowskie dostarcza probabilistycznego narzedzia poréwnywania mocy wyja-
$niajacych konkurujacych ze soba modeli (por. Zellner 1971; Osiewalski i Steel 1993).
Daje réwniez mozliwos¢ tzw. taczenia wiedzy (bayesian pooling approach) polegaja-
cego na wazonym usrednieniu informacji ptynacej z poszczegélnych modeli (por. Osie-
walski 2001). Zastosowaniom wnioskowania bayesowskiego towarzysza problemy ge-
nerowania realizacji z wielowymiarowych rozktadow a posteriori, ktorych czgsto jedy-
nym rozwiazaniem jest aproksymacja tych rozktadéw za pomoca metod Monte Carlo
tancuchéw Markowa (Markov Chain Monte Carlo, MCMC) (por. O’Hagan 1994; Ga-
merman 1997; Krzykowski 2000; Osiewalski 2001; Pajor 2003b).

W pordwnaniu z literatura przedmiotu nowoscia w prezentowanej monografii jest
opracowanie i zastosowanie metod wnioskowania bayesowskiego dla proceséw dyfuzji
1t6 z wykorzystaniem najnowszych wynikow teoretycznych dotyczacych aproksymacji
gestosci przejscia. Aproksymacji funkcji przejscia dokonano za pomoca wielomia-
néw Hermite’a oraz poprzez rozwiazania rownan Fokkera, Plancka i Kolmogorowa na
podstawie wynikow prac Ait-Sahalia (2003, 2004) oraz Egorov, Li i Xu (2003). Ilustra-
cje empiryczng wspomnianych metod przeprowadzono na szeregu stop procentowych
banku centralnego USA oraz na szeregu dziennych wartosci indeksu WIG20. Dodatko-
wo omdwiono i zilustrowano przyktadem empirycznym opartym na danych symulowa-
nych zastosowanie metody zmiennych posrednich do bayesowskiej estymacji parame-
trow SRR. Wokot tej metody oraz jej uogolnien koncentruja si¢ wspomniane juz wcze-
$niej prace z zakresu wnioskowania bayesowskiego: Eraker (1998), Jones (1998),
Elerian (1998, 1999), Elerian, Chib i Shephard (2001), Roberts i Stramer (2001), Ko-
strzewski (2004). Ponadto rozwazono zagadnienie wnioskowania bayesowskiego dla
nicautonomicznych SRR, rzadko rozpatrywanych w teorii i praktyce. W prezentowanej
pracy podjgto problem bayesowskiej wyceny opcji z wykorzystaniem nieautonomicz-
nego modelu EOU (Extended Ornstein-Uhlenbeck model). Nalezy w tym miejscu
wspomnie¢, ze M. DiPietro w rozprawie doktorskiej pod tytutem Bayesian Inference
for Discretely Sampled Diffusion Processes with Financial Applications (por. DiPietro
2001), w odrdznieniu od niniejszej pracy, nie rozwazat zagadnienia bayesowskiego po-
réwnania konkurencyjnych modeli oraz problemu bayesowskiej prognozy. W prezen-
towanej monografii aproksymacj¢ gestosci przejscia oparto na pewnym uogdlnieniu
Wzoru stosowanego w przytoczonej rozprawie, co byto konieczne ze wzgledu na rozpa-
trywanie modelu nieautonomicznego EOU. Rowniez metoda rozwiazan rownan FPK
(Fokkera, Plancka i Kotmogorowa) wykorzystywana tutaj dla autonomicznych SRR
nie byla przedmiotem rozwazan M. DiPietro. Nalezy doda¢, ze istotny wysitek przygo-
towania prezentowanej monografii koncentrowat si¢ wokol rozwigzywania problemow
numerycznych, towarzyszacych zastosowaniom wnioskowania bayesowskiego.

Pomimo to ze problem estymacji parametrow proceséw dyfuzji nie jest nowym
zagadnieniem, wciaz cieszy si¢ duzym zainteresowaniem przynoszacym w ostatnich
latach ciekawe wyniki teoretyczne. Niegasnaca popularnos¢ tej tematyki, widoczna
w $wiatowej literaturze, moze §wiadczy¢ o nietrywialno$ci rozwazanego w pracy pro-
blemu.
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Autor prezentowanej pracy jest pracownikiem Wydziatu Matematyki Stosowanej
Akademii Goérniczo-Hutniczej w Krakowie. Monografia jest rozprawa doktorska napi-
sang pod kierunkiem prof. zw. dr. hab. Jacka Osiewalskiego, a obroniona dnia 4 lipca
2006 roku na Wydziale Zarzadzania Akademii Ekonomicznej w Krakowie. Praca skta-
da sig z pigciu rozdziatow. Rozdziat pierwszy zawiera szereg definicji i wlasno$ci roz-
wazanych w monografii procesOw stochastycznych. Ograniczono si¢ wylacznie
do najwazniejszych charakterystyk, odsytajac po szczegély do odpowiedniej literatury.
W rozdziale tym wspomniano o numerycznych aspektach rozwiazan SRR. Rozwazono
zagadnienie schematow dyskretyzacji i ich zastosowania w aproksymacji trajektorii
oraz charakterystyk rozktadow procesow. Ponadto zdefiniowano i szczegétowo omo-
wiono zadane poprzez stochastyczne réwnania rézniczkowe modele matematyczne: Va-
sicka (V), Blacka i Scholesa (BS), Coxa, Ingersolla i Rossa (CIR), uogélniony model
Ornsteina i Uhlenbecka (EOU) oraz Brennana i Schwartza (BSBS). Do tych modeli
ograniczono rozumowanie w kolejnych rozdziatach pracy.

Rozdziat drugi poswigcony jest aproksymacji funkcji wiarygodnosci dla procesow
dyfuzji Itd. Z wtasnosci Markowa rozwiazan SRR funkcja wiarygodnosci jest iloczy-
nem gestosci przejscia, stad poprzez aproksymacije tych gestosci otrzymuje si¢ aprok-
symacje funkcji wiarygodnosci.

Na podstawie najnowszych wynikéw teoretycznych omdéwiono trzy metody przy-
blizania wartosci gestosci przejscia:

1) metode zmiennych posrednich,
2) metode przyblizania szeregiem wielomianow Hermite’a,
3) metodg rozwiazan rownan Fokkera, Plancka i Kotmogorowa.

W rozdziale trzecim przedstawiono ogélne zasady wnioskowania bayesowskiego.
Zdefiniowano strukture rozktadu a priori oraz okreslono rozktady a posteriori i rozkta-
dy predyktywne dla omawianych w pracy modeli. Rozwazone zostato rowniez zagad-
nienie porownania konkurencyjnych modeli. Znaczna czg¢$¢ rozdziatu poswigcono me-
todom numerycznym bedacym czgsto jedynymi narzedziami obliczania charakterystyk
wielowymiarowych rozktadow a posteriori i predyktywnych. Ponadto oméwiono za-
gadnienie estymacji parametréw za pomoca metody zmiennych posrednich, ukazujac
jej niewielka przydatnos¢ w zastosowaniach.

W rozdziatach czwartym i piatym przedstawione zostaty wyniki badan empirycz-
nych przeprowadzonego wnioskowania bayesowskiego dla finansowych szeregdéw
czasowych. W rozdziale czwartym modelowaniem obj¢to szereg miesigcznych stop
procentowych banku centralnego USA (FED — Federal Reserve System), a w rozdziale
piatym szereg dziennych warto$ci indeksu WIG20 z zamknigcia sesji. W obydwu roz-
dziatach przeprowadzono estymacj¢ parametrow, porownanie konkurencyjnych modeli
oraz prognoze dalszego poziomu analizowanego szeregu czasowego. Ponadto w roz-
dziale piatym dokonano wyceny europejskiej opcji kupna na indeks WIG20.

Stowa podzigkowania i wdzigcznoS$ci za inspiracjg, cenne uwagi, olbrzymi opty-
mizm i wiar¢ we mnie sktadam na rece Promotora prof. dr. hab. Jacka Osiewalskiego.
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Dzigkuje kolezankom i kolegom z Wydziatu Matematyki Stosowanej Akademii Gorni-
czo-Hutniczej w Krakowie oraz z Katedry Ekonometrii Akademii Ekonomicznej
w Krakowie za pomoc 1 wyrozumiato$¢. W sposob szczegdlny cheiatbym podzigkowaé
dr Annie Pajor za jej wskazowki pomocne w tworzeniu prezentowanej monografii.
Dzigkujg réwniez Recenzentom mojej pracy doktorskiej prof. zw. dr. hab. inz. Ryszar-
dowi Tadeusiewiczowi i dr. hab. Ryszardowi Domanowi za cenne uwagi i sugestie kie-
runku dalszej pracy naukowej oraz zachgt¢ do opublikowania rozprawy.






1. Procesy dyfuzji
stosowane w analizie danych finansowych

1.1. Uwagi wstepne

W 1906 roku A.A. Markow rozpoczal badania nad zdarzeniami zaleznymi,
wsérod ktorych wyodrebnit schemat doswiadczen powiazanych w tancuch bez tzw.
efektow nastepstwa (por. Doob 1953; Fisz 1967; Jermakow 1976; Feller 1978; Sobczyk
1996). Wyniki jego pracy doprowadzity do rozwoju pewnej klasy procesow stocha-
stycznych nazywanych od jego nazwiska procesami Markowa. Istotny wpltyw na roz-
woj teorii proceséw Markowa mieli A.N. Kotmogorow i W. Feller. Wérod proceséw
Markowa okreslonych na ciaglej osi czasu i o nieprzeliczalnej przestrzeni stanow wy-
roéznione zostaly procesy dyfuzji. Procesy te po raz pierwszy zostaty uzyte do modelo-
wania ruchu pojedynczej czasteczki w procesie przenikania czasteczek jednej substan-
cji w obreb drugiej na skutek chaotycznego ruchu molekut. R. Brown w 1827 roku
wykorzystal do opisu tego wtasnie ruchu (tzw. ruchu Browna) pewien proces stocha-
styczny, ktory od jego imienia nazywany jest obecnie procesem Browna. Nad precy-
zyjna matematyczna teoria opisujaca ruch Browna pracowali m.in. A. Einstein (por.
Einstein 1905), M. Smoluchowski (por. Smoluchowski 1906) i N. Wiener (por. Wiener
1923). Szczegoblnie dzigki pracom Wienera proces ruchu Browna stat si¢ jednym z naj-
wazniejszych proceséw stochastycznych, wykorzystywanym w coraz to szerszych ob-
szarach zastosowan (por. Gajek 1 Katuszka 1996; Platen 1999; Weron i Weron 1999).
W literaturze przedmiotu bardzo czgsto zamiennie stosuje si¢ pojecie ruchu Browna
i procesu Wienera (Wiener process). Jest to uzasadnione, gdyz definicja procesu Wie-
nera w standardowej i zarazem najpopularniejszej formie jest rOwnowazna procesowi
Browna (por. Lipcer i Sziriajew 1981; Neftci 2000). Ponadto proces Wienera stanowi
podstawe pojecia stochastycznej catki It6 (por. [t 1942, 1944, 1946, 1951), wykorzy-
stywanej do budowy modeli zadanych poprzez stochastyczne rownania rézniczkowe”
SRR (stochastic differential equations, SDE) 1t6. Do modelowania proceséw finanso-

D" Termin ten po raz pierwszy wprowadzit S.N. Bernstein w 1934 roku. W niniejszej pracy ograni-
czono rozwazania dotyczace stochastycznych rownan rézniczkowych wytacznie do SRR Ité.
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wych proces Wienera po raz pierwszy zostal wykorzystany przez L. Bacheliera, ktory
w swojej pracy doktorskiej z 1900 roku zaproponowat opis dynamiki ceny akcji z pary-
skiej gietdy za pomoca tzw. arytmetycznego ruchu Browna (por. Weron i Weron 1999).

Celem niniejszego rozdzialu jest przedstawienie wykorzystywanych w dalszej
czesdci pracy pojeé oraz omoéwienie podstawowych wilasnosci rozwazanych procesow
stochastycznych. Zaprezentowane zostana procesy Markowa z czasem ciaglym
i nieprzeliczalng przestrzenig stanow oraz ich szczegdlne przypadki, jakimi sa procesy
dyfuzji. Ponadto przedstawiony zostanie zwiazek pomigdzy procesami dyfuzji oraz
procesami [t6. Nalezy zaznaczy¢, ze rozwazania podj¢te w monografii zawezone zosta-
na do proceséw dyfuzji Ito, tzn. procesow dyfuzji bedacych zarazem rozwiazaniami
pewnych SRR Ito.

Poniewaz w ogdlnej sytuacji nieznane sa jawne wzoryz) rozwiazan SRR Itd, po-
wstaje wiec problem ich aproksymacji. W niniejszym rozdziale opisane zostana wybra-
ne schematy dyskretyzacji okreslajace rownania roznicowe, ktérych rozwiazania uwa-
zane sa za aproksymacje rozwiazan SRR It6. Ponadto opisane zostana wykorzystane
w dalszej czg$ci pracy modele: Vasicka, Blacka i Scholesa, Coxa, Ingersolla i Rossa,
Brennana i Schwartza oraz uog6lniony model Ornsteina i Uhlenbecka.

1.2. Procesy dyfuzji — definicje i wlasnosci

Niech (€,3,P) oznacza przestrzef probabilistyczna zupe1naf), gdzie Q jest prze-
strzenia zdarzen elementarnych, inaczej przestrzenia prob, 3 jest c-algebra, natomiast
P jest miara probabilistyczna. Dodatkowo dla potrzeb niniejszej pracy przyjeto nizej
wymienione definicje

Definicja 1.1

Procesem stochastycznym X jest funkcja dwoch zmiennych4) X TxQ—R, taka, ze
X(t,): Q>R jest zmienng losowa dla kazdego t € T < RR.

2 To znaczy takie, ktore nie zawieraja w swojej postaci catek stochastycznych.

) Przestrzefi (€,3,P) jest przestrzenia zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy VA Q:Ac Be 3:
P(B)=0 = Ae 3 (innymi slowy, dowolny podzbior zbioru miary zero jest mierzalny). Dla
przestrzeni zupetnych, jesli & jest zmienna losowa oraz istnieje funkcja M taka, ze & # 1 na
podzbiorze zbioru miary zero, wowczas 1 jest zmienna losowa i z punktu widzenia teorii miary
funkcje & i M sa nierozrdznialne. Dowolng przestrzen probabilistyczng mozna w prosty sposob
rozszerzy¢ do przestrzeni probabilistycznej zupelnej (por. Gichman i Skorochod 1968; Lipcer
i Sziriajew 1981).

) W pracy przyjeto nastgpujace oznaczenia: R —zbior liczb rzeczywistych, 7/ — zbior liczb catko-
witych, N — zbior liczb naturalnych.
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Zmienne losowe definiujace proces stochastyczny indeksowane sa elementami
zbioru T interpretowanego jako czas. W literaturze przedmiotu rozwaza si¢ procesy
z czasem dyskretnym, jesli 1" = Z lub T" = N, oraz procesy z czasem ciagtym, jesli T
jest przedzialem liczbowym (najczesciej: T = [¢), T], T = [£j, o) lub T" = (—oo, o0)).
Funkcja X(-, ): T—R nazywana jest trajektoria, $ciezka lub realizacja procesu.
Wsrdd rozpatrywanych w literaturze procesoOw rozrdznia si¢ te, ktorych zbior wartosci
(stanow) jest zbiorem przeliczalnym lub nieprzeliczalnym. W monografii ograniczono
rozwazania do procesow ciaglych, tzn. procesow z czasem ciagltym, o nieprzeliczalnym
zbiorze wartosci. Dla wygody zapisu przyjeto oznaczenia na proces stochastyczny
X}ier lub X,

Wsrdd procesow stochastycznych na szczegdlng uwage zastuguja procesy Marko-
wa. Ich istota oparta jest na tzw. wlasnosci Markowa, zgodnie z ktdra przyszia realiza-
cja procesu Markowa zalezy wylacznie od obecnego (terazniejszego) stanu procesu,
a nie od calej przeszlos’ci5 ). Formalnie procesy te okresla si¢ w nastgpujacy sposob:

Definicja 1.2

Proces stochastyczny X jest procesem Markowa, jesli:

VneVne N,V{t, by, .oty ty t T <ty <...<t, <t,.,

V{x,x,....x, }cR,VBe B(R)

zachodzi zwiazek:
P(th+1 € B‘Xt,, =Xns X;,H =X,_1> ...,th = xl):
=P(x, eBlx, =x,),

gdzie B(R) oznacza c-algebre zbioréw borelowskich okreslonych na zbiorze liczb rze-
czywistych.

Waznym pojeciem w teorii procesoéw Markowa jest prawdopodobienstwo przej-
$cia — inaczej funkcja przejscia (transition probability/function). Skonczenie wymiaro-
we rozktady procesu Markowa {X,}, c [t, =) 54 jednoznacznie wyznaczone przez roz-
ktad poczatkowy B, (B)=P(X 0 € B) 1 prawdopodobiefistwo przejécia P (f,x;t,B)
(por. Kowalenko, Kuzniecow i Szurienkow 1989). Prawdopodobienstwo to definiowa-
ne jest w nastgpujacy sposob:

3 Pogladowo: ,,przysztos¢ nie zalezy od przesztosci, gdy znana jest terazniejszos¢” (por. Sobezyk
1996).
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Definicja 1.3

Prawdopodobienstwem przej$cia procesu X ze stanu x w chwili s do zbioru
B e B(R) w chwili # nazywana jest funkcja, przyporzadkowujaca czworce (x, s, B, f)
wartosc¢:

P(X,eB|X =x) dlat-5s>0

P(B|x,s,t—s):= .

Iz (x) dla r—s=0
1 dla xeB
gdzie I (x)= :
0 dla x¢B

Dla ustalonych x, s < #: ( |x, S,t— s) jest miarg probabilistyczna okreslong na c-al-
gebrze zbioréw borelowskich.

W monografii przyjeto zatozenie, ze istnieja gestosci p(x,85%0.t25..3 Xp, 1 )
skonczenie wymiarowych zmiennych losowych postaci (X PRI 3 dla z; € T,
x;e Ryie {1, .., k), k=1,2, ... W rezultacie P(-|x,s,t—s) dlas <1 jest rozkta-
dem absolutnie ciaglym o gestosci p(- x;s,t—s). Funkcja6) p(- x;s,t—s) nazywana
jest gestoscia lub funkcja przejscia (transition density or function) procesu X. Z defini-
cji gestosci wynika:

VBe B(]R): P(B|x,s,t—s)=-|.p(y x;s,t—s)dy.

B
Wsréd procesow Markowa wyrdznia si¢ procesy jednorodne i niejednorodne
(homogeneous and inhomogeneous Markov process). Dla procesu jednorodnego praw-
dopodobienstwo przejscia nie zalezy od wielkosci s, a zalezy jedynie od przyrostu cza-
su ¢ — 5. Natomiast dla procesu niejednorodnego istotna jest wartos¢ zarowno s, jak i ¢.
W jezyku gestosci przejscia wiasnos¢ jednorodnosci i niejednorodnosci definiuje sig
W nastgpujacy sposob:

Definicja 1.4

Proces Markowa X nazywany jest procesem jednorodnym, jesli:

p(y x;s,t—s)zp(y x;t—s) dlat—s>0;

w przeciwnym przypadku proces jest niejednorodny.

6 Ggstos$¢ przejscia oznacza sig rowniez poprzez p(~,t|x;s). Ponadto jesli ggsto$¢ ta nie zale-
zy od stanu x lub ktoregokolwiek z momentdéw czasu, to odpowiednie oznaczenie pomija sig
W zapisie.
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Dla proceséw Markowa ggstos¢ wektora (X o X, ) dlat; <t, <..<t,<t,
spetnia nastgpujacy zwiazek:

P (Xt X055 5 Xy by ) =
:p(xn+1’tn+1 |x1’t1;"';xn’tn )p(xl’tl;xZ’tZ;"';xn’tn ):
=p(xn+1 |xn;tn’tn+1 -1, )p(xl’tl;xZ’tZ;'“;xn’tn )

W konsekwencji:

n+l

p(xtisx05t03 3 %515 tne1 ) = P (ot [ T 2 (ot [ttt it — ) (1.1)
k=2

gdzie p(x;, t;) jest ggstoscia zmiennej th. Z powyzszego zwiazku mozna otrzymac
posta¢ gestosci probkowej, prowadzacej do funkcji wiarygodnosci (likelihood func-
tion) dla parametrycznej klasy procesow Markowa. Gesto$¢ probkowa jest iloczynem
gestosci przejscia:

n+l

P (s %,1110) = p(00:1:8) [ T P (% [ty = 1438) (1.2)
k=2

gdzie 8 € O jest wektorem parametrow oraz (t, ty,....t,, tyiq ), <ty <...<t, <t
jest wektorem, momentow czasu, w ktorych zaobserwowano warto$ci procesu
X (X5 ey X0 )-

W klasie procesow Markowa na szczegdlna uwage zastuguja procesy dyfuzji. Pro-
cesy te stuza m.in. do opisu zmian potozenia czastki zanurzonej w cieczy i poruszaja-
cej si¢ pod wptywem zderzen z czasteczkami osrodka (por. Gajek 1 Katuszka 1996).
W literaturze przedmiotu znanych jest kilka, nie zawsze réwnowaznych, podejs¢ do
okreslania wspomnianych procesow (por. Rogers 1 Williams 1987). W monografii
przyjeto nastepujaca definicje (por. Arnold 1974; Rozanow 1974; Kowalenko, Kuznie-
cow 1 Szurienkow 1989; Schuss 1989; Bailey 1990; Kloeden i Platen 1992; Gajek
1 Katuszka 1996; Sobczyk 1996):

Definicja 1.5

Proces Markowa {X,},. o ciagltych traj ektoriach” nazywany jest procesem dyfu-
zji, jesli dla dowolnych s i t nalezacych do zbioru T takich, ze s <t oraz € > 0, prawdo-
podobienistwo przejcia P(|x,s,t—s) spetnia nastepujace warunki:

N Scislej, prawie wszedzie ciagtych, tzn. ciaghych z prawdopodobienstwem jeden. Innymi stowy,
proces stochastyczny {X ¢ }teT ma realizacje ciagle z prawdopodobienstwem jeden, jesli zbior
Qq= {o: odwzorowanie t -X,(w) jest ciagte w I'} jest mierzalny i P(€,) = 1. Zgodnie z kon-
wencja przyjeta w literaturze przedmiotu podawane w niniejszej pracy wlasnosci procesow sa
prawdziwe z doktadnoscia do zbioru miary zero.
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x;s,t—s)dy =0,

(i) lim —— [ rly

t>stt—S |y_x|>€

(ii) istnieje funkcja a:  lim 1 I (y-x)p(yx;s,t—s)dy=a(s,x),

t>stt—S |y—x|££

(iii) istnieje funkcja b: tlirn+ % I (y- x)2 p(y|x; S,t— s)dy =b(s,x)
- -
|y—x|££

Przy czym funkcja a nazywana jest funkcja dryfu lub wspotczynnikiem przenosze-
nia (drift coefficient), natomiast b funkcja lub wspotczynnikiem dyfuzji (diffusion func-
tion/coefficient).

Warto zauwazy¢, ze jesli istnieje dodatnia liczba € > 0 taka, ze:

. 1

lim —E (|Xt - X[ x, = x) =0,

tostt—s

wowczas warunek (i) definicji 1.5 jest spelniony, natomiast warunki (ii) oraz (iii) row-
nowazne sa nastepujacym granicom:

lim LE(Xt—Xs |Xs =x)=a(s,x) (1.3)
tosT =S
lim LE((Xt—Xs )X, =x)=b(s,x) (1.4)
t—sT =S

Z warunku (i) powyzsze]j definicji wynika, ze prawdopodobienstwo wystapienia
duzych zmian procesu X w krotkiej chwili jest mate, tzn. (por. Gajek i Katuszka 1996;
Sobczyk 1996):

.1
ltlinsl:P('Xt_Xng'Xs =x)=0 dla £>0.

Jesli zachodzi warunek (1.3), to¥:

E(X,-X X ,=x)=a(s,x)(t—s)+0(t—s) dla t->s".

9 Zapis fix) = o(g(x)) dla x—x, oznacza, ze f(x) g(x)Tm. Natomiast zapis f(x) =
X

= O(g(x)) w otoczeniu punktu x;, 0znacza, ze wyrazenie f{x)/g(x) jest ograniczone w otoczeniu x;,.
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Innymi stowy, $rednia zmiana wartosci procesu dyfuzji w matym przedziale czasu
jest w przyblizeniu wprost proporcjonalna do wielkosci ¢ — s 1 wspotczynnika dryfu a.
Jesli natomiast zachodzi wzor (1.4), to:

E((x,-x,)|x, = x)=b(s,x)(t=5)+0 (=) dla 155",

Zatem $redni kwadrat przyrostu procesu w matym przedziale czasu jest w przybli-
zeniu wprost proporcjonalny do wartosci ¢ — s 1 wspotczynnika dyfuzji b.

Ponizej przedstawione zostaty twierdzenia (w jednej z mozliwych postaci) opisu-
jace wazna wlasno$¢ procesu dyfuzji, mowiaca o tym, ze jego gesto$¢ przejscia jest
rozwiazaniem rownan Fokkera, Plancka i Kotlmogorowa (FPK), tzn. rownan (1.5)
1(1.6) (por. Fisz 1967; Gichman i Skorochod 1968; Rozanow 1974; Arnold 1974; Lip-
cer i Sziriajew 1981; Schuss 1989; Kowalenko, Kuzniecow i Szurienkow 1989; Sob-
czyk 1996).

Twierdzenie 1.1

Jezeli {X,}; [t9. T jest procesem dyfuzji z ciagtymi funkcjami a i b takim, ze zbiez-
nosci z warunkow (i) — (iii) definicji 1.5 sq jednostajne dla s € [#,, 7), a ponadto ggstos¢
przejscia p(-|x; S,t— s) procesu X jest ciagla wzgledem s oraz istnieja i sa ciagle
wzgledem s pochodne czastkowe:

. 2 .
8p(y|x,s,t—s) . 0 p(y|x,s,t—s)
ox ox?

>

wowczas spetnione jest rOwnanie:

azp(y|x;s,t—s)

o2

8p(y|x;s,t—s)

- 1.5
P 0 (1.5)

+a(s,x)g—p(y|x;s,t—s)+%b(s,x)
X

Roéwnanie rozniczkowe (1.1) nazywane jest retrospektywnym réwnaniem Kotmo-
gorowa (lub pierwszym réownaniem Kotmogorowa) (backward Kolmogorov equation).

Twierdzenie 1.2

Jezeli {X;},c o 7] jest procesem dyfuzji takim, ze zbieznosci z warunkow (i) — (iii)
definicji 1.5 sa Jednostajne dla s i x, a ponadto dla ggstosci przejscia p( |x s,t—s )
procesu X istnieja 1 sa ciagle nastepujace pochodne:

op(y|x;s.t—s)

o {a(t y)p( |x,s,t s} {b(t y)p( |x,s, )}’

wowczas dla ustalonych s oraz x takich, ze s < ¢, spelnione jest prospektywne rownanie
Kotmogorowa (nazywane rowniez drugim réwnaniem Kotmogorowa Iub rownaniem
Fokkera i Plancka) (forward Kolmogorov equation):
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op(y

= )-——{bfy P

Jednym z wazniejszych procesow dyfuzji, ktory odgrywa istotna rolg w teorii sto-
chastycznych réwnan rézniczkowych, jest proces Wienera (ruch Browna). Dla tego
procesu funkeje dryfu i dyfuzji wynosza odpowiednio: a(s,x)=0ib(s,x)=1. Jego
definicja jest nastqpuja[ca9

t=s)k=0  (1.6)

" )+%{a(t,y)p(

ot

Definicja 1.6
Procesem Wienera nazywany jest proces stochastyczny W: Qx[0, «)—IR taki, ze:

(i) P(Wy=0)=1,
(ii) przyrosty procesu W, —W,, W, —W, dla s < ¢ < u sa niezalezne,

(iii) przyrosty W,,, —W, maja rozklad normalny o wartosci oczekiwanej 0 i wariancji 4.

Proces Wienera jest jednorodnym procesem dyfuzji o nastepujacej gestosci przej-

scia'?):

(y-x)°
(y|xst s \/nt s exp _Zy(t—s)

Ponadto mozna pokaza¢, ze proces ten ma realizacje ciagle, prawie wszedzie nie-
rozniczkowalne o wahaniu nieskoﬁczonymll) na kazdym skonczonym przedziale licz-
bowym. Wspomniane wyzej wlasnosci pociagaja za soba duza nieregularnos¢ trajekto-
rii procesu widoczna na rysunkachlz) 1.111.2.

9 W ten sposoOb zdefiniowany proces stochastyczny w literaturze przedmiotu nazywany jest cza-
sami standardowym procesem Wienera (standard Wiener process) dla odroznienia od definicji,
w ktorej wartos¢ oczekiwana i wariancja z punktu (iii) definicji 1.6 wynosza odpowiednio o/
ic’h (por. Kowalenko, Kuzniecow i Szurienkow 1989; Sobczyk 1996).

10" Jest to gestos$¢ rozktadu normalnego o warto$ci oczekiwanej x 1 wariancji ¢ — s.

M Jegli dla f okreslonej w przedziale [a, b] kres gorny sum 2‘ flx (") -f ( (")) jest skonczony

l+1

dla dowolnego podziatu a=x <x; <...<x,,1 =b, wowczas mowi sig, ze funkcja fjest funk-
cja o wahaniu skonczonym. Jesli kres gorny jest nieskonczony, wowczas mowi sig, ze funkcja
ma wahanie nieskofczone.

W literaturze przedmiotu znanych jest kilka metod konstrukcji procesu Browna np.: konstruk-
cja Levy’ego—Ciesielskiego, aproksymacja poprzez proces btadzenia przypadkowego oraz
aproksymacja ruchu Browna otrzymana przez sumowanie odpowiednich przyrostow (por. Ja-
nicki 1996). Ostatnia z wymienionych metod zostata wykorzystana w niniejszej pracy — odpo-
wiada ona zastosowaniu schematu Eulera omdéwionego w podrozdziale 1.4.

12)
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Rys. 1.1. Przyktadowa trajektoria procesu Wienera
Zrodto: Opracowanie whasne
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Rys. 1.2. Przyktadowa trajektoria procesu Wienera — powigkszenie obszaru
wyszczeg6lnionego na rysunku 1.1
Zrodto: Opracowanie whasne
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Rys. 1.3. Linie kwantylowe rzedu 0,1, 0,25, 0,5, 0,75 1 0,9 procesu Wienera
Zrodto: Opracowanie whasne

Rysunek 1.3 przedstawia linie kwantylowe procesu Wienera'?. Widoczne jest
zwigkszajace si¢ rozproszenie procesu wraz ze wzrostem czasu.

B w ustalonej chwili czasu wartos$¢ procesu Wienera okresla stosowna zmienna losowa, dla ktorej
mozna wyznaczy¢ kwantyle rozktadu (por. definicja 1.12).

23



1.3. Stochastyczne réwnania rézniczkowe Ito
— definicje i wlasnosci

Niech (,3,P) bedzie przestrzenia probabilistycznq zupelna wyposazona w fil-
tracje {St}p zgodna z procesem Wienera {W, }

>0
Definicja 1.7
Filtracja zgodna z procesem Wienera {W} nazywa si¢ rodzing o-algebr
{3, }t> , Spetniajaca nastepujace warunki:
(A Nc 3,c3,c3, 0<s<y, gdzie N jest rodzina zbiorow miary zero;
(ii) zmienna losowa W, jest 3,-mierzalna dla kazdego ¢ > 0;
(iii) V 0 < s <t zmienna losowa W, — W jest niezalezna od G-algebry 3.

Podstawowym terminem, na ktorym opiera si¢ teoria SRR It0, jest pojgcie catki
T

stochastycznej 1t6 Ib(s,m)dWs (por. 1t6 1942, 1944, 1946, 1951). Calke te okresla sig
ly

dla zbioru funkcji M,[#y, T1, tzn. dla funkcji b: ¢y, T]|*Q—R mierzalnych wzgledem

ukfadu zmiennych (¢, ®) (tzn. wzglgdem c-algebry B ([to,T ])XS), nieantycypujacych

dla kazdego € [t), T] (tzn. b(t,") jest mierzalna wzgledem o-ciala 3, dla kazdego

T
t € [t,, T]) oraz z prawdopodobienstwem jeden zachodzi: Hb(t, a))|2 dt < = (gdzie cal-

ke przy ustalonym o oblicza si¢ w sensie Riemanna). fo

Dla tak okreslonego zbioru funkcji definiuje si¢ pojecie catki 1t6. Catke t¢ wpro-
wadza si¢ najpierw dla funkcji schodkowych (inaczej skokowych)14) W nastgpujacy
sposob:

_[b(t,m)dm(m)zlfb(tk,m[ W, (0)-W, ()] (1.7)

ty k=0

gdzie ty < t; < ... <t,= T jest stosownym podziatem odcinka calkowania. Nast¢pnie z fak-
tu, ze dla dowolnej funkcji b € M,[t,, T] istnieje ciag funkcji schodkowych b, € M,[t,, T]
T
taki, ze z prawdopodobienstwem jeden zachodzi lim _Hb (t,0)—b, (1, 0))|2 dt=0
—>o0

)

9 To znaczy dla funkcji, dla ktorych istnieje podziat odcinka [7), 7]: fH <t; <...<t, =T taki, ze
b(t,0)=b(t;,) dla te [t,t,,),i=0,1,...,n—1.
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(por. Gichman i Skorochod 1968), calke stochastyczna It6 z funkcji b definiuje si¢ jako
granice (wg prawdopodobienstwa) catek dla funkcji schodkowych, tzn.:

T T
[b(t,0)aW, (0)=lim [b, (t,0)dW, (v) (1.8)

Nalezy nadmieni¢, ze granica nie zalezy od doboru ciagu b,,.

Calki It6 nie mozna definiowaé jako catki Riemanna-Stieltjesa, ze wzgledu
na nieskonczone wahanie trajektorii procesu Wienera (por. Karatzas i Shreve 1988).
Ponadto catka Itd jest rowna granicy (wg prawdopodobienstwa) sum aproksymacyj-
nych catki Riemanna—Stieltjesa, dla ktorych punkty posrednie sa lewymi krancami po-
dziatu odcinka [¢, T]. Dobor punktow posrednich jest istotny, gdyz prowadzi do roz-
nych wynikow, tzn. catek stochastycznychls) (por. Protter 1990). W szczegolnosci
przyjecie srodkow przedzialow jako punktow posrednich okresla tzw. catke Stratonovi-
cha (por. Stratonovich 1965, 1966), natomiast przyjecie prawych krancow definiuje
tzw. catke wsteczna (por. Schuss 1989). Szczegdtowe informacje dotyczace definicji
1 wlasnosci catki Itd6 mozna znalez¢ m.in. w nastepujacych pracach: Gichman i Skoro-
chod (1968), Ikeda i Watanabe (1981), Lipcer i Sziriajew (1981), Karatzas i Shreve
(1988), Kloeden i Platen (1992), Sobczyk (1996), Dksendal (2000) oraz Brzezniak
1 Zastawniak (2002).

Kolejnym waznym terminem wykorzystywanym w pracy jest pojecie procesu Ito
(por. Lipcer i Szirjajew 1981).

Definicja 1.8

Proces stochastyczny o ciaglych trajektoriach {X,}, . [1,, T] NAZyWany jest procesem
It6 wzgledem procesu Wienera W, i filtracji S, jesli istnieja funkcje a i b mierzalne
wzgledem c-algebry B[t,,T]|xS3, bedace procesami nieantycypujacymi, dla ktérych
zachodza (z prawdopodobienstwem jeden) nastgpujace warunki:

T
() Jla(t,0)de <o,

fy

T
(if) [ (r,0)dt <o,

fy

15) Dobierajac punkty posrednie w zalezno$ci od A € [0, 1] w postaci (1—7u)t§~n)+7ut§~ri)1 dla

i=0,1,...,n—1, gdzie a= tl(") < t%") <...< t,(ﬁr)l =b stanowia n-ty podziat odcinka [a, b]
(n) _ (n)
t {—t;

it | ti=1 o n —1} — 0 dla n — oo, otrzymuje sig, przechodzac do grani-

taki, ze max{
T

cy, JW(S, w)dW (s,0) = %W(T, w)* - %W(t()a o)+ (k - %)(T —1g), co potwierdza zaleznosé

17
granigy od doboru punktu posredniego.

25



t t

(iii) X, (w)= X, (w)+ Ja(s,m)ds+ Jb(s,m)dWs (o) dla t € [f, T], przy czym
t t 11

Ia (s,w)ds jest cafkac Riemannaoliczonac na kazdym ustalonym elemencie ® € €,

A t
natomiast _[b(s,m) dW,(m) jest calka Ito.
)
Warunek (iii) definicji 1.8 zapisuje si¢ czgsto w formie skrdcone;j:
dX, = a(t) dt + b(t) dW, (1.9)

Ponadto, jesli proces X spelnia réwnanie (1.9), to mowi si¢, ze ma on stocha-
styczna rozniczke Itd d.X;. Czgsto w zastosowaniach wykorzystuje sig fakt istnienia roz-
niczki stochastycznej dla transformacji procesu X. Wiasnosc¢ t¢ okresla ponizsze twier-
dzenie zwane wzorem It6:

Twierdzenie 1.3
Jesli fugkcja u: [ty, T)XR—R posiada ciagle pochodne czastkowe %—L;(t,x),
g—u(t,x) i g—;‘(z‘,x), a ponadto X ma rézniczke stochastyczna postaci (1.9), to proces
X X

stochastyczny Y, (®)=u (t, X, (0))) ma rozniczke stochastyczna postaci:

du 1 0%u du

dYtz[a—u(t,Xt)+a(t)a (t,X,)+—b2(t)a—2(t,X,) dt+b(t)a (t,X,)aw, (1.10)
X

ot ax 2 o
Wazna klas¢ proceséw stochastycznych stanowia rozwiazania stochastycznych

réwnan roézniczkowych (SRR) 1to:

dX,=a(t,X,)dt +b(t, X,) dW,
(1.11)

Xt() =Xy
Zapis (1.11) jest uproszczona forma uktadu rownan (tzw. postaci calkowejlﬁ)):

X, (0)=X, (w)+ _t[a(s,Xs (o))ds + _t[b(s,Xs (@))dW, (o)

) )

(1.12)

X, (0)=xy (w)

16 Uklad réwnan (1.12) ma wlasciwy sens matematyczny w odréznieniu od (1.11). Jednak z powo-
du prostoty zapisu i fatwosci interpretacji w literaturze przedmiotu powszechnie stosuje si¢ za-
pis uproszczony (1.11).
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W pracy pod pojeciem stochastycznego rownania rdézniczkowego rozumiane jest
SSR w sensie It6.

Jesli funkcje a i b nie zaleza od zmiennej ¢, wowczas mowi si¢ o autonomicznych
SRR. W literaturze przedmiotu funkcja a nazywana jest funkcja lub wspotczynnikiem
dryfu lub przenoszenia, funkcja b (lub bz) nazywana jest funkcja lub wspotczynnikiem
dyfuzji lub zmiennosci. Rozwiazanie powyzszych uktadow okres$la si¢ w nastepujacy
sposob:

Definicja 1.9

Niech funkcje a i b beda jak w definicji 1.8. Ponadto niech zmienna losowa x,
bedzie mierzalna wzgledem 3, oraz niezalezna od W, —W, ~dla¢> ;. Wowczas proces
X jest silnym, inaczej mocnym, rozwiazaniem (lub po prostu rozwigzaniem) uktadu
(1.11), gdy X, jest 3, mierzalna zmienna losowa spetniajaca (z prawdopodobienstwem
jeden) uktad (1.12) dla ¢ € [#,, T].

W teorii stochastycznych réwnan rézniczkowych wyrdznia si¢ dwa pojecia roz-
wiazan: mocne (inaczej silne) i stabe. Mocne rozwiazanie (por. definicja 1.9) jest pro-
cesem, ktory przy zadanej (dowolnej) przestrzeni probabilistycznej i procesie Wienera
spetnia uktad (1.12). Natomiast stabym rozwiazaniem SRR jest proces, dla ktérego ist-
nieje przestrzen probabilistyczna 1 proces Wienera, dla ktorych spetniony jest uktad
(1.12). W kolejnych rozdziatach monografii rozwazane bgda wytacznie mocne rozwia-
zania. Szczegoty dotyczace stabych rozwigzan mozna znalez¢ m.in. w nastgpujacych
pracach: Ikeda i Watanabe (1981), Karatzas i Shreve (1988).

Nalezy zauwazy¢, ze dla kazdego rozwiazania uktadu (1.11) istnieje stochastycz-
nie rtownowazne mu rozwiazanie ciagle — tzn. rozwiazanie o ciagtych trajektoriach — do
ktoérego zwykle w literaturze przedmiotu zawegza si¢ rozumowanie (por. Gichman
i Skorochod 1968). Przeglad wielu znanych SRR wraz z ich rozwigzaniami znajduje si¢
w pracy Kloeden i Platen (1992).

Ponizej przytoczone zostanie podstawowe twierdzenie (w jednej z mozliwych
form) gwarantujace istnienie i jedyno$¢ silnego rozwiazania stochastycznego rownania
roézniczkowego oraz wyjasniajace zwiazek pomigdzy rozwiazaniami SRR a procesami
dyfuzji (por. Arnold 1974; Sobczyk 1996).

Twierdzenie 1.4

Niech funkcje a i b beda okreslone i mierzalne na zbiorze [¢), T]xR oraz niech
istnieje stala K > 0 taka, ze dlax, ye Rite [4, T

|a (t,x)=al(t, y)| + |b(t, x)=b(t, y)| < K|x—y| (warunek Lipschitza) (1.13)

a® (t,x)+b* (1,x)< K (1+ x2) (warunek wzrostu) (1.14)

Ponadto niech X 1, bedzie zmienng losowa, dla ktorej zachodzi E (X ,ﬁ ) < oo,
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Wowczas istnieje doktadnie jednom mocne rozwiagzanie uktadu (1.11) o ciaglych
trajektoriach. Rozwiazanie to jest procesem Markowa z rozktadem poczatkowym
B, (B)= P(X ,€B ) i rozktadem przejscia P(-|x,s,t—s) (por. definicja 1.3), dla ktore-
g0 E(Supte[tO,T]X t2)< oo, Przy czym, jesli wspotczynniki SRR It6 nie zaleza od ¢,
tzn. a(t, x) = a(x) i b(t, x) = b(x), to rozwiazanie X jest jednorodnym procesem Mar-
kowa.

Jesli dodatkowo funkcje a(t, x), b(t, x) sa ciaglte wzgledem ¢ € [1,, T], to rozwiaza-
nie X jest procesem dyfuzji w przedziale [#,, 7] z funkcja dryfu a(¢, x) i funkcja dyfuzji
b*(t, x) (por. definicja 1.5).

Cytowane twierdzenie jest prawdziwe przy zatozeniu silnego warunku Lipschitza
(zwanego globalnym) — czgsto niespelnionego w praktyce. Okazuje si¢, ze warunek ten
mozna zastapi¢ przez lokalny warunek Lipschitza:

VN >03Ky :[te [t T],[{ <N, |y <N =

= |a(t,x)—a(t,y)|+|b(t,x)—b(t,y)| <Ky |x—y|].

Znane sa rowniez inne modyfikacje zatozen twierdzenia 1.4 (por. Karatzas i Shre-
ve 1988; Ikeda i Watanabe 1981; Kloeden i Platen 1992).

Naturalne jest pytanie, kiedy proces dyfuzji jest rozwiazaniem SRR Itd.
Przy stosownych zatozeniach mozna pokazaé, ze istnieje proces Wienera oraz uktad
rownan (1.11), ktorego rozwiazaniem jest zadany proces dyfuzji — jest to wowczas roz-
wiazanie w sensie stabym (por. Prohorov i Rozanov 1969; Kowalenko, Kuzniecow
i Szurienkow 1989; Kloeden i Platen 1992).

Ze wzgledu na zastosowanie SRR It6 do opisu ruchu czasteczki w procesie dyfuzji
(por. Dksendal 2000) oraz ze wzgledu na tezg twierdzenia 1.4 wraz z podanymi po nim
uwagami, przyjeto utozsamia¢'® procesy dyfuzji z rozwiazaniami SRR. W niniejszej
pracy brane sa pod uwagg procesy dyfuzji bedace rozwiazaniami SRR. Procesy te, dla
uwypuklenia przynaleznosci do obydwu klas, okresla si¢ jako procesy dyfuzji Itd
(por. @ksendal 2000; Janicki i Izydorczyk 2001) i stad uzasadnione jest stosowanie
wymiennie dla rozwazanych w monografii procesoOw pojecia procesu dyfuzji, procesu
I1t6 oraz rozwiazania SRR.

1 Jesli istnieje inny proces & bedacy rowniez silnym rozwiazaniem (1.11), to zachodzi:

P| sup |X,-&|>0|=0.
te[ty.T]
18w pracy L. Arnolda z 1974 roku zwrdcono uwage, ze wigkszos¢ rozwazanych i istotnych
w praktyce procesow Itd bedacych rozwiazaniami uktadoéw (1.11) jest procesami dyfuzji i na
odwroét. Stad te dwie klasy procesow zdefiniowane w odmienny sposob zasadniczo uznaje sig
za identyczne.
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1.4. Dyskretna aproksymacja rozwigzan SRR

Poniewaz w wielu przypadkach nie mozna wskaza¢ jawnego wzoru na rozwiaza-
nie SRR, pomimo wiedzy o jego istnieniu i jedynosci, zmusza to do wnioskowania
o jego wlasno$ciach poprzez badanie jego przyblizenia. Uzyteczna w takich sytuacjach
okazuje si¢ teoria dotyczaca analizy numerycznej stochastycznych rownan rézniczko-
wych. Wsrdod bogatej literatury poswigconej numerycznym aspektom SRR mozna wy-
mieni¢ m.in. nastgpujace prace: Kloeden i Platen (1992), Janicki i Weron (1994), Janic-
ki (1996), Platen (1999), Cyganowski, Kloeden i Ombach (2001), Higham (2001) oraz
Janicki 1 Izydorczyk (2001). W niniejszym podrozdziale zaprezentowane zostana wy-
brane algorytmy umozliwiajace wygenerowanie trajektorii ,,bliskiej” rzeczywistej re-
alizacji badanego procesu. Pojecie ,,bliskiej” definiowane jest w analizie numerycznej
poprzez odpowiedni sposob zbieznosci. Umiejgtnos¢ wygenerowania przyblizonej tra-
jektorii rozwiazania SRR umozliwia w szczegolnosci graficzna interpretacje przebiegu
procesu oraz wyznaczenie linii kwantylowych, ilustrujacych rozktad procesu w danej
chwili.

Podstawowe schematy dyskretyzacji

Pojecie dyskretyzacji procesu (modelu) opisujacego zmieniajace si¢ w czasie zja-
wisko polega na dyskretyzacji osi czasu, tzn. polega na wprowadzeniu skonczonego
podziatu przedziatu czasu, a nastgpnie zdefiniowaniu w punktach podziatu skonczonej
rodziny zmiennych losowych (dyskretnego procesu stochastycznego) aproksymuja-
cych w ustalonym sensie proces ciagly. Okreslony w ten sposéb proces dyskretny nazy-
wany jest numeryczna lub dyskretna aproksymacja procesu ciaglego.

Juz pierwsze prace oparte na symulacyjnych eksperymentach i badaniach teore-
tycznych (por. Clements i Anderson 1973; Wright 1974; Clark i Cameron 1980) poka-
zaty, ze nie wszystkie klasyczne i1 heurystyczne dyskretyzacje SRR zbiegaja w uzytecz-
nym sensie do rozwiazania SRR.

Efektywnos¢ schematow dyskretyzacji okresla si¢ poprzez sposob i rzad zbiezno-
$ci do prawdziwego procesu. Rozrdznia si¢ dwa podstawowe typy zbieznosci, ktore
opisuja aproksymacj¢ trajektorii lub aproksymacj¢ wybranych charakterystyk procesu.
Ponizej przytoczone zostang definicje okreslajace rodzaj zbieznosci aproksymacji Y
(otrzymanej poprzez dyskretyzacj¢ SRR) do procesu X bedacego rozwiazaniem rowna-
nia It6.

Definicja 1.10

Aproksymujacy proces Y zbiega w silnym sensie z rzedem v € (0, eo] w chwili 7'do
procesu X, jesli istnieja state K <o i Ay> 0 takie, ze

E( X7 -Yr|)<KAY

dla dowolnego kroku dyskretyzacji A € (0, Ay).
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W wielu zagadnieniach praktycznych nie jest wymagana znajomo$¢ zachowania
si¢ trajektorii procesu, wystarcza natomiast znajomos$¢ aproksymacji rozktadu procesu
w pewnym punkcie osi czasu, czy tez aproksymacji jego momentow tzn. E(g(X7)).

Definicja 1.11

Aproksymacja Y zbiega w stabym sensie z rzedem v € (0, oo] w chwili 7 do proce-
su X, jesli dla dowolnego wielomianu g istnieja E(g(X7)), E(g(Y7)) oraz stale K < oo
i Ay > 0 takie, ze:

[E (g (X7))-E (3% ))| < KA

dla dowolnego kroku dyskretyzacji A € (0, Ay).

W literaturze przedmiotu najczesciej rozpatrywanymi schematami dyskretyzacji
sa schemat Eulera (zastosowany po raz pierwszy przez Maruyame w 1955 roku i stad
nazywany réwniez schematem Eulera—Maruyamy) oraz schemat Milsteina (por. Mil-
stein 1974, 1978). Ponizej podane zostana definicje i wlasno$ci wspomnianych sche-
matow.

Niech proces {X;}, ¢ [, 1 bedzie rozwiazaniem uktadu rownan:

X, =a(t,X,) dt + b(t, X,) dW,
(1.15)
Xt() = xO

Ponadto niech N > 0 bedzie liczba naturalna, wzgledem ktorej definiuje si¢ podziat

odcinka [fy,T]: ty =1y <7 <...< Ty =T. Dla prostoty rozumowania zaktada sig row-
ny podzial, tzn. A=1, ; —T; = T]:[to :
Dyskretyzujac uktad rownan (1.15) wzgledem schematu Eulera, otrzymujemy pro-

ces stochastyczny Y ={¥x, k=0, ..., N} spelniajacy nastepujacy zwiazek:

Yia=Yyppata ((k _1)A’Y(k—1)A )A * b((k _1)A’Y(k_1)A )(WkA _W(k_l)A) (1.16)
1.16

YO = xO
Nalezy nadmieni¢, ze ggsto$¢ przejscia py procesu Y jest postaci:
Py (1 sk, 8)=0C] y+a(kA, y)As b (KA, y)A) (1.17)
gdzie (])(-|m,V) jest gestoscig rozktadu normalnego, dla ktorego m 1 v sa odpowiednio
wartoscia oczekiwang i wariancja. Funkcje t¢ czgsto wykorzystuje sig jako aproksyma-

cje gestosci przejscia procesu X.
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Najczesciej spotykana praktyka dookreslenia procesu Y na caty przedziat [z, T
jest wykorzystanie do tego celu interpolacji liniowej:

Y, =Yy +(Yea =Y (= (k=1)A)/A, re[(k=1)AkA).

Ponizej przytoczone zostanie twierdzenie (w jednej z mozliwych form) opisujace
sposdb zbieznosci rozwigzania rownania réznicowego (1.16) do rozwigzania SSR
(1.15) (por. Milstein 1978; Talay 1984; Kloeden i Platen 1992; Janicki i Izydorczyk
2001).

Twierdzenie 1.5

2
Niech EIQX ,0‘ <o, Ponadto niech dla dowolnych s, ¢ € [t), T] oraz x, y € R

istnieje stata K > 0 niezalezna od A taka, ze spelnione sa nastepujace zwiazki:

|a(t,x)—a(t,y)| +|b(t,x)—b(t,y)| SK|x—y
)

|a(t,x)—a(s,x)| +|b(t,x)—b(s,x)| SK(1+|x|)|t 2.

>

|a (t,x)| + |b (t,x)| < K(1+ |x

Woéwczas'”)

E|Xp-Y;|< CAY2, gdzie C jest stalq niezalezna od A,

ponadto proces Y jest zbiezny jednostajnie w sensie Sredniokwadratowym do X, gdy
A—0:

E|XZ_YZ|2=0(A) dlate [0, T].

W przypadku autonomicznego SRR, jesli funkcje a(x) 1 b(x) sa czterokrotnie rdz-
niczkowalne, wowczas schemat Eulera jest schematem rzedu pierwszego w sensie sta-
bymzo).

Z twierdzenia 1.5 wynika, ze aproksymacja Eulera zbiega w silnym sensie
do rozwiazania rownania [t6 z rzedem v = 0,5. Warto nadmieni¢, ze dla deterministycz-
nych rownan rozniczkowych schemat ten jest rzgdu v =1 w silnym sensie?V.

19 Zatozenia twierdzenia mozna ostabi¢ (por. Kloeden i Platen 1992; Pedersen 1995b).

20) Przy odpowiedniej modyfikacji zatozen tezg te da si¢ uogdlni¢ na rdwnania nieautonomiczne
(por. Kloeden i Platen 1992).

2w przypadku deterministycznym silna zbieznos¢ rzedu v € (0, o] definiuje si¢ w nastepujacy
sposéb: I K <eo, Ag>0: |XT —YT| < KA" dla dowolnego kroku dyskretyzacji A € (0, Ay).
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Dyskretyzujac uktad (1.15) wzgledem schematu Milsteina, otrzymuje sig¢ proces Y
spetniajacy uktad:

[ Yia = Yie-1)a +a((k—1) A Yk-1)a )A+b((k—1) A Yk-1)a )(WkA ~Wk-1)a )+

ab((k-1)A,x) (1.18)

+%b((k—1)AaY(k—l)A) ox

[(WkA “Wk-1)a )2 _A}

=Y _1)a

_YO = xO .

ob(1,x)

X
jest rownowazny schematowi Eulera. Natomiast w przeciwnym razie, ggstos$¢ przejscia

procesu Y jest postaci (por. Elerian 1998):

Nalezy zauwazy¢, ze jesli b(t, X) = b(f), a stad =0, to schemat Milsteina

exp(-A/2), -
Py (ks | v3KA A) = W(Z) 2 eXP(-%JCOSh(@ )20,

gdzie:
_ (k1A ~B(kA,y)
A(kA,y)

1( b .
A=—| —(kA, ,
A(ax( y)]

A ob
A=2p2
2 ox’
b(ob Y
Bz—z(a—x] +YkA+aA_A-

Zbieznos¢ rozwigzania rownania réznicowego (1.18) do rozwiazania SSR (1.15)
rozpatrywanego schematu opisuje nastgpujace twierdzenie (por. Kloeden i Platen 1992;
Janicki 1 Izydorczyk 2001):

Twierdzenie 1.6

. 2

Niech E| |X, |

istnieje stata K > 0 niezalezna od A, taka ze spelnione sa nastgpujace zwiazki:

<o, Ponadto niech dla dowolnych s, ¢ € [#, 7] oraz x, y € R
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a (t,x;0)—a" (t,y;G)‘SK|x—y

|b(t,x;9)—b(t,y;6)| <Klx-y|,

|Lb(t,x;9)—Lb(t,y; 6)| <K|x-y|,

):

|b (t,x; 6)| + |Lb(t,x; 6)| <K (1+ |x|),

),
a* (t,x;,0)—a" (s,x; 6)‘ < K(1+|x|)|l‘—s|1/2 ,

‘a* (t,x; 6)‘ +|La (t,y;6)| < K(1+|x

[ (1,x:0) < K (1+x

|b(t,x;6)—b(s,x;6)| < K(1+|x|)|t —s|1/2 ,

|Lb(t,x; 0)—b(s,x; 6)| < K(1+|x|)|t —s|1/2 ,

gdzie a” = a—lbb',L =bi.
2 ay

Wowczas:

E |X T —YT| <CA, gdzie C jest stala niezalezna od A.

Ponadto proces Y jest zbiezny jednostajnie w sensie $redniokwadratowym do X,
gdy A — 0:

E|X,-Y,=0(a?) dla 1€ [0, T1.

W przypadku autonomicznego SRR, jesli funkcje a(x) 1 b(x) sa szeSciokrotnie cia-
gle rézniczkowalne, wowczas schemat Milsteina jest schematem rzedu drugiego w sen-
sie stabym.

Z twierdzenia 1.6 wynika, ze dyskretyzacja Milsteina zbiega w silnym sensie do
rozwigzania roOwnania It6 z rzedem v =1.

Mozliwe jest wskazanie sposobow dyskretyzacji o wyzszych rzedach zbieznoS$ci
niz rozpatrywane tutaj schematy Eulera i Milsteina. Uzyskuje si¢ je poprzez uwzgled-
nienie kolejnych wyrazow wzoru Taylora dla SRR It6 (por. Wagner i Platen 1978; Ko-
mori, Saito 1 Mitsui 1994; Saito i Mitsui 1996; Kloeden i Platen 1992; Platen 1999).
Zagadnienie to nie bedzie jednak rozwazane w prezentowanej monografii.
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W zastosowaniach czgsto rozwaza si¢ SRR, ktorych rozwiazania sa procesami
przyjmujacymi wartosci dodatnie, jednakze aproksymacja rozwiazania otrzymana w
wyniku dyskretyzacji moze przyjmowaé wartosci ujemne. Wowczas czesto spotykana
praktyka jest transformacja wyjsciowego uktadu rownan (np.: poprzez funkcje loga-
rytm) przy uzyciu wzoru It6 (por. twierdzenie 1.3) do procesu o warto$ciach rzeczywi-
stych, do ktorego dopiero stosuje si¢ schemat dyskretyzacji. Unika si¢ wowczas sytu-
acji, w ktorej nieujemny proces jest przyblizany procesem przyjmujacym warto$ci
ujemne.

Linie kwantylowe

Umiejetnos¢ wygenerowania trajektorii procesu It6 Iub jej aproksymacji za pomo-
ca schematow dyskretyzacji daje mozliwos¢ opisu procesu za pomoca tzw. lini kwanty-
lowych (por. Janicki i Izydorczyk 2001). Pojecie to definiuje si¢ w nastgpujacy sposob:

Definicja 1.12

Dla ustalonego p € (0, 1) oraz procesu stochastycznego {X;}, ¢ [, rj linia p-kwan-
tylowa nazywana jest deterministyczna funkcja g: [¢), 7] = R spelniajaca nastgpujacy
zwiazek:

P(X,<q,(t))=p date [1, T

Obliczenie wartosci ¢,(f) odpowiada wyznaczeniu kwantyla rzgdu p zmiennej lo-
sowej X;. W niniejszej pracy przyjeto nastgpujacy algorytm oszacowania p-tego kwan-
tyla (por. Janicki i Izydorczyk 2001):

1. Uporzadkowanie w sposob niemalejacy wygenerowanej R-elementowej probki

zmiennej X, lub jej aproksymacji Y.

2. Wyznaczenie indeksu, tj. funkcji & = k(p) zdefiniowanej w nastepujacy sposob:

()= PR, gdy pRe N,
(p)= [pR]+1, gdy pRe .

Za p-ty kwantyl przyjmuje si¢ k(p)-ty element uporzadkowanej probki.

Zastosowanie schematow dyskretyzacji do aproksymaciji trajektorii procesu oraz
wykorzystanie linii kwantylowych do graficznej ilustracji rozktadow rozpatrywanych
w pracy procesOw dyfuzji znajduje si¢ w podrozdziale 1.5. Ponadto schemat Eulera
stanowi podstawe jednej z prezentowanych w pracy metod aproksymacji gestosci
przej$cia omoéwionej w podrozdziale 2.3.

1.5. Wybrane procesy dyfuzji Ito

Celem niniejszego podrozdziatu jest zaprezentowanie rozpatrywanych w dalszej
czesci monografii procesow dyfuzji. Jak wspomniano wcze$niej, rozwazania ograni-
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czono wylacznie do procesow dyfuzji [t6, tzn. procesow dyfuzji bedacych rozwiazania-
mi SRR. W pracy analizowanych bedzie pig¢ modeli: Vasicka, Blacka i Scholesa,
Coxa, Ingersolla i Rossa, Brennana i Schwartza oraz uog6lniony model Ornsteina
1 Uhlenbecka. Kazdy z modeli zadany jest poprzez stosowne stochastyczne rownania
rézniczkowe.

Model Vasicka (V) (por. Vasicek 1977)
Model zadany jest poprzez liniowe autonomiczne SRR postacizz):

dX, = (a.—BX,)dt + cdW,
(1.19)

X ZXO

)
gdzie o parametrach o, 3 i ¢ zaktada sig, ze sg dodatnie. Rozwiazanie uktadu (1.19) jest

nastgpujacej postaci:

t
X, =X, e Pl 4 % (1— e Plt) ) + (5_[ e_ﬁ(t_u)qu (1.20)
ly

Rozktad przejscia procesu jest rozktadem normalnym o gestosci zadanej wzorem:

P (x| xg39,8) = 0 (xm,v) (1.21)
1—6_2BA
gdzie: A=t—t0,m=g+ xo_g e P v=0P— .
B § 2B

Warto zauwazy¢, ze rozwazany proces jest jednorodnym procesem Markowa. Po-
nadto rozwiazanie uktadu (1.19) jest procesem powracajacym do éredniej23) rownej
o/B, wielko$¢ ta nazywana jest dtugoterminowym $rednim poziomem procesu (mean
reversion level, long run equlibrium value). Parametr 3 utozsamiany jest z szybkoscia,
z jaka proces zmierza do $redniej rownej o/, natomiast parametr G lub o’ nazywany
jest parametrem zmiennos$ci. Mozna zauwazy¢, ze funkcja dryfu procesu jest dodatnia,
jesli warto$¢ procesu jest ponizej wielkosci o/B, oraz ujemna, je§li warto$¢ procesu

22 W literaturze przedmiotu rozwaza sig czgsto rOwnowazng do (1.19) posta¢ SRR:

dX,; =B —X,)dt + cdW, o
, gdzie L=~
X, P

O:xo

23 Proces ma whasnosé powracania do $redniej, jesli istnieje i jest skonczona granica:
lim E(X, | Xy =x;) (por. Brigo i Mercurio 2001).
t—o0
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przekracza o/B. Innymi stowy, proces dazy do wartosci $redniej w kazdym momencie

o 2

czasu. Jesli A—eo, to graniczna gestoscia przejscia jest ¢ x;B,Z—B .

W literaturze przedmiotu proces zadany wzorem (1.20) nazywany jest powracaja-
cym do $redniej procesem Ornsteina i Uhlenbecka (Ornstein—Uhlenbeck mean rever-
ting process). Pomimo istotnej wady, tzn. przyjmowania wartosci ujemnych, jest on
powszechnie wykorzystywany do modelowania zjawisk finansowych — zwtaszcza do
opisu chwilowych (krétkoterminowych) stoép procentowych (short-term rates, spot ra-
tes, instantaneous interest rates) (por. Weron i Weron 1999).

Rysunek 1.4 przedstawia dwie przykladowe trajektorie oraz linie kwantylowe
procesu zadanego wzorem (1.20). Ilustracje graficzna wykonano przy nastgpuja-
cych zatozeniach®®: o = 1350,9942, B = 0,9241, 6> = 129864, x, = 1960,57, T = 9,
p € {5%, 25%, 50%, 75%, 95%}(por. definicja 1.12), przy czym linie kwantylowe
wyznaczono na podstawie 1000 trajektorii. Widoczna jest zbieznos$¢ lini kwantylo-
wych odpowiadajaca zbieznosci do rozktadu granicznego.

a) b)

2500 2500

2000 4 i I A 2000 "MWMWM#

1500 1500\\M\~

1000 W JW 1000 st et T

500 500
0 0
SHEBEERINNBIFLEF2D SHBYEIRITTEIIIZR=2D
OO~~~ AN ANMMT T WOWONMNMNOD O OO~ AN NMMIT T WOLWWWOMNNOO®

Rys. 1.4. Wybrane trajektorie (a) oraz linie kwantylowe (b) dla rozwiazania modelu V
Zrodto: Opracowanie whasne
Model Blacka i Scholesa (BS) (por. Black i Scholes 1973)
Model zadany jest poprzez liniowe autonomiczne SRR postaci:

dX, =BX,dt + oX,dW,

(1.22)
Xt() =Xy

24 Przyjete warto$ci parametrow sa wartosciami oczekiwanymi a posteriori prezentowanymi
w tabeli 5.2.
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gdzie o parametrze [} zaktada sig, Ze przyjmuje warto$ci z catego zbioru liczb rzeczywi-
stych, natomiast G jest stalag dodatnig. Rozwiazaniem uktadu (1.22) jest tzw. geome-
tryczny ruch Browna (geometric Brownian motion) o nastgpujacej postaci:

X, =X, exp{([}—%cz )(t—to)m(W, -W, )} (1.23)

Ze wzoru (1.23) wynika, ze proces przyjmuje wartosci wigksze od zera, jesli
Xy > 0. Rozktad przejscia procesu jest rozkladem lognormalnym o gestosci zadanej
wzorem:

2
In(x)—(In ~-c%/2)A
ngBS)(x|xo;to,A):TeXp —[ ( (XO)+((X ° ) )} (1.24)

XA 2TTA 26°A

przy czym warto$¢ oczekiwana i wariancja rozktadu przej$cia wynosza odpowiednio:

A
E(Xt0+A |Xt0 =x0)=xoeﬁ )
Var (X10+A | X, = x0)= xy2e?PA (eGZA —1).

Warto zauwazy¢, ze rozwazany proces jest jednorodnym procesem Markowa. Po-
nadto dla B < 0 rozwiazanie ukfadu (1.22) jest procesem powracajacym do $redniej
rownej warunkowi poczatkowemu x,, gdy = 0, oraz 0 gdy B < 0. Parametr B nazywa-
ny jest parametrem dryfu, wspolczynnikiem wzrostu lub oczekiwana stopa zwrotu
(growth rate, appreciation rate), natomiast ¢ lub o’ nazywany jest parametrem zmien-
nosci procesu. Jesli A—oo i B > 0, to zar6wno warto$¢ oczekiwana, jak i wariancja
rozktadu przejscia rosna w sposob nieograniczony do nieskonczonosci.

Geometryczny ruch Browna po raz pierwszy zostat wykorzystany do opisu dyna-
miki papierow warto$ciowych w pracach M.F.M. Osborna z 1959 roku i P.A. Samuel-
sona z 1965 roku (por. Weron i Weron 1999). W 1973 roku Black i Scholes wyznaczyli
wzoOr na ceng europejskiej opcji kupna na akcje¢ niewyplacajaca dywidendy przy zato-
zeniu, ze dynamika akcji opisana jest rownaniem (1.22).

Rysunek 1.5 przedstawia dwie przyktadowe trajektorie oraz linie kwantylowe procesu
zadanego wzorem (1.23). Ilustracje graficzng wykonano przy nastgpujacych zatoze-
niach®: B = 0,03720, 6> = 0,04812, xy=0,0468, T =10, p € {5%, 25%, 50%, 75%, 95%}

2) Przyjete wartosci parametrow sa wartoSciami oczekiwanymi a posteriori prezentowanymi
w tabeli 4.2.
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(por. definicja 1.12), przy czym linie kwantylowe wyznaczono na podstawie 1000 tra-
jektorii. Widoczne jest rosnace rozproszenie rozktadu warunkowego procesu wraz
z wydhuzaniem si¢ horyzontu czasu.

a) b)
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0,02 0,02
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Rys. 1.5. Wybrane trajektorie (a) oraz linie kwantylowe (b) dla rozwiazania modelu BS
Zrodto: Opracowanie whasne

Model Coxa, Ingersolla i Rossa (CIR) (por. Cox, Ingersoll i Ross 1985)

Model zadany jest poprzez nicliniowe autonomiczne SRR postaci%):

dX, =(o.—BX,)dt + o X ,dW,

(1.25)
Xt() = xO

gdzie o wielko$ciach x, o, B i ¢ zaktada si¢, ze sa dodatnie. Ponadto, aby rozwiazanie
przyjmowato wytacznie warto$ci dodatnie, zakltada si¢ dodatkowo, ze 20 > 6% Roz-
wiazaniem SRR (1.25) jest tzw. proces pierwiastka kwadratowego (square-root pro-
cess) o nastgpujacej postaci:

t
X e o R, a0

)

20) W literaturze przedmiotu rozwaza sig czesto reparametryzacj¢ uktadu postaci:

dX, =B(u—-X,)dt +oX,dw . o
, gdzie u:E.
XtO = X0
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Rozktad przejscia procesu zadany jest poprzez nastepujaca gestosc:

q/2
—uv(V
P (x| xg3tgs A) = ce™ v(;) I, (2\/;) (1.27)
gdzie:

B

62(1—6_&)’
u=cxoe_BA,
v=cx,

20
q=—-1

(9

I, (-) — zmodyfikowana funkcja Bessela>” pierwszego rodzaju, rzedu g:

1, (Z):(g)q iﬂ:

S0k!'T (g +k+1)
(1.28)

n . oo
zlj"ezcosq) COS(q(p)d(p— Sm(qn)-'"e—zcosh(t)—qtdt
T 0 T 0

Warunkowa warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X, ;5 przy zato-
zeniu, ze X 0 = %o dane sa nastgpujacymi wzorami:

E(Xi0a 1, =50) =50 + (1=
2 2

Warto zauwazy¢, ze rozwazany proces jest jednorodnym procesem Markowa. Po-
nadto rozwigzanie uktadu (1.25) jest procesem powracajacym do S$redniej rownej

2 Zmodyfikowane funkcje Bessela pierwszego i drugiego rodzaju rzedu ¢ € R sa rozwiazaniami

2
réwnania rozniczkowego xzﬂ + xﬂ - ( Pt qz) y =0 (por. Weisstein 2003).
d*  dx
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o/B. Wielko$¢ o/p nazywana jest dtugoterminowym $rednim poziomem warto$ci pro-

cesu. Parametr  utozsamiany jest z szybkoScia, z jaka proces zmierza do $redniej o/f3,

natomiast parametr ¢ lub o’ nazywany jest parametrem zmiennosci. Jesli A—eo, to gg-
%

sto$¢ przejscia zbiega do gestosci rozktadu gamma: I ) xVleor, ¥, gdzie =2/ o’
v
v=20/0%, dla ktorego warto$¢ oczekiwana i warlancja wynosza odpowiednio:
2
o . 0o

Rl Tt
B 2p*

Mozna zauwazyé¢, ze ggstos¢ przejscia zmiennej losowej 2cX, jest ggstoscia nie-
centralnego rozktadu X2 (329+2,2u) (noncentral chi-squared distribution), gdzie
2g + 2 jest liczba stopni swobody (przyjmujaca wartosci ze zbioru dodatnich liczb rze-
czywistych), natomiast 2u jest parametrem niecentralno$ci. Ggstos$¢ X2 (-3%,A) wyraza
si¢ wzorem (por. Brigo i Mercurio 2001):

o e—?»/z (7\‘/2)

R

Py2 (121 (2) (1.29)

gdzie Py (120 () oznacza gestose rozktadu X2 z K + 2i stopniami swobody.

Pomimo jawnego wzoru na ggsto$¢ przejscia (1.27), niemozliwe jest doktadne
wyliczenie wartosci funkcji — ze wzgledu na posta¢ wzordow (1.28) i (1.29) konieczne
jest zastosowanie algorytméw numerycznych.

W pracy przyjeto dodatkowe ograniczenie zbioru mozliwych parametréw modelu

2

CIR poprzez warunek o > %(5 , zapewniajacy catkowalno$¢ stosowanej aproksymacji

gestosci przejscia (por. rozdz. 2).

Proces pierwiastka kwadratowego jest powszechnie wykorzystywany do modelo-
wania zjawisk finansowych — w szczegdlnosci do opisu krotkoterminowych stop pro-
centowych.

Rysunek 1.6 przedstawia dwie przyktadowe trajektorie oraz linie kwantylowe pro-
cesu zadanego wzorem (1.26). Ilustracje graficzna wykonano przy nastgpujacych zato-
zeniach®: 00 = 0,5, 3 = 0,2, 6° = 0,05, xy= 1, T =30, p € {5%, 25%, 50%, 75%, 95%}
(por. definicja 1.12), przy czym linie kwantylowe wyznaczono na podstawie 1000 tra-
jektorii. Widoczna jest zbieznos¢ lini kwantylowych odpowiadajaca zbieznos$ci rozkta-
du warunkowego wraz z uptywem czasu do rozktadu granicznego.

28 Przyjete warto$ci parametrow sa identyczne jak w przyktadzie empirycznym przedstawionym
w podrozdziale 3.6.
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Rys. 1.6. Wybrane trajektorie (a) oraz linie kwantylowe (b) dla rozwiazania modelu CIR
Zrodto: Opracowanie whasne

Uogolniony model Ornsteina i Uhlenbecka (EOU) (por. Egorov, Li i Xu 2003)
Model zadany jest poprzez nieliniowe i nicautonomiczne SRR postaci:

dX, =—BX,dt +ce®'aw,
(1.30)
Xt() = xO

gdzie o B i 0, zaklada sie, ze sa parametrami przyjmujacymi warto$ci z catego zbioru
liczb rzeczywistych, natomiast G jest stala dodatnia. Rozwiazaniem uktadu (1.30) jest
proces dany nastepujacym wzorem:

t
X, =X, e M0 e [Prokay, (1.31)

fy

Rozktad przejscia procesu jest rozktadem normalnym o gestosci zadanej wzorem:

P (x| xg3tg, A) = 0 (xsm,v) (1.32)
gdzie:
m = xyexp(—BA),
2
TBac) (BG+ S )[exp (201 (19 +A))—exp(2(-BA+aity)) | dla B+oy %0
V= 1 .
o exp (-2 (1) +A))A da B+o,=0
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Warto zauwazy¢, ze rozwazany proces nie jest jednorodnym procesem Markowa.
Ponadto, jesli B > 0, to rozwiazanie uktadu (1.30) jest procesem powracajacym do $red-
niej rownej zeru. Wowczas parametr B interpretowany jest jako predkosc, z jaka proces
powraca do $redniej. Parametr ¢ lub o’ nazywany jest parametrem zmiennos$ci, nato-
miast parametr ¢; odzwierciedla wptyw czasu na funkcj¢ zmiennos$ci. Nalezy zauwa-
zy¢, ze proces (1.31) moze przyjmowacé wartosci ujemne. Autorowi nieznane sa zasto-
sowania modelu EOU w praktyce.

W pracy przyjeto dodatkowe ograniczenia 6, € [-10, 10]i B +0, > —1 zbioru moz-
liwych parametréow modelu EOU. Zalozenia te gwarantuja zbiezno$¢ stosowanej
aproksymacji gestosci przej$cia dla A < 0,5 oraz pozwalaja unikna¢ probleméw nume-
rycznych w wykorzystywanych w pracy algorytmach.

Rysunek 1.7 przedstawia trzy przykltadowe trajektorie oraz linie kwantylowe
procesu zadanego wzorem (1.31). Ilustracje graficzna wykonano przy nastgpuja-
cych zatozeniach®™): B = —0,0620, o, = —0,0832, 6> = 177408, x, = 1960,57, T = 1,
p e {5%, 25%, 50%, 75%, 95%} (por. definicja 1.12), przy czym linie kwantylowe
wyznaczono na podstawie 1000 trajektorii.

a) b)
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Rys. 1.7. Wybrane trajektorie (a) oraz linie kwantylowe (b) dla rozwiazania modelu EOU
Zrodto: Opracowanie whasne

Model Brennana i Schwartza (BSBS) (por. Brennan i Schwartz 1979,1980)
Model zadany jest poprzez liniowe i autonomiczne SRR postaci:

dX, = (o—PBX,)dt + oX,dW,

(1.33)
Xt() =Xy

) Przyjete warto$ci parametrow sa wartosciami oczekiwanymi a posteriori prezentowanymi
w tabeli 5.2.
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gdzie o parametrach o i B zaklada sie, ze przyjmuja wartosci z catego zbioru liczb
rzeczywistych, natomiast ¢ jest stala dodatnia. Rozwiazaniem uktadu (1.33) jest proces
dany nastepujacym wzorem:

X, =X, exp{—[[}+%2)(t—t0)+c(Wt -W, )}+
(1.34)

+ocjexp{—{[3+6—22)(t—u)+c(Wt -W, )}du

fy

Posta¢ gestosci przejscia procesu w ogélnym przypadku nie jest znana (por. Cox
1996; Ait-Sahalia 1999). Wiadomo natomiast, ze:

xoe_ﬁA + % (1 —eha ) da B=#0
E(Xt0+A|Xt0 Zxo): ’
Xy +OA dla B=0

R

62
dla B0, B;tcz,B;t?.

=140°A (4o 2 g2 2
A fA0% Sat (e “A/2—1) da =220

o’ o> ot 2

_2a 202 [ 2 202A 2
eoh i(ecA—l)— ¢ +20cx0A+xg dla BZG—;tO

o o’ 2
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Rozwazany proces jest jednorodnym procesem Markowa. Ponadto, jesli B > 0 lub

[B <0i x = @ , to rozwiazanie uktadu (1.33) jest procesem powracajacym do $red-

niej rownej —. Parametr B interpretowany jest wowczas jako predkos$¢, z jaka proces

powraca do $redniej. Parametr 6 lub 6% nazywany jest parametrem zmiennos$ci. Proces
(1.34) przyjmuje wylacznie wartosci dodatnie, jesli x, > 0. Nalezy zwroci¢ uwagg, ze
jesli o= 0, wtedy model BSBS jest rdwnowazny modelowi BS wykorzystywanemu do
opisu dynamiki, m.in. cen akcji. Ponadto model BSBS stosowany jest do modelowania
krétkoterminowych stop procentowych.

W pracy przyjeto dodatkowe ograniczenie zbioru mozliwych parametréw modelu
a € (0, 1) umozliwiajace uniknigcie numerycznych probleméw w procedurach wyko-
rzystywanych w pracy. Nalezy zauwazy¢, ze przy takim zatozeniu model BS nie jest
szczegolnym przypadkiem modelu BSBS.

Rysunek 1.8 przedstawia dwie przyktadowe trajektorie oraz linie kwantylowe dys-
kretnej aproksymacji procesu zadanego wzorem (1.34). Do aproksymacji wykorzysta-
no schemat Milsteina (por. wzor (1.18)). Ilustracje graficzna wykonano przy nastgpu-
jacych zatozeniach®”: o = 0,01150, B = 0,15974, 6° = 0,04851, x, = 0,0468, T = 30,
p e {5%, 25%, 50%, 75%, 95%} (por. definicja 1.12), przy czym linie kwantylowe
wyznaczono na podstawie 1000 trajektorii. Widoczna jest zbieznos$¢ lini kwantylo-
wych wraz z uplywem czasu

a) b)
0,18 0,18
0,16 0,16
0,14 " 0,14
0,12 b 0,12
i "an ,
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Rys. 1.8. Wybrane trajektorie (a) oraz linie kwantylowe (b)
dla aproksymacji rozwigzania modelu BSBS
Zrodto: Opracowanie whasne

30 Przyjete warto$ci parametrow sa wartosciami oczekiwanymi a posteriori prezentowanymi
w tabeli 4.2.
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W tabeli 1.1 zestawione zostaly podstawowe wilasnosci omowionych powyzej
modeli.

Tabela 1.1
Podstawowe wlasno$ci rozwazanych modeli
Rozwiazanie SRR
Model SRR Znanfl . Jedno- Dodat- Powracanie
gestosc iy "y . .
- rodnos¢ nios¢ do $redniej
przejscia
vV | dX; = (0—BX,)dt +cdW, Tak Tak Nie Tak
BS | dX, =BX.dt+oX,dW, Tak Tak Tak Tak dla B<0
CIR | dX, =(0.—BX,)dt+ 0. X, dW Tak Tak Tak Tak
EOU | dX, = -BX,dt +ce’ adw, Tak Nie Nie Takdla B20
Tak dla B>0 lub
BSBS | dX, = (0.—BX,)ds +oX,dW, Nie Tak Tak . o
B <01 Xg ==

Zrodto: Opracowanie wiasne.

1.6. Uwagi koncowe

W niniejszym rozdziale przedstawione zostaty podstawowe definicje i wlasnos$ci
procesow stochastycznych, do ktérych ograniczono rozwazania dalszej czgsci pracy.
Omoéwiono procesy okreslone na ciagtej osi czasu i o nieprzeliczalnej przestrzeni sta-
néw, a Scislej — procesy dyfuzji, procesy Ito oraz ich szczego6lny przypadek, jakim sa
procesy dyfuzji It6, tzn. procesy dyfuzji bedace rozwiazaniami SRR It6.

Poniewaz w ogolnej sytuacji nie istnieje jawny wzor na rozwiagzanie SRR, w wielu
sytuacjach pozostaje wylacznie jego numeryczna aproksymacja. W rozdziale omowio-
no podstawowe schematy dyskretyzacji oraz zdefiniowano poje¢cie linii kwantylowych,
jako metody aproksymacji i graficznej ilustracji rozwigzan SRR.

Omoéwiono pig¢ specyfikacji SRR definiujacych modele: Vasic¢ka, Blacka i Scho-
lesa, Coxa, Ingersolla i Rossa, Brennana i Schwartza oraz uogo6lniony model Ornsteina
i Uhlenbecka. Rozwiazania kazdego z nich, z wyjatkiem rozwiazania uktadu okreslaja-
cego model EOU, sg procesami jednorodnymi. Na odpowiednich podzbiorach parame-
trow kazdy z modeli posiada wlasno$¢ powracania do $redniej. Dzigki odpowiednim
zatozeniom rozwazane procesy stochastyczne przyjmuja warto$ci dodatnie. Wyjatkiem
jest powracajacy do $redniej proces Ornsteina i Uhlenbecka oraz uogdlniony proces
Ornsteina i Uhlenbecka. Ponadto dla kazdego z procesow, z wyjatkiem rozwiazania
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SRR okreslajacego model BSBS, znana jest jawna posta¢ gestosci przejscia. Jednym
z gléwnych probleméw rozwazanych w monografii jest zagadnienie aproksymacji ge-
stosci przejscia. Wybor modeli, dla ktorych istnieje jawny przepis na tg gestos¢, umoz-
liwil poréwnanie wynikéw wnioskowania bayesowskiego, uzyskanych w kolejnych
rozdziatach pracy, na podstawie aproksymowanej i prawdziwej gestosci.

Warto podkresli¢, ze modele V, CIR i BSBS sa najczesciej stosowane do opisu stop
procentowych, natomiast za pomoca modelu BS wyjasniana jest dynamika cen akcji.
Z punktu widzenia teorii nie ma przeciwwskazan, by modele te stosowac do opisu cal-
kiem innych zjawisk — co zreszta jest powszechna praktyka w szeroko rozumiane;j lite-
raturze z zakresu ekonomii (i nie tylko). Opisane w niniejszym rozdziale modele beda
wykorzystywane w dalszej czesci pracy do opisu zarowno dynamiki wybranej stopy
procentowej, jak i wartosci indeksu gietdowego (por. rozdz. 4 i 5).



2. Aproksymacja gestosci przejscia procesow Ito

2.1. Uwagi wstepne

U podstaw prezentowanego w monografii wnioskowania statystycznego lezy za-
gadnienie wyznaczenia funkcji wiarygodnosci, a $cislej jej aproksymacji. Problem ten,
z wlasno$ci silnych rozwiazan réwnan Itd, sprowadza si¢ do zagadnienia aproksymacji
gestoscei przejscia, gdyz funkcja wiarygodnosci jest ich iloczynem (por. wzor (1.2)).
W literaturze znanych jest wiele prob przyblizania tej funkcji. Opierajac si¢ na najnow-
szych wynikach teoretycznych, w monografii rozwazono trzy metody:

1) zmiennych posrednich,
2) wielomianéw Hermite’a,
3) rozwiazan réwnan Fokkera, Plancka i Kotmogorowa.

Nalezy podkresli¢, ze celem pracy nie jest porownanie wymienionych metod,
a wylacznie konstrukcja na ich podstawie narzedzi umozliwiajacych przeprowadzenie
bayesowskiego wnioskowania statystycznego dla procesow Ito.

Naturalnym podejsciem do badania wlasnosci rozwiazan SRR jest, podobnie jak
w przypadku deterministycznych rownan rézniczkowych, dyskretyzacja rownan Ito.
Dla otrzymanego w wyniku dyskretyzacji rownania roznicowego, a $cislej jego rozwia-
zania, wyznacza si¢ gestos¢ przejscia, oczekujac jednoczesnie, ze bedzie ona naslado-
wala gestos¢ wyjsciowego procesu zadanego przez SRR tak, by wyniki wnioskowania
statystycznego nie roznily si¢ znacznie od tych opartych na rzeczywistej funkcji wiary-
godnos$ci. W niniejszym rozdziale podany zostanie jednak przyktad réwnania It6, dla
ktorego estymator metody najwigkszej wiarygodnos$ci parametréw, wyznaczony z row-
nan roéznicowych, mie¢ bedzie nieoczekiwanie stabe wiasnos$ci. W literaturze przed-
miotu znane sa rézne udoskonalenia metod (schematow) dyskretyzacji (por. Kloeden
i Platen 1992; Pedersen 1995a, b; Eraker 1998; Jones 1998; Kim, Shephard i Chib
1998; Elerian, Chib i Shephard 2001; Roberts i Stramer 2001). Spo$rod nich opisana
zostanie metoda oparta na wprowadzeniu danych posrednich (brakujacych). Podejscie
to mozna traktowac jako pomost pomig¢dzy procesami dyskretnymi a ciagltymi. Szcze-
gotowo opisane zostang tez inne metody, oparte na zastosowaniu wiclomianéw Hermi-
te’a do autonomicznych i nicautonomicznych SRR. Ostatnia cz¢$¢ rozdzialu poswigco-
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na zostanie metodzie wyznaczenia aproksymacji gestosci przej$cia jako rozwiazania
rownan rozniczkowych Fokkera, Plancka i Kolmogorowa.

Zastosowanie metody zmiennych posrednich zaprezentowane zostanie w podroz-
dziale 3.6, w ktéorym poddano analizie wygenerowane trajektorie logarytmu procesu
pierwiastka kwadratowego. Podejscie do aproksymacji funkcji wiarygodnosci zarowno
za pomoca wielomianow Hermite’a, jak i aproksymacji opartej na metodzie rozwiazan
rownan FPK, zostanie wykorzystane w rozdziatach 4 i 5 niniejszej pracy do bayesow-
skiego wnioskowania o nieznanych charakterystykach rzeczywistych szeregéw czaso-
wych stopy procentowej FED i indeksu WIG20.

2.2. Schematy dyskretyzacji

W literaturze przedmiotu przez pojecie metod dyskretyzacji rozumie si¢ metody
aproksymacji gestosci przej$cia wyznaczone ze schematow dyskretyzacji (por. pod-
rozdz. 1.4). Dla wigkszosci SRR nie sg znane jawne postacie gestosci przejscia. Naj-
czedciej rozwazanym sposobem radzenia sobie z takim problemem jest zastapienie
prawdziwej ggstosci przejscia poprzez jej odpowiednik uzyskany w wyniku zastosowa-
nia schematu dyskretyzacji rozwazanego SRR. Tak skonstruowana aproksymacja funk-
cji wiarygodnosci stosowana jest do przeprowadzenia wnioskowania statystycznego.

Najczesciej rozwazane w praktyce schematy dyskretyzacji to schemat Eulera oraz
schemat Milsteina. Po zastosowaniu schematu dyskretyzacji Eulera do ogdlnej postaci
SRR:

dX, =a(t,X,;9)dt +b(t,X,;0) dW,
X,y =X

otrzymujemy aproksymacj¢ gestosci przejscia ze stanu x_pya W chwili (k—1)A (gdzie
ke {0,1,2,..}) do stanu x;, po czasie A > 0 w postaci ggstosci rozkladu normalnego:

P (xkA ‘x(k—l)A S(k=1)AA; 9) =

- (])(xA S+ a((k=1) A xp)030) Asb? ((k - 1)A,x(k_1)A;9)A).

Natomiast po zastosowaniu schematu dyskretyzacji Milsteina aproksymacja ge-
stosci przejscia ze stanu x_1)a W chwili (k=1)A do stanu x4 po czasie A, przy zaloze-
niu, ze b, # 0, ma postaé (por. Elerian 1998):

P (xkA ‘x(k—l)A (k=1)A,A; 9) =

eXp(—7\,/2) ~1/2 ZiA
:W(ZkA) exXp —7 COSh(\O\'ZkA )IzkA>0’
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-B 1 bb, A bb, A
kA , A= 5, A= e =—L,+x(k_1)A+aA— .
A A(by) 2

2b;,

Natomiast jesli b, =0 (tj. gdy b(,x;0)=b(1;0)), to schemat Milsteina staje si¢
schematem Eulera.

Nalezy zwroci¢ uwage na popularnosé zastosowan metod dyskretyzacji spowodo-
wana w duzej mierze bardzo intuicyjnym ich charakterem oraz tatwoscia implementa-
cji. Podejscie takie jeszcze do konca lat 80. poprzedniego wieku byto czgsto w sposob
bezkrytyczny wykorzystywane w literaturze i praktyce (por. Lo 1988). Natomiast obec-
nie stosuje si¢ je gtéwnie do poréwnania wynikéw roéznych metod aproksymacji (por.
np.: Pedersen 1995a, b; Elerian 1998; Ait-Sahalia 1999; Jensen i Poulsen 1999; Poul-
sen 1999a, b; Elerian, Chib i Shephard 2001; DiPietro 2001; Nicolau 2002, 2004). War-
to w tym miejscu podac kilka faktéw znanych z literatury przedmiotu, a odnoszacych
si¢ do niebayesowskich regul wnioskowania statystycznego, jako przestroge przed na-
iwnym stosowaniem metod dyskretyzacji. Zaktadajac, ze funkcja wiarygodnosci wy-
znaczona jest z prawdziwych gestosci przejscia zbudowanych na podstawie danych za-
obserwowanych w réwnych odstepach czasu A, mozna pokaza¢, przy stosownych wa-
runkach oraz rosnacej liczbie obserwacji, ze estymator najwigkszej wiarygodnosci
nieznanych parametréw procesu jest zgodny i asymptotycznie normalny (por. Billing-
sley 1961a, b; Dacunha-Castelle i Florens-Zmirou 1986; Barndorff-Nielsen i Sgrensen
1994; Brand i Santa Clara 2002; Bingham i Kiesel 2004). Przy czym wlasno$ci te nie
zaleza od wielkosci A. W sytuacjach gdy uktadu SRR nie mozna rozwiaza¢ w sposob
jawny, czesto nie da si¢ wyznaczy¢ funkcji wiarygodnos$ci, a w konsekwencji estyma-
tora najwigkszej wiarygodnosci. Majac wowczas na uwadze zbiezno$¢ rozwazanych
w pracy schematéw dyskretyzacji (por. twierdzenia 1.5 i 1.6), wydaje si¢ sensowne
zastosowanie metody najwigkszej wiarygodnosci dla procesu powstatego przez dys-
kretyzacje SRR 1 wnioskowanie w ten sposob o nieznanych charakterystykach wyjscio-
wego (ciaglego) procesu. Jesli A jest ,,odpowiednio mate”, to naturalne jest oczekiwa-
nie od tak wyznaczonego estymatora takich samych wlasnosci jak od ,,prawdziwego”
estymatora najwigkszej wiarygodnosci. Okazuje si¢ jednak, ze estymacja oparta na da-
nych dyskretnych, zaréwno ze wzgledu na dyskretyzacje¢ Eulera, jak i Milsteina, moze
by¢ niezgodna i obciazona (por. Lo 1988; Florens-Zmirou 1989; Elerian 1998).

Ponizej przedstawiony zostanie przyktad SRR, zaczerpnigty z pracy Lo (1988), dla
ktorego takie podejscie prowadzi do estymatora najwigkszej wiarygodnos$ci o stabych
wiasnos$ciach.

gdzie: z;p =

Przyklad 2.1

W przyktadzie rozwazono nast¢pujace stochastyczne réwnanie rézniczkowe”

dX, =BX,dt + 6X,dW,.

D' Jego rozwiazaniem jest geometryczny ruch Browna.
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Poniewaz istnieje jawna postac funkcji przejécia dla tego réwnania, mozna wyzna-
czy¢ estymatory najwigkszej wiarygodnosci nieznanych parametrow, ktore sa estymato-
rami zgodnymi. Niestety wlasno$¢ ta nie zachowuje si¢ przy wyznaczaniu estymatora
najwigkszej wiarygodnosci na podstawie dyskretnej aproksymacji ggstosci przejscia.
Dyskretyzujac powyzsze rownanie wzgledem schematu Eulera, otrzymano proces okre-
slony w ustalonych momentach czasu ($cislej w krotnosciach ustalonej wielkosci A):

Yea =Yaapn +BYx)a + 0¥ 1)aSea

gdzie {&, A}::l jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o takim samym rozkta-
dzie normalnym N(0, A).
Estymatorami najwigkszej wiarygodno$ci wektora parametrow 6 = (B, 02) sa:

2
s 1 x| Y 2 1| Y

B, -1}, &p=—> | —1-B,A],

nA S| Yie-na "onAS Y1)

gdzie n oznacza liczbg obserwacji, na podstawie ktorej szacowane sa parametry. Za-

chodza wowczas nastgpujace zwiazki: F (Bn ) =BiE (65 ) =g’ n_—l #62, oznaczaja-

ce obcigzono$¢ estymatora (5}% (przy czym estymator ten jest asyn{lptotycznie nieobcia-
zony). Ponadto, przy ustalonym parametrze A i rosnacej liczbie obserwacji, prawdziwe
sg zaleznoSci:

P-lim 3, = L [exp (BA) - 1] #B, P-lim &2 = 1 exp (ZBA)[eXp (GZA) - 1:| #6°.
n—>c0 A n—>c0 A

Innymi stowy, estymatory parametrow Bn i 65 nie sa zgodne. Oczywiscie w pew-

nych sytuacjach oraz przy matym A niezgodnos¢ ta moze okazaé si¢ nieistotna. Nasuwa

si¢ naturalne pytanie, czy przy ustalonym przedziale czasu [0, 7] i zwigkszajacej si¢

czestotliwosci pojawiania danych, tak by A = T (przy rosnacej liczbie obserwacji A
n

maleje do zera), estymatory parametrow bgda zgodne. W takim przypadku okazuje sig,

ze estymator G, jest zgodny (ze zbiezno$cia wedtug prawdopodobienstwa). Niestety

nie mozna tego samego powiedzie¢ o estymatorze Bn, ktory jest zbiezny w sensie sta-
c

—= [ -W].

JT

Tym samym pokazano, ze wlasno$ci estymatorow najwigkszej wiarygodnosci pa-
rametrow rzeczywiscie sa stabsze, niz mozna bylo przypuszczaé.

bym (wg rozktadow) do B+

2.3. Metoda zmiennych posrednich
Obecnie zaprezentowana zostanie metoda aproksymacji gestosci przejscia wyko-

rzystujaca schemat Eulera oraz ide¢ dolosowania (odtworzenia) brakujacych/posred-
nich danych.
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Dane finansowe obserwowane sa w dyskretnych momentach czasu i jako takie sa
powszechnie opisywane przez modele dyskretne. W niniejszej pracy finansowy szereg
czasowy traktowany jest jako realizacja procesu ciaglego, a $cislej procesu Ito6. Ze
wzgledu na trudnos$é, a w wielu przypadkach niemozliwo$¢, podania analitycznej po-
staci tego procesu oraz odpowiadajacej mu gestosci przejscia stosuje sig jego dyskretna
aproksymacj¢. Sukces aproksymacji modeli ciaglych poprzez ich odpowiedniki dys-
kretne jest czesto uzalezniony od mozliwosci wiaczenia do badania danych o dowolnie
wysokiej czestotliwosci — w rzeczywistosci jednakze nie ma mozliwo$ci obserwacji
$ciezki procesu pomigdzy dwoma zarejestrowanymi punktami. Zwigzany jest z tym
problem danych posrednich, okreslanych w literaturze przedmiotu réwniez jako dane
nieobserwowalne, brakujace, ukryte lub pomocnicze. Umiej¢tnos¢ poprawnego wyge-
nerowania/odtworzenia brakujacej Sciezki jest istotna dla zredukowania niedoktadno-
$ci aproksymacji (tj. zmniejszenia znaczenia nierealnego zatozenia A—0) 1 moze by¢
uwazana za pozyteczne narzedzie taczace modele dyskretne z ciaglymi. Celem niniej-
szego podrozdziatu jest zaprezentowanie metody zmiennych posrednich jako narzedzia
aproksymacji nieznanej gestosci przejscia procesu Ito.

Dyskretyzacja ogdlnej postaci stochastycznego réwnania rézniczkowego:

dX, =a(t,X,;0)dr+b(t,X,;0)dW,

X, =%

wzgledem schematu Eulera prowadzi do nowego procesu stochastycznego Y spetniaja-
cego nastepujacy uktad réwnan:

For =W (6= o 0)-0((6 AT 10) s i)

Yo =

Proces ten definiuje si¢ w dyskretnych momentach czasu? kA dla k = 0, ..., c.
Dla przejrzystosci zapisu momenty czasu oznaczane beda symbolem ¢ — w szczegdlno-
$ci, jesli t odpowiada momentowi kA, wowczas t+1 utozsamiane jest z (k+1)A. Ggstosé
przejscia dla Y jest gestoscia rozktadu normalnego:

Dy € | Vit A, 0) = o(- | ot a(t’})t ;0)A; bz (t, Yis 0)A) (2.1)

Na podstawie powyzszej funkcji skonstruowana zostanie aproksymacja gegstosci
przejscia py procesu X. W celu przeprowadzenia dalszego rozumowania wprowadzone
zostana dodatkowe oznaczenia i definicje.

2 Metode zmiennych posrednich mozna rowniez definiowac dla zmieniajacej si¢ odlegtosci po-
migdzy kolejnymi momentami czasu (por. Pedersen 1995a).
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Niech (xg, xy, ..., x7)" oznacza wektor kolejnych obserwacji wyjsciowego pro-
cesu Itd w chwilach 7y, ¢, ..., Trdla A =1, — T,
Ponadto niech:

y=(y07y17"'yT),=(x07x15~"5xT),7 y*z(yS’yl*""’y;—l), i y:Z(yZI”yZM):

gdzie ytl,. . yt Mm> to M punktow posredmch pomlqdzy zaobserwowanymi wielko-
Sciami y, i y,,y, przy czym przyjeto Yt 0= Y =% th+1 = Yi41 =%y dlat < T-1. Do-
datkowo zdeflnlowano wektory y iy, okreslajace warto$ci zaobserwowane y i dane
posrednie y przy czym 3y, nie uwzglednia warunku poczatkowego:

F=(P0>Prses I0) = (V0.Y015+-» Yot » Vo os Yr—1pg Y1)

30 = (V05 Yo > Viseeos Yroim s Y1)’

gdzie n = T (M+1)+1 oznacza wymlar wektora y. Przez y t(k,m) ©0znaczono blok dtu-
gosci m, tzn. Y y(km) = (y tk>Y tk+1s-- y tk+m—1) dla 1<m<M k +1. Momenty
czasu odpowiadajace kolejnym punktom posrednim wynosza Tt  =t+k. Nalezy za-

uwazy¢, ze uwzglednienie punktow posrednich zmniejsza krok dyskretyzacji
3

A = Wl poprawiajac tym samym aproksymacje procesu X poprzez jego dyskretny
odpowiednik Y.
Przy odpowiednich zalozeniach (por. Pedersen 1995a, b) mozna zdefiniowa¢ ciag

gestosci {p(M)}m aprok j $¢ jScia py:
X proksymujacy gestos¢ przejscia py:
M=0

— dla M = 0 punktow pos’rednich3 ),
pXO) (x|xt ;t,A,G) =py (x|xt ;t,A,G) =

1 (x—xt —a(z‘,xt;G)A)2 (22)

exp| —

\/21tb2 (,%,;0)A 26 (£,%,30) A

— dla M =1 punktow posrednich:

pX (x|xt,tA9) (x|xt,tA9)—

(2.3)

M
= IPY(xUt,M?Tf,M’A*’G) pr(y:,j|yt,j—l?Tf,j—l’A*’e)}dyt’M,...,dyt;
RM j=1

3 DlaM=0 aproksymacja pokrywa si¢ z gestoscia otrzymana wprost ze schematu Eulera.
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Przy odpowiednich zatozeniach mozna pokazaé, ze aproksymacja p X (x\ X5t A 9)

zbiega do gestosci przejscia py (x| X5t A, 9) W sensie normy przestrzeni L (k), gdzie A
oznacza jednowymiarowa miare Lebesgue’a4). Prawda jest rowniez, ze zlogarytmowa-
na aproksymacja funkcji wiarygodnosci zbiega do logarytmu rzeczywistej funkcji wia-
rygodnosci (wg prawdopodobienstwa), jesli M—eo. Ponadto dla prawie wszystkich x
zachodzi

(x‘x,,t A 6)—1}51n_1>nf pX (x‘x,,t A 6)

zatem je$li wartosci funkcji pg(M) (x\xt;t, A, 9) przy ustalonym x sa zbiezne, to ich gra-
nica jest wartos¢ gestosci przejscia procesu X w tym samym punkcie (por. Pedersen
1995a). Ponadto w pracach Jensen (1986) i Pedersen (1995b) wykazano, przy odpo-
wiednich zatozeniach, zgodno$¢ i asymptotyczna normalno$¢ estymatora najwigkszej
wiarygodnosci énM wyznaczonego z powyzej zdefiniowanej aproksymacji gestosci
przejscia.

Zaprezentowana aproksymacja zostala zadana poprzez M-wymiarowa caltke,
ktéra w ogdlnym przypadku nie ma jawnego rozwiazania. Jednym ze sposoboéw wyzna-

czenia przyblizonej warto$ci funkcji pg(M) jest zauwazenie nastgpujacego zwiazku:

P (3. 8:0) = E (py (4 yiarsTiar-A70)).

Z prawa wielkich liczb powyzsza warto$¢ oczekiwana mozna przybliza¢ wyraze-
niem:

ZW@MMmMAG) (2.4)

nl

gdzie yt( ") jest zmienna losowa, generowana rekurencyjnie wedlug schematu:

Yy k):yz(k)l-’-a(rlk 1’yz$c)1’e)A +b(1’k 1’y’k 1’ )\/_U

dla k=1,....M, n

1,...,N.

9 f zbiega do f'w sensie normy przestrzeni L'()), jesli zachodzi “f,, - f|d7»n_)—w>0-
R
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M-, N
Przy tym {U ,E")}k_l o jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o standar-

dowym rozktadzie normalnym. Zbiezno$¢ powyzszego przyblizenia wyjasnia nastepu-
jaca nierdwnos$¢ (por. Talay i Tubaro 1990):

Eﬁzpy(XIyt,S(});Tt,M,A ,9)—px(xlxt;t,A,®)
n=1

< C(LA}

JN M

Problemem towarzyszacym zastosowaniom metody zmiennych posrednich jest
wybor optymalnego M, ktory zalezy od konkretnej specyfikacji SRR. Czym wigksza
warto$¢ M, tym bardziej precyzyjne jest oszacowanie, ale jednoczesnie zwigksza si¢
W sposob istotny czas obliczen numerycznych, stawiajac zastosowanie metody zmien-
nych posrednich pod duzym znakiem zapytania.

Praktyczne wykorzystanie zaprezentowanej metody przedstawione zostanie
w podrozdziale 3.6, gdzie poddano analizie szeregi danych symulowanych, bgdace
dyskretnymi trajektoriami procesu pierwiastka kwadratowego.

2.4. Metoda wielomianow Hermite’a

W pracach z lat 1999 i 2002 Y. Ait-Sahalia uzywajac wielomianow Hermite’a,
skonstruowat ciag funkcji zbiezny do prawdziwej, lecz nickoniecznie znanej, ggstosci
przejs$cia autonomicznych stochastycznych rownan rozniczkowych. A.V. Egorov, H. Li
oraz Y. Xu w roku 2003 uog6lnili teoretyczne wyniki Y. Ait-Sahalii na przypadek nie-
autonomiczny.

Pomyst Y. Ait-Sahalii zostal oparty na rozwinieciu funkcji w szereg funkcyjny
Grama—Charliera typu A przy zastosowaniu wieclomianéw Hermite’a. Podstawowe
twierdzenia gwarantujace zbiezno$¢ takiego szeregu przytoczono w dalszej czgsci pod-
rozdziatu. Okazuje si¢, ze zalozenia wspomnianych twierdzen speinia relatywnie
,,maty” zbidér odwzorowan (por. Cramer 1925, 1957). Powstaje wigc problem spraw-
dzenia, czy gestos¢ przejscia SRR spehnia te zalozenia, co moze by¢ trudne, gdy nie
znana jest jej analityczna posta¢. W niniejszym podrozdziale podane zostana warunki
sformulowane w jezyku funkcji dryfu i dyfuzji, przy ktérych obserwowany w sposb
dyskretny proces X mozna przeksztatci¢ do procesu Z, dla ktorego gestos¢ przejscia
mozna rozwina¢ w szereg wielomianow Hermite’a. Wspomniane przeksztatcenie jest
jednoznaczne, co umozliwia transformacj¢ aproksymacji gestosci dla procesu Z do
aproksymacji dla X. Wigkszo$¢ stosowanych w praktyce modeli stochastycznych row-
nan rozniczkowych spelnia wymagane zatozenia z ewentualnym ograniczeniem prze-
strzeni parametréw procesu.

Wielomiany Hermite’a

W literaturze wystepuja rozne definicje wielomianéw Hermite’a, nie zawsze row-
nowazne (por. np.: Cramer 1925). Wydaje si¢ zatem konieczne precyzyjne okreslenie
uzywanego w pracy pojecia wielomianu Hermite’a i przedstawienie jego podstawo-
wych wiasnosci.
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Definicja 2.1

Wielomianem Hermite’a stopnia v, gdzie v € {0, 1, 2, ...}, nazywamy funkcje

H,: R->R
taka, ze:
H, (x)=(-1) e? = e 2
Przyklad 2.2
Hy(x)=1,
H(x)=x,
Hy(x)=x"-1,
Hj(x)=x>-3x,

H4(x):x4—6x2+3,

PR e L L
Y 2.1 22 5

Na rysunku 2.1 przedstawiono wykresy wybranych wielomianéw.

100+

S0+

Hyx) /) H () T H(x)

Rys. 2.1. Wykresy wielomianow H3(x), Hs(x), Hg(x)
Zrodto: Opracowanie whasne
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Rozwazane wielomiany Hermite’a maja nastepujace wiasnoéei®):

H, (x) =xH, (x) —-VH, (x),

dH
Y (x) =i (),
- 1
2 HV (x) tv _ e—gtz-l-tx ’
oo V!
d v
()= H, (90(x),
oo oo X2 '
1 - n! n=m
Tt a0 ()= ], e 2ae={]) 7
. . 1 - L . .
Z powyzszych wtasnosci wynika, ze {— H, (x)} jest ciagiem wielomianow
\/\T! v=0

ortonormalnych w przestrzeni Lz(u), gdzie W jest jednowymiarowa miara gaus-
sowska®. Z ortogonalnosci wielomianéw wynika istnienie pewnej klasy funkcji, ktorej
kazdy element f mozemy rozwina¢ w szereg funkcyjny wielomianéw Hermite’a (zwa-
ny szeregiem Grama—Charliera typu A) o wyrazach zadanych w nastgpujacy sposob:

£ (x)= 2 6 0(x)H, (x),

: 17
gdzie c, :W_J f(x)H, (x)dx.

Warto przytoczy¢ twierdzenia gwarantujace prawdziwo$¢ powyzszego wzoru
(por. Cramer 1925, 1957):

Twierdzenie 2.1
Jesli f jest funkcja o ciaglej pochodnej, dla ktorej istnieje catka:

3 ¢ i @ sa odpowiednio gestoscia i dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.

2 Lz(p.) jest zbiorem funkcji mierzalnych spetniajacych warunek “ f (x)|2 O(x)dx < oo,
R
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oraz zachodzi: lim f(x)=0, wowczas szereg 2 c,0(x)H, (x) jest absolutnie i jed-
X|—>o0 -0
nostajnie zbiezny do f(x). Y

Twierdzenie 2.2

Jesli fjest funkcja o wahaniu 0graniczonym7) na kazdym ograniczonym przedziale
oraz istnieje catka:

x2

[lr @e* <o,

woéwczas szereg 2 c,d(x)H, (x), zbiega do %[f(x+)+ f(x_)] dla x € R, gdzie
v=0
f(xX") i fix") oznaczaja odpowiednio granice lewostronna i prawostronng funkcji f
w punkcie x. Zbieznos¢ szeregu funkcyjnego jest jednostajna na kazdym ograniczonym
przedziale ciaglosci funkcji f.
W niektorych przypadkach mozliwa jest interpretacja poczatkowych wspotczynni-
kow c,, ktora ilustruje przyktad 2.3.

Przyklad 2.3

Niech & bedzie zmienna losowa, dla ktorej istnieja wszystkie momenty centralne

. oy . . m . . . . , .
W, natomiast f oznacza ggsto$¢ zmiennej , gdzie m i G s3 odpowiednio wartoscia

oczekiwana i odchyleniem standardowym zmiennej &. Ponadto niech f spetnia zatoze-
nia jednego z powyzszych twierdzen. Wowczas poczatkowe wspdtczynniki rozwinig-
cia funkcji f w szereg wielomianéw Hermite’a maja postaé:

u
Cozl, C1=C2=O, C3=—_ C4=_

gdzie |, jest momentem centralnym stopnia n zmiennej &. Wyrazy ¢ oraz ¢, to, odpo-
wiednio, warto$¢ przeciwna do wspotczynnika skosnosci oraz wspdlczynnik ekscesu
(sptaszczenia).

Ostatecznie sumg poczatkowych wyrazéw szeregu funkcyjnego mozna uznac jako
aproksymacj¢ nieznanej gestosci poprzez gestosc standardowego rozktadu normalnego
oraz ,,poprawke” uwzgledniajaca podstawowe wilasnos$ci rozktadu.

Rozwinigcie gestosci przejscia w szereg wielomianow Hermite’a

Jak juz wspomniano, Y. Ait-Sahalia w pracach z roku 1999 i 2002 zastosowat
wielomiany Hermite’a do aproksymacji ggstosci przej$cia autonomicznych stocha-

? Na przyktad funkcja rozniczkowalna o ograniczonej pochodne;.
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stycznych réwnan roézniczkowych, natomiast A.V. Egorov, H. Li oraz Y. Xu w roku
2003 uogolnili to podejscie na przypadek nieautonomiczny. Obecnie na podstawie tych
prac zaprezentowane zostang zatozenia oraz podstawowe wyniki aproksymacji gesto-
$ci przejscia za pomoca wielomianéw Hermite’a.

Rozpatrywana bedzie ogdlna posta¢ SRR:

dX,=a(X,,t;0)dt + b(X,,t;0) dW,
(2.5)
Xo=x
gdzie:
0=(6;,...,0;,) — nieznany wektor parametrow modelu, 6 € O, gdzie
O c R jest zbiorem zwartym,

Dy = ()_c,)_c) — zbidr wartosci procesu X,
a:Dy x[0,00)x0® — R — funkcja dryfu,

b:Dy x[0,00)x0® — R — funkcja dyfuzji (zmiennosci).

Przyjmuje sig, ze Dy = (—oo, o) lub Dy = (0, o) (warunki te spetnione sa dla wigk-
szo$ci silnych rozwiazan SRR wykorzystywanych w literaturze przedmiotu do modelo-
wania finansowych szeregéw czasowych).

Jak wcze$niej wspomniano, nie kazda funkcje da si¢ rozwina¢ w szereg wielomia-
néw Hermite’a zbiezny do niej samej. Jednakze przy odpowiednich zatozeniach istnie-
je transformacja przeksztatcajaca wyjsciowy proces X do procesu Z, ktdrego gestos¢ da
si¢ rozwina¢ w szereg wielomianow Hermite’a. Transformacja ta odbywa si¢ dwueta-
powo, tzn. proces X przeksztatcany jest do procesu Y, a nastgpnie Y do procesu Z. Spet-
nione musza by¢ nastgpujace zatozenia:

Zalozenie 2.1
Funkcje a(x,#;0) oraz b(x,t;0) sa nieskonczenie wiele razy rézniczkowalne ze
wzgledu na zmienna x € Dyi t €[0, o) oraz klasy c? wzgledem 0 € O.

Zalozenie 2.2

1. Jesli Dy = (—oo, o), to istnicje stata ¢ taka, ze b(x,t;0) >c >0 dla wszystkich
(x,2,8)e Dy x[0,50)x©.

2. Jesli Dy = (0, =), wowczas dla kazdego & > 0 i 7 >0 istnieje stala ce taka, ze
b(x,;6)2c: >0 dla wszystkich (x,,0)e [&,oo)x[O,f ]>< ©. Ponadto jesli

lim b(x,t;0)=0 dla pewnego ¢ > 0, wowczas dla dowolnego ¢ >0 istnieja state
x—0"

b(x,t;0) > ax® takie, ze b(x,t;0) > axP dla wszystkich (x,2,0)e (0, §O]><[O, f] X ©.
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W pierwszym kroku transformacji proces Y otrzymuje si¢ z procesu X poprzez
przeksztatcenie Lampertiego (Lamperti 1964)8):

Y =(X:0,0)= [ b(u.1:0) " du (2.6)

Z przyjetych zatozen wynika, ze b(;,#;0)>0 na zbiorze Dy, zatem 7(;,#;0) jest
funkcja rosnaca, a tym samym odwracalnq %) Niech Dy = ( ) oznacza zbidr warto$ci

procesu Y, gdzie y = lim Y(x,#;0) oraz y = lim Y(x,t;0). Podobnie jak w przypadku

X=X X—X
procesu X przyjmuje sig, ze Dy = (—oo, o) lub Dy = (0, e0). Nalezy podkresli¢, ze warun-
ki te spetnione sa dla proceséw wykorzystywanych do modelowania finansowych sze-
regéw czasowych. Nowo otrzymany proces jest procesem Itd o statej funkcji dyfuzji.
Zgodnie ze wzorem Itd (por. twierdzenie 1.3) mozna ponadto pokazaé, ze jest on roz-
wiazaniem nastgpujacego uktadu rownan:

ay, =ay (Y,,t;0)dt + dW,
(2.7)

Yo =0

a(y ' (,1;0),1;0) av
b(v" (,1;0),1;0) T

W drugim kroku transformacji definiuje si¢ proces Z. Niech t =s + A oraz Y, =y,
wowczas:

gdzie ay (y,1;0)= Ty te)te)———( (7,:0),1:0).

Yt_ys

JA

Ggstos¢ przejscia py dla procesu wyjsciowego X otrzymuje si¢ na podstawie wzo-
ru Jacobiego z ggstosci py dla procesu Y. Identyczna sytuacja ma miejsce w przypadku
Py 1 gestosci przejscia p, procesu Z:

Z, =

-1/2 -1/2
Py (9135 850) = A7 py (A2 (y = ) 3y5:436)

Px (x| xg,5,8,0) =b(x,1;0) " py (Y(x,1:0) | ¥(x,,5:0), 5, A; 6)

(2.8)

Aby sformutowac kolejne zatozenia, definiuje si¢ nastgpujace pojecia:

8 J f(x)dx jest catkq oznaczona, ktorej dolna granica catkowania jest arbitralnie dobranym

punktem z dziedziny funkcji f.
9 Wiasnosé ta odegra istotna rolg przy przeksztatceniu py do py.
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Definicja 2.2

Nieskonczenie wiele razy réozniczkowalna funkcja f ma wzrost co najwyzej wielo-
mianowy w —oo (+e0), jesli istnieje liczba catkowita p > 0 taka, ze odwzorowanie
| y|_p |f(y)| jest ograniczone w pewnym sasiedztwie —o (+eo). Pojecie co najwyzej
wielomianowego wzrostu w zerze oznacza ograniczono$¢ funkcji ‘ y‘p ‘ f (y)‘ W pew-
nym sasiedztwie tego punktu. Jesli p = 1, to mowi sig, ze f ma co najwyzej liniowy
wzrost, natomiast dla p = 2 co najwyzej kwadratowy.

Zalozenie 2.3

Dla (¢,8)e [0,00)x© funkcja ay wraz z pochodnymi wzgledem y, £ i © ma w po-
blizu granic dziedziny co najwyzej wzrost wielomianowy. Ponadto zachodza nastgpu-
jace wihasnosci:

+

1. lim Ay (y,£0)<ooi lim Ay (y,£0) < oo,
y=y- yoy

1 y
gdzie Ay (y,:0)=—=|ay (,1;0) + iaY (y,1:0) |- J ﬁay (u,1;0)du.
2 dy ; ot
2. Jesli y=0, wowczas dla dowolnego £ >0 istnieja state 0> 11k >01lub o0 = 1
i k2> 1 oraz g, > 0 takie, ze dla dowolnych (y,#,08)e (0,g, )% [0, f] x © prawdziwa
jest nierowno$é: ay (y,4;0) = ky~ .

3. Jesli ;zoo, wowczas istnieje stata K > 0 taka, ze dla dowolnego 7 >0 mozna
wskaza¢ € > 0 takie, ze prawdziwa jest nierownos¢ ay (y,1;0) < Ky dla dowol-
nych (y,t,0)e (so,w)x[o,f]x@

Jesli y =—oco, wowczas istnieje stata K > 0 taka, ze dla dowolnego 7 >0 mozna
wskazaé €, < 0 takie, ze prawdziwa jest nierownos¢ ay (y,t;0) = Ky dla dowol-
nych (y,7,0)e (—eo, sO]X[O,f]XG.

Warto zwrdci¢ uwagg, ze zatozenia 2.1-2.3 nie nakladaja na proces warunku sta-
cjonarnoéci. Ponadto na ich podstawie mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie moé-
wiace o wlasnos$ciach gestosci przejs$cia procesu Z:

Twierdzenie 2.3

Przy zalozeniach 2.1-2.3 dla dowolnego rozktadu Y|, istnieje doktadnie jedno sta-
be rozwiazanie Y uktadu (2.7). Ponadto niech stala L = 0, jesli ay < 0 w sasiedztwie +oo
i ay 2 0 w sasiedztwie dolnej granicy dziedziny (tj. —eo lub 0), natomiast w pozostatych
przypadkach niech L = K, gdzie K jak w zatozeniu 2.3.

Wéwezas dla dowolnych £ >01i € Dy istnieja state Cy =Cy (3,1)iC; =C; (9,7)
takie, ze dla (z,5,8,A)e D, x [0, f ] X O X (O,f - s] zachodza nastepujace nierownosci:
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9,5, 0,0) < Cpe ™ ()2l

0<p, (z

$,5,0;0) < Coe_zz(l_AL)/erCllzl.

0
&PZ (Z

Przy tym, jesli y=0, to lim p, =0.
- z—0

Na mocy twierdzenia 2.3, twierdzenia 2.2 i warunku A < 1/(2L) mozna wykazaé
zbieznos$¢ rozwinigcia Hermite’a fZ(J) do gestosci p,, gdy J—ee, przy czym poprzez
pojecie rozwinigeia Hermite’a rozumiany jest ciag funkcyjny zadany nastgpujacym
wzorem:

J .
By 580)=0(2) Y Y (vy- 5 A 0)H ; (2) (2.9)
j=0

gdzie

. 1 %
Y (yy05,4:0) = 5 [ H(2)p; (z]y,5,4:0)dz.

—oo

Zwiazki pomigdzy poszczegdlnymi aproksymacjami sa analogiczne jak we wzo-
rze (2.8):

K0 yer58:0)= A2 FD A2 (5= 3 )|y, 5,A;0)
(2.10)

] x5, 4:0) = b(x,150) " £Y) (1, 150) | 1(x, » 53 60), 5, A 6)

Ponizsze twierdzenie precyzuje rodzaj zbieznos$ci aproksymacji f)gj) do prawdzi-
wej, cho¢ nieznanej, ggstosci przejscia py:

Twierdzenie 2.4

Jesli spetnione sa zalozenia 2.1-2.3, to istnieje A>0 takie, ze dla kazdego
(x,x;,4,5,0)e Dy x(0,A4)x(0,00)x© zachodzi:

J
pr)(x|xs,s,A;9)ﬁpX(x|xs,s,A;9).

Zbiezno$¢ ta jest jednostajna ze wzgledu na 6 € O, x, nalezacy do dowolnego
zwartego podzbioru Dy oraz se [O,f ] dla dowolnego ¢ > 0.

Ponadto, jesli dla kazdego & > 01 { >0 istnieje stata ce taka, ze b(x,t;0) > ce >0
dla wszystkich (x,7,0)e [&, oo)x[O,f ] x @, woéwczas zbiezno$¢ jest jednostajna row-
niez wzgledem x na dowolnym przedziale postaci [€, o), gdzie € > 0.
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Jesli ay < 0w sasiedztwie +o i ay > 0 w sasiedztwie lewej granicy dziedziny (tj. —o
lub 0), wéwczas A = oo w pozostatych przypadkach A =1/(2K) (gdzie K jak w zatoze-
niu 2.3).

Znaczenie twierdzenia 2.4 oraz pomystu aproksymacji nieznanej gestosci przy
wykorzystaniu wielomianow Hermite’a uzaleznione jest od wielkosci A. Przy stosow-
nych zatozeniach na zbior parametrow © okazuje si¢ jednak, ze dla wigkszos$ci najcze-
$ciej rozwazanych w literaturze przedmiotu oraz w zastosowaniach modeli (w tym dla
tych prezentowanych w monografii) A=oo, Czyni to zaproponowana aproksymacj¢
silnym narzedziem w rgkach badacza. Jednoczeénie nalezy podkreslic, ze jest to
ogromny krok naprzod w poszukiwaniu coraz doktadniejszych przyblizen, wolnych od
zatozenia, by czas pomigdzy obserwacjami byt ,,odpowiednio bliski zeru”.

Istotnym mankamentem rozwini¢cia Hermite’a jest brak w ogdlnym przypadku
analitycznych wzoréw na wspotczynniki n(Zj ).

Mozna jednak zauwazy¢, ze:

. 1 %
N (55,45 0= [ H;(2)p; (z]y,,5.4:0)dz =

—o0

=
=7 I Hj(z)Al/sz(A1/22+ys | vs,5,A;0)dz =

—o0

17 -
=7 [ H 72 (5= y))py (0], 5,45 0)dy =

—o0

1 -
ZFE[HJ(A V2 (W =YY, =ys,s;9)].

Zatem wspotczynniki n(Zj ) sg pewnego rodzaju warunkowymi momentami proce-
su Y i jako takie mozna je przybliza¢ na rozne sposoby. W pracach Ait-Sahalia (2002)
oraz Egorov, Li 1 Xu (2003) zaproponowano przyblizanie wspomnianych warto$ci po-
przez stosowna wersj¢ wzoru Taylora rzgdu m z wykorzystaniem operatora infinitezy-
malnego. Wowczas aproksymacja ggstosci p, dana jest analitycznym wzorem:

P2 (2] yer500) = £z |y, 5,0,0)=

(2.11)

2m
=0 D) (7,5, 0:0)H, (2)
k=0
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W cytowanych pracach sugerowano stosowanie wzoru Taylora rzedu m = 3 i wow-

N . ,
czas wspotczynniki nZ]k maja postaclo):

,—‘
o
AN
I

1
1/2 32
A €+ZA / (290,1 +2¢51 +€2,0)+

L 52 )
+ﬂA / (490,2 +4G0161,0 +4¢Gi0 +

+85611 +46°G20 6610520 + 4%21 + 4650 + G0 )

1 1
Nz2=75 A (92 S0 ) BT A? (6990,1 + 69291,0 + 4912,0 +4G11 +766,0 2630 ) -

L 3 (1ne2 2.2 3 2
—%A (1290,1 +16660,5 +406G0161,0 +2867Gio +16610 +32¢7¢; +

3 2
406, 0611 +12¢;, +166°G, o +24¢1G 9 +886¢; 0G0 + 2185 +

2
+406Go1 +28¢7Ga 0 +32610G3,0 +1263; +16¢64 0 +365 )
3] _1 32 (3 L 52 (152 3
ﬂ[Z,]g =g4 / (9 +3¢G0 + 92,0)"‘4—8A / (129 So1 +1267G1 0 +1260 160 +
2 2
+286G10 +166G11 +2267Gy 0 + 246 G0 + 061 +146G30 +3640 )

3 L o(a (2 2 L 30503 4
ﬂ[Z,]4 =—og A (9 +667G10 +3610 46620 +€3,0)—%A (209 S +20¢7G 0 +

22 3 2 3
+60¢6 1610 +100g7¢i ) +40¢7 o +40¢7G 5 +40¢ oG 3 +50¢7G, 0 +
2 2
+2060162,0 +180¢¢) 0G0 +3465, 9 +306G, 1 +50¢7 G 9 +52G 0G50 +

+8¢31 +23¢c4 0 +4Gs )

10) Wyznaczenie tych wspotczynnikow, podobnie jak i wielu prezentowanych w monografii anali-
tycznych wzoréw, wymaga zmudnych i czgsto skomplikowanych obliczen. Efektywne uprosz-
czenie rachunkéw mozna uzyskaé stosujac gotowe pakiety komputerowe umozliwiajace sym-
boliczne obliczenia (np. program Mathematica).
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3 1
n[Z]5 — L AS2

5 =120 (QS +106°G 0 +106%¢ 0 +10g1062.0 + 155610 + 55530 +Sa0 )

3 1
Tl[z,]e = _%A3 (€6 +15€4€1,0 + 20€3€2,0 +10€%,0 +15€i0 +15¢; 030 +

+ 456%GT0 +156%G50 + 606510620 + 66540 +Gs.0 )

n[;’]k =0 dlak> 6, gdzie A=t—s,c=ay (s, Vs 9), ponadto dla dowolnych i oraz j

0 ay (s,y:0)
l

dy'os’ -
Warto zauwazy¢, ze aproksymacja f)[(m], uzyskana za pomoca wzoru Jacobiego
z aproksymacji dla procesu Z, moze przyjmowac wartosci ujemne oraz moze nie by¢
funkcja unormowana. Jest jednak bardzo wygodnym narzedziem aproksymacji ze
wzgledu na tatwosc¢ 1 szybkos$é jej wyliczenia.

B. Jensen i R. Poulsen w pracy z roku 1999 poréwnali doktadnos¢ wybranych

metod aproksymacji gestosci przej$cia. Rozwazono modele jednorodne V, BS i CIR
przy réznych uktadach parametréw i warunkow poczatkowych.

zachodzi ¢; ; =

Wzigto pod uwage nastepujace sposoby aproksymacji:

— metodg drzewa dwumianowego (por. Nelson i Ramaswamy 1989);

— metodg oparta na M € {0, 2, 4, 16, 32, 64} zmiennych posrednich (por. Pedersen
1995a i b);

— metodg oparta na schemacie Cranka—Nicolsona polegajaca na numerycznym roz-
wiazaniu prospektywnego rownania Kotmogorowa (por. Poulsen 1999a);

— metodg oparta na rozwinigciu hermitowskim dlam € {1, 2, 3}.

Jako miarg dopasowania aproksymacji fA do prawdziwej (znanej) ggstosci przej-
$cia p przyjeto:

St;p{\f *(x6)-p(x)

} oraz Z‘fA (%)-p(x)

Av= J| 4 (%)= p(x)|ax
R

Okazato si¢ wowczas, ze metoda oparta na rozwinigciu hermitowskim jest w spo-
sob wyrazny doktadniejsza od pozostatych. Ponadto ze wzgledu na doktadnosc¢ i czas
obliczen, metoda wielomianow Hermite’a okazala si¢ rowniez najlepsza. Nastepna
w rankingu byla metoda numerycznego rozwiazania prospektywnego réwnania Kot-
mogorowa, potem metoda drzewa dwumianowego, a na koncu metoda zmiennych
posrednich. Dla ostatniej ze wspomnianych metod zauwazono, ze wzrost liczby zmien-
nych posrednich zwigksza istotnie czas obliczen przy jednoczesnie nieznacznej popra-
wie doktadnosci aproksymacji. Wyzszo$¢ aproksymacji wielomianami Hermite’a wy-
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kazali rowniez A.V. Egorov, H. Li 1 Y. Xu, ktorzy w artykule z 2003 roku poréwna-
li doktadno$¢ przyblizenia gestosci przejscia dla wybranych niejednorodnych SRR,
w tym modelu EOU.

Y. Ait-Sahalia (por. Ait-Sahalia 2002) zauwazyl, ze w przypadku jednorodnych
SRR, przy ustalonej liczbie K wyrazow rozwinigcia Hermite’a i pelnym rozwinigciu
Taylora (tj. m = o), aproksymacja sformutowana dla procesu Y ma nast¢pujaca postaé:

=(K) 172, Y= Yo T < A
y (1yg:A,0)=A /¢[TJCXP [ ay (w;8)dw ch(ylyo;ﬂ)z (2.12)
A Yo k=0 )
gdzie ¢g(¥|y;0)=1 dla j>1 i y=#y,
cj(y|y0;9)=
y
. _j j— 2.13
= =30) [ 00=30) " Py Wie 1 9] 03 0) +(0%¢ . 0] i3 0)/ow? ) 2w 1)
Yo
natomiastdlaj>1iy=y:
¢j (o 1y0:0)=lim ¢;(y|y;0).
Y=o
Y#Yo
gdzie Ay jak w zatozeniu 2.3.
W szczegolnoscei zachodza nastepujace zwiazki:
1
- jky(w;ﬁ)dw Y#Y
cl(y|y0;6)= Y yoy() >
Ay (30:9) Y=Y
& (y1y9:0)=
— y y ’
2 1 1 1
7|~ [ s+ S O 04y 0)) [+ —= [y Omedaw |y
_ (y_YO) Oyo Y=Y Yo
2 10%hy (1:0)
Ay (¥0:0) +gay—2 Y=Yy
Y=Yo

Y. Ait-Sahalia w artykule z 1999 roku zastosowat aproksymacje (2.12) dla K = 1
i K =2 do oceny estymatora najwigkszej wiarygodnos$ci parametrow wybranych proce-
sow It6 modelujacych miesigczne stopy procentowe FED. Wyznaczone w ten sposob
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estymatory okazaty si¢ bardzo bliskie rzeczywistym, tj. wyznaczonym z prawdziwej
gestosei przejs’cian). Ponadto powyzsza aproksymacj¢ wykorzystal M. DiPietro (por.
DiPietro 2001) do wnioskowania bayesowskiego opartego na wspomnianym powyzej
szeregu czasowym. Zauwazyt on, ze dla K = 1 aproksymacja moze przyjmowac warto-
$ci ujemne, natomiast wybor K = 2 gwarantuje nieujemnos¢ aproksymacji. M. DiPietro
stosowal unormowana wersj¢ wzoru (2.12) dla K = 2, tzn. aproksymacja zostata po-
dzielona przez catkg po przestrzeni stanow lub jej numeryczna aproksymacje.

Zaproponowana przez Y. Ait-Sahali¢ aproksymacja f}SK) gestoscei przejscia nie
zawsze catkuje si¢ do jednos$ci oraz moze przyjmowac wartosci ujemne. W praktyce
w miejsce ujemnych wartosci aproksymacji gestosci przejscia przyjmuje si¢ warto$é
zero. Odpowiada to pomnozeniu funkcji aproksymujacej przez funkcje charaktery-
styczna zbioru, w ktorym przyjmuje ona warto$ci dodatnie. Nalezy podkresli¢ duza
tatwos¢ 1 szybko$¢ obliczen numerycznych przy zastosowaniu powyzszej aproksyma-
cji — co jest przydatne w przeprowadzanym wnioskowaniu statystycznym.

Wsrdd poczynionych zatozen prezentowanej teorii, wymagana jest znajomos$¢
jawnej postaci procesu Y, tj. mozliwo$¢ wyliczenia calki we wzorze (2.6). W sytua-
cjach gdy zatozenie to nie jest spetnione, stosuje si¢ odpowiednio zmodyfikowane po-
dejscie do wyzej zaproponowanego, niestety juz nie tak efektywne obliczeniowo (por.
Ait-Sahalia 2003, 2004). Problem taki wystepuje na przyktad dla rownania, gdzie
wspotczynnik dyfuzji dany jest wzorem:

b? (x;0)=0,x"" +0, + 050 +6,x%.

Zagadnienie aproksymacji przy braku znajomosci jawnej postaci procesu Y nie
bedzie rozwazane w monografii.

Aproksymacja zadana wzorem (2.11) wykorzystywana bgdzie w niniejszej pracy
do przyblizania warto$ci gestosci przejscia procesu EOU. Ma ona wowczas postac:

EOU) e_clt 2m [m] Pt
£ (x| xy,5,858) = = 0(2) Xy | x5, 858 H, (2),
X s G\/K IZE) Z k o N k
) e_cltx _ e—cls X,
gdzie z=

oA

" Dla niektorych z rozwazanych modeli istniata analityczna posta¢ gestosci przejscia, ktora
umozliwita wyliczenie rzeczywistych wartosci estymatorow najwigkszej wiarygodnosci, tym
samym mozliwe bylo wyznaczenie niedoktadnosci aproksymacji estymatora.
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Ponadto:

gz_(B+Gl)ys’

GL0 =—(B+0),
G.;=0dla i>1i j>0.

Nalezy zwroci¢ uwage na prostote powyzszej aproksymacji, ktora z punktu widze-
nia zastosowan jest duzym atutem tej metody.

2.5. Metoda rozwigzan rownan Fokkera,
Plancka i Kolmogorowa

Na poczatku tego podrozdziatu warto wspomnie¢ o waznym wyniku teoretycznym,
zawartym w pracy Dacunha-Castelle i Florens-Zmirou z 1986 roku, gdzie przy pew-
nych zatozeniach wyznaczono wzdr na gestos¢ przejs$cia procesu Ito spetniajacego SRR
o statej funkcji dyfuzji. Istotnym mankamentem tego wyniku okazat si¢ czynnik bedacy
warto$cig oczekiwana pewnej calki stochastycznej, ktorej warto$¢ nie jest znana.

We wspomnianej pracy skoncentrowano si¢ na jednorodnych SRR o statej funkcji
zmiennosci, tj.:

dY, = ay (Y,;0)dt + dW, (2.14)

Okazuje si¢ wowczas, ze:

Twierdzenie 2.5 (por. Dacunha-Castelle i Florens-Zmirou 1986)

Jesli istnieje stata M > 0 taka, ze |g(y)| <M |y|2 w sasiedztwie *eo przy czym:
dy

g(y) =—%[ay (7:0)” + M),

to gestos¢ przejscia procesu Y ma nastgpujaca postac:

N2y
%+ [ a(u:0)du |ETy] (2.15)

Yo

exp| —

1
3A,0)= ——
r(y1y, )«/ﬂ 5
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gdzie:

1
Y= eXp{AJg(zu (yo,y)+\/($2_ABu )du},

0

g(y)= —1[ay(y; 0)” +

day (y;90)
5 —==

dy
2, (9> ¥) = yo(l—u) + yu,

B =W, —W,, 0<r<1.?

Przedstawiony wynik mozna rozszerzy¢ na przypadek dowolnego jednorodnego
SRR, jesli tylko mozna je przeksztatci¢ do postaci (2.14) (np.: poprzez przeksztatcenie
Lampertiego — por. wzdr (2.6)).

Jak juz wspomniano, najwigkszym problemem z punktu widzenia zastosowan po-
wyzszego wzoru jest obliczenie E['W]. W literaturze przedmiotu mozna znalez¢ rézne
propozycje oszacowania tej wartosci, na przyktad poprzez stosowny szereg wartosci
oczekiwanych odpowiednich transformacji mostu Browna (por. Dacunha-Castelle
i Florens-Zmirou 1986) lub oszacowanie jej za pomoca metod Monte Carlo (por. Ni-
colau 2002).

Ze wzgledu na podobienstwo wzorow (2.12) 1 (2.15) ostatni czynnik wzoru (2.12)
mozna potraktowac jako alternatywne przyblizenie nieznanej wartosci E['V]. Manka-
mentem takiej aproksymacji jest przyjmowanie przez nia warto$ci ujemnych przy jed-
noczesnej nieujemnosci wartosci oczekiwanej. Wady tej nie ma aproksymacja, zapro-
ponowana w pracy Ait-Sahalia (2003, 2004), nastgpujacej postaci:

K *) Ak
E[y]=exp{ Y Cy (ylyo;e)F -
k=1 :

Nieznane wspotczynniki C}(,k) wyznacza si¢ W sposob jednoznaczny z faktu, ze

aproksymacja gestosci przej$cia postaci:
(K
KO 1y0:4,0)=

(2.16)
— A2 Y =0 f ;0)d > ) ;0 :
=A o — exp Iay(w, )dw lexp Gy (nyO, )

kY
Yo k=1

12 Proces stochastyczny B, nazywany jest mostem Browna.
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spetnia przyblizone réwnania Fokkera, Plancka i Kotmogorowa (por. wzory (1.5)
i(1.6):

4 (10586 | 8) 75 (V] - 1255 (v]yo34.6) K
m eyl (5O s )5 = SR 0 (at)

) (v]yy:4.0)
A

" (v]y0:.6) 10* 4" (y]334.6) _ o(a)

—ay (y9:0

Mozna pokazac, ze szukane wspotczynniki zadane sa wzorem rekurencyjnym po-
staci:

y
C)(,O) ¥ ]yy:0)= J ay (w;0)dw

. (2.17)

1
C}(,k)(y|y0;6):kJG}(,k) (yo +u(y—yo)l yo;e)uk_ldu,dla k>0
0

gdzie

1
GP (y]y0:0)=

(509G 0100 110G Gl (3Gl [ 19

oy dy 2 o> dy

orazdlak>2

k
G (y]yy:0) =

BC}(,’H) (y]y9:0) +132C‘(]k71) (y170:0) .

=— ;0
ay (y;0) Jy 2 ayz
14 (k=1)9Cy (y179:0) 3G (¥ 1 :0)
1 )
22 Z
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Ponadto istnieje zwiazek pomiedzy wspotczynnikami ¢, zdefiniowanymi w po-
przednim ppdrozdziale (por. wzor (2.13)) i CYk . Dla pierwszych dwdch wyrazow jest
on nastgpujacy:

1 y
I Ay (W;0)dw y#y,
Y=XYo

(v 199:8) =1 (v ]70:0) = . ,

Ay (70390) Y=Y

r 2
P (v]70:0) =5 (v130:8) = [ & (2] 038) | =

2 17 !
e et LA G TEU R T IRt
Y=Xo 0 yo

1 0%y (;0)
dy?

"o

Y=Yo
Wspomniana zalezno$¢ nie jest przypadkowa i wynika z réwno$ci pomigdzy suma

K AK K Ak
2 (| yO;G)F oraz rozwinigciem exp ZC}(,k) (| yO;G)F w szereg Taylo-
k=0 : k=1 :
ral¥z pomini¢ciem wyrazow A dla j > K (por. Ait-Sahalia 2003, 2004). Innymi stowy,
mozna powiedzie¢, ze wspomniane wspolczynniki ¢y, i Cyk sa wzgledem siebie wielo-

mianami'®.

Aproksymacja f}SK ) jest nieujemna, lecz nie zawsze jest unormowana. Nalezy pod-
kresli¢ tatwos¢ implementacji powyzszych wzoréw oraz szybkos$¢ wyliczenia wartosci
omowionej aproksymacji w przypadku rozwazanych w pracy modeli jednorodnych.

Aproksymacja zadana wzorem (2.16) przy K = 2 jest stosowana w niniejszej pracy
do aproksymacji gestosci przejscia procesow jednorodnych. Wartosci wspotczynnikow
C (k , dlak e {0, 1, 2}, oraz postacie funkcji aproksymujacych dla rozwazanych mo-
deli zestawiono ponizej.

2 3 Z4

13) exp{z}=1+z+%+%+z+

14 C,(,k) mozna wyrazi¢ jako wielomiany wspotczynnikow c; i na odwrot.
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Model Vasicka (V)

y
o
Y (v]y0:0)= [ ay (w:0)dw=(y - ¥, )[;—g(y ¥ )] dlaye Dy,
Yo

BB [(a Y. (o o o« Y
(1)(y|yo, ) Z—QIi(E—Gy) +(E—Gy)-(g—6y0)+(g—6yo)jldlaye Dy,

2
C)(,Z) (y|y0;9)=—[% dlay € Dy.

Dla K = 2 w celu unormowania aproksymacji ggstosci przejscia fév)(z) rozwaza-
nego modelu wystarczy zauwazy¢, ze:

()2 : _ BZA?
v (0] yos A, 0)dy = [1+BA + 3 exp{-C -M},

I'e =< |

2 2.2
Yoo o B > B o  of B vy BZAZ
y PP IS
20 20 6 12

A c |20 6

A
2[A+B+ 3 )

Aproksymacje gestosci przejscia f)((v (K) dla procesu wyjsciowego X dla K > 1
mozna otrzymac ze wzoru Jacobiego, tj.:

1y0++[0€|3 By jA

M =

A(V) K)( | X3 A, 9)_ (V)K)(x/6| xO/G;A,e).

Model Blacka i Scholesa (BS)

¥
a O
C}(}O)(y}’0;6):Jay(w;G)dwz(y_yo)(G_z) dla ye Dy,
Yo
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1 2
¢ (ylyo;9)=“(%‘g] dla y< Dy

¥ (y]y:0)=0 dla k22 i ye Dy

Na podstawie wzoru Jacobiego zachodzi rownos¢:
. 1 4
f)EBS)(l)(xl XpiA,0) = — féBS)(l) (ln (x)/6| In(x,)/ G A, 9)'
ox

Porownujac powyzszy wynik z rzeczywista gestoscia przejscia dla modelu Blacka
i Scholesa (wzér (1.24)) otrzymujemy dla K > 1 nastepujacy zwiazek:

(BS)(K)(xle’A 0) = (BS)(l)(xle’A 0)= (BS)(xlxo;A,e)‘

Innymi slowy, zaproponowana aproksymacja juz dla K = 1 jest roéwna prawdziwej
gestosei przejscial

Model Coxa, Ingersolla i Rossa (CIR)

T 200 1
C}(/0) (J’|}’0;9)=Iay(w;e)dW=[G—(;—E)ln[l)—%(yz—yg) dla y e Dy,

1(200 1) 20 3)1 B2 Bot
c® Q)= | = | = | —— + + +— dla ye Dy,
Y’ (¥[%0:8) 2l 2062 2w 24(y Yo+ Yo ) o2 yePr

2
c® 120 1)2a 3) 1 B
(y]y0:0)= 2( el b — dla ye Dy.

Aproksymacja gestosci przejscia f(CIR)( ) dla procesu wyjsciowego X dla K > 1
Wynosi:

)gCIR) (] 5 A, 9)_%/_ A (CIR)(K (2\/_/(5‘2\/%/(5,A 9)
ovx

Niestety nie istnieje analityczny wzor na I féCIR)(Z) (¥ | yo; A, 0)dy. Cheac zatem

( FCR2) . b .  alli W |
unormowac fy , nalezy zastosowa¢ numeryczna aproksymacje catki. W tym celu
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w niniejszej pracy wykorzystana zostata metoda Simpsona. Funkcjg fy FLCIR)2) mozna

rowniez wykorzysta¢ do aproksymacji gestosci niecentralnego rozkladu X (por. wzor
(1.29)).

Model Brennana i Schwarza (BSBS)

y
C (y]0:0)= [ ay (w: 6)dw=—(%(e_6y —e_cy‘))—(% +§)(y —y)dlaye Dy,
Yo

Dlaye Dyiy#yy:

2 20y 20y, efcy_e—cyo 1 1 2
o BT (2 s

+ % +%)(e_6y + e_%)+%(e_cy + e_%):|,

za§dlay e Dyiy =y

2 2
. o 1(B 1

e 0)=— & 2o OP o (P 1T
(v 1v0:0)=— e =€  3let2

2
Cf) (YO|Yo;9)=—a?e_2%+%(02+|3)e_6y0-
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Aproksymacja gestosci przejs$cia dla procesu wyjsciowego X dla K > 1 wynosi:

~(BSBS)(K

BSBS )(
- (x| x03 A, e):— jESBSNK

(1n(x)/(5|1n Xy )/ G; A, 6).

(2)

W niniejszej pracy w celu unormowania funkcji fy (BSBS)
numeryczne — algorytm Simpsona.

Nalezy zwr6ci¢ uwage na prostote powyzszej aproksymacji, ktora z punktu widze-
nia zastosowan jest jej duza zaleta. Prezentowana metod¢ mozna rozszerzy¢ na przypa-
dek nieautonomiczny — wymaga to jednak rozwazenia dwuwymiarowego SRR. Zagad-
nienie to nie bedzie rozwazane w monografii.

zastosowano metody

2.6. Uwagi koncowe

W rozdziale drugim zaprezentowane zostaty trzy podej$cia do aproksymacji ge-
stosci przej$cia. Rozwazono podej$cia opierajace sig¢ na:
1) schematach dyskretyzacji,
2) rozwinigciu funkcji w szereg wielomiané6w Hermite’a,
3) przyblizonych rozwiazaniach rownan Fokkera, Plancka i Kolmogorowa (FPK).

Metody oparte na schematach dyskretyzacji oraz ich uogdlnienie w postaci meto-
dy zmiennych posrednich zostaly opisane ze wzgledu na naturalny zwiazek pomigdzy
modelami ciaglymi i ich dyskretnymi odpowiednikami, a takze ze wzgledu na ich
wciaz duza popularno$é. Pozostale dwie metody opieraja si¢ na stosunkowo nowych
pomystach. Autorowi nie jest znane poréwnanie metody wielomianéw Hermite’a oraz
metody rozwigzan rownan FPK, roéwniez prezentowana monografia nie miata tego na
celu — metody te zostaty bowiem zastosowane do odmiennych proceséw dyfuzji (por.
rozdz. 4 15).

Przyktad empiryczny ilustrujacy zastosowanie metody zmiennych posrednich
przedstawiony zostanie w rozdziale trzecim. Rozwazanymi szeregami czasowymi beda
trajektorie wygenerowane zgodnie z logarytmem procesu pierwiastka kwadratowego.
W rozdziatach czwartym i piatym zaprezentowane zostang wyniki opracowanego
W niniejszej pracy wnioskowania bayesowskiego, wykorzystujacego metody wielo-
mianow Hermite’a i rozwiazan rownan FPK. Przedmiotem modelowania bedzie amery-
kanska stopa procentowa FED i szereg WIG20. Metoda rozwiazan roéwnan FPK zasto-
sowana zostanie dla modeli autonomicznych, natomiast metoda wielomianéw Hermi-
te’a wykorzystana zostanie w przypadku modelu nieautonomicznego EOU. Metodg
rozwiazan rownan FPK mozna zastosowac rowniez dla przypadku nieautonomicznego.
Wymaga ona jednak rozpatrzenia dwuwymiarowego SRR, co wykracza poza zakres
rozwazan podjetych w monografii.



3. Whnioskowanie bayesowskie dla procesow Ito

3.1. Uwagi wstepne

W rozdziale zdefiniowana zostanie ogdlna posta¢ bayesowskiego modelu staty-
stycznego oraz przedstawione zostana zasady wnioskowania bayesowskiego, w tym:
estymacja nieznanych parametréw, predykcja realizacji badanego zjawiska oraz porow-
nanie konkurencyjnych modeli. W rozdziale podane zostana definicje modeli bayesow-
skich zadanych przez wybrane stochastyczne rownania rézniczkowe. Poniewaz metody
numeryczne sa czesto jedynymi narzedziami obliczania charakterystyk wielowymiaro-
wych rozktadow a posteriori 1 rozktadow predyktywnych, poswigcona jest im znaczna
czg$¢ tego rozdziatu. Ponadto omdéwione zostanie zagadnienie estymacji parametréw
wybranego procesu Itd przy zastosowaniu metody zmiennych posrednich. Celem tego
eksperymentu jest ukazanie nieefektywnosci tej metody, co uzasadnia pominigcie w ko-
lejnych badaniach empirycznych idei zmiennych posrednich (por. rozdz. 4 i 5).

Wybor podejscia bayesowskiego jako narzedzia rozwigzywania stawianych
w pracy probleméw podyktowany byt jego nastgpujacymi wtasnosciami:

— poprzez rozktad a priori istnieje mozliwos¢ wlaczenia do wnioskowania w sposob
jawny 1 sformalizowany wstepnej wiedzy o parametrach SRR posiadanej przed
wgladem w dane;

— W sposéb czysto probabilistyczny i wolny od asymptotycznych aproksymacji roz-
ktad a posteriori dostarcza informacji o nieznanych parametrach, czyniac problem
,dostatecznie licznej proby” nieistotnym w ujeciu bayesowskim;

— wynikiem wnioskowania sa pelne rozklady nieznanych parametréw modeli oraz
wektora prognozowanego, a nie jedynie oceny punktowe (i ew. btedy szacunku)
nieznanych wielkosci;

— istnieje mozliwos$¢ taczenia (usredniania) wiedzy ptynacej z réznych modeli.

Informacje dotyczace teoretycznych aspektow wnioskowania oraz metod nume-
rycznych opisanych w niniejszym rozdziale zaczerpnigto w duzym stopniu z nastgpuja-
cych opracowan: Zellner (1971), Box i Tiao (1973), Osiewalski (1991, 2001), Bernardo
1 Smith (2002), O’Hagan (1994), Szreder (1994), Gamerman (1997), Mgczarski (1998),
Krzykowski (2000), Pipien (2000) oraz Pajor (2003).
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3.2. Ogolne zasady wnioskowania bayesowskiego

Metody bayesowskie uznawane sa obecnie za nieklasyczne metody statystyczne.
Ich odmienno$¢ w stosunku do metod klasycznych (tzw. metod teorio-prébkowych)
jest wynikiem przyjecia innych interpretacji prawdopodobienstwa. W podejsciu kla-
sycznym prawdopodobienstwo interpretowane jest jako idealizacja czgstosci, pod-
czas gdy w ujeciu bayesowskim prawdopodobienstwo jest miara stopnia przekonania
(degree of belief) badacza co do prawdziwosci zajscia danego zdarzenia. Konsekwen-
cja tego jest uznanie parametrow klasycznego modelu za zmienne losowe oraz formal-
ne uwzglednienie w procesie wnioskowania informacji spoza proby, ktore zostaja wy-
razone za pomocg rozktadu a priori dla parametrow modelu. Petny uktad aksjomatow
gwarantujacych istnienie i jednoznaczno$¢ miary stopnia przekonania zaprezentowany
zostal m.in. w pracy DeGroot (1981).

W celu zdefiniowania modelu bayesowskiego wprowadzone zostana dodatkowe
oznaczenia. Niech wektor x € X « R oznacza realizacjg badanego ZJaw1ska empirycz-
nego (obserwowana w doswiadczeniu). Natomiast przez e X c RS oznaczono pro-
gnozowana realizacj¢ tego zjawiska. Model statystyczny definiuje trojka (X xX,Z, ]P),
gdzie ¥ jest c-algebra okreslong na przestrzeni probabilistycznej X x X, natomiast P
jest rodzing rozktadéw prawdopodobienstwa okreslonych na X. Dla potrzeb prezento-
wanej monografii przyjeto, ze PP jest parametryczna rodzing absolutnie ciagtych
(wzgledem miary Lebesgue’a) rozktadow prawdopodobienstwa zadanych poprzez ge-
stosci p, tzn.:

P={p(18): XxX >R*U{0}|ec ©c R},

W podejsciu klasycznym (niebayesowskim) rodzina PP definiuje parametryczny
model statystyczny (tzw. model probkowy), w ktérego ramach rozwaza sig np.: zagad-
nienie estymacji wektora 0 oraz predykcji wektora x. Na gruncie bayesowskim rodzina
IP jednak nie wystarcza do jednoznacznego zdefiniowania modelu statystycznego (tzw.
bayesowskiego modelu statystycznego). Do pelnego jego okreslenia potrzebne jest
wlaczenie informacji o estymowanych parametrach modelu, jaka ma badacz przed
wgladem w dane, poprzez okres§lenie miary probabilistycznej na zbiorze ® za pomoca
gestosci p(0) — czyli tzw. rozktadu a priori. Statystyczny model bayesowski definiuje
si¢ wowczas poprzez okreslenie tacznej gestosci dla wektora obserwacji 1 wartosci pro-
gnozowanych (x, X) oraz wektora parametrow 0:

p(x,%,0)=p(x,%|0)p(6).
Wyrédzni¢ mozna dwa podstawowe kryteria doboru rozktadu a priori. W pierw-

szym z nich rozktad dobiera si¢ tak, by odzwierciedlat cata wstgpna wiedzg badacza
(przed wgladem w dane) — mowi si¢ wowczas o informacyjnym rozktadzie a priori.
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W drugim kryterium rozwaza si¢ tzw. nieinformacyjne rozktady a priori nazywane
réwniez referencyjnymi (reference priors) lub wzorcowymi. Idea wyboru nieinforma-
cyjnego rozktadu ma pozwoli¢, aby dane ,,mowily” same za siebie. Rozktady takie
zazwyczaj nie sa miarami probabilistycznymi, a wylacznie miarami ¢-skonczonymi
(zwlaszcza gdy przestrzen parametrow jest nieograniczona). W literaturze przedmiotu
nazywa si¢ je rozktadami niewlasciwymi (improper distributions), poniewaz miara ca-
tej przestrzeni liczona wzgledem nich jest nieskonczona. Mankamentem struktury
a priori opartej na sformalizowanych rozktadach wzorcowych jest mozliwos¢ zastoso-
wania jej wytacznie w przypadku prostego modelu statystycznego. Dla bardziej skom-
plikowanych modeli przyjmuje si¢ rozktady a priori, ktore jedynie w sensie intuicyj-
nym sa nieinformacyjne. W dalszej czgsci pracy rozwazane sg tylko miary probabili-
styczne (rozktady ,,wtasciwe”).

Estymacja parametréw modelu bayesowskiego

Istota bayesowskiej estymacji parametréw polega na wyznaczeniu rozktadu wa-
runkowego wektora 6 przy zadanym wektorze obserwacji x, czyli wyznaczeniu rozkta-
du a posteriori o ggstosci zadanej zgodnie ze wzorem Bayesa:

_p(x18)p(8)

p(x)
gdzie p(x|0) jest funkcja wiarygodnosci (inaczej gestoscia prébkowa)) (likelihood
function), natomiast p(x)= j p(x|8)p(0)d6 jest brzegowa gestoscia wektora obser-

p(8]x)

wacji x (marginal data densi?y).

Whnioskowanie o kazdej ze wspotrzednych wektora parametrow 6 = (61,...,6 J )e 0,
0=0,%..x0, c RY odbywa si¢ na podstawie brzegowych rozktadéw a posteriori,
czyli gestosci postaci:

p(el |x)= j j j Ip(9|x)d91d91_1d91+1d9d
9, 0,10, 6

Warto$¢ oczekiwana pewnej funkcji 4(-) zmiennej losowej 0 (na przyktad wylicza-
nej w celu wyznaczenia momentoéw) zadana jest nastgpujacym wzorem (wprost z defi-
nicji):

[n(8)p(x]6)p(6)d0
E(h(8)|x)=|n(8)p(8|x)do=2
( ) !, p(x)

D Scislej funkcja wiarygodnosci jest odwzorowaniem zmiennej 6 przy ustalonym x, tzn. p(x|"),
natomiast gesto$¢ probkowa jest odwzorowaniem zmiennej x przy ustalonym 0, tzn. p(:|0).
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Prognoza bayesowska

Celem prognozowania jest m.in. sprawdzenie wiasnosci predyktywnych modelu,
tzn. zbadanie, z jaka niepewnos$cia ex ante i doktadno$cia ex post jest on w stanie prze-
widzie¢ wartosci przyszie. Bayesowska prognoza opiera si¢ na wyznaczeniu ggstosci
rozktadu warunkowego dla wektora prognozowanego x przy znanym wektorze obser-
wacji x, tzn. gestoéci predyktywnej p(X|x). Dla gestosci tej spelnione sa wynikajace
z podstawowych zasad rachunku prawdopodobienstwa nast¢pujace rownosci:

(|0 =25 I pxz.0)d0
p(x) ()

p(x.0)

p(x)

Innymi stowy, funkcja p(%|x) jest usrednieniem (po calej przestrzeni parame-
tréw) tzw. prébkowe;j gestosci predyktywnej p(X|x,0) (sampling predictive density),
przy czym funkcja wagowa jest gesto$¢ rozkladu a posteriori p(0]x). Warto podkre-
$li¢, ze zdefiniowane powyzej podejscie do problemu prognozy jest odmienne w po-
réwnaniu z ujeciem, w ktérym rozktad predyktywny otrzymuje si¢ z probkowej gesto-
$ci predyktywnej po uprzednim oszacowaniu nieznanego wektora parametrow.

Reasumujac powyzsze rozwazania, mozna stwierdzi¢, ze istota wnioskowania
bayesowskiego jest wyznaczenie odpowiedniego rozktadu warunkowego dla badanej
funkcji parametréw 0 oraz przysztych realizacji ¥ przy zadanym wektorze obserwa-
¢ji x. Jednak w praktyce nie zawsze mozna wyznaczy¢ analityczng postaé gestosci roz-
ktadu warunkowego, a jesli nawet mozna to zrobi¢, to gesto$¢ ta ma czgsto na tyle
skomplikowana posta¢, ze skutecznie utrudnia estymacje 1 prognoze. W takich sytu-
acjach stosowane sa metody numeryczne, ktore zaprezentowano w dalszej czgsci ni-
niejszego rozdziatu.

Chcac okresli¢ oceny punktowe nieznanych wielkosci, np. w celu poréwnania
z ocenami uzyskanymi za pomoca klasycznych metod wnioskowania, wyznacza si¢
najczesciej wartosci oczekiwane lub mediany a posteriori. Nalezy jednak podkreslic,
Ze sama ocena (prognoza) punktowa niesie znacznie mniej informacji niz caly rozktad
a posteriori (predyktywny), prowadzac w specyficznych przypadkach (np.: dla rozkta-
dow silnie asymetrycznych lub wielomodalnych) do niewtasciwych wnioskéw (por.
Box i Tiao 1973).

= [ p(¥]x.0) 9= p(¥|x,0)p(6]x)de.

3.3. Bayesowskie porownanie konkurencyjnych modeli

Na gruncie bayesowskim mozliwe jest w petni sformalizowane poréwnanie kon-
kurencyjnych modeli opisujacych badane zjawisko. Miara poréwnania modeli sa wiel-
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kosci prawdopodobienstw a posteriori kazdego z nich. Model o najwyzszym prawdo-
podobienstwie moze by¢ uznany za najlepszy i niekiedy jedynie dla niego przedstawia
si¢ 1 szczegdlowo interpretuje wyniki bayesowskiej estymacji i prognozy.

W celu zaprezentowania idei poréwnywania modeli rozwazono m konkurencyj-
nych bayesowskich specyfikacji:

M;: )2 (x,e(i))=pi(x|9(i))pi (G(i)), i=1,...m,

gdzie p; (x| e(l.)), Di (G(i))i G(i) = ((o,f(i))e G)(l.) =Q XL(i) sa odpowiednio funkcja wia-
rygodnosci, gestoscia a priori i wektorem parametréw modelu M. Przy czym wek-
tor 6; skiada si¢ z cze$ci grupujacej parametry wspolne o dla kazdego z rozwazanych
modeli oraz parametry swoiste £(; dla i-tego modelu. Przy zalozeniu, ze rozpatrywa-
ne modele wzajemnie si¢ wykluczaja (sa niezagniezdzone) i tworza petny zbiér mo-
deli opisujacych badane zjawisko, prawdopodobienstwa a priori kazdego z nich
p(My),...,p(M,,) sumuja si¢ do jednosci: p(M;)+...+ p(M,,)=1. Ponadto na
mocy wzoru Bayesa prawdopodobienstwo a posteriori modelu wynosi:

p(M;)p(x|M;)

2 p(My)p(x|My)

k=1

p(M;|x)= , i=L1...m (3.1)

gdzie p(x|M;)=p;(x)= j Di (x | G(i))pi (G(i))dG(i) jest brzegowa gestoscia wekto-
0.
(0}
ra obserwacji dla modelu M;. Funkcja ta jest §rednia wazona po przestrzeni parametrow
funkcji wiarygodnosci wzgledem ggstosci a priori jako funkcji wagowe;.

W literaturze przedmiotu zaleca si¢ przyjecie rownych prawdopodobienstw p(M,)
dlai=1, ..., mlub dobor ich (zgodnie z tzw. zasada brzytwy Ockhama) w taki sposdb,
by modele prostsze, tzn. o mniejszej liczbie parametréw, uczynic¢ bardziej prawdopo-
dobnymi (por. Jeffreys 1967; Osiewalski i Steel 1993). Jednym ze sposobow jest przy-
je;cie2 :

_l
p(M;)ec 27 (3.2)

gdzie [; oznacza wymiar przestrzeni parametréw swoistych /). Ponadto, jesli jaki§ mo-
del ze wzgledow merytorycznych zashuguje na uznanie go za bardziej prawdopodobny

niz inne, wowczas przyznaje si¢ mu duze prawdopodobienstwo a priori, np.: —, nato-
2

) Symbol o< oznacza rownos$¢ z dokladnoscia do dodatniej statej multiplikatywnej, tzn.
(fecgeIA>0: f=Ag).
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miast pozostate modele otrzymuja rowne prawdopodobienstwa lub przyjmuje si¢ dla
nich strukturg a priori zgodna ze wzorem (3.2).

Prawdopodobienstwo a posteriori modelu w widoczny sposéb zalezy od rozkladu

a priori parametréw p; (9(,-)) oraz prawdopodobienstw a priori rozwazanych modeli
p(M;). Wplyw prawdopodobienstw a priori modeli mozna wyeliminowacé, jesli modele
beda poréwnywane parami. W tym celu definiuje si¢ tzw. iloraz szans a posteriori (po-
sterior odds ratio):

P(M i)
p(M;)
. Ten ostatni czynnik stuzy za miar¢ porow-

tzn. iloczyn ilorazu szans a priori (prior odds ratio) oraz czynnika Bayesa

(Bayes factor) Bj; = Pi(x) = p(xIM;)

pi(x)  p(x|M;)
nawcza modeli, dostarczajac informacji wnoszonych przez obserwacje badanego zja-
wiska o wartosciowaniu modelu M; wzglegdem M;. Przy czym jesli prawdopodobien-
stwa a priori modeli sa rowne, wowczas czynnik ten rowna sig ilorazowi szans a poste-
riori. Niestety B;; nie jest wolny od zatozen a priori dla parametrow. Warto zauwazyc,
ze jesli wysokie wartosci funkcji wiarygodnoS$ci nie towarzysza duzemu prawdopodo-
bienstwu a priori na tych samych obszarach przestrzeni parametrow, wowczas gestos$é
wektora obserwacji przyjmuje mate wartosci (por. Osiewalski i Steel 1993). W przy-
padku niewlasciwych rozktadéow a priori porownanie modeli nie jest juz takie proste.
Zwiazane jest to z mozliwa niejednoznacznos$cia zardéwno prawdopodobienstw a poste-
riori modeli, jak i czynnikéw Bayesa. Dlatego w tej pracy zastosowane zostana wytacz-
nie wlasciwe (cho¢ rozproszone) rozktady a priori parametréw modeli.

Warto nadmienié, ze chcac wnioskowac o parametrach wspolnych o rozwazanych
modeli oraz chcac dokona¢ bayesowskiej prognozy wektora przysztych obserwacji X,
mozna unikna¢ wyboru ,,najlepszego” modelu, stosujac tzw. metode bayesowskiego
laczenia wiedzy (Bayesian pooling approach). Metoda ta polega na usrednieniu indy-
widualnych gestosci a posteriori parametrow (ggstosci predyktywnych przyszlych ob-
serwacji) z wagami rownymi prawdopodobienstwom a posteriori modeli. Wowczas:

p(01x)=3 p(M; 1), (0]2),

gdzie p;(®|x)= Jpl- (o]x,0;)p; (¢;1x)d?; jest gestoscia a posteriori parametrow
L;

wspolnych, wyznaczona na podstawie i-tego modelu. Natomiast w przypadku baye-
sowskiej prognozy:
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p(E1x) =3 (i) i (310,

gdzie p; (X|x)= j Di (56|x,6(i))pi (G(i) | x)de(i) jest gestoseia predyktywna dla i-tego
modelu. o

Prezentowane powyzej podejscie do zagadnienia estymacji 1 prognozy uwzglednia
dwa rodzaje niepewnosci, tj.:
1) niepewnos$¢ co do wartosci nieznanych parametréw rozwazanych modeli lub nie-
obserwowanej realizacji zjawiska,
2) niepewnos$¢ co do prawidtowej specyfikacji w pewnej skonczonej klasie modeli
(uwzgledniona poprzez taczenie — usrednienie — wiedzy dostarczanej przez rozwa-
zane modele).

3.4. Estymacja, predykcja oraz porownanie modeli
zadanych przez wybrane SRR

W niniejszym podrozdziale, na podstawie rozwazanych w pracy SRR, zdefiniowa-
nych zostanie pig¢ modeli bayesowskich: V, BS, CIR, EOU i BSBS. Oprécz okreslenia
struktury a priori zaprezentowane zostana wzory na gestosci a posteriori, ggstosci pre-
dyktywne oraz prawdopodobienstwa a posteriori konkurencyjnych specyfikacji baye-
sowskich.

Rozwazane w pracy modele zadane sa przez uktady stochastycznych rownan roz-
niczkowych, ktére w ogolnym przypadku maja nastepujaca postac:

dX, = a(t,X,;0) dt +b(t, X,;0) dW,

X 0 = %0

Niech (xq,%;,...,%7 ), oznacza wektor kolejnych obserwacji, a X = (7 ..., Xp,g )’
ich dalsza, prognozowana realizacj¢. Dodatkowo niech x = (xl, ' ), Zaktada sig jed-
noczesnie, ze wektor (X, X/, )2'), jest dyskretna realizacja silnego rozwiazania powyz-
szego ukladu réwnan, czyli ciagu zmiennych losowych {X, }IT:J:)S . Wnioskowanie baye-
sowskie przeprowadzane w niniejszej pracy bedzie warunkowane wzgledem x,, tj. war-
tosci poczatkowej szeregu czasowego (czyli warunku poczatkowego SRR).

W ogélnym przypadku gestos¢ probkowa (inaczej funkcje wiarygodnos$ci) moze-
my zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

p(x1x,0)=p(x,.... 27 | %,0).
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Poniewaz rozwazane w pracy silne rozwiazania SRR sa procesami Markowa,
zatem prawdziwa jest tozsamos$¢ (por. wzor (1.2)):

P(x|x0a9) p(xb ’lexO’G) Hp(lexz vt — —1’9) (3'3)
i=1

Funkcja wiarygodnosci jest zatem iloczynem ggstosci przejscia. W monografii
funkcja p(xi|xi_1;ti_1,ti —z,-_l;e) bedzie rozumiana jako prawdziwa ggsto$¢ przejscia
lub jej aproksymacja (por. rozdz. 2). Z wlasno$ci Markowa zachodza ponadto nastgpu-
jace zwiazki:

T+S

|x0’x 9 H p xllxl it~ 1’9) (3'4)
i=T+1
T+S
p(x.%]x0,0)= [T p(x [ xici3tim15ti = 1110) (3.5)
i=1

Aby uzupehic¢ definicje modeli bayesowskich, okreslone zostana ponizej rozktady
a priori parametrow.

Model Vasicka (V)

Niech proces X, bedzie silnym rozwiazaniem SRR definiujacego model V (por.
wzor (1.20)). W tej sytuacji przedmiotem estymacji jest wektor parametréw modelu
postaci 6 = (0, [3,(52), gdzie a, B, 6% >0. Przyjeto, ze faczna gestosé a priori wekto-
ra 6q) jest iloczynem gestosci rozktadow a priori jego wspotrzednych (innymi stowy
przyjmujemy, ze parametry sa a priori niezalezne):

n (9(1)) = p(@)p(B)p(c”).
gdzie:

2
1 o, — my,
p(o)= exp) -y o 0@l )y (@),

| (B-my)
p(B)= €Xpy— & l(0,00) (B) o q)(BlmB’WB)I(O,oo) (B)

O —— | /21w
Af WB B

mg = 0,01, uy =107,
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przy czym funkcja ¢(-|m,w) oznacza gesto$¢ rozktadu normalnego o $redniej m i wa-
riancji w, @(-) jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego, a odwzorowanie
1, jest funkcja charakterystyczna zbioru A. Dla parametru dyfuzji przyjgto natomiast:

ba

2(0%)= pio (0?ab) =L

I'(a)

a+1 _b

gdzie pyg (-] a,b) jest gestoécia odwroconego rozktadu gamma ze $rednia b/ (a-1),
gdy a > 1, oraz wariancja bz/((a_l)z (a—2)), gdy a > 2, za§ w pozostatych odpo-

Iy (6?), a=1, b=0,005,

wiednio przypadkach wartosci te nie istnieja. Wobec tego dla przyjetych wielkosci a i b

warto$¢ oczekiwana i wariancja rozktadu a priori parametru 6” nie istnicje.

Zdefiniowane powyzej rozklady a priori odzwierciedlaja subiektywnie nikta
wstepna wiedze (przed wgladem w dane) na temat parametrow modelu. Jest to oczywi-

ste w przypadku ucigtych rozkladow normalnych dla o i B, poniewaz wariancje w,, i wg
s bardzo duze. Natomiast do§¢ duze rozproszenie rozktadu a priori parametru 62 ilu-

struje przedstawiona na rysunku 3.1 funkcja gestosci indukowanego rozktadu a priori

dla log, (02). Dopuszcza on szeroki (praktycznie wystarczajacy) zakres rzgdow wiel-

kosci parametru o’

.2

.G

.4

.2

-4 -3

-2

-1

~

1

Rys. 3.1. Wykres gestosci a priori zmiennej 10g10(02)
Zrodto: Opracowanie whasne
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Ggsto$¢ a posteriori wektora parametrow, gestosé predyktywna oraz brzegowa ge-
sto$¢ wektora obserwacji dla modelu V maja odpowiednio postac:

T _ 2 —-m 2
ot P g5 0T |
(3.7)
1 a+l
(=]t @1 ®) 10 ()
(&}
2
T+S o—m —m
|x0, I HP1 X; 1,0 )exp —( 2w(x) _(BZWBB) —G%
i (3.8)
1 a+l
(6—2] 1(0) (@) 10 (B) (o) (57 ) 48
(@-m) (B-m) s
|x0, Ile(l -1 )exp - 2w, - ZWBB 67
%0 (3.9)
1 a+l
(62] 1(0-) (@) o) () (o) (07 48

Model Blacka i Scholesa (BS)

Niech proces X, bedzie geometrycznym ruchem Browna, tj. silnym rozwiazaniem
SRR definiujacego model BS (por. wzor (1. 23)) Estymowany wektor parametrow mo-
delu jest postaci 85 = (3,0 ) gdzie Be R, o% > 0. Przyjeto, ze taczna ggstosc a priori
wektora 6y) jest iloczynem gestosci rozkladow a priori jego wspotrzednych:

Pz(e(z))=P(B)p(02)-
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Wybér rozktadéw a priori odzwierciedla subiektywnie nikta wstepna wiedze na
temat parametréw modelu:

2
P(B)=¢(B|mﬁawﬁ)= M ) mﬁzO,Ol,w5=107,

b (1YY
p(cz)zpl(;(cz|a,b)=r(a)(?) e @ Iy.y(0?), a=1,b=0,005.

Ostatecznie mozna zapisac, ze ggstos¢ a posteriori wektora parametrow, gestosé
predyktywna oraz brzegowa gestos¢ wektora obserwacji dla modelu BS maja postac,
odpowiednio:

2
s (8 150-2)= T T s (3 \x,_l,e(z)).exp{_m_ b }

t=1 2W[3 (52
(3.10)
1 a+l )
[6_2) 0 ()
T+S ([3 m )2
X - b
1) (xlxo’x)xe_([)gpz (xt xtfl’e(Z))'CXP —Tﬁﬁ—? )
(3.11)
1 a+l )
[6_2) L) (9% )48)
: (B-m)
- b
%) (x|anM2)°‘®j Epz (xt x,,l,e(z))-exp —2w;—62 :
N (3.12)
1 a+1
2
[62) l(g) (97 )48)
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Model Coxa, Ingersolla i Rossa (CIR)

Niech X, bedzie procesem pierwiastka kwadratowego, tj. silnym rozwiazaniem
SRR definiujacego model CIR (por. wzér (1.26)). W tej sytuacji przedmiotem bay-
esowskiej estymacji jest wektor parametrow modelu postaci 63 = (OL,B,(SZ), gdzie

a, B, 62>01i o> %(52, Przyjeto, ze taczna ggstos$¢ a priori wektora 9(3) zadana jest
W nastepujacy sposob:
2
ps(e(g))=p(l3)p(0t,6 )

gdzie:

exXpy~ Lo.) (B) o= 0 (Bl mg, wp )10y (B):

g
O — |./2m
Jo )T

mB=0,01,wB:107,

o

2 (o=mg )" | 5 (1) _% 2 2
pan0? ) exp - r(a)(_z] € 7 T (@) o) (0 )I(a>302J(a’G )
4

dla my, = 0,01, w, = 10" a = 1 b = 0,005.

Zdefiniowane powyzej rozkltady a priori sa rozktadami prawdopodobienstwa od-
zwierciedlajacymi subiektywnie nikta wstepna wiedzg na temat parametréw modelu.
Ostatecznie mozna zapisaé, ze gestos¢ a posteriori dla wektora parametréw, ggstosé
predyktywna oraz brzegowa gesto$§¢ wektora obserwacji w przypadku modelu CIR
wynosza odpowiednio:

2
(a_ma)z (B_mﬁ) b
X193 )-exp - - -——
3) 2w, 2up o2

p3 (9(3) | xo’x) o ﬁps (xt
=1

(3.13)

(9

a+1l
[%J o) (@) (o) (B) T (0 )I( 302 J (e.0?)
4

86



: | (@-m) B-m) b

p3 (x | xO ’x) o Oj tH:1 p3 (xt ‘xt,1 N 6(3) ) c€Xpy— 2wa — 2wﬁ _ ?

¥ : (3.14)
1 a+1
[6_2) 00 (@) o) B) L) (°)1 2 ] (00 ) a6
I (a-my? (B-m)
23 (x|x0,M3)o<®I gl% (xt ‘xt,1,6(3))-exp - 2w, _ 2wﬁ _67 .

N (3.15)

(&

a+l
[12) (o) (@) Lo (B) Tjg.) (0 )I[a 3 J (007 )8y

Uogolniony model Ornsteina i Uhlenbecka (EOU)

Niech X; bedzie uogoélnionym procesem Ornsteina i Uhlenbecka, tj. silnym roz-
wiazaniem SRR definiujacego model EOU (por. wzor (1.31)). Estymowany wektor pa-
rametrow modelu jest postaci 9(4) =(B, (51,(52), gdzie Be R, o€ [—10,10], 62 >0
i B+0; > -1. Przyjeto, Ze taczna gestos¢ a priori wektora 4 zadana jest w nastepuja-
cy sposéb3):

Pa(0))=p(B.01) (%),

gdzie:
2
B—m
p(B,0; )< exp _% 110,101 (o1) l(gro2-1) (B.51).
a atl _b
r(6) = 100)= o 5] )

dla mg = 0,01, wy =107 a = 1 b = 0,005.

) w przypadku modelu EOU do aproksymacji ggstosci przejscia wykorzystana jest metoda wie-
lomianoéw Hermite’a. Jednym z jej zatozen jest zwarto$¢ przestrzeni parametrow. W przypadku
tego modelu wystarcza zwarto$¢ zbioru parametrow (B, 6,) (por. Egorov, Li i Xu 2003). Dodat-
kowe zawezenie zbioru wartos$ci B do maszynowego zakresu liczb jest restrykcja gwarantujaca
zwarto$¢. Dla przejrzystosci warunek ten zostanie jednak pominigty w kolejnych wzorach.
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Rozktady a priori sa rozktadami prawdopodobienstwa odzwierciedlajacymi su-
biektywnie nikla wstgpna wiedzg na temat parametréw modelu. Ggsto$¢ a posteriori
dla wektora parametrow, gesto$¢ predyktywna oraz brzegowa gesto$¢ obserwacji
w przypadku modelu EOU zadane sa nastgpujacymi wzorami:

2
T —m,
P4 (9(4) | %o, x)‘x EIM (xl [ 9(4))-exp —%_G_bz .
(3.16)
L ¥ i
[?J I[—10,10] (GI)I(B+612—1) (B0 )I(o,oo) (G )
T+S (B_mB )2 b
(o= | ) R
o (3.17)
LY
2
—m,
(x|xp, My) @{4)1_[]?4 (xt X,_1,0 ))-exp _(BZWBB)_;Z .
(3.18)
R
'(62] I[710,10] (o )I(B+01271) (B,o, )I(o,oo) (02 )d9(4)

Model Brennana i Schwartza (BSBS)

Niech proces X, bgdzie silnym rozwigzaniem SRR definiujacego model BSBS
(por. wzor (1.34)). Estymacja bayesowska objety jest wektor parametréw modelu po-
staci s =(a, B, (52), gdzie ae (0,1),Be R, 62 >0.

Laczna gestos¢ a priori wektora 85y okreslono jako iloczyn gestosci rozkladow
a priori jego wspotrzednych:

15 (8))= () p(B) p(0?),
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gdzie rozktady a priori odzwierciedlaja subiektywnie nikla wiedzg¢ wstgpna o parame-
trach modelu:

p(a)= Lo (o),

2
B—m
p(B):q)(Blmﬁawﬁ):\/zi—wﬁeXp _( 2Wﬁﬁ) . mﬁ:0,0l,Wﬁzl(ﬂ,

a a+l _
)0 190) 5555 | o), amto-oms

Ggsto$¢ a posteriori wektora parametrow, gesto$¢ predyktywna oraz brzegowa gg-
sto$¢ obserwacji dla modelu BSBS wynosza odpowiednio:

2
T B_m
Ps (9(5)|x0’x)°‘HP5 (xi xi—l’e(S))'exp —%—6% :
i=1
(3.19)
1 a+1
| [_2) o () Vo) ()
(o)
; o B-m) »
et | T ot - 2202
i=1
o (3.20)
1 a+1
[6—2) Toa) (@) To-) () 49s)
d (B-m) b
ps (stost)= [ TTos (i - om0
@5 i=1
) (3.21)

1 a+1
2
[62) L) (@) L) (07 ) 405
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Z braku przestanek do faworyzowania ktéregokolwiek z przedstawionych powy-
zej modeli wydaje si¢ wlasciwe uczynienie a priori kazdego z nich rownie prawdopo-
dobnym, tj.:

p(My)=...= p(Ms)=1/5,
gdzie M, ..., M5 odpowiadaja rozwazanym w pracy modelom.

Na mocy wzoru Bayesa prawdopodobienstwo a posteriori i-tego modelu wynosi:

p(Mile’x)z Sp(Mi)p(xle’Mi) — Sp(x|x0’Mi) , i=1...5 (36)
> p(M)p(xlx. M) Y p(xlxg.My)
k=1 k=1

natomiast iloraz szans a posteriori rowna si¢ czynnikowi Bayesa:

p(Milxg.x) _p(M;) p(xlxo:M;) _ p(xlx.M;)

= = =B, i,j=1,...,5.
p(Mj|x0,x) p(Mj) p(x|x0,Mj) p(x|x0,Mj) iy ]

7

Nieodlacznym zagadnieniem towarzyszacym wnioskowaniu bayesowskiemu jest
analiza wrazliwosci jego wynikoéw na dobor rozktadu a priori nieznanych parametréw.
Aby zbada¢ wptyw rozkladéw a priori na uzyskane wyniki, w pracy wykorzystano
m.in. rozktad (lub jego odpowiednie ucigcie) zadany poprzez ggstosé:

O(-|mg,wy ), my =0,01, wy =107

w przypadku parametréw, dla ktorych przyjeto a priori rozktad normalny (lub jego
odpowiednie ucigcie). Natomiast dla parametru o analizowano rozklady o gestosci:

Py (62 |a’b)’

gdzie (a,b)e {(3, 3/50), (0.1, 10—12)}.

Nieinformacyjny charakter odwréconego rozktadu gamma o parametrach a = 0,1
ib=10" (w poréwnaniu z rozktadem zilustrowanym na rys. 3.1) ilustruje funkcja
gestosci indukowanego rozktadu a priori dla loglo(cz), obrazujacego szanse réznych
rzedow wielkosci dla 62 (por. rys. 3.2).
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Rys. 3.2. Wykres gestosci a priori zmiennej 10g10(02) dla parametrow a = 0,1, b = 10712
Zrodto: Opracowanie whasne

3.5. Metody numeryczne
wykorzystywane we wnioskowaniu bayesowskim

W niniejszym podrozdziale opisane zostana metody numeryczne wykorzystywane
w dalszej cze¢sci pracy do przeprowadzania wnioskowania bayesowskiego, przy czym
ograniczono si¢ jedynie do opisu podstawowych wtasno$ci oraz metod oceny zbiezno-
$ci wybranych technik numerycznych. Przedstawione zostang niektore metody catko-
wania numerycznego shuzace do oszacowania charakterystyk rozpatrywanych rozkta-
dow, a takze podstawowe metody generowania prob z rozktadow, dla ktorych losowa-
nia bezposrednie sa niemozliwe do wykonania.

Wazna klas¢ metod numerycznych stanowig metody Monte Carlo (MC), ktorych
idea oparta jest na generowaniu realizacji zmiennych losowych w celu oszacowania
parametréw rozktadow tych zmiennych (por. Jermakow 1976). Rok 1733 uwaza si¢ za
date¢ narodzin pomystu wykorzystywania zjawisk losowych w zagadnieniach oblicze-
niowych. W roku tym G-L. Buffon? postawit problem aproksymacji liczby ® poprzez
oszacowanie prawdopodobienstwa przecigcia si¢ prostej i rzuconej w sposob losowy
igly (dtugos$ci 2/) na ptaszczyzng poprzecinana rownolegltymi prostymi (odlegtymi od

Y Znany réwniez pod nazwiskiem Georges-Louis Leclerc (por. Wiedza i Zycie 10/2001).
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siebie o 2a, przy czym [ < a). Nastgpnie w roku 1777 podat rozwiazanie postawionego
przez siebie problemu (por. Buffon 17775)). Wiele lat pozniej, gdyz dopiero w 1949
roku, w pracy Metropolis i Ulam (1949) po raz pierwszy zaprezentowano w sposob
$cisly podstawy matematyczne metod Monte Carlo. Ze wzgledu na wciaz rosnace moz-
liwosci komputeréw, metody MC staty si¢ bardzo popularnym i wygodnym narzedziem
obliczeniowym. Ich rozwoj przyczynit si¢ do powstania réznorakich technik nume-
rycznych. Wsrod nich mozna wymieni¢ metody Monte Carlo z funkcja waznosci sku-
piajace wokot siebie algorytmy, w ktérych losowanie odbywa si¢ w sposob niezalezny
z tego samego rozktadu (proba prosta). Jesli natomiast procedura generujaca opiera si¢
na jadrze przej$cia, a jej wynikiem jest tancuch Markowa, wowczas mowi si¢ o mar-
kowskich metodach Monte Carlo, do ktoérych nalezy omowiony ponizej algorytm Me-
tropolisa i Hastingsa.

W przypadku wygenerowania proby prostej zbiezno$¢ do obliczanych charaktery-
styk rozktadu ($cislej odpowiednich wartoséci oczekiwanych) zapewnia prawo wielkich
liczb, natomiast w przypadku proby bedacej tancuchem Markowa zbiezno$¢ gwaran-
tuja twierdzenia ergodyczne (por. np.: Tierney 1994).

W celu zaprezentowania wybranych metod numerycznych rozwazono rozktad
prawdopodobienstwa IT zadany przez gestosc:

pn(x)=f(x)/K dla xe R? (3.22)

gdzie f nie musi by¢ unormowana — jej stata normujaca wynosi K (rowna catce z f).
Funkcja f nazywana jest jadrem rozktadu I1. Nalezy dodaé, ze prezentowane ponizej
algorytmy numeryczne wykorzystuje si¢ w sytuacji, gdy generowanie wprost z rozkta-
du IT jest trudne lub wrecz niemozliwe.

Metoda eliminacji (A-R)

Metoda eliminacji (Acceptance-Rejection Sampling, A-R), nazywana rowniez pro-
cedura A-R, umozliwia generowanie pseudolosowej proby z absolutnie ciagtego roz-
ktadu (por. Zielinski 1970; Chib i Greenberg 1995).

Jesli istnieje pewien rozktad prawdopodobienstwa wyznaczony przez gestosc s,
z ktorego da si¢ w prosty sposob generowac probe losowa, oraz przy pewnej statej C
zachodzi nieréwno$¢ f (x)<Cs(x) dla wszystkich x€ R, wowczas algorytm 3.1
umozliwia losowanie z rozktadu IT.

5 Por. http://mathworld.wolfram.com/BuffonsNeedleProblem.html. Prawdopodobienstwo to wy-
nosi 2/(na) (por. Plucinska i Plucinski 1970). G-L Buffon dokonywat oceny prawdopodobien-
stwa, rzucajac za siebie na poliniowana podloge wysuszone butki bagietki. W 1901 roku Wtoch
M. Lazzarini po 3408 rzutach ,,igta Buffona” wyznaczyt liczbe 1t z doktadnoscia do 6 miejsc po
przecinku (por. Wiedza i Zycie 10/2001).
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Algorytm 3.3.1 (A-R)

1. Wylosowanie y z rozktadu zadanego przez gestosc s.
2. Wylosowanie u z rozktadu jednostajnego okreslonego na przedziale (0, 1).

f(y)

Cs(y)’
z rozktadu o ggstosci py.

3a. Jesli u<

wowczas y traktowany jest jako warto$¢ wygenerowana

3b. Jesli u > C{ ((y ) , wowczas powtarzane sa kroki algorytmu (powrot do kroku 1).
sy
Efektywnos¢ algorytmu uzalezniona jest od wielkosci statej C, gdyz oczekiwana
liczba przebiegéw algorytmu, az do uzyskania wartosci wygenerowanej z rozkladu IT,

wynosi % Zatem, jak tatwo zauwazy¢, optymalizacja metody polega na przyjeciu

s(x
takiej wartcgs'c)i nie eliminuje pustych przebiegdw algorytmu, tzn. braku wartos$ci wyge-
nerowanej z rozktadu IT po wykonaniu krokéw 1-3 algorytmu.
Warto podkresli¢, ze procedura A-R umozliwia generowanie proby prostej (Scislej
pseudolosowej). Ponadto metoda ta nie wymaga znajomosci stalej normujacej K.

_ / (x) . . ..6) ,
C =sup ,xesupp(s)¢, gdzie supp(-) oznacza nosnik funkcji®. Jednak wyboér

Metoda Monte Carlo z funkcjg waznosci (MC-IS)

Metoda Monte Carlo z funkcja waznosci (Monte Carlo with Importance Sampling,
MC-IS) (por. Hammersley i Handscomb 1964) jest metoda calkowania numerycznego.
We wnioskowaniu statystycznym wazna jest wiedza o momentach badanej zmienne;j
losowej X, jednak czgsto nie wystarcza informacja o samym ich istnieniu, a potrzebna
jest znajomos$¢ konkretnej wartosci. Zagadnienie to zwiazane jest z obliczaniem catek
postaci:

1=E(h(X))= [ h(x)pn (x)dx
Rd

W sytuacjach gdy wspomnianych catek nie da si¢ obliczy¢ analitycznie, metoda
MC-IS umozliwia numeryczne oszacowanie ich wartosci. Wielko§¢ I mozna zapisac
W sposob réwnowazny, jako:

I= j —h(xs)ég(x)s(x)dx= j —h(xs)&r;(x)dS(x),

supp(s) supp(s)

® Nosnik funkcji (ozn. supp(+)) jest zbiorem wszystkich elementow dziedziny, dla ktorych funk-
cja przyjmuje wartosci niezerowe.
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gdzie S jest pewnym rozktadem prawdopodobienstwa zadanym przez gestosc s (wzgle-
dem miary Lebesgue’a), przy czym s nazywa si¢ funkcja waznosci (stad pochodzi na-
zwa metody). Zaklada si¢ ponadto, ze supp(pp )< supp(s). Na mocy wzoru (3.22)
mozna ostatecznie zapisac:

fo ] )

s (%)

o s
SUP-I[(S) s(*) w0

Zatem problem wyliczenia calki sprowadzony zostal do oszacowania ilorazu
dwoch warto$ci oczekiwanych. Estymator [, nieznanej wartosci I definiowany jest
W nastepujacy sposob:

N

) )
Yol oy,
N2 (O )rs(x)

i=1
gdzie zbidr {x(l), - x(N)} oznacza probe losowa z rozktadu S.

Jesli poprzez w(-) oznaczona zostanie funkcja wagowa, tzn. funkcja postaci

w(x)= f(x)/s(x), wowczas:
[
Sul)

i=1

M=

>

~
Il

—

Nietrudno zauwazy¢, ze estymator stalej normujacej K réwny jest sredniej arytme-
tycznej wag:
N

=3 w(x)
N
Z mocnego prawa wielkich liczb wynika zgodno$¢ estymatora [ N-
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Ponadto, jesli zachodza warunki:
E(w(X))<eo i E(I(X)w(X))<os,

wowczas rozktad zmiennej losowe;j JN (f N1 ) jest asymptotycznie normalny, co jest

whnioskiem z centralnego twierdzenia granicznego (por. Geweke 1989; Pipien i Osiewalski
1999). Warto zauwazy¢, ze wyliczenie wartosci estymatora nie wymaga znajomosci
statej normujacej K. Powyzsze wlasnos$ci uzasadniaja stosowanie metody MC-IS, jed-
nak nie informuja o sposobie jej zbieznosci. Ponadto efektywno$¢ estymacji uzaleznio-
na jest od wyboru funkcji waznosci s. Niestety literatura przedmiotu dostarcza jedynie
wskazowek, a nie jednoznacznych zasad wyboru funkcji s. Znane sa natomiast kryteria
oceny jakosci funkcji s (tzn. sposoby oceny efektywnosci numerycznej metody MC-IS
przy zadanej funkcji wazno$ci), wérdd ktorych nalezy wymieni¢ opisane ponizej
wspotczynniki wzglednej efektywnosci numerycznej i zmienno$ci wagowej.

Wspélezynnik RNE wzglednej efektywno$ci numerycznej (relative numerical
efficiency), a doktadnie jego estymator RNE, definiowany jest w nastgpujacy sposéb
(por. Geweke 1989):

3 (x ) (x)

. 1 | =
RNE = = -1y |

nazywany jest standardowym btedem nume-

gdzie §% =1 . 5
(@)
)

rycznym metody Monte Carlo (Numerical Standard Error, NSE).

Interpretacja wartosci RNE jest nastepujaca:

— jesli RNE jest bliski jednosci, to funkcje wazno$ci s mozna uznaé za nieznacznie
roézniaca si¢ od gestosci rozktadu IT;

— jeshi RNE przyjmuje male, bliskie zeru wartosci, wowczas funkcje s nalezy zasta-
pi¢ inng gestoscia, ktora uczynilaby algorytm bardziej efektywnym;

— jesli wartos¢ RNE jest powyzej jednosci, wowczas w celu zwigkszenia efektyw-
no$ci metody sugeruje sig, aby funkcje waznosci podzieli¢ przez funkcje 4 (wyma-
gane jest w takim przypadku, by % byta funkcja dodatnia).
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Wspolczynnik zmiennosci funkcji wagowej vy zadany jest nastgpujacym wzo-
rem:

w2 (x) (o w(x®)]
§ 1) forb)

i= i=1

v = N .
117,-:1 w(x@)

Interpretacja warto$ci yy jest nastgpujaca:

— jesli funkcja s jest proporcjonalna do ggstosci pp, to Yy = 0;

— jesli wraz ze wzrostem N rosna w sposob nieograniczony warto$ci wspotczynnika
Yv (W postaci naglych skokow), oznacza to, ze wybrana funkcja waznosci jest nie-
wlasciwa;

— jesli warto$ci wspotczynnika 7y stabilizuja si¢ (wraz ze wzrostem N), a obserwo-
wane skoki warto$ci sa niewielkie, wowczas akceptuje si¢ wstepnie funkcje waz-
nosci.

Metoda Metropolisa i Hastingsa (M-H)

Metoda Metropolisa i Hastingsa, nazywana roéwniez algorytmem M-H, umozliwia
wygenerowanie skorelowanej proby z rozktadu absolutnie ciaglego I1. Nalezy ona do
klasy metod Monte Carlo tancuchéw Markowa (Markov Chain Monte Carlo Method,
MCMC). W wyniku jej zastosowania otrzymywana jest realizacja jednorodnego proce-
su Markowa, ktorego rozktadem stacjonarnym (inaczej niezmienniczym lub granicz-
nym) (stationary, invariant, equilibrium distribution) jest rozktad I'l. Aby zdefiniowac
wspomniany proces, wprowadzone zostanie pojecie gestosci generujacej g 1 prawdopo-
dobienstwa przejscia c.

Odwzorowanie g(x, -) oznacza ggsto§¢ rozkladu prawdopodobienstwa, z ktorego
generowana jest propozycja kolejnego stanu tancucha Markowa y (candidate-genera-
ting density), przy zatozeniu, ze x jest jego stanem obecnym. W literaturze nie istnieja
jednoznaczne definicje funkcji generujacych, a wytacznie sugestie ich wyboru, ktory
uzalezniony jest od konkretnego zagadnienia.

Prawdopodobienstwo przejscia o (inaczej funkcje akceptacji) okresla si¢ w naste-
pujacy sposob:

min{f(y)q(y,X)
o, )= I (x)a(xy)

i dla £ (x)q(x.y)=0

1} dla f(x)g(x,y)>0
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Lancuch Markowa definiowany jest poprzez rozktad prawdopodobienstwa
(tzw. rozktad przejscia) okreslony na G-algebrze zbioréw borelowskich B(le) W nasteg-
pujacy sposob:

Py (%, A) = jq(x,y)a(x,y)dw[l— jd Q(x’z)a(x’z)dZ:lIA (x)

dla Ae B(Rd).

Miara ta okreséla prawdopodobienstwo przejscia procesu ze stanu x do ktéregokol-
wiek stanu nalezacego do zbioru A. Ponadto rozktad warunkowy n-tego stanu tancucha
okreslony jest nastgpujaca zaleznoscia:

P(x(")e A‘x(l) =x)=P(n)(x,A)= j Py (y,A)P(n_l) (x,dy) dla n>1,
Rd

gdzie pW (x,A)=Pyy (x,A), za$ x jest arbitralnie dobranym stanem poczatkowym.
Powyzsze definicje zapewniaja asymptotyczna stacjonarnos¢ procesu Markowa, a jego
gestos¢ graniczna wynosi I1. Ostatecznie po odrzuceniu poczatkowych stanow tancu-
cha (tzw. cykli spalonych) mozna uzna¢ pozostate realizacje procesu za skorelowana
probe z rozktadu stacjonarnego IT.

Algorytm M-H polega na wygenerowaniu tancucha Markowa indeksowanego po-
przez kolejne liczby naturalne j=1,...,5,S+L...,S+N,..., przy czym pierwsze S
stanéw tancucha traktowanych jest jako cykle spalone i odrzucane. Ponizej zapisano
kolejne kroki algorytmu.

Algorytm 3.2 (M-H)
Okre$lenie w sposéb arbitralny stanu poczatkowego tancucha xD.
Dla j=1,...,5,5+1...,S+N-1:

1. Wylosowanie propozycji kolejnego stanu y z rozktadu o gestosci q(x(i), ).
2. Wylosowanie warto$ci u z rozktadu jednostajnego na przedziale (0, 1).

3a. Jesli u Soc(x(j),y), wowczas i) =y.
3b. Jesli u > Oc(x(j),y), wowcezas (/+1) — ()

W literaturze przedmiotu sugeruje si¢ przyjecie X rownego warto$ci modalnej
rozktadu I1. Dowolno$¢ w okresleniu stanu poczatkowego, czy wreez natozenie na nie-
go dowolnego rozktadu prawdopodobienstwa, nie wpltywa na fakt zbieznosci
do asymptotycznego rozktadu IT (znaczenie stanu poczatkowego maleje wraz ze wzro-
stem liczby iteracji). Ponadto na wybor funkcji generujacej maja wptyw: tatwosc loso-
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wania z rozktadu wyznaczonego przez t¢ ggstos¢, procent akceptacji algorytmu (wyra-
zajacy stosunek liczby przejs¢ do nowego stanu tancucha do liczby wszystkich wyge-
nerowanych stanow) oraz szybko$¢ zbieznosci algorytmu.

Warto zauwazy¢, ze algorytm nie wymaga znajomosci statej normujacej K. Ponad-
to, jesli funkcja generujaca jest symetryczna, tzn.: ¢(x,y)=¢q(y,x), wéwczas:

min{—f (v)a(y.x) 1} = min{ () 1}
f(x)q(xy)’ f(x)’

Zatem bezposrednio z postaci prawdopodobienstwa przejscia wynika, ze jesli
f(y)=f(x), to propozycja nastgpnego stanu tancucha y jest akceptowana, w prze-

ciwnym razie warto$¢ ta jest przyjmowana z prawdopodobienstwem Ly)
tropolis et al. 1953). /(%)

Nalezy nadmienié, ze jesli funkcja generujaca nie zalezy od poprzedniego stanu
tancucha, tzn. gq(x,y)=q(y), woéwczas algorytm M-H nazywa si¢ niezaleznym
(independent version of the M-H algorithm). W przeciwnym przypadku mamy do czy-
nienia z sekwencyjnym algorytmem M-H (sequential version of the M-H algorithm)
(por. Liu 2001; Osiewalski i Pipien 2004 a).

Algorytm M-H umozliwia losowanie z wielowymiarowych rozktadow prawdopo-
dobienstwa, jednak nie wymaga generowania catego wektora w pojedynczym kroku
metody. Mozliwe jest bowiem zastosowanie tzw. blokowej wersji algorytmu M-H
(por. Hastings 1970), ktérej istota polega na podziale generowanego wektora na bloki
i generowanie kazdego z nich oddzielnie. Wiele mozliwosci podziatu na bloki oraz
odmienne sposoby generowania pociagnety za soba definicje roznych metod bedacych
weciaz szczegolnymi przypadkami algorytmu M-H. W literaturze przedmiotu zaleca si¢
podziat wektora w taki sposob, by kazdy blok zawieral skorelowane ze soba wspot-
rzedne”. Okazuje sig, ze mozliwe jest generowanie kolejnych blokéw w sposéb se-
kwencyjny tak, by losowanie bloku warunkowane byto wzgledem najnowszych stanow
pozostatych wspotrzednych wektora. Jednym ze szczegdlnych przypadkow blokowego
algorytmu M-H jest tzw. probnik Gibbsa, inaczej algorytm Gibbsa (Gibbs sampler,
Gibbs algorithm). Jego istota jest generowanie kazdego bloku wprost ze stosowne-
go rozktadu warunkowego I1 (a nie z arbitralnie dobranego rozktadu generujacego).
W konsekwencji prawdopodobienstwo przejscia dla tego algorytmu rowne jest jedno-
$ci, a procent akceptacji wynosi 100%. Wspomniane wartosci §wiadcza o wyso-
kiej efektywnosci probnika Gibbsa, co w duzej mierze przyczynito si¢ do jego popular-
nosci.

(por. Me-

» Przyktady empiryczne wskazuja, ze taki podzial na bloki zmniejsza wpltyw wspolzaleznosci
wspotrzednych generowanego wektora, przyspieszajac tym samym zbiezno$¢ tancucha Marko-
wa (por. Gamerman 1997).
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Ponizej przedstawiono algorytm Gibbsa stuzacy do generowania wektora zmien-
nej losowej x, przy czym wektor zostat podzielony na r blokéw (niekoniecznie tej sa-
mej dtugosci), tzn. x = (x, ..., X,).

Algorytm 3.3 (probnik Gibbsa)

Okreslenie stanu poczatkowego tancucha x

Dla j=1,...5,5+1,..., S+ N —1 generowanie realizacji KV*D odbywa si¢ w na-
stepujacych krokach:

1. xl(j+1)~pn(x1‘x —x2 ,. ,xrzxgj)),

2. 1 gy (e = =0, =)

. x£j+1) ~ Pn (xr ‘x1 =x1(j+1):xz :xgjﬂ)’---:x 1= flerl))'

r—

W sytuacjach gdy nie jest mozliwe zastosowanie algorytmu Gibbsa, tj. wowczas,
gdy generowanie niektérych blokéw bezposrednio z rozktadéw warunkowych nie jest
mozliwe, nalezy dla nich zastosowaé metode A-R lub podstawowa wersj¢ algorytmu
M-H, natomiast dla pozostatych blokow przeprowadzi¢ bezposrednie losowanie. Taka
metoda losowania nazywana jest algorytmem hybrydowym (hybrid algorithm),
tzn. zagniezdzeniem podstawowego algorytmu M-H w jego wersji blokowej. Algorytm
ten nazywany jest czgsto probnikiem Gibbsa z zagniezdzonym w nim algorytmem M-H
(Metropolis—Hastings within Gibbs sampling).

Wybor wielkosci bloku moze by¢ ustalany réwniez w sposob losowy przy kazdym
przebiegu algorytmu. Wowczas technika generowania nazywana jest algorytmem M-H
o losowej wielkosci bloku (random block size M-H algorithm) (por. Shephard i Pitt
1997). Przyktady empiryczne $wiadcza o przyspieszeniu zbiezno$ci tancucha Marko-
wa po zastosowaniu wspomnianego algorytmu, co zwigzane jest ze zmniejszeniem au-
tokorelacji tancucha.

Mozliwe jest rowniez uzyskanie proby prostej przy wykorzystaniu algorytmu M-H.
W tym celu generuje si¢ n niezaleznych tancuchow Markowa. Po osiagnigciu zbiezno-
$ci proceséw do rozktadu granicznego okresla si¢ n-elementowa probe prosta jako
zbidr powstaty poprzez wybdr po jednym elemencie z kazdego tancucha.

Jedna z metod oceny zbieznos$ci procesu Markowa jest badanie statystyki CUM-
SUM (por. Yu i Mykland 1994; Osiewalski i Pipien 2002)8).

8 Zagadnienie zbiezno$ci procesu Markowa omawiane jest ponadto w pracy Cowles i Carlin
(1996).

99



W ogoélnej postaci zadana jest ona wzorem:

S+

1 3 h x(j))—ﬁ

LiZsh

cs, = dla t=1,..., N,
o

gdzie & i sa $rednia i odchyleniem standardowym z proby {h (x(s+1) ), o h (x(S+N) )},
czyli z realizacji tancucha Markowa po odrzuceniu cykli spalonych. Przy czym A(-) jest
pewna funkcja generowanego wektora x. Najczgsciej przyjmuje sig, ze A(x) = x, co
odpowiada badaniu zbieznos$ci $rednich procesu Markowa do warto$ci oczekiwanej
rozktadu granicznego I'T. W literaturze przedmiotu sugeruje si¢ wybor liczby cykli spa-
lonych § tak, by wykres statystyki CUMSUM ,,zbiegal gtadko” do zera, pozostajac od
pewnego momentu (tj. od jednej z poczatkowych wartosci #) w przedziale (-, T) dla
ustalonej malej wartosci T. W praktyce przyjmuje sig, ze T € {0,05, 0,1}.

Bayesowskie testowanie konkurencyjnych modeli, przeprowadzone bezposrednio
z poréwnania prawdopodobienstw a posteriori modeli albo poprzez pordwnanie czyn-
nikow Bayesa, wymaga wyliczenia warto$ci brzegowych gestosci wektora obserwacji
x (por. wzér (3.1)). Analityczne wyliczenie tych warto$ci jest czgsto niemozliwe ze
wzgledu na skomplikowana postaé¢ funkcji podcatkowych. Dlatego tez w literaturze
przedmiotu zaleca si¢ stosowanie réznych metod aproksymujacych prawdziwe warto-
$ci statych normujacych (por. np.: Newton i Raftery 1994; Polson i Roberts 1994; Kass
i Raftery 1995). W pracy zastosowano aproksymacjg statych normujacych zapropono-
wana przez Newtona i Raftery’ego.

Estymator Newtona i Raftery’ego (N-R)

N
Majac probke {e(k)} pochodzaca z rozktadu a posteriori, brzegowa ggstosé
k=1

wektora obserwacji x mozna aproksymowac poprzez $rednig harmoniczng wartosci
funkcji wiarygodnosci:
-1
1 & 1

pxIM)=| =3

N k:lp(x|9(k))

Nalezy podkresli¢, ze p (x | G(k)) jest warto$cia gestosci, a nie jej jadra. Powyzszy
estymator Newtona i Raftery’ego (w skrocie N-R) jest zgodny, ale pozbawiony skon-
czonej asymptotycznej wariancji, co w konsekwencji prowadzi¢ moze do jego duzej
niestabilnos$ci. Ponadto jest on bardzo wrazliwy na mate wartosci funkcji wiarygodno-
$ci, co pociaga za soba trudno$ci numeryczne przy jego obliczaniu. Pomimo wspo-
mnianych wad estymator N-R jest stosowany w praktyce przede wszystkim z powodu
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swojej prostej formy oraz ze wzgledu na fakt, ze przy duzym N zachowuje si¢ wy-
starczajaco stabilnie, by mozna go bylo wykorzysta¢ do poréwnania konkurencyjnych
modeli.

W niniejszej pracy w podrozdziale 3.6 wykorzystano algorytm hybrydowy,
a doktadniej losowa wersje blokowa algorytmu M-H, gdzie wspotrzedne wektora loso-
wano za pomoca sekwencyjnego algorytmu M-H i procedury A-R. Za funkcj¢ generu-
jaca przyjeto gestos¢ wielowymiarowego rozktadu normalnego, a do oceny zbieznosci
tancucha Markowa wykorzystano statystykg CUMSUM. Natomiast wyniki prezento-
wane w rozdziatach 4 i 5 uzyskano, wykorzystujac sekwencyjna wersje¢ M-H. Gesto$é
wielowymiarowego rozktadu #-Studenta z trzema stopniami swobody przyjeto jako
funkcje generujaca, przy czym warto$¢ oczekiwana i wariancja tego rozktadu oszaco-
wane zostaty za pomoca metody MC-IS. Funkcje wazno$ci zdefiniowano rowniez jako
gestos¢ wielowymiarowego rozktadu #-Studenta o trzech stopniach swobody, przy
czym za warto$¢ oczekiwana przyjeto punkt (lub jego numeryczna aproksymacje)
z przestrzeni parametrow, dla ktorego jadro ggstosci a posteriori przyjmuje warto$é
najwigksza, a za macierz kowariancji przyjeto macierz jednostkowa. Jako warto$é
oczekiwang funkcji generujacej przyjmowano kolejne akceptowane stany tancucha
Markowa. Pierwszy stan tancucha przyjmowano na poziomie warto$ci oczekiwanej
a posteriori (uzyskanej za pomoca metody MC-IS). Ponadto w rozdziatach 4 i 5 doko-
nano poroéwnania sity wyjasniajacej rozwazanych modeli, wykorzystujac estymator N-R,
a do oceny zbieznosci tancucha Markowa wykorzystano statystyke CUMSUM. Przyje-
te zatozenia sa zgodne z zaleceniami podawanymi w literaturze przedmiotu.

3.6. Bayesowska estymacja parametrow
przy zastosowaniu metody zmiennych posrednich

W niniejszym podrozdziale zaprezentowane zostana zasady bayesowskiej estyma-
cji parametrow proceséw It0 przy zastosowaniu metody zmiennych posrednich do
aproksymacji gestosci przejscia (por. podrozdz. 2.3). Aproksymacjg oparta na idei wy-
generowania (odtworzenia) brakujacych danych pomiedzy kazda para obserwacji wy-
korzystano w zagadnieniach bayesowskiej estymacji parametrow wybranych SRR
w nastepujacych pracach: Eraker (1998), Jones (1998), Elerian (1998, 1999), Elerian,
Chib i Shephard (2001), DiPietro (2001), Roberts i Stramer (2001) oraz Kostrzewski
(2004).

Oprocz prezentacji samej metody, ponizej przedstawione zostang wyniki estyma-
cji parametrow wybranego procesu Itd uzyskane na podstawie danych symulowanych,
bedacych dyskretnymi obserwacjami trajektorii logarytmu procesu pierwiastka kwa-
dratowego. Problemy numeryczne rozwiazane zostaly na podstawie pracy Elerian,
Chib i Shephard (2001) za pomoca metod Monte Carlo tancuchéw Markowa. Ponadto
przyjgto notacje taka jak w podrozdziale 2.3.
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Z wtasnosci Markowa silnych rozwiazan SRR ggstos$¢ a posteriori wektora para-
metrow mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

POy s..ox3%9,A) o< p (7,0, [0, A,0) p(0) =

=11Px (xt+1 |xt,t,A,9)p(9):.,,,

~
LN

T
S

a poprzez zastapienie nieznanej ggstosci py funkcja p&M ) (por. wzory (2.2) i (2.3))
uzyskano aproksymacj¢ ggstosci a posteriori:

ﬂ
—_

L= pg(M)(le |xt,t,A,9)p(9).

~
I
==

W ogdélnym przypadku nie jest znana jawna posta¢ funkcji png) ( x,t,A, 9). Przy-

blizanie jej warto$ci zgodnie ze wzorem (2.4) jest zwiazane z duzym obciazeniem obli-
czeniowym algorytméw numerycznych towarzyszacych wnioskowaniu bayesowskie-
mu. Rozwiazaniem tego problemu jest rozwazenie tacznej gestosci a posteriori dla pa-
rametru 0 i wektora danych posrednich. Z wlasnosci Markowa mozna napisac:

péM J©0,9"|y) °<p§M ) (Do 1 70,0)p(6) =

T-1 M . . By By
= HpY(y t,j+1|Yt,j’Tt,j’A;e)p(e)'

t=0 j=0

Ostatecznie rozktad a posteriori dla parametréw 6 mozna aproksymowaé w naste-
pujacy sposob:

Px (9|xT,...,x1,x0):p§(M) (9|xT,...,x1,x0)=

=" ely)= | POy [y

RMT

Do wnioskowania o charakterystykach brzegowych aproksymacji rozktadu a po-
steriori stosuje si¢ metody MCMC (por. podrozdz. 3.5). Metody te generuja tancuch

Markowa {Gj ,y*j }, ktéry po odrzuceniu cykli spalonych jest skorelowana proba

z rozkladu p}(,M )(9, y* | y). W ten sposob wygenerowane warto$ci 0/ sq realizacjami
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brzegowego rozktadu pYM)(9| y). Lafncuch Markowa {ef *'}, j=L1...,N, otrzy-

muJe si¢ stosujac probnik Gibbsa, generujac kolejno y I a nastgpnie ef Dane posred-
niey salosowane z rozktadu warunkowego y | y,0 za pomoca algorytmu Metropoli-
sa 1 Hastingsa o losowej wielkosci bloku. Losowa wielko$¢ bloku ustalana jest z roz-
ktadu Poissona (Po) z parametrem intensywnosci L.

Schemat generowania lancucha Markowa {ef , y*j }
j=L..N

Dla j =1 arbitralny wybor wartosci poczatkowych y*(l), o).
Dlaj > 1 dla kazdego t€ {0,1,...,T —1}:

1. k=0.

2. Generowanie m—1~ Po(l) oraz zastapienie k przez k + m. Jesli k > M, to nalezy
przyjaé k= M.

3. Wygenerowanie punktéw posrednich z rozktadu warunkowego:

*j *j *j-1 j-1
Y T t(k,m) |y tk-1,Y  tk+m> 6

(poroéwnaj ponizej: Generowanie punktow posrednich). Jesli k£ < M, to nalezy po-
wroci¢ do punktu 2.

Wygenerowanie wektora parametréw z rozkladu warunkowego 6/ | y*f ,y (po-
réwnaj: Generowanie parametrow dyfuzji).

Generowanie punktow posrednich

Przy zatozonym schemacie dyskretyzacji Eulera oraz na podstawie wlasnos$ci
Markowa, gestos¢, z ktorej generuje si¢ blok punktow posrednich dlugosci m, ma po-
staé:

PO temy 1Y k15 Y tperms )

k+m—1

o< H (P{yt,j+1|yt,j+a(Tt,j’Yt,j’e)As b (Tt,j’Yt,j’e)A}s
j=k—1

przy czym y*,(k’m) generuje si¢ przy uzyciu algorytmu M-H. Wymaga to okreslenia
gestosci generujacej z ktorej beda generowane proponowane stany tancucha Markowa,
oraz okreslenia funkcji akceptacji oc(y*,(k’m),w| y*,’k_l, y*,+m,9). Na jej podstawie
stwierdza sig, czy zaproponowana warto$¢ mozna uznac¢ za kolejny wyraz tancucha.
Zgodnie z sugestiami wystepujacymi w literaturze przedmiotu, proponowana gestos¢ ¢
zdefiniowano jako gestos¢ wielowymiarowego rozktadu normalnego z warto$cia ocze-
kiwana rowna modzie rozkladu zadanego przez gestos¢ p(:| y*,’k_l, y*,+m,9) oraz
macierzy kowariancji rownej odwrotno$ci macierzy drugich pochodnych czastkowych

103



funkcji In (1/ p(| y*t’ k1> y*t > 6)) obliczonych w punkcie rownym wspomnianej mo-
dzie™.
W celu wyznaczenia charakterystyk funkcji g przyjeto nastgpujace oznaczenia:
- w = (wy, .., w,) — propozycja realizacji wektora punktow posrednich
y*t(k,m) = (y*t,k ) y*t,k+17 ‘e y*t,k+m—1) =(Wsees Wy) =W
- W= y*t,k—l’ Wil = y*t,k+m;

— dlaj=-1,0, ..., m — 1 zdefiniowano:
. ) -1
aj=aWji, T +),9), 8j Z{b (Wj+1aTt,k+ja9)} ;
deWj+2_(Wj+1+ajA), Cj=1+a;~A;

U= alnp(wlWO,Wm+1’9) —(Ll )
B aW a j j=L...m ’

B 9% In p(w] Wo,Wm+1> 0) _[ ]
owow' L e

Woéwczas mozna pokazaé, ze zachodza nastgpujace zwiazki:

Ag
__1 . ) . . . 1, 2 _ 8 j-1
Uj="na (g1—2d1—2 8j-1dj1cjia+; 84 28,4 )’

1 2 ’7” ’ 1 2
Vi=axl 8j2+8jacja —8jadj1a;4A=2g;4d; ¢j +585dj 1 —

(gj—lg;',—l - (g;'—1)2 )A

2
2g j-1

1 ’ . .
V.=V.= Z(gf—ldj—l ‘81—161—1), i=j+]

0, i>j+1.

9 Innymi stowy, gestos¢ g rowna sig przeksztalceniu poprzez funkcje (exp(+)) rozwinigeia funkcji
In ( p(| ylkfl, yxt > 6)) w szereg Taylora drugiego rzedu w otoczeniu mody rozktadu o gg-

stosci p(| yxt,k—la y¥t+m’ 0).
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Ostatecznie:
* * * ~ -1 -1
Q(y t(k,m) | Y t.k=1>Y t+m> O)~Nw+V u,V ),

gdzie W oznacza wspomniang warto$¢ mody.

Natomiast funkcja akceptacji definiowana jest w nastgpujacy sposob:
#( i1 E w(j—1
a(y’V )t(k,m)’ wly iy U s 0) =

* # # (] * *
| POy s Y ko 9)61()’1(5({,")) 1Y th=15Y thsm>©)
=minA1,

# (-] * * i i °
PO Y ks ¥ kim0 Y 41 ¥ geam 0)

Generowanie parametrow procesu dyfuzji

Niech wstepna wiedzg¢ o wektorze parametréw wyraza iloczyn ggstosci a priori
kazdego z parametrow p(0)= p(6,)-...- p(6;). Realizacje wektora 0=(6;,...,0;)
otrzymuje si¢ z rozktadow brzegowych a posteriori:

. M), .
P(6; [ 9,61....0;_1,6,415...,0; ) o< P1(z )(Y\o | 0-0)p(6; 16;-....0,_1,0,,1,....6;) =

= Py(zM)()A’\o |Y()39)P(9i)-

W celu poprawienia efektywnosci generowania wektora 0 jego sktadowe dzielone
sa na bloki i kolejno losowane. Sposob losowania uzalezniony jest od konkretnego
modelu i wyboru specyfikacji rozktadéw a priori.

Przyklad zastosowania metody

W celu ilustracji metody rozwazono proces stochastyczny X, bedacy rozwiaza-
niem nieliniowego uktadu rownan:

o (52 (6}

dX, = -B- dt + dw
! exp(X,) 2exp(X,) Jexp(X,)

XO =Xy
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Interesujacy jest zwiazek wspomnianego procesu z procesem pierwiastka kwadra-
towego — dla procesu Z zdefiniowanego poprzez tozsamos¢ Z =exp(X) mozna wyka-
zac (ze wzoru Itd), ze spetnia on nast¢pujacy nieliniowy uktad rownan:

= (0. BZ,)dt + 6,[Z,dW
Zy =2z

Zatem Z jest procesem pierwiastka kwadratowego, a powyzszy uktad wyznacza
model CIR. Warto zauwazy¢, ze funkcje dryfu i dyfuzji SRR definiujacych procesy Z
i X znacznie r6znia si¢ od siebie. Ponadto proces X przyjmuje wartosci z catego zbioru
liczb rzeczywistych, za$ proces Z wylacznie ze zbioru liczb nieujemnych. Wtasnos¢ ta
jest istotna, ze wzgledu na fakt stosowania schematoéw dyskretyzacji przyjmujacych
wartosci z catego zbioru liczb rzeczywistych do aproksymacji proceséw Itd. Z tego
wlasnie powodu zagadnienie estymacji parametréw modelu CIR (opartej na schema-
tach dyskretyzacji) w praktyce sprowadza si¢ do estymacji parametrow procesu X.

Przyjeto, ze estymowany wektor parametrow procesu ma posta¢ 6 = (o, B, 02),
gdzie a € R, B e R, 6> 0. Do aproksymacji gestosci przejscia nowego procesu
stosowana jest metoda zmiennych posrednich. Niech Y oznacza proces uzyskany po-
przez zastosowanie dyskretyzacji Eulera (por. wzor (1.16)) dla procesu X. Z wlasnosci
Markowa zachodzi zwigzek:

n
pGolye: A0 =[] py G| 5,_1:A,0).
=1

Gestos¢ przejscia dla procesu Y jest gestoscia rozkladu normalnego (por. wzor

2.1)):

2 2
1yv;A,0)=¢| - > _g-_° |
py (| y:A,0) q{ |y+|:exp(y) B Zexp(y):l exp(X,) ]

Zatem aproksymacja logarytmu gestosci probkowej wynosi:

n
In(p($ | yo3 A, 0,B,6%)) == (%51 ) In(2MA) - (51 )Ino® +1 3 5, -
t=1

2

n
o’A _ 35 _ oA )
e Z[Ve"p(yf 1 ( T 2o Ve exp(y,flﬁm] '

t=1
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Przez y oznaczono wektor parametréw y = (o, B)’ oraz przyjeto zalozenie,
ze rozktadem a priori dla tego wektora jest dwuwymiarowy rozktad normalny:

, _ , 107 0
p(W) < exp(—L (W—=19) To(y—7y)), gdzie vo=(0:1:031)sro=[ 0 10_7}'

Charakterystyki tego rozktadu odzwierciedlaja duza niepewno$¢ a priori o para-
metrach (czego wyrazem sa ich duze wariancje) oraz brak zalezno$ci a priori pomigdzy

oif.

Poniewaz:

(v )7362) o< P()A’\o | YO;As\IstZ)P(\If | 02) = P()A’\o | YO;AsWsGZ)P(\V):

zatem mozna napisac:

In(p(y]$,6%))= e =L (v=KyAY(r = KwA) = (W = 10) Ty (¥ = ¥o):

gdzie ¢ jest pewna stala, natomiast:

~ ~ 62A ~
exp(-0,55)) —exp (0,55, ) exp(0.550) (31 + 55055~
K= : : , V= :
exp(-0,59,) —exp(0,53,) exp(0,59,) (5 + 555 = T |
Ostatecznie:

K'KA
)

. KA
p(y|5,6%) ~ NV u,vh), gdzie u =6—2V+royo,vz +T,.

Podazajac za wskazowkami wystepujacymi w literaturze przedmiotu, zatozono,
ze rozktadem a priori dla o’ jest odwrdcony rozktad gamma IG(a, b). W niniejszej
czesci przyjeto rozktad informacyjny o warto$ci oczekiwanej i odchyleniu standardo-

3
wym rownym 0,03, tzn. IG (3,5 )
Gestos¢ tego rozktadu ma postaé:
P

2 2\"(*D Sop
P& W) (0%) 7 exp(- 1),

1
dzi =6,5,=—.
gazie p 0 50
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Poniewaz:

P(02 |)7 ,\V) o< P(}A’\o ‘J’OQA,\V, 02)1’(02 |\V) = P(}A’\o ‘YO;A’\V’ 02)1’ (02),
zatem:

In p(6® | 30.B)=¢’ —& In(6?) - &6 - §;07,
gdzie:

n
5 .
& = (n+12]+ ), &= 2_1A (Z{ exp(y,-1)d 2t—1 +SopA),
t=

A . PN oA
N gzexp(z)’t—l )a di1=Yi =Y~

— 0t BA
t=1 exXp (yt—l)

Losowania wartosci z rozktadu o gestosci p((52 | 9,¥) dokonano za pomoca meto-
dy A-R (por. podrozdz. 3.5), generujac z rozktadu IG(§; — p'(i) -1E,), gdzie
p(A) =—S,exp(L) oraz A jest pewna ustalona stata. Prawdopodobienstwo akceptacji
jest rowne: exp(p(A) — p(A) — p (M)A = 1)), gdzie )= ln(cz . Stata A dobiera si¢
tak, by prawdopodobienstwo akceptacji byto jak najwicksze. Okazuje si¢, ze przy stalej
A réwnej modzie rozkladu zadanego przez gestosé p((s2 | ), prawdopodobienstwo
to jest najwigksze (por. Elerian 1999).

Aby zilustrowaé dziatanie metody zmiennych posrednich jako narzedzia aproksy-
macji gestosci przej$cia, wygenerowano dziesi¢¢ trajektorii procesu X (por. Posten
1989; Fraser, Wong i Wu 1998), o wielkosci 500 elementow kazda, przy ustalonych
parametrach i zadanym warunku poczatkowym: a=0,5,3=0,2, 6’ = 0,05, x5 =0. Ce-
lem eksperymentu jest oszacowanie wielkos$ci o, 3 i o’ przy zadanym wektorze obser-
wacji. Wielkos¢ A jest interpretowana jako czas pomig¢dzy obserwowanymi (w tej sytu-
acji wygenerowanymi) punktami; M oznacza liczbg punktow posrednich. Na potrzeby
eksperymentu numerycznego przyjeto A = 1. Parametr intensywnosci | dla rozktadu
Poissona ustalono w sposéb arbitralny jako =1 (dlaM =1 oraz M = 3); u = 3 (dla
M =5 oraz M = 10); u = 5 dla (M = 15 oraz M = 20). Poréwnanie wynikow dla rézne;j
liczby iteracji oraz badanie wartos$ci statystyki CUMSUM wykazaly zbiezno$¢ tancu-
cha Markowa dla kazdej rozwazanej liczby punktow posrednich. Wykresy statystyki
dla wybranej trajektorii przedstawiono na rysunku 3.3, dla pozostalych $ciezek wykre-
sy wygladaja podobnie i z tego wzgledu nie sa prezentowane w pracy. Wyniki ostatecz-
ne zostaly osiagnigte po: 13 000 iteracji (dla M = 1 oraz M = 3); 40 000 iteracji (dla
M =5, M =10 oraz M = 15); 51 000 iteracji (dla M = 20). Dla kazdej wielkosci M
poczatkowych 1000 iteracji zostato odrzuconych jako cykle spalone. W tabeli 3.1 za-
prezentowano usrednione oszacowania wartosci oczekiwanych i odchylen standardo-
wych a posteriori estymowanych parametréw. WielkoS$ci te zostaly otrzymane poprzez
usrednienie wynikow a posteriori dla kazdej z dziesigciu trajektorii przy odpowiedniej
liczbie punktow posrednich.
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Rys. 3.3. Wykresy statystyki CUMSUM dla wybranej trajektorii procesu
Zrodto: Opracowanie whasne
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Tabela 3.1
Usrednione po 10 trajektoriach wartosci oczekiwane (i odchylenia standardowe) a posteriori
parametrow
M a B o’
1 0,492 0,197 0,046
(0,068) (0,028) (0,0029)
3 0,506 0,2031 0,048
(0,071) (0,029) 0,0032)
5 0,508 0,2036 0,049
(0,072) (0,03) (0,0033)
10 0,515 0,206 0,05
(0,075) (0,031) (0,0034)
15 0,517 0,207 0,05
(0,075) (0,031) (0,0035)
20 0,517 0,207 0,05
(0,075) (0,031) (0,0035)

Zrodto: Opracowanie whasne
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Przedstawione wyniki estymacji parametrow nie zalezaly od zadanych wartosci
poczatkowych. Zalezaly natomiast od wygenerowanej $ciezki (por. tab. 3.2) i stad po-
myst zbadania usrednionych wynikéw. W miarg¢ wzrostu M rosng prezentowane w ta-
beli 3.1 odchylenia standardowe. Jest to wynik wiaczenia do wnioskowania coraz
wigkszej liczby danych posrednich, ktore sa jedynie aproksymacja rzeczywistych da-
nych. Zbiezno$¢ usrednionych wartosci oczekiwanych a posteriori dla parametru 6% do
rzeczywistej jego wartosci 0,05 uzyskano juz przy M = 10. Natomiast dla M = 15 zaob-
serwowano zbiezno$¢ oszacowan parametrow o i B. Nalezy zatem zauwazy¢, ze wia-
sciwy dobor wielko$ci M zalezy nie tylko od konkretnej specyfikacji modelu, ale row-
niez od szacowanych parametrow. Ponadto zauwazono znaczna poprawe¢ uzyski-
wanych wynikow podczas zwigkszenia doktadnosci aproksymacji mody rozktadu
zadanego przez p(:| y*t, k1> y*t +m» 0) wykorzystywanej w algorytmie M-H. Mialo to
jednak duzy wplyw na wydtuzanie si¢ czasu obliczen. Procent akceptacji algorytmu M-H
wynosit w przyblizeniu 90%. Fakt ten $wiadczy o wlasciwym dobraniu funkcji gene-
rujacej.

Tabela 3.2

Wartosci oczekiwane (i odchylenia standardowe) a posteriori parametréw
— uzyskane dla dwoch wybranych trajektorii

M o B 6>
1 0,492 0,484 0,195 0,197 0,048 0,047
(0,068) (0,067) (0,028) (0,028) (0,0031) (0,0030)
3 0,492 0,484 0,207 0,195 0,047 0,050
(0,069) (0,069) (0,030) (0,029) (0,0031) (0,0034)
5 0,493 0,485 0,207 0,195 0,047 0,051
(0,070) (0,070) (0,030) (0,029) (0,0031) (0,0034)
10 0,499 0,492 0,210 0,198 0,048 0,052
(0,072) (0,072) (0,031) (0,030) (0,0033) (0,0036)
15 0,502 0,494 0,211 0,199 0,049 0,053
(0,073) (0,073) (0,031) (0,030) (0,0034) (0,0037)
20 0,502 0,494 0,211 0,199 0,049 0,053
(0,073) (0,073) (0,031) (0,030) (0,0034) (0,0036)

Zrodto: Opracowanie whasne

W niniejszym podrozdziale dokonano eksperymentu numerycznego dla A = 1
w odréznieniu od pracy Elerian, Chib i Shephard (2001), gdzie autorzy zaprezentowali
oszacowania parametrow, przyjmujac A = 5. Prezentowana metoda danych posrednich
tworzy pomost pomigdzy procesami ciaglymi i ich dyskretnymi odpowiednikami.
Z teoretycznego punktu widzenia wydaje si¢ silnym narzedziem w rekach badacza.
Jednakze cena ptacona przy jej zastosowaniu jest ogromny wysitek numeryczny. Obli-
czenia, ktorych rezultaty przedstawiono powyzej, przeprowadzone na komputerze oso-
bistym, zajety kilkanascie dni. Duzy czas obliczen byt bezposrednia przyczyna nieprze-
prowadzenia badania wrazliwos$ci rozktadéw a posteriori na dobor rozktadu a priori.
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Mogtoby si¢ wydawaé, ze dobor szybciej zbieznego schematu dyskretyzacji niz
specyfikacja Eulera moze przyspieszy¢ obliczenia metody zmiennych posrednich
(por. Elerian 1998). Coraz bardziej wyrafinowane sposoby dyskretyzacji sa doktadniej-
sze, jednak wymagaja uwzglednienia np. wigkszej liczby wyrazow rozwinigcia Taylo-
ra, a tym samym zwigkszaja liczb¢ wykonywanych obliczen i ich skalg trudnosci.
Z praktycznego punktu widzenia, metoda zmiennych posrednich nie zdaje egzaminu,
gdyz jest zbyt wolna. Natomiast jej udoskonalenia nie napawaja wigksza nadzieja na
przyspieszenie uzyskiwania wynikow. Z tych powoddéw zaniechano stosowania metody
w dalszych badaniach, ktorych rezultaty prezentowane sa w kolejnych rozdziatach mo-
nografii. Wydaje si¢, ze podejs$cie do zagadnienia aproksymacji gestosci przejscia po-
przez zastosowanie wielomianéw Hermite’a i metody opartej na rozwiazaniach rownan
FPK jest z punktu widzenia zastosowan bardziej korzystne. Zagadnieniom tym poswie-
cone beda nastepne dwa rozdzialy pracy.

3.7. Uwagi koncowe

W niniejszym rozdziale zaprezentowno podstawy wnioskowania bayesowskiego.
W szczegdlnosci omoéwiono zagadnienia: estymacji nieznanych parametréw modeli,
prognozy przysztych wartosci badanego szeregu czasowego oraz poréwnania konku-
rencyjnych specyfikacji. Ponadto zdefiniowanych zostato pig¢ modeli bayesowskich,
na ktorych koncentruje si¢ wysitek badawczy podjety w niniejszej pracy. Duza czgsé
rozdziatu poswigcona zostata opisowi wybranych metod numerycznych, bez ktorych
przeprowadzone w pracy wnioskowania bayesowskie bylyby niemozliwe do wykona-
nia. W ostatniej czesci rozdziatu przedstawiono wyniki bayesowskiej estymacji para-
metrow logarytmu procesu pierwiastka kwadratowego przy zalozeniu aproksymacji
gestosci przejscia za pomoca metody zmiennych posrednich. Wnioskowanie oparte zo-
stato na danych symulowanych — trajektoriach procesu pierwiastka kwadratowego. Na
podstawie przeprowadzonego do§wiadczenia wykazano mata efektywnosé tej metody.



4. Modelowanie stopy procentowej FED

4.1. Uwagi wstepne

W niniejszym rozdziale prezentowane sa wyniki wnioskowania bayesowskiego
przeprowadzonego na podstawie szeregu miesigcznych stép procentowych FED. Sze-
reg ten wykorzystany zostal migdzy innymi w pracach Ait-Sahalia (1999) i DiPietro
(2001) poswigconych estymacji parametrow wybranych procesow Itd. Warto zazna-
czyé, ze w pierwszej z cytowanych prac wykorzystano metode¢ najwigkszej wiarygod-
nosci, natomiast w drugiej zastosowano wnioskowanie bayesowskie. W obydwu pra-
cach rozwazono wylacznie autonomiczne SRR, stosujac wzor (2.12) do aproksymacji
gestosci przejscia.

Obecnie zaprezentowane zostana wyniki estymacji parametréw wybranych proce-
sow Itd. Ponadto przedstawione zostana rezultaty poréwnania sity wyjasniajacej konku-
rencyjnych modeli oraz prognozy dalszego poziomu stopy FED. Nalezy w tym miejscu
wspomnie¢, ze M. DiPietro w rozprawie doktorskiej pod tytutem Bayesian Inference for
Discretely Sampled Diffusion Processes with Financial Applications (por. DiPietro
2001) nie rozwazal zagadnienia bayesowskiego poréwnania konkurencyjnych modeli
oraz problemu bayesowskiej prognozy. Ponadto w niniejszej pracy aproksymacje ge-
stosci przejscia oparto na pewnego rodzaju uogélnieniu wzoru stosowanego w pracy
DiPietro (2001), co byto konieczne ze wzgledu na rozpatrywanie modelu niejednorod-
nego EOU. Rowniez metoda rozwiazan rownan FPK wykorzystywana tutaj dla autono-
micznych SRR nie byta przedmiotem rozwazan pracy DiPietro.

Rozwazania rozdzialu ograniczono do naste¢pujacych modeli: V, BS, CIR, BSBS
i EOU. Ponadto prezentowane ponizej wyniki otrzymano przy zalozeniu prawdziwej
gestoscei przejscia oraz jej aproksymacji. Dla modelu BS aproksymacja pokrywa sig
z prawdziwa funkcja, stad ograniczenie prezentowanych wynikow do przypadku rze-
czywistego. Pomimo znajomosci jawnej postaci gestosci przejscia w modelu CIR nie
mozna wyliczy¢ jej bez zastosowania metod aproksymacji. W monografii zastosowano
algorytm przyblizania warto$ci gestosci niecentralnego rozktadu X2 podany w pracy
Abramowitz i Stegun (1968) — okazal si¢ on zbiezny na catym zbiorze dopuszczalnych
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warto$ci parametréw modelu. W ten sposob uzyskane rezultaty zostaly nazwane praw-
dziwymi dla odréznienia od wynikéw opartych na aproksymacji gestosci przejscia wy-
znaczonej na podstawie metody rozwiazan rownan FPK. Dla modelu BSBS nieznana
jest postac¢ gestosci przejscia, stad ograniczono wnioskowanie wytacznie do przypadku
aproksymacji.

Prezentowane rezultaty empiryczne uzyskano za pomoca programoéw napisanych
przez autora w srodowisku GAUSS 3.2. Algorytmy numeryczne zostaty oparte na me-
todach Monte Carlo (MC) oraz tancuchach Markowa MCMC. Zastosowano technike
MC z funkcja waznosci (Monte Carlo — Importance Sampling, MC-1S) oraz algorytm
Metropolisa i Hastingsa (M-H), a w szczegdlnosci probnik Gibbsa i wersje sekwen-
cyjna M-H (sequential Metropolis Hastings algorithm) (por. podrozdz. 3.5). Podazajac
za literatura przedmiotu, za funkcj¢ waznosci (wykorzystana w technikach MC-IS)
i funkcje generujaca (wykorzystang w algorytmach M-H) przyjeto wielowymiarowy
rozktad #-Studenta z trzema stopniami swobody, dla ktérego $rednia i macierz kowa-
riancji zostaty ustalone po wstepnych przebiegach algorytmu MC-IS.

Dhugos¢ wygenerowanego tancucha Markowa, w tym réwniez liczba cykli spalo-
nych, ustalona byta oddzielnie dla kazdego modelu, a zalezata od szybkosci zbieznosci
algorytmu. Liczba cykli spalonych wahata si¢ od 10 000, w przypadku modelu EOU
(w wersji aproksymowanej), az do 60 000, w przypadku modelu BSBS. Procent akcep-
tacji algorytmu M-H wynosit od 45% (w przypadku modelu V) az do 65% (w przypad-
ku modelu BS). Stabilne zachowanie si¢ wspotczynnika zmienno$ci wagowej techniki
MC-IS oraz wysoki procent akceptacji algorytmu M-H przemawiat za tym, ze wybor
rozktadu 7-Studenta jako funkcji waznosci i funkcji generujacej byt wiasciwy. Wysoki
procent akceptacji pociagat za soba szybka zbiezno$¢ algorytméw MCMC. Do oceny
zbieznosci algorytmu M-H wykorzystano statystykg CUMSUM (por. podrozdz. 3.5).
Natomiast estymator $redniej harmonicznej Newtona i Raftery’ego zastosowano do
aproksymacji wartosci p(x|x,;M;) (por. podrozdz. 3.5), wykorzystywanej w celu po-
réwnania mocy wyjasniajacej rozwazanych modeli. Nalezy dodaé, ze uzyskane wyniki
empiryczne nie zaleza od przyjetych warto$ci poczatkowych, ponadto nie zaobserwo-
wano istotnej wrazliwo$ci wynikéw na dobor rozktadow a priori.

Poniewaz przedmiotem analizy jest szereg danych miesi¢cznych, zatem parametr A
odpowiadajacy odlegtosci pomigdzy kolejnymi chwilami wystgpowania danych jest

1
wartos$cia stata, rowna - (A =1 odpowiada danym rocznym).
4.2. Prezentacja danych
W Stanach Zjednoczonych Ameryki Potnocnej prawo wymaga od bankéw i in-

nych instytucji depozytowych gromadzenia stosownego kapitatlu (rezerwy obowiazko-
wej) na kontach tzw. Systemu Rezerwy Federalnej USA nazywanego rowniez Amery-
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kanskim Bankiem Centralnym. Nadwyzka ponad wymagany kapitat moze by¢ pozy-
czana innym instytucjom. Najwigcej obserwuje si¢ transakcji jednodniowych O/N
(overnight) wzgledem dziennej stopy procentowej FED (Federal Funds rate). Jest
to konsekwencja codziennego ustalania wymaganego kapitatu (minimum average ba-
lance).

Stopa FED odgrywa istotna rolg w ksztalttowaniu innych amerykanskich stop pro-
centowych, zwlaszcza krotkoterminowych. Rozpatrywany w pracy szereg czasowy
miesigcznych stop procentowych FED (monthly Federal Funds rates) jest srednia wa-
zong dziennych wielko$ci. Dodatkowe informacje dotyczace tych danych mozna zna-
lez¢ migdzy innymi w pracach Stigum (1990) i Baka (2001).

Szereg czasowy bedacy przedmiotem zainteresowania sktada si¢ z 432 obserwacji
obejmujacych okres od stycznia 1963 roku do grudnia 1998 roku? (por. rys. 4.1).

FED 1963-1998

0,2

0,15

1l
A I
J_,_,AUJ\W/ % \V\m/\\wm

0

1963 1966 1969 1972 1975 1978 1981 1984 1987 1990 1993 1996

Rys. 4.1. Miesigczne stopy procentowe FED
w okresie od stycznia 1963 roku do grudnia 1998 roku
Zrodto: Opracowanie whasne

Pierwsza obserwacja zostala wykorzystana jako warunek poczatkowy x,, a za mo-
ment jej obserwacji przyjgto 7 = 0. Podstawowe statystyki opisowe modelowanych ob-
serwacji oraz ich histogram przedstawiono w tabeli 4.1 i na rysunku 4.2. Wspoétczynnik
sko$nosci wskazuje na asymetri¢ prawostronna rozktadu. Widoczne sa liczne wzrosty,
po ktérych nastgpuja wyrazne spadki poziomu badanej stopy. Dane oscyluja wzgledem
sredniej w odlegtosci do 3,8 odchylenia standardowego. Ponadto odlegto$¢ pomiedzy
najmniejsza i najwigksza wartoscia wynosi pie¢ odchylen standardowych.

Y Dane pochodza z internetowej strony www.federalreserve.gov/releases.
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Tabela 4.1

Podstawowe statystki opisowe dla szeregu czasowego FED

Srednia | Mediana Odchylenie Wariancja |Kurtoza®| Sko$no$¢ | Minimum | Maksimum
standardowe
0,070 0,060 0,032 0,001 5,130 1,360 0,029 0,191

Zrodto: Opracowanie whasne
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Rys. 4.2. Histogram szeregu FED w okresie od stycznia 1963 roku do grudnia 1998 roku
Zrodto: Opracowanie whasne

4.3. Wyniki estymacji nieznanych parametrow modeli

Whioskowanie o nieznanych wielko$ciach parametréw oparte zostato na metodzie
wielomianéw Hermite’a przy m = 3 (por. wzor (2.11)) w przypadku modelu EOU, nato-
miast dla modeli autonomicznych zastosowano metod¢ rozwiazan Fokkera, Plancka
i Kolmogorowa z K = 2 (por. wzor (2.16)). Zatozenia te sa zgodne z sugestiami wyste-
pujacymi w literaturze przedmiotu (por. Ait-Sahalia 2002; Egorov, Li i Xu 2003).

W tabeli 4.2 przedstawiono podstawowe charakterystyki rozktadow a posteriori
parametréw modeli. Widoczna jest zgodno$¢ oszacowan parametrow na poziomie war-
tosci oczekiwanej i odchylenia standardowego a posteriori w przypadku wnioskowa-
nia bayesowskiego opartego zarowno na aproksymowanej, jak i prawdziwej gesto-
$ci przejscia. Nalezy zwroci¢é uwage na identyczna postaé¢ funkeji dyfuzji oraz podo-
bne oszacowanie wartos$ci $rednich i odchylen standardowych parametru zmiennoS$ci
w przypadku modelu BS i BSBS.

) Wspotczynnik ekscesu (sptaszczenia) wyniost 2,130.

115



Tabela 4.2

Wartosci oczekiwane (i odchylenia standardowe) a posteriori parametréw rozpatrywanych modeli
przy zatozeniu aproksymowane;j i prawdziwej gestosci przejscia

Model o p o o’

A rok:’ e 0,01989 027727 | 0,00053
profsy™acy (0,00883) (0,11535) (0,00004)

gestoscl
Praw‘dlziwa 0,01991 027718 | 0,00053
,, (0,00896) (0,11756) (0,00004)

gestosc
Pravlvsdsziwa ______ 003720 | 0,04812
" (0,03658) (0,00329)

gestosc
R 0,01645 022915 | 0,00448
proxsymad (0,00616) (0,09751) (0,00031)

gestoscl
R 0,01649 02208 | 0,00449
v (0,00610) (0,09680) (0,00031)

gestosc
A r(ﬁiBIiac'a 0,01150 015974 | 0,04851
proxsymac (0,00499) (0,09296) (0,00333)

gestoscl
A ro‘f{?ﬂlac.a ______ 0,05031 -0,03575 0,00182
proxsymac (0,05054) (0,00704) (0,00049)

gestoscl
Pra‘;:v(ggwa ______ 0,05501 -0,03568 0,00182
- (0,04413) (0,00704) (0,00048)

gestosc

Zrodto: Opracowanie whasne

W przypadku modeli V i EOU wartos$¢ procesu nie ma wptywu na funkcj¢ zmien-
no$ci. W modelach tych widoczna jest rowniez zgodno$¢ oszacowania charakterystyk
parametru o Zgodnos¢ w oszacowaniu parametrow modelu CIR w przypadku praw-
dziwej i aproksymowanej gestosci przejscia przemawia za stosowaniem metody roz-
wiazan rownan FPK jako alternatywnej techniki oszacowania warto$ci gestosci niecen-
tralnego rozktadu Xz‘

Zbadano rowniez wptyw unormowania aproksymacji gestosci przejscia na wyniki
oszacowania parametrow. Statle normujace wyliczono analitycznie lub oszacowano
za pomoca metod numerycznych. Nie zaobserwowano jednak istotnych zmian wyni-
kéw — z tego tez powodu ich zestawienia nie przedstawiono w pracy.
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Prezentowany eksperyment potwierdza sugestie o tym, ze niewielkie warto$ci pa-
rametrow m i K wystarczaja, by otrzymac¢ zadowalajace przyblizenie rozktadu a poste-
riori parametrow SRR.

Na rysunkach 4.3 i 4.4 przedstawiono brzegowe rozktady parametrow i wykresy
statystyki CUMSUM dla modeli BS i BSBS. Wykresy skonstruowane zostaty po
uprzednim odrzuceniu cykli spalonych. Widoczna jest szybka zbieznos$¢ tancucha Mar-
kowa do rozktadu stacjonarnego, tj. rozktadu a posteriori, oraz rozproszenie tego roz-
ktadu. W przypadku innych modeli wykresy statystyki CUMSUM sa podobne, tzn.
réwnie szybko pozostaja w przedziale (—0,05; 0,05).

a) b)
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Rys. 4.3. Histogramy brzegowych rozktadow a posteriori parametrow (a, c¢) i wykresy (co 100.)
wartosci statystyki CUMSUM (b, d) po odrzuceniu cykli spalonych dla modelu BS.
Kolejne wiersze odpowiadaja parametrom 3 i o’

Zrodto: Opracowanie whasne
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wartosci statystyki CUMSUM (b, d, f) po odrzuceniu cykli spalonych dla modelu BSBS.
Kolejne wiersze odpowiadaja parametrom o, 3 i o’
Zrodto: Opracowanie whasne

Rys. 4.4. Histogramy brzegowych rozktadow a posteriori parametréw (a, ¢, ) i wykresy (co 100.)
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Modelami rozwazanymi wspélnie w pracach Ait-Sahalia (1999), DiPietro (2001)
oraz prezentowanej monografii sa V i CIR. Zatem jedynie w przypadku tych modeli
mozliwe jest porownanie uzyskanych wynikéw estymacji parametrow. W tabeli 4.3
przedstawiono oszacowania nieznanych parametréw poprzez: podanie wartosci esty-
matora najwigkszej wiarygodnos$ci, wyznaczonych w pracy Ait-Sahalia (1999), zapre-
zentowanie wartosci oczekiwanych 1 median rozktadéw a posteriori oraz bledéw stan-
dardowych3) uzyskanych w pracy DiPietro (2001), dodatkowo zestawiono wartosci
oczekiwane, odchylenia standardowe i mediany rozktadow a posteriori uzyskane za
pomoca metod omdwionych w monografii. Poniewaz w pracach Ait-Sahalia (1999)

i DiPietro (2001) wektor nieznanych parametréw byt postaci 0 = (1, B, ©), gdzie | = %

oraz 0= \/(5_2 , zatem dla niego prezentowane sa wyniki estymacji. Warto zauwazy¢, ze
wartosci estymatorow najwigkszej wiarygodnos$ci znajduja si¢ w bliskim sasiedztwie
median rozktadu a posteriori obliczonych w pracy DiPietro (2001) oraz wartosci ocze-
kiwanych i median a posteriori uzyskanych w niniejszej monografii. Wartosci oczeki-
wane a posteriori parametréw dryfu, podane za praca DiPietro (2001), sa istotnie rozne
w poréwnaniu z pozostatymi charakterystykami przedstawionymi w tabeli 4.3. Jest to
przyczyna rozwazania odmiennych zbiordw parametréw dryfu — w pracy DiPietro

(2001) przyjeto warunek 0<pu = %< 1, podczas gdy w pozostatych pracach zatozono

w=—>0. Nalezy zwrdci¢ uwagg na duza zgodno§¢ punktowego oszacowania warto-

$ci parametru funkcji zmienno$ci 6. Ponadto mozna zauwazy¢ duze odchylenie stan-
dardowe rozktadu a posteriori wyznaczonego w monografii na podstawie doktadnej
(nieasymptotycznej) analizy bayesowskiej i bardzo dhugich przebiegow MCMC. Wy-
daje sig, ze btedy standardowe podane przez DiPietro moga by¢ znaczaco niedoszaco-
wane.

W tabeli 4.4 zestawiono oceny warto$ci oczekiwanych z dtugiego horyzontu czasu
dla tych rozpatrywanych w pracach proceséw, dla ktérych wystapito zjawisko powra-
cania do sredniej (por. podrozdz. 1.5)4). Przy czym:

— w przypadku pracy Ait-Sahalia (1999) zatozono, ze parametry rownaja si¢ warto-
$ciom estymatorow najwigkszej wiarygodnosci;

— w przypadku pracy DiPietro (2001) przyjeto, ze wartosci parametrow
to oszacowania median brzegowych rozktadow a posteriori;

— w przypadku niniejszej pracy przyjeto, ze wartosci oczekiwane z dtugiego hory-

zontu czasu réwnaja si¢ medianom rozktaddéw a posteriori zmiennej o/j.

3 Blad standardowy (standard error, s.e.) wyznaczony zostal na podstawie 10 tancuchow Marko-

wa o dtugos$ci 10 000 kazdy (por. DiPietro 2001).
Poniewaz modele BS, BSBS i EOU nie byly rozpatrywane w cytowanych pracach, stad brak
w zestawieniu stosownych wartosci.

4)
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Tabela 4.4

Zestawienie wartosci oczekiwanych z dtugiego horyzontu czasu

Model Ait-Sahalia (1999) DiPietro (2001) Niniejsza praca

v
Aproksymacja 0,072 0,074 0,072
gestosci

A\
Prawdziwa 0,072 0,075 0,072
gestosé

CIR
Aproksymacja 0,074 0,079 0,072
gestosci

CIR
Prawdziwa 0,072 0,078 0,072
gestosé

Zrodto: Opracowanie na podstawie wynikow whasnych oraz prac Ait-Sahalia (1999) i DiPietro (2001)

Widoczna jest zgodno$¢ w oszacowaniu wartosci oczekiwanych z dlugiego hory-
zontu czasu dla rozpatrywanych podej$¢. Na mocy przeprowadzonych w monografii
badan wynika, ze z prawdopodobienistwem a posteriori, réwnym 0,96, proces okreslony
poprzez model BSBS ma wlasno$¢ powracania do sredniej. Przy czym mediana induko-
wanego rozktadu a posteriori warto$ci oczekiwanej z dlugiego horyzontu czasu wynosi
0,071. Ponadto okazuje si¢, ze z prawdopodobienstwem 0,85 geometryczny proces
Browna (BS) nie ma wlasnosci powracania do $redniej. Natomiast w przypadku modelu
EOQOU, zaréwno dla aproksymowanej, jak i prawdziwe]j ggstosci przejscia, uogélniony
proces Ornsteina i Uhlenbecka nie ma, z prawdopodobienstwem a posteriori rownym 1,
wlasnosci powracania do $redniej. Warta podkreslenia jest identyczno$é uzyskanych
w pracy ocen badanej charakterystyki dla modeli V, CIR i BSBS. Ponadto mozna za-
uwazyé¢, ze warto$¢ srednia z proby 0,070 (por. tab. 4.1), traktowana w praktyce jako
przyblizenie dtugoterminowego $redniego poziomu badanego zjawiska, jest zblizona do
warto$ci oczekiwanych w dhugim horyzoncie czasu dla modeli V, CIR oraz BSBS.

4.4. Wyniki porownania modeli

W celu porownania sity wyjasniajacej konkurencyjnych specyfikacji procesow Ito
zatozono identyczne prawdopodobienstwa a priori i obliczono prawdopodobienstwa
a posteriori kazdego z nich. W konsekwencji zaden z modeli nie byt a priori bardziej
preferowany. Przyjete zatozenie jest uzasadnione mata liczba parametrow rozwaza-
nych specyfikacji. Opisany w podrozdziale 3.5 estymator $redniej harmonicznej New-
tona i Raftery’ego (N-R) zostat wykorzystany do oszacowania brzegowej gestosci wek-
tora obserwacji p(x|M;;x,) (por. podrozdz. 3.3).
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Tabela 4.5 przedstawia ranking konkurencyjnych modeli. W kolumnie drugiej
(aproksymowana ggsto$¢ przejscia) zestawione zostaty warto§ci brzegowych gestosci
wektora obserwacji oraz prawdopodobienstwa a posteriori modeli wyliczone przy zato-
zeniu aproksymowanych gestosci przejscia, rezultaty kolumny trzeciej (prawdziwa ge-
sto$¢ przejscia) oparte zostaly na prawdziwych ggstosciach przejscia (w sytuacjach,
w ktorych taka analiza byla mozliwa). Natomiast ostatnia kolumng tabeli (wyniki osta-
teczne) skonstruowano na podstawie prawdziwych gestosci w sytuacjach, kiedy byto to
mozliwe, za§ w pozostalych przypadkach wykorzystano aproksymacje funkcji. Model
BS uzyskat najwyzsze, bliskie jeden, prawdopodobienstwo a posteriori w zestawieniu
wynikow otrzymanych na bazie prawdziwych ggstosci (tj. w sytuacji, gdy modelu
BSBS nie brano pod uwagg). Sytuacja zmienita si¢, gdy w rozwazaniach uwzgledniono
aproksymacje¢ gestosci przej$cia — wowczas model BSBS otrzymat niecate 76% masy
prawdopodobienstwa. Jednak model BS i w tym zestawieniu odgrywa istotna role, uzy-
skujac ponad 24% masy prawdopodobienstwa. Modele V, CIR i EOU z powodu niskich
prawdopodobienstw a posteriori uznane zostaty w klasie rozpatrywanych modeli za
nieadekwatne narzedzia opisu dynamiki rozwazanego szeregu stop procentowych.
Z tego tez powodu pominigto je w dalszych rozwazaniach. Warto zwroci¢ uwage na
zbieznos$¢ oszacowan wartosci brzegowych gestosci obserwacji w przypadku prawdzi-
wej 1 aproksymowanej ggstosci przej$cia. Powyzsze poréwnanie przeprowadzono przy
zatozeniu réwnych prawdopodobienstw a priori modeli. Zmieniajac strukturg a priori
tak, by byta zgodna z zasada brzytwy Ockhama, tzn. przyznajac modelowi BS prawdo-
podobienstwo a priori réwne 1/3, a pozostatym czterem modelom po 1/6, ranking mo-
deli nie zmienit si¢. Masy prawdopodobienstw skupione woéwczas wokot modeli BS
1 BSBS wynosity (w przyblizeniu) odpowiednio 0,39 1 0,61.

Tabela 4.5

Wartos$ci brzegowej gestosci wektora obserwacji i prawdopodobienstwa
a posteriori modeli

Aprolfs'ymov.v’ar.la Prawdzi\yz,i gqstos’c’ Wyniki ostateczne

Model gestos¢ przejscia przejscia
log; (p(x|xO,M)) P(M|x0,x) log;o (p(x|xO,M)) log; (p(x|xO,M)) P(M |x0,x)
\% 677,96 3,38427E-88 678,26 678,26 6,77414E-88
BS 765,43 0,240170127 765,43 765,43 0,240170127
CIR 731,85 6,31336E-35 731,86 731,86 6,44147E-35
BSBS 765,93 0,759829873 | = -------- 765,93 0,759829873
EOU 681,04 9,69142E-86 681,15 681,15 1,64592E-85

Zrodto: Opracowanie whasne
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Rys. 4.5. Wykresy statystyk N-R (pomnozone przez 0,016

643 1

p(x|Mi;x0). Na osi odcigtych zaznaczono (co 500.)
liczbe wykonanych iteracji po odrzuceniu cykli spalonych
Zrodto: Opracowanie whasne

) aproksymujacych warto$ci
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Rysunek 4.5 przedstawia wykresy statystyk Newtona i Raftery’ego aproksymuja-
ce wielkos$ci p(x|M i;xo), ktore wykorzystano do oszacowania prawdopodobienstw
a posteriori modeli. Wykresy pokazuja zbiezno$¢ wspomnianych statystyk, wykazujac
jednoczesnie wyzszo$¢ modeli BS i BSBS nad pozostalymi specyfikacjami rownan It6.
Whioskowanie takie jest uprawnione, gdyz poréwnanie wielko$ci prezentowanych na
rysunkach odpowiada okresleniu wartosci czynnikow Bayesa, co przy zatozeniu row-
nych prawdopodobienstw a priori modeli prowadzi do poréwnania prawdopodo-
bienstw a posteriori modeli.

Na koniec warto zauwazy¢, ze modele V, BSBS, CIR 1 EOU maja identyczna po-
sta¢ funkcji dryfu, ale r6ézne funkcje dyfuzji. Natomiast najbardziej prawdopodobne
a posteriori modele BS i BSBS maja rozne funkcje dryfu, ale takie same funkcje dyfu-
zji. Mozna zatem przypuszczac, ze posta¢ funkcji dyfuzji miata decydujacy wptyw na
ranking modeli.

4.5. Prognoza poziomu stopy procentowej FED

Niniejszy podrozdzial ten przedstawia wyniki bayesowskiej prognozy nie-
uwzglednionych w estymacji (,,przysztych”) wartosci szeregu FED. Horyzont pro-
gnozy wynosi jeden, dwa i trzy kroki naprzéd. Odpowiada to prognozie na jeden, dwa
oraz trzy miesiace. Prognoza przeprowadzona zostata w dwdch wariantach. W pierw-
szym z nich predyktywne rozktady wyznaczone zostaty na podstawie modelu BS, gdyz
okazal si¢ on najlepszy w zestawieniu opartym na prawdziwych ggstosciach przejscia.
W wariancie drugim prognoza wyznaczona zostata poprzez zastosowanie metody bay-
esowskiego taczenia wiedzy (por. podrozdz. 3.3) zawe¢zonej do modeli BS i BSBS.
Podejscie to jest uzasadnione, gdyz modele te skupiaja niemalze cate prawdopodo-
bienstwo a posteriori w zestawieniu opartym na prawdziwych i aproksymowanych
gestosciach przejscia. Usrednienie ggstosci predyktywnych wykonane zostato przy
zalozeniu, ze wagi sa rowne prawdopodobienstwom a posteriori modeli, tj.
p(BS|x;x)=0,240170127, p(BSBS|x;x,)=0,759829873 (por. tab. 4.5).

W obydwu wariantach (tj. wnioskowania opartego wytacznie na modelu BS oraz
poprzez zastosowanie bayesowskiego taczenia wiedzy dla modeli BS i BSBS) zaobser-
wowane warto$ci stopy FED znalazty si¢ w przedziatach wysokiego prawdopodobien-
stwa a posteriori — pomigdzy kwantylami rzedu 0,25 i 0,75 w bliskim sasiedztwie me-
dian. Nalezy zwroci¢ rowniez uwage na mniejsze rozproszenie rozktadow (mierzone
rozstgpem wartosci kwantyli) w przypadku bayesowskiego taczenia wiedzy dla modeli
BS i BSBS w poréwnaniu z wnioskowaniem opartym wylacznie na modelu BS. For-
malne uwzglednienie niepewnosci co do wlasciwej specyfikacji modelu prowadzi do
bardziej skupionego ostatecznego rozktadu predyktywnego, gdyz rozktad predyktyw-
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ny w bayesowskim modelu BSBS jest podobnie zlokalizowany i bardziej skupiony niz
w przypadku BS. Ponadto w obu przypadkach widoczny jest wzrost rozproszenia roz-
ktadow predyktywnych wraz z wydhuzaniem si¢ horyzontu prognozy. Do identycznych
wnioskow prowadzi obserwacja histogramow rozktadéw predyktywnych.

Tabela 4.6

Kwantyle predyktywnych rozktadow a posteriori poziomu stopy FED
skonstruowanych na podstawie modelu BS

Kwantyl rzedu XT41 XT42 X143
0,05 0,04220 0,04046 0,03918
025 0,04489 0,04415 0,04360
05 0,04685 0,04690 0,04695
0,75 0,04890 0,04983 0,05056
0,95 0,05201 0,05437 0,05626
Zaobserwowane 0,0463 0,0476 0,0481
wartosci

Zrodto: Opracowanie whasne

Tabela 4.7

Kwantyle predyktywnych rozktadow a posteriori poziomu stopy FED
skonstruowanych za pomoca metody bayesowskiego taczenia wiedzy
zastosowanej do modeli BS i BSBS

Kwantyl rzedu XT41 X142 X143
0,05 0,04344 0,04235 0,04161
025 0,04559 0,04532 0,04519
0.5 0,04716 0,04752 0,04787
0.75 0,04879 0,04984 0,05074
0,95 0,05126 0,05342 0,05520
Zacbsermowane 0,0463 0,0476 0,0481

Zrodto: Opracowanie whasne

Oszacowanie kwantyli rozktadow predyktywnych wyznaczonych w oparciu o mo-
del BS oraz modeli BS i BSBS przedstawiono w tabelach 4.6 i 4.7. Natomiast wykresy
gestoscei predyktywnych zestawiono na rysunku 4.6.
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Rys. 4.6. Histogramy predyktywnych rozktadéw poziomu stopy procentowej FED
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4.6. Uwagi koncowe

W niniejszym rozdziale zaprezentowane zostaty wyniki wnioskowania bayesow-
skiego przeprowadzonego na podstawie szeregu czasowego miesi¢cznej stopy pro-
centowej FED.

Zgodnos¢ w oszacowaniu nieznanych parametréw w przypadku prawdziwej
1 aproksymowanej gestosci przejsécia jest empirycznym dowodem zbieznosci prezento-
wanych metod. Ponadto nalezy zwréci¢ uwage na mata liczbe krokéw w prezentowa-
nych aproksymacjach, co w konsekwencji zwigksza szybkos$¢ algorytmoéw numerycz-
nych, czyniac przedstawiane metody efektywnym narze¢dziem w reku badacza.

Interesujacym wnioskiem rozdzialu czwartego jest mozliwos¢ modelowania w spo-
sob zadowalajacy dynamiki szeregu FED za pomoca prostych, gdyz zadanych poprzez
liniowe stochastyczne réwnania rézniczkowe, procesow dyfuzji. W szczegdlnosci
mowa tutaj o powszechnie krytykowanym modelu Blacka i Scholesa. W praktyce do
modelowania struktury czasowej stop procentowych stosuje si¢ migdzy innymi modele
CIR iV, ktore w rozwazanym eksperymencie zostaty odrzucone przez dane. Nieoczeki-
wanie model BS, ktory wykorzystywany jest do opisu warto$ci akcji, okazat si¢ dobrym
narz¢dziem modelowania rozwazanego szeregu stopy procentowej FED. Nieco lepszym
modelem okazat si¢ model BSBS bedacy uogdélnieniem specyfikacji BS poprzez sto-
sowna zmian¢ funkcji dryfu. Warto przypomnieé, ze dla modelu BSBS nieznana jest
gestos¢ przejscia, co jest glowna przyczyna trudnosci jego badania i zastosowania. Opi-
sane w monografii metody aproksymacji umozliwily przeprowadzenie wnioskowania
bayesowskiego na podstawie modelu BSBS. Ponadto wyniki wnioskowania wykazaty
jego przydatnos¢ w opisie dynamiki miesi¢cznej stopy procentowej FED.



5. Modelowanie indeksu WIG20

5.1. Uwagi wstepne

Niniejsza, ostatnia cz¢$¢ monografii poswigcona jest ilustracji empirycznej zasto-
sowania procesdw Itd6 w modelowaniu polskich finansowych szeregéw czasowych.
Rozpatrywany jest szereg dziennych notowan z zamknigcia sesji indeksu WIG20.
Whioskowanie bayesowskie wykorzystane zostato do oszacowania nieznanych warto-
$ci parametrow rozpatrywanych proceséw, nastepnie dokonano poréwnania rozwaza-
nych modeli oraz przeprowadzono bayesowska prognozg i wyceng europejskiej opcji
kupna na indeks WIG20. Ponadto poréwnano wyniki bayesowskiej prognozy poziomu
indeksu WIG20 i wyceny europejskich opcji kupna na ten indeks z wykorzystaniem
procesu EOU oraz dyskretnego procesu wariancji stochastycznej FCSV (Fat-Tailed
and Correlated Stochastic Variance).

Prezentowane w niniejszym rozdziale rezultaty empiryczne uzyskane zostaly
za pomoca programéw napisanych przez autora w srodowisku GAUSS 3.2. Algorytmy
numeryczne zostaly oparte na metodach Monte Carlo (MC) oraz tancuchach Markowa.
Zastosowano technike MC z funkcja waznosci oraz algorytm Metropolisa i Hastingsa,
a w szczegolnosci probnik Gibbsa i wersjg¢ sekwencyjna M-H (por. podrozdz. 3.5). Po-
dobnie jak w poprzednim rozdziale, za funkcj¢ waznosci (wykorzystana w technikach
MC-IS) i funkcj¢ generujaca (wykorzystana w algorytmach M-H) przyjeto wielowy-
miarowy rozklad ¢-Studenta z trzema stopniami swobody, dla ktérego $rednia i macierz
kowariancji zostaty ustalone po wstepnych przebiegach algorytmu MC-IS.

Dhugos¢ wygenerowanego tancucha Markowa, w tym réwniez liczba cykli spalo-
nych, ustalona byta oddzielnie dla kazdego modelu, a zalezata od szybko$ci zbieznosci
algorytmu. Liczba cykli spalonych wahala si¢ od 8000 w przypadku modelu EOU
(z prawdziwa gestoscia przejscia) az do 100 000 w przypadku modelu BSBS. Procent
akceptacji algorytmu M-H byt wigkszy niz 37%, z wyjatkiem modelu BSBS, gdzie
wyniost on 13%. Stabilne zachowanie si¢ wspotczynnika zmiennosci wagowej techniki
MC-IS oraz do$¢ wysoki procent akceptacji algorytmu M-H przemawia za tym, ze wy-
bor rozktadu t-Studenta byt wilasciwy. Wysoki procent akceptacji pociagat za soba
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szybka zbiezno$¢ algorytmow McMCV. Do oceny zbiezno$ci algorytmu M-H wyko-
rzystano statystyke CUMSUM (por. podrozdz. 3.5). Natomiast estymator $redniej har-
monicznej Newtona i Raftery’ego (por. podrozdz. 3.5) zostat wykorzystany do aprok-
symacji warto$ci p(x|xy,M;) w celu pordbwnania mocy wyjasniajacej rozwazanych
modeli. Nalezy doda¢, ze uzyskane wyniki empiryczne nie zaleza od przyjetych warto-
$ci poczatkowych, ponadto nie zaobserwowano istotnej wrazliwosci wynikéw na do-
bor rozktadow a priori.

Naturalna konsekwencja rozpatrywania w pracy procesow definiowanych
w przedziale czasu, a nie w chwilach dyskretnych, jest ,,urealnienie” czasu. Za rok
przyjeto 365 dni kalendarzowych, co jest odroznieniem od 251 dni sesyjnych przyjmo-
wanych w przypadku proceséw dyskretnych. Przy wyznaczaniu wielko$ci A pod uwage
brano rzeczywista liczbe dni, wiaczajac w to na przyktad dni wolne od pracy. W konse-
kwencji A jest warto$cia zmieniajaca si¢ w czasie, przyjmuje wartos¢ 1/365 lub jej wie-
lokrotno$¢. Zatozenie to przyjmowane jest rowniez przez Gietde Papierow Warto$cio-
wych w Warszawie (GPW), czego wyrazem jest sposob wyceny opcji na indeks
WIG20, a doktadnie wyznaczanie kursu odniesienia odbywajace si¢ przy zatozeniu, ze
szereg czasowy wartosci indeksu opisywany jest przez proces ciagly spetniajacy row-
nanie modelu BS.

Pomimo znajomosci gestosci przejscia w modelu CIR nie mozna wyliczy¢ jej war-
tosci bez zastosowania metod aproksymacji. Z powodu problemoéw numerycznych,
algorytm przyblizania warto$ci gestosci niecentralnego rozktadu XZ, wykorzystany
w poprzednim rozdziale, okazat si¢ tutaj niemozliwy do zastosowania na calym zbiorze
dopuszczalnych wartosci parametrow. Ostatecznie przedstawienie rezultatdow odpo-
wiadajacych modelowi CIR ograniczono do przypadku rozwazanej w pracy aproksy-
macji z wykorzystaniem metody rozwiazan rownan FPK.

Ze wzgledu na problemy numeryczne badano przeskalowany szereg wartosci in-
deksu WIG20, tzn. zatozono, ze szereg czasowy podzielony przez arbitralnie wybrany
skalar réwny 2000 jest realizacja procesu Itd. Dla przeskalowanego szeregu przyjgto
przedstawiona w podrozdziale 3.4 strukturg a priori. Uzyskane wyniki empiryczne
przeksztatcono tak, by odpowiadaty oryginalnemu, nieprzeskalowanemu szeregowi
wartosci WIG20 i w takiej formie je przedstawiono.

5.2. Prezentacja danych

Indeks WIG20 notowany jest przez Gietdg Papierow Wartosciowych w Warszawie
od 16 kwietnia 1994 roku. Jest obliczany na podstawie wartos$ci portfela akcji
20 najwigkszych 1 najbardziej ptynnych spétek z podstawowego rynku akcji. WIG20
jest indeksem typu cenowego, co oznacza, ze przy jego obliczaniu bierze si¢ pod uwage
jedynie ceny zawartych w nim transakcji, a nie uwzglednia si¢ dochodéw z akcji (dywi-

D" Czas oczekiwania na wygenerowanie az 10 000 000 realizacji fancucha Markowa na kompute-
rze osobistym o wysokiej mocy obliczeniowej wahat si¢ od 2 godzin w przypadku modelu BS
do 19 godzin w przypadku modelu EOU dla aproksymowanej ggstosci przejscia.
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dend, praw poboru). W indeksie WIG20 nie moga uczestniczy¢ fundusze inwestycyjne
oraz wigcej niz pigé spotek z jednego sektora gietdowego. Jego warto$¢ podaje si¢ po-
przez liczbe punktow. Indeks WIG20 jest instrumentem bazowym dla kontraktow ter-
minowych i opcji (por. Rocznik... 2005)2).
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Rys. 5.1. Dzienne notowania indeksu WIG20 (02.01.2001-31.12.2004)

Zrodto: Opracowanie whasne

Rozwazany szereg czasowy sktada si¢ z 1005 obserwacji obejmujacych okres od
dnia 2 stycznia 2001 roku do dnia 31 grudnia 2004 roku (por. rys. 5.1). Pierwsza obser-
wacja zostata wykorzystana jako warunek poczatkowy x,, a za moment jej obserwacji
przyjgto fy= 0. Podstawowe statystyki opisowe indeksu WIG20 oraz histogram przed-
stawiono w tabeli 5.1 1 na rysunku 5.2. Analizowany szereg charakteryzuje si¢ duza
liczba spadkow 1 wzrostow. Wspodtczynnik skosnosci wskazuje na niewielka asymetri¢
prawostronng rozktadu; warto$¢ kurtozy ujawnia niska koncentracj¢ rozktadu badane-
go szeregu wokot warto$ci $redniej. Dane oscyluja wzgledem $redniej w odlegtosci do
2,14 odchylenia standardowego. Ponadto odlegtos¢ pomigdzy najmniejsza i najwigk-
sza warto$cia wynosi 3,8 odchylen standardowych.

Tabela 5.1
Podstawowe statystki opisowe dla szeregu danych WIG20
Srednia | Mediana Odchylenie Wariancja | Kurtoza | Sko$no$¢ | Minimum | Maksimum
standardowe
1414,46| 1374,44 255,28 65167,98 1,76 0,27 990,23 1960,60

Zrodto: Opracowanie whasne

2 Wigcej informacji mozna znalez¢ na stronie internetowej GPW — www.gpw.com.pl.
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Rys. 5.2. Histogram rozwazanego szeregu WI1G20
Zrodto: Opracowanie whasne

5.3. Estymacja nieznanych parametrow

Wyniki prezentowanego wnioskowania oparte zostaly na metodzie wielomianow
Hermite’a z m = 3 (por. wzor (2.11)) zastosowanej dla modelu EOU, oraz metodzie
rozwiagzan réwnan FPK przy K = 2 (por. wzor (2.16)) w przypadku modeli autonomicz-
nych. Zalozenia te sa zgodne z sugestiami wystepujacymi w literaturze przedmiotu
(por. Ait-Sahalia 2002; Egorov, Li i Xu 2003).

Tabela 5.2 przedstawia warto$ci oczekiwane i odchylenia standardowe a posteriori
parametréw rozpatrywanych modeli. Widoczna jest zgodno$¢ oszacowan parametrow
w przypadku wnioskowania bayesowskiego opartego na aproksymowanej, jak i praw-
dziwej gestosci przejscia, potwierdzajac zarazem, ze mate wartosci K oraz m s wystar-
czajace. Porownanie oszacowan parametrow w przypadku modelu BS jest niepotrzeb-
ne, gdyz aproksymacja gestosci przejscia uzyskana za pomoca metody rozwiazan row-
nan FPK pokrywa si¢ z prawdziwa funkcje. Natomiast w przypadku modelu BSBS nie
jest znana prawdziwa ggsto$¢ przejécia, zatem poréwnania nie mozna dokona¢. Brak
réwniez w zestawieniu rezultatoéw osiagnigtych przy zatozeniu prawdziwej ggstosci
w przypadku modelu CIR. Spowodowane jest to konieczno$cia zastosowania metod
aproksymacji jej wartosci na przyjetym dopuszczalnym zbiorze parametrow.

Parametr o0 w kazdym z modeli, w ktérym wystepuje, ma warto$¢ oczekiwa-
na a posteriori powyzej tysiaca z do$¢ duzym odchyleniem standardowym. W przypad-
ku modelu CIR warto$¢ parametru B jest nieco ponad jeden, natomiast w pozosta-
tych modelach nie przekracza jednosci. Warto§¢ oczekiwana a posteriori parametru G,
w przypadku modelu EOU jest ujemna, co powoduje, ze czynnik exp(c;f) jest mniej-
szy od jednosci i zmniejsza tym samym, wraz ze wzrostem czasu, wartosci funkcji dy-
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ﬁszi3). Mozna zauwazy¢, ze w przypadku modeli V i EOU, gdzie warto$¢ procesu
w chwili ¢ nie wptywa na funkcje¢ zmiennosci, warto$¢ oczekiwana i odchylenie stan-
dardowe a posteriori parametru 6” sa bardzo duze. Dla procesu pierwiastka kwadrato-
wego (CIR), gdzie w funkcji zmiennos$ci wystgpuje pierwiastek z wartosci procesu
w chwili ¢, charakterystyki wspomnianego parametru sa znacznie mniejsze i wynosza
odpowiednio ok. 93 i 4,16. W przypadku modeli BS i BSBS, tj. modeli, w ktoérych na
funkcje zmiennos$ci ma wptyw wartos$¢ procesu w chwili ¢, warto$¢ oczekiwana a poste-
riori tegoz parametru jest niewielka (ok. 0,069). Warto zauwazy¢, ze w obydwu mode-
lach posta¢ funkcji zmiennosci jest taka sama. Nalezy rowniez nadmienié, ze warto$¢
oczekiwana oraz mediana a posteriori parametru zmienno$ci ¢ dla modelu BS wynosza
w przyblizeniu 0,262 — jednoczes$nie Krajowy Depozyt Papieréw Wartosciowych
(KDPW) oszacowat ten parametr na dzien 31 grudnia 2004 roku® na poziomie 0,192.

Tabela 5.2

Wartosci oczekiwane (odchylenia standardowe) a posteriori parametréw rozwazanych modeli
dla prawdziwej i aproksymowanej gestosci przejscia

Model o B Sy o2
A% 1348,4133 09227 | 129868
Aproksymacja ggstosci | (803,48466) (0,55884) (5820)
A% 1350,9942 09241 | 129864
Prawdziwa ggstos¢ (806,99854) (0,56121) (6116)
B | o 00557 | 0,0687
(0,13061) (0,00307)
CIR 1458,0426 1,004 | 93,2074
Aproksymacja gestosci | (803,06854) (0,57880) (4,15714)
BSBS 1071,4118 0,721 | 0,0688
Aproksymacja ggstosci | (536,02668) (0,41385) (0,00308)
EOU | -0,0615 -0,0832 177495
Aproksymacja gestosci (0,12083) (0,01847) (15384)
Eou | -0,0620 -0,0832 177408
Prawdziwa ggstosc¢ (0,12198) (0,01849) (15412)

Zrodto: Opracowanie whasne

» Spadek wartosci funkeji dyfuzji (zmienno$ci) wraz ze wzrostem czasu nie musi pociagaé za
soba spadku wariancji warunkowej procesu (tj. przy ustalonej poprzedniej obserwacji). Przyj-
mujac za oszacowania punktowe parametrow modelu EOU prezentowane warto$ci oczekiwane
a posteriori, okazuje sig, ze wspomniana wariancja rosnie do nieskonczono$ci wraz ze wzro-
stem czasu. Wtasnos¢ ta nie jest wylacznie cecha modelu EOU, posiadaja ja takze migdzy inny-

mi procesy dane nastgpujacymi rOwnaniami: dX, = eftth, dX, = (1/ Nt +1)th.
Poréwnaj: Informacja o wysokos$ci depozytow zabezpieczajacych na 31 grudnia 2004 r. na pod-
stawie komunikatu NR 393/DZ/2004 z dnia 31 grudnia 2004 r.

4)
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Wielkos¢ t¢ Gietda Papierow Warto$ciowych wykorzystuje do wyliczenia kursu
odniesienia zgodnego z modelem BS dla opcji na WIG20. Czytelnika moga zastanawiac
warto$ci niektorych wyestymowanych wielko$ci zawartych w tabeli 5.2, zwlaszcza pod
katem natozonych restrykcji a priori. Dla przyktadu warto$¢ oczekiwana a posteriori
parametru o w przypadku modelu BSBS jest wigksza niz 1071, podczas gdy rozktadem
a priori dla o (por. podrozdz. 3.4) jest rozktad jednostajny w przedziale (0, 1). Wyjasnie-
niem tej pozornej niezgodnosci jest transformacja wartosci indeksu WIG20 do warto-
$ci indeksu podzielonych przez arbitralnie dobrany skalar 2000. Transformacja ta ma
wplyw na wielkos$¢ parametrow. W szczegolnosci dla modelu BSBS opisujacego szereg
,» 1/2000-WIG20” parametr o. odpowiada zmiennej 2000¢., gdy za pomoca BSBS wyja-
$niana jest dynamika szeregu czasowego WIG20 (por. twierdzenie 1.3).

Na rysunkach 5.3a, c i e przedstawiono wykresy statystyki CUMSUM po cyklach
spalonych dla parametréw B, 64, 6” modelu EOU (dla prawdziwej gestosci przejscia).
Wykresy wskazuja na szybka zbiezno$¢ tancucha Markowa do rozktadu stacjonarnego,
tj. rozktadu a posteriori. Dla pozostatych modeli wykresy statystyki sa podobne, tzn.
réwnie szybko pozostaja w przedziale (—0,05; 0,05) — z tego tez powodu nie sa prezento-
wane w pracy. Na rysunkach 5.3b, d i f przedstawione zostaly brzegowe rozklady
a priori (Scislej fragmenty ggstosci) oraz a posteriori rozwazanego wektora parametrow
modelu EOU dla prawdziwej ggstosci przejscia. Wykresy uwidaczniaja brak asymetrii
rozktadow oraz duze rozproszenie rozktadu parametru 6. Ponadto ukazuja one istotny
wptyw danych na wyniki estymacji. Do podobnego wniosku prowadzi pordwnanie war-
tosci oczekiwanych (oraz odchylen standardowych) a posteriori (por. tab. 5.2) oraz
a priori. Dla parametru 3 omawiane charakterystyki a priori wynosza 2522,5 (1906,44),
a dla o, sa to 0,0084083 (5,7735). Poniewaz dla parametru o° nie istnieja omawiane
momenty a priori warto rozwazy¢ zmienng losowa cl-w przypadku a posteriori wy-
nosza one 0,00000569 (0,00000049), natomiast dla rozktadu a priori réwnaja si¢
0,00005 (0,00005). W kazdym przypadku brzegowe rozktady a posteriori parametréw mo-
delu sa bardziej skupione wokot srednich niz odpowiednie brzegowe rozktady a priori
(odchylenia standardowe a posteriori sa nizsze od odchylen standardowych a priori).

Rozwazane w pracy modele V i CIR okre$laja procesy stochastyczne o wlasnosci
powracania do $redniej rownej o/p (por. podrozdz. 1.5). Mediana rozktadu a posteriori
zmiennej losowej o/ w przypadku modelu V dla prawdziwej gestosci przejscia wyno-
si 1462,06, a dla aproksymowanej gestosci przejscia 1461,90. Dla modelu CIR media-
na rozktadu a posteriori zmiennej losowej o/ rowna si¢ 1451,28. Ponadto proces okre-
$lony poprzez model BSBS z prawdopodobienstwem réwnym onad 0,96 ma whasnosc
powracania do $redniej, przy czym mediana rozktadu indukowanego a posteriori tej
charakterystyki wynosi 1464,56. Warto podkresli¢ podobienstwo oszacowania badanej
charakterystyki za pomoca odmiennych specyfikacji bayesowskich. W przypadku mo-
delu EOU, dla prawdziwej i aproksymowanej gestosci przejscia, z prawdopodobien-
stwem a posteriori rownym jeden, proces nie ma wilasnosci powracania do $redniej
— jest to spodziewany rezultat, bowiem w przeciwnym razie warto$¢ oczekiwana z dtu-
giego horyzontu czasu wynositaby zero, tzn. warto$¢ trudna do zaakceptowania w roz-
wazanym badaniu empirycznym.
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Rys. 5.3. Wartosci statystyki CUMSUM po cyklach spalonych dla wektora parametrow (B, 6, (52)
modelu EOU (na osi odcigtych zaznaczono liczbg wykonanych iteracji podzielona przez 100) (a, c, e);
brzegowe rozktady a priori (pogrubiona linia cia‘gla5 )Y oraz a posteriori (belki) rozwazanego
wektora parametrow (b, d, f)

Zrodto: Opracowanie whasne

3 Ze wzgledu na duze rozproszenie rozktadow a priori linie przedstawiajace fragmenty ich ggsto-
$ci niemal pokrywaja sig z osia odcigtych.
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Dla modelu BS proces ma, z prawdopodobienstwem réwnym 0,33, wlasno$¢ po-
wracania do $redniej rownej zero. Jednak jak zostanie wykazane w nastegpnym podroz-
dziale, model ten jest niewlasciwym narzedziem opisu dynamiki szeregu czasowego
WIG20. Warto w tym momencie przypomnie¢ o wartosci sredniej z proby, ktéra wynosi
1414,56 (por. tab. 5.1). Wartos$¢ t¢ w praktyce czesto przyjmuje si¢ za przyblizenie $red-
niej szeregu czasowego w diugim horyzoncie czasu. Jest ona nizsza niz wyzej przedsta-
wione wielkosci.

5.4. Porownanie modeli

Rozwazajac rozne specyfikacje SRR opisujace to samo zjawisko, wydaje si¢ natu-
ralne zadanie pytania, ktéra z nich najdoktadniej (najwierniej) oddaje rzeczywistos¢.
Wyborowi najlepszego sposrod ujetych w niniejszej pracy modeli towarzyszy ranking
wskazujacy rowniez na najgorsze specyfikacje (tj. najmniej prawdopodobne), ktore
badacz moze potraktowac jako nieadekwatne.

W ujeciu bayesowskim, poréwnanie konkurencyjnych modeli odbywa si¢ na pod-
stawie prawdopodobienstw a posteriori rozwazanych specyfikacji (por. wzor (3.1)).

Tabela 5.3
Brzegowe gestosci obserwacji i prawdopodobienstwa a posteriori modeli
Ap rolfs,ymovy,al}a Prawdzm{a} gestose Wyniki ostateczne
gestos¢ przejscia przejscia
Model
loglo(p(x|xO,M)) P(M|x0,x) loglo(p(x|xO,M )) loglo(p(x|xO,M)) P(M |x0,x)
\% —-1952,95 8,36110E-05 —-1952,97 -1952,97 7,48733E-05
BS -1958,87 1,01970E-10 -1958,87 —-1958,87 9,53223E-11
CIR -1952,79 1,22284E-04|  ---—-- -1952,79 1,14312E-04
BSBS —-1958,52 2,25282E-10| - -1958,52 2,10594E-10
EOU —1948,88 0,9997941 —1948,85 —1948,85 0,9998108

Zrodto: Opracowanie whasne

Tabela 5.3 przedstawia ranking konkurencyjnych modeli. W kolumnie drugiej
(aproksymowana ggstos¢ przejscia) zestawione zostaly brzegowe ggstosci obserwacji
oraz prawdopodobienstwa a posteriori modeli wyliczone przy zatozeniu aproksymowa-
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nych gestosci przejscia. Rezultaty kolumny trzeciej (prawdziwa ggsto$¢ przejscia)
oparte zostaly na prawdziwych ggstosciach przejscia (w sytuacjach, w ktorych taka
analiza byta mozliwa). Natomiast ostatnia kolumng tabeli (wyniki ostateczne) skon-
struowano, opierajac si¢ na prawdziwych gestosciach w sytuacjach, kiedy byto to moz-
liwe, za$ w pozostatych przypadkach wykorzystano aproksymacje funkcji.

Wyniki w kazdym z zestawien przemawiaja w sposob jednoznaczny za modelem
EOU, ktory skupia ponad 99% masy prawdopodobienstwa. Warto zwrdci¢ uwage
na zbiezno$¢ oszacowan wartosci brzegowych gestosci obserwacji w przypadku praw-
dziwej i aproksymowanej gestosci przejscia. Nalezy zauwazy¢, ze stochastyczne row-
nania rézniczkowe definiujace modele EOU, CIR, V i BSBS maja identyczng postaé
funkcji dryfu, natomiast rézne funkcje dyfuzji. Posta¢ funkcji zmiennos$ci miata zatem
decydujacy wpltyw na wybdr najlepszego modelu. W rankingu ,,wygral” model, dla
ktorego warto$¢ procesu w chwili # nie wptywa na funkcje¢ dyfuzji, natomiast ma na nia
wplyw zmieniajacy si¢ czas. Jest to o tyle cickawe, ze model ten nalezy do klasy nieau-
tonomicznych stochastycznych réownan rozniczkowych, relatywnie rzadko spotyka-
nych w rozwazaniach teoretycznych i zastosowaniach. Wynik ten moze by¢ impulsem
do czestszego stosowania modeli, w ktorych funkcje dryfu i dyfuzji zaleza nie tylko od
samego procesu i jego parametrow, ale rowniez od czasu. Kolejnymi w rankingu mode-
li okazaty si¢ modele CIR i V. Jednak nie stanowia one zadnej konkurencji dla modelu
EOU w modelowaniu indeksu WIG20. Ostatnim w rankingu jest model BS, z niemalze
zerowym prawdopodobienstwem a posteriori. Pomimo czgstego stosowania (np.: GPW
wyliczajac kurs odniesienia dla opcji na WIG20, zaktada, ze model ten opisuje dynami-
ke szeregu czasowego WIG20), zostat on w sposob jednoznaczny odrzucony na pod-
stawie przeprowadzonej analizy. Powyzsze poréwnanie przeprowadzono przy zato-
zeniu rownych prawdopodobienstw a priori modeli. Zmieniajac struktur¢ a priori
tak, by byta zgodna z zasada brzytwy Ockhama, tzn. przyznajac modelowi BS prawdo-
podobienstwo a priori rowne 1/3, a pozostalym czterem modelom po 1/6, ranking
modeli nie zmienit si¢, natomiast prawdopodobienstwa a posteriori modeli zmienity si¢
W spos6b nieznaczny (np. P (BS |xy, x)=1,5E-10). Modele V, BS, CIR i BSBS z powo-
du niskich prawdopodobienstw a posteriori uznane zostaly, w klasie rozwazanych mo-
deli, za nieadekwatne narze¢dzia opisu dynamiki rozwazanego szeregu WIG20; pomi-
ni¢to je w dalszych rozwazaniach.

Rysunek 5.4 przedstawia wykresy wartosci statystyki Newtona i Raftery’ego
aproksymujacych wielkosci p (x|M i3 X0 ), ktora wykorzystano do oszacowania praw-
dopodobienstw a posteriori modeli. Wykresy pokazuja zbiezno$¢ tej statystyki
dla kazdego z modeli, wykazujac jednoczesnie wyzszos¢ modelu EOU nad pozostaty-
mi specyfikacjami. Wnioskowanie takie jest uprawnione, gdyz poréwnanie wielkosci
prezentowanych na rysunkach odpowiada okresleniu warto$ci czynnikow Bayesa,
co przy zatozeniu réwnych prawdopodobienstw a priori modeli prowadzi do poréwna-
nia prawdopodobienstw a posteriori modeli.
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aproksymacja gestosci przejscia
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Rys. 5.4. Wartosci statystyk N-R (pomnozone przez 871004) aproksymujacych warto$ci
p(x|M i;xo). Na osi odcigtych zaznaczono (co 500.) wartos¢ statystyki
Zrodto: Opracowanie whasne
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5.5. Prognoza poziomu indeksu WIG20

Na mocy wynikéw prezentowanych w podrozdziale 5.4 uzasadnione jest przyjgcie
modelu EOU jako najlepiej opisujacego dynamike indeksu WIG20. W niniejszej czgsci
pracy ograniczono wyznaczenie rozktadow predyktywnych przysztych poziomow roz-
wazanego indeksu do modelu EOU z prawdziwa gestoscia przejscia. Prognoza objete
zostalty dwa momenty czasu: 18 marca 2005 roku i 17 czerwca 2005 roku. Warto w tym
miejscu przypomnie¢, ze ostatnia z obserwacji, na podstawie ktorych dokonano pro-
gnozy, pojawita si¢ dnia 31 grudnia 2004 roku (tj. w momencie 7). W konsekwencji
horyzont prognozy wyniost 77 i 168 dni kalendarzowych. Zatem czas S, jaki obejmuje
prognoza — wyrazony w skali roku — wynosi 77/365 lub 168/365. Wybrane daty pokry-
ly si¢ z momentami wygasnigcia europejskich opcji kupna oznaczonymi symbolami
OW20C5180, OW20C5210, OW20F5180 i OW20F5210, ktorych wycena na podsta-
wie predyktywnych rozktadow a posteriori stanowi¢ bedzie temat nastgpnego podroz-
dziatu. W tabeli 5.4 zostaty przedstawione kwantyle rozktadéw predyktywnych pozio-
mu indeksu WIG20. Warto$ci rzeczywiste indeksu znajduja si¢ miedzy kwantylami
0,25 1 0,75 — w bardzo bliskim sasiedztwie median. Widoczna jest duza rozpigtos¢
kwantyli wzrastajaca wraz z wydtuzaniem si¢ horyzontu prognozy — przemawia ona za
duza niepewnoscia prognozy. W konsekwencji prognozy punktowe (np. na poziomie
mediany) obarczone sa duzym blgdem ex ante, znacznie przewyzszajacym btad liczony
ex post.

Tabela 5.4

Kwantyle predyktywnych rozktadow pozioméw indeksu WIG20 otrzymane
na podstawie modelu EOU

Kwantyl rzedu X7477365 X74168/365
0,05 1745,13 1641,52

0,25 1887,44 1861,87

0,5 1986,55 2017,82

0,75 2086,15 2176,19

0,95 2230,47 2409,20
miqdz%ii\?;jtpylowy 198,71 314,32
Rzeczywiste wartosci 1970,17 2029,99

Zrodto: Opracowanie whasne

Rysunek 5.5 przedstawia histogramy predyktywnych rozktadow a posteriori. Rze-
czywiste warto$ci indeksu (oznaczone na wykresach za pomoca trojkatow) znajduja si¢
w przedziatach duzego prawdopodobienstwa. Widoczny jest wzrost rozproszenia roz-
ktadu wraz ze zwigkszaniem si¢ horyzontu prognozy.
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Rys. 5.5. Gestosci predyktywne rozktadow poziomu indeksu WIG20
oraz rzeczywiste wartosci indeksu oznaczone za pomoca trojkatow
Zrodto: Opracowanie whasne

Nalezy przypomnie¢ o podstawowej wadzie modelu EOU w zagadnieniach mode-
lowania nieujemnych szeregéw czasowych, a mianowicie proces bedacy rozwiazaniem
SRR definiujacego EOU z niezerowym prawdopodobienstwem przyjmuje wartosci
ujemne (por. podrozdz. 1.5). Warto wigc zbadaé, jaka jest wartos¢ takiego prawdopo-
dobienstwa. W tym celu przyjeto, ze wartosci nieznanych parametréw modelu EOU
réwnaja si¢ ich wartosciom oczekiwanym a posteriori (por. tab. 5.2). Wowczas praw-
dopodobienstwo przyjgcia przez proces warto$ci ujemnych w chwilach czasu 77/365
i 168/365 wynosi odpowiednio 3,8291431E-108 i 3,7883303E-052. Przyjgcie przez
proces warto$ci ujemnej jest zatem wysoce nieprawdopodobne. Z punktu widzenia
praktycznego mozna nawet powiedzie¢ niemozliwe. Ponadto dla rozktadu predyktyw-
nego prawdopodobienstwo przyjecia przez proces wartosci dodatnich dla momentow
czasu objetych prognoza jest bardzo bliskie jednosci.

5.6. Wycena europejskich opcji kupna

Interesujacym i waznym problemem poruszanym we wspotczesnych zagadnie-
niach finansowych jest wycena instrumentéw pochodnych. Czgsto w literaturze i prak-
tyce zaklada sig, ze obserwowany szereg czasowy jest realizacja pewnego procesu sto-
chastycznego, a w szczego6lnosci procesu It6. W kontekscie takiego podejscia w pod-
rozdziale tym zostang wycenione europejskie opcje kupna (European call options), dla
ktérych instrumentem podstawowym (bazowym) jest indeks WIG20.

Europejska opcja kupna jest kontraktem dajacym jej nabywcy prawo do zakupu
umowionej wezesniej liczby jednostek instrumentu podstawowego w okreslonym mo-
mencie czasu T + S (maturity, expiration date) po ustalonej z gory cenie K (strike, exer-
cise price). Posiadacz opcji ma prawo, ale nie obowiazek, jej wykonania — w konse-
kwencji maksymalna strata nabywcy opcji jest z gory znana i rowna zaptaconej w chwili
zakupu cenie, czyli tzw. premii (premium). Warto$¢ opcji w chwili wygasnigcia okresla
zmienna losowa (nazywana funkcja wyptaty) (x;,g —K )" =max{x;, s —K,0}, gdzie
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X7,g jest warto$cia instrumentu bazowego w chwili wygasnigcia opcji. Opcje wykorzy-
stywane sa zarowno do zabezpieczenia inwestycji finansowych, jak i do celéw spekula-
cyjnych.

W literaturze przedmiotu znane sa rézne podej$cia do zagadnienia wyceny opcji.
Najbardziej znane jest tzw. podejScie martyngatowe, inaczej zwane wycena arbi-
trazowa (arbitrage pricing). Jego istota polega na przyjeciu zalozen gwarantuja-
cych istnienie portfela oraz odpowiadajacej mu strategii replikujacej instrument po-
chodny, tzn. opiera si¢ na zatozeniu rynku zupeineg06) (complete market). Wowczas
za ceng opcji przyjmuje si¢ warto§¢ wspomnianego portfela w chwili wyceny. W ta-
kiej sytuacji mozna pokaza¢, ze cena europejskiej opcji kupna w chwili 7 wynosi
E, (e_rS (xrps —K)* |ST) (risk-neutral valuation formula), gdzie P~ jest miara mar-
tyngalowa. Nalezy w tym miejscu wspomnie¢ o pracy F. Blacka i M. Scholesa opubli-
kowanej w 1973 roku, ktérzy przy dos¢ silnych zatozeniach wyznaczyli ceng europej-
skiej opcji na akcje nie wyplacajaca dywidendy.

Przyjeli oni nastgpujace warunki:

— dynamika instrumentu bazowego opisywana jest poprzez geometryczny ruch
Browna (por. wzor (1.23)) przy czym parametry 3 i ¢ nie zmieniaja sig;

— nie ma kosztéw transakcji oraz podatkow;

— nie istnieje mozliwos¢ arbitrazu;

— papiery wartosciowe sa doskonale podzielne, a ich obrot odbywa si¢ w sposob
ciagly;

— mozliwe jest pozyczanie oraz inwestowanie Srodkéw wedlug tej samej wolnej
od ryzyka stopy procentowej 7; stopa ta jest stata w okresie trwania opcji.

Na mocy powyzszych zatozen pokazano, ze:

E, (e—rS (eres —K)' |37 ) = x7®(dy) - Ke " (~d,) (.1)
gdzie:
X 1.2
g In Wz_rs))'kzc S
1= >

NG
dy=d; - oS, @ (-) — dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.
Nalezy zauwazy¢, ze do zastosowania wzoru (5.1) nie potrzeba znajomosci oczeki-

wanej stopy zwrotu z instrumentu bazowego, tj. parametru dryfu 3. Ponadto wzdr ten jest
stosowany migdzy innymi przez GPW do teoretycznej wyceny europejskiej opcji kupna

2 Rynek zupelny, to taki, dla ktorego kazdy instrument pochodny jest replikowany przez sto-
sowna strategie samofinansujaca si¢. Instrument finansowy jest replikowany, jesli istnieje port-
fel oraz odpowiednia strategia finansowa, wzgledem ktorej wartos¢ portfela jest identyczna
z warto$cig instrumentu pochodnego w chwili jego wygasnigcia. Dla strategii samofinansujace;j
sig¢ zmiana warto$ci portfela wynika wyltacznie ze zmian wartosci jego sktadowych.
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na indeks WIG20. Uzyskana w ten sposob cena nazywana jest kursem odniesienia. Szcze-
goty dotyczace arbitrazowej wyceny opcji oraz rozwazan na temat ostabienia zatozen wy-
ceny w przypadku modelu Blacka i Scholesa mozna znalez¢ migdzy innymi w pracach:
Black i Scholes (1972, 1973), Hull (1993, 1998), Lamberton i Lapeyre (1996), Ko-
strzewski (2000, 2001a, b) oraz Jakubowski, Palczewski, Rutkowski i Stettner (2003).

W prezentowanej monografii do zagadnienia wyceny opcji zastosowano podej-
Scie bayesowskie. Jego istota polega na wyznaczeniu rozkladu zmiennej losowej
e’s (xr.s —K)" z rozktadu predyktywnego dla x7,g. Za oceng punktowa wartosci
opcji przyjmuje si¢ czgsto warto$¢ oczekiwana lub mediang tego rozktadu. Bayesow-
ska wycena opcji po raz pierwszy zostata przedstawiono w pracy Bauwens i Lubrano
(1997), a rozwijana w pracach: Bauwens i Lubrano (1998, 2002), Osiewalski i Pipien
(2003, 2004b), Pajor (2003a, b), Pipien i Pajor (2005) oraz Pipien (2003), gdzie wyko-
rzystywano procesy dyskretne typu GARCH lub SV.

Przedmiotem zainteresowania tej czgs$ci pracy sa europejskie opcje kupna z data
wygasnigcia na dzien 18 marca 2005 roku (z kursem wykonania 1800 i 2100 punktow)
oraz na dzien 17 czerwca 2005 roku (z kursem wykonania 1800 i 2100 punktéw). Opcje
te sa notowane na GPW, maja odpowiednio oznaczenia: OW20C5180, OW20C5210,
OW20F5180 i OW20F5210. Warto$¢ instrumentu bazowego (indeks WIG20) okresla
si¢ poprzez liczbe punktow, natomiast opcje rozlicza si¢ gotowkowo, zaktadajac, ze
kazdy punkt wart jest 10 zlotych7). Celem niniejszego podrozdziatu jest wyznaczenie
rozktadu predyktywnego zmiennej losowej opisujacej warto$¢ opcji na dzien 31 grudnia
2004 roku, przy zatozeniu wilaczenia do analizy rowniez danych z tego dnia. Chcac
poréwnac¢ uzyskane wyniki (w postaci na przyktad warto$ci oczekiwanych lub median
rozktadu predyktywnego) z rzeczywistymi cenami podawanymi przez GPW, nalezy po-
traktowa¢ je jako propozycje cen otwarcia na najblizszy dzien sesyjny, tj. 3 stycznia
2005 roku. W dniu wyceny warto$¢ indeksu na zamknigciu sesji wynosita 1960,57
punktdéw, zatem pierwsza i trzecia z rozwazanych opcji sa opcjami w cenie (in the
money), a pozostate sa tzw. opcjami nie bedacymi w cenie (out of the money).

Podobnie jak w podrozdziale 5.5, rozwazania ograniczono do przypadku modelu
EOU z prawdziwa gestoscia przej$cia. Czas S do wygasnigcia opcji zostat przyjety na
poziomie: 77/365 oraz 168/365. Przyjeto model kapitalizacji ciagle] wzgledem stopy
procentowej r = 6,5%, zgodnie z zatozeniami GPW i KDPW® dla rozwazanego mo-
mentu czasu. Zmienna losowa opisujaca warto$¢ opcji w chwili jej wystawienia, tzn.
w momencie T (tzw. zdyskontowana funkcja wyptaty), ktorej wygasnigcie nastapi po
czasie S, jest postaci Cp g =€ " s (xr,.s —K)". Nalezy zauwazy¢, ze dla rozwazanej
sytuacji zmienna Cp,¢ ma rozktad dyskretno-ciagly ze wzgledu na fakt niezerowego
prawdopodobienstwa zdarzenia Cr,g = 0. Tabela 5.5 przedstawia kwantyle rozwaza-
nych rozktadow, wartosci oczekiwane, kursy odniesienia podane przez GPW, ceny opcji

7 Szczegdlowe informacje dotyczace opcji na indeks WIG20 mozna znalez¢ na stronach interne-
towych GPW — www.gpw.com.pl.
) Poroéwnaj: Informacja KDPW o wysokos$ci depozytow zabezpieczajacych na 31 grudnia 2004 r.
na podstawie komunikatu NR 393/DZ/2004 z dnia 31 grudnia 2004 .
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(kursy otwarcia) odnotowane dnia 3 stycznia 2005 roku oraz rzeczywiste (inaczej: zre-
alizowane) warto$ci zdyskontowanej funkcji wyp%aty9) Cr.s- W przypadku opcji in the
money, ceny opcji i zrealizowane warto$ci wyplaty Cr,¢ znajduja si¢ w sasiedztwie
mediany pomigdzy kwantylami rzedu 0,5 i 0,75. W tym samym przedziale znajduje si¢
roéwniez cena opcji out of the money, o terminie wykonania S = 168/365. Natomiast inna
sytuacja jest w przypadku opcji o terminie wykonania S = 77/365, ktorej cena znajduje
si¢ migedzy kwantylami rz¢du 0,75 i 0,95. Dla opcji out of the money mediany réwnaja
si¢ rzeczywistym warto§ciom zmiennej Cr,g. Warto$¢ oczekiwana w trzech przypad-
kach wyceny na cztery jest blizsza zaobserwowanej cenie opcji w poréwnaniu z kursem
odniesienia podanym przez GPW. Ponadto w przypadku opcji w cenie wartosci oczeki-
wane oraz kursy odniesienia sa podobne do siebie. Duza rozpigtos¢ warto$ci kwantyli
$wiadczy o znacznym rozproszeniu badanych rozktadow, co w konsekwencji oznacza
duza niepewnos¢ wyceny opcji, dla ktérej prognozy punktowe, np. na poziomie media-
ny lub wartos$ci oczekiwanej, obarczone sa duzym biedem ex ante.

Tabela 5.5

Kwantyle rozktadow predyktywnych zdyskontowanej wyptaty, ich wartoéci oczekiwane, kurs
odniesienia podany przez GPW (wyznaczony z modelu BS przy parametrze zmiennosci podanym
przez KDPW na 31 grudnia 2004 roku), rzeczywiste ceny opcji z otwarcia sesji z 3 stycznia 2005
roku oraz rzeczywiste wartosci zdyskontowanej funkcji wyptaty Cr, . Wszystkie warto$ci podane

zostaly w punktach

Kwantyl rzedu Cri77365 Cri77365 Cri168/365 Cri168/365
1800 2100 1800 2100
0,05 0 0 0 0
0,25 86,25 0 60,04 0
0,5 184,01 0 211,39 0
0,75 282,25 0 365,10 73,95
0,95 424,61 128,70 591,25 300,09
O;‘Eﬁéﬂa 191,47 18,68 234,34 57,33
Kurs odniesienia 195,85 28,85 238,45 69,60
(klﬁes":tfvg?c'ia) 210,15 15,00 228,00 37,90
Rzeczywista
wartosé Cros 172,62 0 217,40 0

Zrodto: Opracowanie whasne

9 Wielkosci te wyliczane sa zgodnie ze wzorem na Cr,g, przy czym zamiast x7, g podstawia si¢
podany przez GPW kurs rozliczeniowy dla danej opcji. W praktyce kurs rozliczeniowy wyli-
czany jest jako $rednia arytmetyczna ze wszystkich wartosci indeksu WIG20 z ostatniej godzi-
ny notowan ciagtych oraz wartosci tego indeksu ustalonej na zamknigciu sesji z dnia wygasnig-
cia opcji.
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Ceny opcji réwne medianom predyktywnych rozkladow zdyskontowanej wyptaty
sa nizsze od cen podanych przez GPW oraz kursu odniesienia. Natomiast sg ,,blizsze”
rzeczywistym wielkosciom wyptaty w chwili 7. Nalezy w tym momencie podkresli¢, ze
przy wycenie opcji nie zostaly uwzglednione koszty dodatkowe, w szczegolnosci kosz-
ty transakcji. Duze rozproszenie rozktadow predyktywnych zdyskontowanej funkcji
wyplaty jest rowniez zauwazalne na wykresach histograméw przedstawionych na ry-
sunku 5.6. Poniewaz rozktad Cy,¢ jest rozktadem mieszanym (dyskretno-ciagltym),
stad pierwsza belka histogramu przedstawia mas¢ prawdopodobienstwa skupiona
w zerze. Wysokos$¢ belki jest rowna prawdopodobienstwu niewykonania opcji. Mozna
zauwazy¢, ze im dtuzszy czas do terminu wygasnigcia opcji, tym grubsze prawe ogony
rozktadu zdyskontowanej wyptaty. Nalezy zwroci¢ uwage na znaczna koncentracje
masy prawdopodobienstwa wokot zera w przypadku opcji out of the money. Wtasno$é
ta odpowiada niskiemu prawdopodobienstwu ich wykonania.

K=1800, S=77/365 K=2100, S=77/365
0.18 0.8 —
0,16 07 |
0,14 06 |
0,12 05 |
o1 04 1
0,08 | 03 |
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Rys. 5.6. Histogramy rozktadow predyktywnych zdyskontowanej wyptaty Cr, g
Zrodto: Opracowanie whasne

Relatywnie niskie oceny warto$ci opcji out of the money OW20C5210

1 OW20F5210 maja swoje odzwierciedlenie w duzym prawdopodobienstwie ich nie-
wykonania, odpowiednio ponad 0,77 i 0,63 (por. tab. 5.6). Dla opcji OW20C5180
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i OW20F5180 oszacowane prawdopodobienstwa sa o wiele mniejsze i wynosza odpo-
wiednio niewiele ponad 0,1 1 0,17. Kurs rozliczeniowy dla rozwazanych instrumentéw
pochodnych wynioést: 1975 (dla S = 77/365) i 2024 (dla S = 168/365). Opcji z kursem
wykonania 2100 punktéw (tj. OW20C5210 i OW20F5210) nie warto bylo realizowac.
Powyzsza uwaga jest zgodna z prezentowanym oszacowaniem prawdopodobienstw ich
niewykonania.

Tabela 5.6

Prawdopodobienstwa niewykonania opcji kupna na indeks WIG20
oraz informacja o ich realizacji na podstawie warto$ci opcji
W momencie wygasnigcia

Cri771365 Crim365 Crii68/365 Crii68/365
1800 2100 1800 2100
Pr{Cr,=0|x, xo} 0,1019 0,7788 0,1728 0,6371
Rzeczywista wielkos¢
wyplaty 175 0 175 0
w chwili 7+S
Wykonano opcje TAK NIE TAK NIE

Zrodto: Opracowanie whasne

Warto na koniec tego rozdziatu wspomnie¢ o dokonanym w pracy Kostrzewski
i Pajor (2006) poréwnaniu wynikéw wnioskowania bayesowskiego dla rozwazanego
szeregu czasowego WIG20 przy zastosowaniu modelu EOU oraz dyskretnego procesu
zmienno$ci (wariancji) stochastycznej z korelacja i grubymi ogonami (w skrdcie
FCSV) (por. Pajor 2003). W przypadku modelu FCSV zaklada sig, ze obserwowany
szereg czasowy jest realizacja pewnego procesu dyskretnego. Natomiast w modelu
EOU zaktada sig, ze ceny instrumentu finansowego ksztalttowane sa w sposob ciagly,
a ich wartos$ci obserwowane sa w dyskretnych (niekoniecznie rownych) odstepach cza-
su. Przy jednakowych prawdopodobienstwach a priori obu modeli, model FCSV okazat
si¢ istotnie bardziej prawdopodobny a posteriori niz model EOU (por. Kostrzewski
i Pajor 2005). Przedmiotem poréwnania byly wyniki prognozy dalszego poziomu indek-
su WIG20 oraz wyceny europejskich opcji kupna. Daty objgte prognoza oraz charakte-
rystyki opcji byly identyczne jak w niniejszej monografii. Zaobserwowano zgodno$é
median rozktadow predyktywnych oraz rozktadow zdyskontowanej funkcji wyplaty
dla obydwu modeli. Rozproszenie rozktadow, mierzone rozstgpem migdzykwartylo-
wym byto duze, jednak istotnie wigksze w przypadku modelu FCSV. W modelu tym
rozktady posiadaty znacznie grubsze ogony. Wigksze rozproszenie rozkltadéw w przy-
padku proceséw SV uczynito bardziej prawdopodobnym pojawianie si¢ obserwacji
nietypowych i to wlasnie bylo powodem, dla ktérego model FCSV byt bardziej praw-
dopodobny a posteriori w porownaniu z modelem EOU. Znaczna rozpigtos¢ kwantyli
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przemawia za duza niepewnoscia prognozy i wyceny opcji, ktora wzrasta wraz z wy-
dtuzaniem sig jej horyzontu. W konsekwencji prognozy punktowe (na poziomie media-
ny) dla obydwu z rozwazanych modeli obarczone sa duzym btedem ex ante. Ponadto
oszacowania prawdopodobienstw niewykonania rozwazanych europejskich opcji kup-
na w obu modelach byty bardzo podobne.

5.7. Uwagi koncowe

W ostatnim rozdziale monografii zaprezentowane zostaly wyniki wnioskowania
bayesowskiego przeprowadzonego na rzeczywistym szeregu czasowym notowanym
przez Gietdg Papierow Wartosciowych w Warszawie. Przedmiotem analizy byt szereg
dziennych wartosci indeksu WIG20 z zamknigcia sesji gietdowych. Dokonano bay-
esowskiego poréwnania konkurencyjnych specyfikacji SRR. Najwyzsze prawdopodo-
bienstwo a posteriori (rowne prawie 1) uzyskal model EOU. W rozdziale zmierzono si¢
réwniez z problemem wyceny czterech opcji kupna na ww. indeks. Wyniki, cho¢ zado-
walajace, obarczone sa sporg niepewnoscia ex ante mierzona rozpigtoscia kwantyli
rozktadow predyktywnych zdyskontowanej wyptaty.

W rozdziale wspomniano o wynikach prognozy i wyceny opcji dokonanej
przy zastosowaniu modelu EOU i FCSV. Zaskakujaca okazata si¢ zgodnos$¢ uzyska-
nych w obydwu modelach wielko$ci median rozktadow predyktywnych poziomu in-
deksu WIG20 oraz rozktadow zdyskontowanej wyptaty. Ponadto oszacowania prawdo-
podobienstw niewykonania rozwazanych europejskich opcji kupna w obu modelach
okazaty sa bardzo podobne. Wyniki uzyskane na podstawie modeli FCSV 1 EOU r6znia
si¢ niepewnos$cia (mierzong rozpigtoscia kwantyli) co do przysztej wartosci indeksu
oraz wielkos$ci zdyskontowanej wyptaty, a takze gruboscia ogonoéw rozktadow predyk-
tywnych. Zaobserwowano wigksze rozproszenie oraz znacznie grubsze ogony tych
rozktadow w dyskretnym modelu zmiennos$ci stochastycznej. Rozktady predyktywne
zdyskontowanej funkcji wyptaty sa jednak w obu modelach na tyle rozproszone, ze
przyjecie za ceng opcji jakiegokolwiek punktowego oszacowania jest obarczone du-
zym btedem ex ante. Powyzsza uwaga potwierdza nietrywialno$¢ problemu precyzyj-
nej wyceny instrumentéw pochodnych.

Zagadnienie wyznaczenia analitycznego wzoru na europejska opcje, gdy dynami-
ka instrumentu bazowego opisywana jest poprzez model EOU, jest tematem dalszych
badan autora.

Zewszad ptynaca krytyka zasadno$ci stosowania najpopularniejszego modelu za-
danego réwnaniem It6, tj. modelu Blacka i Scholesa, znalazta swoje potwierdzenie
w niniejszym badaniu empirycznym. Wyniki przeprowadzonej analizy wykazaty cat-
kowita nieprzydatno$¢ modelu w opisie dynamiki indeksu WIG20.
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Ciagta potrzeba poszukiwania coraz to bardziej wyrafinowanych narzedzi mode-
lowania zjawisk zachodzacych w §wiecie finanséw, przystania i czyni niepopularnym
stosowanie stosunkowo dobrze teoretycznie poznanych procesow It6. Jednak wyniki
niniejszego rozdziatu wydaja si¢ zachgca¢ do ich uwzglednienia przy podejmowaniu
decyzji finansowych. Na uwage zastuguja zwtaszcza procesy niejednorodne, ktore, by¢
moze ze wzgledu na skalg trudnosci ich modelowania, nie znalazty dotychczas wystar-
czajacego zainteresowania w literaturze przedmiotu i praktyce.



Z.akonczenie

W monografii podj¢to badania nad opracowaniem i zastosowaniem metod baye-
sowskich w modelowaniu finansowych szeregéw czasowych za pomoca procesow dy-
fuzji. Procesy te wykorzystywane sa m.in. w nowoczesnej teorii finansow, a w szczego6l-
nosci stosowane sa w zagadnieniach zwiazanych z konstrukcja optymalnych strategii
inwestycyjnych, modelowaniem struktury czasowej instrumentow bazowych oraz do
wyceny instrumentéw pochodnych. Wzrastajaca rola procesow dyfuzji [t w zastosowa-
niach finansowych zmusza do podjgcia tematu estymacji parametréw funkcji dryfu
i funkcji zmienno$ci. W ogdlnym przypadku, brak jawnego przepisu na funkcj¢ wiary-
godnosci stanowi gtowna trudno$¢ w przeprowadzaniu wnioskowania statystycznego.
Pomimo to, ze problem estymacji parametrow proceséw dyfuzji nie jest nowym zagad-
nieniem, wciaz cieszy si¢ duzym zainteresowaniem, przynoszacym w ostatnich kilku
latach ciekawe wyniki teoretyczne. Widoczne w $wiatowej literaturze zainteresowanie
ta tematyka moze $wiadczy¢ o nietrywialnosci rozwazanego w pracy problemu.

W pierwszym rozdziale monografii przedstawiono definicje i podstawowe wta-
snos$ci rozwazanych w pracy proceséw stochastycznych. Oméwiono procesy dyfuzji,
procesy Ito oraz procesy dyfuzji It6. W rozdziale tym wspomniano o numerycznych
aproksymacjach rozwiazan SRR. Rozwazono zagadnienie schematow dyskretyzacji
i1ich zastosowania w aproksymacji trajektorii oraz charakterystyk rozktadéw procesow.
W szczegdlnosci oméwiono schemat Eulera i Milsteina. Dodatkowo przedstawiono
pojecie linii kwantylowych, jako metody aproksymacji i graficznej ilustracji rozwiazan
SRR. Ponadto oméwiono zadane poprzez stochastyczne rownania rézniczkowe modele
matematyczne: Vasi¢ka (V), Blacka i Scholesa (BS), Coxa, Ingersolla i Rossa (CIR),
Brennana i Schwartza (BSBS) oraz uogdlniony model Ornsteina i Uhlenbecka (EOU).
Dla kazdego z nich, z wyjatkiem BSBS, znana jest jawna posta¢ gestosci przejscia roz-
wiazania. Taki wybor modeli umozliwil poréwnanie wynikow wnioskowania bayesow-
skiego uzyskanych za pomoca aproksymowanej i prawdziwej funkcji wiarygodnosci.

U podstaw prezentowanego w monografii wnioskowania statystycznego lezy za-
gadnienie wyznaczenia funkcji wiarygodnosci, a $cislej jej aproksymacji. Problem ten,
z wlasno$ci silnych rozwiazan réwnan Ito, sprowadza si¢ do zagadnienia aproksymacji
gestosci przejscia.
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Opierajac si¢ na najnowszych wynikach teoretycznych literatury przedmiotu, w roz-
dziale drugim rozwazono trzy metody:
1) zmiennych posrednich,
2) wielomianéw Hermite’a,
3) rozwiazan rownan Fokkera, Plancka i Kotmogorowa.

Celem pracy nie bylo poréwnanie wspomnianych metod, a wytacznie opracowanie
na ich podstawie narzedzi wnioskowania statystycznego.

W rozdziale trzecim przedstawiono ogdlne zasady wnioskowania bayesowskiego.
Zdefiniowano przyjeta w monografii strukturg rozktadu a priori oraz okreslono rozktady
a posteriori i rozktady predyktywne dla omawianych modeli. Poruszono temat porownania
konkurencyjnych modeli. Znaczng cz¢$¢ rozdzialu poswigcono metodom numerycznym
bedacym czesto jedynymi narzedziami umozliwiajacymi obliczenie charakterystyk wie-
lowymiarowych rozktadow a posteriori i predyktywnych. W szczeg6lnosci omowiono
metody: eliminacji, Monte Carlo z funkcja wazno$ci, Metropolisa 1 Hastingsa (a w szcze-
golnosci probnik Gibbsa) oraz przedstawiono podstawowe wlasnosci statystyki CUMSUM
i estymatora Newtona i Raftery’ego. Ponadto omdéwiono zagadnienie estymacji parame-
trow za pomoca metody zmiennych posrednich. W szczegdlnos$ci przedstawiono wyniki
bayesowskiej estymacji parametrow opartej na wspomnianej metodzie, gdzie przedmio-
tem badania byly trajektorie logarytmu procesu pierwiastka kwadratowego. Wnioskiem
z tego eksperymentu byto stwierdzenie nieefektywnosci metody zmiennych posrednich
uzasadniajace pominigcie jej w kolejnych badaniach empirycznych.

W rozdziale czwartym zaprezentowano wyniki bayesowskiego wnioskowania
przeprowadzonego, opierajac si¢ na szeregu miesi¢cznych stop procentowych Amery-
kanskiego Banku Centralnego (FED). W szczegoélnosci omoéwiono zagadnienie esty-
macji parametréw, poréwnania sity wyjasniajacej konkurencyjnych modeli oraz przed-
stawiono wyniki krétkoterminowej prognozy dalszego poziomu stopy FED. Warta po-
kreslenia jest w szczegdlnosci traftno$¢ uzyskanej prognozy, dla ktérej przyszie
wartosci stopy FED znalazty si¢ w bardzo bliskim sasiedztwie median rozktadow pre-
dyktywnych — pomiedzy kwantylami rzedu 0,25 i 0,75. Prezentowane wyniki otrzy-
mano, wykorzystujac prawdziwa gestos¢ przejscia oraz jej aproksymacje. Zgodnosé
W oszacowaniu nieznanych parametréw w obu tych przypadkach jest dodatkowym
empirycznym dowodem zbieznosci prezentowanych metod. W rozdziale zwrdcono
uwagg na szybkos$¢ algorytmow numerycznych, §wiadczaca o duzej efektywnos$ci oma-
wianych w pracy metod.

Interesujacym wnioskiem rozdziatu czwartego jest mozliwo$¢ modelowania w spo-
sob zadowalajacy dynamiki szeregu FED za pomoca prostych proceséw It6, zadanych
poprzez liniowe stochastyczne rownania réozniczkowe. W szczegdlno$ci mowa tutaj
o powszechnie krytykowanym modelu Blacka i Scholesa. W praktyce do modelowania
struktury czasowej stop procentowych stosuje si¢ migedzy innymi modele CIR iV, ktére
w rozwazanym eksperymencie zostaty odrzucone przez dane. Nieoczekiwanie model
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BS, ktory wykorzystywany jest zwykle do opisu warto$ci akcji, okazal si¢ dobrym na-
rz¢dziem modelowania rozwazanego szeregu stopy procentowej FED.

Ostatni, piaty rozdzial monografii, po§wigcony zostal ilustracji empirycznej zasto-
sowania proceséw dyfuzji w modelowaniu polskich danych finansowych. Przedmio-
tem zainteresowania byt szereg dziennych wartosci indeksu WIG20 z zamknigcia sesji,
notowanych przez Gietdg Papierow WartoSciowych w Warszawie. Wnioskowanie baye-
sowskie zastosowane zostato do oszacowania nieznanych wartosci parametréw rozpa-
trywanych procesow, dokonano poréwnania rozwazanych modeli oraz przeprowadzo-
no bayesowska prognoze i wyceng europejskiej opcji kupna na indeks WIG20. Przy-
szte warto$ci indeksu WIG20 znalazly si¢ w bardzo bliskim sasiedztwie median
rozktadow predyktywnych — pomigdzy kwantylami rzedu 0,25 1 0,75. Podobnie rzeczy-
wiste wartosci wyplaty rozpatrywanych opcji znalazty si¢ w bliskim sasiedztwie me-
dian rozktadéw predyktywnych zdyskontowanej funkcji wyplaty — pomiedzy kwanty-
lami rzedu 0,25 1 0,75. Ponadto warto$¢ oczekiwana rozktadu predyktywnego zdyskon-
towanej funkcji wyplaty w trzech przypadkach wyceny na cztery okazata si¢ blizsza
zaobserwowanej cenie opcji w poréwnaniu z kursem odniesienia podanym przez GPW.

Naturalna konsekwencja rozpatrywania w pracy procesow zdefiniowanych
w przedziale czasu, a nie w chwilach dyskretnych, jest jego ,,urealnienie”. W szczegol-
no$ci wyznaczajac czas pomigdzy wystgpowaniem kolejnych warto$ci szeregu czaso-
wego brano pod uwagg rzeczywista liczbe dni, wlaczajac w to np. dni wolne od pracy.

Krytyka zasadno$ci stosowania modelu Blacka i Scholesa znalazta swoje potwier-
dzenie w badaniu empirycznym rozdziatu piatego. Wyniki przeprowadzonej analizy
wykazaly catkowita nieprzydatno$¢ tego modelu w opisie dynamiki indeksu WIG20.
W rozwazanej klasie konkurencyjnych specyfikacji bayesowskich model EOU naj-
wierniej opisuje dynamike szeregu WIG20. Wada rozwiazania modelu EOU jest mozli-
wos¢ przyjmowania przez nie warto$ci ujemnych. Przyjmujac za oceny punktowe para-
metrow ich warto$ci oczekiwane a posteriori, wykazano jednak, ze prawdopodobien-
stwo takiego zdarzenia (dla horyzontu rozwazanej prognozy) jest bardzo bliskie zeru.
Ponadto dla rozktadu predyktywnego prawdopodobienstwo przyjecia przez proces
wartosci dodatnich jest bliskie jednoS$ci.

Wyniki badan empirycznych wskazaty na to, ze o wyborze najlepszego modelu
decydujacy wptyw miata posta¢ funkcji zmiennosci. Modele o takich samych funk-
cjach dryfu, ale odmiennych funkcjach dyfuzji, uzyskiwaty wyraznie rézne prawdopo-
dobienstwa a posteriori.

Ponadto w rozdziale piagtym wspomniano o poréwnaniu wynikow prognozy i wy-
ceny opcji dokonanej przy zastosowaniu modelu EOU oraz dyskretnego procesu
zmienno$ci stochastycznej z korelacja i grubymi ogonami (FCSV). Zaskakujaca okaza-
ta si¢ zgodnos¢ uzyskanych w obydwu modelach wielko$ci median rozktadow predyk-
tywnych poziomu indeksu WIG20 oraz rozktadow zdyskontowanej wyptaty. Ponadto
oszacowania prawdopodobienstw niewykonania rozwazanych europejskich opcji kup-
na w obu modelach okazatly sg bardzo podobne. Wyniki uzyskane na podstawie modeli
EOU i FCSV ro6znia si¢ niepewnos$cia (mierzona rozpigtoscia kwantyli) co do przysztej
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wartosci indeksu oraz wielkosci zdyskontowanej wyptaty. Zaobserwowano wigksze
rozproszenie oraz znacznie grubsze ogony tych rozktadéw dla drugiego ze wspomnia-
nych modeli, §wiadczace o mniejszej precyzji prognozy i wyceny opartej na modelu
SV. Rozktady predyktywne zdyskontowanej funkcji wyptaty byly w obu modelach jed-
nak na tyle rozproszone, ze przyjecie za ceng opcji jakiegokolwiek punktowego osza-
cowania jest obarczone duzym bledem ex ante. Powyzsza uwaga potwierdza nietry-
wialno$¢ problemu precyzyjnej wyceny instrumentéw pochodnych.

Przedstawione w pracy rezultaty empiryczne uzyskano za pomoca algorytmow nu-
merycznych opartych na metodach Monte Carlo oraz tancuchach Markowa. Zastosowa-
no technik¢ MC z funkcja waznos$ci oraz algorytm Metropolisa i Hastingsa, a w szcze-
gblnosci probnik Gibbsa, wersje sekwencyjna M-H i losowa wersje blokowa algorytmu
M-H. Ponadto wykorzystano metodg eliminacji. Przy czym za funkcj¢ waznosci (wyko-
rzystana w technikach MC-IS) i funkcje generujaca (wykorzystana w algorytmach M-H)
przyjeto wielowymiarowy rozktad z-Studenta z trzema stopniami swobody, dla ktorego
$rednia 1 macierz kowariancji zostaty ustalone po wstepnych przebiegach algorytmu
MC-IS. Wysoki procent akceptacji pociagat za soba szybka zbiezno$¢ algorytmow
MCMC. Do oceny zbieznosci algorytmu M-H wykorzystano statystykg CUMSUM. Na-
tomiast estymator §redniej harmonicznej Newtona i Raftery’ego zostat wykorzystany do
poréwnania mocy wyjasniajacej rozwazanych modeli.

Rosnaca potrzeba poszukiwania coraz to bardziej wyrafinowanych narz¢dzi mo-
delowania zjawisk finansowych przystania i czyni niepopularnym stosowanie stosun-
kowo dobrze teoretycznie poznanych proceséw dyfuzji It6. Jednak wyniki prezentowa-
nej monografii przemawiaja za uwzglednieniem ich przy podejmowaniu decyzji finan-
sowych. Na uwage zastuguja zwlaszcza procesy niejednorodne, ktére, by¢ moze ze
wzgledu na skalg trudnosci ich zastosowania, nie znalazly dotychczas wystarczajacego
zainteresowania w literaturze przedmiotu i praktyce.

Warto podkresli¢, ze modele V, CIR i BSBS sa najczesciej stosowane do opisu stop
procentowych, natomiast za pomoca modelu BS wyjasniana jest dynamika cen akcji.
Z punktu widzenia teorii niec ma jednak przeciwwskazan, by modele te stosowa¢ do
opisu innych zjawisk — co zreszta jest powszechna praktyka w szeroko rozumianej lite-
raturze z zakresu ekonomii. Rozwazane modele: V, BS, CIR, BSBS i EOU wykorzysta-
no w monografii do opisu zaréwno dynamiki szeregu czasowego stopy procentowej,
jak 1 warto$ci indeksu gietdowego. Interesujacym wynikiem przeprowadzonych badan
empirycznych jest wysokie prawdopodobienstwo a posteriori przyznane modelowi BS
w przypadku analizy stopy procentowej FED.

Stosowane w czg$ci empirycznej pracy metody wielomianéw Hermite’a oraz roz-
wiazan rownan Fokkera, Plancka i Kotmogorowa sa wygodnym narzedziem przybliza-
nia funkcji wiarygodnosci. Nalezy podkresli¢ szybko$¢ obliczeniowa algorytméw nu-
merycznych opartych na wspomnianych metodach.

Na podstawie przeprowadzonych w niniejszej pracy badan, mozna uznaé podej-
Scie bayesowskie za wygodne i efektywne narze¢dzie wnioskowania o nieznanych wta-
sno$ciach badanych szeregéw czasowych. W wyniku jego zastosowania badacz uzy-
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skuje wolne od asymptotycznych aproksymacji rozktady nieznanych parametrow mo-
deli, wektora prognozowanego, zdyskontowanej funkcji wyplaty opcji czy tez jakiej-
kolwiek innej badanej charakterystyki — a nie jedynie oceny punktowe nieznanych
wielkosci, jak ma to miejsce w ujgciu teorio-probkowym. Dodatkowo poprzez okresle-
nie rozktadow a priori istnieje mozliwos¢ wlaczenia do wnioskowania w sposob jawny
i sformalizowany wstepnej wiedzy posiadanej przed wgladem w dane. Ponadto ujecie
bayesowskie poprzez mozliwo$¢ taczenia wiedzy ptynacej z konkurencyjnych modeli
daje sposobno$¢ przeprowadzenia wnioskowania statystycznego bez koniecznosci
ograniczania rozwazan tylko do jednego modelu.

W monografii ograniczono rozwazania do jednowymiarowych proceséw dyfuzji,
pozostawiajac analiz¢ wielowymiarowego przypadku dalszej pracy autora. Ponadto
w pracy skoncentrowano si¢ na SRR z zaburzeniem gaussowskim, pozostawiajac tema-
tyke SRR z zaburzeniami o-stabilnymi (SDE with o-stable measure) czy tez z zaburze-
niami o rozktadzie Poissona (jump-diffusion SDE) dalszemu zakresowi badan. Opraco-
wanie i zastosowanie bayesowskiego wnioskowania dla jednowymiarowych SRR z za-
burzeniem gaussowskim bylo samo w sobie duzym wyzwaniem, a jednoczes$nie
wspaniata przygoda, ktérej owocem jest niniejsza monografia.
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