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Definicja 1.1

Procesem stochastycznym X jest funkcja dwóch zmiennych4) 
�G��LΩ→� �#��� ���
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Definicja 1.2

Proces stochastyczny X jest procesem Markowa, 3�!��G

{ }

{ } ( )
1 2 1 1 2 1

1 2

, , , , , : ,

, , , ,

n n n n

n

n n t t t t t t t t

x x x B

+ +∀ ∈∀ ∈ ∀ ⊂ < < < <

∀ ⊂ ∀ ∈

� � �

� � ��

�

���$
�����������G

( )
( )

1 1 1

1

1 1, , ,

,

n n n

n n

t t n t n t

t t n

P X B X x X x X x

P X B X x

+ −

+

−∈ = = = =

= ∈ =
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Definicja 1.3
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	����� ��
�
�!� �� ��� &#���� �� �� �$����� �� �
� ���
	�
	�∈�)�2����$����� �����������3�&#�(����3� ��	���
	����
��3�������"	���)� �� �	 � �2
��	#
!EG

( ) ( )
( )

dla  0
, , : ,

dla  0

t s

B

P X B X x t s
P B x s t s

x t s

⎧ ∈ = − >⎪− = ⎨
Ι − =⎪⎩

gdzie ( )
1 dla x B

.  
0 dla x B

B x
∈⎧⎪Ι = ⎨

⎪ ∉⎩
*����&#��
���$�� ���≤��G� ( ), ,⋅ −x s t s �3�&#����	���	
������&#������
�	�!�
������σ5��5

4��	�����iorów borelowskich.

�� �
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4	�(��� �	��3%#
� ���
����� � ��� �&#���3�� 4%&#
!��� ( )1 1 2 2, ; , ; ; ,� k kp x t x t x t
&�
'������� �����	
���$� ��������$� �
&
���$� �
&#���� ( )1

, ,�
kt tX X � ���� �
� ∈ � 

�
�∈ � �
�∈ R� � ��� ��S � ���O�� �= � �������	����#����� ( ), ,⋅ −P x s t s �������V��� 3�&#�	
����5
���� ��&
��#���� ���4���� 
� 4%&#
!��� ( ); , .⋅ −p x s t s � -����3�6) ( ); ,⋅ −p x s t s ��������
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!��������(����3���	��3!����)transition density or function2��	
��&�����F���(���5
�3��4%&#
!���������G

( ) ( ) ( ): , , ; , .∀ ∈ − = −∫�

B

B P B x s t s p y x s t s dy�

�!	"�� �	
��&"�� ��	�
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��&�� 3���
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Definicja 1.4
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( ) ( ); , ;− = −p y x s t s p y x t s  dla ������> 0;

w przeciwnym przypadku proces jest niejednorodny.
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(i) ( )1
lim ; , 0,

t s y x

p y x s t s dy
t s+→ − >ε

− =
− ∫

(ii) istnieje funkcja a: ( ) ( ) ( )1
lim ; , , ,

t s y x

y x p y x s t s dy a s x
t s+→ − ≤ε

− − =
− ∫

(iii) istnieje funkcja b: ( ) ( ) ( )21
lim ; , , .

t s y x

y x p y x s t s dy b s x
t s+→ − ≤ε

− − =
− ∫

Przy czym '!���	��a����������	
���'!���	�����'!� !�����2���������
0����
�
��
�

�����drift coefficient������
0�����b�'!���	�� !�����2���������
0���'!�	���diffusion func-
tion/coefficient).

;���
���!��-�,��-
�	
� �������
	
��
������� ������ε�X���#��� ���G

( )21
lim 0,t s s

t s
E X X X x

t s+

+ε

→
− = =

−

wówc��&���	�����)�2���(����3������3�&#�&�����
�� ���#
���&#���	�����)��2�
	���)���2�	"�5
�
������&����&#%��3�����4	����
�G

( ) ( )1
lim ,t s s

t s
E X X X x a s x

t s+→
− = =

−
(1.3)

( )( ) ( )21
lim ,t s s

t s
E X X X x b s x

t s+→
− = =

−
(1.4)
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��&��X w krótkiej ch�����3�&#����� �#����)�
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1
����������2G

( )1
lim 0t s s
t s

P X X X x
t s↓

− > ε = =
−  dla  ε�X��.
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( ) ( )( ) ( ),t s sE X X X x a s x t s t s− = = − + ο −  dla  t→s+.

%� 7����� � �*� 6� � � �**� ���� �→��� 
�������� -
� ( ) ( )
0

0.
x x
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⎯⎯⎯⎯→ � <��
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( )( ) ( )( ) ( )2 ,t s sE X X X x b s x t s t s− = = − + ο − dla t→s+.

F�#���!	���������	�#��	��	
&#���	
��&�����������	������������&��3�&#����	�����5
��������	
&#��	
�
	�3
�������
���	#
!���t � s����&�"������������(��3��b.

9
����3��	���&#���
����
&#����#���	�������)��3����3����
������$��
&#���2�
��&�5
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chod 1968; Rozanow 1974; Arnold 1974; Lip-
cer i Sziriajew 1981; Schuss 1989; Kowalenko, Kuzniecow i Szurienkow 1989; Sob-
czyk 1996).

Twierdzenie 1.1

/������R��S��∈ �������������	
�����
�����������������
���������
��a i b�����
�����������
����������
������ �!�"� ���!�����������#$%�����������������&����∈ P�����2 ����
���#
�4%&#
!E
�	��3!���� ( ); ,p x s t s⋅ − � �	
��&�� X� 3�&#� ���4��� ��4�%���� s� 
	��� �&#���3�� �� &�� ���4��
��4�%����s��
�$
�������&#�
��:

( ) ( )2

2

; , ; ,
  i   ,

p y x s t s p y x s t s

x x

∂ − ∂ −
∂ ∂

�"����&�&�����
���3�&#�	"������G

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2

; , ; ,1
, ; , , 0

2

p y x s t s p y x s t sp
a s x y x s t s b s x

s x x

∂ − ∂ −∂+ − + =
∂ ∂ ∂

(1.5)
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���)���2����������3�&#�	�#	
&���#������	"��������8
��
5
4
	
���)�������	�&����	"��������8
��
4
	
��2�)backward Kolmogorov equation).

Twierdzenie 1.2

/������R��S��∈ '������������	
�����
�������������
��������������������
������ �!�"� ���!
����������#$%� ��� �������������&�� s i x, a ponadto d&���(�������	
�������� ( ); ,p x s t s⋅ −
	
������X��������������������������(	������	��)����*

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
2

2

; ,
, , ; , , , ; , ,

p y x s t s
a t y p y x s t s b t y p y x s t s

t y y

∂ − ∂ ∂− −
∂ ∂ ∂

wówczas dla ustalonych s oraz x������)�������< � �&�����
���3�&#��	
&���#�����	"������
8
��
4
	
��� )��������� 	"�������	�4��� 	"��������8
��
4
	
��� ���� 	"�������
-
���	����9������2�)forward Kolmogorov equation):



==

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
2

2

; , 1
, ; , , ; , 0

2

p y x s t s
a t y p y x s t s b t y p y x s t s

t y y

∂ − ∂ ∂+ − − − =
∂ ∂ ∂

(1.6)

/��������������3&���$��	
��&"����(��3� ��#"	��
�4	�����&#
#���	
�%���#�
	���&#
5
�$�&#������$� 	"���'� 	"������
���$ � 3�&#� �	
��&� �����	�� )	��$� <	
���2�� *��� #�4

�	
��&�� (����3�� �	�(�� �� ��(��3�� ���
&��� 
��
������
G� ( ) ( ), 0 i , 1.a s x b s x= = � /�4

��(����3��3�&#���&#%��3���9 ):

Definicja 1.6

9	
��&��������	�����������3�&#��	
��&�&#
�$�&#�������G�ΩLP� �∞2→��#��� ���G

(i) ( )0 0 1,P W = =

)��2 �	��	
&#���	
��&�� ,t s u tW W W W− − �������<���<���&������������ 

)���2 �	��	
&#�� t h tW W+ − ���3��	
�������
	������
���	#
!���
���������3�������	����3����

9	
��&������	��3�&#�3���
	
������	
��&�����(��3��
���&#%��3���3�4%&#
!����	��35
!���10):

( )
( )

( )
( )

2
1

; , exp .
22

y x
p y x s t s

t st s

⎧ ⎫−⎪ ⎪− = −⎨ ⎬−π − ⎪ ⎪⎩ ⎭

9
���#
��
�����
����E �����	
��&�#������	�������3�����4�� ��	������&�%��������5
	"������
������
���$��������&�
'��
���11) �����������&�
'��
�����	�������������5
�
������&�
�����������3����&�
!����
���4�3�����&
�����������	�4���	�
!E�#	�3��#
5
	����	
��&�����
��������	�&�����$12)���������=.

�2 ��#���&�
&"�����(���
������	
��&�&#
�$�&#����������#�	�#�	����	�����
#�����������3�&#����5
&����&#����	�
�����	
��&��������	��)����������	������������*����������	��	����������	�����


��������
����4+�������
�	����
����	��������	���� ���*�����	�����$�,�
�	���
�����
���	���α

��σ-
� �����.�
���	����.��	����
���/�����	��
�$0102�/�������$00,*�

$�� ��������	
������
����������
�����	������
������������������������
���������N���

��� ��������������
�����������
�������������� ��
���	!
�"����� ( ) ( )( ) ( )
1

1

n
n n

ii
i

f x f x+
=

−∑ ���������#����"

�����������	����������� 1 2 1 ,na x x x b+= < < < =� ��!�������!�����
��$��%��������������%���&
��'�����(��������#����"����������
���	!
�"������������#����"���!�������!�����
��$��%������
�����(�����������#������

�)� *�����
���
����
�������������"�(�����������������������
�������
������+
��������,������
��&
���� -�["\�	�N.����������	��� ��
���"������ ���
���� �
����� /�'������� �
�"�������	�� �
��
��
���"������
��(��+
�������
�"������
�������������������������(��
�"
���!��0��
����&
�������112���3�����������"�������"�(����������������"��
�"��������������������
��"�N�����&
�������������������������(������4���
����!�����	�������
�����������5�
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Rysunek 1.3 przedstawia linie kwantylowe procesu Wienera13)�� *�������� ����
���
�����'�����
�
���
���������
�������
��������
������������

���

���

�

���

���

���

���

�

	���

	���

���� ���� ���� ��
� ���� ���� ���� ���� ���� ��
� ����

�������������������

����������������������������

��������������������������������

��������������������������������

����������������������������

�������������������

����

����

����

�

���

���

���

���

	

	��

	��

����
 ����
 ��
�
 ��
�
 ����


����

����

����

����

���

�

��

���

���

���

���

�

�
�
	

�
�


�

�
�
�
�



	
�
�

�
	
�
�

�
	
�
	

�
�
�
�

�
�
�
�

	
�
�
�

�
�
	
�

�
�
�
�
	

�
�
�
�
�

�
�
�
	
�

�


�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
	
	

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
	


�
�

�
�


�
�

#3! 4�����&������)��&����������
���,�	
������4����
����
��&������������
������&��������&�����
��

�������������,�������&��
�������� 	�
$�����������#$#-!$



-5

���� "�����	�
������#��������#$����%����&�'
�����������������	�����

7���$� ( ), ,Ω ℑ Ρ ��%������	��&#	�������	
������&#�����������������
&��
�����(��5
#	��3%�{ } 0t t≥ℑ ��4
�������	
��&��������	��{ } 0

,t t
W ≥

�#���:

Definicja 1.7

-��#	��3�� �4
���� �� �	
��&��� �����	�� { } 0t t
W ≥

� ������� &�%� 	
����%� σ-algebr
{ } 0t t≥ℑ �&������3������&#%��3������	����G

(i) , 0 ,s t s t⊂ ℑ ⊂ ℑ ⊂ ℑ ≤ <�  gdzie ��3�&#�	
���������
	"�����	����	
,

(ii) zmienna losowa Wt jest -tℑ ���	���������������4
�t ≥ 0;

(iii) 0 s t∀ ≤ <  zmienna losowa Wt – Ws jest nieza������
��σ-algebry .sℑ

9
�&#��
����#�	����� �����#"	���
���	��&�%� #�
	���1;;�6#A � 3�&#��
3%���������

&#
�$�&#�����3�6#A� ( )
0

,
T

s
t

b s dWω∫ �)�
	��6#A���B= ���BB ���B� �����2��D���%�#%�
�	�!���&�%

�������
	��(����3���-'�����Q � #��������(����3���G�P�����QLΩ→�����	������$���4�%���
���������������$�)� �ω2�)#������4�%����σ5��4��	�� [ ]( ), ),

�
T × ℑt� ������#�����3����$

���������4
� ��∈ P�����Q� )#�����)� M2� 3�&#� ���	������ ��4�%����σ5������ tℑ � ���� �����4


��∈ P�����Q2�
	������	���
�
�
���'&#����3��������$
���G� ( )
0

2
,

T

t

b t dtω < ∞∫ �)4��������5

�%��	����&#��
����ω�
�������&�%���&��&���;�������2�
*���#���
�	�!�
��4
����
	��(����3����(����3��&�%��
3%����������6#A��D���%�#%���	
5

������ &�%� ��3���	�� ���� (����3�� &�$
��
���$� )������3� &�
�
���$214) �� ��&#%��3���
&�
&"�G

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1

0

, ,
k k

T n

t k t t
kt

b t dW b t W W
+

−

=

⎡ ⎤ω ω = ω ω − ω⎣ ⎦∑∫ (1.7)

4��������:��#�:�$$$�:����O���3�&#�&#
&
������
��������
�����������
�������7�&#%�������(��5
#� ���������
�
���3�(����3����∈ �-'�����Q��&#���3�����4�(����3��&�$
��
���$����∈ �-'�����Q

#��� � ��� �� �	���
�
�
���'&#���� 3����� ���$
���� ( ) ( )
0

2
lim , , 0

T

n
n

t

b t b t dt
→∞

ω − ω =∫

�B2 C
������������(����3� ������#"	��$��&#���3���
������
�������P����� ,� 0 1 nt t t T< < < =� �������$�
( ) ( ), ,ib t b t=ω ω ����� [ )1, , 0,1, , 1.i it t t i n+∈ = −�



)8

0��
��;��(������<��
��(����12=�������
�����(���"���'�>�?���%�����������(����3��&�%�3��

4	����%�)�4��	���
�
�
���'&#��2�����������(����3��&�$
��
���$ �#���G

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, : lim ,
T T

t n t
n

t t

b t dW b t dW
→∞

ω ω = ω ω∫ ∫ (1.8)

7��������������E ����4	�����������������
���
�
	�����4�����
D����� 6#A� ���� �
���� ��(���
��E� 3��
� ������ ;�������@1#���#3�&� � ��� ��4�%��

������&�
'��
�����$����� #	�3��#
	��� �	
��&�������	�� )�
	��8�	�#��&� ��1$	�A����002�
9
���#
� ������ 6#A� 3�&#� 	"���� 4	������ )�4� �	���
�
�
���'&#��2� &��� ��	
�&�����35
���$�������;�������@1#���#3�&� ������#"	��$�����#���
!	������&����������	�'������
5
�������
�������P�����Q��*
�"	�����#"���
!	�����$�3�&#��&#
#�� �4�����	
�������
�	"�5
���$� �����"� � #���� ������ &#
�$�&#������$15) (por. Protter 1990).� �� &����4"��
!��
�	��3%����!	
��"���	�������"��3��
�����#"���
!	�����$�
�	�!���#��������%�1#	�#
�
A�5
�$�� )�
	�� 1#	�#
�
A��$� ���� � ����2 � ��#
���&#� �	��3%���� �	����$� �	�'�"�� ��(����3�
#��������%��&#������ )�
	��1�$�&&���0�2��1����4"�
��� ��(
	���3���
#���������(����3�
�����&�
!���������6#A��
���������TE��������:��&#%��3����$��	����$G�?��$������1�
	
5
�$
�� )���0) � 6����� �� ��#������ )��0�) � @����	� �� 1��	��3��� )��0�) � 8�	�#��&� �� 1$	�A�
)��00) � 8�
����� �� 9��#��� )���=) � 1
������ )����) � ∅�&������ )=���)� 
	��� <	��T����
��Zastawniak )2002).

8
��3�����������#�	���������
	��&#����������	����3�&#��
3%�����	
��&��6#A
)�
	��@����	���1��	3�3�����0�2�

Definicja 1.8

9	
��&�&#
�$�&#������
����4���$�#	�3��#
	���$�R��S��∈ '���������������������	
�����

6�7����&(��
�	
������4����
���������&�
���i ,tℑ ����&�������������������a i b�
��
��&��
���&(��
�σ5��4��	�� [ ], ,o T × ℑ� t ��%������	
��&���������#�����3����� ������#"	��$
���$
����)���	���
�
�
���'&#����3����2���&#%��3������	����G

(i) ( )
0

, ,
T

t

a t dtω < ∞∫

(ii) ( )
0

2 , ,
T

t

b t dtω < ∞∫

��2 *
���	�3��� ����#�� �
!	������ �� ������
!��� 
�� λ ∈ ���� � � �� �������� ( ) ( ) ( )
11 n n

j jt t +− λ + λ � ���

0,1, , 1,i n= −� � 	����� ( ) ( ) ( )
1 2 1

n n n
na t t t b+= < < < =� � �������'��&�"� �������� �������� ���� � 

������$�� ( ) ( ){ }1max : 1, , 1 0
n n

iit t i n+ − = − →� �������→ ∞����
�"�������
���
���(���'�����	
���&

�"�� ( )( )
0

2 21 1 1
0 02 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,
T

t

W s dW s W T W t T tω ω = ω − ω + λ − −∫ � ��� ������
���� ����$����

	
����"������/�
������������
�����	��



)2

0���� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0

, ,
t t

t t s
t t

X X a s ds b s dWω = ω + ω + ω ω∫ ∫ � ���� �� ∈ P���� �Q � �	��� ����

( )
0

,
t

t

a s dsω∫ �3�&#�������;������������
��������������&#��
��������������ω�∈ Ω,

��#
���&#� ( )
0

, ( )
t

s
t

b s dWω ω∫ �3�&#�������6#A�

��	�����)���2���(����3����0�����&�3��&�%���%&#
���(
	����&�	"�
��3G

( ) ( )t tdX a t dt b t dW= + (1.9)

9
���#
 � 3�!��� �	
��&��� &������� 	"������� )���2 � #
� �"��� &�% � ��� ��� 
�� &#
�$�5
&#������	"������%�6#A������D�%&#
�����&#
&
������$����
	��&#�3��&�%�(��#��&#�������	"�5
�������&#
�$�&#�����3�����#	��&(
	���3���	
��&��X�����&�
!E�#%�
�	�!����
���&���#���	5
�������zwane wzorem Itô:

Twierdzenie 1.3

/�!��� (����3�� �G� P���� �QL�→�� �
&����� ���4��� �
�$
���� ���&#�
��� ( ), ,
u

t x
t

∂
∂

( ),
u

t x
x

∂
∂

 i ( )
2

2
, ,

u
t x

x

∂
∂

 a ponadto �����	"������%�&#
�$�&#�������
&#����)���2 �#
�proces

stochastyczny ( ) ( )( ),t tY u t Xω = ω ����	"������%�&#
�$�&#�������
&#���G

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2

1
, , , ,

2t t t t t t
u u u u

dY t X a t t X b t t X dt b t t X dW
t x xx

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠
(1.10)

������ ���&%� �	
��&"�� &#
�$�&#������$� &#��
���� 	
���������� &#
�$�&#������$
	"���'�	"������
���$�)1;;2�6#AG

0 0

( , ) ( , )t t t t

t

dX a t X dt b t X dW

X x

= +⎧⎪
⎨

=⎪⎩
(1.11)

F���&�)����2�3�&#���	
&���
���(
	����������	"���'�)#�����
&#��������
��316) ):

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

0

0 0

0 0

, ,
t t

t t s s s
t t

t

X X a s X ds b s X dW

X x

⎧
ω = ω + ω + ω ω⎪⎪

⎨
⎪

ω = ω⎪⎩

∫ ∫
(1.12)

��2 ^�����	"���'�)���=2�������!�����&��&���#���#��������
�	"��������
��)����2��/���������
�
5
����	
&#
#������&������#�
!�����#�	�	�#��3������#�	�#�	����	�����
#���
�&���$����&#
&�3��&�%���5
��&���	
&���
���)����2�
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���	�����
���
3%�����&#
�$�&#�����4
�	"�������	"������
��4
�	
��������3�&#
11;���&��&���6#A�

/�!���(����3��a i b������������
���������3�t ��"����&��"���&�%�
���#
�
�������$
1;;. W literaturze przedmiotu funkcja a����������3�&#�(����3�������&�"�����������
�	�(�������	���
&����� �(����3��b (lub b22����������3�&#�(����3�������&�"�����������
��(��3������������
!��.�;
�����������
���&���$������"��
�	�!���&�%�����&#%��3���
&�
&"�G

Definicja 1.9

Niech funkcje a i b� �%��� 3�������(����3�� ��0��9
���#
�����$� �������� �
&
�����

�(�����
��
��&������&(��
� tℑ  oraz �����&��������
0t tW W− ��&����X���$�4�������	
����

X jest ��&��
�� ��������
����
�� 
����������
�  &���	��	
����� 
����������
!�������
 #$##!������Xt������ tℑ �
��
��&����
������&�������	���������� ��	
����	������8����

�����!������� #$#-!��&����∈ P�����Q.

��#�
	��� &#
�$�&#������$� 	"���'� 	"������
���$���	"����� &�%������
3%���� 	
�5
�����'G��
����)������3�&����2���&�������
����	
����������)�
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Twierdzenie 1.4

Niech funkcje a i b��%���
�	�!�
��� �����	������������
	��� P�����QL�� 
	�������$
�&#���3��&#����K > 0�#��� ��������x, y ∈ ��i t ∈ P�����Q:

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,a t x a t y b t x b t y K x y− + − ≤ −  (warunek Lipschitza) (1.13)

( ) ( ) ( )2 2 2, , 1a t x b t x K x+ ≤ +  (warunek wzrostu) (1.14)

Ponadto niech 
0t

X ��%��������������
&
�� ������#"	�3����$
���� ( )0

2 .tE X < ∞



=0

�"����&��&#���3���
��������3���
17) �
����	
�����������������)����2�
����4���$
#	�3��#
	���$�� ;
���������� #
� 3�&#� �	
��&��� ��	�
��� �� 	
�������� �
���#�
���

( ) ( )0 0t tP B P X B= ∈ ���	
���������	��3!���� ( ), ,P x s t s⋅ −  (por. definicja 1.3), dla które-

go [ ]( )0

2
,sup .tt t TE X∈ < ∞ � 9	��� ���� � 3�!��� �&�"���������� 1;;� 6#A� ���� ������� 
�� t,

tzn. a(t, x) = a(x) i b(t, x) = b(x) � #
�	
����������X jest jednorodnym procesem Mar-
kowa.

/�!����
��#�
�
�(����3��a(t, x), b(t, x)�&�����4�����4�%����t ∈ P�����Q, to rozw����5
������3�&#��	
��&�����(��3�����	���������P�����Q���(����3���	�(��a(t, x)���(����3����(��3�
b2(t, x) (por. definicja 1.5).

D�#
�����#���	�������3�&#��	���������	������
������&����4
���	�����@��&�$�#��
)�����4
�4�
������2�@���%&#
����&�����
��4
����	��#�����K����3��&�% ������	�����#��
�
������&#���E��	�����
��������	�����@��&�$�#��G

[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

00 : , , ,

, , , , .

N

N

N K t t T x N y N

a t x a t y b t x b t y K x y

⎡∀ > ∃ ∈ ≤ ≤ ⇒⎣

⎤⇒ − + − ≤ − ⎦

F�����&��	"������������
��(����3�����
��'�#���	���������B�)�
	��8�	�#��&���1$	�5
A����00,�6���������#��������0�,�8�
�������9��#������=2�

Naturalne jest pytanie, kiedy proces dy(��3�� 3�&#� 	
����������� 1;;� 6#A�
9	��� &#
&
����$����
������$��
�����
����E � ��� �&#���3���	
��&������	��
	��������
	"���'�)����2 ��#"	�4
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�����������3�&#���������	
��&���(��3��@�3�&#�#
��"����&�	
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��������� �� &��&��� &������ )�
	�� 9	
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A� �� ;
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A� ����,� Kowalenko, Kuzniecow
i Szurienkow 1989; Kloeden i Platen 1992).
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	�� Øksendal 2000; Janicki i Iz��
	����� =���2� �� &#��� ���&����
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&
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�
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��&� ξ� /
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!����$� ����"�� 
����'������� 0������� ��� ���(����,

[ ]0 ,
sup 0 0.t t

t t T
P X

∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟− ξ > =⎜ ⎟⎝ ⎠

�=� *� �
��"� -�� B
������ �� �195� 
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Definicja 1.10


�	
�&���3�����	
��&�������4����&������&��&�����	�%����ν ∈ )� �∞Q����$��������

�	
��&��� �3�!����&#���3��&#������V�∞���Δ��D������������

( )T TE X Y K ν− ≤ Δ

dla dowolnego kroku dyskretyzacji Δ ∈ )� �Δ�!.
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Definicja 1.11


�	
�&����3��������4����&������&��&�����	�%����ν ∈ )� �∞Q����$��������
��	
��5
&��� � 3�!��������
�
���4
�����
������
� �&#���3�� )
)��22 � )
)��22�
	���&#������V�∞
��Δ��D������������*

( )( ) ( )( )T TE g X E g Y K ν− ≤ Δ

dla dowolnego kroku dyskretyzacji Δ ∈ )� �Δ�!.
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����� �����(������ 
��	��
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�� ����
��������

�����)�
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�� ������������	��
���	��
�����	
����E�
���
����#$%%�
����������
��������� 
���������)�
���
�9�&�
�"E�
���
�!��
�����)�
���E�&�������  	�
$�E�&�
������#$:5��#$:%!$�;�������	������������������������ ��������������	�
������)���)��

����.

F���)�	
�����G��S��∈ '��������(�����
����������
��������
����8*

0 0

( , ) ( , )t t t t

t

dX a t X dt b t X dW

X x

= +⎧
⎪
⎨
⎪ =⎩

(1.15)

;�����������)�!�X����%��������������#�	���� ���4�%�����#"	�3���(����3��&�%��
�����

������� [ ]0 0 0 1, : .Nt T t T= τ < τ < < τ =� �*����	
&#
#��	
���
��������������&�%�	"�5

����
����� �#���� 0
1 .k k

T t

N+
−Δ ≡ τ − τ =

*�&�	�#���3���������	"���'�)����2���4�%����&�$���#��>���	� �
#	����3�����	
5

��&�&#
�$�&#������ { }, 0, ,kY Y k NΔ= = � �&������3������&#%��3�����������G

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1

0 0

1 , 1 ,k kk k k kY Y a k Y b k Y W W

Y x

Δ Δ− Δ − Δ − Δ − Δ
⎧ = + − Δ Δ + − Δ −⎪
⎨
⎪ =⎩

(1.16)

7��������������E ����4%&#
!E��	��3!��������	
��&��Y jest postaci:

2( | ; , ) ( | ( , ) ; ( , ) )Yp y k y a k y b k y⋅ Δ Δ = φ ⋅ + Δ Δ Δ Δ (1.17)

gdzie ( ),m vφ ⋅ �3�&#�4%&#
!����	
��������
	�����4
 ������#"	�4
�"���ν�&��
��
������

��	#
!����
��������������	����3���-����3%�#%���%&#
����
	��&#�3��&�%�3��
���	
�&���5
�3%�4%&#
!����	��3!�����	
��&��X.
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( ) ( )( ) ( )( ) ( ) )1 1 1 , 1 , .t kk kY Y Y Y t k t k kΔ− Δ − Δ= + − − − Δ Δ ∈ − Δ Δ⎡⎣

9
����3��	��#
��
����
&#�����#���	�������)��3����3����
������$�(
	�2�
��&�3���
&�
&"�� ������
!��� 	
���������� 	"������� 	"����
��4
� )����2� �
� 	
���������� 11;
)����2� )�
	�����&#������.0,�C���y 1984; Kloeden i Platen 1992; Janicki i Izydorczyk
2001).

Twierdzenie 1.5

7���$�
0

2
.tE X⎛ ⎞ < ∞⎜ ⎟⎝ ⎠
�9
���#
�����$������
�
����$�� � ��∈ P�����Q�
	���� �#�∈��

�&#���3��&#������X��������������
��Δ�#��� ����&�����
���&����&#%��3�����������G

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1/ 2

, , , , ,

, , 1 ,

, , , , 1 .

a t x a t y b t x b t y K x y

a t x b t x K x

a t x a s x b t x b s x K x t s

− + − ≤ −

+ ≤ +

− + − ≤ + −

Wówczas19):

1/ 2
T ,TE X Y C− ≤ Δ �4�����$�3�&#�&#�������������� od Δ,

�
���#
��	
��&��� 3�&#��������� 3���
&#�3������&��&���!	����
����	�#
�����
�X, gdy
Δ→0:

( )2
t tE X Y O− = Δ  dla ��∈ P� ��Q.

���	����������#
�
������4
�1;; �3�!���(����3���)�2����)�2�&����#�	
�	
#����	"�5
�����
����� ��"����&�&�$���#�>���	��3�&#�&�$���#���	�%������	�&��4
���&��&���&��5
���20).

F� #���	������� ���� ������ � ��� ��	
�&����3�� >���	�� ����4�� �� &������ &��&��
�
�	
����������	"�������6#A���	�%����ν O�� �����	#
���������E ����������#�	����&#���5
���$�	"���'�	"������
���$�&�$���#�#���3�&#�	�%���ν O�����&������&��&��21).

��2 F��
������#���	��������
����
&����E�)�
	��8�
�������9��#������=,�9���	&��������2�
=�2 9	���
��
�������3��
��(����3�����
��'�#��%�#%����&�%��
4"���E����	"������������#
�
������

)�
	��8�
�������9��#������=2�
=�2 ���	����������#�	����&#�������&�����������
!E�	�%���ν ∈ 0���∞ ���%���������
�������
���'�"

����!/,� 0, 0 : T TK X Y K ν∃ < ∞ Δ > − ≤ Δ ������������	���
�����"��
��"������Δ ∈ 0���Δ�!%
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��&�Y
&������3���������G

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )

( )( )
1

1 1 1 1

2

1 1

0 0

1 , 1 ,

1 ,1
1 ,

2

.
k

k kk k k k

kk k

x Y

Y Y a k Y b k Y W W

b k x
b k Y W W

x

Y x
− Δ

Δ Δ− Δ − Δ − Δ − Δ

Δ− Δ − Δ
=

⎧ = + − Δ Δ + − Δ − +⎪
⎪
⎪
⎪
⎨ ∂ − Δ ⎡ ⎤⎪ + − Δ − − Δ⎢ ⎥∂⎪ ⎣ ⎦
⎪
⎪ =⎩

(1.18)

7�������������E ����3�!����)� �J2�O��)�2 ���&#��� ( ),
0,

b t x

x

∂
=

∂
�#
�&�$���#����&#����

3�&#�	"��
������&�$���#
���>���	���7�#
���&#����	���������	���� �4%&#
!E��	��3!���
�	
��&��Y jest postaci (por. Elerian 1998):

( )
( ) ( ) ( )1/ 2

01
exp / 2

( | ; , ) exp cosh ,
22

Y zk
z

p y y k z z
A

−
≥+ Δ

−λ ⎛ ⎞Δ Δ = − λ Ι⎜ ⎟π ⎝ ⎠

gdzie:

( ) ( )
( )

1 ,
,

,
ky B k y

z
A k y

+ Δ − Δ
=

Δ

( )
21

, ,
b

k y
x

−∂⎛ ⎞λ = Δ⎜ ⎟Δ ∂⎝ ⎠

,
2

b
A b

x

Δ ∂=
∂

1

.
2 k
b b

B y a A
x

−

Δ
∂⎛ ⎞= − + + Δ −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
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��&�3����&#%��3����#���	�������)�
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	�����=���2G

Twierdzenie 1.6

Niech 
0

2
.tE X⎛ ⎞ < ∞⎜ ⎟⎝ ⎠
 Ponadto niech������
�
����$�� � ��∈ P�����Q�
	���� �#�∈��

�&#���3��&#������X��������������
��Δ �#�������&�����
���&����&#%��3�����������G



++

( ) ( ), ; , ; ,a t x a t y K x y∗ ∗θ − θ ≤ −

( ) ( ), ; , ; ,b t x b t y K x yθ − θ ≤ −

( ) ( ), ; , ; ,Lb t x Lb t y K x yθ − θ ≤ −

( ) ( ) ( ), ; , ; 1 ,a t x La t y K x∗ θ + θ ≤ +

( ) ( ) ( ), ; , ; 1 ,b t x Lb t x K xθ + θ ≤ +

( ) ( )2 , ; 1 ,L b t x K xθ ≤ +

( ) ( ) ( ) 1/ 2, ; , ; 1 ,a t x a s x K x t s∗ ∗θ − θ ≤ + −

( ) ( ) ( ) 1/ 2, ; , ; 1 ,b t x b s x K x t sθ − θ ≤ + −

( ) ( ) ( ) 1/ 2
, ; , ; 1 ,Lb t x b s x K x t sθ − θ ≤ + −

gdzie 
1

, .
2

a a bb L b
y

∗ ∂′= − =
∂

Wówczas:

T ,TE X Y C− ≤ Δ �4�����$�3�&#�&#���������������
��Δ�

9
���#
��	
��&��� 3�&#��������� 3���
&#�3������&��&���!	����
����	�#
wym do X,
gdy Δ → 0:

( )2 2
t tE X Y O− = Δ  dla  ��∈ P� ��Q.

���	����������#
�
������4
�1;; �3�!���(����3���)�2����)�2�&��&��!��
�	
#�������5
4���	"������
����� ��"����&�&�$���#����&#�����3�&#�&�$���#���	�%����	�4��4
���&��5
&���&������

F�#���	����������������� ������&�	�#����3�����&#���������4����&������&��&����
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�
������3�&#��&��������&�
&
�"����&�	�#����3��
����&���$�	�%���$�������
!��
����	
���#	������#�#�3�&�$���#��>���	�������&#������^��&��3��&�%�3���
�	�������4�%�5
��������
��3���$���	��"����
	��C���
	������1;;�6#A�)�
	����4��	���9��#�����.0,�8
5
�
	� �1��#
�����#&������B,�1��#
�����#&�������,�8�
�������9��#������=,�9��#�������2�
F�4���������#
������%�����3������	
�����������	����#
����3��
�
4	�(���
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�� ��&#
&
������$� ��%&#
� 	
������ &�%� 1;; � �#"	��$� 	
���������� &�� �	
��&���
�	��3��3������ ��	#
!��� �
��#��� � 3�������� ��	
�&����3�� 	
���������� 
#	������� �
���������&�	�#����3���
����	��3�
��E���	#
!����3�������"����&���%&#
�&�
#�����
�	��#���� 3�&#� #	��&(
	���3�� ��3!��
��4
� ������� 	"���'� )���G� �
�	���� (����3%� �
4�5
	�#�2��	������������
	��6#A�)�
	��#���	���������+2��
��	
��&��
���	#
!����$�	�������5
&#��$ ��
��#"	�4
��
���	
�&#
&�3��&�%�&�$���#���&�	�#����3���^�����&�%��"����&�&�#�5
��3� � �� �#"	�3� ����3����� �	
��&� 3�&#� �	���������� �	
��&��� �	��3��3����� ��	#
!��
�3emne.

Linie kwantylowe

^���3%#�
!E���4���	
������#	�3��#
	����	
��&��6#A�����3�3���	
�&����3������
�
5
���&�$���#"����&�	�#����3����3���
����
!E�
��&���	
��&������
�
���#�������������#�5
�
���$�)�
	��/���������6���
	�����=���2��9
3%����#
���(����3��&�%�����&#%��3����&�
&"�G

Definicja 1.12
*����&#��
��4
���∈ )� ��2�
	����	
��&��&#
�$�&#�����4
�R��S��∈ '�������&�����p������

��&����������������������

�������������������&G�P�����Q�→���&������3������&#%��3���
�������G

( )( )t pP X q t p≤ =  dla ��∈ P�����Q.

K������������	#
!���&�)�2�
��
����������������������#����	�%���p zmiennej l
5
&
��3������������3&��3��	�����	��3%#
���&#%��3������4
	�#��
&���
������p-tego kwan-
tyla (por. Janicki i Izydorczyk 2001):

�� ^�
	����
������ �� &�
&"�� �������3���� ��4���	
����3� '5������#
��3� �	"���
�������3��������3�3���	
�&����3�����

=� �����������������&� �#3��(����3����O��)�2����(���
����3�����&#%��3����&�
&"�G

( ) [ ]
, gdy  ,

1, gdy  .

pR pR
k p

pR pR

∈⎧
= ⎨ + ∉⎩

�

�

Za p5#������#����	��3��3��&�%��)�25#��������#���
	����
����3��	"����
Zastosowanie schematów dyskretyzacji do aproksymacji trajektorii procesu oraz

wykorzystanie linii kwantylowych do graficznej ilustracji� 	
�����"��	
���#	������$
�� �	���� �	
��&"�� ��(��3�� ���3��3�� &�%� �� �
�	
�������� ����� 9
���#
� &�$���#� >���	�
&#��
��� �
�&#��%� 3����3� �� �	����#
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�&����3�� 4%&#
!��
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��3����
�	
��������=�+�
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�
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�
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��&"����(��3���%�����$�	
���������5
��� 1;;�� �� �	���� ������
�����$� �%����� ��%E� modeliG� H�&�I�� � <������ �� 1�$
��&� 
D
J� � 6�4�	&
���� �� ;
&&� � <	������� �� 1�$��	#��� 
	��� �
4"���
��� �
���� K	�&#����
��^$����������8��������
������������3�&#��
�	����&#
&
����&#
�$�&#������	"������
	"������
���

0�����1���2	��314� 	�
$�H���I���#$::!

Model zadany jest poprzez liniowe autonomiczne SRR postaci22):

0 0

( )t t t

t

dX X dt dW

X x

= α − β + σ⎧
⎪
⎨
⎪ =⎩

(1.19)

��������	�
�
��
��)�α  β���σ���������&�% ����&���
��#�����;
�����������������)����2�3�&#
��&#%��3���3��
&#���G

( ) ( )( ) ( )0 0
0

0

1
t

t t t t t u
t t u

t

X X e e e dW−β − −β − −β −α= + − + σ
β ∫ (1.20)

;
�������	��3!�����	
��&��3�&#�	
���������
	�������
�4%&#
!���������3���
	��G

( )( )
0 0( | ; , ) ; ,V

Xp x x t x m vΔ = φ (1.21)

gdzie: 0 0,t t m x e−βΔ⎛ ⎞α αΔ = − = + −⎜ ⎟β β⎝ ⎠
 i 

2
2 1

.
2
e

v
− βΔ−= σ
β

��	#
��������E ����	
���������	
��&�3�&#�3���
	
������	
��&�����	�
����9
5
���#
� 	
���������� ������� )����2� 3�&#� �	
��&��� �
�	���3����� �
� !	�����323) 	"���3
αJβ ������
!E�#�����������3�&#����4
#�	���
����!	�������
��
�����	
��&��)mean
reversion level, long run equlibrium value2��9�	���#	�β��#
�&�������3�&#���&����
!��� 
��3�����	
��&�����	����
�!	�����3�	"���3�αJβ ���#
���&#���	���#	�σ�����σ-���������
�����	�
�
��
�
��
��������$�E������������,��������������
����	
��������������������

���&����
���,�	
������ �����	����������&������ αJβ � 
	��� �3���� � 3�!��� ��	#
!E� �	
��&�

==2 ����#�	�#�	����	�����
#��	
������&�%���%&#
�	"��
�������
�)����2��
&#�E�1;;G

0 0

( )
,

t t t

t

dX X dt dW

X x

= β μ − + σ⎧
⎪
⎨
⎪ =⎩

�4����� .
αμ =
β

=+2 9	
��&� ��� ���&�
!E� �
�	������� �
� !	�����3 � 3�!��� �&#���3�� �� 3�&#� &�
'��
��� 4	�����G

( )0 0lim |t
t

E X X x
→∞

= �)�
	��<	�4
�����	��	�
�=���2�



+�

�	���	�����αJβ��6������&�
�� ��	
��&�������
���	#
!���!	�����3�����������
������

���&���/�!���Δ→∞ �#
�4	��������4%&#
!�����	��3!����3�&#�
2

; , .
2

x
⎛ ⎞α σφ ⎜ ⎟⎜ ⎟β β⎝ ⎠

����#�	�#�	����	�����
#���	
��&����������
	���)��=�2����������3�&#��
�	���3�5
�����
�!	�����3��	
��&���K	�&#�������^$���������)Ornstein–Uhlenbeck mean rever-
ting process). 9
���
� �&#
#��3� ���� � #���� �	��3�
������ ��	#
!��� �3�����$ � 3�&#� 
�
�
�&���$�������
	��&#�������
��
���
�������3���&��(����&
���$�@�����&������


��&���$���
���$�)�	"#�
#�	���
���$2�&#"���	
���#
���$�)short-term rates, spot ra-
tes, instantaneous interest rates) (por. Weron i Weron 1999).

;�&����� ��B� �	���&#����� ����� �	������
��� #	�3��#
	��� 
	��� ������ ����#��
��
�	
��&�� ������4
� ��
	��� )��=�2�� 6��&#	��3%� 4	�(������ ���
���
� �	��� ��&#%��3�5
���$����
������$24): α = 1350,9942, β = � �=B�, σ2 = 129864, x0 = 1960,57, T = 9,
p ∈ {5%, 25%, 50%, 75%, 95%}(por. definicja 1.12), przy czym linie kwantylowe
wyznaczono na podstawie 1000 trajektorii. Widoczna jest zbie��
!E� ����� ����#��
5
���$�
��
�����3����������
!����
�	
�������4	�������4
�
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Model Blacka i Scholesa (BS) (por. Black i Scholes 1973)

Model zadany jest poprzez liniowe autonomiczne SRR postaci:

0 0

t t t t

t

dX X dt X dW

X x

= β + σ⎧⎪
⎨

=⎪⎩
(1.22)

)5� 7
�"�
��� ��
������ ��
����
!�� �'� ��
��������� ���������"��� �� �����
��
�� �
���������"��
����/����8�)�

�

���

����

����

����

����

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
�	
�

�
��
	

�
�

�

�
��
�

�
�

�

�
��
�

�
��
	

�
��
�

�
��
�

	
��
�



��
�



��
	

�
��
�

�
�	
�

�

���

����

����

����

����

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
�	
�

�
��
	

�
�

�

�
��
�

�
�

�

�
��
�

�
��
	

�
��
�

�
��
�

	
��
�



��
�



��
	

�
��
�

�
�	
�

�� ��



��

gdzie o parametrze β ��������&�% �����	��3��3����	#
!���������4
����
	��������	�������5
&#��$ ���#
���&#�σ� 3�&#� &#�����
��#�����;
������������������ )��==2� 3�&t tzw. geome-
tryczny ruch Browna (geometric Brownian motion2�
���&#%��3���3��
&#���G

( ) ( )0 0

2
0

1
exp

2t t t tX X t t W W
⎧ ⎫⎛ ⎞= β − σ − + σ −⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭

(1.23)

F�� � ��
	�� )��=+2� ������ � ��� �	
��&� �	��3��3�� ��	#
!��� ��%�&��� 
�� ��	� � 3�!��
x0 > 0�� ;
������ �	��3!���� �	
��&�� 3�&#� 	
�������� �
4�
	������� 
� 4%&#
!��� ������3
�zorem:

( ) ( ) ( )( ) 2
2

0( )
0 0 2

ln ln / 21
( | ; , ) exp

2 2
BS

X

x x
p x x t

x

⎧ ⎫⎡ ⎤− + α − σ Δ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦Δ = −⎨ ⎬
σ πΔ σ Δ⎪ ⎪

⎪ ⎪⎩ ⎭

(1.24)

�	����������	#
!E�
��������������	����3��	
��������	��3!�������
&���
��
������
G

( )

( ) ( )
0 0

2

0 0

0 0

2 2
0 0

| ,

| 1 .

t t

t t

E X X x x e

Var X X x x e e

βΔ
+Δ

βΔ σ Δ
+Δ

= =

= = −

��	#
��������E ����	
���������	
��&�3�&#�3���
	
������	
��&�����	�
����9
5
���#
� ���� β ≤ �� 	
���������� ������� )��==2� 3�&#� �	
��&��� �
�	���3����� �
� !	�����3
	"���3���	���
����
���#�
�����x0 �4���β O�� �
	�����4���β V����9�	���#	�β�������5
��� 3�&#� ��	���#	��� �	�(� � �&�"������������ ��	
&#�� ���� 
���������� &#
��� ��	
#�
)growth rate, appreciation rate2 ���#
���&#�σ�����σ����	
���
��
��������
��
��	��
��
����������
���� �
���� Δ→∞� �� β X� � � #
� ��	"��
� ��	#
!E� 
��������� � 3��� �� ��	����3�
	
��������	��3!����	
&�����&�
&"�����
4	�����
����
����&�
'��
�
!���

?�
��#	������	��$�<	
�����
�	������	�&����
&#������
	��&#�����
�
��&������5
����������	"����	#
!��
���$����	����$���-����K&�
	����������	
�����9�
��1�����5
&
����������	
���)�
	����	
������	
������2������.+�	
���<�������1�$
��&�����������
��"	�������%���	
��3&���3�
��3��������������3%�����������3���������������	������
5
����� ����������������3��
��&����3�&#�	"��������)��==2�

Rysunek 1.5 �	���&#�����������	������
���#	�3��#
	���
	�������������#��
����	
��&�
������4
� ��
	��� )��=+2�� 6��&#	��3%� 4	�(������ ���
���
� �	��� ��&#%��3����$� ���
��5
����$25): β = � �+.=�, σ2 = 0,04812, x0 = 0,0468, T = 10, p ∈ {5%, 25%, 50%, 75%, 95%}
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(por. definicja 1.12), przy czym linie kwantylowe wyznaczono na podstawie 1000 tra-
�
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Model Coxa, Ingersolla i Rossa (CIR) (por. Cox, Ingersoll i Ross 1985)

Model zadany jest poprzez nieliniowe autonomiczne SRR postaci26):

0 0

( )t t t t

t

dX X dt X dW

X x

⎧ = α − β + σ
⎪
⎨
⎪ =⎩

(1.25)

	������������������(�x0/�α �β���σ���������&�% ����&���
��#�����9
���#
 �����	
���������
�	��3�
���
�������������	#
!����
��#��� ���������&�%��
��#�
�
 ����=α X σ���0�	�
�� 	���
��"00�  1���!� �
��� �	�������
����
������!��!��%�����
'��  square-root pro-
cess!����������� �
���������*

( ) ( )0
0

0

t
t t t u

t t u u
t

X X e e X dW−β − −β −⎛ ⎞α α= + − + σ⎜ ⎟β β⎝ ⎠
∫ (1.26)

�

����

����

���	

����

���

����

����

���	

����

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

	
��
�

	
��
�



��
�



��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
�
��

�

����

����

���	

����

���

����

����

���	

����

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

	
��
�

	
��
�



��
�



��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
�
��

�� ��

82� ���������	�
����
��
���	���
����������
�����������
����
�����	����	���������

0 0

( )
,

t t t

t

dX X dt X dW

X x

⎧ = β μ − + σ
⎪
⎨
⎪ =⎩

���
��� .
α

μ =
β
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�������������	�
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�
�������	����������� �

( )
/ 2

( )
0 0( | ; , ) 2

q
CIR u v

qX
v

p x x t ce uv
u

− − ⎛ ⎞Δ = Ι⎜ ⎟⎝ ⎠
(1.27)

gdzie:

       ( )2

2
,

1
c

e−βΔ
β=

σ −

       0 ,u cx e−βΔ=

       ,v cx=

       2
2

1,q
α= −

σ

 ( )qΙ ⋅ �!�

���"��������"	������#������27) ������
�������
��	$��
��	�q:

( )
( )
( )

2

0

cos cosh( )

0 0

/ 4

2 ! 1

sin( )1
cos( )

k
q

q
k

z z t qt

zz
z

k q k

q
e q d e dt

∞

=

π ∞
ϕ − −

⎛ ⎞Ι = =⎜ ⎟ Γ + +⎝ ⎠

π= ϕ ϕ −
π π

∑

∫ ∫

(1.28)

���	������������ ���
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���������������
0t

X +Δ ���
��
���%
����	$����

0 0 ,tX x= ���������������	����
���
���
��

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0

0 0

2 2 22
0 0 2

| 1 ,

| 1 .
2

t t

t t

E X X x x e e

Var X X x x e e e

−βΔ −βΔ
+Δ

−βΔ − βΔ −βΔ
+Δ

α= = + −
β

⎛ ⎞σ ασ= = − + −⎜ ⎟⎜ ⎟β β⎝ ⎠

������
�	���� $������
�����������������������������
��������
�&������'�(�%
������ ��
���
����� 	����	� )*'+,-� ����� �������
� �����������
� ��� ��������� �.����

+/- 0
���"��������"	������#�������������
��������	���������
��	��
��	���∈ ���'�
����'�������


!�������
!$��������	�� ( )
2

2 2 2
2

0
d y dy

x x x q y
dxdx

+ − + = �*��
��*���������)116��
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!E�α3β����������3�&#����4
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����!	�������
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������	#
!����	
5
��&���9�	���#	�β��#
�&�������3�&#���&����
!��� ���3�����	
��&�����	����
�!	�����3�α3β 
��#
���&#���	���#	�σ�����σ����	
���
��
��������
��
��	��
��������4
����Δ→∞ �#
�4%5

&#
!E��	��3!��������4���
�4%&#
!���	
�������4����G� ( )
1 ,

v
v xx e

v
− −ωω

Γ
�4����� 22 / ,ω = β σ

22 / ,v = α σ � ���� �#"	�4
� ��	#
!E� 
���������� �� ��	����3�� ���
&��� 
��
������
G
2

2
i .

2

α ασ
β β

�
�����������E ����4%&#
!E��	��3!�����������3� �
&
��3�=���� 3�&#�4%&#
!�������5
���#	����4
� 	
������� ( )2 ;2 2,2q uχ ⋅ + � )noncentral chi-squared distribution2 � 4����
=&�5�=�3�&#��������&#
����&�
�
���)�	��3��3������	#
!���������
	���
��#���$�������	��5
�����&#��$2 ���#
���&#�=��3�&#���	���#	���������#	���
!����?%&#
!E� ( )2 ; ,χ ⋅ κ λ ���	���
&�%���
	���)�
	��<	�4
�����	��	�
�=���2G

( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2

/ 2

, 2
0

/ 2

!

i

i
i

e
p z p z

i

−λ∞

χ κ λ χ κ+
=

λ
= ∑ (1.29)

4����� ( ) ( )2 2ipχ κ+ ⋅ �
�������4%&#
!E�	
�������χ��	�κ 5�=
�&#
�������&�
�
���

9
���
� 3����4
� ��
	�� ��� 4%&#
!E� �	��3!���� )��=.2 � ����
������ 3�&#� �
������
�������������	#
!���(����3��3������4�%�������
&#�E���
	"��)��=02���)��=�2��
�������
3�&#���&#
&
��������4
	�#�"������	������$�
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4	�������������
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����
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4
α > σ ���������3��������
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!E�&#
&
����3���	
�&����3�

4%&#
!����	��3!����)�
	��	
�����=2�
9	
��&����	���&#�������	�#
��4
�3�&#��
�&���$�������
	��&#�������
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���
5
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�
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5
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���$�

;�&����������	���&#�����������	������
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5
��&��������4
���
	���)��=�2��6��&#	��3%�4	�(���������
���
��	�����&#%��3����$����
5
������$28)G�α = 0,5, β = � =, σ2 = 0,05, x0 = 1, T = 30, p ∈ {5%, 25%, 50%, 75%, 95%}
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Uogólniony model Ornsteina i Uhlenbecka (EOU) (por. Egorov, Li i Xu 2003)

Model zadany jest poprzez nieliniowe i nieautonomiczne SRR postaci:

1

0 0

t
t t t

t

dX X dt e dW

X x

σ⎧ = −β + σ
⎪
⎨
⎪ =⎩

(1.30)

gdzie o β i σ1�	�!&�%�������(
�� ������
��������	
���� �
������������	���&
'��	�����
���	���	
�	
����
�:������������σ�3�&#�&#�����
��#�����;
������������������)��+�2�3�&#
�	
��&��������&#%��3�������
	��G

( ) ( )0 1
0

0

t
t t ut

t t u
t

X X e e e dW−β − β+σ−β= + σ ∫ (1.31)

;
�������	��3!�����	
��&��3�&#�	
���������
	�������
�4%&#
!���������3���
	��G

( )( )
0 0( | ; , ) ; ,EOU

Xp x x t x m vΔ = φ (1.32)

gdzie:

( )0 exp ,m x= −βΔ

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

2

1 0 1 0 1
1

2
0 1

exp 2 exp 2 dla 0
2 .

exp 2 dla 0

t t
v

t

⎧ σ ⎡ ⎤σ + Δ − −βΔ + σ β + σ ≠⎪⎪ ⎣ ⎦β + σ= ⎨
⎪ σ − β + Δ Δ β + σ =⎪⎩
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�
�	�����
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���
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��������
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�������������
�����������
���σ ��%	��
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���	�������"��!��#�	��
��������$��
(
�	�����
(
4��(
�����
��% �& '���(
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��(����������
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�
�

$�����
���	
�#���%�%��!��
��-�����	
����σ �∈ P.�� ���Q���β /σ �≥ .�����
	���
�5
�����$� ��	���#	"�� �
����� >K^�� F��
������ #�� 4��	��#�3�� ������
!E� &#
&
����3
��	
�&����3��4%&#
!����	��3!��������Δ�≤ � ��
	����
�����3��������E��	
����"������5
	������$������
	��&#������$����	������4
	�#���$�

;�&����� ��.� �	���&#����� #	��� �	������
��� #	�3��#
	��� 
	��� ������ ����#��
��
�	
��&�� ������4
� ��
	��� )��+�2�� 6��&#	��3%� 4	�(������ ���
���
� �	��� ��&#%��3�5
���$����
������$29):� β = .� ��=�, σ �= "0,0832, σ2

�=  00"12� x0 = 1960,57, T = 1,
p ∈ {5%, 25%, 50%, 75%, 95%} (por. definicja 1.12), przy czym linie kwantylowe
wyznaczono na podstawie 1000 trajektorii.
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Model Brennana i Schwartza (BSBS) (por. Brennan i Schwartz  1979,1980)

Model zadany jest poprzez liniowe i autonomiczne SRR postaci:

0 0

( )t t t t

t

dX X dt X dW

X x

= α − β + σ⎧⎪
⎨

=⎪⎩
(1.33)
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��	���������������8� α� �� β� �������� &�% � ��� �	��3��3�� ��	#
!��� �� ����4
� ���
	�� �����
	�������&#��$ ���#
���&#�σ�3�&#�&#�����
��#�����;
������������������)��++2�3�&#��	
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�������&#%��3�������
	��G

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0

2

0

2

exp
2

exp
2

t t t t

t

t u
t

X X t t W W

t u W W du

⎧ ⎫⎛ ⎞σ⎪ ⎪= − β + − + σ − +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞σ⎪ ⎪+ α − β + − + σ −⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∫

(1.34)

9
&#�E�4%&#
!����	��3!�����	
��&����
4"�nym przypadku nie jest znana (por. Cox
1996; Aït-Sahalia 19992������
�
���#
���&# ���G

( )
( )

0 0

0

0

0

1 dla 0
| ,

dla 0

t t

x e e
E X X x

x

−βΔ −βΔ

+Δ

α⎧ + − β ≠⎪⎪ β= = ⎨
⎪

+ αΔ β =⎪⎩

( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

00

2 2 2

2

2 2

2
0

0 0
22 2 2

02 2 2

2
2

2 2 2
0 / 2

2 2 4

2 2

4 2

|

2 2
2

1
2

dla 0,  , .
2

4 x4 8
1 dla 0

2

2 2
1 2

ttE X X x

x x

e e e x

e

e e

+Δ

− β−σ Δ β−σ Δ β−σ Δ

−σ Δ

−σ Δ σ Δ

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞α α⎧ ⎫α − α −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪β β⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞α⎪ ⎪− + − +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟β − σ β − σ β β − σ⎪ ⎪⎝ ⎠
⎪ ⎪⎩ ⎭

σβ ≠ β ≠ σ β ≠

= ⎛ ⎞αα Δ α σ− − − β = ≠⎜ ⎟⎜ ⎟σ σ σ⎝ ⎠

α α Δ− − +
σ σ

( ) ( )( )2 2 2

2
2

0 0

2
0 2 2

02 4

dla 0
2

2 2
1 1 1 dla 0

x x

x
e e e xσ Δ −σ Δ −σ Δ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎧ ⎫ σ⎪ ⎪⎪ α Δ + β = ≠⎨ ⎬⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎪
⎪ ⎧ ⎫α α⎪ ⎪⎪ − − − σ Δ + − + β =⎨ ⎬⎪ σ σ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩
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Model SRR Znana 
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Jedno-
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Dodat- 
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Powracanie  
�����
�	�
� 

V ( )t t tdX X dt dW= α − β + σ  Tak Tak Nie Tak 

BS t t t tdX X dt X dW= β + σ  Tak Tak Tak Tak dla 0β ≤  

CIR ( )t t tdX X dt X dW= α − β + σ  Tak Tak Tak Tak 

EOU 1t
t t tdX X dt e dWσ= −β + σ  Tak Nie Nie Tak dla 0β ≥  

BSBS ( )t t t tdX X dt X dW= α − β + σ  Nie Tak Tak 

Tak dla 0β >  lub 

00  i  x
⎛ ⎞αβ < =⎜ ⎟β⎝ ⎠
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U podstaw prezentowanego w monografii �����	��
��
���
�
��
����������
��
�
�
���������
��
�����
����	������
�
����������
�������������
���	�
�
�������� ��������
���!
�����������
�"������#�
$��%��
$�Itô�������
��
���&�����
�
������
�
���	�
�
���
�&������� ��������
�� ��
�� ���	��
���
�
��������� ����� ��"� �����
���� '�������%�� '(�)**�
+������
��������
�
�"��������������% ����
 ���
��
��������	�����,����
�#����&��
��
�����
��
�"��
��	
�"����retycznych, w monografii�����
��������
������
-

(* ������
�"����������"�
)* �������
�%��.������/
�
0* �����#�
$��%��
$�1�		��
����
��	
���2�!�������
�

3
���
� ���	�����4�� ��� ������ ��
�
� ���� ����� ���%��
���� �
�������
�"� ������

��
!#������	������	��
��
���"������
�����
��&������������
�#�
�"���������
������
bayesowskiego wnioskowania statystycznego dla procesów Itô.

3
���
��
���������������� 
�
��
��!
������������#�
$�566����������� �����
	
�� ���
�
�	�� �����������
���
�"� �%��
$� �%�����	��
�"�� �
�	���
�
��
� �%��
$ Itô.
7�
�����
�
��������
��	���
�	���
�
�����%��
��
��%�����������
�������������������#�
�
��
���
��
��
���&��&����4���������
������	��#������������������� &�������
��
��
���
�
!
��&����4��
�������������������
�
�����������566��
	�� 
��
��	�������	��
��

��
�
��
������������%���!
���&���
����������
�"���
��
�"��
������
����������	������
�
�
����������+���������
����zdziale podany zostanie jednak����
	!
���%��
��
�Itô����

	�%��������
�
���������
��
���&	�������
�
�������� parametrów, wyznaczony z rów-
n
$� �%������
�"�����4�  &����� �������	��
���� �!
 ���!
��������+� �����
������ ������
��������
����#��%��������	��
����
�������'��"��
�%�*��
�	���
�
���� '�����Kloeden
i Platen 1992; Pedersen 1995a, b; Eraker 1998; Jones 1998; Kim, Shephard i Chib
1998; Elerian, Chib i Shephard 2001; Roberts i Stramer 2001). 5����%�����"�����
�

����
���������
���
��
��
������
��������
�
�"����������"�' �
	��#�
�"*�����������
�������
���
	���
4��
	�������������&��
�������
����
�	����
���
���#�!
����5�����
�%!��������
�������
�#����������metody, oparte na zastosowaniu wielomianów Hermi-
te’a do autonomicznych i nieautonomicznych�566��,��
���
���&�4�������
!�������&���
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$��%�����	��
�" Fokkera, Plancka i�2�!�������
.

9
������
���������
�������
�"����������"��
���������
�������
������podroz-
dziale 3.6, w którym poddano analizie wygenerowane trajektorie logarytmu procesu
pierwiastka kwadratowego���������������
���	�
�
��� funkcji wiarygodn������
�%���
�
������#��������
�%��.�����e’
���
	���
���	�
�
������
������
���������������#�
$
�%��
$�1�2������
�����
	���
��
�����������
!
�"�����:��������������
�
���� 

�����
�	����������	��
��
�o nieznanych charakterystykach rzeczywistych szeregów czaso-
wych stopy procentowej FED i indeksu WIG20.
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��������������������������&�����������
�	���
�
���� ����������&������
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� �
��
������ ��� ��"��
�%�� �
�	���
�
���� '����� ����
�������(��*��7�
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�
�
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� �� ��� �� �
	��� ��� ������ ����� �
��#������
prawdziwej �&���������������
�����������������������	���
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�
����
��	���
������
�
��
���"��
����
�	���
�
��������
�
�����566��;
	��	��������
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���&����������
�
�������
	�
�����"��
�
��
�	���
�
���������"��
��<����
���
�
��"��
��=�������
������
������
������"��
����
�	retyzacji Eulera do ogólnej postaci
SRR:

0 0

( , ; ) ( , ; )t t t t

t

dX a t X dt b t X dW

X x

= θ + θ⎧⎪
⎨

=⎪⎩

����
�����
�
���	�
�
��&��&���������������
������
���x(k–1)Δ w chwili (k–1)Δ (gdzie
k ∈ {0, 1, 2, ...}) do stanu xkΔ po czasie Δ > 0�������
����&����������	!
�������
�����-

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

1

2
1 1 1

, 1 , ;

1 , ; ; 1 , ; .

E
X k k

k k k

p x x k

x x a k x b k x

Δ − Δ

Δ − Δ − Δ − Δ

− Δ Δ θ =

= φ + − Δ θ Δ − Δ θ Δ

3
����
��� ��� �
������
���� ��"��
��� �
�	���
�
����=�������
� 
���	�
�
��
� �&�
���������������
������
���x(k–1)Δ w chwili (k–1)Δ do stanu xkΔ po czasie Δ�����
��
!����
�������� 0,xb ′ ≠  �
�����
4�'�����<����
��(>>8*-

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1

1/ 2
0

, 1 , ;

exp / 2
exp cosh ,

22 k

M
X k k

k
k k z

p x x k

z
z z

A Δ

Δ − Δ

− Δ
Δ Δ >

− Δ Δ θ =

−λ ⎛ ⎞= − λ Ι⎜ ⎟π ⎝ ⎠
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gdzie: 
( ) ( )12

1
, , , .

2 2 2
k x x

k k
xx

x B bb bbb
z A B x a

A bb

Δ
Δ − Δ

′ ′− Δ Δ
= λ = = = − + + Δ −

′′Δ

3
����
��������� 0xb′ =   (tj. gdy ( ) ( ), ; ; ),b t x b tθ = θ ������"��
��=�������
���
�����&
��"��
����<����
�
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���
����%��4���
�&��
������
����4��
������
$��������
�	���
�
������������
�
�#���������������� 
�����������
��
����"��"
�
	��������
��!
������#����������
�
����������������
	��������������	�$�
��
��8?.�����������������	�� 
!����&����������% 
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�
���
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	���
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�
����������
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	�
���'�����@��(>88*��3
����
���� ���
��������������&�����!%�����������%��
��
��
��	%���%��
�"��etod aproksymacji (por.
np.: Pedersen 1995a, b; Elerian 1998; Aït-Sahalia 1999; Jensen i Poulsen 1999; Poul-
sen 1999a, b; Elerian, Chib i Shephard 2001; DiPietro 2001; Nicolau 2002, 2004*��+
��
������
�������������
4�	��	
��
	�%����
�
�"��������
���
�������������
�������#�
�"
��&������� 

�����	��"�����!������	��
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�
���
��������
������������
�	���
�
�����9
	!
�
�#������ ���	��
���
�
����������
�
��
����
��������prawdziwych��&���������������
�� ����
�
�"��
������
�����
�
�"��
�
� ������
�
�"����%��
�"�����&�
�"���
���Δ������
���	
�
4�����
��������
�"��
�
���	
�"� ��
�� ����#���� ���� ��� � ����
����� ��� ���
�
���� �
���&	����� ��
�
��������
�����
�
�"��
�
����%��������������������
�i asymptotycznie normalny (por. Billing-
sley 1961a, b; Dacunha-Castelle i Florens-Zmirou 1986; Barndorff-Nielsen i Sørensen
1994; Brand i Santa Clara 2002; Bingham i Kiesel 2004). ���
���
���!
�������������
�
���#��������	�����Δ. W s
��
��
�"���
��	!
���566���������
������#�
4�������% 
�
��
,���&sto �����
���&��
��
��
4����	������
�
����������
���	����	����������
�
�
���
� �
���&	�������
�
����������=
�#���%���
�� �
� ��
���� � ������4� ����
�
�
�"
����
�
� ��"��
�%�� �
�	���
�
���� '����� ��ierdzenia 1.5 i 1.6),��
�
��� ��&� ��������
�
������
���������
� �
���&	�������
�
��������� ��
� �������� �����
!���� ������ �
��
	���
�
��&�566��������	��
��������������% ��������
�
�"��"
�
	���
��
	
�"��
������
�����'��#�!���*����������A�����Δ j�������������������
!�B������
���
�������������	��
�
��� od tak wyznaczonego estymatora��
	��"��
�
�"��!
��������
	��������
��������B
���
�
���
��
���&	�������
�
����������,	
�������&�����
	��������
�
��
���
��
��
��
�
�
�"��
�	����
�"���
�%�����������&����
��
�	���
�
��&�<����
���
	���=�������
������
 
4���������
���� ��#���
�'�����Lo 1988; Florens-Zmirou 1989; Elerian 1998).
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.t t t tdX X dt X dW= β + σ
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�
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�
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�
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� �����
���� �
�	������� 
���	�
�
���� �&������� ��������
�
7
�	���
���#�����
������%��
��������&������"��
���<����
������
�
�����������	���
����
������
���
�"�������
�"���
���'����������	��������
�"����
����� ����	���� Δ):

( ) ( ) ( )1 1 1 ,k kk k kY Y Y YΔ Δ− Δ − Δ − Δ= + β Δ + σ ξ

gdzie { } 1k k
∞

Δ =ξ ��������#���������
����
�"�������
�"������
�"����
	����
�
�����	!
�

�����normalnym N(0, Δ)�
<��
�
���
����
���&	�������
�
�����������	���
��
�
����%��θ = (β, σ2)��#-

( ) ( )

2

2

1 11 1

1 1ˆ ˆˆ1 , 1 ,
n n

k k
n n n

k kk k

Y Y

n Y n Y
Δ Δ

− Δ − Δ= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥β = − σ = − − β Δ

Δ Δ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑

gdzie n����
��
� ���� &�� ����
���,��
������
����	�%������
���
����#��
�
����
��9
�

�"���#��%���
���
��&���#������#�	�: ( ) ( )2 2 21ˆ ˆi ,n n
n

E E
n

−β = β σ = σ ≠ σ ����
��
�#�

���� ��#�����4����
�
���
� 2ˆ nσ �'���
���
�����
�
�������������
�
�����
���������� ��#�
���
*�����
�����przy ustalonym parametrze Δ�������#�������� ���� ����
�������
������
�#��
��������-

( ) ( ) ( )2 2 21 1ˆ ˆP- lim exp 1 , P- lim exp 2 exp 1 .n n
n n→∞ →∞

⎡ ⎤β = βΔ − ≠ β σ = βΔ σ Δ − ≠ σ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦Δ Δ

D��
����!��
�����
�
���
��
�
����%�� 2ˆ ˆin nβ σ ������#���������,��
�������������

�
�"��
��
��
�"���
�����
��
!
��Δ�����������4��
�������	
�
4���&����������
��3
���

��&��
���
�����
�
�������
����
����
���
���������
�����
��� [0, T]� �����&	��
�#������&

��&���������������
��
��
��
�
�"�� �
	� 
� T

n
Δ = � '���
� ����#���� ���� ���� ���wacji Δ

maleje do zera), esty�
���
��
�
����%�� &�#���������+��
	������
�
�	���	
�������&�
������
�
���� 2ˆ nσ �����������
�'���� ��������#����!�����
������� ��$���
*��3������

��������
�������
��������������4������
�
torze ˆ ,nβ  który jes��� ����
�����������!
�

 
��'������	!
�%�*�do [ ]1 0 .
T

W W
σβ + −

;
���
�
����	
�
��������!
����������
�
���%���
���&	�������
�
����������
�
�
����%�������
��������#��!
 �������������
� 
!�����
������
4�

��#��$��
 ��
�����	����
��� ����

, �������
���������
�
�����
���������
�
���	�
�
�����&���������������
��
	��
��
����#�
� ��"��
��<����
� ��
�� ���&� �������
��
� '����������
*�  �
	��#�
�"E�������
���"��
�
�"�
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����#����
�	����
�"�������
�"�czasu i �
	���
	����#
�������"��������
�
�����������������
�	�������+��������������
�
����
����
�������
��
���
� ��
	���
�
� ����� �
	�� ��
���
��
� �������� ��#�!����� 
� �������� �������� Itô�� 9�
����&����
��������4��
������������
�
�	
�"������������4�����
��
�
�
���
���������
��
������������������
��������
�
�#��������&���������������
�����������&�������
�	����#

���	�
�
��&�� 5�	���� 
���	�
�
����������� ��#�!
�"� �������� ��"� ����������	�� �
��
	�������������&������
�������
����������������!#�����
���� 
�
��
��
�
�"�����������
�
��	���� ��&������������ F��� �����
��������� ����
	��� �����
������������ � ����
���
�����	�� �������� ����&��
� ����
� �
���������
�
��� ���	�
���� 9��#�
�
� ����� �� �
�
��� �����
�
�"����������"���	����
�
�"��������
������������������%�������
	���
��
���� ������
����� �
	��#�����	�
����� �������������G����&����4�����
�������
���
�����
��
E����������
� �
	��#���������	�������������
���
������	��
��
������	!
����
����
���	�
�
����'���������������
���
�����
������
�������
!�����
�Δ→?*�������� 
4
��
�
�
��
����
��������
��&�����!#��#�����������
�	����������#�!
����H������������
���������������
!��������
���������
���������
�������
�"����������"��
	���
��&���


���	�
�
���������
�����&���������������
���������Itô.

Dyskretyzacja ogólnej postaci stochastyczn�����%��
��
��%�����	�����-

( ) ( )

0 0

, ; , ;t t t t

t

dX a t X dt b t X dW

X x

⎧ = θ + θ
⎪
⎨
⎪ =⎩

����&������"��
���<����
�����
��������������������������"
��
�������Y����!��
�#�
������
��&���#�
��	!
���%��
$-

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1

0 0

1 , ; 1 , ;
.

k kk k k kY Y a k Y b k Y W W

Y y

Δ Δ− Δ − Δ − Δ − Δ
⎧ = + − Δ θ Δ + − Δ θ −⎪
⎨
⎪ =⎩

������� ���� ���������� ��&��� �
�	����
�"�������
�h czasu2) kΔ dla k = 0, ..., ∞.
7�
��������
��������
�����������
���
������
��
��� &�#��
� �����t�F���������%����
���,���������������
�
�����������kΔ, wówczas t+1 u����
��
����������(k+1)Δ��I&����4
��������
���
�Y�������&������#����	!
�������
�����-

2( | ; , , ) ( | ( , ; ) ; ( , ; ) )Y t t t tp y t y a t y b t y⋅ Δ θ = φ ⋅ + θ Δ θ Δ (2.1)

3
������
���� ���
������ ���	���� �	��������
�
� ����
���� 
���	�
�
��
� �&������
��������
�pX procesu X��+��������������
�����
��
��������������
��
������
�����
����
�#����
�	�������
�����
�������������

)* =����&�������
�"����������"�����
��%��������������
4���
�������
�#������&������!��������
��&��
�	�����
���������
�����
���'��������������(>>:
*�



:)

Niech (x0, x1, ..., xT)'� ���
��
� ��	���� 	�����
�"� � ����
���� �
���������� ����
�����Itô w chwilach τ0, τ1, ..., τT dla Δ = τi+1 – τi.

Ponadto niech:

( ) ( )0 1 0 1, , , , , ,T Ty y y y x x x′ ′= =� �  * * * *
0 1 1( , , , )Ty y y y − ′= �  i * * *

,1 ,( , , ) ,t t t My y y ′= �

gdzie * *
,1 ,, , ,t t My y�  to M� ���	�%�� ���������"� ����&��
� �
� ������
�
��� ����	��

���
���yt i yt+1�����
���
�����
�&��J ,0 ,t t ty y x∗ = =  , 1 1 1t M t ty y x∗
+ + += =  dla t ≤ T–1. Do-

datkowo zdefiniowano wektory \0ˆ ˆy i y ��	����
�#����
��������
� ������
���y ���
��
����������y*, przy czym \0ŷ ����������&���
��
���	������#�	�����-

* * *
0 1 0, 0,1 0, 1 1,

* * *
\0 0,1 0, 1 1,

ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , ) ( , , , , , , ) ,

ˆ ( , , , , , , ) ,

n M T M T

M T M T

y y y y y y y y y y

y y y y y y

−

−

′ ′= =

′=

� � �

� �

gdzie n = T(M+1)+1 oznacza wymiar wektora ˆ.y  Przez *
( , )t k my ����
������ ��	��!��

������m, tzn. * * * *
( , ) , , 1 , 1( , , )t k m t k t k t k my y y y+ + −= �  dla 1 1.m M k≤ ≤ − + �=�����


��
���������
�
�#���	�����
�����	���������������
����#� , .t k t k∗τ = + �3
���
��
�
��
�
4�� ��� �����&�������� ���	�%�� ���������"� ��������
� 	��	� �
�	���
�acji

,
1M

∗ ΔΔ =
+

�����
��
�#���
���
�
��
���	�
�
��&���������X poprzez jego dyskretny

odpowiednik Y.
Przy odpowiednich z
!�����
�"�'��������������(>>:
�� *�����
����������
4���#�

�&������� ( ){ }
0

M
X

M
p

∞

=
�
���	�
���#�
��&����4���������
�pX:

F ��
���K�?����	�%�����������"0*-

( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )

0

2

22

; , , ; , ,

, ;1
exp

2 , ;2 , ;

t Y tX

t t

tt

p x x t p x x t

x x a t x

b t xb t x

Δ θ = Δ θ =

⎛ ⎞− − θ Δ⎜ ⎟= −
⎜ ⎟θ Δπ θ Δ ⎝ ⎠

')�)*

F ��
���≥�(����	�%�����������"-

( ) ( )

* * * *
, , , , 1 , 1 , , , ,1

1R

( | ; , , ) ( | ; , , )

( | ; , , ) ( | ; , , )
M

M M
t tX Y

M

Y t M t M Y t j t j t j t M t
j

p x x t p x x t

p x y p y y dy dy∗ ∗ ∗ ∗ ∗
− −

=

Δ θ = Δ θ =

⎧ ⎫⎪ ⎪= τ Δ θ τ Δ θ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∏∫ �

')�0*

0* 7�
������������	
���
������
���	�������	�����������
���������	�����	���������������
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Przy odpowiednich za�� ��������� ���������!"� �������	
���
��
( ) ( ); , ;
M

tXp x x t Δ θ
�#�����$����	����������
����� ( ); , ,X tp x x t Δ θ  w sensie normy przestrzeni L1(λ), gdzie λ
���
��
�������
��
���#���
�&�@� �����/
4)����
��#�������%��������������
�
����
�
�
�
���	�
�
��
����	������
�
���������� ���
�������
�
���������
����������	������
�
�
��������� '�����
������� ��$���
*�� ������M→∞. Ponadto dla prawie wszystkich x
zachodzi

( ) ( ) ( ); , , liminf ; , , ,M
X t tX

M
p x x t p x x t

→∞
Δ θ = Δ θ

�
�����������
����������	���� ( ) ( ); , ;M
tXp x x t Δ θ  przy ustalonym x��#�� ������������"���
�

���#� ������
����4��&���������������
���������X w tym samym punkcie (por. Pedersen
1995a). Ponadto w pracach Jensen '(>8L*� ����������� '(>>: *��
	
�
�������
������
�������"��
!�����
�"���������4���
�
�����
���#�����
����4����
�
���
��
���&	����
��
�
��������� ( )ˆ M

nθ ��
��
�������� �� ���
���� ���������
���� 
���	�
�
���� �&������
��������
�

Zaprezentowana� 
���	�
�
��
� ����
!
� �
�
�
� �������� M-�
��
���#� �
!	&�
	�%�
�����%��
�����
�
�	�������
��
�����������#�
��
��A���
���������� %���
��
�

�����
����
 ���������
����������	���� ( )M
Xp �������
��
�������
��&���#��������#�	�-

( ) ( ) ( )( ), ,; , ; ; , , .M
t Y t M t MXp x x t E p x y∗ ∗ ∗Δ θ = τ Δ θ

Z���
�
�����	��"����� ����
���#��
����4�����	��
�#�����
����
 ���
4��
�
���
����-

( )( ),,
1

1
; , ,

N
n

Y t Mt M
n

p x y
N

∗ ∗ ∗

=
τ Δ θ∑ (2.4)

gdzie ( )
,

n
t My∗ ������������#������#���������
�#���	�����
��������!�����"��
��-

( )
,0 ,n

t tty y x
∗ = =

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
, 1 , 1, , 1 , 1 , 1, ; , ;

n n n n n
t k t kt k t k t k t k ky y a y b y U

∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗
− −− − −= + τ θ Δ + τ θ Δ

dla 1, , , 1, , .k M n N= =� �

�* ����#�����$������	��	�������
�����	��������%&λ'"�
����������$��� 0.n n
f f d

→∞
− λ ⎯⎯⎯→∫

�



�(

Przy tym ( ){ } 1,

1, 1

M Nn
k k n

U
−

= =
�
�	����������������� �
���������
�����	��
�����	���$��)

$��
��������$�����������
���*#�� ���!����
 	��������
#�� ������

��������	����)

��������+����!���������	�
�����
����1990):

( )( ),,
1

1 1
; , , ( | ; , , ) .

N
n

Y t M X tt M
n

E p x y p x x t C
N MN

∗ ∗ ∗

=

Δ⎛ ⎞τ Δ θ − Δ Θ ≤ +⎜ ⎟⎝ ⎠
∑

���
	����� ������
����
�� �������������������
� ������
��� ����������� ����
�

������
��	�����M������
���	� 
�������������������
!�������"##��$�
����%����

������&�M, �
��
������������
�
���� �������������������	�� ����������������%�������%
�������
�������
�������
	����'������
���
��������������������������������
������(

�
�������������������� 
�������������
������
Praktyczne wykorzystanie zaprezentowanej metody przedstawione zostanie

w podrozdziale 3.6, gdzie poddano analizie s������� ���
��� �
��	����
���� 
%����
�
������
��������������������������������������������������

��%��$��
 �����&
�������'������(�

W pracach z lat 1999 i 2002 Y. Aï��5
"
��
� ��
�
�#���������
�%��.�����e’
�
�	��������
!���#�����	����� ����
����prawdziwej, lecz niekoniecznie znanej,��&������
��������
�
����������
�"�����"
��
���
�"��%��
$��%�����	��
�"��M�N��<����O��.��@�
oraz Y. Xu w roku 2003 uogólnili teoretyczne wyniki Y. Aït-Sahalii na przypadek nie-
autonomiczny.

���
�!� P�� M���5
"
���� ����
!� ��
��
� �
� �������&���� ���	���� �� ������� ���	�
��

Grama–Charliera typu A przy zastosowaniu wielomianów Hermite’
�� �����
����
����������
���
�
����#���� ������4��
	����������������
�����������
��������&��������
������
!��� ,	
����� ��&�� ��� �
!�����
� �������
�
�"� ��������$� ���!��
� ���
�
����
���
!
B�� �%����������
$�'�����H�
����(>):��(>:�*�������
�����&����� �������
��
�����
����
��&����4���������
�566����!��
� ����
!�����
���������� 
4� ����������
����
��
na jest jej analityczna posta4. W niniejszym podrozdziale podane zost
�#��
���	�
������!��
������&�
	�����	������
���i dyfuzji, przy których obserwowany w sposób
dyskretny proces X�����
�����	���
!��4�do procesu Z�� ��
� 	�%������&����4���������

����
�������#4�����������������
�%w Hermite’
��+������
�������	���
!����������
�������
������ ��� ��������
� ��
������
��&� 
���	�
�
���� �&������� ��
� �������� Z do
aproksymacji dla X��+�&	����4�������
�
�"�����
	�
��������������"
��
���
�"��%��
�
$��%�����	��
�"����!��
��
�
�
����
!�����
�z ewentualnym ograniczeniem prze-
strzeni parametrów procesu.

)��������	�
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�

+������
�������
��&���#��%���������������������
�%��.�����e’
�������
������%��
���
����'��������-�H�
����(>):*��+
�
�����&��
����	�������������
�
�����	��������
��
�
������� ��
�
� ���&��
��������
���.�����e’
� �� �������
������� ����� �����
���
�
�"��!
�������
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Wielomianem Hermite’a stopnia ν, gdzie ν ∈ {0, 1, 2, ...}���
�
�
�
����	��&

Hν: �→�

�
	#����-

( ) ( )
2 2

2 21 .
x x

d
H x e e

dx

ν −ν
ν ν

= −

!��	�"������

( )0 1,H x =

( )1 ,H x x=

( ) 2
2 1,H x x= −

( ) 3
3 3 ,H x x x= −

( ) 4 2
4 6 3,H x x x= − +

�

( ) ( ) ( )( )( )2 4
2

1 1 2 3
.

2 1! 2 2!
H x x x xν ν− ν−

ν
ν ν − ν ν − ν − ν −

= − + −
⋅ ⋅

�

Na rysunku 2.1 przedstawiono wykresy wybranych wielomianów.

,	��������)
����
����	���������*&�+���,&�+���-&�+

Q���.�/�0������������.����

� ( )xH 3 ������� ( )xH 5 � � � � � �������������� ( )xH 6 �



:L

6���
�
����������
�
�.�����e’
��
�#��
��&���#����!
������5):

                 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1

1

1

2

0

,

,

,
!

1 ,

t tx

H x xH x H x

dH
x H x

dx

H x
t e

d
x H x x

dx

ν+ ν ν−

ν
ν−

∞ − +ν ν

ν=

ν
ν

νν

= − ν

= ν

=
ν

φ = − φ

∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
!1

.
02

x

n m n m
n n m

H x H x d x H x H x e dx
n m

∞ ∞ −

−∞ −∞

=⎧Φ = = ⎨ ≠π ⎩∫ ∫

9����
���
�"��!
��������
��	
����� ( )
0

1

!
H x

∞

ν
ν=

⎧ ⎫
⎨ ⎬

ν⎩ ⎭
��������#������������
�%�

��������
��
�"� �� ������������ L2(μ), gdzie μ� ����� ������
��
���#� ��
�#� �
���
����	#6). 9��������
��������������
�%���
��	
������������������	�
�
����	�����	�%���
	
��
���������f������
�������#4�������������	�
��
��������
�%��.�����e’a (zwa-
ny szeregiem Grama–Charliera ty���M*����
�
�
�"��
�
�
�"����
��&���#�
�����% -

( ) ( ) ( )
0

,f x c x H x
∞

ν ν
ν=

= φ∑

gdzie ( )1
( ) .

!
c f x H x dx

∞

ν ν
−∞

=
ν ∫

+
���� ���
����
4� ����������
� ��
�
����#��� ��
�������4� ���
������� �����
(por. Cramer 1925, 1957):

-��������������

A�����f jest����	��#�����#�!������"���������
�	�%��������������
!	
-

( )( )
2

2 4

x

f x e
∞

−∞

′ < ∞∫

:* φ���Φ�����������������%�����������
���

������������������������.���������	�����

,+ �1&μ+�������
������!�������������	�
������.������
����������� ( ) ( )2
.f x x dxφ < ∞∫

�
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oraz zachodzi: ( )lim 0,
x

f x
→∞

=  wówczas szereg ( ) ( )
0

c x H x
∞

ν ν
ν=

φ∑  jest absolutnie i jed-

nostajnie��
�� �
���	f(x).

-��������������

A�����f���������	��#����
"
�������
������
�7) �
�	
��
�����
������
���������
��
��
������������
!	
-

( )
2

4 ,
x

f x e
∞

−∞

< ∞∫

wówczas szereg ( ) ( )
0

,c x H x
∞

ν ν
ν=

φ∑  zbiega do 
1

( ) ( )
2

f x f x+ −⎡ ⎤+⎣ ⎦  dla �	∈ �, gdzie

f(x–) i f(x+)� ���
��
�#� ������������ ��
���&� ����������#� �� ��
��������#� ���	���� f
w punkcie x��9 ������4������������	�
������������������
��
��
�	
��
�����
������
�
�������
�����#�!��������kcji f.

+����	�%�
�"����
�
�	
�"�������
���������������
��
�����#�	��
�"����%!��
����
	%��cν��	�%�#��������������
	!
��)�0�

!��	�"������

Niech ξ� &�����������#������#����
�	�%�����������#����
��	���������
������
���

μν, natomiast f����
��
��&����4���������� ,
mξ −

σ
 gdzie m i σ��#��������������
������#

����	��
�#������"
���������
��
���wym zmiennej ξ. Ponadto niech f����!��
��
!����
��
��������������
���
�"���������$��+%���
������#�	�������%!��
���	���������&�
��
����	����f w szereg wielomianów Hermite’
��
�#�����
4-

3 4
0 1 2 3 43 4

1, 0, , 3,c c c c c
μ μ

= = = = − = −
σ σ

gdzie μn jest momentem centralnym stopnia n zmiennej ξ. Wyrazy c3 oraz c4 to, odpo-
wiednio, �
����4���������
�������%!��
���	
��	����������
�����%!��
���	�ekscesu
'��!
�������
*.

,��
�����������&�����#�	��
�"��
�
�%�������������	�
����������
����
4��
	�

���	�
�
��&������
�����&����������������&����4���
��
�����������	!
�������
�����
��
� „popra�	&B������&���
�#�#������
������!
����������	!
���

,���������������������������������������������������
������
�

A
	� �����������
��, Y. Aï��5
"
��
� �� ��
�
�"� �� ��	�� (>>>� �� )??)� �
������
!
�������
�
� .�����e’a do aproksymacji� �&������� ��������
� 
����������ych� ����"
�

�* 3
����
	!
�����	��#��%�����	��
��#������
������������"������



:8

��
���
�"� �%��
$� �%�����	��
�"���
����
���M�N��<����O��.��@����
��P��R���� ��	�
)??0����%��������������������
����
�
��	����autonomiczny. Obecnie na podstawie tych
��
���
���������
�������
�#��
!�����
���
�������
������
��	��
���	�
�
�����&����
������������
��
������#��������
�%��.�����e’a.

6���
��
�
�
� &�������%��
�����
4�566-

0 0

( , ; ) ( , ; )t t t tdX a X t dt b X t dW

X x

= θ + θ⎧⎪
⎨
⎪ =⎩

(2.5)

gdzie:

1( , , )kθ = θ θ� – nieznany wektor parametrów modelu, θ ∈ Θ, gdzie
Θ ⊂ �k jest zbiorem zwartym,

( ),XD x x= F � �%���
���������������X,

[ ): 0,Xa D × ∞ ×Θ →� – funkcja dryfu,

[ ): 0,Xb D × ∞ ×Θ → � F ���	��
��
������'����������*�

���
��������&,����DX = (–∞, ∞) lub DX = (0, ∞) (warunki ������!�������#���
���&	�
�����������
�"������#�
$�566 wykorzystywanych w literaturze przedmiotu do modelo-
wania finansowych szeregów czasowych).

A
	������������������
��������	
��#����	��&��
���&�������#4�����������������
�
�%��.�����e’
�� ����
����������
�����A���
	������
������������"��
!�����
�"��������
�����
������
��
�����	���
!�
�#�
��
������
��������X do procesu Z��	�%������&����4��

��&�������#4�����������������
�%��.�����e’
��;�
������
��
��
��� 
�
���&������
�
�owo, ������������X�����	���
!�
�
�����������������Y��
��
��&�����Y do procesu Z��5��!�
����������#� 
4��
��&���#����
!�����
-

.�"�/��������

Funkcje ( , ; )a x t θ  oraz ( , ; )b x t θ � �#�����	�$�������wiele �
�
� �%�����	��
���� ��
����&����
�������#�x ∈ DX i t ∈[0, ∞) oraz klasy C2�����&����θ ∈ Θ.

.�"�/��������

(� A�����
�� K� 'F∞��∞*�� ��� ��������� ��
!
� �� �
	
�� ��� ( , ; ) 0b x t cθ > > � ��
� ���
��	��"
( ) [ ), , 0, .Xx t Dθ ∈ × ∞ × Θ

)� A�����
�� K� '?��∞*���%���
�� ��
� 	
������ξ� S� ?� �� ˆ 0t > � ��������� ��
!
� �ξ� �
	
�� ��
( , ; ) 0b x t cξθ ≥ > � ��
� ���
��	��"� ( ) [ ) ˆ, , , 0, .x t t⎡ ⎤θ ∈ ξ ∞ × × Θ⎣ ⎦ � ���
���� �����

0
lim ( , ; ) 0

x
b x t

+→
θ = ���
��������� ��S�?���%���
����
����������� ˆ 0t > � �������#���
!�

( , ; )b x t xρθ ≥ ω ��
	������� ( , ; )b x t xρθ ≥ ω ���
����
��	��"�( ) ( ]0
ˆ, , 0, 0, .x t t⎡ ⎤θ ∈ ξ × × Θ⎣ ⎦



:>

W pierwszym kroku transformacji proces Y� ����
����� ��&� �� ��������X� �������
����	���
!������@
����������'@
�������(>L�*8):

1( ; , ) ( , ; )
X

Y X t b u t du−= γ θ = θ∫ (2.6)

9����
�&�
�"� �
!���$��
��	
�� ��� ( , ; ) 0b t⋅ θ >  na zbiorze DX, zatem ( , ; )tγ ⋅ θ � ����
���	��#�����#�#��
��
���
�
������
�
��#9). Niech ( ),YD y y=  oznacza � �%���
������

��������Y, gdzie lim ( , ; )
x x

y x t
→

= γ θ  oraz lim ( , ; ).
x x

y x t
→

= γ θ  Podobnie jak w przypadku

procesu X����
��������&�����DY = (–∞, ∞) lub DY = (0, ∞). 3
���
����	�����4������
����
	��������!�������#���
�procesów wykorzystywanych do modelowania finansowych sze-
regów czasowych. Nowo otrzymany proces jest procesem Itô�����
!������	�����
������
9�����������������Itô '�����������������(�0*�����
����
������	
�
4�����������������
��#�
������
��&���#������	!
����%��
$-

0 0

( , ; )t Y t tdY a Y t dt dW

Y y

= θ +⎧⎪
⎨

=⎪⎩
(2.7)

gdzie ( ) ( )
1

1 1
1

( ( , ; ), ; ) 1
( , ; ) ( , ; ), ; ( , ; ), ; .

2( ( , ; ), ; )
Y

a y t t b
a y t y t t y t t

t xb y t t

−
− −

−
γ θ θ ∂γ ∂θ = + γ θ θ − γ θ θ

∂ ∂γ θ θ
+��������	��	����
������
����������������&��������Z. Niech t = s + Δ oraz Ys = ys

wówczas:

.t s
t

Y y
Z

−
=

Δ

I&����4���������
�pX dla procesu wy����������X�����
�������&��
������
��������
���A
�� ��������&�������pY dla procesu Y. Identyczna sytuacja ma miejsce w przypadku
pY����&���������������
�pZ procesu Z:

1/ 2 1/ 2

1

( | , , ; ) ( ( ) | , , ; )

( | , , ; ) ( , ; ) ( ( , ; ) | ( , ; ), , ; )

Y s Z s s

X s Y s

p y y s p y y y s

p x x s b x t p x t x s s

− −

−

Δ θ = Δ Δ − Δ θ

Δ θ = θ γ θ γ θ Δ θ
(2.8)

M 
�������!��
4�	��������
!�����
��������������&��
��&���#������&��
-

8* ( )
X

f x dx∫ � ����� �
!	#� ���
����#�� 	�%���� ����
� ��
���
� �
!	��
��
� ����� 
� ���
����� �� �
�
�

���	��������������
����	������
3+ ).�����&���������������������	%����
����������.������
�����
��
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*�+����������

3���	�$��������������
�
��%�����	��
��
����	��
�f ma wzrost co najwy��� wielo-
mianowy w –∞ (+∞*�� ������ ��������� ���� 
� �
!	����
� p ≥ 0� �
	
�� ��� ��������
���

( )p
y f y

− � ����� ���
���������� ����
�� �#����������–∞ (+∞*�� ���&���� ��� �
��
���

�������
��������������������������
��
����
��������4����	���� ( )
p

y f y �������
�
���#���������� ��������	���� A�����p = 1�� ����%�����&����� f��
�����
��
���� ������

���������
����
���dla p = 2�����
��
����	�
��
���
�

.�"�/��������

Dla ( ) [ ), 0,t θ ∈ ∞ × Θ  funkcja aY���
�������"���
�������&����y, t i θ��
������
 �������
������������
�����
��
������������������
���
�����
�����
�"���#��
��&���
�#����!
������:

(� lim ( , ; ) i lim ( , ; ) ,Y Y
y yy y

y t y t
+ →→

λ θ < ∞ λ θ < ∞

������ ( ) ( )21
, ; ( , ; ) ( , ; ) , ; .

2
s

y

Y Y Y Y
y

y t a y t a y t a u t du
y t

⎡ ⎤∂ ∂λ θ = − θ + θ − θ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ∫
)� A����� 0,y = ��%���
����
����������� ˆ 0t > ��������#���
!��α�S�(���κ�S�?��� �α K�(

��κ�≥�(���
��ε�����������	�
�������
�
������( ) ( )0
ˆ, , 0, 0,y t t⎡ ⎤θ ∈ ε × × Θ⎣ ⎦ ����������

������������
���� ( , ; ) .Ya y t y−αθ ≥ κ

�� ������ ,y = ∞ ��������� ��������� �������	S�?� �
	
�� �����
����������� ˆ 0t > �����

��	
�
4�ε�����������	�
������������������������
��� ( , ; )Ya y t Kyθ ≤ ������
�
� 
����� ( ) ( )0

ˆ, , , 0, .y t t⎡ ⎤θ ∈ ε ∞ × × Θ⎣ ⎦
������ ,y = −∞ �������������������������	S�?��
	
�������
����������� ˆ 0t > �����

��	
�
4�ε��T��������	�
������������������������
��� ( , ; )Ya y t Kyθ ≥ ������
�
� 
����� ( ) ( ]0

ˆ, , , 0, .y t t⎡ ⎤θ ∈ −∞ ε × × Θ⎣ ⎦

Warto ��������!��"#	�
�����

�����$�%–2.��������������&������
�������!��!���� 
��
����
�����'
����
���������
��������(

���!�
�
���������#�!�&���������������(� 
��&���
������
�������"#��
����������������
���!�Z:

-��������������

���
��
!�����ach 2.1–)�0���
��������������	!
���Y0������������	!
������������!
�
 �������#�
����Y��	!
���')��*�����
��������"���
!
�L = 0, j��������≤�? ���#����������+∞
i �

�
�≥�?����#������������lnej granicy dziedziny (tj. –∞ lub 0*���
����
�����������
!
�"

���
�
�	
�"�����"�L = K, gdzie K��
	����
!�������)�0�
Wówczas dla dowolnych ˆ ˆ0 i Yt y D> ∈ ��������#���
!�� ( ) ( )0 0 1 1

ˆ ˆˆ ˆ, i ,C C y t C C y t= =
takie, �����
�( ) (ˆ ˆ, , , 0, 0,Zz s D t t s⎡ ⎤ ⎤θ Δ ∈ × × Θ × −⎣ ⎦ ⎦��
�"���#��
��&���#�������%������-



L(

( ) ( )

( ) ( )

2
1

2
1

1 / 2
0

1 / 2
0

ˆ0 , , ; ,

ˆ, , ; .

z L C z
Z

z L C z
Z

p z y s C e

p z y s C e
z

− −Δ +

− −Δ +

≤ Δ θ ≤

∂ Δ θ ≤
∂

���
��
��������� 0,y =  to 
0

lim 0.Z
z

p
→

=

3
����
����erdzenia 2.3, twierdzenia 2.2 i warunku Δ < 1/(2L)�����
��
	
�
4
� ������4��������&��
�Hermite’a ( )J

Zf �����&�������pZ, gdy J→∞, ���
���
���������
���&���� �������&��
�Hermite’a rozumiany je��� ��#�� ���	�
��
� �
�
�
� �
��&���#�
�
������-

( ) ( )

0

( | , , ; ) ( ) ( , , ; ) ( )
J

J j
s s jZ Z

j

f z y s z y s H z
=

Δ θ = φ η Δ θ∑ (2.9)

gdzie

( ) 1
( , , ; ) ( ) ( | , , ; ) .

!
j

s j Z sZ y s H z p z y s dz
j

∞

−∞

η Δ θ = Δ θ∫

9��#�	������&��
���������%��
���
���	�
�
��
����#�
�
����������
	��������
����')�8*-

( ) ( )

( ) ( )

1/ 2 1/ 2

1

( | , , ; ) ( ( ) | , , ; )

( | , , ; ) ( , ; ) ( ( , ; ) | ( , ; ), , ; )

J J
s s sY Z

J J
s sX Y

f y y s f y y y s

f x x s b x t f x t x s s

− −

−

Δ θ = Δ Δ − Δ θ

Δ θ = θ γ θ γ θ Δ θ
(2.10)

�������������������������
���������
��� ���������
���	�
�
���� ( )J
Xf  do prawdzi-

wej���"�4������
������&���������������
�pX:

-��������������

A����� ���!������ �#� �
!�����
� )�(–2.3, to istnieje 0Δ > � �
	���� ��� ��
� 	
�����
( ) ( ) ( )2, , , , 0, 0,s Xx x s DΔ θ ∈ × Δ × ∞ × Θ  zachodzi:

( ) ( | , , ; ) ( | , , ; ).J
s X sX J

p x x s p x x s
→∞

Δ θ ⎯⎯⎯→ Δ θ

9 ������4� �
� ����� �������
��
� �������&��� �
�θ ∈ Θ, xs� �
���#�
 do dowolnego
zwartego podzbioru DX oraz ˆ0,s t⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦  dla dowolnego ˆ 0.t >

���
�������������
�	
������ξ > 0 i ˆ 0t > ������������
!
�cξ��
	
����� ( , ; ) 0b x t cξθ ≥ >
dla wszystkich ( ) [ ) ˆ, , , 0, ,x t t⎡ ⎤θ ∈ ξ ∞ × × Θ⎣ ⎦  wówczas zbie����4������ �������
��
��%��
���������&����x na dowolnym przedziale postaci [ε, ∞), gdzie ε > 0.



L)

A�����aY ≤ 0����#����������+∞ i aY ≥ 0����#������wie lewej granicy dziedziny (tj. –∞
lub 0), wówczas ;Δ = ∞ ���������
!
�"����
�
�	
�"� 1/(2 )KΔ =  (gdzie K��
	����
!����
����)�0*�

9�
������� ����������
� )��� ��
�� ���
�!�� 
���	�
�
���� �����
���� �&������� ���

�
	���
��
�����������
�%��.�����e’
���
���������������������	����� .Δ ����
��������
�
�"��
!�����
�"��
�� �%���
�
����%��Θ��	
�������&�����
	�������
���&	��������
���&�
����������
�
�
�"���literaturze przedmiotu oraz w zastosowaniach modeli (w tym dla
tych prezentowanych w monografii) .Δ = ∞  Czyn�� ��� �
��������
�#� 
���	�
�
��&
����
�� �
��&������ �� �&	
�"�  
�
��
�� A������������ �
���
� ���	�����4�� ��� ����� ��
������
�	��	��
���%���������	��
�������
����	!
�������
�"����
 ����$������
�"���
�
!�����
,  
���
������&��
�� ����
��
��� 
!�U������������ ���	������B�

Is����
���
�	
������� �������&��
�.ermite’a� �����  �
	��� ��%��
�� ���
�
�	�

�
���
���
�"�����%���
����%!��
���	�� ( ).j

Zη
=���
�����
	��
��
�
4����-

( )

1/ 2 1/ 2

1/ 2

1/ 2

1
( , , ; ) ( ) ( | , , ; )

!

1
( ) ( | , , ; )

!

1
( ( )) ( | , , ; )

!

1
( ( )) | , ; ) .

!

j
s j Z sZ

j Y s s

j s Y s

j s h s s s

y s H z p z y s dz
j

H z p z y y s dz
j

H y y p y y s dy
j

E H Y Y Y y s
j

∞

−∞

∞

−∞

∞
−

−∞

−
+

η Δ θ = Δ θ =

= Δ Δ + Δ θ =

= Δ − Δ θ =

⎡ ⎤= Δ − = θ⎣ ⎦

∫

∫

∫

9
�������%!��
���	�� ( )j
Zη ��#�������������
����
���	��
���������
���������

���Y����
	���
	�������
�������
 ���
4��
��%��������� 
��+���
�
�"�Mït-Sahalia (2002)
oraz Egorov, Li ��R��')??0*��
��������
������
 ���
�����������
�
�"��
����������
�������������#������&�������;

���
���&���m z wykorzystaniem operatora infinitezy-
malnego. +%���
��
���	�
�
��
��&�������pZ dana jest analitycznym wzorem:

[ ]

[ ]2

,
0

( | , , ; ) ( | , , ; )

( ) ( , , ; ) ( )

m
Z s sZ

m
m

s kZ k
k

p z y s f z y s

z y s H z
=

Δ θ ≈ Δ θ =

= φ η Δ θ∑
(2.11)



L0

+��
���
�
�"���
�
�"��������
���������
����������;

���
���&���m = 3 i wów-

czas ���%!��
���	��
[ ]3

,Z kη ��
�#�����
410):

[ ]3
,0 1,Zη = −

[ ] ( )

(
)

3 1/ 2 3/ 2
0,1 1,0 2,0,1

5 / 2 2
0,2 0,1 1,0 1,0

2
1,1 2,0 1,0 2,0 2,1 3,0 4,0

1
2 2

4

1
4 4 4

24

8 4 6 4 4 ,

Zη = Δ ς + Δ ς + ςς + ς +

+ Δ ς + ς ς + ςς +

+ ςς + ς ς + ς ς + ς + ςς + ς

[ ] ( ) ( )

(

3 2 2 2 2
1,0 0,1 1,0 1,0 1,1 2,0 3,0,2

3 2 2 2 3 2
0,1 0,2 0,1 1,0 1,0 1,0 1,1

3 2
1,0 1,1 1,2 2,0 0,1 2,0 1,0 2,0 2,0

2
2,1 3,

1 1
6 6 4 4 7 2

2 12

1
12 16 40 28 16 32

96

40 12 16 24 88 21

40 28

Zη = − Δ ς + ς − Δ ςς + ς ς + ς + ς + ςς + ς −

− Δ ς + ςς + ςς ς + ς ς + ς + ς ς +

+ ς ς + ς + ς ς + ς ς + ςς ς + ς +

+ ςς + ς ς )0 1,0 3,0 3,1 4,0 5,032 12 16 3 ,+ ς ς + ς + ςς + ς

[ ] ( ) (
)

3 3/ 2 3 5 / 2 2 3
1,0 2,0 0,1 1,0 0,1 1,0,3

2 2
1,0 1,1 2,0 1,0 2,0 2,1 3,0 4,0

1 1
3 12 12 12

6 48

28 16 22 24 6 14 3 ,

Zη = Δ ς + ςς + ς + Δ ς ς + ς ς + ς ς +

+ ςς + ςς + ς ς + ς ς + ς + ςς + ς

[ ] ( ) (3 2 4 2 2 3 3 4
1,0 1,0 2,0 3,0 0,1 1,0,4
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∂ ∂
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Y. Aït-Sahalia (por. Aï��5
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y y
f y y a w dw c y y

k
−
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⎛ ⎞− Δ⎛ ⎞ ⎜ ⎟Δ θ = Δ φ θ θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑∫� (2.12)
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��� ck zdefiniowanymi w po-
przednim podrozdziale (por. wzór (2.13)) i ( ).k

YC  Dla pierwszych dwóc"��
�
�%������
����
��&���#�
-

( )

0

0
0(1)

0 1 0

00

1
( ; )

( | ; ) ( | ; ) ,

;

y

Y
y

Y

Y

w dw y y
y y

C y y c y y

y yy

⎧
⎪ λ θ ≠

−⎪⎪θ = θ = ⎨
⎪
⎪

=λ θ⎪⎩

∫

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

0

0

2(2) (1)
0 2 0 0

0 02
00

2

02

; ; ;

2 1 1
( ; ) ( ; ) ( ; )

2

.

;1

6

Y Y

y

Y Y Y
y

Y

y y

C y y c y y C y y

s ds y y y y
y yy y

y
y y

y
=

⎡ ⎤θ = θ − θ =⎣ ⎦

⎧ ⎡ ⎤
⎪ ⎢ ⎥− λ θ + λ θ + λ θ ≠
⎪ ⎢ ⎥−− ⎣ ⎦⎪
⎪= ⎨
⎪
⎪ ∂ λ θ
⎪ =

∂⎪⎩

∫

+������
�
��
������4�������������
�
�	��
����
��	
����%�����������&��
����#

0
0

( | ; )
!

kK

k
k

c y y
k=

Δθ∑  ��
�� �������&����� ( )
0

1

exp ( | ; )
!

kK
k

Y
k

C y y
k=

⎧ ⎫Δ⎪ ⎪θ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑  w szereg Taylo-

ra13) ��������&���� wyrazów Δ j dla j > K (por. Aït-Sahalia 2003, )??�*��D��
����!��
�
����
����������4������������
������%!��
���	��ck i 

( )k
YC ��#�����&������� ���������

��
�
��14).
Aproksymacja ( )ˆ K

Yf  jest nieujemna,�����������
�����������������
�
��3
���
�����
	�����4�!
����4����������
�������
���
�"�����%����
����
 	��4��
�������
��
������
��%�������
���	�
�
���������
�
�	������
�
�
�"�����
�
�����������������
�"�

Aproksymacja zadana wzorem (2.16) przy K = 2 jest stosowana w niniejszej pracy
���
���	�
�
�����&���������������
�������%�����������
�"��+
����������%!��
���	%�

( ) ,
k

YC  dla k ∈ {0, 1, 2}����
������
�������	����
���	�
���#�
�" dl
�����
�
�
�"����
���������
��������������

(0* { }
2 3 4

exp 1
2! 3! 4!

z z z
z z= + + + + +�

(�* ( )k
YC �����
��
�
��4��
	���������
�
����%!��
���	%�����������������
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( ) ( ) ( )
0

(0)
0 0 0; ( ; )

2

y

YY
y

C y y a w dw y y y y
α β⎡ ⎤θ = θ = − − +⎢ ⎥σ⎣ ⎦∫  dla y ∈ DY,

( )
2 22

(1)
0 0 02
;

2 6
YC y y y y y y

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞β β α α α α⎢ ⎥θ = − − σ + − σ ⋅ − σ + − σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟β β β β⎢ ⎥σ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
dla y ∈ DY,

( )
2

(2)
0 ;

6YC y y
βθ = −  dla y ∈ DY.

Dla K = 2 w celu unormowania aprok�
�
�����&���������������
� ( ) (2)ˆ V
Yf �����
�
�

�������������
��
���
��
��
�
4����-

{ }
2 2

( ) (2)
0

ˆ ( | ; , ) 1 exp ,
3

y
V

Y
y

f y y dy C M
β ΔΔ θ = + βΔ + − −∫

gdzie:

2 2 22 2
2 20 0

0 0 02
,

2 2 2 2 6 122

y y
C y y y

⎡ ⎤βα β β α αβ β= − − + + Δ − + − − Δ⎢ ⎥
Δ σ σσ⎢ ⎥⎣ ⎦

2
0

0

2

1

2 6
.

1
2

3

y
y

M

⎛ ⎞βα αβ+ + − Δ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ σ σ⎝ ⎠
=

⎛ ⎞β Δ+ β +⎜ ⎟⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

M���	�
�
��&��&���������������
� ( )( )ˆ V K
Xf ���
����������
��������� X dla K ≥ 1

����
�����
�
4����������A
�� ����, tj.:

( ) ( )( ) ( )
0 0

1ˆ ˆ( | ; , ) ( / / ; , ).V K V K
X Yf x x f x xΔ θ = σ σ Δ θ

σ

"�����:��������#�$������8:#9

( ) ( )
0

(0)
0 0; ( ; )

2

y

YY
y

C y y a w dw y y
α σ⎛ ⎞θ = θ = − −⎜ ⎟σ⎝ ⎠∫    dla    y ∈ DY,



�)

( )
2

(1)
0

1
;

2 2YC y y
α σ⎛ ⎞θ = − −⎜ ⎟σ⎝ ⎠

 dla   y ∈ DY,

( )( )
0 ; 0k

YC y y θ =    dla    k ≥ 2    i    y ∈ DY.

3
������
����������A
�� ������
�"������%����4-

( ) ( )( )( ) (1) ( ) (1)
0 0

1ˆ ˆ( | ; , ) ln / ln / ; , .BS BS
X Yf x x f x x

x
Δ θ = σ σ Δ θ

σ

���%����#�����
���
��
��	��������
����#��&������#���������
���
��������C�
�	

��5�"����
�'��%��'(�)�**����zymujemy dla K ≥ 1��
��&���#�
����#��	-

( ) ( ) ( ) (1) ( )
0 0 0

ˆ ˆ( | ; , ) ( | ; , ) ( | ; , ).BS K BS BS
X X Xf x x f x x p x xΔ θ = Δ θ = Δ θ

D��
����!��
���
��������
�
�
���	�
�
��
�������
�K = 1 jest równa prawdziwej
�&���������������
Z

"�����;�<�%�&������������,�����8;&,9

( ) ( )
0

(0) 2 2
0 02

0

2 1
; ( ; ) ln

2 4

y

YY
y

y
C y y a w dw y y

y

⎛ ⎞α β⎛ ⎞θ = θ = − − −⎜ ⎟⎜ ⎟
σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫   dla   y ∈ DY,

( ) ( )
2

(1) 2 2
0 0 02 2 2

0

1 2 1 2 3 1
;

2 2 2 24YC y y y yy y
yy

α α β βα⎛ ⎞⎛ ⎞θ = − − − − + + +⎜ ⎟⎜ ⎟
σ σ σ⎝ ⎠⎝ ⎠

  dla   y ∈ DY,

( )
2

(2)
0 2 2 2 2

0

1 2 1 2 3 1
;

2 2 2 24YC y y
y y

α α β⎛ ⎞ ⎛ ⎞θ = − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   dla    y ∈ DY.

M���	�
�
��
��&���������������
� ( )( )ˆ CIR K
Xf ��
����������
����������X dla K ≥ 1

wynosi:

( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

1ˆ ˆ( | ; , ) 2 / 2 / ; , .CIR K CIR K
X Yf x x f x x

x
Δ θ = σ σ Δ θ

σ

Niestety nie istnieje analityczny wzór na ( ) (2)
0

ˆ ( | ; , ) .

Y

CIR
Y

D

f y y dyΔ θ∫ �H"�#���
���

�������
4� ( )( ) 2ˆ ,CIR
Xf ��
���
��
������
4������
���#�
���	�
�
��&��
!	���+��
������



�0

���������������
�
��
	���
��
�
�����
!
������
�5������
��1��	��&� ( )( ) 2ˆ CIR
Xf �����


�%�������
	���
��
4����
���	�
�
�����&���������������alnego����	!
���χ2 (por. wzór
(1.29)).

"�����:����������#�$������8:#:#9

( ) ( ) ( )0

0

(0)
0 02
; ( ; )

2

y
y y

YY
y

C y y a w dw y ye e
−σ −σα β σ⎛ ⎞θ = θ = − − − + −⎜ ⎟σ⎝ ⎠σ∫ dla y ∈ DY.

Dla y ∈ DY i y ≠ y0:

( )
( )0

02 2 22
(1)

0 3 3
0 0

1 1
; ,

2 24

y yy y

YC y y
y y y y

e ee e
−σ −σ− σ − σ −⎛ ⎞−α αβ α β⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟θ = − + − + σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− σ − σ⎝ ⎠σ σ⎝ ⎠⎝ ⎠

( )
( )

( )

( ) ( )

0

0
0

0 0

2 22
(2)

0 2 3
00

2
2 2

3 2
0

2

2
;

4

4

,
4 42

y y

Y

y y
y y

y y y y

C y y
y yy y

y y

e e

e e e e

e e e e

− σ − σ

−σ −σ
− σ − σ

−σ −σ −σ −σ

⎡ ⎛ ⎞−α⎢ ⎜ ⎟θ = − +
⎜ ⎟−⎢ σ− ⎝ ⎠⎣

⎛ ⎞−αβ α α⎛ ⎞ ⎜ ⎟+ + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ −σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎤αβ α α⎛ ⎞+ + + + + ⎥⎜ ⎟σ⎝ ⎠ ⎦

�
����
�y ∈ DY i y = y0:

( ) 0 0
22

2(1)
0 0 2 2

1 1
; ,

2 22

y y
YC y y e e

− σ −σα αβ β⎛ ⎞θ = − + − + σ⎜ ⎟σ⎝ ⎠σ σ

( ) ( )0 0
2

2(2) 2
0 0 ; .

3 6
y y

YC y y e e
− σ −σα αθ = − + σ + β
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M���	�
�
��
��&���������������
���
����������
����������X dla K ≥ 1 wynosi:

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

1ˆ ˆ( | ; , ) (ln / ln / ; , ).BSBS K BSBS K
X Yf x x f x x

x
Δ θ = σ σ Δ θ

σ

W niniejszej pracy w celu unormowania funkcji ( )( ) 2ˆ BSBS
Xf  zastosowano metody

numeryczne – algorytm Simpsona.
3
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����%��4���
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���o����&����
������
���	�
�
�����	�%�
������	���������
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$�������������#��
���#�����������
�#������&�����
���������
4��
����
�
�
��	����
����������
�F��
�
�
��������
	�����
����
�����
��
�������566��9
�
��
�������������� &���������
�
�� w monografii.
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� ���
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����
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�����&�
���������������
��6���
�������������
������
�#�����&��
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(* ��"��
�
�"��
�	���
�
����
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=����
���
�����
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�
�"��
�	���
�
������
����"����%��������������
��������
�
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���
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�����
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��� �� ��"� �
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	��� ��� ����&��� �
� ��"
���#�����#������
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!������������
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�#���&��
�������	�������
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���
�!
�"� Autorowi nie jest znane porównanie metody wielomianów Hermite’
���
�
�����
������#�
$��%��
$�1�2���%������prezentowana monografia�������
!
��ego na
celu – metody te ����
!
� ����� zastosowane do odmiennych procesów dyfuzji '����
�����������:*�

���
	!
�� �����
���
� ��������#�
� �
������
���� �����
� ������
�"� ���������"
�������
����
�����
������������
������������6���
�
�
���������
�����
���
��� &�#
��
��	�������
�������
������������� logarytmem procesu pierwiastka kwadratowego.
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!
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��
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���������
��� ����
�#� �
��	�� ���
���
����
�� ����������� ��
�
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��
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�zostanie dla modeli autonomicznych, natomiast metoda wielomianów Hermi-
te’a wykorzystana zostanie w przypadku modelu nieautonomicznego� <,G��=����&
�����#�
$��%��
$�1�2�����
��
������
4��%��������
����
�
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������
� ����
��
�������566�� ����
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��
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� �
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����
�
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�"���monografii.
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�� ���	�
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� �	
�
�
������ ������

� ������� ������� ���
�����

�o modelu staty-
stycznego oraz� ���
	����
��
� �������� ����	����
�������
�� ���
�����

������ ����

����������

������ ������
�rów, predykcja realizacji badanego zjawiska oraz porów-
nanie konkurencyjnych modeli. W rozdziale ��	��
���������	
�
�
��
���	
�
����
���!
��
� ���	���� ����
��������
����� �������
�������
����"�
�����
#�$��

��"��
��	�
�%�
�����
������&�����
	����
�����&	�
��
����
����
��� �����
��������

�����
���!
��� �����'�	���a posteriori�
�����'�	�����
	�������� ,���(�
&������
���
���������
��&(�� �
��� ���	�
�'%#� $���	��� ����
��e zostanie zagadnienie estymacji parametrów
wybranego procesu Itô przy zastosowaniu metody zmien��� ���(�
	�
� #�)
�
���
��

���
���
��%��
���%�����

��


�
������(�
�tej metody, co uzasadnia ���
�
&�

�w ko-
lejnych badaniach empirycznych�
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��	� ���������� � *���#��
��	� �
��
�!��������� ,
�
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�
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���� � 
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�(�
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4����� 
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���
�����
� �
��� ����� 
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������ ��&���(�
�� ��	!
������	����%�&�
%����
�����
������	���	��

4������
����
���������
�����
�����
�
(degree of belief) badacza����	������	�
��(�
����(�
��	��
����	���
�
�#�D���
��
�!
�����
����
���%����

������
�������������
�����	
�%������

��
������
������������!
�
�%����&	�

�

�������
�

���
�������
��
��������
������������������
�����������!
��"��
���������������'�	%�a priori 	��������
�������	
�%#�$
'���%�'�	�����������
�������%����� �
���

�

�
��
	���������(���
���������
�����
�����
������
�
�������
�����'��#
�#���������F
A�����*67C6,#

�� �
�%� �	
�
�
����
����	
�%� ���
�����

���������	���
� �������� 	�	��kowe
oznaczenia. Niech wektor ��∈ ��⊂ ������������
��
����&���	��
�������
����empirycz-
nego (���
����������	�(�
�	��
�
%,#�G����
�������
�� Sx X∈ ⊂�� � ��������������!
�����������
��
����&��
�������
���#�B�	
���������������	
�
�
%�
����jka ( ), , ,X X× Σ� �

gdzie Σ jest σ!���
�������
(�����������
����
�
�������
�
������
�� ,X X× �  natomiast �
�
�����	�
�������'�	�������	���	��

4��������
(����� ����Σ. Dla potrzeb prezento-
wanej monografii� �����&���� "
� �� �
��� �����
�������� ��	�
��� �����%��

� �
��'�� 
*����&	
���
����H
�
��%
?�,�����'�	�������	���	��

4�������	���� ������
���&!
���(�
�p, tzn.:

( ) { }{ }| : 0 .dp X X += ⋅ θ × → ∪ θ∈Θ ⊂�� � �

W� ��	
�(�
u klasycznym (niebayesowskim) rodzina �� 	
�
�
%�
� �����
�������
��	
���������������*���#���	
����������,��������
�������� ������"���
&���#������	!
�

�

�
�������
��
������θ oraz predykcji wektora .x�  Na gruncie bayesowskim rodzina
���
	�����

�����������	���
	��������
����	
�
�
����
����	
�%������������
���*���#
���
�����

��� ��	
�%� �����������
��,#� F�� �
'�
��� �
��� ���
(�
�
�� �����
��
� �
��
�'���
�

� 
����macji o estymowanych parametrach modelu�� ����� ��� ��	���� ���
	
����	
����	��
�������
�����
(�
�

��
����������
�
������
�������
���
�Θ����������
�&���(�
�p(θ) – czyli ���#�����'�	%�a priori. Statystyczny model����
�����
�	
�
�
%�

�
&��������������
�����
(�
�

�'����
���&���(�
�	����
���������
�����
�
������(�
����!
���������� � ( ),x x�  oraz wektora parametrów θ:

( ) ( ) ( ), , , | .p x x p x x pθ = θ θ� �

����"�
����"��� 	��� ��	������
� ����
�
�� 	����%� ����'�	%� a priori. W pierw-
szym ���
� �����'�	�	��

����
&� ���������	��

��

	��'���'�����&�����

	�&���	����
*���
	�����	
����	��
,�-����
� �
&����������� 
������������� ����'�	�

�a priori#



��

�� 	�%�
�� ����
�
%�� �����"�� �
&� ���#� �


����������
� ����'�	� a priori �������

����

"��
�
�
�������
�*reference priors) lub wzor�����
#�3	
�������%��


������!
����
��� ����'�	%���� ������
��� ���� 	��
� ,,���
'�”� ���
� ��� �

�

#� /���'�	�� ���


zazwyczaj �

� ����
����
� ������
�
��������
�� �� ��'����

��
����
�σ!���4�zonymi
*��'��������	�����
����
4������
������
����

�����
�����,#����
�
���%��
����
	�
��%
��������
&��
�����'�	��
��

�'�(�
���
�*improper distributions,�����

��"��
������!
'
�� ���
����
�
� �
������ ����&	
�� �
� � �
��� �

���4�����#� B�����
��
�� ���%��%��
a priori opartej na sformalizowanych ����'�	�� �wzorcowych��
�����"�
��(���������!
���
���
����'����

���������	�%������
�����	
�%������������
��#�F������	�

������!
��
������� ���	
�
�������%�
��
&�����'�	� a priori������
� �
	��

����
��

� 
��%
���!
��������ieinformacyjne. W 	����
����&(�
�pracy������"��
�����������
����������
�
!
������
�*����'�	�����'�(�
�
2,.

 ���!��"�
����!	��
�
!�
	�#
���	������	��

3���������
�����

�� 
�������
������
��������
�������������
�
%� ����'�	%���!
�%����
����
������θ przy zadanym wektorze obserwacji x������
��������
�
%�����'�!
	%�a posteriori����&���(�
���	��
�����	�

��
�����
��8��
���

( ) ( ) ( )
( )

|
| ,

p x p
p x

p x

θ θ
θ =

gdzie ( )|p x θ  jes�� �%�������
�����	��(�
� *
����
���&���(�
����������1)) (likelihood

function), natomiast ( ) ( ) ( )|p x p x p d
Θ

= θ θ θ∫ ��
������
������&���(�
���
���������
�!

����
�x (marginal data density).
��
�������

�����"	
���
�����'��&	��� ��
�����������
����� ( )1, , ,dθ = θ θ ∈Θ�

1
d

dΘ = Θ × × Θ ⊆� �  odbywa �
&������	����

����
����� �����'�	���a posteriori�
����
��&���(�
�������
�

( ) ( )
1 1 1

1 1 1| | .

d i i

i i i dp x p x d d d d

+ −

− +
Θ Θ Θ Θ

θ = θ θ θ θ θ∫ ∫ ∫ ∫� � � �

�����(�����
�
������
��
���%����
�h(·) zmiennej losowej θ�*��������'�	����
���!
nej w celu wyznaczenia momentów) zadana��
�������&�%����������
��*���������	
�
!
�
��
,�

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

|

| | .

h p x p d

E h x h p x d
p x

Θ

Θ

θ θ θ θ

θ = θ θ θ =
∫

∫

6, I�
(�
�� �%�������
�����	��(�
� �
����	��������

����

��
��θ���������	
���
���� ��������JK��
�	��
�	������������������	��������������	���
��
�����������������	
���
�θ���������KJθ��



��

$�������
���	������

)
�
�������������
���
����#
�#������	�
�

��'����(�
���
	�������� ���	
�%�
���#����	��

����������

�
���(�
��
9����
�
�	��'�	��(�
��
9�������
�� on w stanie prz
!
�
	�

�������(�
�������'
#�8��
������������������

����
&�����������
�
%��&���(�

����'�	%����%����
���	����
�����������������
��� x�  przy znanym wektorze obser-
wacji x, ���#��&���(�
���
	������
�� ( )| .p x x� �F����&���(�
��
����
'�
��
�������
�����

����	�������� �����	���� %��%�����	���	��

4���������&�%���
������(�
�

( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,
,

|

,
| , | , | .

p x x d
p x x

p x x
p x p x

p x
p x x d p x x p x d

p x

Θ

Θ Θ

θ θ

= = =

θ
= θ θ = θ θ θ

∫

∫ ∫

�

�
�

� �

3����
� �'����� �%������ ( )|p x x� � �
��� %(�
	�

�

�� *��� ��'
�� ���
����
�
� �����
!
����,�tzw. próbkow
���&���(�
���
	������
�� ( )| ,p x x θ�  (sampling predictive density),
�����������%��������������
����&���(������'�	%�a posteriori ( )| .p xθ ���������	��
!
(�
���"
��	
�
�
����
�����"
����	
�(�

�	�������
�%�����������
����	�

�ne w po-
równaniu ��%�&�

����������������'�	���
	��������������%�
��
&����������
���&���!
(�
���
	������
�����%���
	�
�����������
%��

����
����
�����������
����#

/
��%�%���� ����"��
� �����"��
��� ��"��� ���

�	�
��� "
� 
������ ��
�������
�
���
�����

��� �
����������
�

��	���

	�

��� ����'�	%����%����
���	�����	��
�
�%����
������
�����θ������������'�� ��
��
����
� x�  przy zadanym wektorze obserwa-
cji x. Jednak ���������
��

������
���"�����������������
���������������&���(�
����!
�'�	%����%����
���� �� �
(�
� ���
����"��� ��� ����
��� ��� �&���(�� ������ ��&���� ��� ���

������
��������������� "
� ��%�
���

�%��%	�
��
�������&� 
��������&#��� ���
� � ���%!
����� ���������
�����
��	���%�
�����
������
�����
�
����������	����
����&(�
��
!
�

���
������	�
�'%#

) ���� ���
(�
�� ��
��� �%�����
� �

������ � �

���(�
, np. w celu porównania
z ocenami� %��������
� ��� ������� ���������� ��
��	���
�������
��� ��������� �
&
�����&(�

�������(�
����
�
���
� �%���
	
����a posteriori.�G��
"�� �
	������	��
(�
��
"
��������
���*��������,��%��������

�

�������

���

��
��������
��
"���'������'�	
a posteriori�*��
	�������,�������	��������
���
����� �������	��� �*��#��	�������'�!
	��� �
��

� ����
�������� � �%���

����	����� ,� 	�� �

�'�(�
��� ���
���ów (por.
Box i Tiao 1973).

����
%	��
�

���
����
�	���
��������������&
������

G����%��

����
�����
����"�
�
��
������
'�
��������
�����
���������

����!
�%�
������� ���	
�
���
�%����� ���	��
�����
���#�B
������������
����	
�
�����

�!
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��(�
�����	���	��

4stw a posteriori���"	
������
� #�B�	
���������"���������	�!
��	��

4���

���"
�����uznany za najlepszy i niekiedy �
	��

�	����

������
	����
�
�
&�
�����
��'����
��
���
�%�
����
�
����
�����

��
�������
�
���������#

W celu zaprezentowania idei porównywania���	
�
� �����"����m konkurencyj-
nych bayesowskich specyfikacji:

( )( ) ( )( ) ( )( ): , | , 1, ,i i i ii i iM p x p x p i mθ = θ θ = �

gdzie ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )| , i ,i ii i i i i ip x p Lθ θ θ = ω ∈ Θ = Ω ×� �����	���

	�
���%�������
�!

����	��(�
�� �&���(�
�� a priori i wektorem parametrów modelu Mi. Przy czym wek-
tor θ(i)���'�	���
&�����&(�
���%�%���
�������
����������
�ω�	�����"	
����������"���� 
��	
�
�oraz parametry swoiste �(i) dla i-tego model%#�$������'�"
�
%��"
�����������!
�
���	
�
�����
��

��
&�����%������ *����

����

"	"��
,� 
� ��������
'�����
�����!
	
�
� ��
�%����� � ��	��
� ����
����� ����	���	��

4����� a priori ��"	
��� �� �
� 

( ) ( )1 , , mp M p M� � �%�%��� �
&� 	�� �
	��(�
�� ( ) ( )1 1.mp M p M+ + =� � $���	��� ��
���������%�8��
�������	���	��

4�����a posteriori modelu wynosi:

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

|
| , 1, ,

|

i i
i m

k k
k

p M p x M
p M x i m

p M p x M
=

= =

∑
� (3.1)

gdzie ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )

| |

i

i i i ii i ip x M p x p x p d
Θ

= = θ θ θ∫ ��
������
������&���(�
���
���!

������
�����
�	�����	
�%�Mi#�L%����������
���(�
	�
����"����������
����
�
������
����
�%����
��
�����	��(�
�����&	
���&���(�
�a priori jako funkcji wagowej.

���
�
���%��
����
	�
��%����
����
&������&�

������� �����	���	��

4����p(Mi)
dla i = 1, ..., m��%��	�����
� �*���	�

������#�����	� brzytwy Ockhama) w taki sposób,
�����	
�
��������
�����#�����

���
���
���

������
������%����
�����	�

������	���!
	�����
�*���#�M
���
���67E�0�<�

�����
�
�.�

��677;,#�M
	�����
�����������
�������!
�&�

2):

( ) 2 il
ip M −∝ (3.2)

gdzie li oznacza wymiar przestrzeni parametrów swoistych l(i)#�$���	�����
(�
����
(���!
	
���
�����&	����
����������� ����'%�%�
����%����

����������	�

������	���	����

�
"�
��
������������������
��
&��%�	%"
�����	���	��

4�����a priori, np.: 1
,

2
�����!

=, .������ ∝� ���	 �	� �������� �� ���!	���� �"� ��� ���	������ ��	!��� 
�
���
��	�������� ����
( )0 : .f g A f Ag∝ ⇔ ∃ > =



�#


�	���������	!��
���
�������
��"� ��������	����������$���	� 
��������
���������
	
�� %�����������a priori �����"���������
��&�'��

(�	����������$�����a posteriori�
���
�������� ������������	
�)���������!	��

a priori parametrów ( )( )i ip θ ���	����	����������$����a priori ����	)	�� %�
���
�

p(Mi)��*�!�����	����������$����a priori 
���
��
�)�	����
�
����	������
��
���
�
���"���������	����	�	
���*���
� �
����+�����������������
��	����	���a posteriori (po-
sterior odds ratio):

( )
( )

( )
( )

( )
( )

| |
,

| |
i i i

j j j

p M x p M p x M

p M x p M p x M
= ⋅

tzn. iloczyn ilorazu szans a priori (prior odds ratio) 
( )
( )

i

j

p M

p M
 oraz czynnika Bayesa

(Bayes factor) 
( )
( )

( )
( )

|
.

|
ii

ij
j j

p x Mp x
B

p x p x M
= = �,������	���� ������� �!�)���	�
�	��������-

�	� �"�
���
�������	� �	�" � ��+��
	 ����������� %�������������	 ����	�	�������	-
����	����	���� ���	����
���
��Mi����
���
�Mj��(���� ��
� ���
����	����������$-
���	�a priori 
���
���"����������� �	�� ���������������	������lorazowi szans a poste-
riori. Niestety Bij������������
�������	!�)�$�a priori �
	��	�	
�������*	�����	��	)���
)�����
�����������	���� ��+��� �����	�������� ���������	�����"���)�
����	�������-
���$�����a priori na tych samych obszarach prz����������	�	
���������� �	���������
������	�������	 ��������
����
	!���	���� ��������.����	
������/���
�011&���*�����-
�	��������!	� ��� %�����!	����a priori ������	����
���
�������������)��	�����������
2��"�	�������������
�)
��"�����������	 ���� �"��	��������	����������$����a poste-
riori modeli, jak i czynników Bayesa. Dlatego w tej pracy zastos��	�������	�"���!" �-
�����!	� ����� %��������������������!	���a priori parametrów modeli.

*	�����	�
�������)�� % " ���������	�����	�	
���	 %�����
�� %�ω������"���� 
��	
�
������� ����	����������
�����

������������
������������'�� ����
�����
� ,x�
��"��� %�
����������%� ������
���
��2���	
�%�� ����%���� ���#��
��	&� ���
�����

��
'���
�
���

	���*Bayesian pooling approach). Me��	��������
������%(�
	�

�
%�
�	�!
�
	%����� ��&���(�
�a posteriori������
�����*�&���(�
���
	�������� �������'�� ���!
�
�����
,��������
�������
�����	���	��

4������a posteriori modeli. Wówczas:

( ) ( ) ( )
1

| | | ,
m

i i
i

p x p M x p x
=

ω = ω∑

gdzie ( ) ( ) ( )| | , |

i

i i i i i i
L

p x p x p x dω = ω∫ � � � � �
��� �&���(�
�� a posteriori� �����
����

�������� ������������� ��� ��	����

� �!�
�����	
�%#�G����
������ ������	�%� ���
!
�����

�����������
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( ) ( ) ( )
1

| | | ,
m

i i
i

p x x p M x p x x
=

= ∑� �

gdzie ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )

| | , |

i

i i ii i ip x x p x x p x d
Θ

= θ θ θ∫� � ��
����&���(�
����
	��������	����!�
��
��	
�%#

$�
�
������
�����"
����	
�(�

�	������	�

�
��
�������
�
����������%����&	�
�
	�����	���
��

�
���(�
����#�

6, �

�
���(�����	�������(�
��

������ ������
����������"���� ���	
�
��%���

!
���
������
���
��
����
�����
����

=, �

�
���(�����	������
	'��
�� ��
���
����
����
��
�� ���4����
������

���	
�

*%����&	�
���������
��'���
�

�-�%(�
	�

�

�-��

	���	���������
�����
�������!
"��
���	
�
,#

��'� �
���	��	(
��������	
��	�
����
�	���
������
�	�	���&
�����

���	��
)**

���
�

��������	���	�
��
�������	����

������"���� ���������.//���	
�
�
���!
��� �������

��
&����	
�
����
�����
� ��N��8.��)3/��O<P�
�8.8.#�<���������
(�
�
�
���%��%���a priori ����
�
������
�������������������&���(�
�a posteriori���&���(�
���
!
	������
����������	���	��

4�����a posteriori konkurencyjnych specyfikacji baye-
sowskich.

Ro���"��
�����������	
�
���	��
�������
��%�'�	������ ��������� ������4���"!
�
������� ������
�����������������	�%����������&�%������������

0 0

( , ; ) ( , ; )
.

t t t t

t

dX a t X dt b t X dW

X x

= θ + θ⎧
⎪
⎨
⎪ =⎩

Niech ( )0 1, , , Tx x x ′�  oznacza wektor kolejnych obserwacji, a ( )1, ,T T Sx x x+ +
′=� �


� �	�����,������������� realizacj&#�Dodatkowo niech ( )1, , .Tx x x ′= � �5��'�	���
&��
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����� ( )0, ,x x x ′′ ′� ��
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�����
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���%�'�	%������4������
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t t
X

+
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( ) ( )0 1 0| , , , | , .Tp x x p x x xθ = θ�
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0 1 0 1 1 1
1

( | , ) ( , , | , ) ( | ; , ; )
T

T i i i i i
i

p x x p x x x p x x t t t− − −
=

θ = θ = − θ∏� (3.3)

L%������ �
�����	��(�
� �
��� ���
�� 
������
�� �&���(�
� ���
�(�
�#� ��monografii
funkcja ( )1 1 1; , ;i i i i ip x x t t t− − −− θ  b&	�

����%�
�������������	�
����&���(�����
�(�
�
�%���
���������������*���#����	�#�=,#�5��'����(�
�B���������� �	�������	�������&�%!
���
���
���
�

( ) ( )0 1 1 1
1

| , , | ; , ;
T S

i i i i i
i T

p x x x p x x t t t
+

− − −
= +

θ = − θ∏� (3.4)

( ) ( )0 1 1 1
1

, | , | ; , ;
T S

i i i i i
i

p x x x p x x t t t
+

− − −
=

θ = − θ∏� (3.5)
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�
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�����	
��N� *por.
wzór (1.20)). W tej sytuacji przedmiotem estymacji jest wektor parametrów modelu
postaci 2

(1) ( , , ),θ = α β σ  gdzie 2, , 0.α β σ > �$����&����"
�'�������&���(��a priori wekto-
ra θ(1)� �
���
������
���&���(�
�����'�	���a priori �
�������'��&	��� �*
����
��'���
������%�
����"
������
�������a priori �

���
"�
,�

( )( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 ,p p p pθ = α β σ

gdzie:

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

0, 0,

7

2

0, 0,

7

1
exp | , ,

2
2

0, 01, 10 ,

1
exp | , ,

2
2

0, 01, 10 ,

m
p m w

wm
w

w

m w

m
p m w

wm
w

w

m w

α
α α∞ ∞

α
α

α
α

α α

β
β β∞ ∞

ββ
β

β

β β

⎧ ⎫α −⎪ ⎪α = − Ι α ∝ φ α Ι α⎨ ⎬
⎛ ⎞ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎜ ⎟Φ π⎜ ⎟⎝ ⎠

= =

⎧ ⎫β −⎪ ⎪β = − Ι β ∝ φ β Ι β⎨ ⎬
⎛ ⎞ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎜ ⎟Φ π
⎜ ⎟⎝ ⎠

= =
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przy czym funkcja ( )| ,m wφ ⋅ ����������&���(������'�	%��������
�����(�
	�

j m i wa-
riancji w, Φ(·)��
���	������%���������	��	��
�������'�	%��������
����a odwzorowanie
IA��
����%������� �����
������������
��%�A. Dla parametru 	��%��
������&��������
����

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1

2 2 2
0,2

1
| , , 1, 0,005,

baa

IG
b

p p a b e a b
a

+ −
σ

∞
⎛ ⎞σ = σ = Ι σ = =⎜ ⎟Γ σ⎝ ⎠

gdzie ( )| ,IGp a b⋅ � �
����&���(�
���	������
��� ����'�	%��������
�(�
	�
�� ( )1 ,b a −
gdy a > 1����������
������ ( ) ( )( )22 1 2 ,b a a− −  gdy a > 2����(����������'�� ��	��!

�

	�
��������	��� ������(�
��
��

�
���

��#����
���
���	��������&��� ��

���(�
�a i b
�����(�����
�
�����
����
����������'�	%�a priori parametru σ2 nie istnieje.
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�����'�	%�a priori parametru σ2 ilu-
struje przedstawiona na rysunku 3.1 �%�������&���(�
�
�	%�����
�������'�	%�a priori
dla ( )2

10log .σ  Dopuszcza on szeroki (praktycznie w������������,�����
����&	����

�!
��(�
������
��%�σ2.

����
�����*������������ ��	���������
�������
��0#�σ
��

R�����	�
���
�������������
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( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22

1 0 1 11 1 2
1

1
2

0, 0, 0,2

| , , exp
2 2

1

T

i i
i

a

mm b
p x x p x x

w w

βα
−

α β=

+

∞ ∞ ∞

⎧ ⎫β −α −⎪ ⎪θ ∝ θ ⋅ − − − ⋅⎨ ⎬
σ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞⋅ Ι α Ι β Ι σ⎜ ⎟
σ⎝ ⎠

∏
(3.7)

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

22

1 0 1 1 1 2
1

1
2

0, 0, 0, 12

| , , exp
2 2

1

T S

i i
i

a

mm b
p x x x p x x

w w

d

+ βα
−

α β=Θ

+

∞ ∞ ∞

⎧ ⎫β −α −⎪ ⎪∝ θ ⋅ − − − ⋅⎨ ⎬
σ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞⋅ Ι α Ι β Ι σ θ⎜ ⎟
σ⎝ ⎠

∏∫�

(3.8)

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

22

1 0 1 1 1 1 2
1

1
2

0, 0, 0, 12

| , , exp
2 2

1

T

i i
i

a

mm b
p x x M p x x

w w

d

βα
−

α β=Θ

+

∞ ∞ ∞

⎧ ⎫β −α −⎪ ⎪∝ θ ⋅ − − − ⋅⎨ ⎬
σ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞⋅ Ι α Ι β Ι σ θ⎜ ⎟
σ⎝ ⎠

∏∫
(3.9)
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(2) ( , ),θ = β σ  gdzie 2, 0.β∈ σ >� �$����&����"
�'�������&���(��a priori
wektora θ(2)��
���
������
���&���(�
�����'�	���a priori �
�������'��&	��� �

( )( ) ( ) ( )2
2 2 .p p pθ = β σ
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	�&���
�
����parametrów modelu:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2

7

1
2 2 2

0,2

1
| , exp , 0,01, 10 ,

22

1
| , , 1, 0,005.

baa

IG

m
p m w m w

ww

b
p p a b e a b

a

β
β β β β

ββ

+ −
σ

∞

⎧ ⎫β −⎪ ⎪β = φ β = − = =⎨ ⎬
π ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞σ = σ = Ι σ = =⎜ ⎟Γ σ⎝ ⎠
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2

2 0 2 12 2 2
1

1
2

0,2

| , , exp
2

1

T

t t
t

a

m b
p x x p x x

w
α

−
β=

+

∞

⎧ ⎫β −⎪ ⎪θ ∝ θ ⋅ − − ⋅⎨ ⎬
σ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞⋅ Ι σ⎜ ⎟
σ⎝ ⎠

∏
(3.10)

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

2

2

2 0 2 1 2 2
1

1
2

0, 22

| , , exp
2

1

T S

t t
t

a

m b
p x x x p x x

w

d

+ β
−

β=Θ

+

∞

⎧ ⎫β −⎪ ⎪∝ θ ⋅ − − ⋅⎨ ⎬
σ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞⋅ Ι σ θ⎜ ⎟
σ⎝ ⎠

∏∫�

(3.11)

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

2

2

2 0 2 2 1 2 2
1

1
2

0, 22

| , , exp
2

1

T

t t
t

a

m b
p x x M p x x

w

d

β
−

β=Θ

+

∞

⎧ ⎫β −⎪ ⎪∝ θ ⋅ − − ⋅⎨ ⎬
σ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞⋅ Ι σ θ⎜ ⎟
σ⎝ ⎠

∏∫
(3.12)
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(3) ( , , ),θ = α β σ  gdzie
2, , 0α β σ >  i 23

.
4

α > σ �$����&����"
� '�������&���(��a priori wektora θ(3)���	���� �
��

�������&�%������������

( )( ) ( ) ( )2
3 3 , ,p p pθ = β α σ

gdzie:

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2

2

0, 0,

7

2 1
2 2 2

0, 0, 32
4

1
exp | , ,

2
2

0, 01, 10 ,

1
, exp ,

2

baa

m
p m w

wm
w

w

m w

m b
p e

w a

β
β β∞ ∞

ββ
β

β

β β

+ −α σ
∞ ∞ ⎛ ⎞α> σα ⎜ ⎟⎝ ⎠

⎧ ⎫β −⎪ ⎪β = − Ι β ∝ φ β Ι β⎨ ⎬
⎛ ⎞ ⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎩ ⎭Φ π
⎜ ⎟⎝ ⎠

= =

⎧ ⎫α − ⎛ ⎞⎪ ⎪α σ ∝ − Ι α Ι σ Ι α σ⎨ ⎬ ⎜ ⎟Γ σ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

dla mα = 0,01, wα = 107 a = 1 i b = 0,005.
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βα
−

α β=

+

∞ ∞ ∞ ⎛ ⎞σα>⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎧ ⎫β −α −⎪ ⎪θ ∝ θ ⋅ − − − ⋅⎨ ⎬
σ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞⋅ Ι α Ι β Ι σ α σ⎜ ⎟
σ⎝ ⎠
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d

+ βα
−

α β=Θ

+

∞ ∞ ∞ ⎛ ⎞σα>⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎧ ⎫β −α −⎪ ⎪∝ θ ⋅ − − − ⋅⎨ ⎬
σ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞⋅ Ι α Ι β Ι σ α σ θ⎜ ⎟
σ⎝ ⎠
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a

mm b
p x x M p x x
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d

βα
−

α β=Θ

+

∞ ∞ ∞ ⎛ ⎞σ
α>⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎧ ⎫β −α −⎪ ⎪∝ θ ⋅ − − − ⋅⎨ ⎬
σ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞⋅ Ι α Ι β Ι σ α σ θ⎜ ⎟
σ⎝ ⎠
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(4) 1( , , ),θ = β σ σ  gdzie [ ] 2
1, 10,10 , 0β ∈ σ ∈ − σ >�

i 1 1.β + σ ≥ − �$����&����"
�'�������&���(��a priori wektora θ(4) zadana jest ������&�%��!
���������3):

( )( ) ( ) ( )2
4 14 , ,p p pθ = β σ σ

gdzie:

( )
( )

[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

2

2

1 1 1110,10

1
2 2 2

0,2

, exp , ,
2

1
| ,

baa

IG

m
p

w

b
p p a b e

a

β
β+σ ≥−−

β

+ −
σ

∞

⎧ ⎫β −⎪ ⎪β σ ∝ − Ι σ Ι β σ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞σ = σ = Ι σ⎜ ⎟Γ σ⎝ ⎠

dla mβ = 0,01, wβ = 107 a = 1 i b = 0,005.
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β
−
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+
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−
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+
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����

�� .//� 	
�
�
%���
��� ��	
�� 8.8.
*���#������*6#;+,,#�O������������
����������&����
����
����������
�������	
�%���!
����
� 2

(5) ( , , ),θ = α β σ  gdzie ( ) 20,1 , R, 0.α ∈ β ∈ σ >
U������ �&���(��a priori wektora θ(5) ok�
(����� ����� 
������� �&���(�
� ����'�	��

a priori �
�������'��&	��� �

( )( ) ( ) ( ) ( )2
5 5 ,p p p pθ = α β σ



C7

�	�

�����'�	��a priori �	��

��

	������%�

�����

��
�'���

	�&����&�����������
!
���� ���	
�%�

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0,1

2

7

1
2 2 2

0,2

,

1
| , exp , 0, 01, 10 ,

22

1
| , , 1, 0, 005.

baa

IG

p

m
p m w m w

ww

b
p p a b e a b

a

β
β β β β

ββ

+ −
σ

∞

α = Ι α

⎧ ⎫β −⎪ ⎪β = φ β = − = =⎨ ⎬
π ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞σ = σ = Ι σ = =⎜ ⎟Γ σ⎝ ⎠

A&���(��a posteriori��
�����������
�������&���(����
	����������������
������&!
���(�����
�����
�	�����	
�%�8.8.����������	���

	�
��

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

5 0 5 15 5 2
1

1
2

0,1 0,2

| , , exp
2

1

T

i i
i

a

m b
p x x p x x

w

β
−

β=

+

∞

⎧ ⎫β −⎪ ⎪θ ∝ θ ⋅ − − ⋅⎨ ⎬
σ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞⋅ Ι α Ι σ⎜ ⎟
σ⎝ ⎠

∏
(3.19)

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5

2

5 0 5 1 5 2
1

1
2

0,1 0, 52

| , , exp
2

1

T S

i i
i

a

m b
p x x x p x x

w

d

+ β
−

β=Θ

+

∞

⎧ ⎫β −⎪ ⎪∝ θ ⋅ − − ⋅⎨ ⎬
σ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞⋅ Ι α Ι σ θ⎜ ⎟
σ⎝ ⎠

∏∫�

(3.20)

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5

2

5 0 5 5 1 5 2
1

1
2

0,1 0, 52

| , , exp
2

1

T

i i
i

a

m b
p x x M p x x

w

d

β
−

β=Θ

+

∞

⎧ ⎫β −⎪ ⎪∝ θ ⋅ − −⎨ ⎬
σ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞⋅ Ι α Ι σ θ⎜ ⎟
σ⎝ ⎠

∏∫
(3.21)



7>

5�����%����
�'��
��	�������������
������
������

�������
	����
���� �����!
"
����	
�
���	��
��
&��'�(�
�
�%����

�

�a priori ��"	
������
� �����

�����	���!
	�����, tj.:

( ) ( )1 5 1/ 5,p M p M= = =�

gdzie M1, ..., M5 �	���
�	���������"���������������	
���#

G�����������%�8��
�������	���	��

4�����a posteriori i-tego modelu wynosi:

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
0 0

0 5 5

0 0
1 1

| , | ,
| , , 1, ,5

| , | ,

i i i
i

k k k
k k

p M p x x M p x x M
p M x x i

p M p x x M p x x M
= =

= = =

∑ ∑
� (3.6)

natomiast iloraz szans a posteriori��������
&������
���
�8ayesa:

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

0 0 0

0 0 0

| , | , | ,
, , 1, , 5.

| , | , | ,

i i i i
ij

j j j j

p M x x p M p x x M p x x M
B i j

p M x x p M p x x M p x x M
= ⋅ = = = �

G

�	'�����������	�

�

������������������
�������
%����
�����

�%��
��
����
������"�
��(�
��
������
�������	���������'�	%�a priori nieznanych parametrów.
A��� ���	�����'��� ����'adów a priori na uzyskane wyniki, w pracy wykorzystano
m.in. ����'�	 (lub jego odpowiednie�%�
&cie)���	���������
���&���(�:

( ) 2| , , 0,01, 10m w m wβ β β βφ ⋅ = =

w przypadku parametrów, 	��� ������ � �����&�� a priori ����'�	� ��������� *�%�� �
��
�	���

	�

�%�
&�

,. Natomiast dla parametru σ2 an��
�����������'�	y ���&���(�
�

( )2 | , ,
IG

p a bσ

gdzie ( ) ( ) ( ){ }12, 3, 3 50 , 0,1, 10 .a b −∈

Nieinformacyjny charakter odwróconego ����'�	%��������������
���� �a = 0,1
i b = 10–12 *����������
%��� ����'�	
��zilustrowanym na rys. 3.1) ilustruje �%�����
�&���(�
� 
�	%�����
��� ����'�	% a priori dla log10(σ2), o����%���
��������
� ��"��� 
��&	����

���(�
�	���σ2 (por. rys. 3.2).
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����
��#��0������������ ��	�$�������������!� ��1/2σ
�	�
����������������V�/,1,�	�V�1/31'

4�*�(�/�-$�	 ��	�����(	���

��2� $�����
����������

������
��
	��

�

���
��
	���
�	��
�

���

���
�

��������	���	�
��
���
���
����������
��	���%�
�����
��������������

��	����
����&(�
�������	�����
�����	���
����
�������
�����
�����

�������������
�����
�������
&��
	��

�	����
�%���	�������� ��'����(�
�������
��	���
�����

"��!
(�
��������� ��
� �
���%�
������� #�$��
	����
��
����������

����
��
��	����'��!
���
���%�
�����
����'%"��
�	�����������
��� �����
�������������������� �����'�!
	���������"
�podstawowe �
��	���
�
�����
�������������'�	����	��������� �������!
�
���
���(�
	�

�����

��"�
�
�	���������
�#

��"�������&��
��	��%�
������� �������
���
��	��B���
�)�����*B),�������� 

	
�� ������� �
��� ��� �
�
�����
%� �
��
����
� ��

���� � ������� ��� �
�%� ���������
�
�����
���������'�	������ ���

���� �*���#�M
�������67�E,#�/���6�;;�%��"���
&�za
	��&�����	�
�������'%��������������
������
���������� �������	�

�
�� ����
��
!
�
���� #������%�����A!H#�8%����4) ������
'������
�������������
��
�����π������
�
���������

�����	���	��

4��������
�
&�
���
&������
�� 
� ��%���
����������� ������

�'��*	'%��(�
�2l) ����'��������&������
�
�����������
�'��
��������
�*�	�
�'��
��	

5	 6���������������
������������0���������������������+���
����
�����W�����-�X���-	




7�

���������2a, przy czym l < a	
�8����������������-999���
��������1������������������
���������������������� (por. Buffon 17775)	
������� ������Y�������
���
���������-757
��������������:���������� i Ulam (1949) po raz �������������������������� ������
���������
�����������������������
�:�����;����
�6�������
��������1������1�������
������������������������
��:;��������������
��������������������
���������
����
�������������
� <�2� ������� ����������� ���� 
�� ���������� ����������2� ���2���� �����
�������2
�����
����2��������������)�����
��:�����;�������=�����1��������������
����1�����������������������������������2������������
����������������������������
��������������������
��+������������	
�>��������������������
�����������1�������������
����1
�������������������������������������(���2�:�������������������������������
�������2�����
��2�:�����;������
��������2����������������������������������:��
������������?��������


��������
���������������������������������������)�
������������2��2���������
�����������
��+���������
�����
���2���������������������2	�����������������������2
�������������������������
�����������
1���� ��(���2���:���������������)��������
���1������
����������
������+���
���
	�@�������-775	


W celu zaprezentowania wybranych� ����
� �����������2� ���������� ������

����
���
����(�����Π���	�������
���&���(��

( ) ( )p x f x KΠ =  dla dx ∈� (3.22)

gdzie f��

��%�
�����%����������-��
�����'������%����������
�K� *��������'�
���f ).
Funkcja f���������� �
��� ��	�
������'�	%�Π#�G��
"��	�	����"
���
�
������
����
"
�
�����������%�
�����
����������%�
��
&������%���
���	���
�
�����

��������������'�!
	%�Π jest ��%	�
��%����&����

��"liwe.

+	��
�
	��!����"�
.34�/

Metoda eliminacji (Acceptance-Rejection Sampling, A-R,���������������

"����!
�
	%���Q!/��%��"�
�
���
�
�����

���
%	������
���������������%��

��
��'
������!
�'�	% *���#�5

�
4��
�67�>0�) 
��
�A�

��
���677�,#

M
(�
� 
���

�
� �
�

�� ����'�	� ����	���	��

4���������������� ���
�� �&���(�� s,
������
���	���
&������������������
�
����������&��������������������
��
�����'
��C
zachodzi �

�����(� ( ) ( )f x Cs x≤  dla wszystkich ,dx∈� � �������� ��������� ;#6
%��"�
�
���������

�������'�	%�Π.

A	 B��
�2���	XX���2����

���=���
���XC�==���8��
��B������
2���
�B���
���
����(�����������
������
2π���2$����3 � �)��	���3 � �)����145/���+-6�7�88����������	(�� ����$�	���$������)-
���	,���� 	!" ��	���������	�$� �����	�"�$��(����������������(����	��������0�14/1������0(� %
9��6	��	�����$��&:/&�����	 %�D��("�7�88��	E�����	 ��(� � ����π������(	���� �"����F����!� �$�
$��� �����2$����0����	���G� ���1/H'//1��



4&

3������!
�����
.34�/

6# ���������

�����������'�	%���	��
������
���&���(���#
=# ���������

��
��������'�	%��
	�������
������
(���
���������
	�
��
�*>��6,#

;�# M
(�
�
( )
( )

,
f y

u
Cs y

≤ � �������� �� ����������� �
��� ����� �����(�� ���
�
������

������'�	%����&���(�
��Π#

;�# M
(�
�
( )
( )

,
f y

u
Cs y

> ������������������
��������
���������%�*�������	������%�6,#

O�
������(����������%�%���
"�
�����
����	��

���(�
����'
��C���	�" oczekiwana
liczba przebiegów algorytmu,��"�	��%������
�������(�
����
�
�����
��������'�	%�Π�

wynosi .
C

K
� 5��
��� ���� '����� ��%��"���� �������
�������
��	�� ���
��� ��� �����&�
%

( )
( ) ( )sup , supp ,

f x
C x s

s x

⎧ ⎫⎪ ⎪= ∈⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

� �	�

� �%��*I,� �������� ��(�
�� �%����
6)#� M
	���������

���

�������(�
��

�
�
�
�%�
��%���� ����
�

����algorytmu, tzn. braku �����(�
����
!
�
�����
��������'�	%�Π po wykonaniu kroków 1–3 algorytmu.

��������	��
(�
���"
�����
	%���Q!/�%��"�
�
���
�
�����

������������
��*(�
(�
�
��
%	������
�,#�$���	����
��	������

���������������(�
����'
������%���
��K.

+���	

+����
0
�
�
�
5#���"6
�
7��8��
.+04��/

B
��	��B���
�)��������%��������"��(�
�*Monte Carlo with Importance Sampling,
MC-IS) (por. Hammersley i Handscomb�67E+,��
����
��	����'�����
���%�
�����
��#
�
���
�������
%� ����������������"��� �
����

	��������
���� ���	��
�� ��

��
�
�����
��X,��
	������&�����

�����������
��������a o samym ich istnieniu, a po���
���
�
����������(�������
��
�������(�
#�5���	�

�

������
����
��
��������
����

����'
�
������
�

( )( ) ( ) ( ) .
d

I E h X h x p x dxΠ= = ∫
�

�����%����� ��	��������
���� ���'
���

�	���
&����
���������
�����

���
��	�
B)!3.�%��"�
�
���%�
�����
����������

� 
� ������(�
#��

���(�� I���"������
���
����������������"���������

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )supp supp

,
s s

h x p x h x p x
I s x dx dS x

s x s x
Π Π= =∫ ∫

E, G�(�
���%����
�*���#��%��*I,,��
�����
��
���������
� �
�
�
�����	�

	�
����	��������� ��%��!
����������%�
������(�
��

�
���
#
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gdzie S��
����
���������'�	
������	���	��

4�������	��������
���&���(��s�*����&!
	
���
����H
�
��%
?�,, przy czym s���������
&��%��������"��(�
�*���	���� �	�
���!

�����
��	�,#�5��'�	�� �
&�����	���� "
� ( ) ( )supp supp .p sΠ ⊂ �G�����������%� *;#==,

��"��������
���

����
����

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

( )

supp supp

supp

supp

1

.

s s

s

s

h x p x h x f x
I dS x dS x

s x K s x

h x f x
dS x

s x

f x
dS x

s x

Π= = =

=

∫ ∫

∫

∫

5��
�� �����
�� ���
��
�
�� ��'�
� ������	����� �����'� 	�� ���������
�� 
�����%
	��� ������(�
� ���
�
����� #� O��������� ˆ

NI � �

����
�� �����(�
� I� 	
�
�
������ �
��
������&�%������������

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1

1

1
/

ˆ ,
1

/

N
i i i

i
N N

i i

i

h x f x s x
N

I

f x s x
N

=

=

=
∑

∑

gdzie zbiór {x(1), ..., x(N)}�������������&��������������'�	%�S.

M
(�
� �����
�� w(·) oznaczona zostanie funkcja wagowa, tzn. funkcja postaci
( ) ( ) ( ),w x f x s x=  wówczas:

( )( ) ( )( )
( )( )

1

1

ˆ .

N
i i

i
N N

i

i

h x w x

I

w x

=

=

=
∑

∑

G

��%	�����%��"����"
�
������������'
������%���
��K �������
���(�
	�

�������
!
�����
������

( )( )
1

1
.

N
i

i

w x
N =

∑

5�����
����������

��
� ��
�������
������	��(��
��������a ˆ .NI
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Ponadto, �
(�
���� �	������%��
�

( )( )E w X < ∞   i  ( ) ( )( )2 ,E h X w X < ∞

������������'�	���

��
�������
�� ( )ˆ
NN I I−  jest asymptotycznie normalny, co jest

wnioskiem z centralnego twierdzenia granicznego (por. Geweke 1989; $
�

4�
�<�

�����

6777,#������� ��%��"���� "
����
��
�

������(�
� 
���������� �

�������� �������(�

���'
������%���
��K#�$���"��
��'����(�
�%����	�
������������

��
��	��B)!3.���
	!
�����

�
�����%�����������

��
����

"��(�
#�$���	���
�
������(��
�������
�%���
"�
�!
����
����	������%��%����
���"��(�
�s. Niestety literatura przedmiotu dostarcza jedynie
wskazówek, a nie jednoznacznych zasad wyboru funkcji s#�5���
���������
��������
�
�
��
�������(�
��%����
�s�*���#�����������
���
�
������(�
��%�
�����
���
��	��B)!3.
����� ��	��
�� �%����
� ��"��(�
,�� �(��	� ������ � ���
"�� ���

�
�� ��
���
� ���
"
�
����'�����
�
�����&	�
��
�
������(�
��%�
�����
��
���

���(�
������
�#

����9�������
�: � ����&	�
�� 
�
������(�
� �%�
�����
�� *relative numerical
efficiency,����	��'�	�

��
���
��������� ˆRNE, �	
�
�
�������
���������&�%���y sposób
(por. Geweke 1989):

( )( ) ( )( )
( )( )

2

21
2

1

1ˆ ˆRNE ,
ˆ

N
i i

i
NN

iN

i

h x w x

I
N

w x

=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥ϕ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

gdzie 

( )( )( ) ( )( )
( )( )

2
2

2 1
2

1

ˆ

ˆ

N
i i

N
i

N
N

i

i

h x I w x

w x

=

=

−
ϕ =

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∑

∑
���������� �
��� ����	��	������'&	
���%�
!

���������
��	��B���
�)�����*Numerical Standard Error, NSE).

3��
���
�����������(�
� ˆRNE ��
�������&�%�����

- �
(�
� ˆRNE ��
�����
��
��
	��(�
������%����&���"��(�
�����"���%���������

������


��"�
�����
&��	��&���(�
�����'�	%�Π0

- �
(�
� ˆRNE �������%�
���'
����
��

��
�%������(�
�����������%����&������
"�������!
�
��
�����&���(�
���������%����
'����������������	�

��
�
�������0

- �
(�
������(�� ˆRNE ��
�������"
���
	��(�
�������������
�%���
&���
�
��
�
����!
��(�
��
��	���%�
�%�
��
&�������%����&���"��(�
���	�

�
�����
���%����&���*����!
���
��
��������
��������	�%���������'���%������	�	���
�,#
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����9�������
�!�����8��
 5#���"�
�
����" γN���	���� �
�������&�%���������!
�
��

( )( ) ( )( )

( )( )

2
2

1 1

1

.
1

i i
N N

i i

N N
i

i

w x w x

N N

w x
N

= =

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟− ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

γ =

∑ ∑

∑

3��
���
�����������(�
�γN��
�������&�%�����

- �
(�
��%���������
������������������	���&���(�
��Π�����γ��J�>0
- �
(�
�������
�������
��������������������

�����
�����������(�
�����'�����
��

γ��*��������
����'�� �������,��������������"
����������%��������"��(�
��
����

!
�'�(�
��0

- �
(�
������(�
�����'�����
���γ������
�
�%����
&�*������
�������
���,�������
���!
���
�����
������(�
�����

�

��

�������������
��%�
��
&����&��

��%����&���"!
��(�
#

+���	

+������
��

�
;
������

.+4;/

Metoda Metro���
���
�@���
�������������������

"���������
��B!@��%��"�
�
�
���
�
�����

�����
�����
��������������'�	%������%��

��
��'
���Π#�G��
"������	�
�������
��	�B���
�)�����'�4�%� ���B�������*Markov Chain Monte Carlo Method,
MCMC). W wyniku jej zastosowania otrzymywana jest realizacja jednorodnego proce-
su�B������������
��� ����'�	
���������������*
����
���

��

��
����� �%������
��!
���,�*stationary, invariant, equilibrium distribution,��
�������'�	�Π. Aby zdefin
����
������
��������
���������	���
�������

����&�

��&���(�
��
�
�%���
��q�
�����	���!
	��

4��������
�(�
��α.

Odwzorowanie q(x, ·)����������&���(������'�	%�����	���	��

4������������
��
�
�
��������
�����������������
��
�������%�'�4�%� ��B�������y (candidate-genera-
ting density,���������'�"
�
%��"
�x �
����
�������
����
����#����
�
���%��
��

�
���

��
�
	��������
�	
�
�
��
��%����
��
�
�%����� ������'����

��%�
��

� 
� ������%�������
%���
"�
��y jest od konkretnego zagadnienia.

$���	���	��

4��������
�(�
��α�*
����
���%����&����
�����
,����
(����
&�������&!
�%������������

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

,
min ,1 dla , 0

,, .

1 dla , 0

f y q y x
f x q x y

f x q x yx y

f x q x y

⎧ ⎧ ⎫⎪ ⎪ >⎪ ⎨ ⎬⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭α = ⎨
⎪
⎪ =⎩
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U�4�%� � B������� 	
�
�
������ �
��� �����
�� ����'�	� ����	���	��

4����
(tzw. rozk'�	����
�(�
�,����
(��������σ-algebrze zbiorów borelowskich B(�d)�������&!
�%������������

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , 1 , ,
d

MH A
A R

P x A q x y x y dy q x z x z dz x
⎡ ⎤
⎢ ⎥= α + − α Ι
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

dla  ( ).dA B∈ �

B
����������
(�������	���	��

4��������
�(�
������
�%��
�����%�x do które�����!
�

������%����
"��
���	����
��%�A#�$���	�������'�	����%������n-�
�������%�'�4�%� �
���
(������
�������&�%��������
"��(�
��

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 , , ,
d

n nn
MH

R

P x A x x P x A P y A P x dy
−∈ = = = ∫  dla 1,n >

gdzie ( ) ( ) ( )1 , , ,MHP x A P x A= ���(�x jest arbitraln

�	������������
�������������#
$���"��
�	
�
�
��
����
��
�����������������������������(������
�%�B�����������
��
�&���(������
����������
�Π#�<����
���

�����	��%�
�
%������������ ��������'�4�%!
� ��*���#�����
��������� ,���"���%������������'
��
��
����
�����
�%��������
������
����&�z ����'�	%�����������
���Π.

Q��������B!@����
���������
�
�����
%�'�4�%� ��B�������
�	
������
�����!
���
�����
��
��
��������%����
� 1, , , 1, , , ,j S S S N= + +� � �  przy czym pierwsze S
�������'�4�%� �� ����������� � �
��� ���������
�������
� 
��	��%���
#�$��
"
�����
����
���
��
�����
���������%#

3
�����!
���
.+4;/

<��
(�
�

�������������
�����������%����������
���'�4�%� ��x(1).

Dla 1, , , 1, , 1:j S S S N= + + −� �

6# ���������

����������
����
��
�������%���������'�	%����&���(�
��*�+�	��;	

�
 ���������������������
�������'�	%��
	�������
���������
	�
��
�*>��6,#

;�# M
(�
� ( )( ), ,ju x y≤ α ��������� ( )1 .jx y+ =

;�# M
(�
� ( )( ), ,ju x y> α ��������� ( ) ( )1 .j jx x+ =

���
�
���%��
����
	�
��%� �%�
�%�
� �
&������&�

�x(1)� ����
��������(�
���	���
�
����'�	%�Π#�F������(�������
(�
�
%�����%����������
����������&�����'�"
�

�����

!
��� 	�����
��� ����'�	%� ����	���	��

4������ �

� ��'���� ��� ����� ��

"��(�

	��������������
�������'�	%�Π�*�����
�

�����%����������
������
�
�������
�����!
��
���
�����
�
����
,#�$���	�������������%����
��
�
�%���
���������'����'����(������!



7C

���
��������'�	%����������
������
���&��&���(�������
������
�����
���������%�(����!
"����������%�
���
��������
�(��	�����
�������%�'�4�%� ��	���
������������
� ����
!
�
������� �������)������������(����

"��(�
���������%#

��������%��"����"
�����������

���������������(�
����'
������%���
��K#�$���	!
�����
(�
��%�������
�
�%������
������
������������#� ( ) ( ), , ,q x y q y x=  wówczas:

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

,
min ,1 min ,1 .

,

f y q y x f y

f x q x y f x

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

5��
�� �
���(�
	�
�� �� ������
� ����	���	��

4����� ���
�(�
�� ���
���� "
� �
(�

( ) ( ),f y f x≥ � ������������������&��
�������%� '�4�%� ��y� �
������
��������������
!

�
��������

������(������
���������������������	���	��

4���
��
( )
( )

f y

f x
 (por. Me-

tropolis et al. 1953).
G��
"����	�

�
���"
� �
(�
� �%�������
�
�%������

����
"���	������
	�

�������%

'�4�%� ��� ���#� ( ) ( ), ,q x y q y= � �������� ��������� B!@� ������� �
&� �

���
"���
(independent version of the M-H algorithm). W przeciwnym przypadku mamy do czy-
nienia z sekwencyjnym algorytmem M-H (sequential version of the M-H algorithm,
*���#�H
%�=>>60�<�

�����
�
�$
�

4�=>>+ a).

Q��������B!@�%��"�
�
���������

����

�����
������ �����'�	�������	���!
	��

4������ �
	�����

���������
�
�����
�� ��'
����
�����������
	�����������%
�
��	�#� B�"�
�
� �
��� ���

m zastosowanie tzw. blokowej wersji algorytmu M-H
(por. Hastings 1970), której istota polega na podziale generowanego wektora na bloki

� �
�
�����

� ��"	
��� �� �
� � �		�

��

#��

�
���"�
��(�
� ��	�
�'%� ��� ����
� ����
�	�

��
����������
�
�����
�����
���&'����������	
�
�
��
���"��� ��
��	��&	���� 
��
�"�����
������
�������	���
���������%�B!@#����
�
���%��
����
	�
��%����
����
&
��	�
�'��
�������� ���
� �������������"	����������

��'� ����
�����
��
� ���������'!
��&	�
7)#� <���%�
� �
&�� "
���"�
�
� �
��� �
�
�����

� �olejnych bloków w sposób se-
kwencyjny����������������

�����%����%������
���'������&	
������������ �������
�������'�� �����'��&	��� ��
�����#�M
	�����
�����
������ �������	����������
��
��������%� B!@� �
��� ���#� �����
�� A
����, inaczej algorytm Gibbsa (Gibbs sampler,
Gibbs algorithm,#� M
��� 
������ �
��� �
�
�����

� ��"	
��� ����%� ������� �
� �������
!
�� ����'�	%����%����
���Π *���

� �� ���
�����

�	�����
��� ����'�	%��
�
�%���
��,#
������
��
���
�����	���	��

4��������
�(�
��	����
�����������%�����
��
����
	��!
(�
�� �� ����
��� ���
�����
� �����
� 6>>Z#� ������
��
� �����(�
� (�
�	���� �� ����!
�

��
�
������(�
������
���A
�����������	%"
���

��
���������
'���
&�	���
������%���!
��(�
#

�, $����'�	�� 
��
�����
������%���� "
� ���
� ��	�
�'� ��� ����
� ���

�������'�������'���
"��(�

����'��&	��� ��
�
�����
����
�������������

�������������������

"��(��'�4�%� ��B����!
���*���#�A��
�����677�,#
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$��
"
�����
	����
�������������A
������'%"����	���
�
�����
���
�������mien-
nej losowej x�������������
����������'���	�

��������r��������*�

���

���

��
����!
�
��	'%��(�
,�����#�x = (x1, ..., xr).

3
�����!
���
.�������
<����
/

<��
(�
�

�����%����������
���'�4�%� ��x(1).

Dla 1, , 1, , 1j S S S N= + + −� �  generowanie realizacji x(j+1)��	������
&�����!

��&�%����� ������� �

6# ( ) ( ) ( )( )1
1 21 2~ , , ,j j j

r rx p x x x x x+
Π = =�

=# ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
2 1 22 1 2~ , , , ,j j j j

r rx p x x x x x x x+ +
Π = = =�

�

�� ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 11
1 2 11 2 1~ , , , .j j jj

r r r rx p x x x x x x x+ + ++
Π − −= = =�

�����%����� ��	���

��
�����"�
�
�����������

���������%�A
������tj. wówczas,
�	���
�
�����

��

������ ���������
���(�
	�
��������'�	������%������ ��

��
��
��"�
�
�����
"��	����
� �������������
��	&�Q!/��%����	���������
���&���������%
B!@�������
����	����������'�� �����������
�����	�
���
���(�
	�

��������

#�:���
�
toda losowania nazywana jest algorytmem hybrydowym (hybrid algorithm),
���#�����

"	"
�

����	������
�����������%�B!@����
����
���
�������
�#�Q�������
�
������������
�����&���������
�

��A
�����������

"	"��������
����������
��B!@
(Metropolis–Hastings within Gibbs sampling).

�������

���(�
�����%���"
�����%������������

"������������������������"	��
���
�

�%���������%#����������
� �
����
�
�����
������������
�����������
��B!@
�� �����
���

���(�
� ����%� *random block size M-H algorithm) (���#� . 
� ��	� 
� $
��
677�,#�$����'�	��
��
�����
�(�
�	������������

��
�
%���

"��(�
�'�4�%� ��B����!
����������������
%�������
��
�����������%�������
����
��
����
����

���
�

���%!
�����
����
� '�4�%� �#

B�"�
�
��
�������

"�%������

������������
���������korzystaniu algorytmu M-H.
�������
�%��
�
�%�
��
&�n��

���
"��� �'�4�%� ���B������#�$����
���
&�
%���

"��!
(�
� ����
���� 	�� ����'�	%� ����
���
��� ���
(��� �
&� n!
�
�
������ ����&� ������� ����
��
���������'�������
������������
	����
�
�
��

�����"	
���'�4�%� �#

M
	������
��	���
�����

"��(�
�����
�%�B��������
�����	��

�statystyki CUM-
SUM *���#�[%�
�B�����	��677+0�<�

�����
�
�$
�

4�=>>2)8).

C, 5���	�

�

� ��

"��(�
� ����
�%�B������� ����
��
� �
��� ����	��� �� ������ )���
�� 
� )���
�
*677E,#
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W ogólnej postaci zadana jest ona wzorem:

( )( )
1

1 S t
j

j S

t

h x h
t

CS

+

= +

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎝ ⎠

=
σ

∑
 dla 1, , ,t N= �

gdzie h  i σ����(�
	�
��
��	� ��
�

������	��	������������� ( )( ) ( )( ){ }1 , , ,S S Nh x h x+ +
�

����
����
��
����
�'�4�%� ��B�����������	��%�
�
%�����
��������� #�$���������h(·)��
��
�
���� �%������ �
�
�����
����
����� x#� G����&(�

�� ������%�
� �
&�� "
� h(x) = x�� ��
�	���
�	�� ��	��
%� ��

"��(�
� (�
	�
� � ����
�%�B������� 	�� �����(�
� ���
�
���
�
����'�	%�����
���
���Π#����
�
���%��
����
	�
��%��%�
�%�
��
&��������
���������
����!
����� �S ������������
�����������
�)PB.PB�����

��'��'�	��2�	���
����������������	
�
��
������
��%�*��#��	��
	�
��������������� ������(�
�t) w przedziale (–τ, τ) 	��
%������
����'
�������(�
�τ#����������
�������%�
��
&��"
�τ ∈ {0,05, 0,1}.

Bayesowskie testowanie konkurencyjnych modeli,����
�����	���
��
���(�
	�
�
����������
������	���	��

4����a posteriori modeli albo poprzez porównanie czyn-
ników Bayesa,�����������
��
�
�������(�
����
����� ��&���(�
��
���������
�����

x� *���#������ *;#6,,#�Q���
�����
����
��
�

� ��� ������(�
� �
��� ��&���� �

��"�
�
� �

����&	%� ��� ������
������� ������� �%����
� ��	��'����� #�F���
��� �
"��� �
�
���%��

���
	�
��%����
����
&���������

���"��� ��
��	���������%����� �����	�
�
������!
(�
����'�� �����%����� �*���#���#��G
�����
�/���
���677+0�$��son i Roberts 1994; Kass
i Raftery 1995). W pracy������������������������&����'�� �����%����� ����������!
��������
��G
������
�/���
��?
��.

 ���!
���
:�����

�
�
5����=���
.:4�/

B����� �����&� ( ){ }
1

Nk

k =
θ � ��� �	����� �� ����'�	%� a posteriori�� ���
����� �&���(�

�
������ ���
�����
� x� ��"��� ������������� �����
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funkcji ( )* *
, 1ln 1 ( | , , )t k t mp y y− +⋅ θ  obliczonych w punkcie równym wspomnianej mo-

dzie9).
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przez zastosowanie dyskretyzacji Eulera (por. wzór (1.16)) dla procesu X. 5��'����(�

B���������� �	�
���
��
��

\0 0 1
1

ˆ ˆ ˆ( | ; , ) ( | ; , ).
n

Y t t
t

p y y p y y −
=

Δ θ = Δ θ∏

A&���(�� ���
�(�
�� 	��� ����
�%�Y� �
��� �&���(�
�� ����'�	%� �������
��� *���#� ����
*=#6,,�

2 2

( | ; , ) | ; .
exp( ) 2 exp( ) exp( )Y

t
p y y

y y X

⎛ ⎞⎡ ⎤α σ σ⋅ Δ θ = ϕ ⋅ + − β − Δ Δ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

5��
�����������������������%��&���(�
��������
�������
�

( ) ( )

( )2

2
1 1

2 21 1 1
\0 0 12 2 2

1

2
1

1 1ˆ ˆ2exp( ) exp( )2
1

ˆ ˆln( ( | ; , , , )) ln(2 ) ln

ˆ ˆexp( ) .
t t

n
n n

t
t

n

t t ty y
t

p y y y

y y y
− −

− −
−

=

σ Δ αΔ
− −σ Δ

=

Δ α β σ = − ΠΔ − σ + −

⎡ ⎤− + − − + βΔ⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑ �
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Przez ψ oznaczono wektor parametrów ψ = (α, β)'� ����� �����&��� ��'�"
�

�
"
�����'�	
��a priori 	����
����
�������
���	�%���
����������'�	���������:

( )1
0 0 02

( ) exp ( ) ( ) ,p ′ψ ∝ − ψ − γ Γ ψ − γ  gdzie 
7

0 0 7

10 0
(0,1, 0,1) , .

0 10

−

−

⎡ ⎤
′γ = Γ = ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

) �����
������
� �
��� ����'�	%��	��

��

	�����	%"���

�
���(��a priori o para-
metrach (��
��������
�����
� �	%"
����
����
) oraz brak ���
"��(�
�a priori ���
&	��
α i β.

$��

��"�

2 2 2 2
\0 0 \0 0ˆ ˆ ˆ( | , ) ( | ; , , ) ( | ) ( | ; , , ) ( ),p y p y y p p y y pψ σ ∝ Δ ψ σ ψ σ = Δ ψ σ ψ

���
����"������
����

( ) 2
2 1 1

0 0 022
ˆln ( | , ) ( ) ( ) ( ) ( ),p y c v K v K

σ Δ
′ ′ψ σ = − − ψΔ − ψΔ − ψ − γ Γ ψ − γ

gdzie c��
����
�������'��������
����

( )

( )

( )

( )

( )

( )

2

0

2

0 1 0ˆ2exp( )0 0

1ˆ2exp( )

ˆ ˆ ˆexp(0,5 )ˆ ˆexp 0,5 exp 0,5

, .

ˆ ˆexp 0,5 exp 0,5 ˆ ˆ ˆexp(0,5 )
n

y

n n
n n ny

y y yy y

K v

y y y y y

σ Δ

σ Δ
−

⎡ ⎤+ −⎡ ⎤− − ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ + −⎢ ⎥⎣ ⎦

� � �

Ostatecznie:

2 1 1( | , ) ~ ( , ),p y N V u V− −ψ σ�  gdzie  0 0 02 2
, .

K v K K
u V

′ ′ Δ= + Γ γ = + Γ
σ σ

$�	�"����� �������������
�����&�%�����
��� �
�
���%��
� ���
	�
��%�� ��'�"����
"
� ����'�	
��a priori dla σ2� �
��� �	�������� ����'�	� ������ IG(a, b). W niniejszej
��&(�
������&�������'�	�informacyjny �������(�
����
�
���
��i odchyleniu standardo-

wym równym 0,03, tzn. 
3

3, .
50

IG ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

A&���(���
�������'�	%�����������

( ) 2 0
2

( 1)2 2

2
( | ) exp( ),

p
S p

p
− +

σ
σ ψ ∝ σ −

gdzie 0
1

6, .
50

p S= =
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$��

��"�

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
\0 0 \0 0ˆ ˆ ˆ, ; , , ; , , ,p y p y y p p y y pσ ψ ∝ Δ ψ σ σ ψ = Δ ψ σ σ

zatem:
2 2 2 2

1 2 1ˆln ( | ; , ) ln( ) ,p y c S−′σ α β = − ξ σ − ξ σ − σ
gdzie:

( )2 21
1 2 1 1 02 2

1

ˆ, ( exp( ) ),
n

n p
t t

t

y d S p+ +
− −Δ

=
ξ = ξ = + Δ∑

( ) ( )1 1 1 1
11

ˆ ˆ ˆexp 2 , .
ˆ8 exp

n

t t t t
tt

S y d y y
y− − −

−=

Δ αΔ= = − − + βΔ∑

H������
�������(�
�������'�	%����&���(�
� 2 ˆ( | , )p yσ ψ �	�������������������
��!
	�� Q!/� *���#� ��	���	�#� ;#�,�� �
�
�%���� �� ����'�	%� 1 2

ˆ( ( ) 1, ),IG p′ξ − λ − ξ  gdzie

1( ) exp( )p Sλ = − λ  oraz λ̂ � �
����
����%�����������'�#�$���	���	��

4��������
�����

�
��� ����
�� ˆ ˆ ˆexp( ( ) ( ) ( )( )),p p p′λ − λ − λ λ − λ  gdzie ( )2ln .λ = σ �.��'�� λ̂  dob

��� �
&
tak, �������	���	��

4��������
�����
���'����������
&���
#�<���%�
��
&��"
���������'
�
λ̂ �����
����	�

�����'�	%���	��
������
���&���(�� 2( | ; ),p yσ ψ� �����	���	��

4����
����
�������
&���
�*���#�O�
�
���6777,#

Q����
�%��������	�
�'��

��
��	����

���� ���(�
	�
� ����������&	�
���������!
����
� �&���(�
� ���
�(�
��� ���
�
������� 	�

�
&�� ����
����

 procesu X (por. Posten
1989; Fraser, Wong i Wu 1998)�����

���(�
��>>�
�
�
�������"	��������%�������� 
�����
���� �
���	��������%��%�������������� 2

00,5, 0, 2, 0,05, 0.xα = β = σ = = �)
!
�
��
���
���
��%��
������������

��

���(�
�α, β i σ2��������	������
�����
����
�!
����
#��

���(��Δ��
���
��
���
��������������������
&	������
��������
�*���
�����%!
���
����
�
�������
,��%�����
0�M����������
���&��%��������(�
	�
� #�G�������
��

���
���
��%��%�
�����
��������&���Δ = 1#�$����
��� 
��
������(�
�μ�	��� ����'�	%
$�
������%��������������������
������������μ = 1  (dla M = 1 oraz M = 3); μ = 3 (dla
M = 5 oraz M = 10); μ = 5 dla (M = 15 oraz M = 20). Porównanie wyników 	�����"�
�
�
�����
�
����
��������	��

������(�
����������
�)PB.PB�������'����

"��(��'�4�%!
� ��B�������	�����"	
�� �����"��
�� �
������%��������(�
	�
� #�����
��� ���������

dla wybranej trajektorii przedstawiono na rysunku 3.3��	����������'�� �(�

"
��wykre-
sy������	������	���

�i ���
�������&	%��

�����rezentowane w pracy. Wyniki ostatecz-
ne������'����
���
&�
�����6;�>>>�
�
����
�*	���M = 1 oraz M = 3); 40 000 iteracji (dla
M = 5, M = 10 oraz M = 15); 51 000 iteracji (dla M = 20,#�F�����"	
���

���(�
�M
����������� �6>>>�
�
����
������'���	��%����� ����������
�������
#������
�
�;#1 za-
prezentowano %(�
	�
��
�oszacowania wa���(�
����
�
����� � 
��	� ��
4�����	�rdo-
wych a posteriori estymowanych p����
����#��

���(�
��
������'����������
������
�
%(�
	�

�

����
����a posteriori 	�����"	
����	�

�
&�
%�����
����

�������	���

	�

�
�
���

��%��������(�
	�
� #
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����
�����0���������	��������?.9L.9�� 	�����	��!���	!��������$�� ���
4�*�(�/�-$�	 ��	�����(	���

@�����
���

.����������$��1/���	!������	 %��	���� ��� �����	���2���� %� ���	���	��	�������	�$���������
$	�	����*�

4�*�(�/�-$�	 ��	�����(	���

M α  β  2σ  

1 
0,492 

(0,068) 
0,197 

(0,028) 
0,046 

(0,0029) 

3 
0,506 

(0,071) 
0,2031 
(0,029) 

0,048 
0,0032) 

5 0,508 
(0,072) 

0,2036 
(0,03) 

0,049 
(0,0033) 

10 0,515 
(0,075) 

0,206 
(0,031) 

0,05 
(0,0034) 

15 
0,517 

(0,075) 
0,207 

(0,031) 
0,05 

(0,0035) 

20 0,517 
(0,075) 

0,207 
(0,031) 

0,05 
(0,0035) 

����

����

����

����

���	

���

��	

���

���

���

���

� 	��� ���� ���� ���� ���� 
��� ���� ���� 
���

����

����

����

����

���	

���

��	

���

���

���

���

� 	��� ���� ���� ���� ���� 
��� ���� ���� 
���

����

����

����

����

���	

���

��	

���

���

� ���� 	��� 
��� ���� ���� ���� ���� ���� 
���

α β

σ�



���

����	
��
�����
������ �
�����������������
����� ����������	� ��	������
�������
��������
���������������������
���	�
� �����
�������������(por. tab. 3.2) ��
��	���!
��
���"�	�����#���	��������
�����
��$�����%�
���
�#�M���
�����������
����
���!
"���� &��� �	��������� 
���	��	�
��� '�
�� ���
�����
��������� 	��
���
��
����� �����

�%�
��������"��	�����������	����(�������
����	����������
�������������
�
�����	�!
�������"������)�#���	��������
��������������
������a posteriori dla parametru σ2�	�
��
����
��
���
��������(�
�0,05�%���������%"������M = 10. Natomiast dla M = 15�����!
�
����������

"��(����������4������
�����α i β#�G��
"�����
����%��"����"
��'�!
(�
���	������

���(�
�M����
"���

��������	������
��
����
���
����
���	
�%����
����!
�

"� �	� ���������� � �����
����#� $���	��� ��%��"���� �������� ������&� %����
!
����� � ���
���� ��	����� ��
&���
�
�� 	��'�	��(�
� �����������
� ��	�� ����'�	%
��	��
������
�� * *

, 1( | , , )t k t mp y y− +⋅ θ ��������������
������������

�B!@#�B
�'����
�
	����	%"����'��������	'%"��

��
&�����%����
��
4#�$���
������
�����
���������%�B!@
�����
'���������
"
�
%�7>Z#�L�����
��(�
�	�������'�(�
����	�����
%��%����
��
�
!
�%���
�#

@�����
��#

0	���� ��� �����	���*���� %� ���	���	��	�����+�	�$����������$	�	����*�
,������	���� 	���* %�����	�� %���	!�������

-�*�(�.�/$�	 ��	�����(	���

W niniejszym podrozdziale dokonano eksperymentu numerycznego dla Δ = 1
���	��"�

�
%��	�������O�
�
����) 
��
�. 
� ��	�*=>>6,���	�

��%����������
�
������

���������
�������
������������%����Δ = 5#�$�
�
���������
��	��	���� ���(�
	�
� 
������� ������� ���
&	��� ����
���
� �
��'��
� 
� 
� � 	����
����
� �	���

	�
���
#
5� �
��
�����
��� �%���%��
	�
�
����	��
� �
&� �
����� ����&	�

���� �&��� � ��	����#
M
	���"
��
����'������������
������������
%��
��������������
'
���%�
������#�<��
!
��
�
��������� ��
�%���������
	����
��������"
������
�����	���
��������%�
��
����!
�
����,����&'���
�����(cie dni.�F%"����������
��
4���'��
���(�
	�
�������������

���
!
�����	�
�
����	��
�����"�
��(�
�����'�	���a posteriori ���	���������'�	%�a priori.

M α  β  2σ  

1 
0,492 

(0,068) 
0,484 

(0,067) 
0,195 

(0,028) 
0,197 

(0,028) 
0,048 

(0,0031) 
0,047 

(0,0030) 

3 
0,492 

(0,069) 
0,484 

(0,069) 
0,207 

(0,030) 
0,195 

(0,029) 
0,047 

(0,0031) 
0,050 

(0,0034) 

5 
0,493 

(0,070) 
0,485 

(0,070) 
0,207 

(0,030) 
0,195 

(0,029) 
0,047 

(0,0031) 
0,051 

(0,0034) 

10 
0,499 

(0,072) 
0,492 

(0,072) 
0,210 

(0,031) 
0,198 

(0,030) 
0,048 

(0,0033) 
0,052 

(0,0036) 

15 
0,502 

(0,073) 
0,494 

(0,073) 
0,211 

(0,031) 
0,199 

(0,030) 
0,049 

(0,0034) 
0,053 

(0,0037) 

20 
0,502 

(0,073) 
0,494 

(0,073) 
0,211 

(0,031) 
0,199 

(0,030) 
0,049 

(0,0034) 
0,053 

(0,0036) 
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�
&�
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���� �� ���� ������ ��
&������� �
���&� ����������� � ���
��
4� 
� 
� � ����&� ��%	��(�
#
Z prakt����
����%���%��
	�
�
����
��	����

���� ���(�
	�
� ��

��	��
�
����
�%�
�	�"��
�������������#�G����
���� �
��%	�������
�
���

�����������
&�������	�

�����
������

��
�

�%����
���
�����
���#�5���� �����	������

� ������������
���
��	�
��	������ ���	��
�� �������� ��
�%��������
�
������
���������
���� ����	�
�'�� �mo-
nografii#���	��
��
&��"
���	
�(�

�	������	�

�
�������������
��&���(�
����
�(�
����!
���
������������

��

���
�����@
��
�e’��
��
��	�������
���������
����
�� ������4
L$D��
������%���%��
	�
�
�����������4����	�

����������
#�5���	�

�
���������(�

!
���
��&	������&��
�	������	�
�'�������#

��A�
"
	��
��#��
�

W niniejszym rozdziale zaprezentowno podstawy wnioskowania bayesowskiego.
W szczegó���(�
� ����
���� ����	�

�
��� 
�������
� �

������ � �����
�rów modeli,
prognozy ������'�� ������(�
���	��
�����
�
�%�������
����������������
������%!
�
������� ���
���
����
#�$���	����	
�
�
������ ������'���
&����	
�
����
�����
� ,
��������� �����
���%�
��
&����
'
����	��������	�&������
�

���
�������#�F%"����&(�
���	�
�'%���(�
&����������'����
���
��������� ��
��	��%�
������� ���
�������� 
���
�����	���
�w pracy wnioskowan
�����
�����

���'�����

��"�
�
�	��������!
�
�#���������

����&(�
����	�
�'%����
	����
�������
�
����
�����

��
�������
�����!
�
����� ��������%� ����
�%� �

��
������ ���	�����
��� ����� ��'�"
�
%� �����������

�&���(�
����
�(�
�������������
��	����

���� ���(�
	�
� #���
�������

������
���!
���'�����	���� ����%������� �-�����
����
�� �����
�%��

��
���������	�����
��# Na
��	����

����
�����	���
���	�(�
�	��
nia������������'��
�
������(���
���
��	�#
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�������
��
���������stóp procentowych FED����� 
���� �����������
�������
��!�
������ ����
� w pracach Aï� �������� "�###$� ��%�&�����
"�''�$� ��(���������� �
��
��	�� ����
���)������������ �����
)�� Itô�������� ����� 
���*+�,���������
��	��������������������������
�����
��������	����
��	��������� 
��(��+�����
��
����������	���
��
����������
������������
��
����������������� 
����������,������!�������������
�������--+�
��
�	�����)��(2.12)���������
�
��	�
��
��(�������	(����

O������������������������
�������������
��
��	������
���)����������������� 

)��Itô��&������������
����������
������������������)�������
�!����	�(���	���	������ 
�����	�����
�����������������������
����������
��
�����./%� 0���,������
�
��	
��
�
��
���*+�,��M. DiPietro�������������������
���	���������!�
 Bayesian Inference for
Discretely Sampled Diffusion Processes with Financial Applications (por. DiPietro
2001) ���������,�!�����������������
��
���������)�����������������	�����
�����
�����������
������
��
���	�����������&��������������	
��	������������
�
��	���� 

��(�������	(��������������pewnego rodzaju uogólnieniu wzoru stosowanego w pracy
DiPi�����"�''�$+������!����������������������������������������
���������	������� 
�����/12��-)����,�
��������������3��)���3�.&4��������
�����������	����������� 

���������--�������!�������
����
������,�3�������%�&������

-����,������������!�������������������
����	������
�����5�6+�7�+�89-+�7�7�
��/12��&������������������������,�	�������������
�����������!�,�����prawdziwej
��
��(��� ����	(���� ����� 	�	� �����
�
��	���%���
������7�� �����
�
��	�� �������� 
��
������������:����	�+�
�������������������������������������)������������������ 
�����
������&�
�
�����	�
�(���	����	���
�������
��(�������	(������
������89-����

�,����������*�	�	�������
��
�������
����������
�
��	�����monografii���
��
�����
�������
� �������,����������(��� ��
��(��� ��������������� ����!����χ2 podany w pracy
Abramowitz i Stegun��"�#;<$�=������!�
����������,��������!�
�������������
���������



��>

�����(���parametrów modelu. ������
��
)�����
�����������������
��!����������praw-
dziwymi��������),���������������)�������������������
�
��	����
��(�������	(������ 
��������	�������
������
��������������3��)���3�.&4��%�� modelu BSBS nieznana
jest���
��*���
��(�������	(���+�
��������������������
����������!�������������������
�����
�
��	��

&�����������������������
������������
����������
����������
)������
�����
���������������(������
���?@2���>����@������
����
����������
��!������������
� 
�������A�����8�����"A8$������!�3��������A�������A8A8��B�
��
��������������
A8���:����	����,��(���"Monte Carlo – Importance Sampling, MC-IS) oraz algorytm
Metropolisa i Hastingsa (M-C$+� ���� 
�����)���(�����)�����?���
�� �����
	�� 
����� 
��	���A-H (sequential Metropolis Hastings algorithm$�"���������������>�D$��&���,�	��
��� ����������� �����
����,� ��� :����	�� ��,��(��� "�������
����� �� ����������� MC-IS$
�� :����	�� ������	���� "�������
������� �������
����A-C$� ����	�����������
������
����!���t-Studenta z trzema stopniami swobody,�������)�����(���������
����������� 
�����	����
��!���
�����������
��������������egach algorytmu MC-IS.

%!���(*����������������!�3������A������+�����
��)����,��������������
���� 
����+��
���������!�������������������,�����
�����+�������,�!�����
�����(�������,��(��
�������
���E������������
�������������!��
������10 000, w przypadku modelu /12
"�����
	�������
�
�����	$+��,����;'F'''+�������������
������7�7���&������������ 
���	���������
��A-C�����
�!����GDH�"������������
������6$��,����;DH�"��������� 
���
������7�$����������������������
����
�)!����������
�����(���������	���������
MC-IS oraz wysoki procent akceptacji algorytmu M-H przemawia!������
+�,�����)�
����!����t-���������	����:����	����,��(�����:����	��������	���	���!��!�(��������
���
����������������	���������!����
����
����������,��(*��������
)��A8A8��%�������
����,��(����������
u M-H��������
�����
����
�����82A�2A�(���������������>�D).
Natomiast estymato�� (������	� ���
�������	� 0������� �� Raftery’ego zastosowano� ��
�����
�
��	�������(��� 0( | ; )ip x x M �"���������������>�D$+�wykorzystywanej w celu po-
równani��
������	�(���	���	������,������
�������0���,������*+�,�����
�����������
�
�����������������,���������	�����������(���������������+�����������������
���� 
������
�����	����,����(��������)��������)������!��)�����������

&������,������
����
���������	�
��
�������������
��
��������+�����
�����
����Δ
���������	���� �����!�(��� ��
������ ����	��
�� ������
�� ��
���������� ������� 	�
�

�����(����
��!�+��)����
1

12
 (Δ = 1 odpowiada danym rocznym).

�������������	
������	�

����������B	������������@
������&)!�����	� ��������
�����������)�� �� �� 
�����instytucji depozytowych����
��������
��
�������������!��"����������������� 
��	$�na kontach tzw. Systemu Rezerwy Federalnej USA ������������)����,�@
��� 



��G

��3
��
�7�����
�8��������
��0����,�����������
������������!�
�,����*���,� 
������ ����
� ��
�����	�
�� 0�	�����	� ��
����	�� 
��� ����
���	�� 	������������� 1I0
"overnight$� �������
� �������	� 
����� ����������	� ./%� "Federal Funds rate). Jest
to konsekwencja codziennego ustalania ��
��������������!��"minimum average ba-
lance).

������./%����������
��������������
���!����������������
�����3
�����
�)����� 
���������+� ��!�
����� ��)������
��������� -������������ �� ������ 
������ ���
���

��
�����ych stóp procentowych FED (monthly Federal Funds rates$�	�
��(��������� 
,��������������������(����%�����������:��
��	������������������������
�,������ 
��J*�
����������
������������Stigum (1990) i Baka (2001).

����������
����������������
����
���������
�������
�!����
�����G>����
�����	�
���	
�	����������
����
���������#;>������������������##<�����1)  (por. rys. 4.1).

 �����������������	���
��
������	
�������
��������������

��	��������������������	������������

K������� �������	�������	�

Pierwsza obse����!�����
�����
����
�
�	��!��������	�������"
���
�x0#������$�%
$�	
�!�!��&������!�����
!�
��t0 = 0. Podstawowe statystyki opisowe modelowanych ob-
serwacji oraz ich histogram przedstawiono w tabeli 4.1 i na rysunku 4.2.�'������
		��
���(	�(���������!��	����
$�
����������
��		"���������)�'�����	���"�*���	�������

#
����
��
�+�	��
���!"��
��,	��������������$��&���	�!��
��
)���	�����
*�!"����*���$
(���	��!�����*����(�������#�����+
*�	����
�	���������)�-�	��
����*����(.���$����

	�!$	��!��"���	�!������"����
�(��"��
	�������.����+
*�/��
�	������
�+)

�0 ��	�����+���"����	
��	�
���!��
��	
����)1�����*�����L�)��L2��*�����)

�������	
����

�

��� �

� ��

��� �

� ��

� � �	 �� �� � ��� �� 
� � �
� � �
� �� �� � ��� �� �
 � ��� � ��	 �� ��



��D

!�"�	�����

-���
�������
�

�
������������*�����������������������

K������� �������	�������	�

 ������
��3��
����$���������������������������

��	��������������������	������������
K������� �������	�������	�

��#��$���%������&�	
����������	������&���'��&�����

Wnioskowanie o nieznanych wiel��(����������
���)�����������
��!�����
�������
�����
���)��Hermite’a przy m = 3 (por. wzór (2.11)) w przypadku modelu EOU, nato-
miast dla modeli autonomicznych zasto
������
������ ��������3� .������+� Plancka
i 4�!
��������z K = 2�"�������)��"���;$$��B�!�,��������
�����������
���
���
����
�� 
��	���
���������������������
�����"�����@ït-Sahalia 2002; Egorov, Li i Xu 2003).

�� ������� G��� �����
�������� ���
������� ����������
����� ����!��)�� �� ��
�������
����
���)��
����������������	�
��������(*��
������3�����
���)����������
������ 
��(�������������	� �������������
�����������������
������������������������
���� 
���� ����
��
������ ��������� ���)���� ��� �����
�
�����	+� 	��� �� ���������	� ��
�� 
(�������	(�����0���,�����)��*�����������������������
��*�:����	����:��	����������� 
�����
���������������(��� (�������� ���������3� 
�����������������
������
�����(��
������������
������7����7�7��

������� Mediana Odchylenie 
standardowe 

Wariancja Kurtoza2) 	
�����
 Minimum Maksimum 

0,070 0,060 0,032 0,001 5,130 1,360 0,029 0,191 

�$ �
�)!����������
��
��"
�!�
�������$�����)
!��+�>'�
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��;

!�"�	����


'��
�(�����������	��4�����+
*�	����
�	�������0������
�����������$�
���������
�
��	
�+�$���*�
���
�����5�	���������
$���	�!������������!����
�(�������!(���

K������� �������	�������	�

'����
������$���*��6���� 7����
�(.���������	���$�����
���	��1�	��!���$��	%
	�(��)�'�$���*��+�

�+�������	��!��
����	��5�����	�(.���������	����+����
��
�

�
����$�
���σ2��B�����(*����
��������������
���)��
������89-����������������� 
�����	� �������
�
�����	���
��(�������	(��������
��������
��
������
�
��������� 
�����3��)���3�.&4�	����������������	�����������
���������������(�����
��(���niecen-
tralnego�����!����χ2.

B��������)����,���!�������
������������
�
��	����
��(�������	(�������������
�
���������� ����
���)��� ���!�� ���
�	���� ���������� ������������� ���� �
��������
�����
����
�������
������ych. Nie zaobserwowano jednak istotnych zmian wyni-
ków – ���������,��������������
������������������
����������������

Model α  β  1σ  2σ  

V 
Aproksymacja 
�������� 

0,01989 
(0,00883) 

0,27727 
(0,11535) 

------ 0,00053 
(0,00004) 

V 
Prawdziwa 
������
 

0,01991 
(0,00896) 

0,27718 
(0,11756) 

------ 0,00053 
(0,00004) 

BS 
Prawdziwa 
������
 

------ 
0,03720 

(0,03658) 
------ 

0,04812 
(0,00329) 

CIR 
Aproksymacja 
�������� 

0,01645 
(0,00616) 

0,22915 
(0,09751) 

------ 
0,00448 

(0,00031) 

CIR 
Prawdziwa 
������
 

0,01649 
(0,00610) 

0,22928 
(0,09680) 

------ 
0,00449 

(0,00031) 

BSBS 
Aproksymacja 
�������� 

0,01150 
(0,00499) 

0,15974 
(0,09296) ------ 

0,04851 
(0,00333) 

EOU 
Aproksymacja 
�������� 

------ 
0,05031 

(0,05054) 
-0,03575 
(0,00704) 

0,00182  
(0,00049) 

EOU 
Prawdziwa 
������
 

------ 0,05501 
(0,04413) 

-0,03568 
(0,00704) 

0,00182  
(0,00048) 



��M

&��������������
����
���������������
���
��������
+�,������������������(����� 
��
���)��m i K���
������	�+���������
�*���������	�����������,���������!��������
�� 
����������
���)���--�

Na rysunkach�G�>���G�G������
���������������������!��������
���)���������
�

����
����� 82A�2A� ���� 
������ 7�� �� 7�7��� �����
�� 
���
��������� ��
��!�� ��
��������
������������������
�������������������	�
��
����������,��(*�!�3������A�� 
������������!����
���	��������+��	������!��������
�������+������������
�������������� 
�!������� ���������� �������
������ �����
�� 
����
����� 82A�2A� 
�� �������+� ����
�)�����
����������
��	���������������(–0,05; 0,05).

 ���������3��
����$
�&������
�+����������������
�����������$�
����4�#��0����
����
�4����88)0
���
�(����
�

�

���97�:7��4&#��0�����������	����
�*�����*�	
�+��*��$���*��;:)

<�*�!	�������������������!"�����$�
��$�β���σ=

>��������	�
���
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�
�
�
�

( )0, ;p x x BSβ

( )2
0, ;p x x BSσ

�� ��

�� ��



���

 ���������	
��
�����������
������
�����������
����

�
����������������������
�����������
������
����
��
����������
�� !" !��������#���
�
���$��%
$����&
����&
%�����&���
��&$�'"'"�

(
&�)%���
������
��
�
���)*���������
��α� β�
�σ+

,�����-�.	�
���
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�
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( )0, ;p x x BSBSα

( )0, ;p x x BSBSβ

( )2
0, ;p x x BSBSσ
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��#

A�����
�������,���
���
�)����������������	
�Sahalia (1999), DiPietro (2001)
oraz prezentowanej monografii 
��6���89-��B���
�	������������������� �����
�����

�,����� 	�
�� ���)������� ���
������������)�� �
��
��	�� ����
���)�� W tabeli 4.3
przedstawiono oszacowania nieznanych parametrów poprzez: podanie �����(��� �
�� 

��������	����
��	�����������(��+����������������������@	
�����
���������, zapre-
zento�����������(������������������
����������!��)������
��������������!��ów stan-
dardowych3) uzyskanych w pracy DiPietro (2001), dodatkowo zestawiono �����(��
����������+� ����������� 
����������� ��
������� ����!��)�� �� ��
��������uzyskane za
pomoc� metod omówionych w monografii.� &������,��� ��������@	
�����
��� ������

i DiPietro (2001) wektor nieznanych�����
���)����!���
�����θ = (μ, β, σ), gdzie 
αμ =
β

oraz 2 ,σ = σ �����
������������������������
����������
��
��	��������������,�*+�,�

�����(����
��
����)����	����
��	�����������(������	��	��
��������
��
�
�
��������
median�����!��������
������������������� w pracy DiPietro (2001) oraz �����(������� 
���������i median a posteriori uzyskanych w niniejszej monografii. �����(��������� 
���������
��������parametrów dryfu, ����������������%�&������"�''�$,�
���
��������),��
�����)�������z ����
��!�
��charakterystykami przedstawionymi w tabeli 4.3. J�
����
���������� �����,���� odmiennych zbiorów parametrów dryfu – w pracy DiPietro

(2001)�����	����������� 0 1,
α≤ μ = ≤
β

�������
�����������
��!��������������!�,���

0.
αμ = >
β

 0���,�����)��*������������,��������(* punktowego �
��������������� 

(�������
�����:����	���
�����(���σ. Ponadto m�,��������,�*���,�������������
��� 
�������� ����!���� �� ��
�����������������������monografii� ��� ���
������ ���!����	
"����
�
���������	$�������������
��
���	�����������!��������������)��A8A8���� 
��	��
��+�,���!����
������������������������%�&������
������*���������������
���� 
����.

W tabeli 4.4 zestawiono oceny �����(������������ych����!������������ontu czasu
dla tych rozpatrywanych w pracach procesów, dla���)�������
����!���	���
�������� 
���������(������	�"�����������������D)4). Przy czym:

= ������������������@ï� ��������"�###$���!�,���+�,������
������)���	��
�������� 
(���
��
��
����)����	����
��	�����������(��N

= �� ���������� ������ %�&������ "�''�$� ����	���+� ,�� �����(��� ����
���)�
����
����������
���������������������!��)������
�������N

= �����������������	
��	�����������	���+�,�������(�����������������!����������� 
���������
���)���	��
���
������
�����!��)������
���������
�����	�αIβ�

>$ 7!���
�����������"���������	��
�����	�������	
��������
	����	�����
	��������	�
�
�����	����
�	���������
����F�����	�������� �!�"��
���#���� 

$� "�����	��%���&��'()�'('(���*+,�����-��������	
���	�����
�
��	��
����	
	
�)��
.��-�	�
�����
	��������
������
���	�
��
� 
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!�"�	�����

9��
	��������	�
��
���
�����	��
��������������������
��
�	��

K�����6�+��	
��	�����	�����
	��������������	���
����	����	
�7ï
�(	�	&�	���888����!�"��
����#����

/���
��	�0��
��������:������	
��	�����	�
��
���
�����	��
������������������
���
�� 
�	����&	� ����	
���	��
������0�: �Na mocy przeprowadzonych w monografii
-	�	�������	)��������	�������-����
��%�	����
������)�równym �)8;)����
��������&���
������� model BSBS ma���	����:�����	
	��	�����������0 �"����
��%�mediana��������
�	����������	���	����
��������	�
��
���
�����	��0�������������������
��
�	���������
0,071. Ponadto� ��	��0�� ��1)� ��� �� ��	�������-����
��%� �)<=� ���%�
��
���� ���
��
'����	��'(������%	���	����
������	
	��	�����������0. Natomiast w przypadku modelu
EOU, zarówno dla aproksymowanej, jak i prawdziwej��1�
��
������0�
�	) uogólniony
proces Ornsteina i Uhlenbecka nie ma, ����	�������-����
��%�	����
������������%��)
��	����
�� ����	
	��	� ��� ����niej. /	�
	� �������&���	� 0��
� ����
�
����:� �����	��
�
��pracy ocen badanej charakterystyki dla modeli V, CIR i BSBS. Ponadto %���	��	�
��	��:)�����	�
��:�������	������-���)�>� (por. tab. 4.1),� 
�	�
��	�	�����	�
�
�� 0	��
����-&������������
��%��������������ego poziomu badanego zjawiska,�0��
��-&����	���
�	�
��
���
�����	��
���������%��������
���
�	����&	�%���&��2)�345���	��'('( 

�����$���%�����'�������&�����

����������)�������
�!����	�(���	���	�����������	�����
����:����	�������
)��Itô
��!�,���� ����������� �������������3
���� �� ������� �� ���������� �������������3
���
����
����������,������������������
������	��,�������
������������!�a priori �������	
���:��������� &���	���� ��!�,����� 	�
�� ���
�������� 
�!�� ������� ����
���)�� �����,� 
�����
����:����	���1��
�������������������>�D��
��
�����(������	����
�������	�0�� 
�������-�:����O����"0 -$���
��!��������
���������
������������������	���
��(������ 
�������
�����	�� 0( | ; )ip x M x �"���������������>�>$�

Model Aït-Sahalia (1999) DiPietro (2001) Niniejsza praca 

V 
Aproksymacja 
�������� 

0,072 0,074 0,072 

V 
Prawdziwa 
������
 

0,072 0,075 0,072 

CIR 
Aproksymacja 
�������� 

0,074 0,079 0,072 

CIR 
Prawdziwa 
������
 

0,072 0,078 0,072 



���

Tabela 4.5 przedstawia ranking konkurencyjnych modeli. W kolumnie drugiej
(�����
�
��������
��(*�����	(���) ��
����������
��!�������(���brzegowych���
��(��
wektora obserwacji oraz �������������3
��������
��������modeli �����������������!� 
,����������
�
����������
��(�������	(���+���������������
����������	 (prawd������� 

��(*� ����	(���) ������� ��
��!�� ��� ������������ ��
��(������ ����	(���� "�� 
�����	���+
����)��������������������!��
�,����$��0���
��
���
�����������
����������(wyniki osta-
teczne) skonstruowano na podstawie prawdziwych���
��(�����
�����	���+���������!����

�,����+���(�������
��!�����������������������
����������
�
��	��:����	�� A����
7�����
��!���	��,
��+����
����	����+��������������3
��������
������������
��������
�����)�� �����
������ ��� bazie prawdziwych� ��
��(�� (tj. w sytuacji, gdy modelu
BSBS nie brano p��������)��������	���
����!��
��+������������,�������������������
�����
�
��	����
��(�������	(����=��)����
�
�����7�7�������
�!������!��M;H�
�
�
�������������3
�����P������
�����BS i w tym zestawieniu odgrywa��
����������+���� 

��	����������GH masy prawdopod����3
�����A������6+�CIR i EOU z powodu niskich
�������������3
��� �� ��
�������� ������� ��
��!���� ���
��� �������������� mode��� ��
������������� ���������� ���
�� ����
���� �����,������ 
������� 
�)�� �������������
B� ����� ��,����������
������� 	�������
����� �����,���ach.����������)��*���������
����,��(*��
������3������(����������������
��(�����
�����	��������������������� 
��	��������
�
�����	���
��(�������	(cia.�&���,
���porównanie przeprowadzono�����
��!�,������)�������������������3
������������
�������B
�����	���
�����������������
���,������!�������������
������������1����
�,�������������	���
��������7�������� 
�������3
��������������)����1/3,�������
��!�
�������
�
�����
����1/6,���������
� 
��������� �
����!� 
����A�sy� �������������3stw skupione wówczas ���)!�
������7�
��7�7������
�!y�"���������,����$�������������0,39 i 0,61.

!�"�	����(

/	�
��
��-�������0��1�
��
�����
��	��-����	
0������	�������-����
�	
	����
�������%���&�

K�����6�+��	
��	������	���

Aproksymowana  
������
���������� 

����������������
�
��������� 

Wyniki ostateczne 
Model 

( )( )10 0log ,p x x M  ( )0,P M x x  ( )( )10 0log ,p x x M  ( )( )10 0log ,p x x M  ( )0,P M x x  

V 677,96 3,38427E-88 678,26 678,26 6,77414E-88 

BS 765,43 0,240170127 765,43 765,43 0,240170127 

CIR 731,85 6,31336E-35 731,86 731,86 6,44147E-35 

BSBS 765,93 0,759829873 -------- 765,93 0,759829873 

EOU 681,04 9,69142E-86 681,15 681,15 1,64592E-85 
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�� 

Rysunek 4.5 przedstawia wykresy statystyk Newtona i �	!����"����	�������#�$%

�����&���
�� ( )0; ,ip x M x ���'������������	(��������	
��	(�	���	�������)��*���
	����������������&�+�,����������	�#�$��)��-(���������(�	(�
.���	������/����	�#�$

���(�
���(�����-����������&������������(	��������	0�������
�!��	
�	����'�(	*�Itô.
,(������	(����	���������#��	�(��(�/����-����'�(	(������&���
�������(���	(�
.�(	
���#(�	
.�������	�	������&�(�#��	����
��
��((��'��Bayesa, co�������	0�-�(�#��'�%
(�
.� ��	�������)��*���� a priori modeli prowadzi do porównania prawdop���%
)��*����	����������������&�.

1	���(��
��	�����	#�	-��/�-������&��2/�����/������������	�$����(��
�($���%
��	�� !#(�
������!#/� 	&�� �'-(�� !#(�
�����!#���+�1	����	���(	�)	���������	�������)(�
	����������������&�������������	�$��'-(��!#(�
������!#/�	&���	�����	���!#(�
�����!#%
���+�3�-(	��	���������#��
�	�/�-������	��!#(�
�����!#������	0	���
��#�$
����0�� na
ranking modeli.

�������������������&)����������	������
����

0����	
��� ����������!� ���� �����
������ ������� ����
��
���	� ��������� ��� 
�������������� w estymacji (,,����
�!���”) �����(��� 
������� ./%�� C�������� ��� 
����������
��	����+�����i trzy kroki naprzód. Odpowiada to prognozie na jeden, dwa
����������
��
������&�������������������������
��!������)���������������������� 

��
������������������������!��� �������������
��!��������
������
������7�+����,
�����!�
��������	���
�������
�awieniu opartym na prawdziwych���
��(����������	(����
�����������������
�����������������������
��!������������
��
�������
��������� 
�
��
������ !��������������� "����� ���������� >�>$� ����,���	� ���
������ 7�� �� 7�7��
&���	(���� ��� 	�
�� ���
�������+� ���,� 
������ ��� 
�����	�� ���
��,�� ��!�� ���������� 
���3
���� �� ��
�������� �� ��
�awieniu opartym na prawdziwych �� �����
�
�������
��
��(������ ����	(����� 2(���������� ��
��(��� �������������� ��������� ��
��!�� ����
��!�,����+� ,�� ����� 
�� �)���� �������������3
���
� �� ��
�������� 
�����+� tj.

( )0; 0,240170127,p BS x x =  ( )0; 0,759829873p BSBS x x =  (por. tab. 4.5).
��������������������"�	������
�������������������!����������
������7������

����������
��
�����������
��
������!�������������������
������7����7�7�$�����
�� 
������������(���
�����./%�������!��
�������������!������
��������������������3 

��������
��������=���
��������������
��������0,25 i 0,75 w����
��
�
�
���������
� 
������0���,�����)��*� �)����,����������
���	
��� ������
������ ����!��)��"
�������
���
����
������(�����������$�����������������
��
������!����������������la modeli
BS i BSBS w porównaniu ������
�������
�������
���!����������
������7���.�� 

���������������������������(����������!�(����	�
����:����	��
�����������������
�������	�
�����������
���������������!�����������������+����,�����!������������ 



��D

����F����
��
��
�
������7�7��	�
����������������������������������	�
����������,
�F����������7���&����������������������������������	�
������
��������
��������� 
�!��)��������������������������!�,����
�
�����������������������%��������������
����
�)�������������
�����	����
�����
)������!��)����������������

!�"�	����*

4�	�
�&��������
����
�������	����	����
������������%���
����5*6
�����
����	��
���	�����
	����%���&��'(

K�����7�+��	
��	������	���

!�"�	����+

4�	�
�&��������
����
�������	����	����
������������%���
����5*6
�����
����	��
���	���%�
.�%�
����-	�������������.
����	�������

�	�
����	��0����%���&��'(���'('(

K�����7�+��	
��	������	���

+��	
��	������	�
�&�������	����������
����
������	
����
������	�
�����%��
��&�'(���	��%���&��'(���'('(�������
	��������
	-�&	
��$ 6 i 4.7. @	
�%�	�
��������
�1�
��
��������
����
�����
	�������	 rysunku 4.6.

 �����!���	
" xT+1 xT+2 xT+3 

0,05 0,04220 0,04046 0,03918 

0,25 0,04489 0,04415 0,04360 

0,5 0,04685 0,04690 0,04695 

0,75 0,04890 0,04983 0,05056 

0,95 0,05201 0,05437 0,05626 

Zaobserwowane 
�������	 0,0463 0,0476 0,0481 

������������
 xT+1 xT+2 xT+3 

0,05 0,04344 0,04235 0,04161 

0,25 0,04559 0,04532 0,04519 

0,5 0,04716 0,04752 0,04787 

0,75 0,04879 0,04984 0,05074 

0,95 0,05126 0,05342 0,05520 

Zaobserwowane 
�������	 

0,0463 0,0476 0,0481 



�#8

 ������*��9��
���	%��������
����
�������	���������%���
�������
��
���0�5*6
��	�����
�����
���	�
��
�����	
������	���%�
.�
��0�.
��

K�����7�+��	
��	������	���
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�

�
��


�

�
��


�

�
��
�
�

�
��
�
�

�
��
�
�

�
��
�
�

( ) ( )1 0,BS
TXp x x x+

( ) ( ),
1 0 ,BS BSBS

TXp x x x+

( ) ( )2 0,BS
TXp x x x+

( ) ( ),
2 0 ,BS BSBS

TXp x x x+

( ) ( )3 0,BS
TXp x x x+

( ) ( ),
3 0 ,BS BSBS

TXp x x x+
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��M

�����������%�,	���

�������	
��
����������������������������
��!�������������
������������
�� 

������ ����������������� ��� ���
������ 
������� ���
������ 
��
������	� 
����� ��� 
���towej FED.

B�����(*� �� �
���������� ����������� ����
���)�� �� ���������� prawdziwej
�������
�
�����	���
��(�������	(����	�
���
��������
�������
�����,��(����������� 
�������
������&�����������,�����)��*����������
�!�������������)�������������� 
����������
�
��	���+���������
������	�������
���
�����(*��������
)����
����� 
����+��������������
��������
�������:�������
����������
����������������

9�����
�	���
�����
���
��������!������������	�
��
�,����(*�
�������������
�� 

)����������	��������
����
�������./% za pomoc� pr�
����+����,�����������������
�������� 
�����
������� �)������� �),��������, procesów dyfuzji�� �� 
�����)���(��

���� ����	������
�������������������
�
������7������ ��������
����������������

�����������
������������
���	�
�)���������������
��
�	��
���
�������nnymi modele
CIR i V, ��)����������,���
���
����
��������
��!������������������������0�������� 
��nie model BS, który �������
�������	�
��������
�������(������	�+������!�
��������

���������
�
����������������,������
�������
���������������	�./%� Nieco leps��


�����
������!� 
���model�7�7������������)�������
�
����:����	� BS poprzez 
�� 

������
����� :����	�� ���:���������������
���*+� ,e dla modelu BSBS ��������� 	�
�
��
��(*�����	(���+��� jest��!)��������������������(���	��� badania i zastosowania. Opi-
sane w monografii�
������ �����
�
��	�� �
�,����!�� ��������������������
�������
bayesowskiego na podstawie modelu BSBS. Ponadto wyniki wnioskowania ������!�
	��� ���������(* �����
�������
����
��
������	�
���������������	�./%�



���

�������	�
��
��
������������

������
��
�
������

Nin����	
��
��
���
��	����monografii��
�����
�
������������
�����������	����zasto-
sowania procesów Itô w modelowaniu polskich finansowych szeregów czasowych.
Rozpatrywany jest szereg dziennych notow
�� 	� 	
�������
� ������ �������� �� �!"
���
��
�
����#
���
���������
�	���
���	
��
$
��
�
�	
�
�
��
����	�
���%��
��
&
�����
�
����'���
	�
����
���%���
���'����
���������
�
�
�
��
�'��
��
��
	�
(
&
���%��
�����
�
	���	���
�
�	
�
�#
���
���)���
*�
	��������������
pejskiej opcji
kupna na indeks WIG20. Ponadto porównano wyniki bayesowskiej prognozy poziomu
indeksu WIG20 i wyceny europejskich opcji kupna na ten indeks z wykorzystaniem
procesu EOU oraz dyskretnego procesu wariancji stochastycznej FCSV (Fat-Tailed
and Correlated Stochastic Variance).

Prezentowane �� �������	��� �
	�	�
��� ��	���
��� �������	��� �	���
��� 	
��
$�
	
��
�
�)���
*�
�'���
���
���%���	�	�
��
�
�����
�
������ +,--�."�"�+�*
�����
�������	���	
��
$��
�
�����
����
�
�%�/
����0
��
�1/02�
�
	�$
����%
�%�/
��
�
"
3
��
�
�
�
����%�����/0�	�4�����)��
(�
����oraz algorytm Metropolisa i Hastingsa�

����	�	�*'��
������'#���� �##�
��������������������)�M-H (por. podro	�	"�."52"�6
&
�
#�����
�����
��	�������
	�	�
����	
�4��������
(�
����1���
�	���
�)������%���
�%
/0&�-2� �� 4�������*������)�)� 1���
�	���
�)���
�*
����
�%�M-H2���	����
�����
��&
��
�
����
	�$
��t-Studenta z trzema stopniami swobody, dla kt'��*
�������
����
����	
�
�
��
�����	
��
$�����
�
����
���������%���	�#��*
�%�
�*
������MC-IS.

7$�*
�����*����
�
��*
�$
����%
�/
��
�
���������'����(����	#
���������
�
&
���%�����
�
�
�#�$
�
��	���������
��
(��*
��
������
�	
��(
$
�
���	�#�
����	#��(�
���

�*
�����"� 8��	#
� ������ ��
�
���%� �
%
$
� ���� 
�� 8000 w przypadku modelu EOU
(	���
��	��)�*���
���)���	�����
2�
(��
��!!9!!!�����	��
�����
�����:-:-"�6�
����

�����
���� 
�*
������M-H� #�$������	�� ��(� .;<�� 	����)�������
�����:-:-�� *�	��
����'�$�
���.<"�-�
#�����	
�%
�
�����������'$�	�����
�	�����
�����
*
�������%����
/0&�-�
�
	��
���wysoki procent akceptacji algorytmu M-H���	��
��
�	
������(����&
#'�� �
	�$
��� t&-������
� #�$� �$
�����"� ���
��� ��
����� 
�����
���� �
��)*
$� 	
� �
#)



��=

�	�#�)�	#��(�
���
�*
����'��/0/01)"�7
�
�����	#��(�
����
�*
������M-H����
&
�	���
�
���
��������0,/-,/�1�
�"��
��
	�	"�."52. Natomiast estymato�����������%
�&
�
���	����>���
�
���Raftery’ego 1�
�"��
��
	�	"�."52�	
��
$����
�	���
����
�
��
�&
���
�����
��
���� 0( | , )ip x x M ��� ������
�'��
��
��
������
���
�)���� �
	�
(
���%
�
����"�>
��(���
�
���(���	���
�����������������	�������	
��()�
����	������%��
��
&
�����
�	)��
���%���
�
��
�����	

#����
�
�
����
�������
(���
���������'���
��
&
#'���
	�$
�'��
����
��"

>
���
��)� �
���������)� �
	�
����
��
� �� ��
��� ��
���'�� ��4���
�
���%
�� ��	��	�
��� �	
���� 
� ������ �%���
�%� ����������%�� ����� �����
�������?� �	
��"� 3
� �
�
��	����
�.@5������
����
�	
���%���
������
��'(��������
���5��������������%���	���
&
�
���%�w przypadku procesów dysk������%"�6�	����	�
�	
���������
��� Δ��
����
*�
#�
�
��	��	�����)����	#��������$)�	
�)�����
��
���	��$
�������
����
����
��"����
���&
��������Δ�������
��
���)�	�����
�)�)��������	
���, przyjmuje �
��
���1/365 lub��������&
�
��
��
��"�3
$
(������
���	���
�
���������'����(���	�	� ��$���6
����'���
��
���
&
���%� �� �
��	
���� 1 6�2�� �	�*
� ���
	��� ����� ��
�'#� ������� 
����� �
� ������
�� �!��
��
�$
�������	�
�	
����������
���������
�
�#��
�)���������	��	
$
(������(�
�	���*��	
�
����
��
������������
�����
����������	�	���
������)*$�����$��
�)����'�&
�
�����
�����:-"

6
���
�	�
�
�
����*���
������	�����
����
�����0�A������
(�
������	��������
�&
�
���� #�	� 	
��
�
�
��
� ���
�� 
��
����
���"� 3� �
�
��� ��
#���'�� �������	���%�

�*
����� ��	�#��(
��
� �
��
���� *���
���� ��������alnego� �
	�$
��� χ2�� ���
�	���
��
���
��	�������
	�	�
����
�
	
$��������
������
(������
�	
��
�
�
��
��
��
$���	#�
�	�
�
���	�	
����%� �
��
���� parametrów. Ostatecznie przedstawienie rezul�
�'�� 
��
&
��
�
�)���%��
���
���0�A�
*�
���	
�
��
���	��
�����
	�
(
��������
���
��
���&
�
����	����
�	���
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�
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�
����� �	���*
��
�
��
������ �! i w takiej formie je przedstawiono.
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*)���	������	���4�����	��������������

�
	����������(��������'$���	������*
�����
�
�*��$�
��*
"�E�*
��
��
����
�
��������
&
��	�	����	#�������'�"���������� �!�������������������#
	
������
��
���
��'�����&
���
���%���
���i (por. Rocznik… 2005)2).
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�
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��	
�'���&�'(�')�"�*�����
���
���
���
�"����
�����������������
�31 grudnia 2004 roku (por. rys.�%�����+���	
�
��&
��,
	
�'
���
�
�
�	"����"
�
�
�'
���	
����������)���	"�x0-�
��
�(�(����'�'��&
��	
�'�
���"'$���t0 K��. Podstawowe statystyki opisowe indeksu WIG20 oraz histogram przed-
stawiono w tabe.��%��� ���
� �"
�����%����/�
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������� Mediana Odchylenie 
standardowe 

Wariancja Kurtoza 	
�����
 Minimum Maksimum 

1414,46 1374,44 255,28 65167,98 1,76 0,27 990,23 1960,60 



�.�

#
��������N�
��#�
(����	
!
��#��
����#�������
I�����J����
��	
����	�

��

��&��'��!(�� ���������!�"�
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�
�
����	
��
$���
����
�	�������
��
�'�
Hermite’a z m = 3� 1�
�"��	'�� 1�"��22� 	
��
�
�
������
��
�����FG,��
�
	����
�	��
�
	��)	
���'��
��B6C���	��K = 2 (por. wzór (2.16)) w przypadku modeli autonomicz-
nych"� 3
$
(���
� ��� �)� 	*
���� 	� ��*����
��� ��������)����� �� �����
���	�� ��	����
��
1�
�"�+ït-Sahalia 2002; Egorov, Li i Xu 2003).
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������	*
��
���
�	
�
�
���
�
����'�
w przypadku wnioskowania bayesowskiego opartego na aproksymowanej, jak i praw-
dziwej�*���
������	�����
���
������	
�)��	
�
	����(���
$���
��
����K oraz m �)�����
�&
�	
�)��"�6
�'��
����
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�
�
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�����
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��	��)�4������"�>
�
��
�������	��
�����
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�����	�����
��	
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�'��
��
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�
�
�"�:�
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�'����(� �� 	���
������� ��	���
�'�� 
��)*������%� ��	�� 	
$
(����� prawdziwej� *���
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����	��
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�����0�A"� -�
�
�
�
��� ����� �
� �
����	�
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�
�
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����
���������
��
�����
���	��������
���	�	alnym zbiorze parametrów.
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(���� (�� �� ��	��
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����� P� �� FG,�� *�	��� �
��
��� ��
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���%�����t nie ��$��
��
�4�������	�����
������
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���
�	����
�
���
��%���������
�&
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��
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�����
����
�
������σ2��)�#
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���(�"�7�
���
�����������
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� 10�A2�� *�	��� �� 4������� 	�����
���� ���������� ������
����� 	� �
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�
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�	����������	�������
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�
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�
�oraz mediana 
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�����
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�
������	�����
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�
��� 7��
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.���'�����������'��&
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�'����+��"',
(�')���
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�
��	
��
�������	���
�
(����	�(���.��6�7���������	
���	
���0���������	
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���
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�$-�!��	
��(��
�
�	
��
��'
���0����������
��3�����0���	�
�����	���,

��(���

�����

��01��
�����'�
��	"�)���������*)�(���.��6�7-���
�
�
')�')��
�!��(�$��"����",

(�������
"��
����

�$��')�"(����	�
��
(�J� ( ), 1/ 1 .t
t t t tdX e dW dX t dW−= = +

�� +���	�
'J���4��(
�'
���	"
���0��������"��	��
&�������
')�"�*��
����#�����
����������
����,

�
	�����(����
���8 ��9�Q�:Q����������
����#�����
��������

Model α  β  1σ  2σ  

V 
����
���������������� 

1348,4133 
(803,48466) 

0,9227 
(0,55884) ------ 

129868 
(5820) 

V 
����������������
 

1350,9942 
(806,99854) 

0,9241 
(0,56121) ------ 

129864 
(6116) 

BS ------ 
0,0557 

(0,13061) ------ 
0,0687 

(0,00307) 

CIR 
����
���������������� 

1458,0426 
(803,06854) 

1,0054 
(0,57880) ------ 

93,2074 
(4,15714) 

BSBS 
����
���������������� 

1071,4118 
(536,02668) 

0,7261 
(0,41385) 

------ 
0,0688 

(0,00308) 

EOU 
Aprok���������������� 

------ 
-0,0615 

(0,12083) 
-0,0832 

(0,01847) 
177495 
(15384) 

EOU 
����������������
 

------ -0,0620 
(0,12198) 

-0,0832 
(0,01849) 

177408 
(15412) 
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���0���	"�*�	"����"
��'�����	".������
����
�
�����
����
��#����#����(���.�(�;5��.
����'i na WIG20. Czytelnika (�#) �

�
�
	�
1
w
���0�� niektóry�*�	"�
�"(�	
�"�*�	��.��0����
	
��"�*�	��
&�.��%��-��	�

���
����
�)��(��
��!��"�*� ��
��"��'��
�������. �.
����"��
���	
���01�������	
�
�a posteriori
parametru α w przypadku mod����:-:-�����������	
���(��!;����
��	
��*����
	�$
���

����
�����
�α�1�
�"��
��
	�	"�."D2�������
	�$
������
��
��������	��	�
���(0, 1). ���
����&
���m� �����
	
��������	*
��
�������� transformacja wa��
�������������� �!��
 �
��
&
���� indeksu podzielonych przez arbitralnie dobrany skalar 2000"�O�
��4
��
��
� �
��

��$����
������
����
�
����'�"����	�	�*'��
������
��
�����:-:-�
�����)��*
��	���*
�� 1/2000·WIG20” parametr α odpowiada zmiennej 2000α,�*���	
��
�
�) BSBS ���
&
���
�
���������
���
 szeregu czasowego WIG20 (por. twierdzenie 1.3).

Na rysunkach 5.3a, c i e przedstawiono wykresy statystyki CUMSUM po cyklach
spalonych dla parametrów β, σ1, σ2 modelu EOU (dla prawdziwej�*���
������	�����
2"
�����������
	��)��
��	�#�)�	#��(�
���$
����%
�/
��
�
��
��
	�$
�����
��
�
���*
�
��"� �
	�$
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�����
��"�7�
��
	
��
$��%��
������������� ��
�������� �)��
�
#��,� �	�"
�'������	�#�
��
	
��
�)�����	��	�
���(–0,05; 0,05) –�	���*
���(��
�
��������)����	���
&
�
��� �� pracy. Na rysunkach� 5".#�� �� �� 4� ��	����
��
��� 	
��
$�� #�	�*
��� �
	�$
��

����
���(��������4�
*����y *���
���) oraz a posterio����
	�
(
��*
�����
�
��
�
����'�
modelu EOU dla prawdziwej�*���
������	�����
"�������������
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�
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�"� �
#"� 5"�2� oraz
a priori. Dla parametru β omawiane charakterystyki a priori ���
�	)��5���5�1�=!@�DD2,
a dla σ1� �)� �
 0,0084083 (5,7735). Ponie�
(���
��
�
������σ2����� �������)�
�
��
��
�
������a priori warto �
	�
(���	�����) �
�
�) σ<2 – w ��������	����
��
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������
�
���� 
�
� ����������� ������������, natomiast dla �
�����	� a priori �������� ���
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Wyniki ostateczne 
Model 

( )( )10 0log ,p x x M  ( )0,P M x x  ( )( )10 0log ,p x x M  ( )( )10 0log ,p x x M  ( )0,P M x x  

V –1952,95 8,36110E-05 –1952,97 –1952,97 7,48733E-05 

BS –1958,87 1,01970E-10 –1958,87 –1958,87 9,53223E-11 

CIR –1952,79 1,22284E-04 ------- –1952,79 1,14312E-04 

BSBS –1958,52 2,25282E-10 ------- –1958,52 2,10594E-10 

EOU –1948,88 0,9997941 –1948,85 –1948,85 0,9998108 
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����������
���*
��
������
����
�&
�
	�	�
�������	
��
�)�������
������
��������
���������
�1European call options), dla
których instrumentem podstawowym (bazowym) jest indeks WIG20.

F��
�����
� 
���
� ����
� ����� �
���
������
�)���� ���� �
#�������
�
��
� 	
����
��'��
������	������ liczby jednostek instrumentu podstawowego���
�����
�����
&
��������	
���T + S (maturity, expiration date) po ustalonej z góry cenie K (strike, exer-
cise price2"�6
��
�
�	�
������
���
�
��
�������
#
��)	���� ��j wykonania – ���
���&
���������
����
��
����
�
��
#�����
����������	�*'���	�
�
����'��
�	
�$
�
����w chwili
zakupu cenie, czyli tzw. premii (premium2"��
��
���
��������%�������*
������
�
�����

	�����
��
�
�
�1�
	��
�
�4�����)����$
��2� ( ) { }max ,0 ,T S T Sx K x K+

+ +− = −  gdzie

p(xT+77/365|x0, x) p(xT+168/365| x0, x)
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xT+S�������
��
���)�������������#
	
��*
����%�������*
������
�
����"�G��������
�	�&
����
����)�	
�'��
��
�	
#�	����	���
������������4��
��
���%, jak i do celów spekula-
cyjnych.

W literaturze prz����
���	�
����)��'(�� podej�cia do zagadnienia wyceny opcji.
Najbardziej znane jest tzw. �
�������� �
����*
$
���� ��
�	��� 	�
��� �����)� 
�#�&
��
(
�)� 1arbitrage pricing). Jego istota polega na ��	������� 	
$
(��� *�
�
����)&
���%� ���������� �
��4��
� 
�
	� 
��
��
�
�)������� strategii repl����)���� ����������� �
&
�%
���, tzn. 
����
� �����
�	
$
(����� ������	���$��*
6) (complete market). Wówczas
	
������
�������	������������
��
������
���
��*
��
��4��
����%�����������" W ta-
kiej sytuacji �
(�
� �
�
	
��� (� cena europejskiej opcji kupna w chwili T wynosi

( )* ( )rS
T S TPE e x K− +

+ − ℑ  (risk-neutral valuation formula), gdzie P*� �������
�)��
�&
���*
$
�).�>
��(� �����������������
������
 pracy F. Blacka i M. Scholesa opubli-
kowanej w 1973 roku, którzy przy d
���������%�	
$
(���
�%���	�
�	������������
���&
������
������
�
�������� ���$
�
�)�)����������.

6�	������
����
������)����
������

� ���
���
� ������������ #
	
��*
� 
�����
�
� ����� �
��	�	� *�
������	��� ���%
:�
��
�1�
�"��	'��1�"�.22���	���	����
�
������β���σ�����	�����
�)�����

� �����
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�	�'����
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�����
�
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�
��'��
� ��������������
(���
���
�#���
(��
� �
�������
��
���
��� �)� �
��
�
��� �
�	������� 
� ��%� 
#�'�� 
�#��
� ������ ��
�'#
��)*$��

� �
(����� ����� �
(��	
���� 
�
	� ������
�
���� ��
��'�� ���$�*� ���� �
���� �
����

����	��
���
�����
����
���������
�
��
��������
$
���
����������
��
�
����"

>
��
����
��(�	��%�	
$
(����
�
	
�
��(��

( ) ( ) ( )* 1 2( )rS rS
T S T TPE e x K x d Ke d− + −

+ − ℑ = Φ − Φ − (5.1)

gdzie:

( )( )
( )

21
2exp

1

2 1

ln
,

,

Tx
K rS

S
d

S

d d S

− + σ
=

σ

= − σ Φ ⋅

>
��(��	
��
(����(� do zastosowania wzoru (5.1) nie �
��	�#
�	�
�
�
����oczeki-
wanej stopy zwrotu z instrumentu bazowego, tj. parametru dryfu β. Ponadto wzór ten jest
stosowany ����	���������przez GPW do teoretycznej wyceny europejskiej opcji kupna

@2 A����� 	���$���� �
� �
���� ��
� ��'��*
� �
(��� ����������� �
�%
���� ����� ������
�
��� ��	�	� ��
&
�
��)����
��*����
�
4��
����)�)����"������������4��
��
��������������
�
��������������������
��&
4��� 
�
	� 
��
������
� ���
��*�
� 4��
��
�
���	*������ ��'���� �
��
��� �
��4��
� ����� �������	�
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�
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�
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���$)�	����	��	��
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���$
�
���%"
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na indeks WIG20. Uzyskana w ten sposób cena nazywana jest kursem odniesienia. -	�	�&
*'$���
���	)���
�#���
(
�����������
�����oraz r
	�
(
���
����
��
�$
#����
�	
$
(�����&
���� w przypadku modelu Blacka i Scholesa �
(�
�	�
��	������	���������w pracach:
Black i Scholes (1972, 1973), Hull (1993, 1998), Lamberton i Lapeyre (1996), Ko-
strzewski (2000, 2001a, b) oraz Jakubowski, Palczewski, Rutkowski i Stettner (2003).

W prezentowanej monografii d
� 	
*
������
�������� 
����� 	
��
�
�
�
� �
���&
����� #
���
�����"� Jego istota polega na� ��	�
�	����� �
	�$
��� 	�������� �
�
���

( )rS
T Se x K− +

+ − � 	� �
	�$
��� �����������*
� ��
� xT+S"� 3
� 
����� �����
�)� �
��
���

�������	������������	���
�war�
���
�	����
�)���#�����
�����*
��
	�$
��"�:
���
�&
��
������
�
������
��
	�������	��	
��
$
���	����
��
�
�����
���:
��������8�#�
�

1�==;2��
��
	���
�
�����
�
�%��:
��������8�#�
�
�1�==����!!�2��G����
�������6�����
1�!!.���!!Db2, Pajor 12003a, b2��6��������6
�
��1�!!52�
�
	�6������1�!!.2��*�	������
&
�	�����
�
���
�������������������� +A0
���#�-P"

Przedmiotem zainteresowania ���� �	�������
��� �)����
��������
���������
�	��
�)
��*
������
��
��	��������
��
��!!5��
���(z kursem wykonania 1800 i 2100 punktów)

�
	��
��	�����;��	����
��!!5��
���(z kursem wykonania 1800 i 2100 punktów)"�G����
��� �)��
�
�
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� 6����
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�
	�
�	���
��G��!05��!��G��!05��!�
G��!B5��!� ��G��!B5��!"��
��
��� ������������#
	
��*
� 1��������� �!2�
�����
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��	�	� ���	#�� �����'��� �
�
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����� �
	���	
� ���� *
�'��
�
�� 	
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�
�)��� (�
�
(����������
��� ������!�	$
���%7)"�0������������	�*
��
��
	�	�
$�� �������	�
�	����
�
	�$
��������������*
�	���������
�
����
�����)�����
��
���
������
��	����.��*�����

�!!D� �
���� ��	�� 	
$
(������$)�	���
� �
� 
�
��	�� �'����(� �
���%� 	� ��*
� ���
"� 0%�)�
�
�'��
���	���
����������(w �
��
����
���	��$
���
��
����
�	����
���%���#�����
�
�
	�$
��������������*
) z rzeczywistymi cenami podawanymi przez GPW,��
��(���
&
��
��
�
�� ��� �
�
���
�
	����� ���� 
��
���
� �
� �
�#��(�	�� �	���� ��������� ��"� .� ����	��

�!!5� �
��"��� ����� ������� �
��
��� �������� �
� 	
��������� ������ ���
��$a 1960,57
punktów, zatem pierwsza i trzecia 	� �
	�
(
���%� 
����� �)� 
pcjami w cenie (in the
money2��
��
	
��
$���)��	�"�
���
�������#��)�������������1out of the money).

Podobnie jak w podrozdziale 5.5,��
	�
(
��
�ograniczono do przypadku modelu
EOU z ��
��	��)�*���
���)���	�����
"�0	
��S��
���*
������
�
�����	
��
$���	�������

�
	�
�����77/365 oraz 168/365"�6�	����
��
�����
���
��	
������)*$����	*��������
��
��
����
����r = 6,5%,�	*
�����	�	
$
(���
��� 6����C76�8) ��
��
	�
(
��*
��
&
�������	
��"�3�����
��
�
�
�
�����)�
��
��
���
�����w chwili jej wystawienia, tzn.
w momencie T 1�	�"�	����
��
�
�
�4�����
����$
��2����'������*
���������
��)�����

�	
����S, jest postaci ( ) .rS

T S T SC e x K− +
+ += − �>
��(��	
��
(����(����
� �
	�
(
���
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����	�����
�CT+S��
� �
	�$
����������
&��)*$��	���	*������
� 4
������	��
��*
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�
�
#������
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�	���
�CT+S = 0. Tabela 5.5� ��	����
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���
������ �
	�
(
&
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	�$
�'����
��
����
�	����
��, kursy odniesienia podane przez GPW, ceny opcji
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(kursy otwarcia) odnotowane dnia 3 stycznia 2005 roku oraz rzeczywiste (inaczej:�����
���������������� !���
"#$��������%�&��$!%���"'(��"9) CT+S. W przypadku opcji in the
money)� !��"� �'!%�� �� ������������������ !���"'(��"�CT+S ���%
�%*� #�+��� #*#��
ztwie
medi��"�'�,�+
�"�$����"��,����+
��0,5 i 0,75. -��",�#�,",�'���
���������%
�%��#�+
�.����/�!�����'!%��out of the money, o terminie wykonania S = 168/365. Natomiast inna
sytuacja jest w przypadku opcji o terminie wykonania S = 77/365)�$�.��%�!�������%
�%�
#�+�,�+
�"�$����"��,����+
��0,75 i 0,95. Dla opcji out of the money�,�
���"��.���%*
#�+� ���!�"��#�",������ !��, zmiennej CT+S. -���� 0��!��$iwana w trzech przypad-
kach wyceny na cztery %�#��1��/#������1#��������%�!������'!%��w porównaniu z kursem
odniesienia podanym przez GPW. 2���
�����'��"'�
$���'!%����!���������� !��oczeki-
wane oraz kursy odniesienia�#*�'�
�1���
��#��1��. 3�/�����'�+�� 0������ !��$����"��
 ���
!�"������!��",����'��#������1�
��"!4����$(�
.�)�!����$��#�$���!%������!��

�/*����'���� 0 wyceny opcji, dla której prognozy punktowe, np. na poziomie media-
ny���1������ !���!��$�����%,��1��!�����#*�
�/",�1(+
�,��5������

$�%�	�����

6����"������$(�
.��'��
"$�"��"!4��
"#$��������%��"'(��")��!4������ !���!��$�����)�$��#
�
���#������'�
��"�'�����72-�8�"���!���"���,�
����9:�'��"�'���,�������,����� !��'�
��",
'�����632-����������
�����������$��)����!�"��#���!��"��'!%���������!���#�#%������#�"!��������;
��$����������!�"��#�������� !���
"#$��������%�&��$!%���"'(��"�������-#�"#�$�������� !��'�
���

��#��("���'��$��!4

I�.
(�J�<'��!��������(�#��

1� -���$� !������"��!�����#*����
������������,��������)�'��"�!�",���,��#��	����'�
#������#�+
'�
��"�'�����72-�$��#������!������"�
���
���%��'!%���-�'��$�"!��$��#������!������"��"���
!���"�%�#��%�$�� ��
������"�,��"!��������#�"#�$�!4������ !����
�$#��-=7������#������%���
���
�"�������>�!�*�("!4����������� !���������
�$#���#������%������,$��+!���#�#%����
�����"�� ��+�
!����'!%��

������������� CT+77/365 
1800 

CT+77/365 
2100 

CT+168/365 

1800 
CT+168/365 

2100 

0,05 0 0 0 0 

0,25 86,25 0 60,04 0 

0,5 184,01 0 211,39 0 

0,75 282,25 0 365,10 73,95 

0,95 424,61 128,70 591,25 300,09 

 �����
�
oczekiwana 

191,47 18,68 234,34 57,33 

Kurs odniesienia 195,85 28,85 238,45 69,60 

Cena opcji 
(kurs otwarcia) 210,15 15,00 228,00 37,90 

Rzeczywista 
�������� T SC +  172,62 0 217,40 0 
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Ceny opcji równe medianom '��
"$�"��"!4����$(�
.���
"#$��������%��"'(��"
#*���/#����
�!���'�
��"!4�'�����72-������$��#���
���#�������?���,��#��#*�T1��/#��@
���!�"��#�",�����$� !��,��"'(��"���!4�����T��?���/"����",�,�,��!���'�
$�� ��0)�/�
'��"��"!������'!%��������#��("������+
������$�#��"�
�
��$���)���#�!���.��� !��$�#��
�"� ����#�$!%�� 3�/�� ���'��#������ ���$(�
.�� '��
"$�"��"!4� �
"#$��������%� &��$!%�
�"'(��"�%�#���.����/������/��ne na wykresach histogramów przedstawionych na ry-
sunku 5.6. 2������/� ���$(�
�AT+S %�#�� ���$(�
�,�mieszanym (dyskretno-!�*�(",),
#�*
� '����#�a belka histogramu '���
#������ ,�#+� '���
�'�
�1��>#���� #$�'���*
�������. -"#�$� 0�1��$��%�#���.����'���
�'�
�1��>#��u niewykonania opcji. B�/��
�����/"0)�/���,�
(�/#�"�!��#�
�����,�����"�� ��+!����'!%�)��",����1#���'���������"
���$(�
�� �
"#$��������%��"'(��"��?���/"� ���.!�0� ����+� ��� ���!��*� $��!�����!%+
,�#"�'���
�'�
�1��>#������$.(��������'��"'�
$���'!%��out of the money.�-(�#�� 0
����
'����
����#$��,��'���
�'�
�1��>#����ich wykonania.

#
��������N�#�����,"����$(�
.��'��
"$�"��"!4��
"#$��������%��"'(��"�A���

C��������	�
���

�����
�
�

���
���
��� 
������ ���
�� �
������� �	���� out of the money� ���������
�������������
� ���������!����������
������"#���	�
���	���$��%������ ��&�
��'
����


�
(� ��	�����
��� 	�
ad 0,77 i 0,63 (por. tab. 5.6). Dla opcji OW20C5180

K=1800, S=77/365 K=2100, S=77/365

 K=1800, S=168/365
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i OW20F5180 oszacowane prawdopodob������
��)�
�������������	�������
�	)�
��
&
������
�����������
�
��!�����!��;"�C�����
	���	���
�����
��
	�
(
���%�����������'�
�
�%
����%�����'�$���=;5�(dla S = 77/365) i 2024 (dla S = 168/365). Opcji z kursem
wykonania 2100 punktów 1��"�G��!05��!���G��!B5��!2������
��
�#�$
���
��	
�
�"
6
��(�	
���
*
������	*
��
�	����	���
�
����
�	
�
�
�������
��
�
�
#���������%
������
�
��
"

$�%�	�����

)���
�'�
�1��>#��������"$��������'!%��$�'��������
�$#�-*+��
�������,��,�!%�����!4��������!%�����'�
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Warto na koniec t�-�� ���
���(���#'�,���/ o dokonanym w pracy Kostrzewski
i Pajor (2006) porównaniu wyników wnioskowania bayesowskiego dla �����/���-�
szeregu czasowego WIG20 przy zastosowaniu modelu EOU oraz dyskr����-��'��!�#�
�,����� !�� 0������!%�1� #��!4�#�"!���%� �� $�����!%*� �� -��1",�� �-���,�� 0w skrócie
FCSV) (por. Pajor 2003). W przypadku modelu FCSV zak(�
��#�., /���1#�������"
#����-� !��#��"� %�#�� �������!%*� '����-�� '��!�#�� dyskretnego. Natomiast ��,�
���
2<3���$(�
��#�.)�/��!��"���#���,�����,����#���-��$#���(�������#*���#'�#.1�!�*-(")
���!4������ !���1#���������#*���
"#$����"!4�0���$����!������.��"!41��
#�.'�!4�!���
#�4�)��"�%�
��$��"!4�'���
�'�
�1��>#���!4���'�iori obu modeli)�,�
���DA56��$���(
#�.� �#������� 1��
���%� '���
�'�
�1�"� �� '�#�������� ��/�,�
���2<3 (por. Kostrzewski
i Pajor 2005). Przedmiotem porównania 1"("��"��$��'��-���"�
��#��-��'����,����
�$�
#��-*+���������"!��"�europejskich opcji kupna. 7��"��1%.���'��-���*����z charakte-
rystyki opcji�1"("� �
���"!���� %�$ w niniejszej monografii. Za�1#����������-�
�� /
,�
���� ���$(�
.�� '��
"$�"��"!4� ����� ���$(�
.�� �
"#$��������%� ,��$!%���"'(��"
dla obydwu modeli4�E��'��#������ ���$(�
.�)�,�������� ���#�.'�,�,�.
�"$����"���
�",�1"(��
�/�, jednak istotnie ��.$#�����'��"'�
$��,�
����DA564�-�,�
���� tym
���$(�
"�'�#��
�("����!�����-��1#����-��"4�-�.$#������'��#���������$(�dów w przy-
padku procesów SV uczyni(�� 1��
���%� '���
�'�
�1�",� '�%�������� #�.� �1#����!%�
����"'��"!4�������(� ����1"(� powodem, dla którego model FCSV b"(�1��
���%�praw-
dopodobny���'�#����������'��.���������,�
���,�2<34�8��!�������'�.�� /�$����"��
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'���,��������
�/*����'���� !�*�'��-���" i wyceny opcji)�$�.�������#�����������"�

(�/����,�#�.�%�%�4��"�����4�-�$��#�$���!%��'��-���"�'��$�����0���'����,���,�
���
�"1�
����1"
����������/��"!4�,�
�����1��!�����#*�
�/",�1(.
�,��:�����4 Ponadto
�#��!�������'���
�'�
�1��>#�������"$������������/��"!4�����'�%#kich opcji kup-
na w obu modelach 1"("�bardzo podobne.
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W ostatnim rozdziale monografii 	
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�
��	��#�$��	���*
�	������%��
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W rozdziale wspomniano o wynikach prognozy i wyceny opcji dokonanej
przy zastosowaniu modelu EOU i FC-P"�3
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Zagadnienie wyznaczenia�
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W monografii� ���	
����
�
��
��
�����
���
����� �� �
������
������������
���

������������������
�������ansowych szeregów czasowych za pomoc� procesów dy-
fuzji. Pr��������������������
����������� w nowoczesnej teorii finansów, 
�������� !��
��"��� ������
��� ���w zagadnieniach �����
������ ���������	� optymalnych strategii
inwestycyjnych, modelowaniem struktury czasowej instrumentów bazowych oraz do
wyceny instrumentów pochodnych. #��
��
	��
����
�������!�������	��Itô w zastosowa-
niach finansowych zmusza do ���	
��a tematu estymacji parametrów funkcji d����
�������	���������"����W ogólnym przypadku, b�
��	
��� ������������
������	
���
���
 ����"�����
����� $!���� ������"%�����������
��
������������
��
���
��������� �.
&��������'�(���������������
�	���
�
����!��������!�������	������	�����������
 
��

�������'�����(� ������� ��
� ��(����
���������
����,� ������������������
������kilku
latach ciekawe wyniki teoretyczne. Widoczne���"��
����	������
����� zainteresowanie
t� tematyk����(��"��
����%�� ��������
���"�������
(anego w pracy problemu.

W pierwszym rozdziale monografii przedstawiono definicje i podstawowe �$
�
���"��� ����
(
���������
���������!�������
�����������Omówiono procesy dyfuzji,
procesy Itô oraz procesy dyfuzji Itô. W rozdziale tym wspomniano o numerycznych
aproksymacjach� �������
)� *++�� +���
(���� �
 
�������� �����
�!�� ���������
�	�

�������
������
��
���
�������
�	����
	����������
����
�
��������������$
�!��������!��

#� ����� !���"��� �mówiono schemat Eulera i Milsteina. ,��
������ �������
�����
��	
cie linii kwant�������'�	
����������
�������
�	���� �
������	�������
�	���������
)

*++. Ponadto ��!�������
�
����������������
���������!��
��
��!(���������������

matematyczne-�.
��/�
�0.1'�2�
��
���*������
�02*1'�3�4
'�5� ������
���+���
�035+1'
Brennana i Schwartza (BSBS) oraz uogólniony model Ornsteina i Uhlenbecka (EOU).
Dla��
(�� ����nich, ����	�������BSBS,���
�
�	����	
��
�����
%� 
���"�������	"��
�����
����
��
��6aki w��!������������(����$����!��
�������ików wnioskowania bayesow-
skiego uzyskanych��
������� aproksymow
��	� ����
������	������	����
�� ����"ci.
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	��������������
�����������������literatury przedmiotu, w roz-
dziale drugim�����
(���������������-

�1 ������������"�������'

:1 �������
�!��;������<
'

=1 �������
)��!��
)�>�����
'�&�
���
���?�$�� ����
�

C�������
���������$�����!��
�����������
����������,�
���$����������
���
���
na ich podstawie �
��
����wnioskowania statystycznego.

W rozdziale trzecim przedstawiono ogólne zasady wnioskowania bayesowskiego.
Zdefiniowano ����	
�����monografii struktu�
�����$
���
����������
������"���������$
��

������������������$
�����edyktywne dla omawianych modeli. Poruszono temat����!��
��

����������	�������������@�
�������
"%�������
$����"��
������������������������

�
��������
����	���������
��
���
������(����
	�������������������
�
��������������

������
�����������$
�!��
�����������������������������#������ !���"�����!�����

metody-�������
�	�'�A�����3
�����������	���
(��"��'�A���������
���;
���� �
�0
���������

 !���"�����!�����B����
1���
� przedstawiono podstawowe��$
���"�����
��������3CA*CA

�������
���
�D�����
���+
����y’ego. Ponadto omówiono��
 
�������������
�	���
�
���

��!���
���������������������������"�������� #������ !���"����rzedstawiono wyniki
bayesowskiej estymacji parametrów opartej na wspomnianej metodzie, gdzie przedmio-
tem badania ��$��trajektorie logarytmu procesu pierwiastka kwadratowego. Wnioskiem
z tego ���������������$��stwierdzenie�������������"����������������������"�������

��
�
���
	��e�������
����jej w kolejnych badaniach empirycznych.
W rozdziale czwartym zaprezentowano wyniki bayesowskiego wnioskowania

��������
����� �'������
	�����
��
������ �������
���������!���������������A�����

�
)���� ��Banku Centralnego (FED). #������ !���"��� ��!������ �
 
������� esty-
macji parametrów, ���!��
��
���$����	
"��
	��ej konkurencyjnych modeli oraz przed-
stawiono wyniki krótkoterminowej prognozy dalszego poziomu stopy FED. #
��
����

���"����
� 	���� �� ����� !���"��� ��
���"%� �����
��	� prognozy, dla której p�����$�
�
���"���������>E,���
�
�$����
����
�����������������������������
������$
�!������

dyktywnych –� ����
������
����
��� ��
���F':G� i 0,75. Prezentowane wyniki otrzy-
mano, ����������	�� prawdziw��  
���"%� ����	"��
� ��
�� 	�	� 
�������
�	
. @ ����"%
�� ���
���
���� �����
����� �
�ametrów w obu tych przypadkach jest dodatkowym
empi�������� �������� ����(��"��� �����ntowanych metod. W rozdziale zwrócono
��
 
��
�������"% algorytmów numerycznych,�"��
������ o ��(�	����������"�� oma-
wianych w pracy metod.

5�������	���������������������
$�����
��� ��	������(����"%��������
��
 w spo-
sób zadow
�
	�������
���������� ��>E,��
������� prostych procesów Itô'��
�
����
�������� �������� �����
�������� �!��
��
� �!(����������#� ����� !���"��� ���
� ���
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2*'�który wykorzystywany jest zwykle ����������
���"���
��	�'���
�
$���
���������
�

��
�������������
��
�����
(
�� ������egu stopy procentowej FED.
9��
���'�������������
$�monografii'���"��
���y�����
$ ilustracji empirycznej zasto-

sowania procesów dyfuzji w modelowaniu polskich danych finansowych. Przedmio-
tem zainteresowania ��$ szereg dziennych �
���"���indeksu WIG20 z zamkn�
��
����	�,
�����
�����������B��$�
�&
����!��#
���"������� w Warszawie. Wnioskowanie baye-
sowskie zastosowane�����
$��������
���
��
������
������
���"����
�
���rów rozpa-
trywanych procesów,������
������!��
��
�����
(
��������������
����������
����

����
������������ ���
��������
�������	����	����	������
��
��������#5B:F� P����
��$�� �
���"��� �������� #5B:F� ��
�
�$�� ��
� �� �
����� �������� ������������ ����
�

����$
�!����������������I�����
������
����
�����
���F':G�� 0,75. Podobnie �������
�������
���"������$
�������
����
��������	����
�
�$����
�����������������������me-
dian ����$
�!����������������zdyskontowanej funk�	�����$
�� –�����
������
����

�
�����
���F':G�� 0,75. Ponadto w
���"%��������
�
 ����$
�������������� ����������
���
��	� �����	�����$
�� w trzech przypadkach wyceny na cztery ��
�
$
� ��
����(��

zaobserwowanej cenie opcji w porównaniu z kursem odniesienia podanym przez GPW.

D
���
���� ����������	�� ����
����
��
� �� ��
��� ������!�� zdefiniowanych
w przedziale czasu, a nie w chwilach dyskretnych, jest jego ,,urealnienie”��#������ !��

��"ci�����
��
	�����
������
��������
���
���������	������
���"�������� ����
���

�� � brano ������
 
������������������
����'��$���
	��������np. dni wolne od pracy.
K�����
��
�
���"���������
��
��������2�
��
���*������
���
�
�$
����	����twier-

dzenie w badaniu empirycznym� ������
$�� ����� �.�#������ ��������
�����	� 
�
����

���
�
$���
$���������������
���"%� tego modelu w opisie dynamiki indeksu WIG20.
W ����
(
��	� ��
���� ����������	����� ��������
�ji bayesowskich model EOU naj-
wierniej opisuje dynami�
������ ��#5B:F��#
����������
��
��������E9C�	������(���

��"%�przyjmowania przez nie �
���"����	��������&���	��	����
�����������������
�
�

����!�������
���"����������
���
�����������'�wykazano jednak'�(����
����������)�
������
��� ����
�����
�0��
���������������
(
��	���� ����1�	�st bardzo bliskie zeru.
Ponadto ��
� ����$
��� ����������� �� ��
����������)����� ����	
��
� ������ ������
�
���"������
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