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NIELINIOWA DEFORMACJA
IZOTROPOWEJ SFERY GRUBOSCIENNEJ

1. Wprowadzenie

Paliwa ciekte i gazowe lub inne ptyny mogg by¢ magazynowane w naziemnych lub pod-
ziemnych zbiornikach o réznych ksztattach. Tutaj zajgto si¢ zbiornikami o ksztalcie kulistym.
Zatozono, ze §ciany (obudowa) zbiornika wykonane sa z materiatu opisanego przez poten-
cjat Mooney’a. W przypadku zbiornikéw naziemnych, ich $ciany beda podlegaly obciazeniu
wewngtrznemu pochodzacemu od magazynowanego ptynu. Obciazenie zewngtrzne zbiorni-
ka naziemnego (ci$nienie atmosferyczne) bedzie stosunkowo niewielkie. Dla zbiornikéw pod-
ziemnych, zardwno obciazenie wewnetrzne (od magazynowanego ptynu) jak i obciazenie
zewnetrzne (od gorotworu) moga przyjmowac zroznicowane warto§ci. W zaleznosci od lo-
kalizacji zbiornika, jego gabarytdw oraz pierwotnego stanu naprgzenia w gorotworze, ob-
cigzenie zewngtrzne moze by¢ wigksze lub mniejsze od obciazenia wewngtrznego. Z tych
wzgledow, w referacie przedstawiono rozwiazanie ogodlne dla czterech przypadkow roznia-
cych si¢ obcigzeniem zbiornika.

2. Okreslenie skladowych tensora naprezenia i odksztalcenia

W trojwymiarowej przestrzeni Euklidesa rozwazamy gruboscienna sferg, ktéra w natu-
ralnym niezdeformowanym stanie — konfiguracja poczatkowa By, ma wymiary: promienie
ay, by — rysunek 1. W konfiguracji odksztatconej czyli aktualnej jej wymiary sa a i b
— rysunek 2.

Gruboscienna sfera moze by¢ obciazona ci$nieniem wewngtrznym g,, lub zewngtrz-
nym ¢g.. Mozliwy jest tez przypadek, gdy oba obciazenia dziataja rownoczeénie. Jest ona
wykonana z materialu opisanego przez potencjal Mooney’a. W pracy dla przyjgtych rownan

N
Wydziat Goérnictwa i Geoinzynierii, Akademia Gorniczo-Hutnicza, Krakow

45



deformacyjnych wyznaczone zostana: rozktad napr¢zen w punktach ciata oraz elementy ten-
sora odksztalcenia jak rGwniez promieniowe przemieszczenia.

Rys. 1. Konfiguracja poczatkowa ciata

Rys. 2. Konfiguracja odksztalcona

Tak sformutowany technicznie problem grubo$ciennej sfery nalezy uja¢ w kategoriach
formalnych mechaniki. W tym celu wykorzystamy réwnania nieliniowej geometrycznie i fi-
zycznie teorii oSrodkoéw odksztatcalnych.
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2.1. Komplet réwnan nieliniowej teorii sprezystosci w opisie konwekcyjnym [2]

Réwnania deformacyjne maja postac:

[= [61,62,63
{x x( ) is123

¥ =5'0.6,0")
Rownania geometryczne mozna zapisac jako:

1

Yop =E(Gaﬁ —gaﬁ)=%(ua |[j +tg l, +u” |, u, |B) o B, p=1273

Rownania fizyczne (konstytutywne) dla ciala Mooney’a maja postac:

™ =2C g™ +2C,B* + pG* 0, B=1,2,3

I, =1
gdzie:
Cy, C, — sa stalymi materialowymi,
p — nieznanym ci$nieniem hydrostatycznym,
1, I,, I, — niezmiennikami tensora yg.

Roéwnania rownowagi maja postac:

™|, +P=0 o, B=123

Warunki brzegowe typu naprgzeniowego mozna zapisac jako:
q* = ’EBO‘nB = 'l:"‘[jnﬁ o, B=123

2.2. Wyznaczenie postaci funkcji opisujacej deformacj¢ ciala

(M

2

3)

“)

&)

Zgodnie z rysunkiem 1, w przyjeto uktad wspotrzednych kartezjanskich {x,} zwia-

zany ze wspotrzednymi sferycznymi (konwekcyjnymi) {6} (rys. 3) zalezno$cia:

x, = f(R)sin Y cos @
7i9x, = f(R)sin¥sin@
x; = f(R)cos®

(6)
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X,

Rys. 3. Uktad wspotrzednych sferycznych w konfiguracji poczatkowe;j

Przyjeto tutaj wspohzedne konwekcyjne 0' = R, ©° =9, 8° = ¢. W konfiguracji aktual-
nej wspolrzedne kartezjanskie {y, } zwigzane sq ze wspolrzednymi sferycznymi (rys. 4)
zalezno$cia:

¥, = Rsin®cos@

R:1{y, =RsinUsin@ @)
¥y, = Rcos ¥

»

Rys. 4. Uktad wspotrzednych sferycznych w konfiguracji aktualne;j
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Funkcja f(R) opisujaca deformacj¢ ciata bedzie wyznaczona z warunku niesci§liwosci
I, =1. Tensory metryczne w konfiguracji aktualnej

SV o 00°00°
T 90% 00 dy' 9y’

1 0 0 ! (1) 0
(Gg)=|0 R o | (¢*)=]0 = 0 (8)

0 0 R’sin’d 1

0
R*sin*®
G =detG,, = R*sin’*
Tensory metryczne w
S " 90 00" ¢ Ty v 8T 8w
1
() ‘ ‘

f) 0 0 # .

(g)=] 0 /7 0L (e®)=) 0 &0 ©)
0 0 f’sin®® |
0 0 —
fsin” O
g=detg,, = *(f;)*sin’
Z warunku niescisliwosci:
L =§=1 (10)
otrzymujemy rownanie rézniczkowe:

f’df = R°dR (11)
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Rozwiazaniem rownania (8) jest funkcja:

fRy=lc+r (12)
Stala C wyznaczamy z warunku:

S(R)=R, (13)

C=R -R' =aq,-a

Zatem:
F(R) =31 [1 a }“3 R (14)

=3l+| |l —— |—

a, | R’
Oznaczmy:
a b
Loy =% 15
a b, (15)
Stad:
3

f(R):g/H(l—W)%R (16)
fla)=>=a, (17)

f)=;[8 +<1—x3)2—§b0 =b, (18)

We wzorze (18) warto$¢ pod pierwiastkiem jest rowna 1, z czego wynika, ze zachodzi:

(A =Day = (& -1)b; 19)
x:31+(53_1)(b—0J, 5:31+(x3—1)(“—0] (20)
\/ a, \/ bo
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Poniewaz:

a ., (RY
Lo =
dR !
to:
4
Rr* f_ 0 0
— 0 0 4
f4 R
2 af ) 1
(gp)=| 0 f 0 ’(g)‘o? 0
0 0 f’sin®® |
0 0 —
f7sin” ©

Niezmienniki tensora odksztalcenia mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

o 1 e o
Vg :"(g'¢c%s“5ﬁ)

2
4 2
W _f 2R
Il_g GO(B—F'F f2
af oy ad By f4 2R
I, =G,G,, (g"g" -g™g )=F+ 7 =1
G
I, =—=1
g

Tensor geometrii B = (Bo‘ﬁ) mozna przedstawi¢ w postaci:

ag By

B* =G, (¢"g™ ~g"¢")

2
21{2 0 0
2 2
(B“ﬁ): 0 %+% 0
2 2
0 0 f—4+R—4 .12
R f7)sin" &

ey

(22)

(23)

24
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2.3. Wyznaczenie element6w tensora naprezenia T dla ciala Mooney’a

Korzystajac ze wzoru (3) obliczamy:

/* f?
T =0, =2C1F+4C2F+p
R2 R4 f2
R12 =0, = 2C1f—2+2C2 (F-i—F +p (25)

2 4 2
R’sin’ 91" =0, = 2C, %+ 2C, (%+%}+ )4

Pozostale elementy tensora naprezenia we wspotrzednych fizycznych sa rowne zero.
Rownania rownowagi (4) w uktadzie wspotrzednych sferycznych mozna zapisa¢ jako:

ot'' ot ot 2

§+£ 5 +E’C“—RT22—RT33 sin 9+t ctg® =0
(o
12 22 32 1
aBTR agﬂ + aaT +12ctgd -1 ¥+%r” =0 (26)
@

aTIS a,r23 8133
dR 90 d¢p

2
+ETB +3t%ctg®=0

Z réwnan (26) wynika p(R,9,9) = p(R). Nieznane ci$nienie hydrostatyczne p(R) wy-
znaczymy z pierwszego rownania rownowagi (26):

d—p=4q[f—z+i2—%]+4cz(f—j+le—z—zj @7
dR R/ R R f

Pozostate dwa rownania (26) sa spetnione tozsamosciowo. Po przecatkowaniu rowna-
nia (27) po zmiennej R otrzymujemy:

p(R)=C, (%—j;—:)—zcz (f—2+%+po 28)

We wzorze (28) p, jest stalq ktora bedzie wyznaczona dla zadanego obciazenia z wa-
runku naprgzeniowego.
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Podstawiajac (28) do (25) znajdujemy ostateczng posta¢ wzorow na naprezenia:

4 2
' =0, =C f—4+ﬂ +2C, f_z_ﬂ + P,
R* R R f
2 4 4
R’1” =0, =Cl(2fR2 +%—£—4J+2C2(%—27RJ+%

2 4 4
st (-2

6,=0,i#j

Naprezeniom (29) odpowiadaja sktadowe tensora odksztalcenia y q:

Y33 —¢ :Rz_f2
R’sin®® 7 2R?

3

f(R):SH(l—}G)%R

Tensory T i Yo Zostaly wyznaczone dla zwiazkow deformacyjnych:

3
x, =3 l+(l—k3)%R sind cos @

3
x2=31+(1—X3)%R sin 9 sin¢@
N a
x3=31+(1—)» )R—‘;R cos®, A=—
4

(29)

(30)

€2))
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Przemieszczenie promieniowe wyraza si¢ zaleznoscia:
a3
U, = 1—31+(1—x3)R—°3 R (32)

2.4. Przypadek 1 — gruboscienna sfera obcigzona ciSnieniem wewnetrznymgq,
—rysunek 5

Z warunku naprezeniowego T'' |,_, = 0 wyznaczamy stala p,:

4
a a

. 1[_}‘“ a)_4f(a)J+C2(_2f2(a)+4_aJ=

a  f(a)

=C (- =)+ G, (-207 +42)

Rys. 5. Przekroj srodkowy grubosciennej sfery z obcigzeniem wewngtrznym g,

Zatem sktadowe fizyczne tensora napr¢zenia wyrazaja si¢ nastepujaco:

4 2
oll=cl(f—4+ﬂ—x4—4x1J+2c2(f—2—§-x2+sz
R R R f
2 4 4
0y, =03 =G 2Rz +ﬂ—f—4—7\-_4—4)f1 +2C, R—4—2—R—}C2+2}\.
o7 R R S
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Warunek 1,, |,_, = —¢,, Wiaze ci$nienie wewngtrzne g,, z parametrami deformacji A i 8:

q,=C (A" +407" =87 =457 )+ C, (207 — 40— 257 + 49)

. Przypadek 2 — gruboscienna sfera obcigzona ciSnieniem zewnetrznym g,
—rysunek 6

Z warunku naprezeniowego T'' |,_,=0 wyznaczamy stala p,:

P =GC (— f;ﬁb) ——4fb(b) J +C, (— 2/°() +4—bj -

()

=C (-8 -457)+C, (257 +43)

Rys. 6. Przekroj srodkowy grubosciennej sfery z obcigzeniem zewngtrznym ¢,

Zatem sktadowe fizyczne tensora napr¢zenia wyrazaja si¢ nastepujaco:

4 2
6, =C [%+%—84 —42‘>‘J+2C2 (;;—2—271{—82 +25j

2 4 4
0, =0, =C, (%+%—%—8'4 —48'1]+2C2 (%—ZTR—S‘Z +28j

Warunek T,, |,_,= —¢, wiaze ci$nienie zewngtrzne ¢, z parametrami deformacjiA i &:

. =C (87 +45" —A" —4r")+C, (287 45 - 207 +41)
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2.6. Przypadek 3 i 4 — gruboScienna sfera obciazona réwnocze$nie
ci$nieniem zewnegtrznym ¢, i wewnetrznym g,
Z warunko6w naprezeniowych dla brzegu R = a i R = b wyznaczymy stala p, oraz za-

lezno$¢ pomigdzy ci$nieniami g, i g,,.

Ty |pea= 9.

T |R:b: -,

' =C [f—:+ﬂJ+2C2 (f—z—EJ+p0
R A

RZ
_qz = C11 (

-q, =Cl[f4§b)+—4f(b)j+2c2(fng)_ﬂ}po
b b b (b

NG +4f(a)j+zcz(f2(za) _2_aj+p0
a a a f(a)

—q. = C,(A* +407)+2C, (M7 =20+ p,

~q,=C (87 +45")+2C, (57 -28)+ p,

q.-q,=C (8" A" —40")+2C, (57 -1 —25+22)

Stad dla zadanego ¢,, wyznaczamy ¢,

7. =q,+C (87 A" +45" =41 7")+2C, (87 - A7 - 28+ 2))

Po==q.—C, (A" +407)=2C, (A7 —24) = —¢, - G, (57 +457")-2C, (57 - 25)
Wymiary a, b, ay, by wynikajace z niescisliwosci materiatu:

a-b"=a,-b

Zatozmy, ze w przypadku 3 wystegpuje: g. > ¢, (rys. 7).
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Rys. 7. Przekroj sfery grubo$ciennej
obciazonej ci$nieniem wewngtrznym i zewngtrznym, ¢, > ¢,

Wtedy otrzymujemy:

2

4 2
6, =C (%Jr%—t‘r“ —48'1j+c2 (22——4?—2&‘2 +46J—qw

2 4 4

Zatozmy, ze w przypadku 4 wystegpuje: g, > g. (rys. 8).
Wtedy otrzymujemy

4 2
6, =C, (%+%—}ﬁ‘ —4N1j+c2 (2%—4?—2}# +4Aj—qz

2 4 4
R e ) et

0, =q.-C (8" =A™ +45"-417")-2C, (87 -1 -25+2))
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Rys. 8. Przekroj sfery grubosciennej
obciagzonej ci$nieniem wewngtrznym i zewngtrznym, ¢, > g,

3. Podsumowanie

Powyzej przedstawiono rozwiazanie zamknigte pozwalajace na okreslenie sktadowych
stanu naprgzenia i przemieszczenia dla kulistych zbiornikow naziemnych i podziemnych.
Problem rozwigzano w oparciu o rownania nieliniowej teorii spr¢zystosci dla czterech przy-
padkoéw obciazenia. Zaprezentowane rozwigzania moga znalez¢ zastosowania we wstep-
nych stadiach projektowania naziemnych i podziemnych kulistych zbiornikéw magazyno-
wych.
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