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Funkcja Wignera wywodzi si¢ z badan nad mechanikg kwantowg i zostala po raz
pierwszy zaproponowana przez E. Wignera w 1932 roku. W 1948 J. Ville znalazt dla niej
nowe zastosowanie 1 wprowadzit ja do innej dziedziny fizyki- analizy sygnatow. Celem
niniejszej pracy jest zastosowanie funkcji Wignera w mechanice klasycznej poprzez analize
kilku prostych uktadoéw-czastki swobodnej i réznych ukladow drgajacych.
W rozdziale 1. zdefiniowano funkcj¢ Wignera i opisano podstawowe jej wilasciwosci,
a w rozdziale 2. wyprowadzono réwnania ruchu dla badanych uktadéw, by nast¢pnie na tej
podstawie obliczy¢ analitycznie 1 numerycznie wartos¢ funkcji Wignera dla kazdego z nich.
W rozdziale 3. zbadano funkcje krzyzowa Wignera dla kilku wybranych par sygnalow

1 wspomniano o jej zastosowaniu.



1. Funkcja Wignera-podstawy matematyczne i fizyczne

1.1 Analiza sygnalu w domenie czasowo-czestotliwosciowej

Na potrzeby niniejszej pracy przyjeto, ze sygnatem nazywamy zmienno$¢ dowolnej
wielkos$ci wzgledem innej, najczgsciej czasu. Jako przyczyne zmienno$ci mozemy wskazad
zaburzenie, ktore wytrgca system generujacy sygnal ze stanu réwnowagi stabilne;.
W mechanice klasycznej odpowiednikiem zaburzenia jest sita, a jej konsekwencja jest ruch,

ktory jest zmiang potozenia w czasie. Dzigki transformacji Fouriera:

+ oo

X(f) = j x(t) e 2 e, .1

—00

z sygnalu wielkosci zmiennej w czasie x(t) uzyskuje si¢ jego widmo
czestotliwosciowe X (f), tj. wszystkie czestotliwosci sktadowe sygnatu. Jednak
czestotliwosci te nie sg umiejscowione w czasie, co bardzo utrudnia analize sygnalow,
ktorych czestotliwo$¢ zmienia si¢ w czasie- a wiele rzeczywistych sygnatow, zwlaszcza
biologicznych, ma taki charakter. Stad pojawily si¢ rézne rozwigzania, pozwalajace
na jednoczesne zobrazowanie zmiany sygnatu od czasu i od czgstotliwosci. Wspolnie
nazywa si¢ je metodami analizy w domenie czasowo-czgstotliwosciowej. Warto podkreslic,
ze zarowno sygnat x(t), jak i jego transformate X (f) mozna przedstawi¢ na ptaszczyznie
dwuwymiarowej, podczas gdy analiza w domenie czasowo-czestotliwo§ciowe] wymaga
trzeciego wymiaru. Przyktadowa powszechnie stosowang metodg jest STFT (ang. Short-
Time Fourier Transform), ktora polega na podziale sygnatu na krotkie okna czasowe
1 przeprowadzeniu w nich transformacji Fouriera, w celu uzyskania czestotliwo$ci
wystepujacych w danym oknie czasowym [4]. Im wigksze jest wybrane okno,
tym doktadniejsze rozdzielenie czgstotliwosci przez transformate, ale jednoczesnie
tym mniejsza rozdzielczos¢ czasowa. Jedng z alternatywnych metod otrzymywania obrazu
w domenie czasowo-czgstotliwosciowej jest funkcja Wignera, ktorej przewaga nad STFT
jest mozliwo$¢ uzyskania lepszej rozdzielczosci jednoczesnie w czasie i czestotliwosci.
Maksymalna mozliwa do uzyskania rozdzielczo$¢ zalezy tylko od jako$ci zebranego
sygnatu: czestotliwosci probkowania f; (im wigksza, tym lepsza rozdzielczo$¢ czasowa)

1 dtugosci sygnatu (im dluzszy sygnal, tym lepsza rozdzielczo$¢ czestotliwosciowa).



1.2 Funkcja Wignera-definicja

Dla potrzeb analizy sygnalow funkcje Wignera definiuje si¢ w nastepujacy sposob:
+00
W, (t, w) L f <t + T) * <t T) —lTgr (1.2)
w)=— | x —|x*(t—=]e , .
x vam . 2 2

gdzie funkcja podcatkowa moze by¢ interpretowana jako funkcja autokorelacji

CT) = x <t + g) % <t - g) (1.3)

a cale wyrazenie (1.2) jako transformacja Fouriera z funkcji autokorelacji.
Podana definicja odnosi si¢ do pojecia czgstosci kotowej w. W literaturze najczeséciej mozna

spotka¢ inng definicje [1], mianowicie:

+ o0

W,(t, f) = f x (t + g) x* (t - g) e~ 2mfTqr, (1.4)

— 00

gdzie f jest czgstotliwoscia f = w /2.

1.3 Wybrane wlasnosci funkcji Wignera
Wada funkcji Wignera jest jej nieliniowos¢, co powoduje powstawanie artefaktow
[1]. Z kolei jej zaleta jest mozliwo$¢ powigzania jej z wieloma fizycznymi parametrami
opisujacymi sygnal. Ponizej przedstawiono wybor najwazniejszych z punktu widzenia tej
pracy witasnosci [1],[2].
1. Funkcja Wignera przyjmuje wartosci rzeczywiste.
2. Rozktady graniczne funkcji Wignera sg dobrze okreslone, tzn.
a) catkowanie po czasie wyznacza gestos¢ spektralng mocy sygnatu,
czyli jego calkowita moc przypadajaca na dane pasmo czestosci
(moc sygnatu w analizie sygnatéw definiuje si¢ jako kwadrat wartosci

sygnahu |x(t)|? lub |X (w)|?)

+00
f W, (t, @) dt = |X(w)|?, (1.5)



gdzie X (w) jest transformata Fouriera sygnatu x(t) w dziedzinie czestos$ci,

b) catkowanie po czesto$ci wyznacza chwilowa moc sygnahu |x(t)]?

f W, (t, w) dw = |x(t)|% 1.6)

3. Funkcja Wignera zachowuje catkowita moc sygnatu

jfowx(t, w) dt dw = To |X(w)|*dw = ]w|x(t)|2dt. (1.7)

4. Funkcja Wignera znika wraz z sygnalem

a) w domenie czasowej

x(t) =0dla|t| >T=W,(t,w) =0dla|t| >T, (1.8)

b) w domenie cze¢stosciowe]

X(w)=0dla|w| > Q= W,(t,w) =0dla |w| > Q. (1.9)

5. Funkcja Wignera jest odwracalna

x(t) x*(0) = \/%_n To W, (%, w) el®tdey. (1.10)

6. Znaczenie fizyczne ma pierwszy moment dla sygnatu analitycznego x, (t):

xq(t) = x(t) + iH[x(D)], (1.11)

gdzie H[x(t)] jest transformatg Hilberta sygnatu x(t), okre$long wzorem
17
X
Hix©l =+ |

T

— 00

@© dr.
t—1

(1.12)

Mianowicie



a) pierwszy moment w dziedzinie czgstoSci wyznacza czg¢sto$¢

chwilowa w(t)
+o0
oW, (t,w)dw
w(t) = f“’.‘;w xa(t, ) , (1.13)
J_o Wy (t, w)dw

b) pierwszy moment w dziedzinie czasu wyznacza opdznienie

grupowe t(w)
+o0
t W, (t,w)dt
(o Lot Wit 02
J_o W, (t, w)dt

(1.14)

1.4 Funkcje stowarzyszone z funkcja Wignera

W literaturze mozna znalez¢ r6zne modyfikacje funkcji Wignera. Czg¢sto pojawia
si¢ funkcja Wignera-Villa, ktora jest funkcja Wignera dla sygnatu analitycznego (1.11) [5].
Jest ona czesto przywotywana z racji wystepowania dodatkowych uzytecznych wiasnosci,
takich jak ta opisana w punkcie 6, oraz brak tzw. zjawiska aliasingu, czyli interferencji
mi¢dzy sktadowymi czgstosciami. Inng modyfikacja jest dyskretna funkcja Wignera, ktorej
sformutowanie bylo niezbe¢dne, aby poddawaé jej dziataniu sygnaly dyskretne, a taki
charakter majg wszystkie sygnaty cyfrowe. Najprostsza forme dyskretnej funkcji Wignera

zaproponowali Claasen 1 Mecklenbrauke [5]:

n
WMt =—.1)
S
N
2 i
=— Z x(n+m)x*(n (1.15)
o4
m=—7+1
gdzie: f; jest czgstotliwoscig probkowania sygnatu x(t), a N-dhugoscia sygnatu
dyskretnego x(n) i N jest parzyste (N mod 2 = 0).
Analogicznie dla domeny czgstosci kotowej mozna wprowadzi¢
n 2 11 ;
WM (E ,w) = 7= 2 v, X+ m)xt(n—m) etw@m/fs) (1.16)

m=——
2



Takie sformulowanie jest intuicyjne (forma przypomina definicj¢ ciaglej funkcji
Wignera), cho¢ ma pewne wady: bierze pod uwagg tylko korelacje migdzy parzystymi
1 migdzy nieparzystymi wyrazami ciggu x(n) oraz jest zdefiniowana tylko dla parzystych
dtugosci sygnatu. Mimo tych wad ta formuta zostata uzyta w obliczeniach w dalszej czgsci
pracy ze wzgledu na mozliwo$¢ zastosowania w niej sygnalu rzeczywistego
(a nie zespolonego) oraz ze wzglgdu na ztozono$¢ obliczeniowa. Dyskretna funkcja Wignera
W tej postaci spelnia nastepujace wlasciwosci:

1. Przyjmuje warto$ci rzeczywiste (tak jak ciggta funkcja Wignera).

2. Jest okresowa w dziedzinie czestosci

wem (% , ) — wem (is o+ nfs). (1.17)

Okresowo$¢ dyskretnej funkcji Wignera wyznacza uzyteczny zakres czestosci
kotowej jako w € (—%nfs,%nfs) .
3. Jest symetryczna wzgledem sprzezenia

n n

WM (E ,a)) = WM <E ,—w). (1.18)

W szczegolnosci dla sygnatu o warto$ciach rzeczywistych Vt: x(t) € R
n

AL (E ,a)) = WM (% ,—w). (1.19)

1.5 Krzyzowa funkcja Wignera (cross-Wigner function)
Jesli w funkcji Wignera funkcje autokorelacji C =x(t+T/2)x*(t —T/2)
zastagpimy analogicznym cztonem korelacji miedzy dwoma funkcjami x(t)1i y(t),

otrzymamy krzyzowa funkcje Wignera
+00
Wy, (t, w) . j (t + T) * (t T) —lTqgr (1.20)
,W) = — x - ——]e . .
X,y m ] 2 y 2
Funkcja ta posiada inne wlasciwosci niz funkcja Wignera:

1. Przyjmuje wartosci zespolone.

2. Posiada wlasnos$¢ symetrii



Wy (t, w) = W, " (t, w). (1.21)

Analogicznie jak w przypadku funkcji Wignera mozna wprowadzi¢ te same modyfikacje,
co opisane w poprzednim punkcie, w szczegdlnosci wersje dyskretng. Dyskretna postaé
krzyzowej funkcji Wignera ma te same wilasciwosci co jej cigglta wersja oraz wtasciwos¢

periodycznosci jak dyskretna wersja funkcji Wignera.

1.6 Implementacja dyskretnej funkcji Wignera
Aby usprawni¢ obliczenia, uproszczono dyskretng funkcj¢ Wignera do ponizszej
postaci, korzystajgc z zalezno$ci x(t) = x*(t), ktéra jest prawdziwa dla sygnalow

rzeczywistych (a z zatozenia takie bedziemy badac), stad:

-1

n 2 .
WM (— ,a)) z x(n+m)x(n—m)et @M/ 1.22)

fs B V21 fs -
m=—7+1
) -1
= x(n + m)x(n —m) e~ 0@m/f5)
V21 fs ZN
m=—7+1
N
2 =
+ — Z x(n + m)x(n —m) e~ @@m/fs)
an:g m=1
-
+ — Z x(n+m)x(n—m)et @m/fs)
an:g m=0
N
-1
= Z x(n — m)x(n + m) el w@m/fs)
Vanfs o=
N
2 i, 2
+ z x(n+m)x(n—m)e =t G —x2(n)
V2 f V21 fs

m=1



N
-1

Z (x(n — m)x(n + m)e'“Em/f) + x(n — m)x(n + m)e 1 w@m/f))
m=1

2
 V2nf,

_|_

x*(n)

2
V27f,
N

-1

z (x(n +m)x(n — m)(ew@m/f) + e"i“’(zm/fs))) +

m=1

N
-1

Z [x(n + m)x(n — m)cos(2mw/f;)] + %xz n) |-

m=1

2
~ \2nf,

2
V21,

x?(n)

4
 2nf,

W ten sposob z sumowania N ilorazéw uprosciliSmy obliczenia do sumowania
N/2-1 ilorazéw, a takze zastgpiliSmy liczbe zespolong liczba rzeczywista, oszczedzajac
pamig¢ operacyjng i przede wszystkim usuwajac jedno ze zrodel niedoktadnosci obliczen
numerycznych. W teorii wszystkie urojone wyrazy sumujg si¢ ostatecznie do O,
ale ze wzgledu na stosowane w informatyce przyblizenia mogloby do tego nie dojs¢ podczas
obliczen komputerowych.

Do obliczenia dyskretnej krzyzowej funkcji Wignera dla dwdch sygnatéw x(t) 1 y(t)

o tej samej dlugosci N 1 czestoSci probkowania f; uzyto wzoru w postaci:

vacjly <% | w> (1.23)
L
) \/zz_nfs nZl [X(n tmly(n - m)e_iw(%n) +x(n —m)y(n + m)eiw(zj‘_T)]
+x(n)y(n)

Obydwa wzory zaimplementowano w programie MATLAB z uzyciem 3 petli.
Najbardziej wewngtrzna obliczata W(t , w) wedlug podanych powyzej wzordéw, a dwie petle
wewngtrzne zmieniaty warto$¢ t 1 w tak, aby uzyska¢ rozklad W(t, w) w calej dostgpne;j

dziedzinie. Kod dla przyktadowego uktadu jest dostepny do wgladu w zataczniku.



1.7 Rownania Hamiltona
Do opisu ruchu, oprocz bazujacych na pojeciu potozenia i sity rownan Newtona,
mozna uzy¢ rownan Hamiltona, opartych na pojeciach pgdu i polozenia. Ogdlna postac

réwnan Hamiltona dla pary pegd p, polozenie x jest wyrazona przez uktad rownan

( P 0H (x,p)
dp
1 2.1)
0H(x,p)
=——

gdzie H(x, p) oznacza funkcj¢ Hamiltona [3].
Dla jednowymiarowego uktadu, opisujagcego ruch czastki w polu potencjalnym
funkcja Hamiltona ma postac:
2

H(x,p) = Ep + U(x) = ;’—m + U, 2.2)

gdzie E; 1 U(x) oznaczaja odpowiednio energi¢ kinetyczna i potencjalng.
Warto zauwazy¢, ze w tym wypadku pierwsze pochodne po czasie x, p oznaczaja
odpowiednio predkosc¢ i site. W dalszych obliczeniach bedziemy zawsze przyjmowac statg

mase m.



2. Funkcja Wignera dla ukladow mechanicznych

2.1 Czastka swobodna

2.1.1 Réwnania ruchu czastki swobodnej

Dla czgstki swobodnej energia potencjalna U(x) jest stata, stad

pZ
H(x,p) :ﬁ-l_ U. (2'3)

Zatem po podstawieniu H (x, p)do uktadu rownan Hamiltona otrzymujemy:

( p?
._a<m+U) P
B dp m
{ 2.4)
2
b
- a(2m+u)_0
P="" 5 v

Aby otrzymac explicite rownanie ruchu, wystarczy przeksztalci¢ i scatkowac¢ obustronnie

rownanie
dx
TP Sax=Las @.5)
dt m m
W rezultacie otrzymujemy
x(t) = xo + Bt, (2.6)
m

co odpowiada ruchowi jednostajnemu prostoliniowemu (dla p # 0) lub pozostawaniu w
spoczynku (dla p = 0).

Dla uzyskanego rownania, przyjmujgc warunek poczatkowy x, = 0 i jednostkowa
mase m = 1 uzyskano w programic MATLAB wykresy x(t), p(t) oraz portret fazowy
dla kilku ustalonych H (x, p)-patrz rys 11 2.
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Rys. 1 Przyktadowa zaleznosc¢ potozenia x(t) i pedu p(t) od czasu dla czastki swobodnej. Kolory: czerwony,
pomaranczowy, fioletowy i zielony oznaczaja kolejne wartosci H: 1, 2, 3, 4 [J]
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Rys. 2 Przyktadowe portrety fazowe dla czastki swobodnej. Kolory: fiolet, niebieski, pomaranczowy i zotty
oznaczaja kolejne wartosci H: 1, 2, 3, 4 [J]



2.1.2 Funkcja Wignera dla czastki swobodnej
Nastepnie wyznaczono analitycznie funkcje Wignera dla otrzymanej zalezno$ci

x(t), wychodzac z definicji 1.2:

—t+£T) (xo +%t

Wcs(t:w)—\/—] >

Q2.7

— ﬂ —iwT
— T) e~iTgT

+00
1 2 )
= — f (XO + %t) e"“" dT — T f e_ledT

— 00

+ o0

=J%(xo+%t)2 ] eotar ——— () [ reterar

— 00 — 00

2

+oo

(x0+%t)2f ‘“"TdT+\/—_ L f( iT)2e~t dT.

NS
=)

— 00

Zauwazmy, 7€

0% _. d , .
307 e~ lwT — g(_iT)e—LwT — (_iT)Ze—la)T’ (2.8)

co mozemy podstawi¢ w ostatnim wyrazeniu roOwnania 2.7, stad

Wcs(t,w)—\/—_( Bt) fe‘indT
2.9)

+ o0 + oo

:J%(xﬁ%t)z [ —wdﬂ%(%)zj_; [ eiorar.

— 00 —00

Postugujac sie definicjg delty Diraca §(w)

§(w) = el @TdrT, (2.10)

)



mozemy przeksztalci¢ otrzymane wyrazenie na W (t, w) do ponizszej postaci

Wes(t, ) = (%o + %t)z §(—w) + (%)2 85" (—w) @.11)

Korzystajac z dwoch wasnosci delty Diraca:

a) Parzystos¢

6(—w) =5 (w), (2.12)

b) Wiasciwos¢ pochodne;j

wd'(w) = -6 (w), (2.13)

Mozemy wyznaczy¢ 6''(—w) rdzniczkujgc obustronnie rownanie 2.13
ws"(w)+1-8"(w) =-8(w)
wdé" (w) = —26"(w)

(2.14)

Podstawiajac wyrazenie 2.14 do 2.11, funkcje Wignera dla czastki swobodne;j

ostatecznie przyjmuje postac

p
2m-w

Wes(t, @) = (x0 + %t)2 S(w) + 2 ( )2 §(w). (2.15)

Wyrazenie to odpowiada pojawieniu si¢ wykresie linii dla w = 0 (brak oscylacji) w calej
dziedzinie czasu. Poza tg linig funkcja Wignera przyjmuje wartosc 0.

Nastepnie obliczono w programiec MATLAB dyskretng funkcje Wignera
dla danych wejsciowych: xo =0, m=1 1 H =4. Czgstos¢ probkowania sygnatu
wejsciowego wynosita f; = 100 Hz a jego dlugos¢ N = 1000 (te wartoSci parametrow
uzywane s3 w calym rozdziale, jesli nie zaznaczono inaczej). Wartos¢ funkcji Wignera

zaznaczono kolorem, a skale barw dobrano tak, aby 0 znajdowalo si¢ posrodku skali.
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Rys. 3 Wykres funkcji Wignera dla czastki swobodne;j

W przypadku dyskretnej transformaty uzyskano obraz zgodny z wynikiem
analitycznym- sygnat jednostkowy zlokalizowany w w = 0. Z powodu niedoktadnos$ci
wynikajacej z dyskretyzacji funkcja Wignera przyjmuje wartosci rézne od 0 poza tym
obszarem. Dla poczatkowych i koncowych t obraz jest zaklocony przez mata liczbe

sktadnikéw sumy (odpowiednio n dla n<N/2 i N-n dla n>N/2).

2.2 Oscylator harmoniczny prosty

2.2.1 Réwnanie ruchu oscylatora harmonicznego
Dla oscylatora harmonicznego energia potencjalna wynosi U(x) = kx?/2, gdzie
k to wspolczynnik sprezystosci, zwigzany z masag m i czgstoscig drgan wlasnych

Q zalezno$cia:

2=k (2.16)
m

Stad i1 z definicji 2.2



kx? p? mO%x?
RAGE 2.17
=t (2.17)

2
p
H(x,p) =5

zatem rownania Hamiltona przyjmuja postac:

( p? | mQ%x?
o0 (m 3 ) p
X = =
dp m
) (2.18)
2 2.2
P mQ“x
'——a(2m+ 2 >——mﬂzx
P = dx N '

Rézniczkujac po czasie pierwsze rownanie otrzymujemy uktad:
( MY
mP

(2.19)

2m 2

p (p_z_l_mﬂzxz)
p== ox

= —mQ?x.

Podstawiajac w pierwszym réwnaniu wartos¢ p z drugiego rdwnania, otrzymujemy jedno

rébwnanie zawierajace t¢ samg informacj¢ co powyzszy uklad rownan:

¥=—p=-0%. (2.20)
m

Roéwnanie charakterystyczne tego rGwnania ma postac:

22 = (i)?, 2.21)

zatem ma ono dwa zespolone sprz¢zone pierwiastki A, = i) i 4, = —i(), stad rozwigzanie
og6lne ma postac:
x(t) = C,e" ™ + C e~
= (C; + C,) cos(Qt) + (iC; — iCy) sin(Qt) (2.22)
= Asin(Qt) + B cos(Qt)

Aby uprosci¢ wyrazenie, przyjmijmy warunki poczatkowe tozsame z przejsciem

ciata przez potozenie rownowagi (tzn. x = 0)



x(0) = Asin(Q-0)+ Bcos(Q-0)=0

p(0) = QmA cos(Q-0) — QmB sin(Q2 - 0) = p,.

B=0 (2.23)
g Po
am’
zatem dla wybranych warunkéw poczatkowych:
x(©) = £ sin(ae) 2.24)
Qm

Dla uzyskanego réwnania 2.24, przyjmujac jednostkowa mas¢ m = 1 uzyskano
w programie MATLAB wykresy x(t), p(t) oraz portret fazowy dla ustalonej wartosci

energii, przy réznych czestosciach () i odpowiadajgcych im amplitudach drgan.

100

50
E. of
E

=50 |

-100
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Rys. 4 Przyktadowa zaleznos¢ potozenia x(t) i pedu p(t) od czasu dla oscylatora harmonicznego prostego.
Kazdy zilustrowany ruch odbywa si¢ przy tej samej energii, ale z r6zna czgstoscia drgan.
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Rys. 5 Przyktadowy portret fazowy dla dla oscylatora harmonicznego prostego. Kazdy zilustrowany ruch
odbywa si¢ przy tej samej energii, ale z r6zng czestoscig drgan.

2.2.2 Funkcja Wignera oscylatora harmonicznego prostego

Dla x(t) = g—; sin(Qt) funkcja Wignera przyjmuje warto$¢:

+00
1 bo . T Po . ( T)) —iwT
= | (== ) (=2 — Q= 2.2
W, (t, w) Nz j (Qm sin (Qt +Q 2)) (Qm sin| Qt — Q 5))e dT  (2.25)
1 2 ' T T
—_ & : _ : e —iwT
_\/ﬁ(ﬂm) _[o (51n<ﬂt+92>>(sm(ﬂt 92))e dT

Korzystajac z whasciwosci funkcji trygonometrycznych:

eia _ e—ia
sin(a) = ———— (2.26)
el 4 i (2.27)
cos(a) = —

otrzymujemy po podstawieniu postaé



W, (t, w)

+to garriol  —iae-iol il —iac+iol (2.28)
:L(&)z j ¢ z2—e ze z—e ze—indT
N 20 20
+00
_ 1 (ﬂ)z f (eim+m§+im—m§_eim+in§—im+m§
—4N2m N/
_ pri0t-ingHee-iog | e—iﬂt—iﬂg—iﬂtﬂﬂg) =0T gT
1 ( f (elzﬂt + e—lzﬂt) e—ledT
_2\/ Om
iOT—i
daTr
(22 f (er=i )
—iQT—iwT dT
(e f (emiar-ior)
1 Po \? .
—ZVZn(Qm) cos(241t) ,[ ¢ 421 Qm f( )

4\/_ Qm f ( —l(ﬂ+w)T) dT

Ponownie korzystajac z delty Diraca (2.10) uzyskujemy koncowg postac:

We(t, ) = 0 )2 cos(ZQt)] 5(w) (2.29)

+ (z?z(;n)z S5(w+ Q) + (z?z(;n)z §5(w — Q)

Na wykresie powinny si¢ zatem pojawi¢ si¢ dwie linie odpowiadajace czgstosci

oscylacji Q i jej odpowiednika w dziedzinie ujemnych czestosci (— (). Pomigdzy nimi,

dlaw = @ = 0, znajduje si¢ dodatkowa linia, bedgca wynikiem aliasingu.

W programie MATLAB obliczono i1 przedstawiono na wykresie dyskretng
transformate dla Q = 25 rad/s:
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Rys. 6 Wykres funkcji Wignera dla oscylatora harmonicznego prostego
Na wykresie pojawiaja si¢ wyznaczone teoretycznie linie dla w = £Q 1 w = 0, oraz

wynikajace z okresowosci dyskretnej funkcji Wignera linie dla w = +314 + Q.

2.3 Oscylator harmoniczny stabo ttumiony

2.3.1 Réownanie ruchu oscylatora harmonicznego stabo ttumionego

W ruchu oscylatora harmonicznego thumionego dochodzi do utraty energii, zatem
zamiast rownan Hamiltona zastosujemy rownanie Newtona. Na oscylator harmoniczny
dzialajg dwie sily: sita sprezystoéci proporcjonalna do x2 i sita oporu, proporcjonalna do

predkosci x, zatem zgodnie z I zasadg mechaniki Newtona
mx = —kx — I'x. (2.30)

Dzielac stronami przez mase m i przyjmujac oznaczenia k/m = Q% orazI'/m = 2y

otrzymujemy postac
¥+ 2yx + Q%x = 0. (2.31)

Roéwnanie charakterystyczne tego rownania ma postac



R2+yl+02=0, (2.32)

a wyrdznik tego rownania wynosi A = 4y? — 402, Najciekawszy z punktu widzenia analizy
w domenie czasowo-czestotliwosciowej jest przypadek, gdy drgania nie sg silnie ttumione,
czyli y <Q. Wowczas Ay = —y + ivV—A/2, a rownanie ruchu (przy zastosowaniu
oznaczenia V—A/2 = \/m = w,) przyjmuje postac:
x(t) = Cre Yte!®ot + e Ve~ iwot (2.33)
= (C; + Cy)e "t cos(wyt)
+ i(C; — C,) sin(wyt)

= Be "t cos(wyt) + A e Vsin(wot).

Wyrazenie to jest podobne do wyrazenia opisujagcego ruch oscylatora
harmonicznego prostego, z tym ze dodatkowo zawiera czynnik wygaszajacy e "¥¢, a czesto$é
drgan w, jest mniejsza od czestosci drgan wlasnych Q. Zadajac jako warunki poczatkowe

wychylenie x(t = 0) = 01 p(t = 0) = p,, wyrazenie ulega uproszczeniu do postaci:

x(t) = 2% eVisin(wot). 2.34)
wom

Na rysunkach 7 i 8 przedstawiono przyktadowe zaleznosci x(t),p(t) i portret
fazowy. Ze wzgledu na czytelnos¢ wykreséw przedstawiono tylko jeden przyktad,

dla Q = 50y = 25 [rad/s].
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Rys. 7 Przyktadowa zalezno$¢ potozenia x(t) i pedu p(t) od czasu dla oscylatora thumionego

(stabe ttumienie)
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Rys. 8 Przyktadowy portret fazowy dla oscylatora thtumionego (stabe ttumienie)



2.3.2 Funkcja Wignera oscylatora harmonicznego stabo tltumionego
Dla oscylatora harmonicznego stabo tlumionego funkcja Wignera przyjmuje
postac:

(2.35)

W, (t,w) = =2 I(;;”::n)z e‘zthOS(Zwot)l §(w)

+ ( pmax

2 2
— pmax ) -
2yt 2yt
20, )e 6(w+wo)+( e "5 (w

2wom

— wo)

Uzyskany wynik jest analogiczny jak dla oscylatora harmonicznego prostego,
ze zmniejszong odpowiednio czestoscig i czynnikiem wygaszajacym e~ 2V¢,
Dla funkcji x(t) zobrazowanej w podrozdziale 2.3., na rys. 7 i 8, obliczono

1 przedstawiono na wykresie dyskretng funkcje Wignera (rys.9)

b 1-IZI'3
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Rys. 9 Wykres funkcji Wignera dla oscylatora harmonicznego ttumionego (stabe ttumienie)

Podobnie jak dla oscylatora harmonicznego prostego pojawiaja si¢ dwie linie,
odpowiadajace czgstosciom w, 1 -w, oraz wynikajaca z aliasingu linia pomig¢dzy nimi,
dla w = 0. Zgodnie z wynikiem teoretycznym, linie stopniowo zanikaja z czasem, co jest

efektem wygaszania.



2.4 Oscylator harmoniczny ttumiony krytycznie

2.4.1 Rownanie ruchu dla oscylatora harmonicznego ttumionego krytycznie
Thumienie krytyczne zachodzi, gdy w réwnaniu 2.31 y = (). Wowczas

A = —y, arozwigzanie rGwnania ma postac:

x(t) = Ate’* + Bet, (2.36)

Przyjmujgc warunki poczatkowe x(t = 0) = 01 p(t = 0) = p,, uzyskujemy

x(t) = Po te vt 2.37)
m

Dla y = 0.5 otzrymano nast¢pujgce wykresy zaleznos$ci x(t), p(t) i portret fazowy:
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Rys. 10 Przyktadowa zalezno$¢ potozenia x(t) i pedu p(t) od czasu

dla oscylatora tlumionego krytycznie
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Rys. 11 Przyktadowy portret fazowy dla oscylatora ttumionego krytycznie.

2.4.2 Funkcja Wignera dla oscylatora harmonicznego ttumionego krytycznie

Dla (2.37) uzyskujemy funkcje Wignera w postaci

W, (t,w) = e”2¢ [(%)2 tz] S(w) +e2rt E (%)2 %] §(w) (2.38)

W wyrazeniu wystepuja jedynie linie dla w =0, co odpowiada brakowi oscylacji.
Linie s3 wygaszane przez malejace ekspotencjalnie czynniki e 2%,
Dyskretna funkcja Wignera dla y = 0.5 przedstawia si¢ jak na Rys.12. Zgodnie

z wynikiem teoretycznym, wystepuje tylko linia dla w = 0, zanikajaca z czasem.
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Rys. 12 Wykres funkcji Wignera dla oscylatora harmonicznego thtumionego krytycznie

2.5. Oscylator harmoniczny silnie thumiony
2.5.1 Réwnanie ruchu oscylatora harmonicznego silnie ttumionego

Jesli w rownaniu 2.31 y >, czyli wspdtczynnik tlumienia goruje nad
wspolczynnikiem oscylacji, mamy do czynienia z ruchem silnie thumionym

x(t) = Aett + Be-t, (2.39)

gdzie A, = —y £VA/2 == —y £ Q,.
Dla warunkow poczatkowych x(0) = 0 i p(0) = p, otrzymujemy:

0=Ae’+Be’=>B=-4

Po (2.40)

Do = MA(=y + Qy)e® + mB(—y — Qy)e® = mA2Q, > A = i

Ruch ten jest ztozeniem dwoch wyrazow malejacych eksponencjalnie i w dziedzinie



rzeczywistej nie wystepuja w nim oscylacje. Alternatywnie mozna przedstawi¢ wzor

postugujac sie pojeciem funkcji hiperbolicznych, ktore definiuje si¢ nastepujaco:

h(w) e? +e™% inh() e® —e™®
cosh(w) =————; sinh(w) = ———
2 2 (2.41)
Stosujac te wzory, uzyskujemy:
Po _ Po _,; _
x(t) = ——e Vet — ——— 7 Vte~Nt
2ml), 2m), (2.42)

Po _,¢ (et — g™t _ _Po
m, 2 mQ,

e Vtsinh(Qt)

W tej postaci rownanie przypomina réwnanie ruchu uzyskane dla oscylatora stabo
thumionego, z ta r6znicg, ze zamiast okresowego w dziedzinie rzeczywistej sinusa wystepuje
okresowy wzdluz osi urojonej sinus hiperboliczny. Przyktadowe wykresy zaleznosci

x(t), p(t) iportret fazowy dla zadanych warunkéw przedstawiono na Rys.13-14
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Rys. 13 Przyktadowa zalezno$¢ potozenia x(t) i pedu p(t) od czasu dla oscylatora ttumionego

(silne ttumienie). Kolory odpowiadajg réznym czgstosciom drgan wlasnych.
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Rys. 14 Przyktadowy portret fazowy dla oscylatora ttumionego (silne ttumienie).
Kolory odpowiadaja r6znym czgstosciom drgan wlasnych.

2.5.2 Funkcja Wignera dla oscylatora harmonicznego silnie thumionego

Sinus hiperboliczny mozna przedstawi¢ za pomocg szeregu Taylora:

o (Qot)2n+1

inh(Qyt) = —_— 2.43
sinh(Qot) 2n+1)! (243)
n=0
Podstawiajac do definicji funkcji Wignera (1.2) funkcje x(t) otrzymamy
. o 1 2n+1
. + " o QO2n+1 (t + 7T)
W, = — j ——e Ve 2 Z (2.44)
V2m midg . (2n+1)!
—o0 n=
1 2n+1
+00 2n+1 _=
x Po e_yte%yT Z QO (t 2 T) e—indT
mQ, 2n+1)!

n=0



1 2n+1 1 2n+1

+0oo [o')
1 ( Po )2 =2yt f < (Qot + EQOT) . (Qot B ?QOT) —indT
= — e e
21T m.QO o £=0 ((27’1 + 1)')
1 2\ 2n+1
1 Dy \2 +00 /+oo ((Qot)z - (?‘QOT ) '
=_< ) ~2yt f e~ lTqT
21 \mQ, J\& (2n+ 1))
+ [ +o0o n k(2n+1 2(2n+1-k) 1 2l
S ( % )2 o2t j Z SRR (EQOT) e~lTdT
=— 2
2m \milo o \ n=0k=1 ((2n+ 1))
[ee} — 1 +0o
1 Po \* —2yt SAN (znk+1)(Q°t)2(2n+1 o (EQO) k (2K, —iwT
_ _<mQ ) z _ (—=1)k(T)2ket0TqT,
V2 0 oy S (Gn+1)) “w

W tym momencie warto zauwazy¢, ze dla meN

m . .
aw_me—le — _l-T)me—le
T™e™**T dlam mod 4 = 0 (2.45)
—iTme T dlammod 4 = 1
—Tme T dlammod 4 =2
iTme~ T dlammod 4 = 3

Zatem dla parzystych wartosci k = 21 zachodzi

2k
(_1)k(T)2ke—in — (_1)21(T)4le—in — ai)Zk e—in' (2.46)
a dla nieparzystych k = 21 + 1
2k 2.47
(_1)k(T)2ke—in — (_1)21+1(T)4l+ze—in — d e—in ( )
dw?2k )

Dzigki temu wyrazy szeregu mozna przedstawic¢ jako



+0oo +oo
L[ coprmyretorar = 2 [ 2 gmwr gy @.48)
2m ) V21 J w2k
+oo
9%k 1 p 2k
= aka _m e l(lJTdT = aka 6(0))
Poniewaz za (2.12)
" n!

ostatecznie funkcj¢ Wignera dla oscylatora harmonicznego silnie ttumionego mozna

przedstawic¢ jako sume delt Diraca § (w):

2 to n (2n+1 £)2@n+1-k) 1 2k
(_po ) e—ZytzZQ 22n+1) ~_k )® 2) (2k)!
= 0

— — ((Zn + 1)!)2 w2k 6(60). (2.50)

x
n=0k=1

Dyskretna funkcja Wignera zostata przedstawiona na Rys.15
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Rys. 15 Wykres funkcji Wignera dla oscylatora harmonicznego ttumionego (silne ttumienie)



Zgodnie z wynikiem teoretycznym, widoczna jest tylko jedna linia dla w = 0, wygaszana z

czasem przez czynnik e ~2Vt,

2.6 Z1ozenie drgan harmonicznych prostych

2.6.1 Réwnanie ruchu dla zlozenia drgan harmonicznych prostych

Kolejnym wartym rozpatrzenia uktadem jest uktad w ktérym punkt wykonuje dwa
niezalezne ruchy oscylacyjne, czy innymi stowy oscyluje wokot punktu rownowagi, ktory
sam oscyluje wzgledem punktu odniesienia. Poniewaz badanie funkcji Wignera dla zlozenia
drgan prostopadlych wymagaloby wprowadzenia kolejnego wymiaru przestrzennego,
rozpatrzymy tylko drgania rownolegte, tj. kiedy kierunek oscylacji punktu jest rownolegly
wzgledem kierunku oscylacji punktu rownowagi. Przyktadem takie ruchu moze by¢ rzut
na prostg toru ruchu punktu na (idealnie kulistej) planecie, ktéra obraca si¢ wokot wiasnej
osi, jednoczes$nie okrazajac po okregu cialo centralne.

W ukladzie odniesienia zwigzanym z punktem réwnowagi punkt materialny
wykonuje ruch oscylacyjny zgodnie ze wzorem:

x1(t) = Asin(24t + ¢4) (2.51)

Wz6r ten jest innym zapisem wzoru na ruch harmoniczny stosowanego do tej pory, poniewaz
zgodnie ze wzorem na sinus sumy katow:
Asin(Q,t + ¢41) = Acos(@4)sin(2;t) + Asin(¢p,)cos(2,t) (2.52)
= A;cos(,t) + Bysin({24t).

Dla uproszczenia przyjmijmy, ze pomiar czasu zaczynamy w chwili przejécia przez punkt
réwnowagi, zatem x,(t = 0) = 0, a stad ¢; = 0.

W drugim uktadzie odniesienia uktad pierwszy oscyluje wzgledem drugiego puntu
réwnowagi zgodnie ze wzorem:

x5 (t) = Bsin({2,t + ¢,) (2.53)

Ostatecznie wypadkowy ruch punktu w drugim ukladzie jest superpozycja drgan

punktu w uktadzie I i ruchu tego uktadu w uktadzie I, tj.

x(t) = x;(t) + x,(t) = Asin(,t) + Bsin(£2,t + ¢,). (2.54)



W zalezno$ci od stosunku (24 12, mozna otrzymac réznego rodzaju krzywe, zarowno
okresowe jak i nie. Je$li stosunek ten jest wymierny, mamy do czynienia z ruchem
okresowym, a jego okres podstawowy to najmniejsza wspdlna wielokrotno$¢
okresow T; 1 T.

rad rad

Dla uzyskanego rownania, przyjmujac {1, = ZOT iQ, = 4OT’A =10iB=7,

@, = 0,uzyskano wykresy x(t), p(t) oraz portret fazowy (Rys 16-17).
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Rys. 16 Przyktadowa zaleznos$¢ potozenia x(t) i pedu p(t) od czasu dla ztozenia dwoch drgan
harmonicznych, gdy stosunek czestosci drgan wynosi 1:2
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Rys. 17 Przyktadowy portret fazowy dla ztozenia dwoch drgan harmonicznych,
gdy stosunek czgstosci drgan wynosi 1:2



Dla poréwnania jakie znaczenie ma stosunek czestosci sktadowych, wykonano

rad rad

kolejny wykres przyjmujac takie same parametry A, Bi @, oraz ; = 20 ~ i, =70 ~

i uzyskano wykresy x(t), p(t) oraz portret fazowy (Rys 18-19). Ogolnie ujmujac,
im wigkszy stosunek czestosci sktadowych, tym wizualnie bardziej skomplikowany efekt,
cho¢ matematycznie jest to dalej zwykla suma dwoch funkcji sinus. To jeden z wielu
powodow, dla ktorych stosuje si¢ analiz¢ w przestrzeni czestosci kotowej- w niektorych
przypadkach takie podejScie pozwala nam ujawni¢ prosta natur¢ pozornie zlozonego
zjawiska.

Aby pokaza¢ przyktad drgan ztoZzonych ktory nie jest okresowy, wykonano kolejny
wykres x(t), p(t) i portret fazowy (Rys 20-21), przyjmujac takie same parametry

rad .

A, Bi @yoraz Q=20 ST iQ, = 70%, uzyskujac w ten sposob niewymierny

stosunek okresow.

20 T T T T T T T T T

% [m]
=

p [kg-m/s]
=

Rys. 18 Przyktadowa zaleznos$¢ potozenia x(t) i pedu p(t) od czasu dla ztozenia dwoch drgan

harmonicznych, gdy stosunek czgstosci drgan wynosi 2:7
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Rys. 19 Przyktadowy portret fazowy dla ztozenia dwoch drgan harmonicznych, gdy stosunek czestosci

drgan wynosi 2:7
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Rys. 20 Przyktadowa zaleznos$¢ potozenia x(t) i pedu p(t) od czasu dla ztozenia dwdch drgan
harmonicznych, gdy stosunek czestosci drgan nie jest wymierny
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Rys. 21 Przyktadowy portret fazowy dla ztozenia dwoch drgan harmonicznych,
gdy stosunek czgstosci drgan jest liczba niewymierna

2.6.2 Funkcja Wignera dla zlozenia drgan harmonicznych prostych

21+0, 210,

Wprowadzmy oznaczenia: ) = in, = . {); jest zatem $rednig
arytmetyczng z dwoch czegstosci 2, i £2,, a (2, jest srednig arytmetyczng z dwoch czestosci

0,1 (—1,). Funkcja autokorelacji dla wzoru 2.54 wyraza si¢ wzorem:

et =x(t+2)x(t - 1) (2.55)

T T
[Asin (Qlt + 0, E) + Bsin (-ta + 1, 5 + fpz)]

T T
X [Asin(.()lt -0 E) + Bsin({2;t — 02, 57T ‘Pz)]

1

_1 Aemlmnlg _ Ae—iﬂlt—iﬂlg + Bei!zzt+i.(22g+i(p2 B Be—i.(zzt—ng—itpz
2i

. . T . . T . T, . . T .
% %(Aemlt—mli _ Ae_mltﬂ‘alf + Bel!zzt—l!22§+l 2 _ Be—lﬂzfﬂ-ﬂzi—l‘l’z)
1

—A% ¢ oint —2i04t A% 0T —i0, T\ =B [ 2i0,t+2i —2i0,t-2i
=T(el1+e ll)+T(ell _|_el1)_|_T(elz ipz 4 @=2i02; l‘Pz)



2 . ] B . .
+ BT G e_mZT)*% [2cos(2025t + @2)e™ T + 2cos(20t + @y)e™ 7]

+% [2cos(2.(2rt — <Pz)emsT + 2cos(20,t — (pz)e—iﬂsT] :

a zatem funkcja Wignera dla oscylacji ztozonych

Wt w) = % [ et Te-wTar (2.56)

— A2 B2
= Tcos(Z.Qlt)S(a)) - 7cos(2.(22t + 2ig,)6(w)

+A72 [6(w—02)) + 6w+ 02,)] + BTZ [6(w—02,) + 6(w + 2,)]
+# [cos(2025t + @3)0(w — 2,) + cos(202st + ¢,)6(w + 2,)]
+§ [cos(20,t — 9,)8(w — Q) + cos(22,t — ¢,)8(w + 24)].

Oznacza to, ze na wykresie mozemy si¢ spodziewac dziewigciu linii: dwoch linii
odpowiadajacych czestosciom sktadanych drgan (2, i £2,, dwoch linii odpowiadajacych ich
przeciwienstwom (—£2;) i (—£2,), oraz pieciu linii aliasingu dla warto$ci rownych $rednim
arytmetycznym z dwoéch wymienionych czestosci:0 dla 2,1 (—; ) oraz 2, i (—1£,),

Q, dla 2,i0n,, Qo) dla(-2)i(—0n,), Q. da 2,i(—2,) oraz
(-Qp) dla(—02y)i 02,.

Dla takich samych parametréw jak przy rysunku 16 uzyskano obraz dyskretnej
funkcji Wignera (Rys. 22). Warto zaznaczy¢, ze wzgledu na staba widoczno$¢ niektérych
linii pozostawiono domyslng skale kolorow, nie wyposrodkujac jej w 0 jak w innych

przyktadach.
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Rys. 22 Wykres funkcji Wignera dla ztozenia dwoch oscylacji harmonicznych.

Zgodnie z teoretycznymi wyliczeniami, mozna zauwazy¢ 9 gtownych linii.

2.6.3 Dudnienie

Szczegdlnym przypadkiem ukladu omawianego w podrozdziale 2.6 jest uktad
dudnigcy. Dudnienie to zjawisko zachodzace, gdy zlozeniu ulegaja dwa sygnaty
o zblizonych parametrach: czestosci, amplitudzie i fazie. Im bardziej zblizone do siebie sg
te wartosci, tym dudnienie jest wyrazniejsze. Dudnienie wzi¢to swoja nazwe od zjawiska
dzwickowego, ktory pojawia si¢ na przyktad gdy dwa instrumenty grajace unisono (fac.
jednym glosem) nie sg perfekcyjnie nastrojone. W efekcie styszalna jest wyrazna modulacja
glo$nosci-a glosnos¢ dzwigku jest Scisle powigzana z amplitudg fali akustyczne;.

Aby wyprowadzi¢ rownanie ruchu dla uktadu dudnigcego, przyjmijmy, ze oba
sygnaty maja t¢ sama amplitude i sg zgodne w fazie. Matematyczne wyprowadzenie dudnien
przy innych zatozeniach jest bardziej skomplikowane, ale fizycznie to zjawisko zachodzi

przy roznych warunkach. Dla A=B i ¢, = 0 wyrazenie 2.61 upraszcza si¢ do




x(t) = Asin(2;t) + Asin(2,t) = A(sin(24t) + sin(2,1t)) (2.64)
02,4+ 10 0, — 10
=2Asin< 12 2t)cos< 12 zt)

= 2A cos(,t) X sin(t)

Przyjmujac oznaczenie
Apmoa(t) = 2A cos(,t) (2.65)
uzyskujemy réwnanie w postaci

(2.66)
x(t) = Amoa(t) X sin(€2t)

Dzigki takiej postaci rownania wyraznie wida¢ czym charakteryzuja si¢ dudnienia.
Sygnat wypadkowy mozna interpretowac nie jako dwa sygnaty o réznych czgstosciach, lecz
jak jeden sygnal o czgstosci posredniej miedzy skladowymi (g = @) 1 amplitudzie

210,

Apmoa(t), ktora zmienia sie powoli z czestoscig 2, = . Poniewaz energia sygnatu

zalezy od kwadratu amplitudy, czgsto$¢ jej zmian jest dwukrotnie wigksza, czyli rowna
roznicy czestosci sktadowych.

Aby zobrazowa¢ zjawisko dudnienia wykonano wykresy x(t), p(t) i portret fazowy

rad rad

(Rys.23-24) przyjmujagcA = 10i B = 7,¢, = 0,0raz ,; = 4OT iQ, = 4ZT
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Rys. 23 Przyktadowa zalezno$¢ potozenia x(t) i pedu p(t) od czasu dla uktadu dudnigceg
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Rys. 24 Przyktadowy portret fazowy dla uktadu dudnigcego

2.6.4 Funkcja Wignera dla dudnien

Poza innymi oznaczeniami i przyj¢ciem zatozenia, ze amplitudy obu ztozen sg takie
same, teoretyczny wzor na funkcje Wignera dla dudnien jest taki sam jak w podpunkcie
2.6.2.

Poniewaz réznica (2, jest z zalozenia mata, linie lezace blisko siebie praktycznie
naloza si¢ na siebie, tworzac jedng rozmyta lini¢. Na wykresie mozemy si¢ spodziewac
trzech linii: jednej linii odpowiadajacej $redniej arytmetycznej czestosci sktadanych drgan

0, linii dla przeciwienstwa, tj. (—f2), oraz linii dla w = 0.



t[s]
T

-400

w [rad/s]

Rys. 25 Wykres funkcji Wignera dla dudnien

Zgodnie z oczekiwaniami, mozna zauwazy¢ 3 nieco rozmyte linie. Poniewaz
roznica czestosci jest mata, linie dla £, 1 —(2,. potaczyly si¢ ze sobg i linig odpowiadajaca
za aliasing w w = 0, a linia dla (25 to w rzeczywisto$ci potaczone linie czestosci sktadowych

4, £, i aliasingu pomigdzy nimi (analogicznie dla —().

2.7 Uklad drgajacy z malejaca masa
Ostatnim omawianym uktadem bedzie uktad drgajacy, w ktorym masa punktu ulega
cigglemu zmniejszeniu, przyktadem rzeczywistym moze by¢ wprawiony w oscylacje worek,
z ktérego wysypuje si¢ piasek. Nie bierzemy pod uwage oporéw ruchu ani dzialania innych
sil poza sitg sprezystosci. Warto zaznaczy¢, ze poniewaz masa opuszcza uktad, energia
catkowita uktadu nie jest zachowana.
Jest nieskonczenie wiele mozliwosci modelowania jak zmienia si¢ drgajaca masa.

Przyjmijmy wyktadniczy spadek masy, tj.

m(t) = mge M, (2.67)



gdzie my=m(t = 0) i oznacza mas¢ poczatkowa, a 4 mozemy nazwac statg zaniku masy.
Dzigki wybraniu takiego modelu mamy pewno$¢, Ze niezaleznie od czasu trwania
obserwacji masa nigdy nie bedzie ujemna i nie musimy naktada¢ dodatkowych ograniczen

na stale mg 1 u poza byciem dodatnimi liczbami rzeczywistymi.

Wychodzac ponownie z I zasady dynamiki Newtona mozemy zapisac:

m(t)x(t) = —kx(t), (2.68)
czyli po odpowiednich przeksztatceniach:

mee Htx(t) — kx(t) = 0. (2.69)

Poniewaz nie istnieje analityczny sposob na rozwigzanie tego typu rownania rézniczkowego,
do zasymulowania sygnatu ( Rys. 26-27) zastosowano metod¢ Rungego-Kutty 4, a nast¢pnie
wykonano wykres dyskretnej funkcji Wignera (Rys. 28) dla tego samego sygnatu.
Na Rys. 26 wyraznie wida¢, ze wraz z uplywem czasu maleje czesto$¢ drgan.
Na Rys. 28 jesteSmy w stanie dostrzec dwie linie (odpowiadajace czestosciom chwilowym

0.y 1—0.p), ktore z biegiem czasu zblizajg si¢ do 0-zatem zgodnie z oczekiwaniem czgstos¢
maleje.
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Rys. 26 Przyktadowa zaleznos¢ potozenia x(t) od czasu dla uktadu z malejaca masa
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Rys. 27 Przyktadowy portret fazowy dla uktadu z malejaca masa
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Rys. 28 Wykres funkcji Wignera dla oscylatora o spadajacej masie dla ruchu ukazanego na Rys. 26



3. Krzyzowa funkcja Wignera

Jak wielokrotnie wspominaliSmy w poprzednich rozdziatach, funkcja Wignera

nie jest liniowa i przez to pojawiaja si¢ linie aliasingu pomig¢dzy liniami odpowiednimi

dla rzeczywiscie wystepujacych w sygnale sktadowych. Jesli badany sygnat jest sumg

dwoch sygnatow x(t) 1 y(t), wowczas:

Wity xty (tw) =

+

f( c+37) 4y (¢4+57)) (3 (1= 37) +5° (e-57) Jeemar

! f (t+1T> *(t 1T> —bodT
=— x =T )x —=T)e
\ 2T 2 2
+00
+— f y(t+1T>y*(t—lT>e‘i“’TdT
V271 2 2
+00
+— j x(t+lT)y*(t—lT)e_i“’TdT
V2n 2 2

+— f y(t+1T>x*(t—1T>e‘i“’TdT
\ 21 2 2

= Wex(t,0) + W, ,(t, w) + Wy, (t, w) + W, (¢, w)

A korzystajac z wtasnosci symetrii (1.21)

Wx+y,x+y(t' w) = VVx,x(t; w) + Wy,y(t; w) + Wx,y(t; w) + VVx,y*(t; w)

= Wex(t, w) + W, ,(t,w) + Re{W,,,(t, w)}

@3.1)

(3.2)

Z rownania 3.2 wynika, ze krzyzowa funkcje Wignera mozna wykorzysta¢ do zniwelowania

niepozadanego efektu aliasingu z widma

Wx+y,x+y(t; w).



3.1 Czastka swobodna i prosty oscylator harmoniczny
Rownanie ruchu czastki swobodnej oznaczymy jako x(t), a prostego oscylatora
harmonicznego jako y(t). Zgodnie ze wzorem 1.20, funkcja krzyzowa Wignera dla tych

dwoch funkcji wyraza si¢ wzorem:

1 )
Wy (t, w) = f <t += T) y* <t — —T) e~ TqdT (3.3)
\/_ 2
pOx l)pOy. ( 1) —iwT
T Qlt—=T ot dr
r f 2" ) am, Sm( 2'))¢
1 PoxPoy " 1 1 e ioeri®T\
f (t+ T) ( 2 —e Z)e“ aT
\/ T M Qm,, 2 21
1 s v
o o
— .pOxPOy t eiQt f e_l(w+7)TdT _ e—Qt j- e_l(w_i)TdT
\2m 2im, Qm,,
1 + oo Q +0o Q
B PoxPoy i0t f iTe‘i(“”i)TdTe‘m — f iTe_i(w_f)TdT
\V2m 4m, Qm, K -

4m,Qm i Q 2
X2y w+3

_ PoxPoy _ia; 2t 1 5( Q)
4m,Qm,, i Q

W wyrazeniu tym mozna wyr6zni¢ czg$¢ rzeczywista i czgs¢ urojong:

_ pOxpOy . COS(Qt) Q
Re{W;Cy} = W ZtSIH(Qt) . Q 1) (0) E) (3.4)
2
PoxPoy . cos(Q2t) ( Q)
+ —————| 2tsin(Qt) + Olw—=
ImyQm, | 2500 a |°\“772

w=7



Im{ny} =

sin(Qt Q
_PoxPoy 2tcos(Qt) + (@ o) <w+ )

 4m,Qm Q 2 (3.5)
x{hmy W+
PoxPoy sin(Qt) ( .Q.)
—| 2t Qat) — 1) - =
T am.am, cos(¢) 0 2
2

Pojawiajg si¢ linie dla w = +Q/2 . Czestos¢ /2 mozna traktowaé jako $rednig
arytmetyczng czgstosci oscylacji harmonicznych Q 1 czestosci w ruchu bez oscylacji,
czyli 0. Jest to zgodne z intuicja, ze dla sygnaléw o czestosciach Q 1 0 aliasing nastgpitby
wilasnie dla Q/2. Wspoétczynniki odpowiadajgce za skale ruchu (predko$¢ dla ruchu
jednostajnego prostoliniowego i amplituda dla ruchu harmonicznego) ulegaja wymnozeniu,
zatem nie mozemy poréwnywac skali ruchow, a jedynie czestosci.

Dla oscylatora drgajgcego z {2, = 40 i czastki swobodnej uzyskano przyktadowe

wykresy x(t) 1 y(t) -Rys. 29, oraz wykres funkcji krzyzowej Wignera (Rys 30-33).
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Rys. 29 Przyktadowa zaleznos$¢ potozenia x(t) od czasu dla oscylatora harmonicznego

i czastki swobodnej

Poniewaz funkcja krzyzowa Wignera przyjmuje wartosci zespolone, jej dyskretng

wersje mozna przedstawi¢ na dwa sposoby, poprzez zobrazowanie osobno: czesci



rzeczywistej i urojonej (Rys. 30-31), albo modutu i argumentu gtéwnego (Rys. 32-33).
Poniewaz modut liczby zespolonej z definicji jest liczba nieujemng, pozostawiono

na wykresie Rys. 32 domysIng skale barw (tzn. 0 znajduje si¢ na poczatku skali a nie na jej
srodku). Dzigki temu otrzymano lepszy kontrast i linie odpowiadajace w = i% sg najlepiej

zauwazalne, cho¢ obecne s3 w tym samym miejscu na kazdym z omawianych wykresow.
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Rys. 30 Wykres funkcji krzyzowej Wignera dla czastki swobodnej i oscylatora harmonicznego prostego-
czg$¢ rzeczywista
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Rys. 32 Wykres funkcji krzyzowej Wignera dla czastki swobodnej i oscylatora harmonicznego prostego-

modut



Rys. 33 Wykres funkcji krzyzowej Wignera dla czastki swobodnej i oscylatora harmonicznego prostego-
argument gtowny

3.2 Dwa oscylatory proste o roznych czestosciach drgan wlasnych

Dla dwoch oscylatorow harmonicznych

Pox . .
x(t) = er:lx sin(Q,t) = A, sin(Q,t) (3.6)
_ Poy . _ .
y(t) = am, sin(Q,t) = A, sin(Q,t) 3.7)

przyjmujemy oznaczenia Qg = (Q, +Q,)/2 i Q. = (Q, —Q,)/2, analogicznie jak w
podrozdziale 2.6.2.
Przy zastosowaniu tych oznaczen funkcja krzyzowa Wignera przyjmuje postaé

1 , .
Wy = =7 4AxAy (elmsf(s(w —0,) + e %8 (w + ;)
(3.8)

— et §(w — Q) — e 2¥t5(w + Qs)).



W podanym wyrazeniu mozna wydzieli¢ czgs¢ rzeczywistg 1 urojona:

Re{W,,} = — %AxAy(cos(ZQSt) §(w—9,) 3.9
+ cos(204t) §(w + Q,)
—cos(2Q,t) 6(w — Q)
— c0s(20,t) 8(w + Q). (3.10)

1
Im{W,y} = — ZAxAy(sin(ZQst) S(w—Q,)

—sin(2Q,t) 6(w + Q)
—sin(2Q,t) §(w — Q)
+ sin(2Q,t) §(w + Qy)).

Na obrazie funkcji Wignera pojawiajg si¢ cztery linie, odpowiadajace $redniej
arytmetycznej czgstosci drgan obu oscylatorow ¢ (w dodatnich i1 negatywnych
czestosciach) 1 réznicy miedzy czestosciami drgan a czgstoscig ()¢ (dodatnie 1 ujemne (Q,.).
Jak obliczyliSmy w rozdziale 2.6, wtasnie takie linie aliasingu pojawiaty si¢ dla ruchu
bedacego ztozeniem dwoch prostych ruchéw harmonicznych.

Na rys. 34 pokazano przyktadowe sygnaty x(t) i y(t) dla Q, = 25 i Q,, = 40.
Dyskretng funkcje krzyzowa Wignera zobrazowano na rys. 35-38 dla tych samych x(t), y(t).
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Rys. 35 Wykres funkcji krzyzowej Wignera dla dwdch oscylatorow harmonicznych prostych o réoznych
czestosciach drgan-czgsé¢ rzeczywista
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Rys. 36 Wykres funkcji krzyzowej Wignera dla dwdch oscylatorow harmonicznych prostych o réoznych
czestosciach drgan-czgs¢ urojona
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Rys. 37 Wykres funkcji krzyzowej Wignera dla dwoch oscylatoréw harmonicznych prostych o roznych

czestosciach drgan-mod
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Rys. 38 Wykres funkcji krzyzowej Wignera dla dwoch oscylatoréw harmonicznych prostych o roznych

czestosciach drgan-argument glowny



3.3 Oscylator harmoniczny prosty i oscylator stabo tltumiony

Dla takiej samej pary oscylatorow (Q, =25 i Q, = 40) dodatkowo dotozono

-2yt

czynnik wytlumiajacy e . Otrzymano wykresy krzyzowej funkcji Wignera (rys. 40-43).
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Rys. 39 Przyktadowa zalezno$¢ potozenia x(t) od czasu dla oscylatora ttumionego

(stabe ttumienie) i prostego
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Rys. 40 Krzyzowa funkcja Wignera dla oscylatora ttumionego (stabe thumienie) i prostego-cz¢s$¢ rzeczywista



w103

10

1.5
9 -
ar 1
-r L

0.5
E -

L5t 0

4 =

0.5
3 -
27 -1
1 -

1.5
0
<400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400

w [radfs]

Rys. 41 Krzyzowa funkcja Wignera dla oscylatora tltumionego (stabe thumienie) i prostego-cz¢s¢ urojona
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Rys. 42 Krzyzowa funkcja Wignera dla oscylatora thumionego (stabe thumienie) i prostego-modut
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Rys. 43 Krzyzowa funkcja Wignera dla oscylatora thumionego
(stabe ttumienie) i prostego-argument gtowny




Podsumowanie

W niniejszej pracy wybrano proste mechaniczne uktady i wyprowadzono za pomoca rownan
Hamiltona lub zasad dynamiki Newtona, zalezno$¢ potozenia od czasu dla punktu
materialnego w kazdym z tych uktadéw. Dla uzyskanej zaleznosci obliczono analitycznie
ciggla transformate Wignera i poréwnano ja z wyliczong numerycznie dyskretng
transformata Wignera. Sporym problemem podczas tworzenia pracy okazata si¢ ztozono$¢
obliczeniowa 1 dlugi czas trwania obliczen, tylko cze¢$ciowo rozwigzany poprzez
zastosowanie obliczen rownolegtych (ang. parallel computing). Istnieja metody obnizajace
te ztozonos¢, jak na przyklad zastosowanie okna czasowego, lecz niestety odbywa si¢ to
kosztem rozdzielczo$ci. By¢ moze postep informatyki i matematyki pozwoli w przysztosci

wykorzysta¢ peten potencjat funkcji Wignera.



Spis literatury

[1] Boashash B: Theory, Implementation and Application of Time-Frequency
Signal -Analysis using the Wigner-Ville Distribution in: Journal of Electrical and

Electronics Engineering, Australia - I[E Aust. & IREE Aust., Vol. 7, No.3 1987

[2] D.S. K. Chan: 4 Non-Aliased Discrete-Time Wigner Distribution for Time-
Frequency Signal Analysis in: ICASSP '82. IEEE International Conference on
Acoustics, Speech, and Signal Processing Year: Vol. 7, 1982

[3] Landau L., Lifszyc J.M. Fizyka teoretyczna: Mechanika, Warszawa:
Wydawnictwo Naukowe PWN, 2007

[4] Najmi A: The Wigner Distribution: a Time-Frequency Analysis Tool in: Johns
Hopkins APL Technical Digest, Vol.15, Number 4, 1994

[5] O' Toole J., Mostefa M., Boashash B. (2005) 4 Discrete Time and Frequency
Wigner Distribution: Properities and Implementation. In Proceedings
International Symposium on Digital Signal Processing and Communication

Systems, 2005



Spis Iustracji

RYS. 1 PRZYKEADOWA ZALEZNOSC POLOZENIA X(T) I PEDU P(T) OD CZASU DLA CZASTKI SWOBODNEJ.

KOLORY: CZERWONY, POMARANCZOWY, FIOLETOWY I ZIELONY OZNACZAJA KOLEJNE WARTOSCIH: 1, 2,

RYS. 2 PRZYKEADOWE PORTRETY FAZOWE DLA CZASTKI SWOBODNEJ. KOLORY: FIOLET, NIEBIESKI,
POMARANCZOWY 1 ZOLTY OZNACZAJA KOLEINE WARTOSCI H: 1,2, 3,4 [J] eeoeveieiiieeeeeeeeeeeeeeee, 18
RYS. 3 WYKRES FUNKCJI WIGNERA DLA CZASTKI SWOBODNEJ........ccccviitietiereereeeeeetsesseeseesseesseennessessseesseenns 21
RYS. 4 PRZYKEADOWA ZALEZNOSC POLOZENIA X(T) I PEDU P(T) OD CZASU DLA OSCYLATORA
HARMONICZNEGO PROSTEGO. KAZDY ZILUSTROWANY RUCH ODBYWA SIE PRZY TEJ SAMEJ ENERGII, ALE Z
ROZNA CZESTOSCIA DRGAN. ....ccviieetieeeteeeeteeeeteeeeteeeeteeeeteeeeteeeeseeeeteeeeteeeesaeeeseseeseeeeseesesseeeseseseeeeseeeseeesens 23
RYS. 5 PRZYKEADOWY PORTRET FAZOWY DLA DLA OSCYLATORA HARMONICZNEGO PROSTEGO. KAZDY
ZILUSTROWANY RUCH ODBYWA SIE PRZY TEJ SAMEJ ENERGIIL, ALE Z ROZNA CZESTOSCIA DRGAN. .......... 24
RYS. 6 WYKRES FUNKCJI WIGNERA DLA OSCYLATORA HARMONICZNEGO PROSTEGO.......cevveerveenieerieenieenns 26
RYS. 7 PRZYKLADOWA ZALEZNOSC POLOZENIA X(T) I PEDU P(T) OD CZASU DLA OSCYLATORA TLUMIONEGO
(SEABE TEUMIENIE) ... .ceeitteetteetteeteeesseeesseeensseesseaessesssssesssesssssesssesssssesssesssssenssesssssesssesssssesssesssseesssessssees 28
RYS. 8 PRZYKEADOWY PORTRET FAZOWY DLA OSCYLATORA TEUMIONEGO (SEABE TEUMIENIE).................... 28
RYS. 9 WYKRES FUNKCJI WIGNERA DLA OSCYLATORA HARMONICZNEGO TLUMIONEGO (SEABE TEUMIENIE) 29

RYS. 10 PRZYKEADOWA ZALEZNOSC POLOZENIA X(T) I PEDU P(T) OD CZASU DLA OSCYLATORA TEUMIONEGO

KRYTYCZNIE ...ooiiiiiieiitieeeeeeeeeietieeeeeeeeeeetaeateeeeeeeeetaaseeeeeeesttssreaeeeeeeasaraeseeeeesesasssaeseeeeesntssseeseeeennrsreesaeeans 30
RYS. 11 PRZYKEADOWY PORTRET FAZOWY DLA OSCYLATORA TEUMIONEGO KRYTYCZNIE. ......vvvvvvveevvvvrennnnns 31
RYS. 12 WYKRES FUNKCJI WIGNERA DLA OSCYLATORA HARMONICZNEGO TLUMIONEGO KRYTYCZNIE ......... 32

RYS. 13 PRZYKLADOWA ZALEZNOSC POLOZENIA X(T) I PEDU P(T) OD CZASU DLA OSCYLATORA TEUMIONEGO
(SILNE TLUMIENIE). KOLORY ODPOWIADAJA ROZNYM CZESTOSCIOM DRGAN WEASNYCH. ......cveevvvennennee. 33
RYS. 14 PRZYKEADOWY PORTRET FAZOWY DLA OSCYLATORA TELUMIONEGO (SILNE TEUMIENIE). KOLORY
ODPOWIADAJA ROZNYM CZESTOSCIOM DRGAN WEASNYCH. .....ocovviieriiirieeiieeeeeeeeteeereeeeteseeaeeeeveeeseeennens 34
RYS. 15 WYKRES FUNKCJT WIGNERA DLA OSCYLATORA HARMONICZNEGO TEUMIONEGO (SILNE TLUMIENIE) 36
RYS. 16 PRZYKEADOWA ZALEZNOSC POLOZENIA X(T) I PEDU P(T) OD CZASU DLA ZLOZENIA DWOCH DRGAN
HARMONICZNYCH, GDY STOSUNEK CZESTOSCIDRGAN WYNOSI 1:2 ...ooiiiiiiiiiiiiieeeeee e 38
RYS. 17 PRZYKEADOWY PORTRET FAZOWY DLA ZEOZENIA DWOCH DRGAN HARMONICZNYCH, GDY STOSUNEK
CZESTOSCIDRGAN WYNOSI 1:2 ..ottt ettt ettt ete et e et e e et e et e e eteeeaeeeeaeeeeveeeeaeeereeenens 38
RYS. 18 PRZYKEADOWA ZALEZNOSC POLOZENIA X(T) I PEDU P(T) OD CZASU DLA ZEOZENIA DWOCH DRGAN
HARMONICZNYCH, GDY STOSUNEK CZESTOSCI DRGAN WYNOSI 2:7 ..ecviirieiiieeiieieeteeveereene e eveeeseeneenns 39
RYS. 19 PRZYKEADOWY PORTRET FAZOWY DLA ZEOZENIA DWOCH DRGAN HARMONICZNYCH, GDY STOSUNEK
CZESTOSCIDRGAN WYNOSI 2:7 ..ieeeeeeieiee et e et e e e et e et e e e eeae e e eeneeeeeeteeeeeennresseneeeeenreeeeennes 40
RYS. 20 PRZYKEADOWA ZALEZNOSC POLOZENIA X(T) I PEDU P(T) OD CZASU DLA ZLOZENIA DWOCH DRGAN
HARMONICZNYCH, GDY STOSUNEK CZESTOSCI DRGAN NIE JEST WYMIERNY ......ccovviiirienrieiireeenreeneneenanens 40
RYS. 21 PRZYKEADOWY PORTRET FAZOWY DLA ZEOZENIA DWOCH DRGAN HARMONICZNYCH, GDY STOSUNEK
CZESTOSCI DRGAN JEST LICZBA NIEWYMIERNA.......cctiitiitietiirteieesreesteereesseessesssesssesseesseessesssesssesseesseenns 41

RYS. 22 WYKRES FUNKCJI WIGNERA DLA ZLOZENIA DWOCH OSCYLACII HARMONICZNYCH. .......coveevvervrennnnn. 43



RYS. 23 PRZYKLADOWA ZALEZNOSC POLOZENIA X(T) I PEDU P(T) OD CZASU DLA UKEADU DUDNIACEG

RYS. 24 PRZYKEADOWY PORTRET FAZOWY DLA UKEADU DUDNIACEGO .....cccvveevieeireeieeeireeneeeseeeneens 44
RYS. 25 WYKRES FUNKCJI WIGNERA DLA DUDNIEN.........ceeittittertietieteetestesseasseesesssessesseesseanseansesssesssessnesses 46
RYS. 26 PRZYKEADOWA ZALEZNOSC POLOZENIA X(T) OD CZASU DLA UKEADU Z MALEJACA MASA................ 47
RYS. 27 PRZYKLADOWY PORTRET FAZOWY DLA UKEADU Z MALEJACA MASA....ccociieiiiiiveeeeeeeeeeeinreeeeeeeeeeinnnns 48

RYS. 28 WYKRES FUNKCJI WIGNERA DLA OSCYLATORA O SPADAJACEJ MASIE DLA RUCHU UKAZANEGO NA

RYS. 29 PRZYKEADOWA ZALEZNOSC POLOZENIA X(T) OD CZASU DLA OSCYLATORA HARMONICZNEGO [
CZASTKI SWOBODNEJ ......ccutiitiitietietiettesteesteesseesseessesseeaseesseeseesseessesssesssesssesseasseassesssesseessessesssesssesssesens 51
RYS. 30 WYKRES FUNKCJI KRZYZOWEJ WIGNERA DLA CZASTKI SWOBODNEJ I OSCYLATORA HARMONICZNEGO
PROSTEGO-CZESC RZECZY WISTA.....eeeeueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereeeeeaeeeeesaeeseesseesentneeseenasssseesnseesessesseneeesennens 52
RYS. 31 WYKRES FUNKCJI KRZYZOWEJ WIGNERA DLA CZASTKI SWOBODNEJ I OSCYLATORA HARMONICZNEGO
PROSTEGO-CZESC UROJONA .....ccoouvvieeeteeeeeeeeeeeeeeeeeeeaeeeeeeaeeeeeaeeeeeeaeeseeesseeeesseeesesseesennseeseeseeeennreeesennnens 53
RYS. 32 WYKRES FUNKCJI KRZYZOWEJ WIGNERA DLA CZASTKI SWOBODNEJ I OSCYLATORA HARMONICZNEGO
PROSTEGO-MODUL ......0ecuviuieitieieereesteessesseesseesseesseessesssasssesseesssasseesseessssssesseessesssesssesssesssesssesseessessessessses 53
RYS. 33 WYKRES FUNKCJI KRZYZOWEJ WIGNERA DLA CZASTKI SWOBODNEJ I OSCYLATORA HARMONICZNEGO
PROSTEGO-ARGUMENT GEOWNY ....oocutiitiiitiiieeteenteeeteeteeetsesseeseessessseesssesessseessessseesseassesssssssssssessesssesssennes 54
RYS. 34 PRZYKLADOWE ZALEZNOSCI SYGNALOW X(T) 1 Y(T), GDZIE OBA SA PROSTYMI DRGANIAMI
HARMONICZNYMI O CZESTOSCIACH 25 140 TAA /S ...vocvvieieicvieeeeeeee ettt e 55
RYS. 35 WYKRES FUNKCJI KRZYZOWEJ WIGNERA DLA DWOCH OSCYLATOROW HARMONICZNYCH PROSTYCH O
ROZNYCH CZESTOSCIACH DRGAN-CZESC RZECZYWISTA ....eveiiueeeeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeteeeeeenaeeseeneeseenneeseennens 56
RYS. 36 WYKRES FUNKCJI KRZYZOWEJ WIGNERA DLA DWOCH OSCYLATOROW HARMONICZNYCH PROSTYCH O
ROZNYCH CZESTOSCIACH DRGAN-CZESC UROJONA.........coeveeeeereeeeeiereeeeeieeeeeeeseeeeeeseeeseeeeesseseeeenneeseennens 56
RYS. 37 WYKRES FUNKCJI KRZYZOWEJ WIGNERA DLA DWOCH OSCYLATOROW HARMONICZNYCH PROSTYCH O
ROZNYCH CZESTOSCIACH DRGAN-MOD\
RYS. 38 WYKRES FUNKCJI KRZYZOWEJ WIGNERA DLA DWOCH OSCYLATOROW HARMONICZNYCH
PROSTYCH O ROZNYCH CZESTOSCIACH DRGAN-ARGUMENT GEOWNY ......ccoiiiriarieirierreniiesreesieereenneeene e 57
RYS. 39 PRZYKEADOWA ZALEZNOSC POLOZENIA X(T) OD CZASU DLA OSCYLATORA TLUMIONEGO (SEABE
TLUMIENIE) I PROSTEGO
RYS. 40 KRZYZOWA FUNKCJA WIGNERA DLA OSCYLATORA TLUMIONEGO (SLABE TLUMIENIE) I
PROSTEGO-CZESC RZECZY WISTA.....eeeeuveeeeeeeeeeeieeeeeeeeeeeeereeeeeaeeeeesaeeseesseesestseeeeeesesseeesneeesesseeseneeesennens 58
RYS. 41 KRZYZOWA FUNKCJA WIGNERA DLA OSCYLATORA TLUMIONEGO (SLABE TLUMIENIE) I PROSTEGO-
CZESC UROJONA .....oeiitieeeeeeeteeeeete e eteeeeeteeeteeeeeteeeteeeeeteeeaseeeeseeeasseaseeeaseeeeseeentesasssenseeaseeenseesseseseeensesenseean 59

RYS. 42 KRZYZOWA FUNKCJA WIGNERA DLA OSCYLATORA TEUMIONEGO (SEABE TEUMIENIE) I PROSTEGO-

RYS. 43 KRZYZOWA FUNKCJA WIGNERA DLA OSCYLATORA TLUMIONEGO (SLABE TLUMIENIE) I PROSTEGO-

ARGUMENT GEOWNY .....oviiiiiiieeieteeeeeeteeeeeeeee e eetaeeeeeaee e e eareeeeeaeeeeesaeeeesneeseetteeseeeteeseeraneeesessseeeereeesennes 60



ZAYLACZNIK 1.

Program w Srodowisku MATLAB2020b: réwnania ruchu i funkcja Wignera dla superpozycji drgan

harmonicznych (patrz rozdzial 2.6). Mate ‘W’ w komentarzach jest zmienng w

h=0.01; sdeklaracja wielkosci kroku czasowego, czestosc probowania
fs=1/h

N=1000; %dlugosc sygnalu

x= h*[0:N-1];

p= h*[0:N-1];

t= h*[0:N-1]; sdeklaracja zmiennej czas

%deklaracja amplitudy i czestosci dla obu drgan
A=10;

B=7;

omegal=40;

omegal2=42;

x = h*[0:N-11];
p= h*[0:N-17];
t= h*[0:N-1]; %deklaracja zmiennej czas

for j=1:N
X (j)=A*sin (omegal*t (j))+B*sin (omega2*t (J));
p(j)=A*omegal*cos (omegal*t (j))+tomega2*B*cos (omegal*t (j));
end

$narysowanie wykresu x od t
figure (1)

subplot (2,1,1)

plot(t,x, 'color', 'b'")
xlabel ('t [s]")

ylabel ('x [m]")

grid on

subplot (2,1,2)

plot(t,p, 'color', 'b'")
xlabel ('t [s]")

ylabel ('p [kg\cdotm/s]"')
grid on

%$narysowanie portretu fazowego
figure (2)

plot(p,x, 'color', 'b'")

xlabel ('x")

ylabel ('p'")

grid on

o
o

%$druga czesc programu-wyliczenie funkcji Wignera
tic
parpool (2) Srozpoczecie obliczen rownoleglych

dl=1/N; %wielkosc kroku czestotliwosciowego
n=N/2;
w= pi*(1/h)*(1/n)*[-n:n]"'; %w bedzie brane z zakresu od pi*fs do pi*fs



L=ones (N,N+1) ;

wyliczenie wartosci funkcji W od t 1 w
suma=0;

for m=1:N S%Spetla dyktujaca czas
for k=1:N+1 S%Spetla dyktujaca czestosc w
suma=0.5*x(1,m) *2; %dla tau=0
if m>1
for dx=1l:min((m-1), (N-m-1))
C=x(1,m-dx) *x (1, m+dx) *cos (2*dx*w(k, 1) *h) ;
suma=suma+C;
end

end

L(m, k)=4*h* (1/sqrt (2*pi)) *suma;

end
end
time = toc;
poolobj = gcp('nocreate');
delete (poolobij; %zakonczenie obliczen rownoleglych

figure (32) Swyswietlenie wykresu funkcji Wignera L (t,w)

mesh(w,t, (L))

xlabel ('\omega [rad/s]')
ylabel ('t [s]'")

zlabel (' W(t, \omega) [mV"2]"')
grid on

colorbar

view (0, 90)



