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O±wiadczenie autorki
emptyline

Uprzedzona o odpowiedzialno±ci karnej na podstawie art. 115 ust. 1 i 2 usta-
wy z dnia 4 lutego 1994 r. o prawie autorskim i prawach pokrewnych (t.j.
Dz.U. z 2018 r. poz. 1191 z pó¹n. zm.): "Kto przywªaszcza sobie autorstwo
albo wprowadza w bª¡d co do autorstwa caªo±ci lub cz¦±ci cudzego utworu albo
artystycznego wykonania, podlega grzywnie, karze ograniczenia wolno±ci albo
pozbawienia wolno±ci do lat 3. Tej samej karze podlega, kto rozpowszechnia
bez podania nazwiska lub pseudonimu twórcy cudzy utwór w wersji oryginalnej
albo w postaci opracowania, artystyczne wykonanie albo publicznie znieksztaª-
ca taki utwór, artystyczne wykonanie, fonogram, wideogram lub nadanie.", a
tak»e uprzedzona o odpowiedzialno±ci dyscyplinarnej na podstawie art. 307
ust. 1 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wy»szym i nauce
(Dz. U. z 2018 r. poz. 1668 z pó¹n. zm.) "Student podlega odpowiedzialno-
±ci dyscyplinarnej za naruszenie przepisów obowi¡zuj¡cych w uczelni oraz za
czyn uchybiaj¡cy godno±ci studenta.", o±wiadczam, »e niniejsz¡ prac¦ dyplo-
mow¡ wykonaªam osobi±cie i samodzielnie i nie korzystaªam ze ¹ródeª innych
ni» wymienione w pracy. Jednocze±nie Uczelnia informuje, »e zgodnie z art.
15a ww. ustawy o prawie autorskim i prawach pokrewnych Uczelni przysªugu-
je pierwsze«stwo w opublikowaniu pracy dyplomowej studenta. Je»eli Uczel-
nia nie opublikowaªa pracy dyplomowej w terminie 6 miesi¦cy od dnia jej
obrony, autor mo»e j¡ opublikowa¢, chyba »e praca jest cz¦±ci¡ utworu zbio-
rowego. Ponadto Uczelnia jako podmiot, o którym mowa w art. 7 ust. 1 pkt
1 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. - Prawo o szkolnictwie wy»szym i nauce
(Dz. U. z 2018 r. poz. 1668 z pó¹n. zm.), mo»e korzysta¢ bez wynagrodzenia i
bez konieczno±ci uzyskania zgody autora z utworu stworzonego przez studenta
w wyniku wykonywania obowi¡zków zwi¡zanych z odbywaniem studiów, udo-
st¦pnia¢ utwór ministrowi wªa±ciwemu do spraw szkolnictwa wy»szego i nauki
oraz korzysta¢ z utworów znajduj¡cych si¦ w prowadzonych przez niego bazach
danych, w celu sprawdzania z wykorzystaniem systemu antyplagiatowego. Mi-
nister wªa±ciwy do spraw szkolnictwa wy»szego i nauki mo»e korzysta¢ z prac
dyplomowych znajduj¡cych si¦ w prowadzonych przez niego bazach danych w
zakresie niezb¦dnym do zapewnienia prawidªowego utrzymania i rozwoju tych
baz oraz wspóªpracuj¡cych z nimi systemów informatycznych.

...................................
(Podpis autorki)

O±wiadczenie opiekuna
emptyline

O±wiadczam, »e praca speªnia wymogi stawiane pracom magisterskim.

...................................
(Podpis opiekuna)
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Streszczenie

Rozdziaª 1 po±wi¦cony jest wprowadzeniu do teorii grafów, zde�niowane
s¡ w nim wszystkie niezb¦dne poj¦cia, przytoczone zostaªy równie» niektóre
podstawowe wyniki. Podobnie, pocz¡tki rozdziaªów 2 i 3 zawieraj¡ de�ni-
cje i podstawowe wyniki dotycz¡ce odpowiednio kolorowa« wierzchoªkowych
oraz kraw¦dziowych, w tym twierdzenie Brooksa z dowodem. Oba te rozdzia-
ªy wprowadzaj¡ równie» poj¦cia grafów (odpowiednio: wierzchoªkowo i kra-
w¦dziowo) krytycznych i kilka ich wªasno±ci. Rozdziaª 2.1 po±wi¦cony jest
kolorowaniu wierzchoªkowemu grafów planarnych. Dla wi¦kszo±ci zawartych
w nim wyników przedsatawione zostaªy dowody, w tym dla 3-kolorowalno±ci
triangulacji oraz 3-kolorowalno±ci grafu zawieraj¡cego co najwy»ej trzy trój-
k¡ty. Podrozdziaª 2.2. umieszczony zostaª w pracy dla jej kompletno±ci i za-
wiera jeden wynik dotycz¡cy kwadratów grafów kubicznych. Podrozdziaª 3.1.
przedstawia wyniki zwi¡zane z klasy�kacj¡ grafów kubicznych ze wzgl¦du na
indeks chromatyczny oraz krótk¡ charakteryzacj¦ klasy »mirªaczy. Najwa»-
niejszymi wynikami zawartymi w tej cz¦±ci s¡ twierdzenie Taita, przedsta-
wione z dowodem, oraz twierdzenie o zawieraniu grafu Petersena przez ka»dy
graf kubiczny klasy 2. Ostatnia cz¦±¢ pracy porusza zagadnienia kolorowania
kraw¦dziowego grafów planarnych i zawiera wyniki dotycz¡ce zale»no±ci ich
indeksu chromatycznego od stopnia maksymalnego i talii, a tak»e twierdzenie
charakteryzuj¡ce grafy zewn¦trznie planarne klasy 1 (z dowodem). newline
newline
newline

Sªowa kluczowe
kolorowanie wierzchoªkowe, liczba chromatyczna, kolorowanie kraw¦dzio-

we, indeks chromatyczny, graf planarny, graf kubiczny, »mirªacz



Abstract

First section is an introduction to graph theory, it contains all the ne-
cessary concepts and basic results. Similary, sections 2 and 3 present basic
de�nitions ans results connected to, respectively, vertex coloring and edge
coloring, including Brooks theorem with a proof. Both of these chapters also
introduce the concepts of critical graphs with a few of their basic proper-
ties. Subsection 2.1. is devoted to vertex coloring of planar graphs. Proofs
of most of the theorems in this part are included, among others a proof of
3-colorability of a triangulation and 3-colorability of a graph containing at
most three triangles. Subsection 2.2. is included only for completeness of this
paper and contains one theorem about cubic graphs' squares. Part 3.1. con-
siders results regarding classi�cation of cubic graphs in terms of chromatic
index and short characterization of snarks. The most important theorems in
this part are Tait's theorem, for which proof is presented, and the theorem
about Petersen graph being a minor in every cubic graph of class 2. The
last part explores the edge coloring of planar graphs and contains results
connected with the girth and maximal degree. It also demonstrates a proof
for necessary and su�cient condition for an outerplanar graph to be class 1.
newline
newline
newline

Key words
vertex coloring, chromatic number, edge coloring, chromatic index, planar

graph, cubic graph, snark



Wst¦p

Ukªadanie harmonogramów, planowanie rozgrywek sportowych, zarz¡dza-
nie widmem cz¦stotliwo±ci radiowych, przydzielanie rejestrów procesora, roz-
dziaª zasobów, segmentacja obrazu - to wszystko problemy, w których za-
stosowanie maj¡ kolorowania grafów. Dzi± jedna z najpr¦»niej rozwijanych
gaª¦zi kombinatoryki swoj¡ genez¦ ma w roku 1852, kiedy to postawione zo-
staªo niepozorne pytanie o to, ile minimalnie kolorów jest nam potrzebne,
aby±my mogli pokolorowa¢ za ich pomoc¡ obszary pa«stw na dwolnej mapie
politycznej, w taki sposób, aby »adne dwa s¡siaduj¡ce pa«stwa nie otrzy-
maªy jednakowych kolorów. Problem ten, dzi± znany jako problem czterech
barw, przeªo»ony zostaª na grunt teorii grafów i mimo, »e do±¢ szybko zo-
staªa postawiona hipoteza, »e odpowiedzi¡ s¡ cztery kolory, to na poprawny
dowód trzeba czeka¢ byªo a» do roku 1976. Dowód ten, autorstwa trzech ma-
tematyków: Appela, Hakena oraz Kocha, to jeden z najbardziej kontrower-
syjnych dowodów matematycznych, gdy» z powodu mnogo±ci przypadków,
które musiaªy zosta¢ rozpatrzone, zostaª cz¦±ciowo przeprowadzony przy po-
mocy komputera. Byª to pierwszy w historii przypadek, kiedy sªynny problem
matematyczny zostaª rozwi¡zany w ten sposób.

Na pytanie co i w jaki sposób mo»emy w gra�e pokolorowa¢, odpowie-
dzi s¡ niezliczone. Mamy do dyspozycji kolorowania wierzchoªków, kraw¦-
dzi, ±cian, ale równie» kolorowania wszystkich tych elementów jednocze±nie.
Ponadto, kolorowania te mog¡ speªnia¢ najró»niejsze wymagania i tak, po-
wstaj¡ teorie na temat kolorowa« sprawiedliwych, normalnych, acyklicznych
i wielu wielu innych modeli, w których szczegóªy nie b¦dziemy si¦ zagª¦bia¢.
Niniejsza praca traktuje o dwóch podstawowych wariantach kolorowa«, to
jest o kolorowaniu wierzchoªkowym oraz kraw¦dziowym, przy czym w obu
przypadkach skupia si¦ jedynie na kolorowaniach wªa±ciwych. Co wi¦cej, roz-
wa»ania ograniczamy do dwóch klas grafów, uznanych przez autork¦ za wy-
j¡tkowo interesuj¡ce, mianowicie grafów planarnych oraz grafów kubicznych.
Obie te klasy s¡ kluczowe dla wybranych modeli kolorowania, ponadto le»¡
u podstaw teorii na ich temat. Grafy planarne to klasa, od której rozwa»ania
na temat kolorowa«, w szczególno±ci kolorowa« wierzchoªkowych, bior¡ swój
pocz¡tek. Grafy kubiczne s¡ bardziej istotone dla kolorowa« kraw¦dziowych,
jednak s¡ klas¡ interesuj¡c¡ równie» przy rozwa»aniach innych modeli, gdy»
cz¦sto problemy zwi¡zane z kolorowaniami mo»na bez straty ogólno±ci roz-
wa»a¢ tylko dla grafów kubicznych, tak jak ma to miejsce przy twierdzeniu
o czterech kolorach. Przy tej klasie pochylamy si¦ równie» nad »mirªacza-
mi - szczególn¡ podklas¡ grafów kubicznych, która ma zwi¡zek z wieloma
problemami, równie» otwartymi i nie tylko z zakresu kolorowania.

Praca ma charakter przegl¡dowy, autorka staraªa si¦ zawrze¢ w niej wszyst-
kie podstawowe informacje z zakresu poruszanej problematyki, jak równie»
nowsze wyniki. Podstawy modelu grafowego zostaªy przygotowane na pod-
stawie podr¦czników teorii grafów ([14, 7, 20]), jak równie» wiedzy zdobytej
przez autork¦ w toku studiów matematycznych. Wªasn¡ prac¡ autorki, oprócz
zebrania i opracowania wyników wielu prac naukowych, byªo ujednolicenie



u»ywanej terminologii, dobranie do prezentowanych teorii przykªadów, do-
precyzowanie dowodów (uzasadnienie faktów, które autor u»ytego dowodu
pozostawiª jako oczywiste), oraz uzasadnienia pomniejszych wyników, takich
jak twierdzenie 3, 3-kolorowalno±¢ grafu Petersena czy 3-kolorowalno±¢ gra-
fów powstaªych w wyniku konstrukcji opisanej w rozdziale 4.1. Dla twierdze-
nia 20, dowód oryginalny w caªo±ci przeprowadzony zostaª dla kolorowania
±cian. Na potrzeby u»ytej wersji twierdzenia, dowód zostaª przeprowadzo-
ny przez autork¦ w du»ej mierze w wersji dla kolorowania wierzchoªkowego.
Niektóre prezentowane dowody zostaªy opracowane na podstawie materiaªów
pochodz¡cych z ró»nych ¹ródeª, co te» jest wkªadem wªasnym autorki. �ró-
dªa wykorzystanych dowodów, je»eli nie pochodz¡ one z oryginalnej pracy
prezentuj¡cej dany wynik i nie zostaªy opracowane w caªo±ci przez autork¦,
podane s¡ jako ostatnie cytowanie (lub cytowania) przy twierdzeniach.
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1. Wprowadzenie

Grafem G nazywamy par¦ G = (V,E), gdzie V jest dowolnym sko«-
czonym zbiorem oraz E jest zbiorem wybranych nieuporz¡dkowanych par
ró»nych elementów ze zbioru V . Cz¦sto zbiory te b¦dziemy oznacza¢ przez
odpowiednio V (G) oraz E(G). Elementy V nazywamy wierzchoªkami, a E
jest zbiorem ª¡cz¡cych je kraw¦dzi. Dla uproszczenia zapisu, kraw¦d¹ {u, v}
b¦dziemy zazwyczaj oznacza¢ przez uv lub vu. Liczebno±ci zbiorów V (G)
oraz E(G) nazywamy odpowiednio rz¦dem (ozn. |G|) i rozmiarem grafu G
(ozn. ||G||). Graf jest pusty, je»eli jest rozmiaru 0. Przemawiaj¡c¡ do intu-
icji interpretacj¡ grafu jest jego reprezentacja gra�czna, w której wierzchoª-
kom odpowiadaj¡ punkty na pªaszczy¹nie, a kraw¦dziom - ª¡cz¡ce je odcinki.
I tak, poni»szy rysunek przedstawia graf rz¦du 6 i posiadaj¡cy wszystkie 15
mo»liwych kraw¦dzi. Graf, którego zbiór kraw¦dzi skªada si¦ ze wszystkich
mo»liwych par (nieuporz¡dkowanych) wierzchoªków nazywamy grafem peª-
nym lub klik¡ (ozn. Kn, gdzie n - rz¡d grafu).

Rysunek 1: Graf peªny rz¦du 6.

Multigraf de�niujemy jako par¦ (V,E), gdzie V jest sko«czonym zbiorem
wierzchoªków, a E jest multizbiorem (zbiorem, w którym elementy mog¡ si¦
powtarza¢) nieuporz¡dkowanych par elementów ze zbioru V . W multigrafach
mo»liwe wi¦c jest, »e dwa wierzchoªki ª¡czy wi¦cej ni» jedna kraw¦d¹. Mo»emy
równie» dopuszcza¢ mo»liwo±¢ istnienia p¦tli w multigra�e, czyli kraw¦dzi
postaci vv, dla pewnego wierzchoªka v.

Na zbiorze wierzchoªków grafu okre±lamy relacj¦ s¡siedztwa. Mówimy,
»e dwa wierzchoªki u, v grafu s¡ s¡siednie (lub s¡siaduj¡ce), je»eli w gra�e
tym istnieje ª¡cz¡ca je kraw¦d¹ e = uv. Wierzchoªki u, v nazywamy wtedy
ko«cami kraw¦dzi e i mówimy, »e kraw¦d¹ ta jest incydentna z ka»dym z tych
wierzchoªków. Przez s¡siedztwo wierzchoªka v rozumiemy zbiór wierzchoªków,
które s¡ z nim w relacji, a wi¦c s¡ jego s¡siadami. Zbiór ten oznaczamy prze
z N(v), a liczb¦ jego elementów nazywamy stopniem wierzchoªka v i za-
pisujemy jako d(v). Je»eli b¦dzie to konieczne, to b¦dziemy zaznacza¢, »e
odnosimy si¦ do stopnia wierzchoªka w gra�e G, wtedy b¦dziemy zapisywa¢
go jako dG(v).

Stopniem maksymalnym ∆(G) grafuG nazywamy najwi¦ksz¡ warto±¢ d(v)
dla v ∈ V (G), analogicznie de�niujemy stopie« minimalny w gra�e δ(G).
Je»eli δ(G) = ∆(G), a wi¦c wszystkie wierzchoªki w gra�e G maj¡ równe
stopnie, to G okre±lamy grafem regularnym, lub k-regularnym, gdzie k to
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stopie« ka»dego z wierzchoªków. Szczególnie interesuj¡ce dla nas b¦d¡ grafy
3-regularne, czyli inaczej grafy kubiczne.

Przy stopniach wierzchoªków warto wspomnie¢ o istotnym wyniku, zwa-
nym lematem o u±ciskach dªoni, który mówi, »e suma stopni wierzchoªków
w gra�e jest równa dwukrotno±ci liczby kraw¦dzi tego grafu, a wi¦c∑

v∈V (G)

d(v) = 2 · |E(G)|.

Wynika to oczywi±cie z tego, »e ka»da kraw¦d¹ incydentna jest z dokªadnie
dwoma wierzchoªkami, a wi¦c sumuj¡c stopnie wierzchoªków, zliczamy ka»d¡
kraw¦d¹ dwukrotnie.

Graf H nazywamy podgrafem grafu G, je»eli V (H) ⊂ V (G) oraz
E(H) ⊂ E(G). Mo»emy wtedy powiedzie¢, »e graf H zawiera si¦ w gra�e G.
Pograf H nazywamy wªa±ciwym, je»eli nie jest równy grafowi G. Podgrafem
grafu G indukowanym przez zbiór wierzchoªków S ⊂ V (G) nazywamy graf
G[S], taki »e jego zbiorem wierzchoªków jest zbiór S, a jego kraw¦dziami s¡
wszystkie kraw¦dzie ª¡cz¡ce wierzchoªki z tego zbioru w gra�e G. Podobnie
mo»emy zde�niowa¢ podgraf indukowany przez podzbiór kraw¦dzi F ⊂ E(G)
jako graf, któego zbiorem kraw¦dzi jest zbiór F , a zbiorem wierzchoªków zbiór
ko«ców tych kraw¦dzi.

Rysunek 2: Graf rz¦du 6 z zaznaczonym pografem indukowanym (K4).

�cie»k¡ w gra�e nazywamy naprzemienny ci¡g niepowtarzaj¡cych si¦
wierzchoªków i kraw¦dzi v0, e1, v1, e2, . . . , en, vn, gdzie vi ∈ V (G), ei ∈ E(G)
oraz vi−1vi = ei, dla ka»dego i = 1, . . . , n. W uproszczeniu b¦dziemy zazwy-
czaj zapisywa¢ ten ci¡g v0, v1, . . . , vn (lub pomijaj¡c przecinki), gdy» ±cie»ka
jest w istocie ci¡giem ró»nych wierzchoªków poª¡czonych kraw¦dziami (skoro
zaw¦»amy rozwa»ania jedynie do grafów prostych, to kraw¦dzie ±cie»ki s¡ zde-
terminowane przez wybrane wierzchoªki, inaczej wygl¡daªoby to w przypad-
ku multigrafów). Przez dªugo±¢ ±cie»ki rozumiemy liczb¦ jej kraw¦dzi (a wi¦c
tutaj: n). Dªugo±¢ najkrótszej ±cie»ki ª¡cz¡cej dwa wierzchoªki u, v w gra�e
nazywamy odlegªo±ci¡ mi¦dzy tymi dwoma wierzchoªkami i oznaczamy przez
d(u, v).

Struktur¦ otrzyman¡ ze ±cie»ki v0, v1, . . . , vn przez dodanie kraw¦dzi vnv1

nazywamy cyklem dªugo±ci n + 1 i oznaczamy Cn+1 (indeks to liczba wierz-
choªków w cyklu). Cyklami, które b¦d¡ dla nas szczególnie wa»ne, s¡ cykle
dªugo±ci 3, które b¦dziemy czasem okre±la¢ trójk¡tami.

Je»eli cykl ma parzyst¡ (lub nieparzyst¡) dªugo±¢, to dla uproszczenia
b¦dziemy nazywa¢ go cyklem parzystym (lub nieparzystym). Podobnego na-
zewnicta b¦dziemy u»ywa¢ dla ±cie»ek.
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Dªugo±¢ najkrótszego cyklu w gra�e G nazywamy tali¡ grafu G. Je»e-
li w gra�e G istnieje cykl ª¡cz¡cy wszystkie jego wierzchoªki, to cykl ten
nazywamy cyklem Hamiltona i o G mówimy, »e jest grafem hamiltonowskim.

Graf prosty nazywamy spójnym, je»eli dla ka»dej pary jego wierzchoªków
istnieje ª¡cz¡ca je ±cie»ka. Wªasno±¢ ta jest o tyle istotna, i» bardzo cz¦sto wy-
starczaj¡ce okazuje si¦ badanie jedynie grafów spójnych, a ewentualne uogól-
nianie twierdze« dla grafów niespójnych jest trywialne, gdy» skªadowe grafów
niespójnych s¡ grafami spójnymi. Z de�nicji, przez skªadow¡ grafu niespój-
nego rozumiemy jego maksymalny (wzgl¦dem zawierania) podgraf spójny.
Mówi¡c o gra�e spójnym mo»emy równie» sprecyzowa¢ "jak silna" jest jego
spójno±¢. Powiemy, »e graf jest k-spójny, je»eli usuni¦cie z niego dowolnego
zbioru mniej ni» k wierzchoªków (dla k < |G|) nie psuje jego spójno±ci (nie
rozspójnia go), tzn.

∀S ⊂ V (G), |S| < k : G− S jest grafem spójnym.

Przez G−S, gdzie S jest podzbiorem wierzchoªków grafu G, oznaczamy graf
powstaªy z G przez usuni¦cie z niego wszystkich wierzchoªków ze zbioru S
oraz incydentnych z nimi kraw¦dzi (podobnie, gdy S b¦dzie zbiorem kraw¦-
dzi, G − S b¦dzie oznacza¢ graf G z usuni¦tymi kraw¦dziami ze zbioru S).
Gdy usuwany zbiór b¦dzie jednoelementowy, b¦dziemy u»ywa¢ uproszczone-
go zapisu i zamiast G−{x} b¦dziemy u»ywa¢ notacji G−x. Spójno±ci¡ wierz-
choªkow¡ grafu G (ozn. κ(G)) nazywamy najwi¦ksz¡ liczb¦ k, tak¡ »e G jest
k-spójny. Warto zauwa»y¢, »e ka»dy graf k-spójny jest równie» (k − i)-spójny,
dla dowolnego i < k. Je»eli istnieje w gra�e wierzchoªek, którego usuni¦cie
spowoduje rozspójnienie grafu, to nazywamy go wierzchoªkiem rozspajaj¡-
cym. Kraw¦d¹ e w gra�e G, tak¡ »e graf G − e jest niespójny nazywamy
mostem.

Izomor�zmem grafów G i H nazywamy bijekcj¦ φ : V (G) → V (H), któ-
ra zachowuje relacj¦ s¡siedztwa, to znaczy dowolny wierzchoªek v ∈ V (G)
jest s¡siadem wierzchoªka u ∈ V (G) wtedy i tylko wtedy, gdy wierzchoª-
ki φ(v), φ(u) ∈ V (H) s¡ s¡siednie. Dwa grafy nazywamy izomor�cznymi,
je»eli istnieje mi¦dzy nimi izomor�zm. Relacja izomor�czno±ci, któr¡ ozna-
cza¢ b¦dziemy przez ', jest relacj¡ równowa»no±ci w zbiorze wszystkich gra-
fów. Zazwyczaj rozwa»amy grafy z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu, co oznacza,
»e przez dany graf G rozumiemy jego klas¦ abstrakcji wzgl¦dem relacji izo-
mor�czno±ci. Poni»szy przykªad przedstawia dwa ró»ne grafy, jednak oba s¡
izomor�czne z K4 (grafem peªnym rz¦du 4), a wi¦c oba mo»emy uto»sami¢
z K4.
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Rysunek 3: Grafy izomor�czne.

Automor�zm grafu to izomor�zm dziaªaj¡cy tylko na tym gra�e, tzn.
izomor�zm φ : V (G)→ V (G) jest automor�zmem grafu G. Zbiór wszystkich
automor�zmów grafu tworzy grup¦, w której elementem neutrealnym jest
identyczno±¢.

Zbiór niezale»ny (inaczej nazywany równie» antyklik¡) w gra�e G to dwol-
ny podzbiór jego wierzchoªków, w którym elementy nie s¡siaduj¡ ze sob¡. Moc
najwi¦kszego (pod wzgl¦dem liczebno±ci) takiego zbioru w gra�e G nazywa-
my liczb¡ niezale»no±ci grafu i oznaczamy przez α(G). Natomiast zbiór nie-
zale»nych kraw¦dzi (niemaj¡cych wspólnych wierzchoªków) nazywamy skoja-
rzeniem. Skojarzenie doskonaªe to takie, które posiada kraw¦d¹ incydentn¡
z ka»dym z wierzchoªków grafu. Liczebno±¢ najliczniejszego skojarzenia w
gra�e G nazywamy kraw¦dziow¡ liczb¡ niezale»no±ci grafu G i oznaczamy
przez α′(G).

Powiemy »e dany zbiór V ma podziaª na zbiory X, Y , je»eli zbiory X
i Y s¡ rozª¡czne, a ich suma daje zbiór V . Graf G jest grafem dwudzielnym
(lub w ogólno±ci r-dzielnym), je»eli zbiór jego wierzchoªków ma podziaª na
dwa zbiory niezale»ne (w ogólno±ci r zbiorów). Poni»sze twierdzenie podaje
warunek konieczny i wystarczaj¡cy dla posiadania takiej wªasno±ci.

Twierdzenie 1. [30] Graf G jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy nie
zawiera cyklu o dªugo±ci nieparzystej.

Dowód. Rozwa»my graf niepustyG rz¦du wi¦kszego ni» jeden (dla grafów
rz¦du 1 teza jest oczywista). Przyjmijmy, »e G jest spójny, w przeciwnym
wypadku wystarczy tez¦ zastosowa¢ do jego skªadowych spójnych.

Na pocz¡tek zaªó»my, »e G jest dwudzielny. Mo»emy wi¦c podzieli¢ zbiór
jego wierzchoªków na dwa rozª¡czne zbiory niezale»ne X i Y :

V (G) = X ∪ Y.

Je»eli w G nie istnieje cykl, to dowód jest sko«czony. Zaªó»my jednak, »e ist-
nieje w G cykl C = v1v2 . . . vn. Bez straty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e wierz-
choªek v1 to wierzchoªek ze zbioru X. Zbiór X jest niezale»ny, niemo»liwe
wi¦c, aby wierzchoªek v2 równie» nale»aª do tego zbioru, nale»y wi¦c do zbio-
ru Y . Rozumuj¡c w ten sposób dla kolejnych wierzchoªków cyklu, otrzymamy
zale»no±¢, »e wierzchoªki o nieparzystych indeksach nale»¡ do zbioru X, a te
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o indeksach parzystych do zbioru Y . Je»eli v1 jest s¡siadem vn, to n musi by¢
liczb¡ parzyst¡, a wi¦c C jest cyklem parzystym.

Dla dowodu przeciwnej implikacji, zaªó»my »e G nie zawiera cykli niepa-
rzystych. Wybierzmy dowolny wierzchoªek v ∈ V (G) i zde�niujmy dla niego
dwa podzbiory jego s¡siadów:

X = {u ∈ N(v) : d(v, u) jest parzysta},

Y = {u ∈ N(v) : d(v, u) jest nieparzysta}.
Zbiory te tworz¡ podziaª zbioru wierzchoªków grafu G (przy zaªo»eniu, »e 0
jest liczb¡ parzyst¡). Poka»emy, »e zbiory X i Y s¡ niezale»ne.

Zaªó»my, »e istnieje kraw¦d¹ e = x1x2 ª¡cz¡ca dwa wierzchoªki ze zbioru
X. Oznaczmy najkrótsze ±cie»ki ª¡cz¡ce wierzchoªek v z wierzchoªkami x1,
x2 przez, odpowiednio, P1, P2.

Je»eli ±cie»ki P1 i P2 s¡ rozª¡czne, to kraw¦d¹ e wraz z dwoma wspo-
mnianymi ±cie»kami (o parzystej dªugo±ci) utworzy cykl nieparzysty, a wi¦c
otrzymujemy sprzeczno±¢ z zaªo»eniem. Zaªó»my, »e ±cie»ki te nie s¡ rozª¡cz-
ne, a wi¦c istnieje wierzchoªek w, który jest ostatnim (najbli»szym wierz-
choªkom x1, x2) wierzchoªkiem nale»¡cym zarówno do ±cie»ki P1 jak i P2.
Dla obydwu ±cie»ek dªugo±¢ ich odcinka od u do w wynosi d(u,w). Je»eli
odlegªo±¢ wierzchoªka u do wierzchoªka w jest parzysta, to pozostaªe odcinki
±cie»ek równie» maj¡ dªugo±ci parzyste, a wi¦c otrzymujemy cykl nieparzysty
utworzony przez najkrótsze ±cie»ki z w do wierzchoªków x1, x2 oraz kraw¦d¹
e. W przeciwnym wypadku, pozostaªe odcinki ±cie»ek maj¡ dªugo±ci niepa-
rzyste i w ten sam sposób otrzymujemy cykl nieparzysty.

Podobnie, sprzeczno±¢ otrzymamy zakªadaj¡c s¡siedztwo dwóch dowol-
nych wierzchoªków ze zbioru Y , a wi¦c oba zbiory s¡ niezale»ne.

Graf dwudzielny nazywamy dwudzielnym peªnym, je»eli zawiera wszyst-
kie mo»liwe kraw¦dzie mi¦dzy antyklikami, które tworz¡ podziaª jego zbioru
wierzchoªków (ozn. Km,n, gdzie m,n to liczebno±ci niezale»nych zbiorów po-
dziaªu zbioru wierzchoªków).

Najwa»niejsz¡ klas¦ grafów dwudzielnych stanowi¡ drzewa. Drzewo to
graf spójny i acykliczny (niezawieraj¡cy cykli). Je»eli graf jest niespójny i nie
zawiera cykli (jego spójne skªadowe s¡ drzewami), to nazywamy go lasem.
W przypadku grafu G który jest drzewem, zawsze z góry znamy liczb¦ jego
kraw¦dzi i jest to |G| − 1.

Dopeªnienie grafu G (ozn. Ḡ) to graf o tym samym zbiorze wierzchoª-
ków V (G), ale zawieraj¡cy jedynie te kraw¦dzie mi¦dzy nimi, których nie ma
w gra�e G (tzn. E(Ḡ) =

(
V
2

)
\ E(G)). Innymi sªowy, zachodzi warunek

xy ∈ E(G)⇔ xy /∈ E(Ḡ).

Kilka wa»niejszych wªasno±ci dopeªnienia grafu:

1. Dopeªnienie dopeªnienia grafu G to graf G ((Ḡ) = G).

2. Wierzchoªek maj¡cy maksymalny stopie« w gra�e G jest wierzchoªkiem
o minimalnym stopniu w jego dopeªnieniu, a co za tym idzie δ(Ḡ) =
|G| −∆(G)− 1.
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Rysunek 4: Iloczyn kartezja«ski ±cie»ki dªugo±ci 3 oraz cyklu dªugo±ci 4.

3. Ka»dy zbiór wierzchoªków niezale»nych w gra�eG b¦dzie zbiorem wierz-
choªków kliki w Ḡ.

Iloczynem kartezja«skim grafów G iH nazywamy taki graf G×H, »e zbio-
rem jego wierzchoªków jest iloczyn kartezja«ski zbiorów V (G) i V (H), a dwa
wierzchoªki (u, v), (u′, v′) s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ wtedy i tylko wtedy gdy
zachodzi jeden z dwóch warunków:

� u = u′ oraz vv′ ∈ E(H)

� v = v oraz uu′ ∈ E(G).

1.1. Grafy planarne

Grafem planarnym nazywamy graf, który moze zosta¢ przedstawiony na
pªaszczy¹nie w ten sposób, aby »adne jego dwie kraw¦dzie nie miaªy innych
punktów wspólnych ni» ich ko«ce. Tak¡ reprezentacj¦ nazywamy zanurze-
niem planarnym grafu. Zanurzenie planarne grafu G mo»emy traktowac jako
graf G̃, izomor�czny z G, w którym zbiorem wierzchoªków jest zbiór punktów
odpowiadaj¡cych wierzchoªkom grafu G, a zbiorem kraw¦dzi jest zbiór odcin-
ków reprezentuj¡cych kraw¦dzieG. Ka»dy wierzchoªek w G̃ jest incydentny ze
wszystkimi kraw¦dziami w G̃, które go zawieraj¡. Zanurzenie planarne grafu
jest czasami nazywane grafem pªaskim. Zazwyczaj, pisz¡c o gra�e planarnym
b¦dziemy domy±lnie uto»samia¢ go z jego zanurzeniem planarnym.

�cian¡ w gra�e pªaskim b¦dziemy nazywa¢ wn¦trze cyklu bez przek¡tnych
(zazwyczaj wraz z tym cyklem) lub nieograniczony obszar otaczaj¡cy graf.
Przez przek¡tn¡ cyklu rozumiemy tutaj kraw¦d¹ lub ±cie»k¦ le»¡c¡ wewn¡trz
cyklu, a wi¦c dla cyklu C = x1x2 . . . xn, przek¡tn¡ b¦dzie kraw¦d¹ xixj,
dla której i 6= j − 1, j + 1 oraz która poªo»ona jest wewn¡trz C, lub ±cie»ka
dªugo±ci co najmniej 2, ª¡cz¡ca dwa wierzchoªki z cyklu C, rozª¡czna z cyklem
C i le»¡ca wewn¡trz niego.
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Rysunek 5: Graf i jego zanurzenie planarne

(a) (b) (c)

Rysunek 6: Przykªady grafów z trzema ±cianami. Na rysunku (a) oraz (b) na
czerwono zaznaczono przek¡tne najdªu»szych cyklów w grafach.

Przyjmijmy, »e gdy mówimy o kraw¦dziach nale»¡cych do ±ciany, to ma-
my na my±li kraw¦dzie rozdzielaj¡ce t¦ ±cian¦ od s¡siaduj¡cych z ni¡ ±cian,
podobnie dla cyklu ograniczaj¡cego (zaªo»enie takie jest istotne w przypadku
±ciany zewn¦trznej). Je»eli mówimy, »e dany wierzchoªek nale»y do ±ciany, to
oznacza »e jest incydentny z jedn¡ z kraw¦dzi nale»¡cych do ±ciany. Stopie«
±ciany mo»emy zde�niowa¢ jako liczb¦ nale»¡cych do niej wierzchoªków. Ka»-
dy graf zawiera jedn¡ nieograniczon¡ ±cian¦ zwan¡ ±cian¡ zewn¦trzn¡. Je»eli
graf jest acykliczny, to wszystkie jego wierzchoªki nale»¡ do jedynej ±ciany
grafu - ±ciany zewn¦trznej.

Liczb¦ ±cian w gra�e b¦dziemy zazwyczaj oznacza¢ przez f lub f(G).

Twierdzenie 2. [18, 7] Je»eli G jest grafem planarnym spójnym maj¡cym
n wierzchoªków, m kraw¦dzi oraz f ±cian, to zachodzi wzór

n−m+ f = 2.

Powy»szy wzór jest cz¦sto nazywany wzorem Eulera dla grafów pªaskich.

Dowód. Przeprowad¹my indukcj¦ ze wzgl¦du na liczb¦ ±cian f . Je»eli
f = 1, to graf G jest acykliczny, jest wi¦c drzewem. Oznacza to, »e liczba
jego kraw¦dzi jest równa n− 1 i wzór oczywi±cie zachodzi

Zaªó»my, »e wzór jest prawdziwy dla wszystkich grafów spójnych o liczbie
±cian mniejszej ni» f . Niech G b¦dzie grafem spójnym o f ≥ 2 ±cianach.
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Wybierzmy w G kraw¦d¹ e, której usuni¦cie nie rozspójnia grafu, tzn. graf
G− e równie» jest spójny. G− e zawiera jedn¡ ±cian¦ mniej ni» G, gdy» dwie
±ciany rozdzielone przez e w gra�e G poª¡czyªy si¦ w jedn¡ po usuni¦ciu
kraw¦dzi. Z zaªo»enia indukcyjnego wzór z twierdzenia zachodzi dla grafu
G− e, a wi¦c:

n− (m+ 1) + (f − 1) = 2.

Redukuj¡c równanie otrzymujemy tez¦.

Ze wzoru Eulera mo»emy bardzo ªatwo oszacowa¢ maksymaln¡ liczb¦
kraw¦dzi, jak¡ mo»e zawiera¢ graf planarny.

Twierdzenie 3. [18, 14] Je»eli G jest grafem planarnym rz¦du n wi¦k-
szego lub równego 3 i rozmiaru m, to

m ≤ 3n− 6

Dowód. Mo»emy zaªo»y¢, »e G jest spójny, gdy» w przeciwnym przy-
padku mogliby±my doda¢ do niego kraw¦dzie nie trac¡c jego planarno±ci.
Dla n = 3 teza zachodzi, gdy» wtedy G jest cyklem C3 lub ±cie»k¡ dªugo±ci
2, a wi¦c jego rozmiar nie przekroczy 3. Zaªó»my zatem, »e n ≥ 4. Oznacz-
my przez f liczb¦ ±cian w G. Ze wzoru Eulera, n − m + f = 2. Oznaczmy
±ciany grafu G przez F1, F2, . . . , Ff oraz przez mi liczb¦ kraw¦dzi nale»¡cych
do ±ciany Fi (1 ≤ i ≤ f). Liczba mi jest na pewno nie mniejsza n» 3. Skoro
ka»da kraw¦d¹ nale»y do co najwy»ej dwóch ±cian, to zachodzi nierówno±¢

3f ≤
f∑
i=1

mi ≤ 2m.

Zatem
6 = 3n− 3m+ 3f ≤ 3n− 3m+ 2m = 3n−m,

sk¡d m ≤ 3n− 6.
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2. Kolorowania wierzchoªkowe.

Kolorowaniem wierzchoªkowym (w domy±le, je±li z kontekstu nie b¦dzie
wynika¢ inaczej, przez kolorowanie rozumie¢ b¦dziemy kolorowanie wierzchoª-
kowe) grafu G nazywamy dowoln¡ funkcj¦ dziaª¡j¡c¡ na zbiorze wierzchoªków
grafu G. Warto±¢ przypisan¡ wierzchoªkowi v przez tak¡ funkcj¦ nazywamy
kolorem wierzchoªka v. Cho¢ zbiorem warto±ci kolorowania mo»e by¢ dowolny
zbiór, to zazwyczaj, bez straty ogólno±ci, rozwa»a si¦ kolorowania przypisu-
j¡ce wierzchoªkom liczby naturalne. Kiedy funkcja taka przyjmuje k ró»nych
warto±ci, to mówimy o k-kolorowaniu.

Podstawowym rodzajem kolorowa« s¡ kolorowania wªa±ciwe, czyli takie,
które »adnym dwóm wierzchoªkom s¡siednim nie przypisuj¡ tego samego ko-
loru. Kolorowanie wªa±ciwe jest wi¦c w istocie podziaªem zbioru wierzchoªków
na rozª¡czne zbiory niezale»ne. Czasami b¦dziemy uto»samia¢ k-kolorowanie
(funkcj¦) z ci¡giem zbiorów niezale»nych (V1, V2, . . . , Vk) stanowi¡cych po-
dziaª zbioru wierzchoªków grafu na zbiory wierzchoªków w danym kolorze.
Graf posiadaj¡cy k-kolorowanie wªa±ciwe nazywamy k-kolorowalnym, a naj-
mniejsz¡ liczb¦ kolorów k, za pomoc¡ której mo»na pokolorowa¢ graf G wªa-
±ciwie, nazywamy liczb¡ chromatyczn¡ grafu G i oznaczamy χ(G). Mo»emy
zapisa¢ w sposób symboliczny

χ(G) = min{k ∈ N : G jest k -kolorowalny}.

Je»eli χ(G) = k, to G nazywamy k-chromatycznym. Zarówno w tym, jak
i w kolejnych rozdziaªach b¦dziemy zajmowa¢ si¦ kolorowaniami wªa±ciwymi,
a wi¦c w domy±le o takie kolorowanie b¦dzie zawsze chodziªo.

Graf jest 1-kolorowalny tylko je»eli jest grafem rozmiaru 0 (jest nieza-
le»nym zbiorem wierzchoªków) oraz 2-kolorowalny wtedy i tylko wtedy gdy
jest dwudzielny (lub ogólniej: grafy r-dzielne to grafy r-kolorowalne). Rów-
nie» liczba chromatyczna kliki Kn jest ªatwa do obliczenia, gdy» ka»dy jej
wierzchoªek musi zosta¢ pokolorowany innym kolorem, st¡d χ(Kn) = n.

Nietrudno zauwa»y¢, »e je»eli graf H jest podgrafem grafu G, to

χ(H) ≤ χ(G).

St¡d, je»eli przez ω(G) oznaczymy liczb¦ klikow¡ grafu G, to jest maksymalny
rz¡d kliki zawartej w gra�e G, to ω ≤ χ(G).

Mo»emy równie» uzale»ni¢ liczb¦ chromatyczn¡ grafu G od jego liczby
niezale»no±ci, tj. mocy jego najwi¦kszego (pod wzgl¦dem liczebno±ci) zbio-
ru niezale»nego. Mo»emy wi¦c podzieli¢ n wszystkich wierzchoªków G na
maksymalnie d n

α(G)
e zbiorów niezale»nych, st¡d liczba chromatyczna G musi

by¢ wi¦ksza od tej warto±ci. �¡cz¡c razem te dwie zale»no±ci otrzymujemy
poni»sze twierdzenie, które jest elementarnym wynikiem w teorii kolorowa«
grafów.

Twierdzenie 4.

χ(G) ≥ max{ω(G),
⌈ n

α(G)

⌉
}.
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Górne ograniczenie dla liczby chromatycznej mo»emy uzyska¢ analizu-
j¡c najprostszy algorytm znajduj¡cy kolorowanie wierzchoªkowe grafu, mia-
nowicie algorytm zachªanny (znajduj¡cy rozwi¡zanie lokalnie optymalne).
W pierwszym kroku algorytmu porz¡dkujemy wierzchoªki grafu (w dowolny
sposób) otrzymuj¡c ci¡g v1, v2, . . . , vn. Wierzchoªkowi v1 nadajemy kolor 1.
W i-tym kroku, dla i ∈ {2, ..., n}, kolorujemy wierzchoªek vi najmniejsz¡
mo»liw¡ liczb¡ naturaln¡, to znaczy:

c(vi) = min{l ∈ N : ∀k < i : vivk ∈ E(G)⇒ c(vk) 6= l}.

Innymi sªowy, analizujemy zbiór kolorów s¡siadów wierzchoªka vi i wybiera-
my najmniejsz¡ liczb¦ naturaln¡, której nie ma w tym zbiorze. Kolorowanie
otrzymane w wyniku algorytmu u»ywa co najwy»ej ∆(G) + 1 kolorów, po-
niewa» ka»dy z wierzchoªków ma co najwy»ej ∆(G) s¡siadów. Otrzymujemy
wi¦c ograniczenie dla liczby chromatycznej zawarte w kolejnym twierdzeniu.

Twierdzenie 5. [11] Dla dowolnego grafu G zachodzi

χ(G) ≤ ∆(G) + 1.

Co wi¦cej, w ogólno±ci nie znajdziemy lepszego górnego ograniczenia, po-
niewa» χ(Kn) = n = ∆(Kn) + 1. Inne górne ograniczenie podaje poni»sze
twierdzenie.

Twierdzenie 6. [41, 34] Zaªó»my, »e w gra�e G ka»dy jego podgraf za-
wiera wierzchoªek o stopniu mniejszym lub równym δ(G). Wtedy

χ(G) ≤ δ(G) + 1

.

Dowód.Wiemy, »e w gra�eG istnieje wierzchoªek o stopniu δ(G), oznacz-
my go vn. Wiemy rownie», »e tak»e w gra�e G−vn istnieje wierzchoªek o stop-
niu nie wi¦kszym ni» δ(G), który oznaczmy przez vn−1. Równie» w gra�e
G − {vn, vn−1} istnieje wierzchoªek stopnia co najwy»ej δ(G), oznaczmy go
vn−2. Kontynuuj¡c ten proces mo»emy poetykietowa¢ wszystkie wierzchoªki
w gra�e G, jednocze±nie ustawiaj¡c je w ci¡g v1, v2, . . . , vn. Do tak upo-
rz¡dkowanych wierzchoªków zastosujmy algorytm zachªanny. W i-tym kroku
algorytmu rozwa»a¢ b¦dziemy wierzchoªek vi, który poª¡czony b¦dzie z co
najwy»ej δ(G) wierzchoªków spo±ród v1, . . . , vi−1, które zostaªy wcze±niej po-
kolorowane. St¡d b¦dziemy potrzebowa¢ co najwy»ej δ(G) + 1 kolorów.

Powy»sze twierdzenia zapewniaj¡ nam ±cisªe ograniczenia dla, na przy-
kªad, grafu peªnego:

χ(Kn) = n = ∆(Kn) + 1 = δ(Kn) + 1,

lub dla cyklu nieparzystego:

χ(Cn) = 3 = ∆(Cn) + 1 = δ(Cn) + 1.
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Wydawaªoby si¦ wi¦c, »e twierdzenie 6, maj¡c na uwadze jego mocniejsze
zaªo»enia, nie wnosi niczego nowego. Rozwa»my jednak graf Wn, nazywa-
ny koªem szprychowym. Jest to graf posiadaj¡cy n wierzchoªków z których
n − 1 le»y na wspólnym cyklu, a ostatni jest "±rodkiem koªa" poª¡czonym
kraw¦dziami ("szprychami") ze wszystkimi wierzchoªkami na cyklu.

Rysunek 7: Graf W8.

Dla n = 100, twierdzenie 5 ogranicza liczb¦ chromatyczn¡ przez 100,
podczas gdy χ(Wn) = 4. Jest wi¦c to ograniczenie zupeªnie bezu»yteczne.
Z drugiej jednak strony, ªatwo pokaza¢, »e ka»dy podgraf grafu Wn b¦dzie
zawieraª wierzchoªki o stopniu nieprzekraczaj¡cym δ(Wn) = 3, st¡d z twier-
dzenia 6 otrzymujemy górne ograniczenie liczby chromatycznej: χ(Wn) ≤ 4,
a wi¦c najlepsze mo»liwe.

Kolejne twierdzenie, b¦d¡ce nieco poprawionym twierdzeniem 5, jest jed-
nym z najwa»niejszych wyników w dziedzinie kolorowania. Do jego dowodu
b¦dzie nam potrzebne poj¦cie bloku.

Blokiem w gra�e nazywamy jego maksymalny (wzgl¦dem zawierania)
podgraf o spójno±ci wi¦kszej lub równej 2 (czyli taki, który nie zawiera wierz-
choªków rozspajaj¡cych).

Twierdzenie 7. [11, 14](Brooks) Je»eli G jest grafem spójnym ró»nym
od grafu peªnego i cyklu nieparzystego, to χ(G) ≤ ∆(G).

Dowód. Dla grafów, których maksymalny stopie« jest mniejszy ni» 2,
twierdzenie jest prawdziwe w sposób trywialny. Je»eli ∆(G) = 0 to mamy
do czynienia z K1, je»eli ∆(G) = 1, to G = K2, a wi¦c oba przypadki
nie speªniaj¡ zaªo»e« twierdzenia. Je»eli ∆(G) = 2, to graf G jest ±cie»k¡
(wtedy χ(G) = 2 = ∆(G)) lub cyklem (w tym wypadku, je»eli G jest cyklem
parzystym, to jego liczba chromatyczna równie» wynosi 2, a je»eli jest cyklem
nieparzystym, to oczywi±cie nie jest speªnione zaªo»enie).

Zaªó»my wi¦c, »e ∆(G) ≥ 3. Dla dowodu nie wprost, zaªó»my »e G nie
speªnia tezy twierdzenia, to znaczy χ(G) > ∆(G) oraz G jest najmniejszym
(w sensie rz¦du) grafem, dla którego taka zale»no±¢ zachodzi. Prawdziwe s¡
wi¦c nast¦puj¡ce stwierdzenia.

1. Graf G jest spójny. W przeciwnym wypadku, przynajmniej jedna z je-
go spójnych skªadowych byªaby grafem mniejszego rz¦du, dla które-
go prawdziwa byªaby interesuj¡ca nas nierówno±¢, co daje sprzeczno±¢
z zaªo»eniem o minimalno±ci rz¦du grafu G.
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2. G jest 2-spójny. Gdyby nie byª, zawieraªby wierzchoªek rozspajaj¡cy
v oraz skªadowe grafu G − v wraz z wierzchoªkiem v byªyby ∆(G)-
kolorowalne. Kolory wierzchoªków w skªadowych mo»na by wi¦c sper-
mutowa¢ w ten sposób, aby w ka»dej wierzchoªek v miaª ten sam kolor,
co daje kolorowanie wªa±ciwe grafu G za pomoc¡ co najwy»ej ∆(G)
kolorów.

3. G musi zawiera¢ trzy wierzchoªki v, u1, u2, takie »e

� u1 i u2 s¡ nies¡siednie

� zarówno u1 jak i u2 s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ z v

� G− {u1, u2} jest spójny.

Rozpatrzmy dwa przypadki.
Przypadek 1: G jest 3-spójny. Poniewa» G nie jest peªny, musz¡ istnie¢
dwa jego nies¡siednie wierzchoªki x, y. Niech x = v0, . . . , vl = y, gdzie
l ≥ 2, b¦dzie najkrótsz¡ ±cie»k¡ ª¡cz¡c¡ x i y. Wierzchoªek v0 nie jest
wi¦c poª¡czony z wierzchoªkiem v2. Mo»emy przyj¡¢ u1 = v0, v = v1,
u2 = v2.
Przypadek 2: G jest 2-spójny, ale nie jest 3-spójny. W takim przypadku
musz¡ istnie¢ dwa wierzchoªki x, y, takie »e G − {x, y} jest niespójny.
Oznacza to, »e graf G − x posiada wierzchoªkek rozspajaj¡cy, jednak
sam graf G takiego wierzchoªka nie posiada. St¡d, xmusi by¢ poª¡czony
z conajmniej jednym wierzchoªkiem z ka»dego bloku w gra�e G− {x}.
Wierzchoªkami speªniaj¡cymi powy»sze warunki s¡ wierzchoªek x oraz
dwa wierzchoªki nale»¡ce do ró»nych bloków ko«cowych s¡siaduj¡ce z
x.

Uporz¡dkujmy wierzchoªki grafu G w ten sposób, aby algorytm zachªanny
daª nam szukane kolorowanie. Przez πi oznaczmy i−ty wyraz konstruowanego
ci¡gu. Niech π1 = u1, π2 = u2, πn = v. Pozostaªe wyrazy ci¡gu wybieramy
w ten sposób, »e dla 3 ≤ i ≤ n − 1 zachodzi {πi+1, . . . , πn} ∩ N(vi) 6= ∅.
Kolorujemy wierzchoªki za pomoc¡ algorytmu zachªannego. Wierzchoªki π1,
π2 otrzymaj¡ kolor 1, poniewa» nie s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡. Przy kolorowaniu
wierzchoªka πi, dla 3 ≤ i ≤ n− 1, dost¦pny b¦dzie przynajmniej jeden kolor
k ≤ ∆(G), poniewa» przynajmniej jeden z jego s¡siadów nie zostaª jeszcze
pokolorowany. Ostatecznie, gdy algorytm dojdzie do wierzchoªka πn = v,
to co najwy»ej ∆(G)−1 kolorów b¦dzie ju» wykorzystanych do pokolorowania
jego s¡siadów, a wi¦c przynajmniej jeden z ∆(G) kolorów b¦dzie dost¦pny.
W efekcie, algorytm zachªanny da nam kolorowanie za pomoc¡ co najwy»ej
∆(G) kolorów, st¡d χ(G) ≤ ∆(G).

U»yteczn¡, przy analizie zagadnie« zwi¡zanych z kolorowaniem, klas¡ gra-
fów s¡ grafy krytyczne. Mówimy, »e graf G jest grafem krytycznym (w domy-
±le wierzchoªkowo krytycznym), je»eli dla dowolnego wªa±ciwego podgrafu H
grafu G prawdziwa jest nierówno±¢ χ(H) < χ(G). Je»eli liczba chromatycz-
na grafu krytycznego jest równa k, to nazywamy go k-krytycznym. Poni»szy
graf, zwany grafem Grötzscha, jest przykªadem grafu 4-krytycznego.
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Rysunek 8: Graf Grötzscha

Oczywistym faktem jest, »e graf krytyczny musi by¢ spójny (inaczej nie
zachodziªby warunek z de�nicji). Co wi¦cej, graf krytyczny nie mo»e zawiera¢
wierzchoªków rozspajaj¡cych.

Ka»dy k-chromatyczny graf ma podgraf k-krytyczny. Fakt ten udowodni¢
mo»na w prosty sposób, przez indukcj¦ ze wzgl¦du na liczb¦ wierzchoªków lub
liczb¦ kraw¦dzi grafu G. Je»eli G jest k-krytyczny to szukanym podgrafem
jest samG. W przeciwnym wypadku istnieje wierzchoªek v wG, taki »e χ(G−
v) = k lub kraw¦d¹ e, taka »e χ(G − e) = k. W obu przypadkach, mo»emy
zastosowa¢ zaªo»enie indukcyjne do otrzymanego grafu, a wi¦c b¦dzie miaª
on k-krytyczny podgraf, który jest równie» podgrafem grafu wyj±ciowego G.
Inn¡ wªasno±c grafów krytycznych opisuje poni»sze twierdzenia.

Twierdzenie 8. [16, 7] Je»eli G jest k-krytyczny, to δ(G) ≥ k − 1.

Dowód. Dla dowodu nie wprost zaªó»my »e G jest grafem k-krytycznym,
takim »e δ(G) < k − 1. Niech v b¦dzie takim wierzchoªkiem grafu G, »e je-
go stopie« wynosi δ(G). Z k-krytyczno±ci grafu G wynika, »e χ(G − v) ≤
k − 1. Rozwa»my kolorowanie (V1, V2, . . . , Vk−1) grafu G − v. Skoro v ma
mniej ni» k − 1 s¡siadów, to musi istnie¢ j ∈ {1, 2, . . . , k − 1}, takie »e v
nie s¡siaduje z »adnym wierzchoªkiem z Vj. Z tego wynika jednak, »e Vj ∪
{v} jest zbiorem niezale»nym, a wi¦c (V1, V2, . . . , Vj ∪ {v}, . . . , Vk−1) jest
(k − 1)-kolorowaniem wªa±ciwymG, co jest sprzeczne z zaªo»eniem χ(G) = k.
Wnioskujemy, »e δ(G) > k − 1.

Z powy»szych rozumowa« wynika nast¦puj¡cy wniosek.

Twierdzenie 9. [16, 7] Ka»dy graf k-chromatyczny ma przynajmniej k
wierzchoªków, których stopie« jest wi¦kszy lub równy k − 1.

Dowód.NiechG b¦dzie grafem k-chromatycznym, aH jego podgrafem k-
krytycznym. Z twierdzenia 8, ka»dy wierzchoªek grafu H ma stopie« wi¦kszy
lub równy k − 1 w H, a wi¦c tak»e w G. Skoro H jest k-krytyczny, to jest
równie» k-chromatyczny, a wi¦c ma minimum k wierzchoªków.

Wnioskiem z twierdzenia 9 jest wynik, który przedstawili±my ju» wcze±niej
- twierdzenie 5.
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2.1. Grafy planarne.

Wªasno±ci chromatyczne grafów planarnych s¡ o tyle istotne, »e rozwa-
»ania nad nimi daªy pocz¡tek caªej teorii kolorowania grafów. Twierdzenie
10, uwa»ane za jeden z najwa»niejszych wyników w dziedzinie, pierwotnie
funkcjonowaªo jako hipoteza dotycz¡ca kolorowania obszarów map kartogra-
�cznych. Przez uto»samienie obszarów mapy z wierzchoªkami, które poª¡czo-
ne s¡ kraw¦dzi¡ je»eli obszary maj¡ wspóln¡ granic¦, przeªo»one zostaªo na
j¦zyk grafów planarnych.

Twierdzenie 10. [3] (Twierdzenie o czterech kolorach.) Ka»dy graf
planarny jest 4-kolorowalny.

Powy»szy wynik nie mo»e zosta¢ poprawiony w ogólno±ci (chocia»by ze
wzgl¦du na K4), jednak mo»emy wyró»ni¢ podklas¦ grafów planarnych, któ-
rych liczba chromatyczna wynosi 3.

Twierdzenie 11. [23](Grötzsch) Ka»dy graf planarny nie zawieraj¡cy
trójk¡tów (cykli dªugo±ci 3) jest 3-kolorowalny.

Twierdzenie 17 podaje ten sam wynik przy osªabionych zaªo»eniach. Twier-
dzenia 13, 14, 16 b¦d¡ u»ywane do jego dowodu i równie» dotycz¡ 3-kolorowal-
no±ci grafów planarnych.

Przez u»ywane w dowodach ±ci¡gni¦cie dwóch wierzchoªków rozumiemy
zast¡pienie tych dwóch wierzchoªków przez jeden wierzchoªek poª¡czony kra-
w¦dziami ze wszystkimi s¡siadami wyj±ciowych wierzchoªków (z pomini¦ciem
kraw¦dzi wielokrotnych i p¦tli).

Lemat 12. [10] Niech G b¦dzie grafem planarnym, F b¦dzie jego ±cian¡
ograniczon¡ cyklem v0v1v2v3 oraz v0v2, v1v3 /∈ E(G). Niech Gi b¦dzie grafem
powstaªym z G przez ±ci¡gni¦cie wierzchoªków vi, vi+2 do jednego wierzchoªka,
dla i ∈ {0, 1}. Je»eli liczba trójk¡tów zarówno w gra�e G0 jak i G1 jest wi¦ksza
ni» w gra�e G, to istnieje w G trójk¡t vivi+1z dla pewnego wierzchoªka z ∈
V (G) oraz pewnego i ∈ {0, 1, 2, 3}. Ponadto, G zawiera wierzchoªki x, y, które
nie nale»¡ do ±ciany F , takie »e vi+1zxvi−1 oraz vizyvi+2 (indeksy rozwa»amy
modulo 4) s¡ ±cie»kami w G.
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Rysunek 9: Trójk¡t s¡siaduj¡cy ze ±cian¡ ograniczon¡ cyklem dªugo±ci 4 w
lemacie 12 (dwa przypadki).

Dowód. Niech G, F , G0 oraz G1 b¦d¡ zadane tak jak w wypowiedzi
lematu. Skoro G0 zawiera wi¦cej trójk¡tów ni» G, to musi istnie¢ ±cie»ka
v0zyv2 w G, gdzie z, y nie nale»¡ do ±ciany F . Podobnie, je»eli w gra�e G1

pojawia si¦ trójk¡t, którego nie byªo w gra�eG, to musi istnie¢ ±cie»ka v1wxv3

w G. Z planarno±ci G wynika, »e zbiory wierzchoªków {z, y}, {w, x} nie mog¡
by¢ rozª¡czne. Bez straty ogólno±ci, mozemy przyj¡¢ »e z = w, co skutkuje
obecno±ci¡ trójk¡ta v0v1z oraz ±cie»ek v1zxv3, v0zyv2 w gra�e G. Zauwa»my
równie», »e wierzchoªki x oraz y mog¡ by¢ to»same (patrz rys.9).

Twierdzenie 13. [31] Je»eli G jest grafem 4-krytycznym rz¦du n, to za-
chodzi nierówno±¢

|E(G)| ≥ 5n− 2

3
.

Dowód powy»szego twierdzenia pomijamy ze wzgl¦du na jego obszerno±¢.

Twierdzenie 14. [10] Niech G b¦dzie grafem planarnym bez trójk¡tów
oraz H b¦dzie grafem, takim »e G = H−v dla pewnego wierzchoªka v o stop-
niu 4.Wtedy H jest 3-kolorowalny.

Zauwa»my, »e skoro teza zachodzi, gdy rozwa»amy wierzchoªek stopnia 4,
to tym bardziej b¦dzie prawdziwa, gdy stopie« wierzchoªka v b¦dzie mniejszy.

Dowód. Zaªó»my, »e twierdzenie nie zachodzi i graf H jest najmniejszym
(ze wzgl¦du na rz¡d) kontrprzykªadem. Niech G b¦dzie grafem planarnym
nie zawieraj¡cym trójk¡tów, takim »e G = H − v, gdzie v jest pewnym
wierzchoªkiem w gra�e H o stopniu 4. Oznaczmy: przez n rz¡d grafu H,
przez m jego rozmiar oraz przez f - liczb¦ ±cian w gra�e G. Graf G ma wi¦c
n − 1 wierzchoªków i e − 4 kraw¦dzi. Z minimalno±ci, H jest 4-krytyczny,
a wi¦c z twierdzenia 13 mamy, »e m ≥ 5n−2

3
.

Przypadek 1. GrafG nie posiada ±cian stopnia 4. Wtedy 5f ≤ 2(m− 4),
a wi¦c f ≤ 2(m−4)

5
. St¡d oraz ze wzoru Eulera (n − 1) − (m − 4) + f = 2,

mamy
5n− 3m− 8 ≥ −5,
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sk¡d m ≤ 5n−3
3

, co jest sprzeczne z twierdzeniem 13.
Przypadek 2. Graf G posiada ±cian¦ F o ograniczon¡ cyklem v0v1v2v3

(dªugo±ci 4). Poniewa» G nie zawiera trójk¡tów, w G nie istniej¡ kraw¦dzie
v0v2, v1v3. Mo»emy skorzysta¢ z lematu 12. Bez straty ogólno±ci, zaªó»my
»e G0, powstaªy z G przez ±ciagni¦cie wierzchoªków v0 oraz v2, nie zawiera
trójk¡tów.

Z minimalno±ci H, graf otrzymany z grafu H przez ±ci¡gni¦cie v0 i v2

speªnia zaªo»enia twierdzenia, a wi¦c posiada 3-kolorowanie wªa±ciwe. St¡d,
równie» graf H jest 3-kolorowalny, co daje sprzeczno±¢.

Istnieje równie» podobny wynik dla sytuacji, gdy w powy»szym twierdze-
niu wierzchoªek zast¡pimy kraw¦dzi¡.

Twierdzenie 15. [2] Niech G b¦dzie grafem planarnym bez trójk¡tów oraz
niech H b¦dzie takim grafem, »e G = H − e dla pewnej kraw¦dzi e grafu H.
Wtedy graf H jest 3-kolorowalny.

Twierdzenie 16. [10] Niech G b¦dzie grafem planarnym niezawieraj¡cym
trójk¡tów oraz niech F b¦dzie jego ±cian¡ ograniczon¡ cyklem o dªugo±ci co
najwy»ej 5. Wtedy ka»de 3-kolorowanie wªa±ciwe wierzchoªków ±ciany F mo»e
zosta¢ roszerzone do 3-kolorowania wªa±ciwego grafu G

Dowód. Rozwa»my 3-kolorowanie wªa±ciwe φ wierzchoªków ±ciany F .
Przypadek 1. F jest ±cian¡ stopnia 4 ograniczon¡ przez cykl v0v1v2v3.
Przypadek 1.1. Zachodz¡ równo±ci φ(v0) = φ(v2) oraz φ(v1) = φ(v3).

Niech G′ b¦dzie grafem otrzymanym z G przez dodanie wierzchoªka v s¡sied-
niego z v0, v1, v2 oraz v3. Z twierdzenia 14, istnieje 3-kolorowanie wªa±ciwe G′,
oznaczmy je ρ. Zauwa»my, »e skoro ρ u»ywa tylko trzech kolorów, to musi
zachodzi¢ ρ(v0) = ρ(v2) oraz ρ(v1) = ρ(v3). St¡d, lub dodatkowo przez per-
mutacj¦ kolorów w kolorowaniu ρ, otrzymujemy 3-kolorowanie ρ caªego grafu
G, które jest rozszerzeniem kolorowania φ.

Przypadek 1.2. Niech φ(v0) = φ(v2) oraz φ(v1) 6= φ(v3). Zkonstruujmy
graf G′ przez dodanie do G kraw¦dzi v1v3. Nowopowstaªy graf speªnia za-
ªo»enia twierdzenia 15, a wi¦c istnieje jego 3-kolorowanie ρ. Oczywiste jest,
»e ρ(v1) 6= ρ(v2), a wi¦c z kolorowania ρ mo»emy uzyska¢ roszerzenie φ do
3-kolorowania grafu G. Analogiczne rozumowanie mo»na przeprowadzi¢ dla
przypadku, gdy φ(v0) 6= φ(v2) i φ(v1) = φ(v3).

Przypadek 2. F jest ±cian¡ o pi¦ciu wierzchoªkach v0v1v2v3v4. Zauwa»-
my, »e z dokªadno±ci¡ do symetrii, istnieje tylko jedno 3-kolorowanie wierz-
choªków ±ciany F . Bez straty ogólno±ci zaªó»my wi¦c, »e φ(v0) = φ(v2) oraz
φ(v1) = φ(v3).

Niech G′ b¦dzie grafem powstaªym z G przez dodanie wierzchoªka v s¡-
siaduj¡cego z v0, v1, v2 oraz v3. Z twierdzenia 14, istnieje 3-kolorowanie ρ
grafu G′. Zauwa»my, »e w dowolnym takim kolorowaniu ρ(v0) = ρ(v2) oraz
ρ(v1) = ρ(v3). Przez spermutowanie kolorów w kolorowaniu ρ otrzymujemy
rozszerzenie φ do 3-kolorowania grafu G.

Twierdzenie 17. [1, 10] Je»eli graf planarny zawiera co najwy»ej trzy
trójk¡ty, to jest 3-kolorowalny.
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Dowód. Niech G b¦dzie najmniejszym (pod wzgl¦dem rz¦du) grafem pla-
narnym, takim »e zawiera co najwy»ej trzy trójk¡ty i nie jest 3-kolorowalny.
Z minimalno±ci, G jest 4-krytyczny.

Ka»dy cykl dªugo±ci 3 w G wyznacza ±cian¦. W przeciwnym wypadku,
usuni¦cie cyklu C, który nie wyznacza ±ciany, spowodowaªoby rozspójnie-
nie grafu (przez usuni¦cie cyklu rozumiemy usuni¦cie nale»¡cych do niego
wierzchoªków wraz z incydentnymi kraw¦dziami). Oznaczmy skªadowe gra-
fu G− C przez G1, G2. Z 4-krytyczno±ci G, grafy G1 wraz z cyklem C oraz
G2 z cyklem C s¡ 3-kolorowalne. Mo»emy wi¦c spermutowa¢ kolory w ich
3-kolorowaniach, tak aby kolory wierzchoªków cyklu C pokrywaªy si¦, uzy-
skuj¡c tym samym 3-kolorowanie grafu G.

Z twierdzenia 16 w przypadku ka»dego cykl C dªugo±ci 4 lub 5, którego
usuni¦cie powoduje rozspójnienie grafu G, zarówno wn¦trze jak i zewn¦trze
C zawieraj¡ trójk¡ty.

Przypadek 1.GrafG nie ma ±cian o 4 wierzchoªkach. Wtedy 5f(G)− 6 ≤ 2||G||.
Ze wzoru Eulera f(G) = 2 − |G| + ||G||, a wi¦c wstawiaj¡c t¦ zale»no±¢
do wcze±niejszej nierówno±ci otrzymujemy 4 − 5|G| + 5||G|| ≤ 2||G||. St¡d
||G|| ≤ 5|G|−4

3
, co jest sprzeczne z twierdzeniem 13.

Przypadek 2. Graf G posiada ±cian¦ o 4 wierzchoªkach F ograniczon¡
cyklem v0v1v2v3, tak¡ »e v0v2 ∈ E(G). Z minimalno±ci, v0v1v2 i v0v3v2 s¡
±cianami o 3 wierzchoªkach, a wi¦c G ma 4 wierzchoªki, 5 kraw¦dzi i jest
3-kolorowalny.

Przypadek 3. Dla dowolnej ±ciany o 4 wierzchoªkach F ograniczonej
cyklem v0v1v2v3, kraw¦dzie v0v2 oraz v1v3 nie istniej¡. Z lematu 12, istniej¡
±cie»ki v0zyv3 oraz v1zxv3, dla pewnych x, y, z ∈ V (G).

Przypadek 3.1. Graf G zawiera C3 × K2 oraz jeden z cykli dªugo±ci
4 tego podgrafu stanowi ±cian¦ w G. Mo»emy zaªo»y¢, »e jest to ±ciana F
oraz »e x = y (patrz rys. 9(b)).Z twierdzenia 16 ±cian¡ b¦dzie zv0v3x lub
zv1v2x. Bez straty ogólno±ci, przyjmijmy »e zv1v2x jest ±cian¡ o czterech
wierzchoªkach. Rozwa»my graf G0 powstaªy z G przez zast¡pienie wierzchoª-
ków v0 i v2 wierzchoªkiem v, takim »e N(v) = N(v0) ∪ N(v2). G0 nie jest
3-kolorowalny (bo wtedy z 3-kolorowania grafu G0 mogliby±my otrzyma¢ 3-
kolorowanie grafu G), zawiera wi¦c podgraf 4-krytyczny G′0. Zauwa»my, »e G

′
0

zawiera trójk¡t xvz, którego nie ma w gra�e G, ale nie zawiera trójk¡ta v0v1z,
poniewa» w G0 stopie« wierzchoªka v1 wynosi 2. Z minimalno±ci G, istnieje
w G0 trójk¡t T , który nie nale»y do G. Z planarno±ci, x ∈ T . St¡d, istnieje
wierzchoªek w1 6= v3 s¡siaduj¡cy z v0 i x.

Post¦puj¡c analogicznie dla wierzchoªków v1 oraz v3, mo»na wnioskowa¢,
»e istnieje wG wierzchoªek w2 6= v0 s¡siaduj¡cy z v3 i z. Z planarno±ci wynika,
»e w1 = w2. To daje nam sprzeczno±¢ z faktem, »e G posiada co najwy»ej
trzy trójk¡ty.

Przypadek 3.2. Graf G nie zawiera podgrafu C3×K2, takiego »e jeden
z jego cykli dªugo±ci 4 wyznacza ±cian¦ w G. Wtedy x 6= y (patrz rys. 9(a)).
Je»eli v0x ∈ E(G), to graf G− v0 nie zawiera tójk¡tów i twierdzenie 14 daje
nam 3-kolorowanie grafuG, a wi¦c sprzeczno±¢. Analogicznie mo»na wykaza¢,
»e wierzchoªki v1, y nie mog¡ by¢ s¡siaduj¡ce.
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Zaªó»my, »e zv0v3x jest ±¢ian¡. Niech G′ b¦dzie grafem otrzymanym
z G−v0 przez dodanie kraw¦dzi xv1. Je»eli liczba trójk¡tów gra�e G′ jest nie
wi¦ksza ni» trzy, to, z minimalno±ci G, istnieje 3-kolorowanie G′, oznaczmy
je φ. Niech ρ b¦dzie funkcj¡ dziaªaj¡c¡ na zbiorze wierzchoªków grafu G, tak¡
»e

ρ(v) =

{
φ(v), je»eli v ∈ V (G′)

φ(x), je»eli v = v0

.

Skoro s¡siedzi wierzchoªka v0 w gra�e G s¡ s¡siadami wierzchoªka x w gra�e
G′, funkcja ρ jest 3-kolorowaniem wªa±ciwym grafu G, co daje sprzeczno±¢
z zaªo»eniem. Wnioskujemy, »e G′ musi mie¢ przynajmniej 4 trójk¡ty, a wi¦c
zawiera wierzchoªek t 6= z poª¡czony kraw¦dziami z wierzchoªkami v1, x.
Skoro v1y /∈ E(G), to jedyn¡ mo»liwo±ci¡ jest t = v2. Jednak gdyby w G
istniaªa kraw¦d¹ xv2, to G zawieraªby C3 ×K2 jako podgraf, co, ponownie,
daje sprzeczno±¢. St¡d, zv0v3x nie jest ±cian¡ i, z symetrii, to samo mo»emy
powiedzie¢ o zv1v2y.

Skoro cykle zv0v3x, zv1v2y nie s¡ ±cianami, to k¡zdy z nich zawiera trój-
k¡t. Udaªo si¦ wi¦c zlokalizowa¢ wszystkie trzy trójk¡ty w gra�e G. Twier-
dzenie 16 implikuje wi¦c, »e zyv2v3x jest ±cian¡ o pi¦ciu wierzchoªkach oraz
»e wierzchoªki z, v3 maj¡ dokª¡dnie dwóch wspólnych s¡siadów: v0, x. Bez
straty ogólno±ci mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e zyv2v3x jest ±cian¡ zewn¦trzn¡ gra-
fu G.

Niech H1 b¦dzie grafem powstaªym z cyklu zv0v3x i jego wn¦trza oraz
dodanej kraw¦dzi zv3. Kraw¦d¹ zv3 zawiera si¦ w dwóch trójk¡tach, a we
wn¦trzu cyklu zv0v3x znajduje si¦ tylko jeden trójk¡t. Z minimalno±ci G,
istnieje 3-kolorowanie φ1 grafu H1.

Podobnie, skonstruujmy graf H2 z cyklu zv1v2y i jego wn¦trza, przez
dodanie kraw¦dzi zv2. Przeprowadzaj¡c rozumowanie analogiczne do wcze-
±niejszego, otrzymujemy 3-kolorwanie φ2 grafu H2.

Spermutujmy kolory w grafach H1, H2 w ten sposób, »eby φ1(z) = φ2(z),
φ1(v0) = φ2(v2) oraz φ1(v3) = φ2(v1). Wtedy suma kolorowa« φ1 i φ2 jest
3-kolorowaniem wªa±ciwym grafu G, a wi¦c otrzymujemy sprzeczno±¢ z pier-
wotnym zaªo»eniem.

Okazuje si¦, »e 3-kolorowalno±¢ grafu planarnego ma zwi¡zek równie»
z obecno±ci¡ cykli o innych dªugo±ciach ni» trzy. I tak, graf planarny nie
zawieraj¡cy cykli dªugo±ci od 4 do 9 jest 3-kolorowalny [8]. Wyniku tego
u»yjemy do dowodu twierdzenia 19, które podaje sªabszy warunek wystar-
czaj¡cy dla tej wªasno±ci. W dowodzie oprzemy si¦ równie» na wypowiedzi
twierdzenia 18.

Twierdzenie 18. [9] Niech G b¦dzie spójnym grafem planarnym nie za-
wieraj¡cym cykli dªugo±ci od 4 do 7. Ka»de 3-kolorowanie wªa±ciwe wierzchoª-
ków nale»¡cych do ±ciany ograniczonej cyklem dªugo±ci od 8 do 11 w gra�e
G mo»e zosta¢ rozszerzone do 3-kolorowania wªa±ciwego caªego grafu G.

Twierdzenie 19. [9] Ka»dy graf planarny nie zawieraj¡cy cykli dªugo±ci
od 4 do 7 jest 3-kolorowalny.
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Dowód. Przypu±¢my, »e G jest grafem, dla którego twierdzenie nie za-
chodzi, o najmniejszej mo»liwej liczbie wierzchoªków. Zatem G jest spójny
oraz zawiera cykl C dªugo±ci 8 lub 9. Skoro G nie zawiera cykli dªugo±ci od 4
do 7, to w podgra�e indukowanym przez wierzchoªki cyklu C, istnieje co naj-
wy»ej jedna kraw¦d¹ nienale»¡ca do tego cyklu, a wi¦c istnieje 3-kolorowanie
wªa±ciwe φ tego podgrafu. Z twierdzenia 18, kolorowanie to mo»e zosta¢ roz-
szerzone do 3-kolorowania caªego grafu G.

Ostatnim wynikiem, któym zajmiemy si¦ w tym podrozdziale jest 3-
kolorowalno±¢ triangulacji. Triangulacja jest to graf planarny, którego wszyst-
kie ±ciany s¡ trójk¡tami. Triangulacja jest maksymalnym grafem planarnym,
to znaczy dodanie do niej dowolnej kraw¦dzi powoduje utrat¦ planarno±ci.

W dowodzie twierdzenia u»yjemy poj¦cia grafu dualnego. Grafem dual-
nym grafu planarnego G nazywamy taki graf G∗, którego zbiór wierzchoªków
jest zbiorem ±cian grafu G oraz w którym kraw¦d¹ fh istnieje wtedy i tylko
wtedy, kiedy ±ciany f i h maj¡ wspóln¡ kraw¦d¹ w G. Mo»e si¦ zdarzy¢,
»e graf dualny b¦dzie multigrafem, tzn. b¦dzie zawieraª kraw¦dzie wielokrot-
ne, kiedy dwie ±ciany w gra�e wyj±ciowym b¦d¡ miaªy wi¦cej ni» jedn¡ wspól-
n¡ kraw¦d¹, oraz b¦dzie zawieraª p¦tle (kraw¦dzie postaci vv), kiedy b¦dzie
grafem dualnym dla grafu o jednej ±cianie. Warto nadmieni¢, »e zachodzi
zale»no±¢ (G∗)∗ = G.

Idea grafu dualnego jest dokªadnie tym, co pozwala nam przenie±¢ zagad-
nienia dotycz¡ce kolorowania map na grunt grafów planarnych, kolorowanie
obszarów mapy G (±cian G) odpowiada kolorowaniu wierzchoªków w G∗.

Kolorowaniem wªa±ciwym ±cian w gra�e planarnym nazywamy przypo-
rz¡dkowanie ±cianom grafu kolorów (ze sko«czonego zbioru) w ten sposób,
»e »adne dwie ±ciany s¡siaduj¡ce nie otrzymuj¡ tego samego koloru. Jest
to sformalizowanie poj¦cia kolorowania obszarów mapy, o którym wspomi-
nali±my wcze±niej. Jak zawsze, k-kolorowanie ±cian to kolorowanie ±cian za
pomoc¡ k kolorów.

Twierdzenie 20. [22] Triangulacja jest 3-kolorowalna wtedy i tylko wte-
dy, gdy wszystkie jej wierzchoªki maj¡ parzyste stopnie.

Dowód.
Niech G b¦dzie triangulacj¡.
Najpierw udowodnijmy, »e parzysto±¢ stopni jest warunkiem koniecznym.

Rozwa»my graf dualny G∗ i kolorowanie jego ±cian. Gdyby w G istniaª wierz-
choªek o nieparzystym stopniu, to w G∗ odpowiadaªaby mu ±ciana s¡siadu-
j¡ca z nieparzyst¡ liczb¡ ±cian, co uniemo»liwia pokolorowanie ich w sposób
wªa±ciwy za pomoc¡ trzech kolorów (patrz rys.10).
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Rysunek 10: Kolorowanie grafu G∗.

Dla dowodu wystarczalno±ci tego warunku, posªu»ymy si¦ indukcj¡ ze
wzgl¦du na rz¡d grafu G. Kiedy graf G ma trzy wierzchoªki, to teza zachodzi
w sposób oczywisty (G jest trójk¡tem). Zaªó»my teraz, »e teza zachodzi dla
dowolnej triangulacji, której wierzchoªki maj¡ parzyste stopnie i której rz¡d
nie przekracza n−1, dla n > 3. Rozwa»my graf G, maksymalny graf planarny
speªniaj¡cy warunek o parzysto±ci stopni, rz¦du n.

W G istnieje wierzchoªek o stopniu co najwy»ej 5. Gdyby byªo inaczej,
zachodziªaby nierówno±¢: 6n ≤ 2m, gdzie m oznacza liczb¦ kraw¦dzi w G.
Jednocze±nie wiemy, »e ka»da ±ciana w G s¡siaduje z trzema innymi ±cianami,
sk¡d 2m = 3f , gdzie f to liczba ±cian. Mogliby±my wi¦c zapisa¢

n+ f ≤ 1

3
m+

2

3
m = m,

co byªoby sprzeczne ze wzorem Eulera dla grafów pªaskich.
Oznaczmy wspomniany wierzchoªek przez x. W naszym przypadku, sto-

pie« x b¦dzie równy 2 lub 4.
Przypadek 1.Wierzchoªek x ma stopie« równy 2. Poka»emy, »e w takim

wypadku G musi mie¢ rz¡d 3.
Zaªó»my, »e |G| ≥ 4. Skoro G jest maksymalnym grafem planarnym, to z

twierdzenia 3 ma m = 3n − 6 kraw¦dzi. Zatem graf G − x ma rz¡d n − 1 i
rozmiar m− d(x) = 3n− 4. Jednak G− x jest grafem planarnym, a wi¦c ze
wzoru Eulera m− d(x) ≤ 3(n− 1)− 6. Otrzymujemy wi¦c sprzeczno±¢.

Zatem, gdy d(x) = 2, to G jest trójk¡tem, a ten przypadek rozwa»yli±my
w pierwszym kroku indukcyjnym.

Przypadek 2. Stopie« wierzchoªka x jest równy 4. Oznaczmy jego s¡-
siadów przez x1, x2, x3, x4, w kolejno±ci w jakiej tworz¡ cykl. Skonstruujmy
graf G′ przez ±ci¡gni¦cie wierzchoªków x, x2, x4 do jednego wierzchoªka x′. G′

jest na pewno maksymalnym grafem planarnym. Przyjrzyjmy si¦ stopniom
wierzchoªków w G′:

dG′(x1) = dG(x1)− 2

dG′(x3) = dG(x3)− 2

dG′(x′) = dG(x2) + dG′(x4)− 2,
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a pozostaªe wierzchoªki w gra�e G′ maj¡ stopie« równy ich stopniowi w gra-
�e G. Wszystkie wierzchoªki w G′ maj¡ wi¦c parzyste stopnie. Z zaªo»enia
indukcyjnego, G′ jest 3-kolorowalny. Poka»emy, »e wierzchoªki x1, x3 musz¡
w takim kolorowaniu otrzyma¢ ten sam kolor.

S¡siadów x′, z wyª¡czeniem wierzchoªków x1 i x3, mo»emy podzieli¢ na
dwa podzbiory: wierzchoªki, które w gra�e G s¡siadowaªy z wierzchoªkiem
x2 (onaczmy ten zbiór N2) oraz pozostaªe, czyli s¡siedzi "odziedziczeni" po
wierzchoªku x4 (ozn. N4). Oba te podzbiory maj¡ nieparzyst¡ liczebno±¢
równ¡ d(xi)−3 dla, odpowiednio, i = 2 lub i = 4. Zaªó»my, »e wierzchoªek x1

otrzymaª w 3-kolorowaniu grafu G′ kolor 1, a wierzchoªek x′ kolor 2. Istnieje
w G′ ±cie»ka prowadz¡ca od x1 przez kolejnych s¡siadów x′ ze zbioru N2 do
wierzchoªka x3. Na ±cie»ce wyst¦puj¡ tylko kolory 1 i 3, naprzemiennie. Skoro
liczebno±¢ N2 jest nieparzysta, to wierzchoªek x3 otrzyma kolor 1.

St¡d wystarczy przyporz¡dkowa¢ kolor 2 wierzchoªkom x2, x4 oraz kolor
3 wierzchoªkowi x, a kolory pozostaªych wierzchoªków pokolorowa¢ tak jak
wcze±niej w kolorowaniu grafu G′, aby otrzyma¢ 3-kolorowanie dla G.

2.2. Grafy kubiczne.

Zagadnienie kolorowania wierzchoªkowego grafów kubicznych poruszamy
dla kompletno±ci pracy, gdy» problem wyznaczenia liczby chromatycznej gra-
fów kubicznych caªkowicie rozwi¡zuj¡ wyniki przytoczone wcze±niej. Z twier-
dzenia 7 wynika, »e jedynym grafem kubicznym o liczbie chromatycznej rów-
nej 4 b¦dzie graf peªny K4, pozostaªe grafy 3-regularne b¦d¡ 3-kolorowalne.
Jednocze±nie, 2-kolorowalne b¦d¡ tylko te grafy kubiczne, które s¡ dwudziel-
ne, jak na przykªad K3,3.

Przytoczymy jednak twierdzenie dotycz¡ce kwadratów grafów kubicz-
nych. Jednocze±nie, b¦dzie to jeszcze jeden wynik zwi¡zany z wªasno±ciami
chromatycznymi grafów planarnych.

Kwadratem grafu G nazywamy graf G2, który powstaje z G przez poª¡cze-
nie kraw¦dziami par wierzchoªków, których odlegªo±¢ od siebie wynosi 2 w G.

Twierdzenie 21. Niech G b¦dzie grafem planarnym o maksymalnym
stopniu równym co najwy»ej 3. Wtedy G2 jest 7-kolorowalny.
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3. Kolorowanie kraw¦dziowe.

Kolorowanie kraw¦dziowe to termin analogiczny do kolorowania wierz-
choªkowego. Kolorowaniem takim nazwiemy dowoln¡ funkcj¦ dziaªaj¡c¡ ze
zbioru kraw¦dzi grafu w pewien sko«czony zbiór kolorów. Ponownie, kolo-
rowanie kraw¦dziowe nazywamy wªa±ciwym, je»eli »adne dwie kraw¦dzie po-
siadaj¡ce wspólne ko«ce nie otrzymuj¡ tego samego koloru. Je»eli kraw¦dzie
grafu mo»emy pokolorowa¢ w sposób wªa±ciwy za pomoc¡ k kolorów, to mó-
wimy »e graf ten jest kraw¦dziowo k-kolorowalny. Najmniejsz¡ liczb¦ kolorów
potrzebn¡ do wªa±ciwego pokolorowania kraw¦dzi grafu G nazywamy indek-
sem chromatycznym grafu G i oznaczamy przez χ′(G). Tak jak kolorowanie
wierzchoªkowe byªo dzieleniem zbioru wierzchoªków na podzbiory niezale»ne,
tak kolorowanie kraw¦dziowe dzieli zbiór kraw¦dzi grafu na skojarzenia, czyli
zbiory kraw¦dzi nies¡siaduj¡cych. I podobnie jak przy liczbie chromatycznej,
zachodzi nast¦puj¡ca relacja mi¦dzy kraw¦dziow¡ liczb¡ niezale»no±ci α′(G)
grafu G oraz jego indeksem chromatycznym:

χ′(G) ≥ d ||G||
α′(G)

e.

Uzasadnienie tego faktu jest takie, »e w najlepszym przypadku (minimalizu-
j¡cym liczb¦ potrzebnych kolorów) wszystkie klasy kolorów kraw¦dzi (zbiory
kraw¦dzi w jednym kolorze) b¦d¡ skojarzeniami o najwi¦kszej mo»liwej mocy
α′(G).

Nietrudno zauwa»y¢, »e indeks chromatyczny b¦dzie silnie zwi¡zany z mak-
symalnym stopniem wierzchoªka w danym gra�e. Skoro ka»da z kraw¦dzi
incydentnych z jednym wierzchoªkiem musi w kolorowaniu wªa±ciwym otrzy-
ma¢ inny kolor, to dla ka»dego niepsutego grafu G zachodzi

χ′(G) ≥ ∆(G).

Co mniej oczywiste, okazuje si¦, »e indeks chromatyczny grafu mo»e prze-
kroczy¢ jego stopie« maksymalny co najwy»ej o 1.

Twierdzenie 22. [43, 45] (Vizing) Dla ka»dego niepustego grafu G za-
chodzi

χ′(G) ≤ ∆(G) + 1.

Ostatecznie, indeks chormatyczny grafu mo»e przyjmowa¢ tylko dwie war-
to±ci: ∆(G) lub ∆(G) + 1. Z tego wzgl¦du wyrózniamy dwie klasy grafów:

� je»eli χ′(G) = ∆(G), to mówimy, »e G jest klasy 1,

� je»eli χ′(G) = ∆(G) + 1, to mówimy, »e G jest klasy 2.

Reprezentantami klasy 1 s¡ na przykªad cykle parzyste, w których wystar-
czy pokolorowa¢ kraw¦dzie dwoma kolorami, naprzemiennie. W przypadku
cykli parzystych mo»emy skorzysta¢ z wcze±niej przytoczonej zale»no±ci. Gdy
n jest nieparzyste to

χ′(Cn) =
n− 1

2
,
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a wi¦c

χ′(Cn) ≥ n

α′(Cn)
=

2n

n− 1
> 2,

st¡d (i z twierdzenia Vizinga) χ′(Cn) = 3.

Twierdzenie 23. [29] (König) Grafy dwudzielne s¡ grafami klasy 1.

Palet¡ wierzchoªka nazywamy zbiór kolorów kraw¦dzi incydentnych z tym
wierzchoªkiem.

Dowód.
Przeprowad¹my indukcj¦ ze wzgl¦du na liczb¦ kraw¦dzi m w gra�e dwu-

dzielnym G. Dla przypadków m = 1, m = 2 mamy do czynienia ze ±cie»k¡
lub kraw¦dzi¡, wi¦c teza oczywi±cie zachodzi.

Zakªadamy, »em ≥ 3. Rozwa»my grafG′ = G−e, gdzie e = uv jest kraw¦-
dzi¡ w G. Z zaªo»enia indukcyjnego, χ′(G′) = ∆(G′). Je»eli ∆(G′) < ∆(G),
to mo»emy pokolorowa¢ kraw¦dzie G′ za pomoc¡ ∆(G)−1 kolorów, po czym
rozszerzy¢ to kolorowanie do kolorowania G koloruj¡c kraw¦d¹ e innym ko-
lorem, co da nam w sumie ∆(G) kolorów.

Przyjmijmy wi¦c, »e ∆(G′) = ∆(G). Mo»emy pokolorowa¢ wszystkie kra-
w¦dzie wG, oprócz e, za pomoc¡ ∆(G) kolorów. To oznacza, »e w kolorowaniu
tym istnieje przynajmniej jeden kolor, taki »e nie otrzymaªa go »adna kra-
w¦d¹ incydentna z wierzchoªkiem u. Taka sama sytuacja zachodzi dla v. Je»eli
w paletach wierzchoªków u i v brakuje tego samego koloru, to nim wªa±nie
mozemy pokolorowa¢ kraw¦d¹ e. W przeciwnym wypadku, oznaczmy przez
α kolor, którego nie ma w palecie wierzchoªka u oraz przez β brakuj¡cy kolor
w palecie v, przy zaªo»eniu α 6= β. Niech P (α, β) b¦dzie najdªu»sz¡ ±cie»k¡
o kolorach α, β i pocz¡tku w wierzchoªku v. Wierzchoªek u na pewno nie
nale»y do ±cie»ki, poniewa» koloru α nie ma w jego palecie. Mo»emy wi¦c
zamieni¢ kolory α, β na ±cie»ce P (α, β). W nowo otrzymanym kolorowaniu,
kraw¦dzi e mo»emy przypisa¢ kolor α.

Skoro klasa grafu uwarunkowana jest gªównie przez jego maksymalny sto-
pie«, nietrudno si¦ domy±li¢, »e b¦dzie zwi¡zana równie» z g¦sto±ci¡ grafu,
czyli stosunkiem liczby kraw¦dzi do liczby wszystkich mo»liwych kraw¦dzi.
Dla grafu G jego g¦sto±¢ wynosi

d(G) =
||G||(|G|

2

) .
Twierdzenie 24. [4] Niech G b¦dzie grafem o nieparzystej liczbie wierz-

choªków n, liczbie kraw¦dzi m oraz maksymalnym stopniu ∆. G jest grafem
klasy 2 je»eli

m > ∆b1
2
nc.

Innymi sªowy, je»eli g¦sto±¢ grafu nieparzystego rz¦du G jest wi¦ksza ni»
∆(G)
|G| , to G jest klasy 2.
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Dowód. Przypu±¢my, »e twierdzenie nie zachodzi i G jest klasy 1. Ist-
nieje kolorowanie grafu G, które dzieli zbiór jego kraw¦dzi na co najwy»ej ∆
skojarze«. Liczba kraw¦dzi w ka»dym z nich jest równa co najwy»ej b1

2
nc,

st¡d m ≤ ∆b1
2
nc, co daje sprzeczno±¢ z zaªo»eniem.

Zanim przejdziemy do kolorowania kraw¦dziowego grafów kubicznych i pla-
narnych, zajmiemy si¦ krótk¡ charakterystyk¡ grafów krytycznych dla te-
go wariantu kolorowania. Grafem kraw¦dziowo krytycznym nazywamy graf
spójny klasy 2, taki »e usuni¦cie z niego dowolnej kraw¦dzi obni»a jego in-
deks chromatyczny. Je»eli ∆(G) = k, to mówimy, »e G jest kraw¦dziowo
k-krytyczny. Grafami kraw¦dziowo krytycznymi s¡ mi¦dzy innymi cykle nie-
parzyste (grafy 2-krytyczne). Innym przykªadem mo»e by¢ graf powstaªy
z K5 przez usuni¦cie dowolnej kraw¦dzi (b¦dzie to graf 4-krytyczny), jednak
sam graf K5 nie jest krytyczny, poniewa» graf powstaªy po usuni¦ciu z niego
kraw¦dzi nadal b¦dzie miaª indeks chromatyczny równy 5.

Twierdzenie 25. Je»eli G jest grafem klasy 2 o stopniu maksymalnym
∆, to G zawiera podgraf kraw¦dziowo k-krytyczny, dla ka»dej liczby naturalnej
k, takiej »e 2 ≤ k ≤ ∆.

Przy analizie grafów kraw¦dziowo krytycznych posªu»ymy si¦ konstruk-
cj¡ grafu kraw¦dziowego. Grafem kraw¦dziowym grafu G nazywamy taki graf
L(G), którego wierzchoªki reprezentuj¡ kraw¦dzie grafu G i s¡ s¡siednie wte-
dy i tylko wtedy, gdy odpowiadaj¡ce im kraw¦dzie w G maj¡ wspólny wierz-
choªek. Warto zaznaczy¢, »e w przeciwie«stwie do konstrukcji grafu dualnego,
konstrukcja grafu kraw¦dziowego nie jest odwracalna, to znaczy zazwyczaj
L(L(G)) 6= G.

a) L(Cn) = Cn
b) L(Pn) = Pn−1 c) L(K1,n) = Kn

Rysunek 11: Przykªady grafów wraz z ich grafami kraw¦dziowymi (na czer-
wono).

Dzi¦ki idei grafu kraw¦dziowego, mo»emy rozwa»a¢ kolorowanie kraw¦-
dziowe grafu G na gruncie teorii o kolorowaniu wierzchoªkowym (cho¢ za-
zwyczaj okazuje si¦, »e bardziej u»yteczne jest zajmowanie si¦ kolorowaniem
kraw¦dziowym bezpo±rednio). Indeks chromatyczny grafu G jest równy licz-
bie chromatycznej jego grafu kraw¦dziowego L(G).
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Twierdzenie 26. [43, 20] Je»eli G jest grafem k-krytycznym to dla jego
wierzchoªków s¡siaduj¡cych u, v zachodzi

d(u) + d(v) ≥ k + 2.

Dowód. Je»eli graf G jest kraw¦dziowo k-krytyczny, to jego graf kraw¦-
dziowy L(G) jest (k+ 1)-krytyczny (wierzchoªkowo). Z twierdzenia 8 wiemy,
»e ka»dy wierzchoªek grafu L(G) ma stopie« co najmniej k. St¡d, dla dwóch
dowolnych wierzchoªków u, v w gra�e G poª¡czonych kraw¦dzi¡ zachodzi

k ≤ dL(G)(uv) = dG(u)− 1 + dG(v)− 1.

Z powy»szych zale»no±ci wynika teza.

Twierdzenie 27. [43] Je»eli G jest kraw¦dziowo krytyczny, to κ(G) ≥ 2.

Dowód. Przypu±¢my, »eG jest grafem k-krytycznym zawieraj¡cym wierz-
choªek rozspajaj¡cy v. Oznaczmy przez H1, H2, . . . , Hr skªadowe spójne gra-
fu G − v. Skoro G jest krytyczny, to ka»dy z podgrafów Hi wraz z wierz-
choªkiem v i kraw¦dziami prowadz¡cymi z v do wierzchoªków Hi jest k-
kolorowalny kraw¦dziowo. Wystarczy wi¦c spermutowa¢ kolorowania tych
podgrafów w ten sposób, aby ka»da z kraw¦dzi incydentnych z wierzchoª-
kiem v otrzymaªa inny kolor i otrzymujemy k-kolorowanie kraw¦dzi grafu G,
co stanowi sprzeczno±¢.

Ostatnim wynikiem dotycz¡cym grafów kraw¦dziowo krytycznych, który
b¦dzie nam potrzebny w pó¹niejszych dowodach, jest poni»sze twierdzenie
nazywane lematem Vizinga o s¡siadach.

Twierdzenie 28. [44] Niech G b¦dzie grafem ∆-krytycznym kraw¦dziowo,
u, v b¦d¡ jego wierzchoªkami poª¡czonymi kraw¦dzi¡ oraz niech d(u) = k.
Wtedy

(1) je»eli k < ∆, to v ma przynajmniej ∆− k + 1 s¡siadów stopnia ∆

(2) je»eli k = ∆, to v ma przynajmniej dwóch s¡siadów stopnia ∆.

3.1. Grafy kubiczne.

I.J. Holyer udowodniª, »e problem znalezienia indeksu chromatycznego
dowolnego grafu jest NP-zupeªny [25]. Zagadnienie to jest co najmniej tak
samo trudne dla grafów regularnych, poczynaj¡c ju» od grafów kubicznych.

Twierdzenie 29. [33] Dla dowolnej liczby naturalnej k ≥ 3, problem
klasy�kacji grafu k-regularnego ze wzgl¦du na indeks chromatyczny jest NP-
zupeªny.

Z twierdzenia 24 mo»emy wysnu¢ prosty wniosek na temat ideksu chroma-
tycznego grafów regularnych: je»eli G jest grafem regularnym o nieparzystej
liczbie wierzchoªków, toG jest klasy 2. Wynik ten b¦dzie zatem dotyczyª tylko
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grafów regularnych o parzystym stopniu, a wi¦c otwarty pozostaje problem
klasy�kacji grafów regularnych o stopniach nieparzystych.

Przyjrzymy si¦ teraz kolorowaniu kraw¦dziowemu grafów kubicznych, czy-
li grafów regularnych stopnia 3. I tak, korzystaj¡c z twierdzenia o czterech
kolorach mo»emy wywnioskowa¢, »e ka»dy planarny graf kubiczny nie zawie-
raj¡cy mostu jest 3-kolorowalny kraw¦dziowo.

Twierdzenie 30. [42, 20](Tait) Twierdzenie o czterech kolorach jest
równowa»ne tezie, »e ka»dy planarny kubiczny graf niezawieraj¡cy mostu jest
3-kolorowalny kraw¦dziowo.

Dowód.
Krok 1. Najpierw poka»emy, »e twierdzenie o czterech kolorach jest rów-

nowa»ne twierdzeniu, »e dla ka»dego kubicznego grafu niezawieraj¡cego mo-
stu istnieje 4-kolorowanie wªa±ciwe jego ±cian.

Z dowolnego prostego grafu planarnego H mo»emy skontruowa¢ triangu-
lacj¦ H∆ przez dodanie odpowiednich kraw¦dzi (dodanie przek¡tnych w ±cia-
nach, które nie s¡ trójk¡tami). Graf dualny triangulacji (H∆)∗ jest oczywi±cie
grafem kubicznym. Taki graf dualny nie mo»e równie» zawiera¢ mostu, po-
niewa» to oznaczaªoby, »e w gra�e wyj±ciowym H∆ istnieje p¦tla (kraw¦d¹
postaci vv dla pewnego wierzchoªka v), a rozwa»amy grafy niezawieraj¡ce
p¦tli. Zatem, je»eli mo»emy ±ciany grafu (H∆)∗ pokolorowa¢ czterema kolo-
rami w sposób wªa±ciwy, to mo»emy równie» czterema kolorami pokolorowa¢
wªa±ciwie wierzchoªki grafu H∆. Jednak graf H jest grafem H∆ z usuni¦tymi
kraw¦dziami, a wi¦c tym bardziej on b¦dzie 4-kolorowalny wierzchoªkowo.

Z drugiej strony, graf dualny planarnego grafu kubicznego niezawieraj¡-
cego mostu G jest grafem planarnym, który nie zawiera p¦tli oraz nie zawiera
kraw¦dzi wielokrotnych. Je»eli G∗ jest wi¦c 4-kolorowalny wierzchoªkowo, to
równie» ±ciany G mo»emy pokolorowa¢ wªa±ciwie czterema kolorami.

Krok 2. Udowodnimy tez¦ równowa»n¡ do podanej, mianowicie dla ka»-
dego kubicznego niezawieraj¡cego mostu grafu planarnego istnieje 4-kolorowanie
wªa±ciwe jego ±cian, wtedy i tylko wtedy gdy ka»dy planarny kubiczny graf
niezawieraj¡cy mostu jest 3-kolorowalny kraw¦dziowo.

Zaªó»my najpierw, »e G jest planarnym kubicznym grafem niezawieraj¡-
cym mostu, którego ±ciany pokolorowano za pomoc¡ kolorów A, B, C, D.
Mo»emy otrzyma¢ 3-kolorowanie kraw¦dzi G w nast¦puj¡cy sposób:

1) kolorujemy za pomoc¡ koloru 1 te kraw¦dzie, które rozdzielaj¡ ±ciany
pokolorowane kolorami A i B lub C i D,

2) za pomoc¡ koloru 2 kolorujemy te kraw¦dzie, które rozdzielaj¡ ±ciany
pokolorowane kolorami A i C lub B i D,

3) za pomoc¡ koloru 3 kolorujemy kraw¦dzie, które rozdzielaj¡ ±ciany po-
kolorowane za pomoc¡ A i D lub B i C.
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Rysunek 12: Kolorowania grafu wedªug konstrukcji w dowodzie twierdzenia
30.

�atwo pokaza¢ »e takie kolorowanie b¦dzie wªa±ciwe. Ka»dy wierzchoªek
w G ma stopie« 3, a wi¦c nale»y do trzech ±cian i ka»da z nich ma inny
kolor. Sposób zde�niowania kolorowania kraw¦dzi powoduje, »e »adna para
kraw¦dzi incydentnych z tym wierzchoªkiem nie mo»e otrzyma¢ tego samego
koloru.

Wystarczy teraz pokaza¢, »e je»eli G jest planarnym kubicznym grafem
niezawieraj¡cym mostu, którego kraw¦dzie zostaªy pokolorowane za pomoc¡
kolorów 1, 2, 3, to ±ciany G mog¡ zosta¢ pokolorowane czterema kolorami.

Podgraf grafu G indukowany przez zbiór kraw¦dzi pokolorowanych kolo-
rem 1 lub 2 jest 2-regularnym grafem, a wi¦c grafem zªo»onym z rozª¡cznych
cykli. Jego ±ciany mo»emy wi¦c pokolorowa¢ dwoma kolorami α i β. Podob-
nie, ±ciany podgrafu indukowanego przez zbiór kraw¦dzi o kolorach 1 lub
3, mo»emy pokolorowa¢ dwoma koloroami γ i δ. Ka»dej ±cianie w gra�e G
mo»emy wi¦c przyporz¡dkowa¢ par¦ warto±ci (x, y), gdzie x ∈ {α, γ} oraz
y ∈ {β, δ}. Skoro pary przypisane do dwóch s¡siednich ±cian w G musz¡
ró»ni¢ si¦ przynajmniej jednym elementem, to zadaj¡ one 4-kolorowanie tego
grafu.

Wniosek 31. Je»eli G jest planarnym kubicznym grafem niezawieraj¡cym
mostu, to χ′(G) = 3.

Dowód. Teza wynika bezpo±rednio z twierdze« Taita oraz Vizinga.

Zatem najwa»niejszy wynik dotycz¡cy kolorowania wierzchoªkowego, ja-
kim jest twierdzenie o czterech kolorach, mówi nam równie», »e planarne
grafy kubiczne bez mostów s¡ klasy 1. Brak mostów jest istotnym zaªo»e-
niem, chocia»by ze wzgl¦du na kolejny wynik.

Twierdzenie 32. [6] Graf kubiczny zawieraj¡cy most jest klasy 2.

Powy»sze twierdzenie jest wnioskiem z lematu 33.
Zbiorem rozcinaj¡cym grafu G nazywamy dowolny zbiór kraw¦dzi w gra-

�e G, których usuni¦cie powoduje rozspójnienie grafu. Zbiór rozcinaj¡cy na-
zywamy minimalnym je»eli usuni¦cie z niego dowolnej kraw¦dzi powoduje,
»e zbiór nie jest ju» rozcinaj¡cy.

Lemat 33. [6, 24] Niech G b¦dzie kubicznym multigrafem 3-kolorowalnym
za pomoc¡ kolorów {1, 2, 3} oraz niech Z b¦dzie jego minimalnym zbiorem
rozcinaj¡cym. Je»eli ni jest liczb¡ kraw¦dzi ze zbioru Z, które s¡ pokolorowane
kolorem i, dla i = 1, 2, 3, to liczby ni przystaj¡ do siebie modulo 2.



3 Kolorowanie kraw¦dziowe. 34

Dowód. Gdyby z grafu G usun¡¢ kraw¦dzie ze zbioru Z to otrzyma-
liby±my dwa grafy o rozª¡cznych zbiorach wierzchoªków A, B. Oczywi±cie
A ∪ B = V (G) oraz ka»da z kraw¦dzi ze zbioru Z ma swój jeden koniec
w zbiorze A i drugi w zbiorze B. Co wi¦cej, w G nie istnieje kraw¦d¹ ª¡cz¡ca
wierzchoªek ze zbioru A z wierzchoªkiem ze zbioru B, która nie nale»y do
zbioru Z.

Zaªó»my, »e mamy ustalone kolorowanie wªa±ciwe kraw¦dzi grafu G za
pomoc¡ kolorów {1, 2, 3}. Skoro G jest kubiczny, to ka»dy z jego wierzchoª-
ków posiada w swojej palecie wszystkie trzy kolory. W zbiorze A wierzchoªki
mo»emy podzieli¢ na dwie kategorie: wierzchoªki, które s¡ ko«cami kraw¦-
dzi ze zbioru Z, pokolorowanych kolorem i, oraz pozostaªe, czyli wierzchoªki
tych kraw¦dzi w kolorze i, których oba ko«ce nale»¡ do zbioru A. Liczba
wierzchoªków drugiej kategorii w zbiorze A musi by¢ parzysta, zatem liczba
wszystkich wierzchoªków zbioru A przystaje modulo 2 do liczby kraw¦dzi ze
zbioru Z pokolorowanych kolorem i. Mo»emy wi¦c zapisa¢

ni = |A| mod 2.

Skoro ta równo±¢ zachodzi dla ka»dego koloru, to liczby ni, dla i = 1, 2, 3, s¡
równe modulo 2.

Teza twierdzenia 32 wynika równie» z ogólniejszego twierdzenia dla grafów
regularnych o dowolnym stopniu.

Twierdzenie 34. [45] Je»eli G jest grafem regularnym zawieraj¡cym
wierzchoªek rozspajaj¡cy, to G jest klasy 2.

Teza twierdzenia 31 w ogólno±ci nie zachodzi, je»eli pominiemy zaªo»e-
nie planarno±ci. Spójne nieplanarne niezawieraj¡ce mostów grafy kubiczne
o indeksie chromatycznym 4 nazywamy »mirªaczami, a najmniejszym przy-
kªadem takiego grafu jest graf Petersena. Zazwyczaj o »mirªaczach zakªada
si¦ równie», »e nie zawieraj¡ cykli dªugo±ci mniejszej ni» 5.

Rysunek 13: Graf Petersena.

Graf Petersena (ozn. P ) nie jest planarny, co wynika ze wzoru Eulera oraz
dªugo±ci cykli w tym gra�e. Gdyby przypu±ci¢, »e graf P jest planarny, to ze
wspomnianego wzoru wynika, »e ma 7 ±cian. Jednak najkrótszy cykl w gra�e
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ma dªugo±¢ 5. St¡d, P powinien posiada¢ przynajmniej b35
2
c = 17 kraw¦dzi,

co jest oczywi±cie nieprawd¡.
Sprawd¹my, »e graf Petersena jest klasy 2. Przypu±¢my, »e istnieje 3-ko-

lorowanie kraw¦dzi P . Zauwa»my, »e w P mo»emy wyró»ni¢ dwa cykle C5,
nazwijmy je zewn¦trznym i wewn¦trznym, oraz "szprychy" ª¡cz¡ce wierz-
choªki z dwóch ró»nych cykli. Skoro zewn¦trzny cykl jest nieparzysty, to
ka»dy z trzech kolorów musi si¦ na nim pojawi¢. Niech uv b¦dzie kraw¦dzi¡
w cyklu zewn¦trznym pokolorowan¡ kolorem 1. Skoro P jest 3-regularny, to
ka»dy z trzech kolorów musi pojawi¢ si¦ w palecie ka»dego wierzchoªka. Je»eli
przez x i y oznaczymy s¡siadów wierzchoªków odpowiednio u i v, le»¡cych
na wewn¦trznym cyklu, to koloru 1 nie mo»e otrzyma¢ ani kraw¦d¹ ux ani
vy. St¡d zarówno kraw¦d¹ pokolorowana kolorem 1 wychodz¡ca z wierzchoª-
ka x, jak i ta pokolorowana tym samym kolorem wychodz¡ca z wierzchoªka
y, s¡ kraw¦dziami nale»¡cymi do wewn¦trznego cyklu. Podobne rozumowa-
nie mo»emy przeprowadzi¢ dla ka»dego koloru. Ostatecznie okazuje si¦ wi¦c,
»e w tym kolorowaniu ka»dy z trzech kolorów musiaªby pojawi¢ si¦ na dwóch
kraw¦dziach cyklu dªugo±ci 5, co jest oczywi±cie niemo»liwe.

�mirªacze s¡ klas¡ istotn¡ w wielu rozwa»anych problemach, cz¦sto dla
stawianej hipotezy na temat grafów, minimalnym obalaj¡cym j¡ kontraprzy-
kªadem jest wªa±nie »mirªacz. Tak jest na przykªad z hipotez¡ Fulkersona,
która mówi, »e ka»dy kubiczny graf niezawieraj¡cy mostu ma sze±¢ dosko-
naªych skojarze«, takich »e ka»da z kraw¦dzi nale»y do dokªadnie dwóch
z nich (patrz [21]). Pytanie o prawdziwo±¢ tej hipotezy pozostaje otwarte,
ale minimalny kontrprzykªad dla niej, je»eli istnieje, b¦dzie wªa±nie »mirªa-
czem. �mirªacze maj¡ zwi¡zek z wieloma twierdzeniami i hipotezami, nie
tylko z zakresu teorii grafów.

Problem znalezienia »mirªaczy rz¦du wy»szego ni» 10 nie jest bynajmniej
trywialny. Dopiero 50 lat po odkryciu najmniejszego przedstawiciela tej klasy,
skonstruowano kolejne: grafy Blanu²a [5] rz¦du 18 oraz graf Descartesa [15]
rz¦du 210.

Rysunek 14: �mirªacze rz¦du 18.

Przeªomem w poszukiwaniach, zwanych polowaniem na »mirªacze, byªo
odkrycie przez R. Isaaca dwóch niesko«czonych rodzin »mirªaczy [26], z któ-
rych jedna zawieraªa odkryte wcze±niej »mirªacze, a druga skªadaªa si¦ w ca-
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ªo±ci z zupeªnie nowych. Konstrukcja grafów pierwszej z rodzin opiera si¦
na poª¡czeniu dwóch grafów klasy 2 w taki sposób, by otrzyma¢ nowy graf,
równie» klasy 2. I tak, jeden z grafów Blanu²a powstaje z dwóch grafów Pe-
tersena, poprzez usuni¦cie dowolnej pary nies¡siaduj¡cych kraw¦dzi z jednego
z nich oraz usuni¦cie dwóch s¡siednich wierzchoªków (i pi¦ciu incydentnych
z nimi kraw¦dzi) z drugiego grafu, oraz poª¡czenie obu grafów ze sob¡.

(a)

(b)

Rysunek 15: (a) Alternatywna reprezentacja grafu Petersena. (b) Konstrukcja
grafu Blanu²a z dwóch grafów Petersena.

Konstrukcj¦ »mirªacza rz¦du 4n (dla nieparzystej liczby n ≥ 5) nale»¡cego
do drugiej rodziny mo»emy zawrze¢ w trzech punktach:

(1) rozwa»amy n kopii grafu K1,3 i oznaczamy w ka»dej z nich wierzchoªki
stopnia 3 przez ai, a pozostaªe przez bi, ci, di, dla i ∈ {1, . . . , n},

(2) ª¡czymy wierzchoªki bi cyklem dªugo±ci n: b1b2 . . . bn,

(3) ª¡czymy wierzchoªki ci, di cyklem dªugo±ci 2n: c1 . . . cnd1 . . . dn.

Rysnek 16 przedstawia powstaªy w ten sposób graf dla n = 5 wraz z ko-
lorowaniem kraw¦dzi.
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Rysunek 16: �mirªacz rz¦du 20.

Warto zauwa»y¢, »e dla parzystych warto±ci n, graf skonstruowany w ten
sposób nie b¦dzie »mirªaczem. Sprawd¹my, »e je»eli n = 2k, dla pewnej liczby
naturalnej k, to powstaªy graf jest 3-kolorowalny kraw¦dziowo.

Kraw¦dzie cyklu b1, . . . , bn kolorujemy naprzemian kolorami 1 i 2. Kra-
w¦dzie aibi, dla i ∈ {1, . . . , n}, kolorujemy kolorem 3. Pozostaªe kraw¦dzie
kolorujemy w sposób nast¦puj¡cy:

(1) kraw¦dzie aici otrzymuj¡ kolor 1, kraw¦dzie aidi otrzymuj¡ kolor 2,

(2) kraw¦dzie cici+1, dla nieparzystych warto±ci indeksu i, kolorujemy ko-
lorem 2, a dla parzystych warto±ci i - kolorem 3,

(3) kraw¦d¹ cnd1 kolorujemy za pomoc¡ koloru 3 (mo»emy tak zrobi¢, po-
niewa» n jest parzyste),

(4) kraw¦dzie didi+1, dla nieparzystych warto±ci indeksu i, kolorujemy ko-
lorem 1, a dla parzystych warto±ci i - kolorem 3.

Otrzymane kolorowanie jest kolorowaniem wªa±ciwym i u»ywa trzech ko-
lorów.
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Rysunek 17: Kolorowanie kraw¦dzi grafu powstaªego w wyniku opisanej kon-
strukcji dla n = 6.

Z opisanej konstrukcji wynika, »e dla ka»dej nieparzystej liczby g ≥ 5
istnieje »mirªacz o talii g, jednak wªasno±¢ ta dotyczy równie» parzystych
warto±ci g.

Twierdzenie 35. [28] Dla ka»dego g ≥ 5, istnieje niesko«czona rodzina
»mirªaczy o talii g.

Okazuje si¦, »e graf Petersena jest kluczowym elementem rozwa»a« nad
grafami kubicznymi klasy 2. Kolejne twierdzenie mówi nam, »e ka»dy »mir-
ªacz zawiera minor izomor�czny z grafem Petersena.

Minorem grafu G nazywamy taki grafH, który mo»na otrzyma¢ z G przez
zastosowanie sko«czenie wielu operacji ±ci¡gania kraw¦dzi (±ci¡gnia dwóch
wierzchoªków s¡siednich), usuwania wierzchoªków oraz usuwania kraw¦dzi.
Przykªadami minorów s¡ K2 jako minor ka»dego grafu spójnego o przynaj-
mniej dwóch wierzchoªkach lub graf K5 jako minor grafu Petersena, powstaªy
z niego przez ±ci¡gni¦cie wszystkich szprych.

Twierdzenie 36. [37, 38, 39, 40, 17] Ka»dy kubiczny graf 2-spójny, który
nie zawiera grafu Petersena jako minora, jest klasy 1.

Konstrukcj¦ grafu Petersena mo»emy opisa¢ w nast¦puj¡cy sposób: zada-
jemy zbiór wierzchoªków grafu P jako {v0, v1, . . . , v4, v

′
0, v
′
1, . . . , v

′
4}, kraw¦-

dziami ª¡czymy wierzchoªki:

- vi z vi+1

- vi′ z vi′+2

- vi z vi′ ,

dla i ∈ {1, 2, 3, 4}, gdzie wszystkie indeksy rozwa»amy modulo 5. Konstrukcj¦
t¦ mo»emy rozszerzy¢ tworz¡c ugólnione grafy Petresena.

Uogólnionym grafem Petersena, dla liczb naturalnych n, k speªniaj¡cych
zale»no±ci 0 < k ≤ n−1, n 6= 2k, nazywamy graf G(n, k) o 2n wierzchoªkach,
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które mo»emy oznaczy¢ przez {0, 1, . . . , n−1, 0′, 1′, . . . , (n−1)′} oraz którego
kraw¦dzie s¡ postaci (i, i + 1), (i′, (i + k)′) oraz (i, i′), dla 0 ≤ i ≤ n − 1
(wszystkie liczby rozpatrujemy modulo n). W takim modelu, graf Petersena
b¦dzie grafem G(5, 2).

Warto nadmieni¢, »e zapis kraw¦dzi (u, v) w powy»szych konstrukcjach
sªu»ye jedynie czytelno±ci i nie oznacza pary uporz¡dkowanej.

Wszystkie uogólnione grafy Petersena s¡ kubiczne. Mimo silnego zwi¡zku
z grafem Petersena, uogólnione grafy Petersena niemal wszystkie nale»¡ do
innej klasy ni» on sam.

Twierdzenie 37. [13]Wszystkie uogólnione grafy Petersena, oprócz grafu
Petersena, s¡ klasy 1.

Na koniec tego podrozdziaªu rozwa»ymy grafy kubiczne, które nie s¡ pla-
narne, jednak usuni¦cie niewielkiej liczby kraw¦dzi mogªoby im zagwaranto-
wa¢ t¦ wªasno±¢. Mianowicie, okazuje si¦, »e twierdzenie Taita zachodzi dla
grafów nieplanarnych, pod warunkiem »e ograniczymy mo»liw¡ liczb¦ par
przecinaj¡cych si¦ kraw¦dzi.

Graf prawie planarny to graf, który mo»e zosta¢ przedstawiony na pªasz-
czy¹nie z co najwy»ej jedn¡ par¡ przecinaj¡cych si¦ kraw¦dzi. S¡ to grafy,
które po usuni¦ciu pewnej jednej problematycznej kraw¦dzi byªyby planarne.

Twierdzenie 38. [27] Ka»dy kubiczny graf prawie planarny nie zawiera-
j¡cy mostu jest 3-kolorowalny kraw¦dziowo.

Dowód. Rozwa»my graf G taki jak w zaªo»eniu twierdzenia. Niech jedy-
nymi kraw¦dziami w G, które si¦ przecinaj¡ b¦d¡ e = z1z3 oraz f = z2z4.
Zdeifniujmy H jako graf powstaªy z G przez usuni¦cie kraw¦dzi e, f oraz
dodanie czterech nowych wierzchoªków y1, . . . , y4 i kraw¦dzi gi = yizi, dla
1 ≤ i ≤ 4. Ka»dy wierzchoªek w H ma stopie« 3, oprócz wierzchoªków
y1, . . . y4, których stopie« jest równy 1. H jest planarny. Przez dodanie do H
kraw¦dzi y1y2, y2y3, y3y4, y4y1 otrzymujemy graf planarny, kubiczny i nieza-
wieraj¡cy mostu, a wi¦c 3-kolorowalny (kraw¦dziowo) z twierdzenia 30. St¡d
graf H równie» jest 3-kolorowalny. Niech φ : E(H) → {1, 2, 3} b¦dzie 3-
kolorowaniem kraw¦dzi grafu H. Skoro ka»dy z trzech kolorów pojawia si¦
w palecie ka»dego wierzchoªka poza y1, . . . , y4 i wierzchoªków tych jest parzy-
sta liczba, to ka»dy z kolorów mo»e by¢ przyporz¡dkowany tylko parzystej
liczbie kraw¦dzi spo±ród g1, . . . , g4.

Je»eli φ(g1) = φ(g3), to φ(g2) = φ(g4) i z 3-kolorowania grafu H mo»emy
otrzyma¢ 3-kolorowanie grafu G.

Zaªó»my, »e φ(g1) 6= φ(g3), a wi¦c równie» φ(g2) 6= φ(g4). Przyjmijmy,
»e φ(gi) = 1 dla i = 1, 2 oraz φ(gj) = 2 dla j = 3, 4. Rozwa»my podgraf J
grafu H, zawieraj¡cy wszystkie wierzchoªki grafu H i tylko te kraw¦dzie,
które w kolorowaniu φ otrzymaªy kolor 1 lub 2. W gra�e J ka»dy wierz-
choªek ró»ny od y1, . . . , y4, ma stopie« 2, natomiast wierzchoªki y1, . . . , y4,
maj¡ stopie« 1. Oznacza to, »e graf J posiada dwie skªadowe spójne, które
s¡ ±cie»kami o ko«cach w wierzchoªkach yi oraz wszystkie pozostaªe skªadowe
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s¡ cyklami. Oznaczmy wspomniane ±cie»ki przez P1 i P2. Przyjmijmy, »e jed-
nym z ko«ców ±cie»ki P1 jest wierzchoªek y1. Drugim jej ko«cem nie mo»e by¢
y3, poniewa» to implikowaªoby, »e ko«cami ±cie»ki P2 s¡ wierzchoªki y2, y3,
co jest sprzeczne z planarno±¢i¡ H. Zatem drugim ko«cem ±cie»ki P1 jest
wierzchoªek y2 lub y4. W obu tych przypadkach, wystarczy, »e zamienimy
kolory 1 i 2 kraw¦dzi na ±cie»ce P1, a kolory pozostaªych kraw¦dzi pozosta-
wimy bez zmian, i otrzymamy nowe kolorowanie wªa±ciwe φ′ kraw¦dzi grafu
H, w którym φ′(g1) = φ′(g3) oraz φ′(g2) = φ′(g4). Ponownie znajdujemy wi¦c
3-kolorowanie wªa±ciwe kraw¦dzi grafu G.

Kolejne twierdzenie, które pozostawimy bez dowodu, dotyczy grafów ku-
bicznych z maksymalnie dwoma przeci¦ciami kraw¦dzi.

Twierdzenie 39. [17] Je»eli G jest niezawieraj¡cym mostu grafem, który
mo»e zosta¢ przedstawiony na pªaszczy¹nie z jedynie dwiema parami przeci-
naj¡cych si¦ kraw¦dzi oraz przeci¦cia te nie znajduj¡ si¦ wewn¡trz cyklu, to
G jest 3-kolorowalny.

3.2. Grafy planarne.

W tym podrozdziale zajmiemy si¦ klasy�kacj¡ grafów planarnych. Cz¦-
±ciowo ten temat zostaª poruszony ju» w poprzedniej cz¦±ci, poniewa» wiele
z wyników dotycz¡cych grafów kubicznych zakªadaªo równie» planarno±¢ roz-
wa»anych grafów.

Twierdzenie 40. [44, 35] Je»eli G jest grafem planarnym o stopniu mak-
symalnym wi¦kszym lub równym 8, to G jest klasy 1.

Dowód.Zaªó»my, »e istnieje graf G - planarny, o maksymalnym stopniu
nie mniejszym ni» 8 oraz klasy 2. Zaªó»my równie», »e G jest kraw¦dziowo
8-krytyczny(najmniejszy mo»liwy).

Wprowad¹my oznaczenia:

- przez nj oznaczmy liczb¦ wierzchoªków (w gra�e G) o stopniu j, dla 2 ≤
j ≤ 8,

- przez n8(r, s, t, u) oznaczmy liczb¦ wierzchoªków stopnia 8 s¡siaduj¡-
cych z dokªadnie r wierzchoªkami stopnia 2, s wierzchoªkami stopnia 3,
t wierzchoªkami stopnia 4 i u wierzchoªkami stopnia 5,

- przez n7(s, t, u) oznaczmy liczb¦ wierzchoªków stopnia 7 s¡siaduj¡cych
z dokªadnie s wierzchoªkami stopnia 3, t wierzchoªkami stopnia 4 i
u wierzchoªkami stopnia 5.

Twierdzimy, »e

4n2 + 3n3 + 2n4 + n5 − n7 − 2n8 ≥ 12. (∗)

Wiemy, »e

|G| = n1 + n2 + n3 + . . .+ n∆(G)

2||G|| = n1 + 2n2 + 3n3 + . . .+ ∆(G)n∆(G)
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oraz dla ka»dego grafu planarnego zachodzi 3f(G) ≤ 2m. Korzystaj¡c z tych
zale»no±ci oraz wzoru Eulera , otrzymujemy odpowiedni¡ nierówno±¢.

Z lematu Vizinga (tw. 28)

2n2 = n8(1, 0, 0, 0)

oraz

3n3 = n8(0, 1, 0, 0) + n8(0, 1, 1, 0) + n8(0, 1, 0, 1)+

+ 2n8(0, 2, 0, 0) + n7(1, 0, 0).

Ponadto, skoro ka»dy wierzchoªek stopnia 5 jest poª¡czony kraw¦dziami z przy-
najmniej dwoma wierzchoªkami stopnia 8, to z tego samego lematu

2n5 ≤ n8(0, 1, 0, 1) + n8(0, 0, 1, 1) + n8(0, 0, 0, 1) + 2n8(0, 0, 1, 2)+

+n8(0, 1, 0, 0) + 2n8(0, 0, 0, 2) + 3n8(0, 0, 0, 3) + 4n8(0, 0, 0, 4)

Z twierdzenia 26, wierzchoªki stopnia 4 mog¡ s¡siadowa¢ tylko z wiez-
choªkami stopnia co najmniej 6. Z lematu Vizinga, ka»dy wierzchoªek stop-
nia 4 posiadaj¡cy s¡siada stopnia 6, musi mie¢ przynajmniej trzech s¡siadów
stopnia 8. St¡d, je»eli przez n′4 oznaczymy liczb¦ wierzchoªków stopnia 4
s¡siaduj¡cych z wierzchoªkiem stopnia 6, to zachodzi

3n′4 + 4(n4 − n′4) = n8(0, 1, 1, 0) + n8(0, 0, 1, 0) + n8(0, 0, 1, 1)+

+n8(0, 0, 1, 2) + 2n8(0, 0, 2, 0) + 2n8(0, 0, 2, 1)+

3n8(0, 0, 3, 0) + n7(0, 1, 0) + n7(0, 1, 1) + 2n7(0, 2, 0).

Ponadto, skoro ka»dy wierzchoªek stopnia 4 jest poª¡czony z co najwy»ej
dwoma wierzchoªkami stopnia 7, to zachodzi

n4 − n′4 = n7(0, 2, 0).

�¡cz¡c ze sob¡ powy»sze zale»no±ci, otrzymujemy

4n2 + 3n3 + 2n4 + n5 ≤ n7 + 2n8,

co jest sprzeczne z wynikiem (∗).

W 2001 roku zostaªo udowodnione, »e grafy o maksymalnym stopniu 7
s¡ 7-kolorowalne kraw¦dziowo [48]. Wci¡» nie do ko«ca nierozwi¡zanym pro-
blemem w dziedzinie kolorowania kraw¦dziowego pozostaje hipoteza Vizinga,
mówi¡ca, »e równie» grafy planarne, których maksymalny stopie« wynosi co
najmniej 6 s¡ klasy 1. Kolejne twierdzenia przedstawiaj¡ kilka warunków,
które implikuj¡ przynale»no±¢ do klasy 1 grafów planarnych o maksymalnym
stopniu 6 lub nawet mniejszym. Dowody twierdze« pominiemy.

Ci¦ciw¡ w cyklu C w gra�e G nazywamy tak¡ kraw¦d¹ e = xy, »e wierz-
choªki x, y le»¡ na cyklu C, jednak kraw¦d¹ e do niego nie nale»y. Inny-
mi sªowy, je»eli C = x1x2 . . . xn, to ci¦ciw¡ b¦dzie kraw¦d¹ xixj, je»eli i 6=
j − 1(mod n) oraz i 6= j − 1(mod n). Cykl, w którym wyst¦puj¡ ci¦ciwy
nazywamy cyklem ci¦ciwowym.
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Twierdzenie 41. [12, 47] Je»eli G jest grafem planarnym, takim »e ∆(G) =
6 oraz G nie zawiera ci¦ciwowych cykli dªugo±ci 4 lub 5, to G jest klasy 1.

Twierdzenie 42. [12] Je»eli G jest grafem planarnym o maksymalnym
stopniu 6 oraz G nie zawiera cyklu dªugo±ci 6, to G jest klasy 1.

Twierdzenie 43 wskazuje zwi¡zek mi¦dzy kolorowalno±ci¡ kraw¦dziow¡
grafu a jego tali¡ i maksymalnym stopniem. Warto zwróci¢ uwag¦ na pewn¡
symetri¦ warunków, które podaje.

Twierdzenie 43. [32] Niech G b¦dzie grafem planarnym o maksymalnym
stopniu ∆ oraz talii g. G jest klasy 1, je»eli zachodzi dowolny z poni»szych
warunków:

(1) ∆ ≥ 3 oraz g ≥ 8,

(2) ∆ ≥ 4 oraz g ≥ 5,

(3) ∆ ≥ 8 oraz g ≥ 3,

(4) ∆ ≥ 5 oraz g ≥ 4.

Zde�niujmy graf zewn¦trznie planarny jako graf palanarny, w którym
wszystkie wierzchoªki nale»¡ do ±ciany zewn¦trznej. Trywialnym przykªadem
grafu zewn¦trznie planarnego b¦dzie dowolny graf acykliczny, który posiada
tylko jedn¡ ±cian¦.

Rysunek 18: Przykªad grafu zewn¦trznie planarnego.

Dla grafów zewn¦trznie planarnych problem klasy�kacji zostaª caªkowicie
rozwi¡zany. Ich przynale»no±¢ do jednej z dwóch klas mo»na stwierdzi¢ na
podstawie jednego tylko warunku.

Nadmie«my, »e w przypadku grafów zewn¦trznie planarnych, wszystkie
wªasno±ci i twierdzenia wystarczy rozpatrywa¢ dla grafów 2-spójnych, gdy»
graf jest zewn¦trznie planarny wtedy i tylko wtedy, gdy zewn¦trznie planarne
s¡ jego 2-spójne podgrafy (bloki).

Twierdzenie 44. [19, 20] Graf zewn¦trznie planarny jest klasy 1 wtedy
i tylko wtedy, gdy nie jest cyklem nieparzystym.

Dowód. Je»eli G jest cyklem o nieparzystej dªugo±ci, to jest oczywi±cie
grafem zewn¦trznie planarnym i jest klasy 2.
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Dla dowodu przeciwnej implikacji, rozwa»my graf G - zewn¦trznie pla-
narny klasy 2. Zaªó»my, »e G jest 2-spójny. Je»eli jego stopie« maksymalny
wynosi 1, to G jest kraw¦dzi¡, a wi¦c nie mo»e by¢ klasy 2. Je»eli ∆(G) = 2,
to G jest cyklem nieparzystym.

Zaªó»my wi¦c, »e maksymalny stopie« grafu G wynosi co najmniej 3.
Zaªó»my równie», »e G jest najmniejszym, pod wzgl¦dem rz¦du oraz maksy-
malnego stopnia, grafem speªniaj¡cym te zaªo»enia. Tak jak wspomnieli±my
wcze±niej, zakªadamy równie», »e G jest 2-spójny, a wi¦c jest hamiltonowski.

Je»eli rz¡d G jest liczb¡ parzyst¡, to G posiada skojarzenie doskonaªe,
które tworzy poªowa kraw¦dzi cyklu Hamiltona w G (wybieramy co drug¡
kraw¦d¹ z cyklu). Je»eli skojarzenie to oznaczymy przez F , to graf G − F
ma maksymalny stopie« ∆(G) − 1. G − F jest wi¦c klasy 1, z zaªo»enia
o minimalno±ci stopnia maksymalnego G. Skoro G − F jest (∆(G) − 1)-
kolorowalny, to G jest ∆(G)-kolorowalny.

Rozwa»my przypadek |G| = 2k+ 1, dla pewnej liczby naturalnej k. W G
istnieje wierzchoªek v o stopniu 2. G posiada skojarzenie M , zawieraj¡ce k
kraw¦dzi wyst¦puj¡cych naprzemiennie w cyklu Hamiltona w G, które nie
zawiera »adnej kraw¦dzi incydentnej z v (i v jest jedynym takim wierzchoª-
kiem). Graf G−M jest zewn¦trznie planarny i ma stopie« maksymalny równy
∆(G)−1, a wi¦c z zaªo»enia G−M jest klasy 1. St¡d ponownie wynika, »e G
równie» jest klasy 1.
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