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Oswiadczenie autorki

Uprzedzona o odpowiedzialno$ci karnej na podstawie art. 115 ust. 1 1 2 usta-
wy z dnia 4 lutego 1994 r. o prawie autorskim i prawach pokrewnych (t.j.
Dz.U. z 2018 r. poz. 1191 z pdin. zm.): "Kto przywltaszcza sobie autorstwo
albo wprowadza w blgd co do autorstwa catosci lub czeSci cudzego utworu albo
artystycznego wykonania, podlega grzywnie, karze ograniczenia wolnosct albo
pozbawienia wolnosci do lat 3. Tej samej karze podlega, kto rozpowszechnia
bez podania nazwiska lub pseudonimu twdrey cudzy utwor w wersji oryginalnes
albo w postaci opracowania, artystyczne wykonanie albo publicznie znieksztat-
ca taki utwor, artystyczne wykonanie, fonogram, wideogram lub nadanie.”, a
takze uprzedzona o odpowiedzialnosci dyscyplinarnej na podstawie art. 307
ust. 1 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce
(Dz. U. z 2018 r. poz. 1668 z pséin. zm.) "Student podlega odpowiedzialno-
Sci dyscyplinarnej za naruszenie przepisow obowigzujgcych w uczelni oraz za
czyn uchybiajgcy godnosci studenta.”, oswiadczam, ze niniejszq prace dyplo-
mowq wykonatam osobiscie i samodzielnie 1 nie korzystatam ze Zrédel innych
niz wymienione w pracy. Jednoczesnie Uczelnia informugje, ze zgodnie z art.
15a ww. ustawy o prawie autorskim i prawach pokrewnych Uczelni przystugu-
je pierwszenstwo w opublikowaniu pracy dyplomowej studenta. Jezeli Uczel-
nia nie opublikowala pracy dyplomowej w terminie 6 miesiecy od dnia jej
obrony, autor moze jg opublikowaé, chyba ze praca jest czeSciq utworu zbio-
rowego. Ponadto Uczelnia jako podmiot, o ktorym mowa w art. 7 ust. 1 pkt
1 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. - Prawo o szkolnictwie wyzszym 1t nauce
(Dz. U. z 2018 r. poz. 1668 z pézn. zm.), moze korzystaé bez wynagrodzenia i
bez koniecznosdci uzyskania zgody autora z utworu stworzonego przez studenta
w wyniku wykonywania obowigzkow zwigzanych z odbywaniem studiow, udo-
stepniaé utwor ministrowt wtasciwemu do spraw szkolnictwa wyzszego © nauks
oraz korzystaé z utworow znajdujgcych sie w prowadzonych przez niego bazach
danych, w celu sprawdzania z wykorzystaniem systemu antyplagiatowego. Mi-
nister wtaSciwy do spraw szkolnictwa wyzszego i nauki moze korzystac z prac
dyplomowych znajdujgceych sie w prowadzonych przez niego bazach danych w
zakresie niezbednym do zapewnienia prowidiowego utrzymania i rozwoju tych
baz oraz wspotpracujgcych z nimi systemow informatycznych.

(Podpis autorki)
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Streszczenie

Rozdzial 1 po$wiecony jest wprowadzeniu do teorii grafow, zdefiniowane
sa w nim wszystkie niezbedne pojecia, przytoczone zostaly réwniez niektore
podstawowe wyniki. Podobnie, poczatki rozdzialow 2 i 3 zawieraja defini-
cje 1 podstawowe wyniki dotyczace odpowiednio kolorowan wierzchotkowych
oraz krawedziowych, w tym twierdzenie Brooksa z dowodem. Oba te rozdzia-
ty wprowadzaja réwniez pojecia grafow (odpowiednio: wierzchotkowo i kra-
wedziowo) krytycznych i kilka ich wlasnosci. Rozdzial 2.1 poswiecony jest
kolorowaniu wierzchotkowemu graféw planarnych. Dla wiekszosci zawartych
w nim wynikéw przedsatawione zostaly dowody, w tym dla 3-kolorowalnosci
triangulacji oraz 3-kolorowalno$ci grafu zawierajacego co najwyzej trzy troj-
katy. Podrozdziat 2.2. umieszczony zostal w pracy dla jej kompletnosci i za-
wiera jeden wynik dotyczacy kwadratow grafow kubicznych. Podrozdziat 3.1.
przedstawia wyniki zwigzane z klasyfikacja grafow kubicznych ze wzgledu na
indeks chromatyczny oraz krotka charakteryzacje klasy zmirtaczy. Najwaz-
niejszymi wynikami zawartymi w tej czesci sa twierdzenie Taita, przedsta-
wione z dowodem, oraz twierdzenie o zawieraniu grafu Petersena przez kazdy
graf kubiczny klasy 2. Ostatnia czes$¢ pracy porusza zagadnienia kolorowania
krawedziowego graféow planarnych i zawiera wyniki dotyczace zaleznosci ich
indeksu chromatycznego od stopnia maksymalnego i talii, a takze twierdzenie
charakteryzujace grafy zewnetrznie planarne klasy 1 (z dowodem).

Stowa kluczowe
kolorowanie wierzchotkowe, liczba chromatyczna, kolorowanie krawedzio-
we, indeks chromatyczny, graf planarny, graf kubiczny, zmirtacz



Abstract

First section is an introduction to graph theory, it contains all the ne-
cessary concepts and basic results. Similary, sections 2 and 3 present basic
definitions ans results connected to, respectively, vertex coloring and edge
coloring, including Brooks theorem with a proof. Both of these chapters also
introduce the concepts of critical graphs with a few of their basic proper-
ties. Subsection 2.1. is devoted to vertex coloring of planar graphs. Proofs
of most of the theorems in this part are included, among others a proof of
3-colorability of a triangulation and 3-colorability of a graph containing at
most three triangles. Subsection 2.2. is included only for completeness of this
paper and contains one theorem about cubic graphs’ squares. Part 3.1. con-
siders results regarding classification of cubic graphs in terms of chromatic
index and short characterization of snarks. The most important theorems in
this part are Tait’s theorem, for which proof is presented, and the theorem
about Petersen graph being a minor in every cubic graph of class 2. The
last part explores the edge coloring of planar graphs and contains results
connected with the girth and maximal degree. It also demonstrates a proof
for necessary and sufficient condition for an outerplanar graph to be class 1.

Key words
vertex coloring, chromatic number, edge coloring, chromatic index, planar
graph, cubic graph, snark



Wstep

Ukladanie harmonogramoéw, planowanie rozgrywek sportowych, zarzadza-
nie widmem czestotliwosci radiowych, przydzielanie rejestréw procesora, roz-
dzial zasobow, segmentacja obrazu - to wszystko problemy, w ktorych za-
stosowanie maja kolorowania graféw. Dzi$ jedna z najprezniej rozwijanych
gatezi kombinatoryki swoja geneze ma w roku 1852, kiedy to postawione zo-
stalo niepozorne pytanie o to, ile minimalnie koloréw jest nam potrzebne,
abysmy mogli pokolorowac za ich pomocg obszary panstw na dwolnej mapie
politycznej, w taki sposob, aby zadne dwa sasiadujace panstwa nie otrzy-
maly jednakowych koloréow. Problem ten, dzi§ znany jako problem czterech
barw, przetozony zostal na grunt teorii graféw i mimo, ze dos$¢ szybko zo-
stata postawiona hipoteza, ze odpowiedzig sa cztery kolory, to na poprawny
dowdd trzeba czekaé bylto az do roku 1976. Dowdd ten, autorstwa trzech ma-
tematykow: Appela, Hakena oraz Kocha, to jeden z najbardziej kontrower-
syjnych dowodéw matematycznych, gdyz z powodu mnogosci przypadkow,
ktore musialty zosta¢ rozpatrzone, zostal czesciowo przeprowadzony przy po-
mocy komputera. Byt to pierwszy w historii przypadek, kiedy stynny problem
matematyczny zostal rozwiazany w ten sposob.

Na pytanie co i w jaki spos6b mozemy w grafie pokolorowac, odpowie-
dzi sa niezliczone. Mamy do dyspozycji kolorowania wierzchotkéw, krawe-
dzi, $cian, ale rowniez kolorowania wszystkich tych elementéw jednoczes$nie.
Ponadto, kolorowania te moga speliaé¢ najrézniejsze wymagania i tak, po-
wstaja teorie na temat kolorowan sprawiedliwych, normalnych, acyklicznych
1 wielu wielu innych modeli, w ktorych szczegodly nie bedziemy sie zagtebiac.
Niniejsza praca traktuje o dwoch podstawowych wariantach kolorowan, to
jest o kolorowaniu wierzchotkowym oraz krawedziowym, przy czym w obu
przypadkach skupia sie jedynie na kolorowaniach wtasciwych. Co wiecej, roz-
wazania ograniczamy do dwoch klas grafow, uznanych przez autorke za wy-
jatkowo interesujace, mianowicie grafow planarnych oraz graféw kubicznych.
Obie te klasy sa kluczowe dla wybranych modeli kolorowania, ponadto lezg
u podstaw teorii na ich temat. Grafy planarne to klasa, od ktorej rozwazania
na temat kolorowan, w szczegdlnosci kolorowan wierzchotkowych, biorg swoj
poczatek. Grafy kubiczne sg bardziej istotone dla kolorowan krawedziowych,
jednak sa klasg interesujaca réwniez przy rozwazaniach innych modeli, gdyz
czesto problemy zwigzane z kolorowaniami mozna bez straty ogdlnosci roz-
wazaé tylko dla grafow kubicznych, tak jak ma to miejsce przy twierdzeniu
o czterech kolorach. Przy tej klasie pochylamy sie¢ rowniez nad zmirtacza-
mi - szczegblng podklasg grafow kubicznych, ktora ma zwigzek z wieloma
problemami, roéwniez otwartymi i nie tylko z zakresu kolorowania.

Praca ma charakter przegladowy, autorka starata si¢ zawrze¢ w niej wszyst-
kie podstawowe informacje z zakresu poruszanej problematyki, jak rowniez
nowsze wyniki. Podstawy modelu grafowego zostaly przygotowane na pod-
stawie podrecznikow teorii grafow ([14, 7, 20]), jak rowniez wiedzy zdobytej
przez autorke w toku studiéw matematycznych. Wlasna pracg autorki, oprocz
zebrania i opracowania wynikéow wielu prac naukowych, bylo ujednolicenie



uzywanej terminologii, dobranie do prezentowanych teorii przyktadow, do-
precyzowanie dowodow (uzasadnienie faktow, ktore autor uzytego dowodu
pozostawil jako oczywiste), oraz uzasadnienia pomniejszych wynikow, takich
jak twierdzenie 3, 3-kolorowalnosé¢ grafu Petersena czy 3-kolorowalnosé gra-
fow powstalych w wyniku konstrukcji opisanej w rozdziale 4.1. Dla twierdze-
nia 20, dowdd oryginalny w calodci przeprowadzony zostal dla kolorowania
Scian. Na potrzeby uzytej wersji twierdzenia, dowod zostal przeprowadzo-
ny przez autorke w duzej mierze w wersji dla kolorowania wierzchotkowego.
Niektore prezentowane dowody zostaly opracowane na podstawie materiatow
pochodzacych z roznych zrodel, co tez jest wktadem whasnym autorki. Zro-
dla wykorzystanych dowodoéw, jezeli nie pochodza one z oryginalnej pracy
prezentujacej dany wynik i nie zostaly opracowane w catosci przez autorke,
podane sa jako ostatnie cytowanie (lub cytowania) przy twierdzeniach.
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1. Wprowadzenie

Grafem G nazywamy pare G = (V, E), gdzie V jest dowolnym skori-
czonym zbiorem oraz FE jest zbiorem wybranych nieuporzadkowanych par
roznych elementow ze zbioru V. Czesto zbiory te bedziemy oznaczaé przez
odpowiednio V(G) oraz E(G). Elementy V nazywamy wierzchotkami, a E
jest zbiorem laczacych je krawedzi. Dla uproszczenia zapisu, krawedz {u, v}
bedziemy zazwyczaj oznaczaé¢ przez uv lub vu. Liczebnosci zbiorow V(G)
oraz E(G) nazywamy odpowiednio rzedem (ozn. |G|) i rozmiarem grafu G
(ozn. ||G]]). Graf jest pusty, jezeli jest rozmiaru 0. Przemawiajaca do intu-
icji interpretacja grafu jest jego reprezentacja graficzna, w ktorej wierzchot-
kom odpowiadaja punkty na plaszczyznie, a krawedziom - taczace je odcinki.
I tak, ponizszy rysunek przedstawia graf rzedu 6 i posiadajacy wszystkie 15
mozliwych krawedzi. Graf, ktorego zbior krawedzi sklada sie ze wszystkich
mozliwych par (nieuporzadkowanych) wierzchotkow nazywamy grafem pet-
nym lub klikg (ozn. K, gdzie n - rzad grafu).

Rysunek 1: Graf pelny rzedu 6.

Multigraf definiujemy jako pare (V, E), gdzie V jest skoniczonym zbiorem
wierzchotkow, a F jest multizbiorem (zbiorem, w ktorym elementy moga sie
powtarzac) nieuporzadkowanych par elementéw ze zbioru V. W multigrafach
mozliwe wiec jest, ze dwa wierzchotki taczy wiecej niz jedna krawedz. Mozemy
rowniez dopuszcza¢ mozliwosé istnienia petli w multigrafie, czyli krawedzi
postaci vv, dla pewnego wierzchotka v.

Na zbiorze wierzchotkéw grafu okreslamy relacje sasiedztwa. Méwimy,
ze dwa wierzcholki u, v grafu sa sgsiednie (lub sgsiadujgce), jezeli w grafie
tym istnieje laczaca je krawedz e = uv. Wierzcholki u, v nazywamy wtedy
koncami krawedzi e i moéwimy, ze krawedz ta jest incydentna z kazdym z tych
wierzchotkéw. Przez sgsiedztwo wierzchotka v rozumiemy zbior wierzchotkow,
ktore sa z nim w relacji, a wiec sg jego sasiadami. Zbior ten oznaczamy prze
z N(v), a liczbe jego elementow nazywamy stopniem wierzcholka v i za-
pisujemy jako d(v). Jezeli bedzie to konieczne, to bedziemy zaznaczaé, ze
odnosimy sie do stopnia wierzchotka w grafie GG, wtedy bedziemy zapisywa¢
go jako dg(v).

Stopniem maksymalnym A(G) grafu G nazywamy najwieksza wartos¢ d(v)
dla v € V(G), analogicznie definiujemy stopieri minimalny w grafie 6(G).
Jezeli 6(G) = A(G), a wiec wszystkie wierzchotki w grafie G maja rowne
stopnie, to G okreslamy grafem regularnym, lub k-regularnym, gdzie k£ to
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stopien kazdego z wierzchotkow. Szczegolnie interesujace dla nas beda grafy
3-regularne, czyli inaczej grafy kubiczne.

Przy stopniach wierzchotkéw warto wspomnieé¢ o istotnym wyniku, zwa-
nym lematem o uéciskach dtoni, ktéry mowi, ze suma stopni wierzchotkow
w grafie jest rowna dwukrotnosci liczby krawedzi tego grafu, a wiec

> dw) =2-|E(G)].

veV(Q)

Wynika to oczywiscie z tego, ze kazda krawedz incydentna jest z doktadnie
dwoma wierzchotkami, a wiec sumujac stopnie wierzchotkow, zliczamy kazda
krawedz dwukrotnie.
Graf H nazywamy podgrafem grafu G, jezeli V(H) C V(G) oraz

E(H) C E(G). Mozemy wtedy powiedzie¢, ze graf H zawiera sie w grafie G.
Pograf H nazywamy wtasciwym, jezeli nie jest rowny grafowi G. Podgrafem
grafu G indukowanym przez zbidr wierzchotkéw S C V(G) nazywamy graf
G[S], taki ze jego zbiorem wierzcholkow jest zbior S, a jego krawedziami sa
wszystkie krawedzie taczace wierzchotki z tego zbioru w grafie G. Podobnie
mozemy zdefiniowa¢ podgraf indukowany przez podzbior krawedzi F' C E(G)
jako graf, ktoego zbiorem krawedzi jest zbior F', a zbiorem wierzchotkéw zbior
koncow tych krawedzi.

Rysunek 2: Graf rzedu 6 z zaznaczonym pografem indukowanym (K}).

Sciezkq w grafie nazywamy naprzemienny cigg niepowtarzajacych sie
wierzchotkow i krawedzi vy, €1, v1, €a, ..., €,, vy, gdzie v; € V(G), e; € E(G)
oraz v;_1v; = €;, dla kazdego © = 1,...,n. W uproszczeniu bedziemy zazwy-
czaj zapisywac ten ciag vg, vy, . .., v, (lub pomijajac przecinki), gdyz $ciezka
jest w istocie ciggiem roznych wierzchotkow polaczonych krawedziami (skoro
zawezamy rozwazania jedynie do grafow prostych, to krawedzie $ciezki sa zde-
terminowane przez wybrane wierzchotki, inaczej wygladatoby to w przypad-
ku multigrafow). Przez dtugosé Sciezki rozumiemy liczbe jej krawedzi (a wiec
tutaj: n). Dlugo$é najkrotsze] Sciezki taczacej dwa wierzchotki u, v w grafie
nazywamy odlegtoscig miedzy tymi dwoma wierzchotkami i oznaczamy przez
d(u,v).

Strukture otrzymang ze Sciezki vg, vy, . .., v, przez dodanie krawedzi v,v;
nazywamy cyklem dtugosci n + 1 i oznaczamy C,,1 (indeks to liczba wierz-
chotkow w cyklu). Cyklami, ktore beda dla nas szczegdlnie wazne, sa cykle
dhugosci 3, ktore bedziemy czasem okresla¢ trajkgtams.

Jezeli cykl ma parzysta (lub nieparzysta) dlugosé, to dla uproszczenia
bedziemy nazywac go cyklem parzystym (lub nieparzystym). Podobnego na-
zewnicta bedziemy uzywac dla Sciezek.
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Dhugo$¢ najkrotszego cyklu w grafie G nazywamy talig grafu G. Jeze-
li w grafie GG istnieje cykl taczacy wszystkie jego wierzchotki, to cykl ten
nazywamy cyklem Hamiltona i o G moéwimy, ze jest grafem hamiltonowskim.

Graf prosty nazywamy spdjnym, jezeli dla kazdej pary jego wierzchotkow
istnieje taczaca je Sciezka. Whasnosc ta jest o tyle istotna, iz bardzo czesto wy-
starczajace okazuje sie badanie jedynie grafow spojnych, a ewentualne uogol-
nianie twierdzen dla grafow niespojnych jest trywialne, gdyz sktadowe grafow
niespojnych sa grafami spéjnymi. Z definicji, przez sktadowq grafu niespdj-
nego rozumiemy jego maksymalny (wzgledem zawierania) podgraf spojny.
Moéwiac o grafie spojnym mozemy réwniez sprecyzowad "jak silna' jest jego
spojnosc. Powiemy, ze graf jest k-spojny, jezeli usuniecie z niego dowolnego
zbioru mniej niz k wierzchotkow (dla & < |G|) nie psuje jego spojnosci (nie
rozspojnia go), tzn.

VS Cc V(G),|S| < k: G — S jest grafem spojnym.

Przez G — S, gdzie S jest podzbiorem wierzchotkéow grafu GG, oznaczamy graf
powstaly z G przez usuniecie z niego wszystkich wierzchotkéw ze zbioru S
oraz incydentnych z nimi krawedzi (podobnie, gdy S bedzie zbiorem krawe-
dzi, G — S bedzie oznaczac¢ graf G z usunietymi krawedziami ze zbioru S).
Gdy usuwany zbior bedzie jednoelementowy, bedziemy uzywa¢ uproszczone-
go zapisu i zamiast G —{z} bedziemy uzywaé notacji G —x. Spdjnosciq wierz-
chotkowq grafu G (ozn. k(G)) nazywamy najwieksza liczbe k, taka ze G jest
k-spojny. Warto zauwazy¢, ze kazdy graf k-spojny jest rowniez (k — 7)-spojny,
dla dowolnego i < k. Jezeli istnieje w grafie wierzchotek, ktérego usuniecie
spowoduje rozspdjnienie grafu, to nazywamy go wierzchotkiem rozspajajq-
cym. Krawedz e w grafie GG, taky ze graf G — e jest niesp6jny nazywamy
mostem.

TIzomorfizmem grafow G i H nazywamy bijekcje ¢ : V(G) — V(H), kto-
ra zachowuje relacje sasiedztwa, to znaczy dowolny wierzchotek v € V(G)
jest sasiadem wierzchotka w € V(G) wtedy i tylko wtedy, gdy wierzchot-
ki ¢(v),p(u) € V(H) sa sasiednie. Dwa grafy nazywamy izomorficznymi,
jezeli istnieje miedzy nimi izomorfizm. Relacja izomorficznosci, ktora ozna-
czaé bedziemy przez ~, jest relacja rownowaznosci w zbiorze wszystkich gra-
fow. Zazwycza] rozwazamy grafy z dokltadnoscia do izomorfizmu, co oznacza,
ze przez dany graf G rozumiemy jego klase abstrakeji wzgledem relacji izo-
morficznosci. Ponizszy przyktad przedstawia dwa rézne grafy, jednak oba sg
izomorficzne z K, (grafem pelnym rzedu 4), a wiec oba mozemy utozsami¢
V4 K4.
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Rysunek 3: Grafy izomorficzne.

Automorfizm grafu to izomorfizm dzialajacy tylko na tym grafie, tzn.
izomorfizm ¢ : V(G) — V(G) jest automorfizmem grafu G. Zbiér wszystkich
automorfizmoéow grafu tworzy grupe, w ktorej elementem neutrealnym jest
identycznos¢.

Zbior niezalezny (inaczej nazywany rowniez antyklikq) w grafie G to dwol-
ny podzbidr jego wierzchotkow, w ktérym elementy nie sasiaduja ze soba. Moc
najwiekszego (pod wzgledem liczebnosei) takiego zbioru w grafie G nazywa-
my liczbg niezaleznosci grafu i oznaczamy przez oG). Natomiast zbior nie-
zaleznych krawedzi (niemajacych wspolnych wierzchotkow) nazywamy skoja-
rzeniem. Skojarzenie doskonate to takie, ktore posiada krawedz incydentna
z kazdym z wierzchotkow grafu. Liczebnos¢ najliczniejszego skojarzenia w
grafie G nazywamy krawedziowqg liczbg niezalezno$ci grafu G 1 oznaczamy
przez o/ (G).

Powiemy ze dany zbiér V' ma podzial na zbiory X,Y, jezeli zbiory X
i Y sa roztaczne, a ich suma daje zbior V. Graf G jest grafem dwudzielnym
(lub w ogolnosci r-dzielnym), jezeli zbior jego wierzchotkow ma podziat na
dwa zbiory niezalezne (w ogdlnosci r zbior6w). Ponizsze twierdzenie podaje
warunek konieczny i wystarczajacy dla posiadania takiej wlasnosci.

Twierdzenie 1. [30| Graf G jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy nie
zawiera cyklu o dltugo$ci nieparzystey.

Dowdd. Rozwazmy graf niepusty G rzedu wiekszego niz jeden (dla grafow
rzedu 1 teza jest oczywista). Przyjmijmy, ze G jest spdjny, w przeciwnym
wypadku wystarczy teze zastosowaé do jego sktadowych spdjnych.

Na poczatek zatozmy, ze G jest dwudzielny. Mozemy wiec podzieli¢ zbior
jego wierzchotkéw na dwa roztaczne zbiory niezalezne X i Y:

V(G)=XUY.

Jezeli w G nie istnieje cykl, to dowdd jest skoriczony. Zalézmy jednak, ze ist-
nieje w G cykl C' = vyvy . . . v,. Bez straty ogélnoéci mozemy przyjaé, ze wierz-
chotek v; to wierzchotek ze zbioru X. Zbiér X jest niezalezny, niemozliwe
wiec, aby wierzchotek vy réwniez nalezal do tego zbioru, nalezy wiec do zbio-
ru Y. Rozumujac w ten sposob dla kolejnych wierzchotkéw cyklu, otrzymamy
zaleznos¢, ze wierzchotki o nieparzystych indeksach naleza do zbioru X, a te
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o indeksach parzystych do zbioru Y. Jezeli vy jest sasiadem v,,, to n musi by¢
liczba parzysta, a wiec C' jest cyklem parzystym.

Dla dowodu przeciwnej implikacji, zat6zmy ze G nie zawiera cykli niepa-
rzystych. Wybierzmy dowolny wierzcholek v € V(G) i zdefiniujmy dla niego
dwa podzbiory jego sasiadow:

X ={u € N(v) : d(v,u) jest parzysta},
Y ={u € N(v) : d(v,u) jest nieparzysta}.

Zbiory te tworza podzial zbioru wierzchotkow grafu G (przy zalozeniu, ze 0
jest liczba parzysta). Pokazemy, ze zbiory X i Y sa niezalezne.

Zalozmy, ze istnieje krawedzZ e = z1x5 taczaca dwa wierzchotki ze zbioru
X. Oznaczmy najkrotsze $ciezki taczace wierzchotek v z wierzchotkami x4,
xo przez, odpowiednio, Py, Ps.

Jezeli Sciezki P i P, sa rozlaczne, to krawedz e wraz z dwoma wspo-
mnianymi Sciezkami (o parzystej dtugosci) utworzy cykl nieparzysty, a wiec
otrzymujemy sprzecznosé z zatozeniem. Zatozmy, ze Sciezki te nie sg roztacz-
ne, a wiec istnieje wierzchotek w, ktory jest ostatnim (najblizszym wierz-
chotkom 7, x9) wierzchotkiem nalezacym zarowno do $ciezki Py jak i Ps.
Dla obydwu Sciezek diugosé ich odcinka od u do w wynosi d(u,w). Jezeli
odleglosé¢ wierzchotka u do wierzchotka w jest parzysta, to pozostale odcinki
Sciezek rowniez maja dlugodci parzyste, a wiec otrzymujemy cykl nieparzysty
utworzony przez najkrotsze Sciezki z w do wierzchotkéw zq, xo oraz krawedz
e. W przeciwnym wypadku, pozostale odcinki Sciezek maja dlugosci niepa-
rzyste i w ten sam sposob otrzymujemy cykl nieparzysty.

Podobnie, sprzecznosé otrzymamy zaktadajgc sasiedztwo dwoch dowol-
nych wierzchotkéw ze zbioru Y, a wiec oba zbiory sa niezalezne. O

Graf dwudzielny nazywamy dwudzielnym petnym, jezeli zawiera wszyst-
kie mozliwe krawedzie miedzy antyklikami, ktore tworza podzial jego zbioru
wierzchotkow (ozn. K, ,, gdzie m,n to liczebnodci niezaleznych zbioréw po-
dziatu zbioru wierzchotkow).

Najwazniejsza klase grafow dwudzielnych stanowia drzewa. Drzewo to
graf spojny i acykliczny (niezawierajacy cykli). Jezeli graf jest niespojny i nie
zawiera cykli (jego spojne sktadowe sa drzewami), to nazywamy go lasem.
W przypadku grafu G ktory jest drzewem, zawsze z géry znamy liczbe jego
krawedzi i jest to |G| — 1.

Dopetnienie grafu G (ozn. G) to graf o tym samym zbiorze wierzchol-
kow V (G), ale zawierajacy jedynie te krawedzie miedzy nimi, ktorych nie ma
w grafie G (tzn. E(G) = (‘2/) \ E(G)). Innymi stowy, zachodzi warunek

vy € B(G) & 2y ¢ E(G).

Kilka wazniejszych wtasnosci dopelnienia grafu:

1. Dopemienie dopetnienia grafu G to graf G ((G) = G).

2. Wierzchotek majacy maksymalny stopien w grafie GG jest wierzchotkiem

o minimalnym stopniu w jego dopelnieniu, a co za tym idzie 6(G) =

G| — AG) — 1.
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Rysunek 4: Iloczyn kartezjanski $ciezki dlugosci 3 oraz cyklu dtugosci 4.

3. Kazdy zbior wierzchotkéw niezaleznych w grafie G bedzie zbiorem wierz-
chotkow kliki w G.

Tloczynem kartezjariskim grafow G 1 H nazywamy taki graf G x H, ze zbio-
rem jego wierzchotkow jest iloczyn kartezjanski zbiorow V(G) iV (H), a dwa
wierzchotki (u,v), (u/,v") sa polaczone krawedzig wtedy i tylko wtedy gdy
zachodzi jeden z dwoch warunkow:

e u=1u oraz vv' € E(H)

e v =v oraz uu’ € E(G).

1.1. Grafy planarne

Grafem planarnym nazywamy graf, ktory moze zostaé¢ przedstawiony na
plaszczyznie w ten sposob, aby zadne jego dwie krawedzie nie mialy innych
punktéw wspolnych niz ich konce. Taka reprezentacje nazywamy zanurze-
niem planarnym grafu. Zanurzenie planarne grafu G mozemy traktowac jako
graf G, izomorficzny z G, w ktérym zbiorem wierzchotkow jest zbior punktow
odpowiadajacych wierzchotkom grafu G, a zbiorem krawedzi jest zbior odcin-
kow reprezentujacych krawedzie G. Kazdy wierzcholek w G jest incydentny ze
wszystkimi krawedziami w G, ktore go zawieraja. Zanurzenie planarne grafu
jest czasami nazywane grafem pltaskim. Zazwyczaj, piszac o grafie planarnym
bedziemy domyslnie utozsamiaé¢ go z jego zanurzeniem planarnym.

Sciang w grafie ptaskim bedziemy nazywac wnetrze cyklu bez przekatnych
(zazwyczaj wraz z tym cyklem) lub nieograniczony obszar otaczajacy graf.
Przez przekatng cyklu rozumiemy tutaj krawedz lub Sciezke lezacg wewnatrz
cyklu, a wiec dla cyklu C' = z122...2,, przekatna bedzie krawedz z;x;,
dla ktorej i # 7 — 1, 7 + 1 oraz ktora potozona jest wewnatrz C', lub $ciezka
dhugosci co najmniej 2, taczaca dwa wierzchotki z cyklu C', roztaczna z cyklem
C i lezaca wewnatrz niego.
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Rysunek 5: Graf i jego zanurzenie planarne

(a) (b) ()

Rysunek 6: Przyklady grafow z trzema $cianami. Na rysunku (a) oraz (b) na
czerwono zaznaczono przekatne najdtuzszych cyklow w grafach.

Przyjmijmy, ze gdy moéwimy o krawedziach nalezacych do $ciany, to ma-
my na mysli krawedzie rozdzielajace te $ciane od sasiadujacych z nig $cian,
podobnie dla cyklu ograniczajacego (zalozenie takie jest istotne w przypadku
Sciany zewnetrznej). Jezeli mowimy, ze dany wierzchotek nalezy do $ciany, to
oznacza ze jest incydentny z jedna z krawedzi nalezacych do $ciany. Stopien
Sciany mozemy zdefiniowaé jako liczbe nalezacych do niej wierzchotkow. Kaz-
dy graf zawiera jedna nieograniczong $ciane zwana Sciang zewnetrzng. Jezeli
graf jest acykliczny, to wszystkie jego wierzchotki naleza do jedynej Sciany
grafu - $ciany zewnetrznej.

Liczbe $cian w grafie bedziemy zazwyczaj oznaczaé¢ przez f lub f(G).

Twierdzenie 2. [18, 7| Jezeli G jest grafem planarnym spdjnym majgeym
n wierzchotkow, m krawedzi oraz f Scian, to zachodzi wzor

n—m+ f=2.

Powyzszy wzor jest czesto nazywany wzorem Eulera dla grafow ptaskich.

Dowéd. PrzeprowadZmy indukcje ze wzgledu na liczbe écian f. Jezeli
f =1, to graf G jest acykliczny, jest wiec drzewem. Oznacza to, ze liczba
jego krawedzi jest rowna n — 1 1 wzor oczywiscie zachodzi

Zalozmy, ze wzor jest prawdziwy dla wszystkich grafow spojnych o liczbie
Scian mniejszej niz f. Niech G bedzie grafem spéjnym o f > 2 $cianach.
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Wybierzmy w G krawedz e, ktorej usuniecie nie rozspojnia grafu, tzn. graf
G — e rdéwniez jest spojny. G — e zawiera jedng Sciane mniej niz G, gdyz dwie
Sciany rozdzielone przez e w grafie G potaczyly sie w jedna po usunieciu
krawedzi. Z zaltozenia indukcyjnego wzor z twierdzenia zachodzi dla grafu
G — e, a wiec:

n—(m+1)+(f-1) =2

Redukujac réwnanie otrzymujemy teze. O]

Ze wzoru Eulera mozemy bardzo tatwo oszacowaé¢ maksymalna liczbe
krawedzi, jaka moze zawiera¢ graf planarny.

Twierdzenie 3. |18, 14| Jezeli G jest grafem planarnym rzedu n wiek-
szego lub rownego 3 i rozmiaru m, to

m<3n—206

Dowéd. Mozemy zatozy¢, ze G jest spojny, gdyz w przeciwnym przy-
padku moglibySmy doda¢ do niego krawedzie nie tracac jego planarnosci.
Dla n = 3 teza zachodzi, gdyz wtedy G jest cyklem Cj lub §ciezka dtugosci
2, a wiec jego rozmiar nie przekroczy 3. Zalézmy zatem, ze n > 4. Oznacz-
my przez f liczbe $cian w (. Ze wzoru Eulera, n — m + f = 2. Oznaczmy
Sciany grafu G przez Fi, I, ..., Fy oraz przez m; liczbe krawedzi nalezacych
do $ciany F; (1 < i < f). Liczba m; jest na pewno nie mniejsza nz 3. Skoro
kazda krawedz nalezy do co najwyzej dwoch $cian, to zachodzi nier6wnosé

!
3f < Zmi <2m
i=1

Zatem
6=3n—-3m+3f <3n—3m+2m=3n—m,

skad m < 3n — 6. ]
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2. Kolorowania wierzcholkowe.

Kolorowaniem wierzchotkowym (w domysle, jesli z kontekstu nie bedzie
wynika¢ inaczej, przez kolorowanie rozumie¢ bedziemy kolorowanie wierzchot-
kowe) grafu G nazywamy dowolng funkcje dzialajaca na zbiorze wierzchotkow
grafu G. Warto$¢ przypisana wierzchotkowi v przez taka funkcje nazywamy
kolorem wierzchotka v. Cho¢ zbiorem wartosci kolorowania moze by¢ dowolny
zbior, to zazwyczaj, bez straty ogoélnosci, rozwaza sie¢ kolorowania przypisu-
jace wierzchotkom liczby naturalne. Kiedy funkcja taka przyjmuje k réznych
wartosci, to mowimy o k-kolorowaniu.

Podstawowym rodzajem kolorowan sa kolorowania wtasciwe, czyli takie,
ktore zadnym dwoém wierzchotkom sgsiednim nie przypisujg tego samego ko-
loru. Kolorowanie wtasciwe jest wiec w istocie podziatem zbioru wierzchotkow
na rozlaczne zbiory niezalezne. Czasami bedziemy utozsamiaé k-kolorowanie
(funkcje) 7 ciagiem zbioréw niezaleznych (Vi, Vs, ..., Vi) stanowiacych po-
dzial zbioru wierzchotkow grafu na zbiory wierzchotkow w danym kolorze.
Graf posiadajacy k-kolorowanie wlasciwe nazywamy k-kolorowalnym, a naj-
mniejszg liczbe kolorow k, za pomoca ktorej mozna pokolorowaé graf G wia-
Sciwie, nazywamy liczbg chromatyczng grafu G i oznaczamy x(G). Mozemy
zapisa¢ w sposéb symboliczny

X(G) = min{k € N : G jest k -kolorowalny}.

Jezeli x(G) = k, to G nazywamy k-chromatycznym. Zar6wno w tym, jak
i w kolejnych rozdziatach bedziemy zajmowac si¢ kolorowaniami wlasciwymi,
a wiec w domys$le o takie kolorowanie bedzie zawsze chodzito.

Graf jest 1-kolorowalny tylko jezeli jest grafem rozmiaru 0 (jest nieza-
leznym zbiorem wierzchotkow) oraz 2-kolorowalny wtedy i tylko wtedy gdy
jest dwudzielny (lub ogoélniej: grafy r-dzielne to grafy r-kolorowalne). Row-
niez liczba chromatyczna kliki K, jest tatwa do obliczenia, gdyz kazdy jej
wierzcholek musi zosta¢ pokolorowany innym kolorem, stad x(K,) = n.

Nietrudno zauwazy¢, ze jezeli graf H jest podgrafem grafu G, to

X(H) < x(G).

Stad, jezeli przez w(G) oznaczymy liczbe klikowq grafu G, to jest maksymalny
rzad kliki zawartej w grafie G, to w < x(G).

Mozemy rowniez uzalezni¢ liczbe chromatyczna grafu G od jego liczby
niezaleznosci, tj. mocy jego najwiekszego (pod wzgledem liczebnosci) zbio-
ru niezaleznego. Mozemy wiec podzieli¢ n wszystkich wierzchotkéw G na
maksymalnie (ﬁ} zbiorow niezaleznych, stad liczba chromatyczna G musi
by¢ wieksza od tej wartosci. Laczac razem te dwie zaleznosci otrzymujemy
ponizsze twierdzenie, ktore jest elementarnym wynikiem w teorii kolorowan

grafow.

Twierdzenie 4.
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Gorne ograniczenie dla liczby chromatycznej mozemy uzyska¢ analizu-
jac najprostszy algorytm znajdujacy kolorowanie wierzchotkowe grafu, mia-
nowicie algorytm zachltanny (znajdujacy rozwiazanie lokalnie optymalne).
W pierwszym kroku algorytmu porzadkujemy wierzchotki grafu (w dowolny
sposéb) otrzymujac ciag vy, v, . .., v,. Wierzchotkowi v; nadajemy kolor 1.
W i-tym kroku, dla i € {2,...,n}, kolorujemy wierzcholek v; najmniejsza
mozliwg liczba naturalna, to znaczy:

c(v;) =min{l e N:Vk < i:vv, € E(G) = c(vg) # 1}

Innymi stowy, analizujemy zbior koloréw sasiadéw wierzchotka v; i wybiera-
my najmniejszg liczbe naturalna, ktorej nie ma w tym zbiorze. Kolorowanie
otrzymane w wyniku algorytmu uzywa co najwyzej A(G) + 1 koloréow, po-
niewaz kazdy z wierzcholtkow ma co najwyzej A(G) sasiadéw. Otrzymujemy
wiec ograniczenie dla liczby chromatycznej zawarte w kolejnym twierdzeniu.

Twierdzenie 5. 11| Dla dowolnego grafu G zachodzi
X(G) < A(G) + 1.

Co wiecej, w ogolnosci nie znajdziemy lepszego gornego ograniczenia, po-
niewaz x(K,) = n = A(K,) + 1. Inne gorne ograniczenie podaje ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie 6. [41, 34| Zaldzmy, ze w grafie G kazdy jego podgraf za-
wiera wierzchotek o stopniu mniejszym lub réwnym 6(G). Wtedy

X(G) <0(G) +1

Dowo6d. Wiemy, ze w grafie G istnieje wierzcholek o stopniu 6(G), oznacz-
my go v,. Wiemy rowniez, ze takze w grafie G —uv,, istnieje wierzchotek o stop-
niu nie wiekszym niz 0(G), ktory oznaczmy przez v,_;. Rowniez w grafie
G — {v,, v,_1} istnieje wierzchotek stopnia co najwyzej §(G), oznaczmy go
Un_o. Kontynuujac ten proces mozemy poetykietowaé wszystkie wierzchotki
w grafie GG, jednocze$nie ustawiajac je w ciag vi,vs,...,v,. Do tak upo-
rzadkowanych wierzchotkow zastosujmy algorytm zachtanny. W i-tym kroku
algorytmu rozwaza¢ bedziemy wierzchotek v;, ktory potaczony bedzie z co
najwyzej d(G) wierzchotkow sposrod vy, ..., v;_1, ktore zostaly wezesniej po-
kolorowane. Stad bedziemy potrzebowaé co najwyzej 6(G) + 1 kolorow. [

Powyzsze twierdzenia zapewniajg nam Sciste ograniczenia dla, na przy-
ktad, grafu petlnego:
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Wydawaloby sie wiec, ze twierdzenie 6, majac na uwadze jego mocniejsze
zalozenia, nie wnosi niczego nowego. Rozwazmy jednak graf W,, nazywa-
ny kotem szprychowym. Jest to graf posiadajacy n wierzchotkéw z ktorych
n — 1 lezy na wspélnym cyklu, a ostatni jest "$rodkiem kota" potaczonym
krawedziami ("szprychami") ze wszystkimi wierzchotkami na cyklu.

Rysunek 7: Graf Ws.

Dla n = 100, twierdzenie 5 ogranicza liczbe chromatyczna przez 100,
podczas gdy x(W,,) = 4. Jest wiec to ograniczenie zupekie bezuzyteczne.
7 drugiej jednak strony, tatwo pokazaé, ze kazdy podgraf grafu W,, bedzie
zawieral wierzchotki o stopniu nieprzekraczajacym 6(W,,) = 3, stad z twier-
dzenia 6 otrzymujemy goérne ograniczenie liczby chromatycznej: y(W,) < 4,
a wiec najlepsze mozliwe.

Kolejne twierdzenie, bedace nieco poprawionym twierdzeniem 5, jest jed-
nym z najwazniejszych wynikéw w dziedzinie kolorowania. Do jego dowodu
bedzie nam potrzebne pojecie bloku.

Blokiem w grafie nazywamy jego maksymalny (wzgledem zawierania)
podgraf o spojnosci wiekszej lub rownej 2 (czyli taki, ktory nie zawiera wierz-
chotkow rozspajajacych).

Twierdzenie 7. |11, 14](Brooks) Jezeli G jest grafem spdjnym réinym
od grafu petnego i cyklu nieparzystego, to x(G) < A(G).

Dowo6d. Dla grafow, ktorych maksymalny stopiefi jest mniejszy niz 2,
twierdzenie jest prawdziwe w sposob trywialny. Jezeli A(G) = 0 to mamy
do czynienia z K, jezeli A(G) = 1, to G = K,, a wiec oba przypadki
nie spelniaja zatozen twierdzenia. Jezeli A(G) = 2, to graf G jest $ciezka
(wtedy x(G) =2 = A(G)) lub cyklem (w tym wypadku, jezeli G jest cyklem
parzystym, to jego liczba chromatyczna rowniez wynosi 2, a jezeli jest cyklem
nieparzystym, to oczywiscie nie jest spelnione zalozenie).

Zatozmy wiec, ze A(G) > 3. Dla dowodu nie wprost, zatézmy ze G nie
spehia tezy twierdzenia, to znaczy x(G) > A(G) oraz G jest najmniejszym
(w sensie rzedu) grafem, dla ktorego taka zaleznosé zachodzi. Prawdziwe sa
wiec nastepujace stwierdzenia.

1. Graf G jest spojny. W przeciwnym wypadku, przynajmniej jedna z je-
go spojnych sktadowych bylaby grafem mniejszego rzedu, dla ktore-
go prawdziwa bytaby interesujaca nas nieréwnosc, co daje sprzecznosé
z zalozeniem o minimalnosci rzedu grafu G.
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2. G jest 2-spdjny. Gdyby nie byl, zawieralby wierzchotek rozspajajacy
v oraz sktadowe grafu G — v wraz z wierzchotkiem v bylyby A(G)-
kolorowalne. Kolory wierzchotkéw w sktadowych mozna by wiec sper-
mutowaé w ten sposob, aby w kazdej wierzchotek v miat ten sam kolor,
co daje kolorowanie wlasciwe grafu G za pomoca co najwyzej A(G)
kolorow.

3. G musi zawiera¢ trzy wierzcholki v, uq, uq, takie ze

® uy i uy S3 niesasiednie
e zarOwno u, jak i us sa potaczone krawedzig z v

o G — {uy,us} jest spojny.

Rozpatrzmy dwa przypadki.

Przypadek 1: G jest 3-spojny. Poniewaz G nie jest pelny, musza istnie¢
dwa jego niesasiednie wierzchotki z,y. Niech x = vy, ..., v, = y, gdzie
[ > 2, bedzie najkrotsza Sciezka taczaca = i y. Wierzcholek vy nie jest
wiec polaczony z wierzchotkiem vs. Mozemy przyjaé u; = vg, v = vy,
Uy = Vs.

Przypadek 2: G jest 2-spdjny, ale nie jest 3-spojny. W takim przypadku
musza istnie¢ dwa wierzchotki z,y, takie ze G — {x,y} jest niespojny.
Oznacza to, ze graf G — z posiada wierzchotkek rozspajajacy, jednak
sam graf G takiego wierzchotka nie posiada. Stad, x musi by¢ potaczony
7z conajmniej jednym wierzchotkiem z kazdego bloku w grafie G — {z}.
Wierzchotkami spelniajacymi powyzsze warunki sa wierzchotek x oraz
dwa wierzchotki nalezace do réznych blokéw koncowych sasiadujace z
x.

Uporzadkujmy wierzchotki grafu G w ten sposob, aby algorytm zachtanny
dal nam szukane kolorowanie. Przez m; oznaczmy i—ty wyraz konstruowanego
ciggu. Niech m = wuy,m™ = ug,m, = v. Pozostale wyrazy ciggu wybieramy
w ten sposob, ze dla 3 < i < n — 1 zachodzi {m1,...,m,} N N(v;) # 0.
Kolorujemy wierzchotki za pomoca algorytmu zachtannego. Wierzchotki 7y,
o otrzymaja kolor 1, poniewaz nie sa potaczone krawedzia. Przy kolorowaniu
wierzchotka m;, dla 3 < i <n — 1, dostepny bedzie przynajmniej jeden kolor
k < A(G), poniewaz przynajmniej jeden z jego sasiadow nie zostal jeszcze
pokolorowany. Ostatecznie, gdy algorytm dojdzie do wierzchotka m, = v,
to co najwyzej A(G)—1 kolorow bedzie juz wykorzystanych do pokolorowania
jego sasiadow, a wiec przynajmniej jeden z A(G) koloréw bedzie dostepny.
W efekcie, algorytm zachtanny da nam kolorowanie za pomoca co najwyzej
A(G) kolorow, stad x(G) < A(G). O

Uzyteczna, przy analizie zagadnien zwiazanych z kolorowaniem, klasa gra-
fow sa grafy krytyczne. Mowimy, ze graf G jest grafem krytycznym (w domy-
Sle wierzchotkowo krytycznym), jezeli dla dowolnego wlasciwego podgrafu H
grafu G prawdziwa jest nieréwnosé y(H) < x(G). Jezeli liczba chromatycz-
na grafu krytycznego jest rowna k, to nazywamy go k-krytycznym. Ponizszy
graf, zwany grafem Grotzscha, jest przyktadem grafu 4-krytycznego.
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Rysunek 8: Graf Grotzscha

Oczywistym faktem jest, ze graf krytyczny musi by¢ spojny (inaczej nie
zachodzitby warunek z definicji). Co wiecej, graf krytyczny nie moze zawierac
wierzchotkéw rozspajajacych.

Kazdy k-chromatyczny graf ma podgraf k-krytyczny. Fakt ten udowodni¢
mozna w prosty sposob, przez indukcje ze wzgledu na liczbe wierzchotkow lub
liczbe krawedzi grafu G. Jezeli G jest k-krytyczny to szukanym podgrafem
jest sam G. W przeciwnym wypadku istnieje wierzchotek v w G, taki ze (G —
v) = k lub krawed? e, taka ze x(G — e) = k. W obu przypadkach, mozemy
zastosowaé zalozenie indukcyjne do otrzymanego grafu, a wiec bedzie miat
on k-krytyczny podgraf, ktory jest rowniez podgrafem grafu wyjsciowego G.
Inng wtasnoéc graféw krytycznych opisuje ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 8. [16, 7| Jezeli G jest k-krytyczny, to §(G) > k — 1.

Dowéd. Dla dowodu nie wprost zatézmy ze G jest grafem k-krytycznym,
takim ze §(G) < k — 1. Niech v bedzie takim wierzcholtkiem grafu G, ze je-
go stopienn wynosi 0(G). Z k-krytycznosci grafu G wynika, ze x(G — v) <
k — 1. Rozwazmy kolorowanie (Vi, V5, ..., Vi) grafu G — v. Skoro v ma
mniej niz k — 1 sasiadoéw, to musi istnie¢ j € {1,2,...,k — 1}, takie ze v
nie sasiaduje z zadnym wierzchotkiem z V;. Z tego wynika jednak, ze V; U
{v} jest zbiorem niezaleznym, a wiec (Vi,Va,...,V; U{v}, ..., Vi_1) jest
(k — 1)-kolorowaniem wtasciwym G, co jest sprzeczne z zatozeniem x(G) = k.
Whioskujemy, ze 6(G) > k — 1. ]

7 powyzszych rozumowarn wynika nastepujacy wniosek.

Twierdzenie 9. |16, 7| Kazdy graf k-chromatyczny ma przynajmniej k
wierzchotkow, ktorych stopien jest wiekszy lub rowny k — 1.

Dowéd. Niech G bedzie grafem k-chromatycznym, a H jego podgrafem k-
krytycznym. Z twierdzenia 8, kazdy wierzchotek grafu H ma stopien wiekszy

lub réwny k — 1 w H, a wiec takze w G. Skoro H jest k-krytyczny, to jest
rowniez k-chromatyczny, a wiec ma minimum k& wierzchotkow. O]

Whioskiem z twierdzenia 9 jest wynik, ktory przedstawiliSmy juz wezesniej
- twierdzenie 5.
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2.1. Grafy planarne.

Wtiasnosci chromatyczne graféw planarnych sa o tyle istotne, ze rozwa-
zania nad nimi daly poczatek calej teorii kolorowania graféw. Twierdzenie
10, uwazane za jeden z najwazniejszych wynikéw w dziedzinie, pierwotnie
funkcjonowato jako hipoteza dotyczaca kolorowania obszaréw map kartogra-
ficznych. Przez utozsamienie obszaré6w mapy z wierzchotkami, ktore potaczo-
ne s3 krawedzig jezeli obszary maja wspolng granice, przetozone zostalo na
jezyk graféow planarnych.

Twierdzenie 10. [3] (Twierdzenie o czterech kolorach.) Kazdy graf
planarny jest 4-kolorowalny.

Powyzszy wynik nie moze zosta¢ poprawiony w ogolnosci (chociazby ze
wzgledu na Kj), jednak mozemy wyrédzni¢ podklase grafow planarnych, kto-
rych liczba chromatyczna wynosi 3.

Twierdzenie 11. [23|(Grotzsch) Kazdy graf planarny nie zawierajgcy
trojkgtow (cykli dtugosci 3) jest 3-kolorowalny.

Twierdzenie 17 podaje ten sam wynik przy ostabionych zatozeniach. Twier-
dzenia 13, 14, 16 beda uzywane do jego dowodu i roéwniez dotycza 3-kolorowal-
noéci graféw planarnych.

Przez uzywane w dowodach Sciggniecie dwdch wierzcholkow rozumiemy
zastapienie tych dwoch wierzchotkéw przez jeden wierzchotek potaczony kra-
wedziami ze wszystkimi sagsiadami wyjéciowych wierzchotkéw (z pominieciem
krawedzi wielokrotnych i petli).

Lemat 12. [10] Niech G bedzie grafem planarnym, F bedzie jego Sciang
ograniczong cyklem voviv9vs oraz vyve, v1v3 & E(G). Niech G; bedzie grafem
powstatym z G przez Sciggniecie wierzchotkdow v;, vy o do jednego wierzchotka,
dlai € {0,1}. Jezeli liczba trdjkgtow zardwno w grafie Gy jak i Gy jest wieksza
niz w grafie G, to istnieje w G trojkat v;v; 12 dla pewnego wierzchotka z €
V(G) oraz pewnego i € {0,1,2,3}. Ponadto, G zawiera wierzcholki x,y, ktore
nie nalezg do $ciany F, takie zZe v; 12x0;_1 oraz v;zyviyo (indeksy rozwazamy
modulo 4) sq $ciezkami w G.



2 Kolorowania wierzchotkowe. 21

Rysunek 9: Trojkat sasiadujacy ze $ciang ograniczona cyklem diugosci 4 w
lemacie 12 (dwa przypadki).

Dowéd. Niech G, F, Gy oraz G; beda zadane tak jak w wypowiedzi
lematu. Skoro G zawiera wiecej trojkatéow niz G, to musi istnieé¢ Sciezka
vozyvy W G, gdzie z,y nie nalezg do $ciany F'. Podobnie, jezeli w grafie Gy
pojawia sie trojkat, ktorego nie byto w grafie G, to musi istnie¢ $ciezka vywarvs
w G. Z planarnosci G wynika, ze zbiory wierzchotkow {z,y}, {w, x} nie moga
by¢ roztaczne. Bez straty ogolnosci, mozemy przyjac¢ ze z = w, co skutkuje
obecnoscia trojkata vgvyz oraz Sciezek vy zxvs, vozyvy w grafie G. Zauwazmy
rowniez, ze wierzcholki z oraz y moga by¢ tozsame (patrz rys.9). O

Twierdzenie 13. [31] Jezeli G jest grafem 4-krytycznym rzedu n, to za-
chodzi nierownosé 5 5
n [—
[B@)] =z —5—

Dowo6d powyzszego twierdzenia pomijamy ze wzgledu na jego obszerno$é.

Twierdzenie 14. [10| Niech G bedzie grafem planarnym bez tréjkgtow
oraz H bedzie grafem, takim ze G = H —v dla pewnego wierzchotka v o stop-
niu 4. Wtedy H jest 3-kolorowalny.

Zauwazmy, ze skoro teza zachodzi, gdy rozwazamy wierzchotek stopnia 4,
to tym bardziej bedzie prawdziwa, gdy stopien wierzchotka v bedzie mniejszy.

Dowéd. Zatézmy, ze twierdzenie nie zachodzi i graf H jest najmniejszym
(ze wzgledu na rzad) kontrprzyktadem. Niech G bedzie grafem planarnym
nie zawierajacym trojkatow, takim ze G = H — v, gdzie v jest pewnym
wierzchotkiem w grafie H o stopniu 4. Oznaczmy: przez n rzad grafu H,
przez m jego rozmiar oraz przez f - liczbe §cian w grafie G. Grat G ma wiec
n — 1 wierzchotkéw i1 e — 4 krawedzi. Z minimalno$ci, H jest 4-krytyczny,
a wiec z twierdzenia 13 mamy, ze m > 5”—3_2

Przypadek 1. Graf G nie posiada $cian stopnia 4. Wtedy 5f < 2(m — 4),
a wiec f < @. Stad oraz ze wzoru Eulera (n — 1) — (m —4) + f = 2,
mamy

on—3m—8 > —5,
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skad m < 5”3_3, co jest sprzeczne z twierdzeniem 13.

Przypadek 2. Graf GG posiada Sciane F' o ograniczong cyklem wvyvivqvs
(dlugosci 4). Poniewaz G nie zawiera trojkatow, w G nie istnieja krawedzie
VoUa, V1v3. Mozemy skorzysta¢ z lematu 12. Bez straty ogolnosci, zatézmy
ze GGy, powstaly z G przez $ciagniecie wierzchotkoéw vy oraz vy, nie zawiera
trojkatow.

Z minimalnosci H, graf otrzymany z grafu H przez Sciggniecie vy i vy
spetnia zalozenia twierdzenia, a wiec posiada 3-kolorowanie wlasciwe. Stad,
rowniez graf H jest 3-kolorowalny, co daje sprzeczno$é. O

Istnieje réwniez podobny wynik dla sytuacji, gdy w powyzszym twierdze-
niu wierzchotek zastapimy krawedzig.

Twierdzenie 15. [2]| Niech G bedzie grafem planarnym bez tréjkgtdw oraz
niech H bedzie takim grafem, ze G = H — e dla pewnej krawedzi e grafu H.
Wtedy graf H jest 3-kolorowalny.

Twierdzenie 16. [10] Niech G bedzie grafem planarnym niezawierajgeym
trojkgtow oraz niech F bedzie jego Sciang ograniczong cyklem o dtugosci co
najwyzej 5. Wiedy kazde 3-kolorowanie wtasciwe wierzchotkow Sciany F' moze
zostac roszerzone do 3-kolorowania wtasciwego grafu G

Dowéd. Rozwazmy 3-kolorowanie wtasciwe ¢ wierzchotkéw Sciany F'.

Przypadek 1. F jest ciang stopnia 4 ograniczong przez cykl vgvivavs.

Przypadek 1.1. Zachodza réwnosci ¢(vg) = ¢(va) oraz ¢(v1) = ¢(vs).
Niech G’ bedzie grafem otrzymanym z G przez dodanie wierzchotka v sasied-
niego z vy, v1, Uy oraz v3. Z twierdzenia 14, istnieje 3-kolorowanie wlasciwe G’,
oznaczmy je p. Zauwazmy, ze skoro p uzywa tylko trzech koloréw, to musi
zachodzi¢ p(vy) = p(va) oraz p(vy) = p(vs). Stad, lub dodatkowo przez per-
mutacje koloréw w kolorowaniu p, otrzymujemy 3-kolorowanie p calego grafu
G, ktore jest rozszerzeniem kolorowania ¢.

Przypadek 1.2. Niech ¢(vg) = ¢(v2) oraz ¢(v1) # ¢(v3). Zkonstruujmy
graf G’ przez dodanie do G krawedzi vivs. Nowopowstaly graf spelnia za-
lozenia twierdzenia 15, a wiec istnieje jego 3-kolorowanie p. Oczywiste jest,
ze p(vy) # p(ve), a wiec z kolorowania p mozemy uzyskaé¢ roszerzenie ¢ do
3-kolorowania grafu G. Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla
przypadku, gdy ¢(vo) # d(v2) 1 d(v1) = ¢(v3).

Przypadek 2. I jest Sciang o pieciu wierzchotkach vgvivovzvy. Zauwaz-
my, ze 7z dokladnoscia do symetrii, istnieje tylko jedno 3-kolorowanie wierz-
cholkow $ciany F. Bez straty ogolnosci zalozmy wiec, ze ¢(vg) = ¢(vq) oraz
¢(v1) = (v3).

Niech G’ bedzie grafem powstalym z G przez dodanie wierzchotka v sa-
siadujacego z vy, v1, Vo oraz vs. Z twierdzenia 14, istnieje 3-kolorowanie p
grafu G'. Zauwazmy, ze w dowolnym takim kolorowaniu p(vg) = p(vq) oraz
p(v1) = p(v3). Przez spermutowanie koloréw w kolorowaniu p otrzymujemy
rozszerzenie ¢ do 3-kolorowania grafu G. m

Twierdzenie 17. |1, 10| Jezeli graf planarny zawiera co najwyzej trzy
trojkqty, to jest 3-kolorowalny.
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Dowod. Niech G bedzie najmniejszym (pod wzgledem rzedu) grafem pla-
narnym, takim ze zawiera co najwyzej trzy trojkaty i nie jest 3-kolorowalny.
Z minimalnosci, G jest 4-krytyczny.

Kazdy cykl dtugosci 3 w G wyznacza §ciane. W przeciwnym wypadku,
usuniecie cyklu C, ktoéry nie wyznacza $ciany, spowodowaloby rozspojnie-
nie grafu (przez usuniecie cyklu rozumiemy usuniecie nalezacych do niego
wierzchotkow wraz z incydentnymi krawedziami). Oznaczmy sktadowe gra-
fu G — C przez Gy, Gy. Z 4-krytycznosci G, grafy G, wraz z cyklem C' oraz
G5 z cyklem C sa 3-kolorowalne. Mozemy wiec spermutowaé kolory w ich
3-kolorowaniach, tak aby kolory wierzchotkow cyklu C' pokrywaty sie, uzy-
skujac tym samym 3-kolorowanie grafu G.

Z twierdzenia 16 w przypadku kazdego cykl C' dtugosci 4 lub 5, ktorego
usuniecie powoduje rozspdjnienie grafu G, zaré6wno wnetrze jak i zewnetrze
C zawieraja trojkaty.

Przypadek 1. Graf G nie ma $cian o 4 wierzchotkach. Wtedy 5f(G) — 6 < 2||G]|.
Ze wzoru Eulera f(G) = 2 — |G| + ||G||, a wiec wstawiajac te zaleznosé
do wezesniejszej nierownoscel otrzymujemy 4 — 5|G| + 5]|G|| < 2||G||. Stad
|G| < %, co jest sprzeczne z twierdzeniem 13.

Przypadek 2. Graf G posiada Sciane o 4 wierzchotkach F' ograniczong
cyklem wvovivgus, taka ze vove € E(G). Z minimalnosci, vgvive i vovzvy sa
Scianami o 3 wierzchotkach, a wiec G ma 4 wierzchotki, 5 krawedzi i jest
3-kolorowalny.

Przypadek 3. Dla dowolnej Sciany o 4 wierzchotkach F' ograniczonej
cyklem vgviv9vs, krawedzie vgvy oraz vivs nie istnieja. 7Z lematu 12, istnieja
Sciezki vozyvs oraz vy zzvs, dla pewnych z,y, 2z € V(G).

Przypadek 3.1. Graf G zawiera C3 x K, oraz jeden z cykli dlugosci
4 tego podgrafu stanowi $ciane w G. Mozemy zalozy¢, ze jest to Sciana F'
oraz ze © = y (patrz rys. 9(b)).Z twierdzenia 16 $ciana bedzie zvgvsz lub
zv1v9x. Bez straty og6lnoSci, przyjmijmy ze zvivex jest Scianag o czterech
wierzchotkach. Rozwazmy graf Gy powstaly z G przez zastapienie wierzchot-
kow wvg i vy wierzchotkiem v, takim ze N(v) = N(vp) U N(vp). G nie jest
3-kolorowalny (bo wtedy z 3-kolorowania grafu Gy moglibySmy otrzymac 3-
kolorowanie grafu G), zawiera wiec podgraf 4-krytyczny Gf,. Zauwazmy, ze G|,
zawiera trojkat xvz, ktorego nie ma w grafie GG, ale nie zawiera tréjkata vov, z,
poniewaz w GGy stopien wierzchotka v; wynosi 2. Z minimalnosci G, istnieje
w Gy trojkat T, ktory nie nalezy do G. Z planarnosci, x € T'. Stad, istnieje
wierzcholek wy # vs sasiadujacy z vy 1 x.

Postepujac analogicznie dla wierzchotkow vy oraz vs, mozna wnioskowac,
ze istnieje w G wierzchotek wy # vy sgsiadujacy z vs i z. Z planarnosci wynika,
ze w; = wy. To daje nam sprzecznos$é z faktem, ze G posiada co najwyzej
trzy trojkaty.

Przypadek 3.2. Graf G nie zawiera podgrafu C3 x K», takiego ze jeden
z jego cykli dlugosci 4 wyznacza $ciane w G. Wtedy = # y (patrz rys. 9(a)).
Jezeli voxr € E(G), to graf G — vy nie zawiera tojkatow i twierdzenie 14 daje
nam 3-kolorowanie grafu GG, a wiec sprzecznosé. Analogicznie mozna wykazac,
ze wierzchotki vy, y nie moga by¢ sasiadujace.
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Zatozmy, ze zvguzxr jest $¢iang. Niech G’ bedzie grafem otrzymanym
z G —vg przez dodanie krawedzi zv,. Jezeli liczba trojkatow grafie G’ jest nie
wieksza niz trzy, to, z minimalnosci G, istnieje 3-kolorowanie G’, oznaczmy
je ¢. Niech p bedzie funkcja dziatajaca na zbiorze wierzchotkow grafu G, taka
ze

o(x), jezeli v = vy

p(v) — {¢(U), jeZeli v E V(G/)

Skoro sgsiedzi wierzchotka vy w grafie G sa sasiadami wierzchotka x w grafie
G', funkcja p jest 3-kolorowaniem wilasciwym grafu G, co daje sprzecznosé
z zalozeniem. Wnioskujemy, ze G’ musi mieé¢ przynajmniej 4 trojkaty, a wiec
zawiera wierzchotek ¢t # z potaczony krawedziami z wierzchotkami vy, x.
Skoro vy ¢ E(G), to jedyna mozliwoscia jest ¢ = v,. Jednak gdyby w G
istniata krawedz xvs, to G zawieraltby C3 x K, jako podgraf, co, ponownie,
daje sprzecznos¢. Stad, zvgvsx nie jest Sciana i, z symetrii, to samo mozemy
powiedzie¢ o zv voy.

Skoro cykle zvguzz, zv1v9y nie sg Scianami, to kazdy z nich zawiera troj-
kat. Udalo sie wiec zlokalizowaé¢ wszystkie trzy trojkaty w grafie G. Twier-
dzenie 16 implikuje wiec, ze zyvsvsx jest Sciang o pieciu wierzchotkach oraz
ze wierzchotki z, v3 maja dokltadnie dwoch wspolnych sasiadow: vy, x. Bez
straty ogolnos$ci mozemy wiec zatozy¢, ze zyvqvsx jest Sciang zewnetrzng gra-
fu G.

Niech H; bedzie grafem powstalym z cyklu zvgvsx i jego wnetrza oraz
dodanej krawedzi zvs. Krawedz zvs zawiera sie¢ w dwoch trojkatach, a we
wnetrzu cyklu zvgvsx znajduje sie tylko jeden trojkat. Z minimalnosci G,
istnieje 3-kolorowanie ¢, grafu H;.

Podobnie, skonstruujmy graf Hs z cyklu zvivey i jego wnetrza, przez
dodanie krawedzi zvs. Przeprowadzajac rozumowanie analogiczne do wcze-
$niejszego, otrzymujemy 3-kolorwanie ¢, grafu Hs.

Spermutujmy kolory w grafach Hy, Hs w ten sposob, zeby ¢1(z) = ¢o(2),
d1(vg) = Pa(ve) oraz ¢1(vs) = ¢o(v1). Wtedy suma kolorowan ¢ i ¢o jest
3-kolorowaniem wtasciwym grafu GG, a wiec otrzymujemy sprzecznosé¢ z pier-
wotnym zatozeniem. O

Okazuje sie, ze 3-kolorowalnos¢ grafu planarnego ma zwiazek réwniez
z obecnoécia cykli o innych dtugoéciach niz trzy. T tak, graf planarny nie
zawierajacy cykli dlugosci od 4 do 9 jest 3-kolorowalny [8]. Wyniku tego
uzyjemy do dowodu twierdzenia 19, ktore podaje stabszy warunek wystar-
czajacy dla tej wiasnosci. W dowodzie oprzemy sie réwniez na wypowiedzi
twierdzenia 18.

Twierdzenie 18. [9| Niech G bedzie spdjnym grafem planarnym nie za-
wierajgeym cyklt dlugosci od 4 do 7. Kazde 3-kolorowanie wtasciwe wierzchot-
kow nalezgeych do Sciany ograniczonej cyklem dtugosci od 8 do 11 w grafie
G moze zostaé rozszerzone do 3-kolorowania wtasciwego catego grafu G.

Twierdzenie 19. (9] Kazdy graf planarny nie zawierajgcy cykli dtugosci
od 4 do 7 jest 3-kolorowalny.
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Dowéd. Przypusémy, ze G jest grafem, dla ktorego twierdzenie nie za-
chodzi, o najmniejszej mozliwej liczbie wierzchotkow. Zatem G jest spojny
oraz zawiera cykl C' dtugosci 8 lub 9. Skoro G nie zawiera cykli dtugosci od 4
do 7, to w podgrafie indukowanym przez wierzchotki cyklu C', istnieje co naj-
wyzej jedna krawedz nienalezaca do tego cyklu, a wiec istnieje 3-kolorowanie
wlasciwe ¢ tego podgrafu. Z twierdzenia 18, kolorowanie to moze zosta¢ roz-
szerzone do 3-kolorowania catego grafu G. O]

Ostatnim wynikiem, ktoym zajmiemy sie w tym podrozdziale jest 3-
kolorowalnos¢ triangulacji. Triangulacja jest to graf planarny, ktérego wszyst-
kie §ciany sg trojkatami. Triangulacja jest maksymalnym grafem planarnym,
to znaczy dodanie do niej dowolnej krawedzi powoduje utrate planarnosci.

W dowodzie twierdzenia uzyjemy pojecia grafu dualnego. Grafem dual-
nym grafu planarnego G nazywamy taki graf G*, ktorego zbior wierzchotkow
jest zbiorem $cian grafu G oraz w ktérym krawedz fh istnieje wtedy i tylko
wtedy, kiedy §ciany f i h maja wspolng krawedz w G. Moze sie zdarzyé¢,
ze graf dualny bedzie multigrafem, tzn. bedzie zawieral krawedzie wielokrot-
ne, kiedy dwie Sciany w grafie wyjsciowym beda miaty wiecej niz jedna wspol-
na krawedz, oraz bedzie zawieral petle (krawedzie postaci vv), kiedy bedzie
grafem dualnym dla grafu o jednej Scianie. Warto nadmienié¢, ze zachodzi
zaleznosé (G*)* = G.

Idea grafu dualnego jest doktadnie tym, co pozwala nam przenie$é¢ zagad-
nienia dotyczace kolorowania map na grunt grafow planarnych, kolorowanie
obszarow mapy G ($cian G) odpowiada kolorowaniu wierzcholtkow w G*.

Kolorowaniem wtasciwym Scian w grafie planarnym nazywamy przypo-
rzadkowanie Scianom grafu koloréw (ze skonczonego zbioru) w ten sposob,
ze zadne dwie $ciany sasiadujace nie otrzymuja tego samego koloru. Jest
to sformalizowanie pojecia kolorowania obszaréw mapy, o ktérym wspomi-
nalismy weczesniej. Jak zawsze, k-kolorowanie $cian to kolorowanie écian za
pomoca k kolorow.

Twierdzenie 20. [22]| Triangulacja jest 3-kolorowalna wtedy i tylko wte-
dy, gdy wszystkie jej wierzchotki majg parzyste stopnie.

Dowéd.

Niech G bedzie triangulacja.

Najpierw udowodnijmy, ze parzystos$c stopni jest warunkiem koniecznym.
Rozwazmy graf dualny G* i kolorowanie jego scian. Gdyby w G istnial wierz-
chotek o nieparzystym stopniu, to w G* odpowiadataby mu §ciana sasiadu-
jaca z nieparzysta liczbag $cian, co uniemozliwia pokolorowanie ich w sposob
wlagciwy za pomoca trzech kolorow (patrz rys.10).
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Rysunek 10: Kolorowanie grafu G*.

Dla dowodu wystarczalnosci tego warunku, postuzymy sie indukcja ze
wzgledu na rzad grafu G. Kiedy graf G ma trzy wierzchotki, to teza zachodzi
w sposob oczywisty (G jest trojkatem). Zalozmy teraz, ze teza zachodzi dla
dowolnej triangulacji, ktorej wierzcholki maja parzyste stopnie i ktorej rzad
nie przekracza n—1, dla n > 3. Rozwazmy graf G, maksymalny graf planarny
spetniajacy warunek o parzystosci stopni, rzedu n.

W G istnieje wierzchotek o stopniu co najwyzej 5. Gdyby bylo inaczej,
zachodzitaby nier6wnosé: 6n < 2m, gdzie m oznacza liczbe krawedzi w G.
Jednoczesnie wiemy, ze kazda $ciana w G sgsiaduje z trzema innymi $cianami,
skad 2m = 3f, gdzie f to liczba $cian. Moglibyémy wiec zapisa¢

n+ f < 1m + gm =m
=3 3 )
co bytoby sprzeczne ze wzorem Eulera dla graféw ptaskich.

Oznaczmy wspomniany wierzchotek przez x. W naszym przypadku, sto-
pient z bedzie réwny 2 lub 4.

Przypadek 1. Wierzchotek x ma stopien rowny 2. Pokazemy, ze w takim
wypadku G musi mie¢ rzad 3.

Zalozmy, ze |G| > 4. Skoro G jest maksymalnym grafem planarnym, to z
twierdzenia 3 ma m = 3n — 6 krawedzi. Zatem graf G —x marzad n — 1 i
rozmiar m — d(z) = 3n — 4. Jednak G — z jest grafem planarnym, a wiec ze
wzoru Eulera m — d(z) < 3(n — 1) — 6. Otrzymujemy wiec sprzecznosc.

Zatem, gdy d(x) = 2, to G jest trojkatem, a ten przypadek rozwazylismy
w pierwszym kroku indukcyjnym.

Przypadek 2. Stopieni wierzchotka x jest rowny 4. Oznaczmy jego sa-
siadéw przez x1, o, 3, x4, W kolejnosci w jakiej tworza cykl. Skonstruujmy
graf G’ przez $ciggniecie wierzchotkoéw x, xq, x4 do jednego wierzchotka z/. G’
jest na pewno maksymalnym grafem planarnym. Przyjrzyjmy sie stopniom
wierzchotkow w G':

dG/($1) dg($1) -2
dcl(l'g) = G(wg) -2

d
der(2') = da(22) + der(24) — 2,
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a pozostalte wierzcholki w grafie G’ maja stopient réwny ich stopniowi w gra-
fie G. Wszystkie wierzcholki w G’ majg wiec parzyste stopnie. Z zalozenia
indukcyjnego, G’ jest 3-kolorowalny. Pokazemy, ze wierzcholki x;, x3 musza
w takim kolorowaniu otrzymac ten sam kolor.

Sasiadow z’, 7z wylaczeniem wierzchotkéw x1 i x3, mozemy podzieli¢ na
dwa podzbiory: wierzchotki, ktore w grafie G sasiadowaly z wierzchotkiem
xo (onaczmy ten zbior Ny) oraz pozostate, czyli sasiedzi "odziedziczeni" po
wierzchotku x4 (ozn. Ny). Oba te podzbiory maja nieparzysta liczebnosé
rowna d(z;) — 3 dla, odpowiednio, i = 2 lub i = 4. Zalozmy, ze wierzchotek x;
otrzymal w 3-kolorowaniu grafu G’ kolor 1, a wierzcholek 2’ kolor 2. Istnieje
w G’ §ciezka prowadzgca od x przez kolejnych sgsiadow 2’ ze zbioru Ny do
wierzchotka x3. Na $ciezce wystepuja tylko kolory 11 3, naprzemiennie. Skoro
liczebno$é N, jest nieparzysta, to wierzchotek x3 otrzyma kolor 1.

Stad wystarczy przyporzadkowaé kolor 2 wierzchotkom s, x4 oraz kolor
3 wierzchotkowi x, a kolory pozostalych wierzchotkéw pokolorowaé tak jak
wezesniej w kolorowaniu grafu G’, aby otrzymac 3-kolorowanie dla G. O

2.2. Grafy kubiczne.

Zagadnienie kolorowania wierzchotkowego graféw kubicznych poruszamy
dla kompletnosci pracy, gdyz problem wyznaczenia liczby chromatycznej gra-
fow kubicznych catkowicie rozwigzuja wyniki przytoczone weze$niej. Z twier-
dzenia 7 wynika, ze jedynym grafem kubicznym o liczbie chromatycznej row-
nej 4 bedzie graf pelny K4, pozostale grafy 3-regularne beda 3-kolorowalne.
Jednoczesnie, 2-kolorowalne beda tylko te grafy kubiczne, ktére sa dwudziel-
ne, jak na przyktad Kj 3.

Przytoczymy jednak twierdzenie dotyczace kwadratow grafow kubicz-
nych. Jednoczes$nie, bedzie to jeszcze jeden wynik zwiazany z wlasnos$ciami
chromatycznymi graféw planarnych.

Kwadratem grafu G nazywamy graf G2, ktory powstaje z G przez polacze-
nie krawedziami par wierzchotkéw, ktoérych odlegto$é od siebie wynosi 2 w G.

Twierdzenie 21. Niech G bedzie grafem planarnym o maksymalnym
stopniu rownym co najwyzej 3. Wtedy G? jest T-kolorowalny.
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3. Kolorowanie krawedziowe.

Kolorowanie krawedziowe to termin analogiczny do kolorowania wierz-
chotkowego. Kolorowaniem takim nazwiemy dowolna funkcje dziatajaca ze
zbioru krawedzi grafu w pewien skoriczony zbiér koloréw. Ponownie, kolo-
rowanie krawedziowe nazywamy wtasciwym, jezeli zadne dwie krawedzie po-
siadajace wspolne kotice nie otrzymuja tego samego koloru. Jezeli krawedzie
grafu mozemy pokolorowaé¢ w sposob wtasciwy za pomoca k kolorow, to mo-
wimy ze graf ten jest krawedziowo k-kolorowalny. Najmniejsza liczbe koloréw
potrzebna do wtasciwego pokolorowania krawedzi grafu G nazywamy indek-
sem chromatycznym grafu G i oznaczamy przez x'(G). Tak jak kolorowanie
wierzchotkowe byto dzieleniem zbioru wierzchotkéw na podzbiory niezalezne,
tak kolorowanie krawedziowe dzieli zbior krawedzi grafu na skojarzenia, czyli
zbiory krawedzi niesgsiadujacych. I podobnie jak przy liczbie chromatycznej,
zachodzi nastepujaca relacja miedzy krawedziows liczba niezaleznosci o (G)
grafu GG oraz jego indeksem chromatycznym:

V(@) > (%1.

Uzasadnienie tego faktu jest takie, ze w najlepszym przypadku (minimalizu-
jacym liczbe potrzebnych kolorow) wszystkie klasy koloréw krawedzi (zbiory
krawedzi w jednym kolorze) beda skojarzeniami o najwiekszej mozliwej mocy
o (Q).

Nietrudno zauwazy¢, ze indeks chromatyczny bedzie silnie zwiazany z mak-
symalnym stopniem wierzchotka w danym grafie. Skoro kazda z krawedzi
incydentnych z jednym wierzchotkiem musi w kolorowaniu wlasciwym otrzy-
ma¢ inny kolor, to dla kazdego niepsutego grafu G zachodzi

X' (G) > A(G).

Co mniej oczywiste, okazuje sie, ze indeks chromatyczny grafu moze prze-
kroczy¢ jego stopienn maksymalny co najwyzej o 1.

Twierdzenie 22. |43, 45| (Vizing) Dla kazdego niepustego grafu G za-
chodzi

Y(G) < AG) + 1.

Ostatecznie, indeks chormatyczny grafu moze przyjmowac tylko dwie war-
tosci: A(G) lub A(G) + 1. Z tego wzgledu wyrozniamy dwie klasy grafow:

e jezeli X' (G) = A(G), to méwimy, ze G jest klasy 1,
e jezeli X'(G) = A(G) + 1, to moéwimy, ze G jest klasy 2.

Reprezentantami klasy 1 sa na przyktad cykle parzyste, w ktorych wystar-
czy pokolorowaé¢ krawedzie dwoma kolorami, naprzemiennie. W przypadku
cykli parzystych mozemy skorzysta¢ z wezedniej przytoczonej zaleznosci. Gdy

n jest nieparzyste to

_n—l
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a wiec

n 2n
/ > — 2
X (Cn) 2 o(Cy) n-—1 -

stad (i z twierdzenia Vizinga) x'(C,) = 3.

Twierdzenie 23. [29| (K6nig) Grafy dwudzielne sq grafami klasy 1.

Paletg wierzchotka nazywamy zbior koloréw krawedzi incydentnych z tym
wierzchotkiem.

Dowéd.

Przeprowadzmy indukcje ze wzgledu na liczbe krawedzi m w grafie dwu-
dzielnym G. Dla przypadkéw m = 1, m = 2 mamy do czynienia ze $ciezka
lub krawedzig, wiec teza oczywiscie zachodzi.

Zaktadamy, ze m > 3. Rozwazmy graf G’ = G—e, gdzie e = uv jest krawe-
dzia w G. Z zalozenia indukcyjnego, X' (G') = A(G'). Jezeli A(G') < A(G),
to mozemy pokolorowaé krawedzie G’ za pomoca A(G) — 1 koloréw, po czym
rozszerzy¢ to kolorowanie do kolorowania G kolorujac krawedz e innym ko-
lorem, co da nam w sumie A(G) kolorow.

Przyjmijmy wiec, ze A(G') = A(G). Mozemy pokolorowaé¢ wszystkie kra-
wedzie w G, oprocz e, za pomoca A(G) kolorow. To oznacza, ze w kolorowaniu
tym istnieje przynajmniej jeden kolor, taki ze nie otrzymata go zadna kra-
wedz incydentna z wierzchotkiem wu. Taka sama sytuacja zachodzi dla v. Jezeli
w paletach wierzchotkow w i v brakuje tego samego koloru, to nim wtasnie
mozemy pokolorowaé¢ krawedz e. W przeciwnym wypadku, oznaczmy przez
a kolor, ktorego nie ma w palecie wierzchotka u oraz przez [ brakujacy kolor
w palecie v, przy zalozeniu a # (. Niech P(a, ) bedzie najdtuzsza $ciezka
o kolorach «, 8 i poczatku w wierzchotku v. Wierzchotek u na pewno nie
nalezy do $ciezki, poniewaz koloru « nie ma w jego palecie. Mozemy wiec
zamieni¢ kolory «, 5 na éciezce P, 5). W nowo otrzymanym kolorowaniu,
krawedzi e mozemy przypisa¢ kolor a. O

Skoro klasa grafu uwarunkowana jest gtéwnie przez jego maksymalny sto-
pient, nietrudno sie domysli¢, ze bedzie zwigzana réwniez z gestoscig grafu,
czyli stosunkiem liczby krawedzi do liczby wszystkich mozliwych krawedzi.
Dla grafu G jego gesto$¢ wynosi

_ Gl
d(G) = @
2
Twierdzenie 24. [4] Niech G bedzie grafem o nieparzystej liczbie wierz-

chotkow n, liczbie krawedzi m oraz maksymalnym stopniu A. G jest grafem

klasy 2 jezeli
1
m > ALénJ

Innymi stowy, jezeli gesto$¢ grafu nieparzystego rzedu G jest wieksza niz

%, to G jest klasy 2.
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Dowéd. Przypu$émy, ze twierdzenie nie zachodzi i G jest klasy 1. Ist-
nieje kolorowanie grafu G, ktore dzieli zbior jego krawedzi na co najwyzej A
skojarzen. Liczba krawedzi w kazdym z nich jest rowna co najwyzej |3n],
stad m < AL%nJ, co daje sprzeczno$¢ z zalozeniem. ]

Zanim przejdziemy do kolorowania krawedziowego graféw kubicznych i pla
narnych, zajmiemy sie krotka charakterystyka grafow krytycznych dla te-
go wariantu kolorowania. Grafem krawedziowo krytycznym nazywamy graf
spojny klasy 2, taki ze usuniecie z niego dowolnej krawedzi obniza jego in-
deks chromatyczny. Jezeli A(G) = k, to mowimy, ze G jest krawedziowo
k-krytyczny. Grafami krawedziowo krytycznymi sa miedzy innymi cykle nie-
parzyste (grafy 2-krytyczne). Innym przykladem moze by¢ graf powstaly
7z K5 przez usuniecie dowolnej krawedzi (bedzie to graf 4-krytyczny), jednak
sam graf K5 nie jest krytyczny, poniewaz graf powstaly po usunieciu z niego
krawedzi nadal bedzie miat indeks chromatyczny réwny 5.

Twierdzenie 25. Jezeli G jest grafem klasy 2 o stopniu maksymalnym
A, to G zawiera podgraf krawedziowo k-krytyczny, dla kazdej liczby naturalney
k, takiej ze 2 < k < A.

Przy analizie grafow krawedziowo krytycznych postuzymy sie konstruk-
cja grafu krawedziowego. Grafem krawedziowym grafu G nazywamy taki graf
L(G), ktorego wierzcholki reprezentuja krawedzie grafu G i sa sasiednie wte-
dy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im krawedzie w G maja wspolny wierz-
chotek. Warto zaznaczy¢, ze w przeciwienstwie do konstrukeji grafu dualnego,
konstrukcja grafu krawedziowego nie jest odwracalna, to znaczy zazwyczaj

L(L(G)) £ G.

/

a) L(Cy,) = C,, b) L(Pn) = Pos ¢) L(K1,) = K,

Rysunek 11: Przyklady grafow wraz z ich grafami krawedziowymi (na czer-
WOno).

Drzieki idei grafu krawedziowego, mozemy rozwazaé kolorowanie krawe-
dziowe grafu G na gruncie teorii o kolorowaniu wierzchotkowym (cho¢ za-
zwyczaj okazuje sie, ze bardziej uzyteczne jest zajmowanie sie kolorowaniem
krawedziowym bezposrednio). Indeks chromatyczny grafu G jest rowny licz-
bie chromatycznej jego grafu krawedziowego L(G).
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Twierdzenie 26. [43, 20| Jezeli G jest grafem k-krytycznym to dla jego
wierzchotkow sgsiadujocych u,v zachodzi

d(u) +d(v) >k +2.

Dowéd. Jezeli graf G jest krawedziowo k-krytyczny, to jego graf krawe-
dziowy L(G) jest (k + 1)-krytyczny (wierzchotkowo). Z twierdzenia 8 wiemy,
ze kazdy wierzchotek grafu L(G) ma stopien co najmniej k. Stad, dla dwoch
dowolnych wierzchotkéow w, v w grafie G potaczonych krawedzia zachodzi

k <dpe(uw) =de(u) — 1+ dg(v) — 1.
7 powyzszych zaleznosci wynika teza. O]
Twierdzenie 27. [43] Jezeli G jest krawedziowo krytyczny, to k(G) > 2.

Dowéd. Przypusémy, ze G jest grafem k-krytycznym zawierajacym wierz-
chotek rozspajajacy v. Oznaczmy przez Hy, Ho, ..., H, sktadowe spdjne gra-
fu G — v. Skoro G jest krytyczny, to kazdy z podgrafow H; wraz z wierz-
chotkiem v i1 krawedziami prowadzacymi z v do wierzchotkow H; jest k-
kolorowalny krawedziowo. Wystarczy wiec spermutowaé¢ kolorowania tych
podgrafow w ten sposob, aby kazda z krawedzi incydentnych z wierzchot-
kiem v otrzymala inny kolor i otrzymujemy k-kolorowanie krawedzi grafu G,
€O stanowi sprzecznosc. ]

Ostatnim wynikiem dotyczacym graféw krawedziowo krytycznych, ktory
bedzie nam potrzebny w pdézniejszych dowodach, jest ponizsze twierdzenie
nazywane lematem Vizinga o sasiadach.

Twierdzenie 28. [44] Niech G bedzie grafem A-krytycznym krawedziowo,
u,v bedg jego wierzchotkami potgczonymi krawedzig oraz niech d(u) = k.

Wtedy
(1) jezeli k < A, to v ma przynajmniej A — k + 1 sgsiadow stopnia A

(2) jezeli k = A, to v ma przynajmniej dwich sqsiadow stopnia A.

3.1. Grafy kubiczne.

[.J. Holyer udowodnit, ze problem znalezienia indeksu chromatycznego
dowolnego grafu jest NP-zupelny [25]. Zagadnienie to jest co najmniej tak
samo trudne dla grafow regularnych, poczynajac juz od graféw kubicznych.

Twierdzenie 29. [33] Dila dowolnej liczby naturalnej k > 3, problem
klasyfikacyi grafu k-reqularnego ze wzgledu na indeks chromatyczny jest NP-
zupetny.

7 twierdzenia 24 mozemy wysnué prosty wniosek na temat ideksu chroma-
tycznego grafow regularnych: jezeli G jest grafem regularnym o nieparzystej
liczbie wierzcholtkéw, to G jest klasy 2. Wynik ten bedzie zatem dotyczyt tylko
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grafow regularnych o parzystym stopniu, a wiec otwarty pozostaje problem
klasyfikacji grafow regularnych o stopniach nieparzystych.

Przyjrzymy sie teraz kolorowaniu krawedziowemu graféw kubicznych, czy-
li graféow regularnych stopnia 3. I tak, korzystajac z twierdzenia o czterech
kolorach mozemy wywnioskowa¢, ze kazdy planarny graf kubiczny nie zawie-
rajacy mostu jest 3-kolorowalny krawedziowo.

Twierdzenie 30. [42, 20|(Tait) Twierdzenie o czterech kolorach jest
rownowazne tezie, ze kazdy planarny kubiczny graf niezawierajgey mostu jest
3-kolorowalny krawedziowo.

Dowéd.

Krok 1. Najpierw pokazemy, ze twierdzenie o czterech kolorach jest row-
nowazne twierdzeniu, ze dla kazdego kubicznego grafu niezawierajacego mo-
stu istnieje 4-kolorowanie wlasciwe jego Scian.

7 dowolnego prostego grafu planarnego H mozemy skontruowaé triangu-
lacje H® przez dodanie odpowiednich krawedzi (dodanie przekatnych w cia-
nach, ktore nie sg trojkatami). Graf dualny triangulacji (H*)* jest oczywiscie
grafem kubicznym. Taki graf dualny nie moze réwniez zawiera¢ mostu, po-
niewaz to oznaczaloby, ze w grafie wyjéciowym H® istnieje petla (krawedz
postaci vv dla pewnego wierzchotka v), a rozwazamy grafy niezawierajace
petli. Zatem, jezeli mozemy $ciany grafu (H2)* pokolorowaé czterema kolo-
rami w sposob wlasciwy, to mozemy réwniez czterema kolorami pokolorowaé
wlasciwie wierzchotki grafu H2. Jednak graf H jest grafem H* z usunietymi
krawedziami, a wiec tym bardziej on bedzie 4-kolorowalny wierzchotkowo.

7 drugiej strony, graf dualny planarnego grafu kubicznego niezawieraja-
cego mostu G jest grafem planarnym, ktéry nie zawiera petli oraz nie zawiera
krawedzi wielokrotnych. Jezeli G* jest wiec 4-kolorowalny wierzchotkowo, to
rowniez $ciany G mozemy pokolorowaé¢ wlasciwie czterema kolorami.

Krok 2. Udowodnimy teze réwnowazna do podanej, mianowicie dla kaz-
dego kubicznego niezawierajacego mostu grafu planarnego istnieje 4-kolorowanie
wlasciwe jego Scian, wtedy i tylko wtedy gdy kazdy planarny kubiczny graf
niezawierajacy mostu jest 3-kolorowalny krawedziowo.

Zatozmy najpierw, ze GG jest planarnym kubicznym grafem niezawieraja-
cym mostu, ktorego sciany pokolorowano za pomocg kolorow A, B, C, D.
Mozemy otrzymac 3-kolorowanie krawedzi G w nastepujacy sposob:

1) kolorujemy za pomoca koloru 1 te krawedzie, ktore rozdzielaja Sciany
pokolorowane kolorami Ai B lub C'i D,

2) za pomoca koloru 2 kolorujemy te krawedzie, ktore rozdzielaja $ciany
pokolorowane kolorami Ai C lub Bi D,

3) za pomoca koloru 3 kolorujemy krawedzie, ktore rozdzielaja Sciany po-
kolorowane za pomoca Ai D lub B i C.
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D 3
1 1
A 2
B B |+ 2 2
C 3 1 3

Rysunek 12: Kolorowania grafu wedlug konstrukecji w dowodzie twierdzenia
30.

bLatwo pokazaé ze takie kolorowanie bedzie wlasciwe. Kazdy wierzchotek
w G ma stopien 3, a wiec nalezy do trzech $cian i kazda z nich ma inny
kolor. Sposéb zdefiniowania kolorowania krawedzi powoduje, ze zadna para
krawedzi incydentnych z tym wierzchotkiem nie moze otrzyma¢ tego samego
koloru.

Wystarczy teraz pokazac¢, ze jezeli G jest planarnym kubicznym grafem
niezawierajgcym mostu, ktorego krawedzie zostaty pokolorowane za pomoca
kolorow 1, 2, 3, to $ciany G moga zosta¢ pokolorowane czterema kolorami.

Podgraf grafu GG indukowany przez zbior krawedzi pokolorowanych kolo-
rem 1 lub 2 jest 2-regularnym grafem, a wiec grafem ztozonym z roztacznych
cykli. Jego $ciany mozemy wiec pokolorowa¢ dwoma kolorami o i 3. Podob-
nie, $ciany podgrafu indukowanego przez zbior krawedzi o kolorach 1 lub
3, mozemy pokolorowa¢ dwoma koloroami ~ i 0. Kazdej Scianie w grafie GG
mozemy wiec przyporzadkowaé pare wartosci (z,vy), gdzie © € {a,~} oraz
y € {B,0}. Skoro pary przypisane do dwoch sasiednich $cian w G musza
rozni¢ sie przynajmniej jednym elementem, to zadaja one 4-kolorowanie tego
grafu.

O

Whiosek 31. Jezeli G jest planarnym kubicznym grafem niezawierajgcym
mostu, to x'(G) = 3.

Dowéd. Teza wynika bezposrednio z twierdzen Taita oraz Vizinga. [

Zatem najwazniejszy wynik dotyczacy kolorowania wierzchotkowego, ja-
kim jest twierdzenie o czterech kolorach, méwi nam réwniez, ze planarne
grafy kubiczne bez mostow sa klasy 1. Brak mostow jest istotnym zatoze-
niem, chociazby ze wzgledu na kolejny wynik.

Twierdzenie 32. (6] Graf kubiczny zawierajgcy most jest klasy 2.

Powyzsze twierdzenie jest wnioskiem z lematu 33.

Zbiorem rozcinajgcym grafu G nazywamy dowolny zbior krawedzi w gra-
fie G, ktorych usuniecie powoduje rozspojnienie grafu. Zbiér rozcinajacy na-
zywamy minimalnym jezeli usuniecie z niego dowolnej krawedzi powoduje,
ze zbidr nie jest juz rozcinajacy.

Lemat 33. |6, 24| Niech G bedzie kubicznym multigrafem 3-kolorowalnym
za pomocg kolordw {1,2,3} oraz niech Z bedzie jego minimalnym zbiorem
rozcinajgeym. Jezeli n; jest liczbg krawedzi ze zbioru Z, ktore sq pokolorowane
kolorem 1, dla i =1,2,3, to liczby n; przystajq do siebie modulo 2.



3 Kolorowanie krawedziowe. 34

Dowéd. Gdyby z grafu G usunaé¢ krawedzie ze zbioru Z to otrzyma-
libySmy dwa grafy o roztacznych zbiorach wierzchotkow A, B. Oczywiscie
AU B = V(G) oraz kazda z krawedzi ze zbioru Z ma swoj jeden koniec
w zbiorze A i drugi w zbiorze B. Co wiecej, w G nie istnieje krawedz taczaca
wierzchotek ze zbioru A z wierzcholkiem ze zbioru B, ktora nie nalezy do
zbioru Z.

Zatozmy, ze mamy ustalone kolorowanie wlasciwe krawedzi grafu G za
pomocy kolorow {1,2,3}. Skoro G jest kubiczny, to kazdy z jego wierzchot-
koéw posiada w swojej palecie wszystkie trzy kolory. W zbiorze A wierzchotki
mozemy podzieli¢ na dwie kategorie: wierzcholki, ktore sa koricami krawe-
dzi ze zbioru Z, pokolorowanych kolorem i, oraz pozostate, czyli wierzchotki
tych krawedzi w kolorze 7, ktérych oba konce naleza do zbioru A. Liczba
wierzcholkéw drugiej kategorii w zbiorze A musi by¢ parzysta, zatem liczba
wszystkich wierzchotkéw zbioru A przystaje modulo 2 do liczby krawedzi ze
zbioru Z pokolorowanych kolorem 7. Mozemy wiec zapisaé

n; = |A| mod 2.

Skoro ta rownosé¢ zachodzi dla kazdego koloru, to liczby n;, dlat = 1,2, 3, sa
rowne modulo 2. O]

Teza twierdzenia 32 wynika rowniez z ogolniejszego twierdzenia dla grafow
regularnych o dowolnym stopniu.

Twierdzenie 34. [45] Jezeli G jest grafem regularnym zawierajgcym
wierzchotek rozspajajgcy, to G jest klasy 2.

Teza twierdzenia 31 w ogolnosci nie zachodzi, jezeli pominiemy zatoze-
nie planarnosci. Spojne nieplanarne niezawierajace mostow grafy kubiczne
o indeksie chromatycznym 4 nazywamy zmirtaczami, a najmniejszym przy-
ktadem takiego grafu jest graf Petersena. Zazwyczaj o zmirtaczach zaktada
sie rOwniez, ze nie zawieraja cykli dlugosci mniejszej niz 5.

Rysunek 13: Graf Petersena.

Graf Petersena (ozn. P) nie jest planarny, co wynika ze wzoru Eulera oraz
dhugosci cykli w tym grafie. Gdyby przypusci¢, ze graf P jest planarny, to ze
wspomnianego wzoru wynika, ze ma 7 $cian. Jednak najkrotszy cykl w grafie



3 Kolorowanie krawedziowe. 35

ma dlugos¢ 5. Stad, P powinien posiada¢ przynajmniej |2 | = 17 krawedzi,
co jest oczywiscie nieprawda.

Sprawdzmy, ze graf Petersena jest klasy 2. Przypusémy, ze istnieje 3-ko-
lorowanie krawedzi P. Zauwazmy, ze w P mozemy wyré6zni¢ dwa cykle Cs,
nazwijmy je zewnetrznym i wewnetrznym, oraz "szprychy" laczace wierz-
chotki z dwoch roéznych cykli. Skoro zewnetrzny cykl jest nieparzysty, to
kazdy z trzech koloré6w musi sie na nim pojawi¢. Niech uv bedzie krawedzig
w cyklu zewnetrznym pokolorowana kolorem 1. Skoro P jest 3-regularny, to
kazdy z trzech koloréw musi pojawic sie w palecie kazdego wierzchotka. Jezeli
przez x i y oznaczymy sasiadow wierzchotkéw odpowiednio u i v, lezacych
na wewnetrznym cyklu, to koloru 1 nie moze otrzyma¢ ani krawedz uz ani
vy. Stad zaro6wno krawedz pokolorowana kolorem 1 wychodzaca z wierzchol-
ka x, jak i ta pokolorowana tym samym kolorem wychodzaca z wierzchotka
Y, sa krawedziami nalezacymi do wewnetrznego cyklu. Podobne rozumowa-
nie mozemy przeprowadzi¢ dla kazdego koloru. Ostatecznie okazuje sie wiec,
ze w tym kolorowaniu kazdy z trzech koloréw musiatby pojawic¢ sie na dwoch
krawedziach cyklu dlugosci 5, co jest oczywiscie niemozliwe.

Zmirlacze sa klasa istotna w wielu rozwazanych problemach, czesto dla
stawianej hipotezy na temat graféw, minimalnym obalajacym ja kontraprzy-
ktadem jest wtasnie zmirtacz. Tak jest na przyklad z hipoteza Fulkersona,
ktora mowi, ze kazdy kubiczny graf niezawierajacy mostu ma szes¢ dosko-
nalych skojarzen, takich ze kazda z krawedzi nalezy do doktadnie dwoch
z nich (patrz [21]). Pytanie o prawdziwo$¢ tej hipotezy pozostaje otwarte,
ale minimalny kontrprzyktad dla niej, jezeli istnieje, bedzie wta$nie zmirta-
czem. Zmirtacze maja zwiazek z wieloma twierdzeniami i hipotezami, nie
tylko z zakresu teorii grafow.

Problem znalezienia zmirtaczy rzedu wyzszego niz 10 nie jest bynajmniej
trywialny. Dopiero 50 lat po odkryciu najmniejszego przedstawiciela tej klasy,
skonstruowano kolejne: grafy Blanusa [5] rzedu 18 oraz graf Descartesa |15]
rzedu 210.

Rysunek 14: Zmirtacze rzedu 18.

Przetomem w poszukiwaniach, zwanych polowaniem na zmirtacze, byto
odkrycie przez R. Isaaca dwoch nieskoriczonych rodzin zmirtaczy [26], z kto-
rych jedna zawierata odkryte wczesniej zmirtacze, a druga sktadata sie w ca-
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tosci z zupetnie nowych. Konstrukcja graféw pierwszej z rodzin opiera sie
na potaczeniu dwoch grafow klasy 2 w taki sposob, by otrzymaé¢ nowy graf,
rowniez klasy 2. I tak, jeden z grafow Blanusa powstaje z dwoch grafow Pe-
tersena, poprzez usuniecie dowolnej pary niesasiadujacych krawedzi z jednego
7 nich oraz usuniecie dwoch sasiednich wierzchotkéw (i pieciu incydentnych
z nimi krawedzi) z drugiego grafu, oraz polaczenie obu grafow ze soba.

(b)

Rysunek 15: (a) Alternatywna reprezentacja grafu Petersena. (b) Konstrukcja
grafu Blanusa z dwoch graféw Petersena.

Konstrukeje zmirtacza rzedu 4n (dla nieparzystej liczby n > 5) nalezacego
do drugiej rodziny mozemy zawrze¢ w trzech punktach:

(1) rozwazamy n kopii grafu K 3 i oznaczamy w kazdej z nich wierzchotki
stopnia 3 przez a;, a pozostale przez b;, ¢;, d;, dlai € {1,...,n},

(2) taczymy wierzchotki b; cyklem dlugosci n: bybs ... by,
(3) taczymy wierzcholtki ¢;, d; cyklem dtugosci 2n: ¢; ... c,dy ... d,,.

Rysnek 16 przedstawia powstaly w ten sposob graf dla n = 5 wraz z ko-
lorowaniem krawedzi.
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N

Rysunek 16: Zmirtacz rzedu 20.

Warto zauwazy¢, ze dla parzystych wartosci n, graf skonstruowany w ten
sposOb nie bedzie zmirtaczem. Sprawdzmy, ze jezeli n = 2k, dla pewnej liczby
naturalnej k, to powstaly graf jest 3-kolorowalny krawedziowo.

Krawedzie cyklu 04,...,0b, kolorujemy naprzemian kolorami 1 i 2. Kra-
wedzie a;b;, dla i € {1,...,n}, kolorujemy kolorem 3. Pozostate krawedzie
kolorujemy w sposob nastepujacy:

(1) krawedzie a;c; otrzymuja kolor 1, krawedzie a;d; otrzymuja kolor 2,

(2) krawedzie ¢;c;yq, dla nieparzystych wartosci indeksu ¢, kolorujemy ko-
lorem 2, a dla parzystych wartosci ¢ - kolorem 3,

(3) krawedz c,d; kolorujemy za pomoca koloru 3 (mozemy tak zrobi¢, po-
niewaz n jest parzyste),

(4) krawedzie d;d;, 1, dla nieparzystych wartosci indeksu 4, kolorujemy ko-
lorem 1, a dla parzystych wartosci ¢ - kolorem 3.

Otrzymane kolorowanie jest kolorowaniem wtasciwym i uzywa trzech ko-
lorow.
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Rysunek 17: Kolorowanie krawedzi grafu powstatego w wyniku opisanej kon-
strukcji dla n = 6.

Z opisanej konstrukeji wynika, ze dla kazdej nieparzystej liczby g > 5
istnieje zmirtacz o talii g, jednak wtasno$¢ ta dotyczy réwniez parzystych
wartosci g.

Twierdzenie 35. 28] Dia kazdego g > 5, istnieje nieskoriczona rodzina
zmartaczy o talii g.

Okazuje sie, ze graf Petersena jest kluczowym elementem rozwazan nad
grafami kubicznymi klasy 2. Kolejne twierdzenie mowi nam, ze kazdy zmir-
tacz zawiera minor izomorficzny z grafem Petersena.

Minorem grafu G nazywamy taki graf H, ktéry mozna otrzymac z G przez
zastosowanie skonczenie wielu operacji $ciggania krawedzi ($ciagnia dwoch
wierzchotkow sasiednich), usuwania wierzchotkow oraz usuwania krawedzi.
Przyktadami minoréw sg K, jako minor kazdego grafu spojnego o przynaj-
mniej dwoch wierzchotkach lub graf K5 jako minor grafu Petersena, powstaly
z niego przez Sciaggniecie wszystkich szprych.

Twierdzenie 36. |37, 38, 39, 40, 17| Kazdy kubiczny graf 2-spdjny, ktory
nie zawiera grafu Petersena jako minora, jest klasy 1.

Konstrukcje grafu Petersena mozemy opisa¢ w nastepujacy sposob: zada-
jemy zbior wierzchotkow grafu P jako {vg,vi,...,vq, 00,01, ..., 0}, krawe-
dziami taczymy wierzchotki:

- Ui Z Vit
- Uiyt Z Vjr42
- V; Z Uy,

dlai € {1,2,3,4}, gdzie wszystkie indeksy rozwazamy modulo 5. Konstrukcje
te mozemy rozszerzy¢ tworzac ugoélnione grafy Petresena.

Uogdlnionym grafem Petersena, dla liczb naturalnych n, k£ spetniajacych
zaleznosci 0 < k < n—1, n # 2k, nazywamy graf G(n, k) o 2n wierzchotkach,
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ktore mozemy oznaczy¢ przez {0,1,...,n—1,0,1",..., (n—1)"} oraz ktorego
krawedzie sa postaci (i,7 + 1), (¢, (i + k)') oraz (i,i'), dla 0 <7 < n—1
(wszystkie liczby rozpatrujemy modulo n). W takim modelu, graf Petersena
bedzie grafem G(5,2).

Warto nadmieni¢, ze zapis krawedzi (u,v) w powyzszych konstrukcjach
stuzye jedynie czytelnosci i nie oznacza pary uporzadkowanej.

Wszystkie uogolnione grafy Petersena sg kubiczne. Mimo silnego zwiazku
z grafem Petersena, uogolnione grafy Petersena niemal wszystkie naleza do
innej klasy niz on sam.

Twierdzenie 37. [13| Wszystkie uogdlnione grafy Petersena, oprdcz grafu
Petersena, sq klasy 1.

Na koniec tego podrozdziatu rozwazymy grafy kubiczne, ktére nie sg pla-
narne, jednak usuniecie niewielkiej liczby krawedzi mogtoby im zagwaranto-
waé te wlasno$¢. Mianowicie, okazuje sie, ze twierdzenie Taita zachodzi dla
graféw nieplanarnych, pod warunkiem ze ograniczymy mozliwg liczbe par
przecinajacych sie krawedzi.

G'raf prawie planarny to graf, ktéry moze zostaé¢ przedstawiony na plasz-
czyznie z co najwyzej jedna parg przecinajacych sie krawedzi. Sa to grafy,
ktore po usunieciu pewnej jednej problematycznej krawedzi bytyby planarne.

Twierdzenie 38. 27| Kazdy kubiczny graf prawie planarny nie zawiera-
Jjgcy mostu jest 3-kolorowalny krawedziowo.

Dowéd. Rozwazmy graf G taki jak w zalozeniu twierdzenia. Niech jedy-
nymi krawedziami w G, ktore sie przecinaja beda e = 2123 oraz f = z524.
Zdeifniujmy H jako graf powstaly z G przez usuniecie krawedzi e, f oraz
dodanie czterech nowych wierzchotkéw vy, ..., 94 1 krawedzi g; = y;2;, dla
1 <1 < 4. Kazdy wierzchotek w H ma stopien 3, oprocz wierzchotkow
Y1, - - - Ys, ktorych stopien jest rowny 1. H jest planarny. Przez dodanie do H
krawedzi y1y2, Yous3, Y3Ys, Yayr otrzymujemy graf planarny, kubiczny i nieza-
wierajacy mostu, a wiec 3-kolorowalny (krawedziowo) z twierdzenia 30. Stad
graf H rowniez jest 3-kolorowalny. Niech ¢ : E(H) — {1,2,3} bedzie 3-
kolorowaniem krawedzi grafu H. Skoro kazdy z trzech koloréw pojawia sie
w palecie kazdego wierzchotka poza v, . .., y4 1 wierzchotkow tych jest parzy-
sta liczba, to kazdy z kolorow moze by¢ przyporzadkowany tylko parzystej
liczbie krawedzi sposrod ¢q, . . ., 4.

Jezeli ¢(g1) = &(g3), to ¢(g2) = P(g4) i z 3-kolorowania grafu H mozemy
otrzymacé 3-kolorowanie grafu G.

Zalozmy, ze ¢(g1) # ¢(g3), a wigc rowniez ¢(g2) # ¢(ga). Przyjmijmy,
ze ¢(g;) = 1 dlai = 1,2 oraz ¢(g;) = 2 dla j = 3,4. Rozwazmy podgraf J
grafu H, zawierajacy wszystkie wierzchotki grafu H i tylko te krawedzie,
ktore w kolorowaniu ¢ otrzymaty kolor 1 lub 2. W grafie J kazdy wierz-
chotek rézny od yy,...,ys, ma stopien 2, natomiast wierzchotki yq, ..., y4,
majg stopienn 1. Oznacza to, ze graf J posiada dwie sktadowe spojne, ktore
sg Sciezkami o koricach w wierzchotkach y; oraz wszystkie pozostate sktadowe
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sg cyklami. Oznaczmy wspomniane Sciezki przez P; i P,. Przyjmijmy, ze jed-
nym z koricow Sciezki P; jest wierzchotek y;. Drugim jej koicem nie moze by¢
Y3, poniewaz to implikowaloby, ze koficami $ciezki P, sa wierzchotki ys, y3,
co jest sprzeczne z planarnoséia H. Zatem drugim koncem Sciezki P; jest
wierzchotek yo lub y4. W obu tych przypadkach, wystarczy, ze zamienimy
kolory 1 i 2 krawedzi na $ciezce Py, a kolory pozostatych krawedzi pozosta-
wimy bez zmian, i otrzymamy nowe kolorowanie wiasciwe ¢’ krawedzi grafu
H, w ktorym ¢'(g1) = ¢'(g3) oraz ¢'(g2) = ¢'(g4). Ponownie znajdujemy wiec
3-kolorowanie wlasciwe krawedzi grafu G. m

Kolejne twierdzenie, ktore pozostawimy bez dowodu, dotyczy graféw ku-
bicznych z maksymalnie dwoma przecieciami krawedzi.

Twierdzenie 39. [17]| Jezeli G jest niezawierajgcym mostu grafem, ktory
moze zostaé przedstawiony na plaszczyinie z jedynie dwiema parami przeci-
najgeych sie krawedzi oraz przeciecia te nie znajdujg sie wewnglrz cyklu, to
G jest 3-kolorowalny.

3.2. Grafy planarne.

W tym podrozdziale zajmiemy sie klasyfikacja graféw planarnych. Cze-
Sciowo ten temat zostal poruszony juz w poprzedniej czesci, poniewaz wiele
z wynikow dotyczacych grafow kubicznych zaktadato réwniez planarnosé roz-
wazanych grafow.

Twierdzenie 40. |44, 35| Jezeli G jest grafem planarnym o stopniu mak-
symalnym wiekszym lub réwnym 8, to G jest klasy 1.

Dowéd.Zatézmy, ze istnieje graf G - planarny, o maksymalnym stopniu
nie mniejszym niz 8 oraz klasy 2. Zalézmy rowniez, ze G jest krawedziowo
8-krytyczny(najmniejszy mozliwy).
Wprowadzmy oznaczenia:
- przez n; oznaczmy liczbe wierzchotkow (w grafie G) o stopniu j, dla 2 <
J<8,

- przez ng(r, s, t,u) oznaczmy liczbe wierzchotkow stopnia 8 sasiaduja-
cych z doktadnie r wierzchotkami stopnia 2, s wierzchotkami stopnia 3,
t wierzchotkami stopnia 4 i u wierzchotkami stopnia 5,

- przez nz(s,t,u) oznaczmy liczbe wierzchotkow stopnia 7 sasiadujacych
z doktadnie s wierzchotkami stopnia 3, t wierzchotkami stopnia 4 i
u wierzchotkami stopnia 5.

Twierdzimy, ze
477,2 + 3713 + 2’/’L4 +ns —ny — 2n8 > 12. (*)
Wiemy, ze

|Gl =n1+n2+n3+ ...+ na@)
2/|G]| = n1 4+ 2ng + 3ng + ... + A(G)nae)
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oraz dla kazdego grafu planarnego zachodzi 3f(G) < 2m. Korzystajac z tych
zaleznosci oraz wzoru Eulera , otrzymujemy odpowiednig nier6wnosc.
Z lematu Vizinga (tw. 28)

2712 = ng(]., 0, 0, 0)
oraz

3ns = ns(0,1,0,0) + ng(0,1,1,0) + ng(0,1,0, 1)+
+ 2”8(07 2, 0, 0) + Tl?(l, O7 0)

Ponadto, skoro kazdy wierzchotek stopnia 5 jest potaczony krawedziami z przy-
najmniej dwoma wierzchotkami stopnia 8, to z tego samego lematu

2ns < ns(0,1,0,1) 4+ ns(0,0,1,1) 4+ ng(0,0,0,1) + 2ns(0,0,1,2)+
+n5(0,1,0,0) + 2n5(0,0,0,2) + 3n5(0,0,0,3) + 4ng(0,0,0, 4)

7 twierdzenia 26, wierzchotki stopnia 4 moga sasiadowaé tylko z wiez-
chotkami stopnia co najmniej 6. Z lematu Vizinga, kazdy wierzchotek stop-
nia 4 posiadajacy sasiada stopnia 6, musi mie¢ przynajmniej trzech sasiadow
stopnia 8. Stad, jezeli przez n) oznaczymy liczbe wierzchotkéw stopnia 4
sasiadujacych z wierzchotkiem stopnia 6, to zachodzi

37121 + 4(714 - Tbil) = ng(O, 1, 1, O) + ng(O, 0, 1, O) + ng((), 0, 1, 1>+
+ns(0,0,1,2) 4+ 2ng(0,0,2,0) 4+ 2ng(0,0,2,1)+
3n5(0,0,3,0) + n7(0,1,0) + ns(0, 1, 1) + 2n7(0,2,0).

Ponadto, skoro kazdy wierzchotek stopnia 4 jest potaczony z co najwyzej
dwoma wierzchotkami stopnia 7, to zachodzi

ny — ny = n7(0,2,0).
Laczac ze soba powyzsze zaleznosci, otrzymujemy
dng + 3ng + 2ng + 15 < Ny + 2ng,

co jest sprzeczne z wynikiem (x). O

W 2001 roku zostalo udowodnione, ze grafy o maksymalnym stopniu 7
sa 7-kolorowalne krawedziowo [48]. Wciaz nie do korica nierozwiazanym pro-
blemem w dziedzinie kolorowania krawedziowego pozostaje hipoteza Vizinga,
mowiaca, ze réwniez grafy planarne, ktorych maksymalny stopienn wynosi co
najmniej 6 sa klasy 1. Kolejne twierdzenia przedstawiaja kilka warunkow,
ktore implikujg przynaleznosé do klasy 1 grafow planarnych o maksymalnym
stopniu 6 lub nawet mniejszym. Dowody twierdzen pominiemy.

Cieciwg w cyklu C' w grafie G nazywamy taka krawedz e = zy, ze wierz-
chotki z,y leza na cyklu C, jednak krawedz e do niego nie nalezy. Inny-
mi stowy, jezeli C' = z125...2,, to cieciwg bedzie krawedz x;z;, jezeli i #
j — 1(mod n) oraz i # j — 1(mod n). Cykl, w ktorym wystepuja cieciwy
nazywamy cyklem cieciwowym.
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Twierdzenie 41. [12, 47| Jezeli G jest grafem planarnym, takim ze A(G) =
6 oraz G nie zawiera ciectwowych cykly dtugosci 4 lub 5, to G jest klasy 1.

Twierdzenie 42. [12]| Jezeli G jest grafem planarnym o maksymalnym
stopniu 6 oraz G nie zawiera cyklu dtugosci 6, to G jest klasy 1.

Twierdzenie 43 wskazuje zwiazek miedzy kolorowalnoscig krawedziowa
grafu a jego talia i maksymalnym stopniem. Warto zwrdci¢ uwage na pewng,
symetrie warunkow, ktore podaje.

Twierdzenie 43. 32| Niech G bedzie grafem planarnym o maksymalnym
stopniv A oraz taliv g. G jest klasy 1, jezeli zachodzi dowolny z ponizszych
warunkow:

(1) A>3 oraz g > 8,
(2) A >4 orazg>5,
(3) A>8 oraz g > 3,
(4) A >5 oraz g > 4.

Zdefiniujmy graf zewnetrznie planarny jako graf palanarny, w ktérym
wszystkie wierzchotki nalezg do §ciany zewnetrznej. Trywialnym przyktadem
grafu zewnetrznie planarnego bedzie dowolny graf acykliczny, ktory posiada
tylko jedng Sciane.

Rysunek 18: Przyktad grafu zewnetrznie planarnego.

Dla graféow zewnetrznie planarnych problem klasyfikacji zostal catkowicie
rozwigzany. Ich przynalezno$é¢ do jednej z dwoch klas mozna stwierdzi¢ na
podstawie jednego tylko warunku.

Nadmienmy, ze w przypadku graféw zewnetrznie planarnych, wszystkie
wlasnodci 1 twierdzenia wystarczy rozpatrywacé dla grafow 2-spojnych, gdyz
graf jest zewnetrznie planarny wtedy i tylko wtedy, gdy zewnetrznie planarne
sa jego 2-spojne podgrafy (bloki).

Twierdzenie 44. |19, 20| Graf zewnetrznie planarny jest klasy 1 wtedy
i tylko wtedy, gdy nie jest cyklem nieparzystym.

Dowdéd. Jezeli G jest cyklem o nieparzystej dtugosci, to jest oczywiscie
grafem zewnetrznie planarnym i jest klasy 2.
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Dla dowodu przeciwnej implikacji, rozwazmy graf G - zewnetrznie pla-
narny klasy 2. Zalozmy, ze G jest 2-spojny. Jezeli jego stopien maksymalny
wynosi 1, to G jest krawedzig, a wiec nie moze by¢ klasy 2. Jezeli A(G) = 2,
to G jest cyklem nieparzystym.

Zatozmy wiec, ze maksymalny stopiei grafu G wynosi co najmniej 3.
Zatozmy réwniez, ze G jest najmniejszym, pod wzgledem rzedu oraz maksy-
malnego stopnia, grafem spelniajacym te zalozenia. Tak jak wspomnielisémy
wczesniej, zaktadamy rowniez, ze G jest 2-spojny, a wiec jest hamiltonowski.

Jezeli rzad G jest liczba parzysta, to G posiada skojarzenie doskonate,
ktore tworzy polowa krawedzi cyklu Hamiltona w G (wybieramy co druga
krawedz z cyklu). Jezeli skojarzenie to oznaczymy przez F, to graf G — F
ma maksymalny stopien A(G) — 1. G — F jest wiec klasy 1, z zalozenia
o minimalnosci stopnia maksymalnego G. Skoro G — F' jest (A(G) — 1)-
kolorowalny, to G jest A(G)-kolorowalny.

Rozwazmy przypadek |G| = 2k + 1, dla pewnej liczby naturalnej k. W G
istnieje wierzchotek v o stopniu 2. G posiada skojarzenie M, zawierajace k
krawedzi wystepujacych naprzemiennie w cyklu Hamiltona w G, ktoére nie
zawiera zadnej krawedzi incydentnej z v (i v jest jedynym takim wierzchol-
kiem). Graf G— M jest zewnetrznie planarny i ma stopiefi maksymalny rowny
A(G)—1, a wiec z zalozenia G — M jest klasy 1. Stad ponownie wynika, ze G
rowniez jest klasy 1. O]
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