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Przyjete oznaczenia

R Zbioér liczb rzeczywistych

R"™ Rzeczywista przestrzen euklidesowa n wymiarowa z norma

n
lal = \|>_a?
i=1
przyjmujemy, ze elementy R™ sa wektorami pionowymi, a iloczyn skalarny wektoréw a i b oznaczamy
(a,b) = a'b (str. 42).

R™*™ Zbioér macierzy rzeczywistych m na n wymiarowych z norma spektralng (str. 31)

— T
1Al = max /A, (ATA)

C%Ja, b], R™) Przestrzeni Banacha funkcji ciagtych na odcinku [a, b] o wartogciach w zbiorze R™ z norma

lzllc = sup |z(t)]
t€la, b

L%([a, b], R™) Przestrzeri Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem na odcinku [a, b] o wartosciach w
zbiorze R" z iloczynem skalarnym

(@ va= [ =0y
1 norma
zll2 = 4/ (2, 2)2

L>([a, b], R™) Przestrzen Banacha funkcji istotnie ograniczonych na odcinku [a, b] o warto$ciach w zbiorze
R™ z norma

||z]|co = esssup |z| = {inf C > 0 : |z(t)| < C dla prawie wszystkich ¢}

C%a, b] = C%[a, b, R)

A(A) Widmo macierzy A

Ai(A) i-ta wartos¢ wlasna macierzy A

W(A) Wielomian charakterystyczny (str. 44)

A > 0 Macierz A jest dodatnio okreslona, t.j. Vz, T Az > 0

A >0 Macierz A jest $cigle dodatnio okreslona, t.j. Vo # 0, T Az > 0
Ker(A) Jadro macierzy A

Z(t) Estymata wartosci stanu « w chwili ¢

e(t) = x(t) — 2(t) Blad estymacji w chwili ¢



€ Norma bledu estymacji traktowanego jako funkcja ciagla na odcinku [t, tgi1] (str. 15)

V. F(xz,u) Gradient funkcjonatu F' po zmiennych z wektora x

OF (z,u)
ox1
OF (z,u)

VoF(z,u) = 69_62

OF (z,u)
oz,

gdzie x € R". Jezeli indeks bedzie pominiety, oznacza to ze rézniczkowanie nastepuje po wszystkich
zmiennych funkcjonatu (zaréwno x i u) (str. 67)

V2F(zx) Hesjan funkcjonatu F

9%’F(z) 9%F(x) 0%F(z)
am% Ox10x2 e 0x101n
9?F(xz) 9%F(x) 0%F(x)
V2F(£) _ Ox10x2 8;1:% *tt Oxo0xn
9’F(z) 0%F(x) 0%F(z)
0x10x, Ox20x, ox2

(str. 75). W sytuacji, gdy bedziemy liczy¢ Hesjan funkcji ztozonej F(z) gdzie x = f(y) bedziemy pisaé

2
Vi F ().
J(x) = ﬁf(:c, u) Macierz Jakobiego funkcji wektorowej f: R™ x R™ — R" takiej, ze
fl (l’, u)
f2 (.%', u)
f(‘r? U’) = :
fn(@,u)
za$ sama macierz jest dana wzorem
fé) o) 0f1(z,
by e I 2SO
Iy = | obew) OB | Y fy (2,u)T
Ofn(wu)  Ofn(wu) O fn (w,u) Vo fn(z,u)"
0x1 Oxa T Ozn,

(str. 67)
la} = (o, Aa) = o' Ao Alternatywny zapis formy kwadratowej z macierza A (str. 72)
K Klasa funkcji, (str. 19)
K> Klasa funkgji, (str. 19)
KL Klasa funkcji, (str. 101)
sign(z) Funkcja signum, definiowana jako

ldlaz >0
signr = Odlax=0
—1dlaxz <0



Spis tresci

Podziekowania

Przyjete oznaczenia

1.

Wstep i tezy pracy

1.1. Wprowadzenie . . . . . . . . ..
1.2, Tezy Pracy . . . . . o o o e
1.3, ZawartoS€ Pracy . . . . . . . .o e

Odtwarzanie ciggtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych

2.1, Algorytm . . . . L
2.1.1. Predykcja . . . . . .o
2.1.2. Korekcja . . . . . . e

2.2. Stabilno$é . . . .. e

2.3. Obserwowalnosé . . . . . . . . ..

2.4. Zasada rozdzielnoSci . . . . . . .. L e
2.4.1. Zastosowanie stabilnosci wejscie-stan . . . . . . .. ...

2.5. Okna pomiarowe . . . . . . . ...

Predykcja

3.1. Generacja ciagtych estymat . . . . . . . ...
3.1.1. Metoda RK3/8 . . . . . . . .

3.2. Btledy przejsciowe predykeji . . . . ..o
3.2.1. Szacowanie btedu predykcji w uktadach liniowych . . . . . . .. ... ...
3.2.2. Szacowanie btedu predykcji w uktadach nieliniowych . . . . . .. .. ... ...

3.3. Btledy predykcji wywotane zaktéceniami wejsciowymi . . . . . . ..o

Korekcja w uktadach liniowych

4.1. Wprowadzenie . . . . . . . . .. e e

4.2. Estymacja bez zakltdécen . . . . . . . . ..
4.2.1. Obserwatory dyskretno-ciagte . . . . . . . . . . ...
4.2.2. Dyskretny obserwator doktadny . . . . . . . ... ... L

4.3. Estymacja z zakloceniami wyjécia . . . . . . ... L oL
4.3.1. Obserwator najmniejszych kwadratow . . . . . . .. .. ... 0000
4.3.2. Obserwacja Cl-optymalna . . . . . . . . . . .. .. ...

4.4. Estymacja z zakl6ceniami wyjscia i wejscia. . . . . . . . . ..o
4.4.1. Dyskretno-ciggty filtr Kalmana . . . . . . . . . . ... ...
4.4.2. Inne podejScia . . . . . .. e

4.5. Przyktady zastosowann . . . . . . .. Lo

Korekcja w uktadach nieliniowych

5.1. Wprowadzenie . . . . . . . .

5.2. Estymacja bez zaktdcenn . . . . . . ...
5.2.1. Nieliniowy obserwator dyskretno-ciggty . . . . . . . . . ... ... ...
5.2.2. Hybrydowy obserwator Newtona . . . . . . . . . . . ... .. ... ... .. ...,

12
13
15
15
15
19
21
21
24

27
27
29
31
33
37
38

40
40
42
43
44
46
46
47
52
53
93
54



Spis tresci

5.3. Estymacja z zakléceniami . . . . . . . .. oL
5.3.1. Dyskretno-ciaglty rozszerzony filtr Kalmana . . . . . . . ... .. .. ... ... ....
5.3.2. Estymacja z ruchomym horyzontem (ang. moving horizon estimation, MHE) . . . . . .

5.4. Przyktady zastosowanl . . . . . . . . . L

6. Metody przyblizone korekcji
6.1. Przyblizanie dyskretnego wyjscia funkcjg ciagta . . . . . . . . ..o oL
6.1.1. Interpolacja . . . . . . . . . . e
6.1.2. Kolokacje wyjScia . . . . . . . . oL
6.1.3. Adaptacyjne kolokacje wyjscia. . . . . . ... Lo o
6.2. Metody przyblizone dla uktadéw liniowych . . . . . . . . ... ... o oL
6.2.1. Ciagle obserwatory asymptotyczne . . . . . . . . . . ..o
6.2.2. Estymacja L?-optymalna . . . . . . . . . . ..
6.3. Metody przyblizone dla uktadéw nieliniowych . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ...
6.3.1. Ciagle nieliniowe obserwatory asymptotyczne . . . . . . . . . . . ... ... ......

6.4. Przyktady

7. Podsumowanie

A. Istotne twierdzenia
A.1. Lematy i twierdzenia pomocnicze . . . . . . . . . . . ... e e e
A.2. Stabilizacja regulatorem liniowym . . . . . . . ...

B. Stabilno$¢ wejscie-stan (Input-to-state stability)

Bibliografia
Skorowidz
English abstract

Streszczenie

101

103

111

113

117



Rozdziat 1.

Wstep i tezy pracy

1.1. Wprowadzenie

Problem odtwarzania stanu towarzyszy ludzkosci od samego poczatku. Czlowiek pierwotny widzac ogien
chcial wiedzie¢ skad sie on wziat, co go zapoczatkowato. Starozytni rzymianie moéowili ,Oculus animi index” -
oczy sa zwierciadtem duszy, czyli patrzac w oczy mozemy poznaé nature drugiego cztowieka. Jezeli potraktu-
jemy oczy jako wyjscie (czy moze lepiej okno na $wiat), to zdobycie pelnej wiedzy poprzez obserwacje wyjscia
jest w swojej istocie wtadnie odtwarzaniem stanu! Wszyscy znamy site pierwszego wrazenia. Mowi sie ,, Wy-
starczy raz spojrzeé, by sie na kims poznac¢”. Skoro oczy sa wyjsciem, a pojedyncze spojrzenie pomiarem to
wlasnie uzyskalismy odtwarzanie stanu z dyskretnych (w tym przypadku jednorazowych) danych pomiaro-
wych. Jest to temat ponizszej pracy, dotyczy ona jednak nie kwestii psychologiczno spotecznych a zastosowan
w automatyce.

Rozwazmy nastepujacy przyklad. W technologii chemicznej czesto mamy do czynienia z produkcja duzych
ilodci substancji. Znane sa parametry procesu, takie jak stezenia substratéw, dostarczana energia, parametry
mieszania i inne. Mozemy przyjaé, ze znamy ich wartosci przez caly czas. Analiza powstajacego produktu nie
jest jednak rzecza prosta. Jest ona zazwyczaj czasochtonna (trzeba dokonaé analizy chemicznej) 1 wiaze sie z
pewnymi, czesto niebagatelnymi kosztami (odczynnikow, czasu pracy specjalistow). Praktyka i rachunek
ekonomiczny wymuszaja wiec wykonywanie takiej analizy tylko co pewien czas (im rzadziej tym lepiej).
Sktad produktu jest jednak jedyna informacja o przebiegu procesu. To, ze badamy go tylko w dyskretnych
chwilach czasu, nie zmienia faktu, ze wewnatrz linii produkcyjnej, bez jakichkolwiek pomiaréw, przemiany
chemiczne zachodza w sposob ciagly, czesto gwaltowny. Stad pojawia sie koniecznosé odpowiedzi na pytanie
- jak odtworzy¢ pelna informacje o przebiegu procesu, przez caly czas jego trwania?

Przyktady gdzie pomiar jest dyskretny mozna mnozyé¢. W uktadach mechatronicznych bardzo czesto mamy
do czynienia z dyskretnymi pomiarami pozycji (a predkosci zazwyczaj w ogole nie mierzymy wprost). Jest
to wywotane stosowaniem dyskretnych czujnikéw (zob. np. Gorecki, 1997) lub tez wykorzystaniem systemow
wizyjnych (zob. np. Papanikolopoulos, Khosla i Kanade, 1993). Szczegblnie w tym ostatnim przypadku
odstepy miedzy pomiarami sg wydluzane przez czas potrzebny na przetwarzanie obrazu. Oczywistym jest
jednak, ze dysponujac pelna informacja o stanie systemu (predkosci i potozenia) jesteSmy w stanie opracowaé
duzo lepsze sterowanie.

Jeszcze inna klasa probleméw, w ktérych pomiary sa z natury dyskretne to sytuacje, w ktérych auto-
matyka styka sie z biologia, a w szczegblnosci medycyna. Oczywistym jest, ze pacjenta nie mozna badaé¢ w
sposob ciagly. Jego krew mozna pobieraé¢ tylko w ograniczonych ilosciach. Zdjeé rentgenowskich nie powinno
sie dokonywaé czesciej niz raz do roku. Podobnie ograniczony czasowo jest szereg innych badan (endoskopie,
punkgcje itp.), nie méwiac juz o ekonomicznych czynnikach przeprowadzania konkretnych elementéw diagno-
styki. W sytuacji gdy interesujacy jest np. poziom cukru i insuliny we krwi pacjenta metody estymacji stanu
okazuja sie nad wyraz pomocne (np. Chee i Fernando, 2007).

Dlatego tez problematyke odtwarzania stanu systeméw dynamicznych z dyskretnych danych pomiarowych
mozna uznaé¢ za wazng zaréwno poznawczo jak tez i ze wzgledu na potencjalne zastosowania. W tej pra-
cy bedziemy sie skupiaé¢ na sytuacjach, gdy dyskretnego charakteru pomiaréw nie mozna zaniedbaé i do
odtwarzania stanu konieczne jest uwzglednianie konkretnych czynnikéw.

Uwaga 1.1. W ramach niniejszej pracy pojecia estymacja stanu i odtwarzanie stanu beda traktowane ja-
ko synonimy. Tematyka niniejszej pracy nie jest statystyczne lub stochastyczne ujecie problemu, dlatego
tez slowo estymacja bedzie rozumiane w kontekscie deterministycznym. Podobnie za réwnowazne bedziemy
uwazacé pojecia estymator i obserwator. Nie oznacza to jednak, ze znacznej czesci metod opisanych w tej pra-
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cy nie mozna nadaé interpretacji stochastycznej. W szczegdlnosci interpretacje te tatwo znalezé dla filtrow
Kalmana (liniowego i rozszerzonego) oraz metody MHE. Pojawiajace sie przy ich opisie sformutowania o
charakterze probabilistycznym maja na celu jedynie jasniejsze sformutowanie probleméw, zas w przypadku
filtrow Kalmana majg dodatkowo znaczenie historyczne. |

1.2. Tezy pracy

Teza 1. Mozliwe jest opracowanie metod odtwarzania ciagtego stanu z dyskretnych danych
pomiarowych w liniowych oraz skonczenie wymiarowych nieliniowych systemach dynamicznych.
Znajomo$¢é modelu matematycznego systemu dynamicznego liniowego lub nieliniowego pozwala na rézne
mozliwosci jego analizy. Wykorzystanie dostepnego w teorii sterowania aparatu matematycznego umozliwia
skonstruowanie sposobéw odtwarzania wartosci stanu w konkretnych punktach, oraz przewidywanie na jej
podstawie zachowania sie uktadu w przysztosci. W oparciu o dostepna wiedze mozna zaproponowaé algorytm
postepowania pozwalajacy na cykliczne uzyskiwanie cigglych estymat stanu na przedziatach pomiedzy po-
miarami. Mozliwe jest tez konstruowanie obserwatoréw stanu o dzialaniu asymptotycznym, doktadnym lub
optymalnym w obecnosci zaklocen. Co wiecej, mozna proponowaé sposoby doboru takich chwil pomiaru, aby
uzyskana z ich uzyciem estymata stanu byta optymalna. Dodatkowo, w uktadach nieliniowych osiagalne jest
uzyskanie efektywnych metod numerycznych, pozwalajacych na rozwiazanie problemu odtwarzania stanu.

Teza 2. Z wykorzystaniem metod interpolacji i aproksymacji mozliwe jest opracowanie efektywnych
obliczeniowo algorytméw przyblizonego odtwarzania stanu

Dla uktadow ciaglych pojecia estymacji sa rozwijane od dawna i dysponujac cigglym wyjsciem mozna uzyskaé
bardzo efektywne obserwatory. Istotnym jest wiec poszukiwanie sposobéw aproksymacji dyskretnego wyjscia
funkcja ciagls i wykorzystanie metodyki ciagtego odtwarzania stanu tak, aby uzyskaé przyblizone metody
odtwarzania stanu. Jest to wazne zwlaszcza dla uktadéw nieliniowych, dla ktérych bardzo trudno (lub jest to
w ogole niemozliwe) skonstruowaé doktadny model dyskretny systemu. Dodatkowsa zaleta takiego rozwiazania
jest to, ze ciaggle obserwatory stanu sa tatwe w implementacji i strojeniu, co wiecej, ta prostota pozwala na
réznego rodzaju usprawnienia pracy algorytméw, jak np. obliczenia réwnolegte.

1.3. Zawartos¢ pracy

Merytoryczna zawarto$é pracy mozna podzielié na trzy zasadnicze obszary. Pierwszy z nich, zawarty w
rozdziale 2, obejmuje zaproponowany ogdlny algorytm odtwarzania ciaglego stanu z dyskretnych danych
pomiarowych. Opiera sie on na dwoch etapach: predykeji i korekcji. Predykcja to przewidywanie zachowania
sie¢ systemu w oparciu o posiadana wiedze, za$ korekcja to aktualizacja tej wiedzy wraz z pojawieniem
sie nowych pomiaréw.

Opisano rozwazang klase systeméw dynamicznych, w ogdélnodci nieliniowych, o pewnych konkretnych wta-
snosciach prawej strony. Rozdzial ten zawiera rowniez, opracowane na potrzeby pracy, definicje stabilnosci,
globalnej atraktywnosci, obserwowalnosci i rozdzielnosci. Dla tych pojeé udowodniono twierdzenia pozwala-
jace na ich praktyczne stosowanie, lub tez ich zwiazki z dotychczas znanymi terminami (np. obserwowalnoscia
para macierzy lub stabilnoscia wejscie-stan). W szczegolnosci omoéwiono tez stabilnosé algorytmu i jej zwiazek
ze stabilnoscia procedury korekcji.

Drugi obszar, zawarty w rozdziale 3, poswiecony jest pewnym konkretnym zagadnieniom zwiazanym z
predykcja. Opisuje sposoby generowania cigglych rozwiazan réwnan rézniczkowych oraz poglebia analize
bledu predykcji, oméwiona w rozdziale wezesniejszym. W szczegélnosci omoéwiono zmiennokrokowe metody
numeryczne rozwiazywania réwnan rézniczkowych o tzw. gestym wyjsciu, podajac dla ilustracji metode
RK 3/8 (zmiennokrokowa metode typu Rungego-Kutty). Podano takze pewne wlasnosci pozwalajace na
szacowanie btedu przejsciowego predykeji w uktadach liniowych i nieliniowych, a takze metode sprawdzenia
czy predykcja nie bedzie wprowadzaé¢ bledow (dla uktadéw liniowych). Udowodniono rowniez twierdzenie
pozwalajace oszacowaé btad predykcji wywoltany zakléceniami.
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Trzeci obszar omoéwiony w pracy zostal zawarty w rozdziatach 4, 5 i 6, opisujacych rézne podejécia do
problemu korekcji (dla uktadéw liniowych, nieliniowych oraz metody przyblizone).

Rozdzial 4 zawiera metody korekcji dla uktadéw liniowych. Omoéwiono w nim m.in. obserwatory dyskretno-
ciggle, dyskretny obserwator dokladny, obserwator najmniejszych kwadratéw, obserwator CC-optymalny,
hybrydowy filtr Kalmana. W rozdziale oméwiona jest procedura autonomizacji. Podany jest réwniez zwiazek
miedzy problemem odtwarzania stanu liniowych systeméw dynamicznych a rozwiazaniem réwnania liniowego
w odpowiedniej przestrzeni. Rozdzial koncza dwa przyktady zastosowania procedur korekcji do estymacji
cigglego stanu z dyskretnych danych pomiarowych w systemie parabolicznym oraz w modelu dynamiki
populacji 0s6b chorych na cukrzyce.

Rozdzial 5 zawiera metody korekcji dla uktadéw nieliniowych. W szczegblnosci oméwiono nieliniowy ob-
serwator dyskretno ciagty, hybrydowy obserwator Newtona, rozszerzony hybrydowy filtr Kalmana oraz es-
tymacje z ruchomym Horyzontem (MHE). Zawarte sa w nim opracowane przez autora metody obliczania
stosownych pochodnych po warunkach poczatkowych dla obserwatora Newtona i MHE. Rozdziat ten posia-
da zestaw przyktadéw, wykorzystujacych symulacje oraz pomiary rzeczywiste uktadu zbiornikéw wodnych,
znajdujacego sie w Katedrze Automatyki AGH, a takze symulacje procesu metabolizmu glukozy u pacjenta
oddziatu OIOM.

Rozdziat 6 zawiera przyblizone algorytmy korekcji dla systeméw liniowych i nieliniowych. Algorytmy te
bazuja na potgczeniu aproksymacji dyskretnego wyjscia systemu funkcja ciagly oraz ciggltych metod od-
twarzania stanu. Oméwiono w nim zastosowanie interpolacji wielomianowej, a takze zaproponowanych przez
autora, metod kolokacji wyjscia i adaptacyjnych kolokacji wyjscia. Jako procedury korekcji dla uktadéw linio-
wych rozwaza sie zastosowanie ciaglego obserwatora asymptotycznego oraz obserwatora L? optymalnego, zas
dla uktadéw nieliniowych zastosowania obserwatoréw nieliniowych. Rozdzial ten réwniez zawiera przyktady
zastosowan dla uktadu drabinkowego RC' oraz dla modelu zbiornikéw wodnych.

Prace konczy podsumowanie, zawierajace wyszczegdlnienie tych wynikow zawartych w pracy, ktére autor
uwaza za oryginalne oraz dwa dodatki zawierajace twierdzenia i lematy wykorzystywane w pracy, ale nie
bedace integralna czedcia rozumowania.

Uwaga 1.2 (O uwagach i dowodach). W niniejszej pracy, pod koniec kazdej uwagi umieszczany bedzie symbol
M. Pod koniec kazdego dowodu umieszczany bedzie za$ symbol [J. |

Uwaga 1.3. Wszystkie rysunki w pracy za wyjatkiem dwoch zostaly wykonane przez autora. Rysunki innych
autoréw to:

e Rysunek 5.1 na stronie 80, przedstawiajacy schemat zbiornikéw wodnych, jest autorstwa doktora An-
drzeja Tutaja i jest wykorzystywany za jego pelna wiedza i zgoda.

e Rysunek 5.5 na stronie 83, przedstawiajacy zdjecie stanowiska laboratoryjnego zbiornikéw wodnych
znajdujacego sie w Katedrze Automatyki AGH, jest autorstwa doktora Pawla Piatka i jest wykorzy-
stywany za jego pelna wiedza i zgoda.

Uwaga 1.4 (Inne podejécia taczace dyskretne pomiary i ciagly stan). Warto wspomnieé¢, ze w literaturze
mozna spotka¢ dwa zagadnienia dotyczace analizy zachowania ukladow ciagtych z dyskretnymi pomiarami.
Sa to zmodyfikowana transformata Z oraz wykorzystanie réznych typéw ekstrapolatoréw. Zagadnienia te
nie sa omawiane w pracy, dlatego tez wspomnimy o nich tutaj.

Zmodyfikowana transformata Z jest to metoda rozszerzenia transformaty Z proébkowanego sygnatu ciagte-
go o informacje na temat wartosci sygnatu miedzy probkami. Metode ta przedstawiono w pracy (Barker, 1954;
Gibson, 1968, str. 122) i usprawniano w pracach (Jury, 1956a,b; Gibson, 1968, str. 122). Troche inny wariant
pod nazwa ,transformata sygnatu przesunietego’ rozwazal (Cypkin, 1965, str. 100). Idea zmodyfikowanej
transformaty Z jest nastepujaca. Rozpatrzmy sygnal ciagly

et dla t>0
z(t) = { 0 dla t<0 (1.1)
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Rozdziat 1. Wstep i tezy pracy
jezeli jest on proébkowany réwnomiernie z krokiem h > 0 to jego transformata Z ma postac

Z{x(t)}:ie*khz*kz L~ (1.2)
k=0

eh  z—eh

Rozwazajac zmodyfikowana transformate Z rozwaza sie dodatkowo parametr e € [0,1] a zmodyfikowana
transformate Z. {x(t)} oblicza sie w nastepujacy sposéb (zob. Kaczorek, 1977, str. 254)

00 o) 1 —eh
Z a(t) = Z o—(kheh) ,—k _ ,—eh Z o—kh,—k _ o—ch — (1.3)
k=0 k=0

Latwo zauwazy¢, ze zmodyfikowana transformata Z moze by¢ traktowana jako transformata wszystkich cia-
gow dyskretnych postaci z(kh + €h) jednoczesnie. Ciag o konkretnym przesunieciu uzyskujemy ustalajac
warto$¢ € (dla e = 0 uzyskujemy wzor (1.2)). Praktyka pokazala, ze zmodyfikowana transformata Z wnosi
pewne trudnosci w zastosowaniach przy umiarkowanych korzysciach. Podstawowe problemy powstajg przy
analizie zmodyfikowanej transmitancji. Dopuszcza ona wylacznie wejscia dyskretne, wiec nie jest mozliwe
uzyskanie zmodyfikowanej transmitancji przez podzielenie zmodyfikowanych transformat sygnatéow wejscio-
wych i1 wyjsciowych. Zasadniczo transformata zmodyfikowana najlepiej sprawdza sie w uktadach dla ktoérych
byta pomyslana, tzn. dla uktadéw ciagtych, wsrod ktorych w sprzezeniach zwrotnych wystepuja impulsatory.
Warto jeszcze zaznaczy¢ (zob. Gibson, 1968, str. 122), ze zmodyfikowana transformata Z pozwala analizowaé
zachowanie uktadow ciaglych, ktére bytyby probkowane z taka czestotliwoscia, ze utracityby sterowalnosé i
obserwowalnosé (zob. tw. A.3 na stronie 99). Wiecej o zmodyfikowanej transformacie zob. (Gorecki, 1971,
str. 257).

Koncepcja ekstrapolatoréw jest znana w automatyce od dawna. Opiera sie ona na okreslaniu wartosci
sygnalu pomiedzy prébkami w oparciu o wartoéci probkowanego sygnatu. Urzadzenia realizujace zadanie
ekstrapolacji bywaja rowniez nazywane cztonami podtrzymujacymi. Rozwazmy sygnal dyskretny z(kh), h >
0, k=0, 1, 2, 3, ... 1isygnal ekstrapolowany 2. Najpopularniejszy w zastosowaniach jest ekstrapolator
rzedu zerowego

z(t) = x(kh), Vte [kh, (k+1)h) (1.4)
ktory zamienia sygnal dyskretny na funkcje schodkowa. Inne interesujace ekstrapolatory to ekstrapolator
rzedu pierwszego (zob. Tutaj, 2008, str. 160)

w(kh) — z((k — 1)h)

() = x(kh) + .

(t—kh), Ve [kh, (k+1)h) (1.5)

oraz ekstrapolator rzedu utamkowego (zob. Fujarewicz i Mazer, 2006)

(kh) — z((k — 1)h)
h

Warto zauwazy¢, ze dla 3 = 0 (1.6) przechodzi w (1.4) za$ dla § = 1 (1.6) przechodzi w (1.5). Rézne typy
ekstrapolatorow poréwnywal (Skruch, 2002). Zdaniem autora ekstrapolatory nie nadaja sie do odtwarzania
stanu z dyskretnych danych pomiarowych, poniewaz sama ich struktura powoduje wprowadzanie btedow,
ktorych nie da sie wyeliminowac. |

(t) = z(kh) + B (t—kh), Vtelkh, (k+1)h), BeR (1.6)
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Rozdziat 2.

Odtwarzanie ciagtego stanu z dyskretnych danych
pomiarowych

W ramach niniejszej pracy rozwazane beda systemy dynamiczne opisane nastepujacym réwnaniem réznicz-
kowym

o(t) = f(x(t), u(t)) (2.1)
przy czym
e f:R"XR"— R"”

e x(t) € R"™, bedzie nazywane stanem,

(
e u(t) € R", bedzie nazywane sterowaniem,

0

~+
V

@)

°
8

) = o

(
I

a,b) spelia globalny warunek Lipschitza ze wzgledu na pierwszy argument, t.j.

|f(z1,b) — f(22,0)| < L|z1 — 22

(2.2)
V:cl,:cg eXVbeR"

ze stata Lipschitza L > 0 i jest ciagla ze wzgledu na obydwa argumenty.

Do tej klasy uktadéw dynamicznych zaliczyé mozna wiele uktadéw nieliniowych oraz ukltady liniowe
z(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.3)

gdzie t > 0, A € R™", B € R"*", dla ktorych warunek (B.11) jest spelniony ze stata Lipschitza L = ||A||.
Uktady liniowe oraz nieliniowe beda w ramach pracy rozpatrywane oddzielnie.
Rozwazamy wyjscie systemu (2.1) w formie

y(t) = h(xz(t)) (2.4)
gdzie, h: R™ — R™, w ukladach liniowych réwnanie (2.4) ma postaé
y(t) = Cu(t) (2.5)

przy czym C € R"™*™ W pewnych szczegolnych wypadkach bedziemy uwzgledniaé¢ wystepowanie zaktocen,
zarowno addytywnych pomiaru, jak tez i bezposrednio wchodzacych na system, wtedy rownania (2.1) i (2.4)
przyjma postac

&(t) = f(x(t), u(t), w(t)) (2.6)
y(t) = h(z(t), v(t)) (2.7)

gdzie f: R" x R" x R — R", h: R" x R®* — R™. Dla systemo6w liniowych (2.3) i (2.5) bedzie to postaé¢

#(t) = Ax(t) + Bu(t) + Lw(t) (2.8)
y(t) = Cx(t) + Mo(t) (2.9)
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Rozdziat 2. Odtwarzanie ciagtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych

gdzie L € R™*P, M € R™*%.
Przyjmujemy, ze wartosci wyjscia znane sg w dyskretnych chwilach czasu t;, gdzie

ti =ti—1+ hy; (210)
to > 0 (2.11)
hi >0 (2.12)
i=0,1,23,... (2.13)
przy czym

hi 2 Tmax (214)
Tmaz = Max (ti—‘rl - ti) < 00 (215)

i

Pomiary moga, ale nie musza, by¢ réwnoodleglte. W takim przypadku mamy

hi =h=Tmee Vi (2.16)
t; = to +ih (2.17)

h bedziemy nazywaé okresem probkowania (czasem lub krokiem dyskretyzacji). Tak okreslone wyjscie sys-
temu dynamicznego jest czesto spotykane w zastosowaniach. Mozna je interpretowaé jako sytuacje, w ktorej
dostepna jest niepelna informacja o stanie systemu, co wiecej, informacja ta dotyczy tylko konkretnych chwil
czasu.

System dynamiczny (2.1) jest ciagly w czasie (opisany jest réwnaniem rozniczkowym), zatem klasyczne
metody odtwarzania cigglego stanu z wyjscia systemu nie moga zosta¢ bezposrednio zastosowane. Stwarza
to konieczno$é opracowania metody odtwarzania cigglego stanu w oparciu o dyskretne dane pomiarowe. W
niniejszej pracy proponowany jest algorytm rozwiazujacy ten problem. Rozwazany algorytm sklada sie z
dwoéch cyklicznie powtarzajacych sie etapow - predykeji i korekeji. W ramach tego rozdzialu omawiane
sa pewne podstawowe wtasnosci algorytmu, w dalszej czeSci pracy omawiane sa poszczegblne jego etapy.

2.1. Algorytm

Bazujac na krokach predykcji i korekcji mozna zaproponowaé ogélny schemat algorytmu, ktérego podsta-
wowe kroki moga byé¢ dostosowywane w zaleznosci od potrzeb. Schemat ten ma postac:

Algorytm 1. Odtwarzanie ciggtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych

1. START
Ustali¢ &(to) jako poczatkowq wartosé estymaty, i := 0

2. PREDYKCJA

Rozwigzaé réwnanie rézniczkowe &(t) = f(&(t),u(t)) (réwnanie systemu (2.1)) dla t € [t;,tiy1] 2
warunkiem poczatkowym Z(t;).

3. KOREKCJA
Za pomocqg wartosci y(t;) dla j < i+1 (j =i+1, 4,0 —1,...,0) oraz przebiegu u(t) dla t < tiyq
wyznaczyé estymate T(tiv1).

4. 1: =141, przej$é do kroku 2.
Idee algorytmu ilustruje rysunek 2.1. Ciagte przebiegi zmiennych stanu oraz wyjscia na wykresach rysunku
oznaczone sg liniami ciaglymi. Pomiary wyjscia y(t) systemu (2.1), przedstawionego na pierwszym wykresie

rysunku, oznaczone okregami o ciagtym brzegu, stuzg do wyznaczania estymat poszczegolnych zmiennych
stanu od z; do z, w kolejnych chwilach czasu. Estymaty te, oznaczone okregami o przerywanym brzegu,
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Rozdziat 2. Odtwarzanie ciagtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych

— 1. } | | | | ——
i—1 tl t1+1 tl+2 ti+3 Z‘1+4 tl+5 tl+6 t
—— Wartos¢ rzeczywista o Pomiar
”””””” Estymata Korekta

Rysunek 2.1.: Objasnienie do CSEDOM

stuza jako warunki poczatkowe dla przewidywanych w kroku predykcji ciagltych estymat stanu, oznaczonych
linig przerywana. Jak mozna zauwazy¢, w momencie pojawienia sie¢ nowego pomiaru wyjscia estymaty sa
aktualizowane (nastepuje korekcja), i w przebiegu estymaty obserwowany jest skok jej wartosci. W ten
oto sposob algorytm generuje przedziatami ciaglta estymate stanu systemu (2.1). Warto zauwazy¢, ze im
blizej trajektorii stanu znajduje sic wartosé¢ estymaty, tym skoki sg mniejsze, zas estymata staje sie coraz
blizsza ciaglej. W sytuacji, gdy estymata bedzie doktadnie réwna wartosci stanu, a wyjscie systemu bedzie
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Rozdziat 2. Odtwarzanie ciagtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych

niezakl6cone, korekcja nie bedzie juz wnosié¢ zmian.
Omoéwmy teraz doktadniej poszczegolne kroki algorytmu.

2.1.1. Predykcja

Wiadomo, ze dla systemow postaci (2.1), ktore spetniaja warunek (B.11) (przynajmniej lokalnie), znajac
warunek poczatkowy z(tg) w chwili ¢y oraz przebieg sterowania wu(t) na odcinku czasu [tg, T], mozna jed-
noznacznie okresli¢ trajektorie systemu na tym samym odcinku czasu, przy czym, jezeli warunek (B.11)
jest spelniony globalnie (np. dla prawej strony (2.1) o ograniczonej pochodnej) T" moze by¢ dowolnie duze
(nazywane jest to nieograniczonym przedtuzaniem rozwiazan). Wynika to wprost z twierdzenia o istnieniu i
jednoznacznosci rozwiazania rownania rozniczkowego (zob. np. Kudrewicz, 1976, str. 47, Mitkowski, 2007b,
str. 191).

Analogicznie, znajac warto$¢ stanu z(¢;) w chwili ¢; oraz przebieg sterowania na odcinku [t;, T'|, mozna jed-
noznacznie uzyska¢ przy przyjetych zalozeniach trajektorie systemu na odcinku czasu [t;, T] . Niech T' = t;44
wtedy znajac wartosci stanu w chwilach ¢; dla kolejnych wartosci ¢, mozna sekwencyjnie przewidywaé ciggle
trajektorie stanu systemu dla [t;, t;11]. Postepowanie takie nazywac¢ bedziemy predykcja (ang. prediction).
Szczegbdtom predykeji poswiecony jest rozdziat 3.

2.1.2. Korekcja

Na przyklad, rozwazmy chwile ¢;3 z rysunku 2.1. Dysponujemy dyskretnymi pomiarami wyjécia z chwil ¢,
j =0, 1, ...,i+3, oraz przebiegiem sterowania na przedziale t € [to, t;13]. Istnieje wiele metod estymacji sta-
nu, ktore wykorzystuja albo wszystkie te dane albo pewien ich podzbiér. Zalezy to od wymagan na szybkosé¢
obliczen, doktadnosé, oraz od tego, czy system jest liniowy czy nieliniowy. Przyktadowo, dla systeméw nielinio-
wych rzedu n o wyjsciu skalarnym mozna sformutowaé tzw. hybrydowy obserwator Newtona (zob. rozdziat 5,
str. 65), ktory do estymacji stanu bedzie wykorzystywac pomiary y(tx) dla k = i+4—n, i+4—n, ..., i+2, i+3
oraz u(t) dla t € [tiz4—n,i+ 3.

Oczywiscie jest to tylko jeden z mozliwych sposobéow odtworzenia stanu. Poprzez pojecie korekcji(ang.
correction) bedziemy rozumie¢ wykorzystanie dostepnej do chwili obecnej informacji na temat wyjscia i
sterowania w celu odtworzenia wartosci stanu systemu w tej chwili. R6znym metodom estymacji stanu, ktore
moga byé¢ wykorzystane do korekcji poswiecone beda rozdzialy 4, 5 i 6, dotyczace odpowiednio korekcji w
uktadach liniowych, korekcji w uktadach nieliniowych oraz przyblizonym metodom korekcji.

Algorytm 1 pod angielska nazwg Continuous State Estimation from Discrete Output Measurements lub
skrotem CSEDOM wprowadzony zostal przez autora w pracy (Mitkowski i Baranowski, 2007) i byl rozwi-
jany pozniej w pracach (Baranowski, 2008c; Baranowski i Tutaj, 2007, 2008b,a; Baranowski, 2007a,c,b,d;
Baranowski i Mitkowski, 2008; Baranowski, 2008a,b; Baranowski i Mitkowski, 2009; Baranowski, 2009b,a).

2.2. Stabilnosé

Przy analizie algorytmu 1 konieczne jest okreélenie jak zachowuje sie btad ciaglej estymaty wraz z uptywem
czasu wzgledem prawdziwego stanu. Oznaczmy btad estymacji jako

e(t) =x(t) — z(t) (2.18)
Udowodnimy teraz nastepujacy

Lemat 2.1. Dany jest system (2.1) z dyskretnym wyjsciem (2.4). Do estymacji stanu systemu stosowany
jest algorytm 1. Niech
= sup |e(t)] (2.19)
t€[th thr1)
oznacza norme btedu estymacyi traktowanego jako funkcja ciggta na odcinku [ty, txy1]. Dla kazdego k zachodzi
nastepujgce oszacowanie
le(tr)] < &k < ale(ty)] (2.20)
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Rozdziat 2. Odtwarzanie ciagtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych
pray czym o = elTmae gdzie L to stata Lipschitza (zob. (B.11)), 208 Tymez = maxy, (tge1,tx), k=0, 1, 2, ....

Dowdd. Zaczniemy od oszacowania gornego. Niech stan systemu (2.1) pomiedzy chwilami ¢y i tx1 ewoluuje
zgodnie z rownaniem rézniczkowym

&(t) = f(x(t), u(t)) 21)
x(ty) = xg 22
za$ estymata zgodnie z
2(t) = f(&(t), u(t)) 23)
B(tk) = 2k 2

Blad estymacji ewoluuje wiec zgodnie z rownaniem

E(t) = f(x(t

e(ty) = xp — Tk (2.26)
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Oznacza to, ze blad estymacji dla ¢ € [tg, t541] wynosi
lk41
e(t) = e(te) + (f(z(t), u®)) — f(2(1), u(t)))dt (2.27)

ty

Mozemy wiec oszacowaé norme wartoséci bledu estymacji jako

()] < le(tr)] + /t: |f(z (), ult) — f(&(t), u(t))| dt (2.28)

7 warunku Lipschitza (B.11) mamy
()] < Je(tr)] + /t:L l(t) — &(t)] dt (2.29)
- |e—:(tk)|+/t:L|s(t)|dt (2.30)

Co pozwala zastosowa¢ lemat Gronwalla-Bellmana (zobacz lemat A.1 na stronie 98)
le(8)] < M e(ty)| (2.31)

Wykorzystujac monotonicznosé funkeji eksponencjalnej oraz przyjete zatozenia otrzymujemy oszacowanie:

()] < e |e(te)] = ale(te)] V€ [t thsi] (2.32)
Co daje
Er=sup [e(t)| < ale(ty)] (2.33)
te[tk ,tk+1]

Dla dolnego oszacowania wystarczy zauwazy¢, ze poniewaz estymata na odcinku [ty , tx41] jest funkcja ciagla
to
ge= sup [e(t)] =max (e(t), sup [e(t)]) (2.34)
te(ty trr) te(tr trt1)
Wystarczy wiec rozpatrzy¢ dwa przypadki. Jezeli pierwszy z argumentéw funkeji maksimum jest wiekszy lub
sa one sobie rowne, to & = €(t). Jezeli natomiast drugi argument jest wiekszy, to wtedy & > e(t;). Razem
warunki te daja dolne oszacowanie
|e(tr)| < &k (2.35)
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Rozdziat 2. Odtwarzanie ciagtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych

Mozemy teraz wprowadzi¢ nastepujace definicje

Definicja 2.1. Algorytm 1 bedziemy nazywaé¢ stabilnym, jezeli dla kazdego € > 0 oraz ¢ € IN istnieje 6 > 0
takie ze:
le(ti)| <d=¢ér<e Vk>i

Definicja 2.2. Algorytm 1 bedziemy nazywac globalnie atraktywnym, jezeli dla kazdego (%)

€r—0 gdy k— o

Definicja 2.3. Algorytm 1 bedziemy nazywaé¢ globalnie asymptotycznie stabilnym, jezeli bedzie on
stabilny oraz globalnie atraktywny.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze stabilno$é w sensie definicji 2.1 nie powinna by¢ jednoznacznie kojarzona ze sta-
bilnoscia systemu (2.25). Stabilno$é¢é w sensie definicji 2.1 nalezy interpretowa¢ w nastepujacy sposob. Niech
ewolucja btedu estymacji algorytmu 1 bedzie rozpatrywana jako system dynamiczny, na ktéry sktadaja sie za-
rowno réwnanie rézniczkowe rozwiazywane w kroku predykeji jak tez i estymacje warunkéw poczatkowych
w kroku korekcji. Stabilnosé¢ zerowego rozwiazania takiego systemu w sensie Lapunowa, na mocy definicji
2.1, bedzie oznaczaé stabilnos¢ algorytmu. Skupiamy sie jedynie na zerowym rozwigzaniu, poniewaz jest to
jedyne pozadane rozwiazanie - oznacza ono sytuacje, gdy stan systemu i jego estymata sg sobie rowne. Jezeli
wiec zerowe rozwiazanie jest stabilne, to jezeli estymata raz znajdzie sie blisko stanu pozostanie ona juz
zawsze blisko niego.

7 tego tez powodu, bardzo wazng wlasnoscig algorytmu 1 jest jego globalna atraktywnosé. To znaczy,
ze dla dowolnego bledu poczatkowego, btad ten bedzie zmierzaé¢ do zera z kolejnymi iteracjami. Jak okaze
sie przy analizie rozdzielnosci sterowania i estymacji, algorytm nie musi by¢ stabilny w podanym sensie,
aby moc ustabilizowaé system za pomoca generowanej przez niego estymaty stanu — pod warunkiem, ze
bedzie on globalnie atraktywny. Podana definicja globalnej asymptotycznej stabilnosci ma jedynie charakter
porzadkowy i jest polaczeniem definicji 2.1 i1 2.2.

Wprowadzone zostana teraz pewne definicje dotyczace procedury korekcji algorymu 1.

Definicja 2.4. Procedure korekcji algorytmu 1 bedziemy nazywaé stabilng, jezeli dla kazdego ¢ > 0 oraz
i € IN istnieje § > 0 takie ze:
le(ti)]| <0 = |e(ty)| <e Vk>i

Definicja 2.5. Procedure korekcji algorytmu 1 bedziemy nazywacé globalnie atraktywna, jezeli dla kazdego

£(to)
e(ty) =0 gdy k— oo

Definicja 2.6. Procedure korekcji algorytmu 1 bedziemy nazywaé¢ globalnie asymptotycznie stabilng,
jezeli bedzie ona stabilna oraz globalnie atraktywna.

Wprowadzone definicje dotyczace procedury korekcji, sa analogicznymi wlasnos$ciami calego algorytmu
przeniesionymi na wtasnosci procedury korekcji. W przypadku definicji stabilnosci interpretujemy procedure
korekcji jako dyskretny system dynamiczny. Wykorzystujac je mozemy sformutowaé nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 2.2. Algorytm 1 jest globalnie atraktywny wtedy i tylko wtedy, gdy jego procedura korekcji jest
globalnie atraktywna.
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Rozdziat 2. Odtwarzanie ciagtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych

Dowdd. Poniewaz procedura korekeji jest globalnie atraktywna, wiec dla k — oo mamy &(tx) — 0, w zwiazku
z tym mamy |e(t;)| — 0. Na mocy lematu 2.1 mamy, ze

0 <& < ale(ty)|
co z twierdzenia o trzech ciagach daje teze twierdzenia. O
Twierdzenie 2.3. Algorytm 1 jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy jego procedura korekcji jest stabilna.

Dowdd. Na poczatek dowiedziemy warunku dostatecznego. Zat6zmy, ze procedura korekcji jest stabilna zgod-
nie z definicjg 2.4, t.j. dla kazdego € oraz ¢ € IN istnieje § > 0

le(ti)| <d=le(tr)| <e Vk>1 (2.36)

Na mocy lematu 2.1 mamy zas
e(te) > |kl/c (2.37)

Z (2.36) i (2.37) wynika nastepujaca implikacja
Ve>0,ieIN,30>0: |e(ty)| <d=ér<ea Vk>i (2.38)

co dowodzi warunku dostatecznego. Warunku koniecznego dowiedziemy nie wprost. Zatézmy, ze algorytm 1
jest stabilny, t.j dla kazdego € > 0 oraz ¢ € IN istnieje § > 0 takie ze:

le(ti)| <d=ér<e Vk>i

oraz, ze procedura korekcji jest niestabilna. Z niestabilno$ci procedury korekcji wynika, ze dla kazdego 6 > 0
istnieja takie, i* € IN, ¢ > 0, N 5 k* > i* oraz trajektoria bledu (interpretowana jako rozwiazanie systemu
dyskretnego) *, ze

|e*(tix)| <0 oraz |e"(tgx)| = €" (2.39)

Rozwazmy teraz ciagla estymate zwiazana z trajektoria £* (mowa tu o estymacie wygenerowanej za po-
moca procedury predykeji bazujacej na kolejnych wartosciach korekcji z bledami wyrazonymi przez £*).
Analogicznie do (2.19) sformutujemy norme bledu takiej estymaty &;. Poniewaz zakltadamy, ze algorytm 1
jest stabilny, wiec w szczegolnosci zachodzi implikacja (dla pewnego ¢ > 0)

le*(tix)| <0 =& <€ Vk>i
Z lematu 2.1 wiemy, ze dla kazdego k € IN zachodzi oszacowanie
& > | (t)]

Procedura korekeji jest niestabilna, wiec mozna znalezé takie ¢* oraz k*, ze zachodzi (2.39), oznacza to, ze
nie istnieje takie ¢, dla ktorego &j pozostanie mniejsze od €* dla wszystkich £ > ¢* co oznacza, ze jezeli
procedura korekcji jest niestabilna to algorym 1 nie moze byé stabilny. O

Twierdzenie 2.4. Algorytm 1 jest globalnie asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy jego procedura
korekcji jest globalnie asymptotycznie stabilna.

Dowdd. Jest to konsekwencja twierdzen 2.2 i 2.3. OJ

Whioskiem z twierdzen 2.2-2.4 jest to, ze do stabilnej, globalnie atraktywnej lub globalnie asymptotycznie
stabilnej pracy algorytmu wystarczy zagwarantowaé stosowne wtasnosci procedury korekcji. Krok predykeji
nie wplywa na wtasnos¢ stabilnosci algorytmu.
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Rozdziat 2. Odtwarzanie ciagtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych
2.3. Obserwowalnos¢

Poniewaz estymacja stanu nastepuje jedynie w kroku korekcji konkretne wymagania dotyczace obserwowal-
nosci systemu z dyskretnym wyjsciem beda formutowane w zaleznosci od potrzeb. Na tym etapie bedziemy
rozpatrywaé jedynie pewna ogdlng definicje. Na poczatek zdefiniujmy dwie klasy funkcji

e v: [0, +00) — [0, +00) nalezy do klasy K, jezeli jest cisle rosnaca, ciagla i y(0) =0
o v €K™ jezeli v € K oraz y(s) — oo gdy s — oo
Obserwowalnosé zdefiniujemy w nastepujacy sposob.

Definicja 2.7. System

() = f(x(t), u(t)) (2.40)
y(t) = h(x(t)) (2.41)
t>0 (2.42)
bedziemy uwazaé za obserwowalny, jezeli beda istnie¢ takie: N, chwile czasu tg, t1, ... ty oraz funkcja
p e K>, ze
a 2
[2(to) — 2 (to)| < ¢ (Z ly(ti) — §(t:))| ) (2.43)
i=0
gdzie
L(t) = f(&(t), u(t)) 44)
g(t) = h(Z(t)) (2.45)

dla dowolnych z(tg) i Z(to).

Ciagla wersje takiego sformutowania obserwowalnosci mozna znalezé w pracy (Alamir, 1999). Interpreta-
cja tej definicji jest nastepujaca. System uwazamy za obserwowalny, jezeli majac dwa rozwigzania rownania
(2.40) o réznych warunkach poczatkowych, norme roéznicy warunkéow poczatkowych |z(to) — Z(to)| (odle-
gloé¢ miedzy punktami poczatkowymi) mozna oszacowaé porownujac odpowiednie pomiary wyjscia systemu
(2.41) wygenerowane przez te warunki poczatkowe. Oznacza to, ze im blizsze sobie beda wyjscia dla réznych
warunkéw poczatkowych, tym mniejsza jest réznica miedzy warunkami poczatkowymi.

Dla ukladéw liniowych definicja 2.7 jest rownowazna definicji klasycznej (zob. np. Mitkowski, 1991, str.
86). Dowodzi tego ponizsze

Twierdzenie 2.5. Dany jest system
z(t) = Az(t)

y(t) = Cx(t)
gdzie A € R™"  C € R™*™. Nastepujgce pojecia sq réwnowazne:

(2.46)

1. Para (C; A) jest obserwowalna;

2. System (2.46) jest obserwowalny w sensie definicji 2.7.

Dowdd. Najpierw wykazemy, ze z obserwowalnosci w sensie definicji 2.7 wynika obserwowalnos¢ pary macie-
rzy (C; A). Zalozmy, ze para (C; A) nie jest obserwowalna, ale spelniona jest zaleznosé (2.43). Z twierdzenia
A.2 (str. 98) wynika, Ze ze wzgledu na brak obserwowalnosci (C; A) istnieje taki niezerowy wektor & € R™,

ze
Cell¢ =0 dla t>0 (2.47)

wezmy wiec takie x(to) 1 Z(o), ze x(to) — Z(to) = &. Wtedy

N ) N ) N
4 (Z ly(ti) — 9(ts)] ) = (Z |CeMliz(ty) — CeMid(ty)] ) _ (Z Cettie
=0

i=0 =0

2) —0(0)=0 (248
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niezaleznie od N oraz tg, t1, ... ty Jednoczes$nie mamy
|z(to) — &(to)| = [§] > 0 (2.49)
Z zalozenia o spelnieniu warunku (2.43) wynika wiec
0<¢<0 (2.50)

czyli sprzeczno$é. Oznacza to, ze z obserwowalnosci w sensie definicji 2.7 wynika obserwowalnos$¢ pary ma-
cierzy (C; A).

Pokazemy teraz, ze zachodzi zalezno$¢ odwrotna, t.j. z obserwowalnosci pary macierzy (C;A) wynika
obserwowalnos¢ w sensie definicji 2.7. Przyjmijmy, ze z(to) — Z(to) = 9. Mamy, wiec

N N N N
y(ti) —y(ts ? = Cetix(ty) — Ce™ii(tg 2= Cettie 2= 6TeATtiCTCeA“60 2.51
0
i=0 i=0 i=0 i=0

Przyjmijmy, ze N = n — 1 oraz t; = ty + it, przy czym 7Im()\; — A;j) # 27 dla Re(\; — \j) = 0, gdzie
i, Aj € AM(A), i # j zas = £1, £2, ... Bez straty ogoélnosci mozemy przyja¢ typ = 0. Oznaczmy Ag = el7.
Na mocy twierdzenia A.3 (str. 99), poniewaz para (C;A) jest obserwowalna to para (C;Ag) rowniez jest
obserwowalna. Mozemy teraz zapisa¢ rownosé (2.51) jako

c
N T . CA
E}M%)OW%QZQCTAKW”.@ﬁﬁnﬂ T eg =T8T e (2.52)
i=0 :

cAn!

Oznaczmy wiersze macierzy C' jako C;. Macierz Sq ze wzgledu na obserwowalnosé (C; Ag) ma rzad rowny n,
w zwiazku z tym, za (Kaczorek, 1977, str. 43) ma ona n liniowo niezaleznych wierszy postaci

CuAY, CLAZ, ... Oy Al

gdzie jp € {1, 2, ..., m}, iz €{0, 1, 2, ..., n—1}, k=1, 2, ..., n. Utworzmy z tych wierszy macierz

Cj Ay

C,;,A?
Gy=| 7 (2.53)

Cin Ad

przy czym, det(Gg) # 0. Latwo zauwazy¢, ze

é‘;)rS;irSd&o = EJG}-Gd{:‘o (2.54)

Macierz G’}Gd jest macierza $cisle dodatnio okreslona (dla utatwienia czytania czytelnikowi zob. lemat A.4
str. 99), wiec zachodzi nastepujace oszacowanie

EgG;erdE() 2 )\mm(G}Gdﬂ&‘o’Q (2.55)

Przy czym Apin(GJG4) oznacza najmniejsza wartosé wlasna macierzy (GJGg). Dowod koiiczy wybranie
takiej funkcji ¢ € K aby speliony byl warunek (2.43). Taka funkcja jest np.

a

2.56

p(a) =

W ten sposob pokazalismy, ze jezeli para (C; A) jest obserwowalna, to system jest obserwowalny w sensie
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Rozdziat 2. Odtwarzanie ciagtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych
definicji 2.7. m

2.4. Zasada rozdzielnoéci

Bardzo waznym problemem, przy stosowaniu wszelkiego rodzaju estymacji stanu, jest problem rozdzielnosci
sterowania i estymacji (filtracji). Problem ten polega na tym, czy niezaleznie zaprojektowane stabilizujace
sprzezenie zwrotne od stanu oraz asymptotycznie stabilny estymator, razem stworza asymptotycznie stabilny
system. W uktadach linowych ciagtych i dyskretnych zachodzi tzw. zasada rozdzielnosci (ang. separation
principle), ktora pozwala na wspomniane podejécie do projektowania. W uktadach nieliniowych sprawa jest
bardziej skomplikowana. Rozwazmy nastepujacy przyktad

Przyklad 2.1. Dany jest system dynamiczny postaci

.i:lz.CEQ

To = —x2+x§—|—u

System ten posiada trzy punkty rownowagi, z czego dwa niestabilne. Globalnie stabilizujace sprzezenie zwrot-
ne od stanu moze mieé¢ postac:
u=—x3 —1/4x

System zamkniety bedzie mial wtedy postac

o 1
x_l—1/4 —1]:”

czyli bedzie to system liniowy o podwojnej wartosci wlasnej Ao = —1/2. Zalézmy, ze pomiar drugiej
zmiennej stanu nie jest dostepny, i zamiast niej wykorzystana jest jej estymata, t.j.

u = —i‘g’ — 1/4.%‘1
Zaloézmy dodatkowo, ze blad estymacji zanika wyktadniczo i ma postaé:
e9(t) = e !

czyli zanika, ze wspotczynnikiem tlumienia 2 razy wickszym niz docelowy systemu. Okazuje sie, ze np. dla
warunku poczatkowego z(0) = [0 — 1.162]T system posiada trajektorie nieograniczong. Dla poréwnania na
rysunku 2.2 pokazane sg trajektoria asymptotycznie stabilna (z(0) = [0 — 1.16]"), oraz wlasnie trajektoria
nieograniczona.

Przyktad ten pokazuje, ze w ogdlnosci zasada rozdzielnosci nie zachodzi w systemach nieliniowych. Dla
szczegolnych klas uktadow problem ten rozwazany byl w licznych pracach (zob. np. Arcak, 2002; Gauthier i
Kupka, 1992; Golubev, Krishchenko i Tkachev, 2002, 2001; Atassi i Khalil, 2000; Lin, 1994; Loria i Panteley,
1999). Zasadniczo, w literaturze, rozwaza sie rozdzielnosé regulatora i obserwatora asymptotycznego. W przy-
padku problemu odtwarzania ciggtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych problem spelnienia zasady
rozdzielno$ci wymaga odrebnego potraktowania. Pewne wyniki, przy zalozeniach dotyczacych ograniczonosci
bledoéw estymacji, mozna znalezé w (Bania, 2008), dotycza one jednak regulacji predykcyjne;.

2.4.1. Zastosowanie stabilnosci wej$cie-stan

Szczegodlnie interesujace wydaja sie by¢ prace (np. Tsinias, 1993) zwiazane z pojeciem stabilnosci “wejscie-
stan” (ang. input-to-state stability, 1SS, zobacz dodatek B). Ponizej przedstawione zostana przedstawione
pewne zastosowania wtasnosci ISS do analizy rozdzielnosci w kontekécie odtwarzania ciagtego stanu z dys-
kretnych danych pomiarowych, dla pewnej klasy uktadéw nieliniowych.

Na poczatek wprowadzimy formalng definicje rozdzielnosci:
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____________
.....
-~
-
~~
~
~

of 1! = Trajektoria nieograniczona S~
= = = Trajektoria asymptotycznie stabilna

L L L L L L L L L ,
-20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0
X,
1

Rysunek 2.2.: Przyktad na nieprawdziwos¢ zasady rozdzielnosci w systemach nieliniowych

Definicja 2.8. O uktadzie sterowania
&(t) = f(x(t), u(t)) (2.57)
u g9(x(t)) (2.58)

gdzie f(0,0) =01 g(0) = 0, moéwimy, ze posiada wlasnosé rozdzielnosci gdy zachodzi nastepujaca implikacja.
Jezeli system zamkniety

w(t) = fz(t), g(z(1))) (2.59)

jest globalnie asymptotycznie stabilny w sensie Lapunowa (zob. Mitkowski, 1991, str. 32) oraz dysponujemy
estymata stanu & taka, ze &(t) — x(t) przy t — oo, to dla trajektorii systemu
w(t) = f(x(t), g(2(1))) (2.60)
zachodzi
|z(t)] — 0 gdy t— oo, Vz(0) (2.61)
Z definicji tej mozna wyciagna¢ nastepujacy wniosek — korzystajac z definicji bledu estymacji: (2.18)

mozemy zaleznosé (2.60) przeformutowaé jako

a(t) = fz(t), g(x(t) + (1)) (2.62)
przy zaltozeniu
le®)] =0 gdy t— o0 (2.63)

W takiej sytuacji zadanie spetnienia (2.61) (czyli posiadania wtasnosci rozdzielnosci) jest rownowazne wyma-
ganiu posiadania przez system wtasnosci “zbiezne wejscie-zbiezny stan” (ang. Convergent Input-Convergent
State, CICS) przy zalozeniu, ze blad estymacji jest niezaleznym wejsciem. Zachodzi nastepujacy

Lemat 2.6. Jezeli system dynamiczny
o(t) = f(x(t),v(t)) (2.64)
posiada wlasnosé ISS (zob. B.2) to zachodzi nastepujaca implikacja
[v(t)] =0 gdy t—o0o=|z(t))] =0 gdy t— o0 (2.65)
Oznacza to, ze wtasnosé ISS jest silniejsza od CICS (zo0b. Sontag, 1989).

Dowdd. Lemat wynika z whasnosci (B.7) w twierdzeniu B.1. C
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Poniewaz przy globalnie atraktywnej procedurze korekcji algorytm 1 generuje bledy estymacji zanikajace
do zera (patrz poprzednia sekcja), wiec tak rozumiana wtasnosé rozdzielnosci gwarantuje tez rozdzielnosé w
kontekscie odtwarzania ciaglego stanu z dyskretnych danych pomiarowych. Ponizej kilka wynikéw pozwala-
jacych na okreslenie rozdzielnosci rozwazanych systeméw. Na poczatek, bez dowodu, pewien oczywisty wynik
o charakterze jakosciowym.

Twierdzenie 2.7. Jezeli system
b= P(z,u) = f(z, g(x +u))

posiada wlasnosé ISS |, to system zamkniety (2.60) posiada wtasnosé rozdzielnosci.

Powyzsze twierdzenie ma malo konstruktywny charakter, zwlaszcza, ze bezposrednia analiza posiadania
przez system wtasnosci ISS jest trudna. Ponizej podamy dwa twierdzenia, ktore przy prostszych do spraw-
dzenia zatozeniach, pozwalajg na zagwarantowanie rozdzielnosci.

Twierdzenie 2.8. Dany jest system

gdzie f(0,0) =0 i g(0) =0 oraz

|f(z,ur) — (7, u2)|
lg(z1) — g(x2)]

Liluy —ug| Yui,ug € R" Vx € R" (2.68)

<
< Lo|zy — x| Vaxp, e € R™ (2.69)

przy czym zerowy punkt réwnowagi systemu

i(t) = f(x(t), g(x(t))) (2.70)
jest globalnie wyktadniczo stabilny. System ten posiada wtasno$é rozdzielnosci.

Dowdd. Oznaczmy prawa strone systemu (2.70) w sytuacji gdy nie ma btedu estymacji jako F(x,0) za$ gdy
blad ten wystepuje przez

#(t) = f(2(t), g(2x(t) + (1)) = F(z(t),2(t)) (2.71)

Latwo zauwazy¢, ze F'(v,w) spelnia globalnie warunek Lipschitza ze wzgledu na drugi argument ze stala
L, = LiLy. Z globalnej wykladniczej stabilnosci systemu (2.70) mamy, ze istnieje dla niego funkcjonat
Lapunowa V' (z), a co wiecej

V(z) = VV(2) < —ylaf?

oraz

IVV(2) | <nlzl

gdzie v i n sa pewnymi dodatnimi staltymi (zob. Sastry i Bodson, 1994, str. 28). Zastosujmy ten sam funkcjonat
Lapunowa do analizy sytemu (2.71). Otrzymujemy

V(:c) =VV(x)F(z,e) = VV(2)f(x,0) + VV(2)(F(z,&) — F(z,0)) < —v|z|> + n|z|Lye| (2.72)

Latwo zauwazy¢, ze jest to funkcjonal ISS-Lapunowa (patrz definicja B.2) z funkcjami

x(ul) = T2 (273
as(lal) = (3~ 8)laf (2.74)

przy czym 0 < § < 7. Czyli zgodnie z twierdzeniem B.1 posiada on wtasnosé¢ ISS, a zgodnie z twierdzeniem
2.7 wlasnosé rozdzielnodci. O
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Powyzsze twierdzenie zaktada istnienie wyktadniczo stabilizujacego regulatora dla systemu (2.1). Jak wia-
domo, znalezienie takiego regulatora nie jest zadaniem trywialnym. Przy dodatkowym zawezeniu klasy sys-
temu mozna podaé¢ dodatkowo postaé regulatora

Twierdzenie 2.9. Dany jest system dynamiczny
z(t) = Ax(t) + Bu(t) + f(z(t)) (2.75)

przy czym z(t) € R, u(t) € R", B € R™", A € R"™ ™. Dodatkowo w stosunku do operatora f zaktada sie,
ze f: R" = R", f(0)=0, || f(z) — f(y)|| < Lljz —y||, Yo,y € R™. Istniejq takze K € R™" i $cisle dodatnio
okreslona macierz Q = QT € R™ ", dla ktorych Re \(A + BK) < 0 oraz spetniona jest nierdunosé

Dmaa(H) 270

gdzie H jest $cisle dodatnio okreslonym rozwigzaniem réwnania Lapunowa
(A+ BK)'H + H(A+ BK) = -Q (2.77)

Sterowanie ma postac.
u(t) = Kx(t) (2.78)
Taki system posiada wltasno$é rozdzielnosci.

Dowdd. Przyjmijmy, ze w regulatorze (2.78) zostala zastosowana estymata & = = — ¢, przy czym e(t) — 0
gdy t — oo. Uzyskujemy w ten sposéb system zamkniety

(1) = Az(t) + BK#(t) + f(z(t)) = (A + BE)z(t) — BKe(t) + f(2(t))

Wykladnicza stabilno$é systemu zamknietego wykazano w dowodzie twierdzenia A.6 (str. 99) za pomo-
cg funkcjonatu Lapunowa, jakim byla forma kwadratowa. Korzystajac z wlasnosci funkcjonatu dla systemow
wyktadniczo stabilnych (zob. Sastry i Bodson, 1994, str. 28), wiemy ze pochodna funkcjonatu dla systemu
bez btedu estymacji spetnia oszacowanie

V(z) < =zl

gdzie, v = Anin(Q) — 2\ pmaz(H)L > 0. Dla systemu z bledem estymacji (u = K (x + ¢) zastosujemy ten sam
funkcjonal Lapunowa, jego pochodna przyjmie wiec postaé:

V(z) < —y|z|? + 20 THBKe(t) < —v|z|* + 2|z|| HBK|||¢] (2.79)

Mozna zwrocié uwage, ze oszacowanie (2.79) rowniez jest funkcjonatem ISS-Lapunowa (definicja B.2),
przyjmujac nastepujace funkcje

(lul) = EEEL, (2.80)

az((J]) = (v — 8)|=[? (2.81)
przy czym 0 < § < ~. Stad wynika, ze system (2.75) z regulatorem (2.78) wyznaczonym zgodnie z A.6
posiada wlasno$é rozdzielnodci. O
2.5. Okna pomiarowe

W pracy rozwazamy pomiary dyskretne w czasie. Dlatego tez istotnym jest, aby omoéwié¢ pojecie okna po-
miarowego.

Definicja 2.9. Przez pojecie okna pomiarowego bedziemy rozumieé ciagg pomiaréw wyjscia

Yty ytk+17 teey ytk+m_1 (282)
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przy czym m > 0 bedziemy nazywaé¢ szerokoscia okna. Konkretne okno pomiarowe, o danej szerokosci,
bedziemy identyfikowaé¢ przez pierwsza i ostatnia chwile pomiaru np. bedziemy moéwié¢ o oknie od t;_3 do
lk—a4+m-

Okno pomiarowe jest zmieniane wraz z pojawianiem sie kolejnych pomiaréw (kolejnymi iteracjami algo-

rytmu). Naturalnym jest rozroznienie dwoch rodzajow zmian okien pomiarowych — przesuwanego oraz
rozszerzanego.

Definicja 2.10. Przez okno przesuwane, bedziemy rozumieé¢ okno, dla ktérego z kazda kolejng iteracja k
jest zwigkszane o 1, tzn:

ytk7 ytk+11 R ythrm,l
ytk+17 ytk+23 ceey ytk+m
ytk+27 ytk+3a ) ytk+1+m

Innymi stowy jest to okno, ktore ma stala szeroko$¢ natomiast przesuwa sie jego poczatek (rozpatrujemy
zawsze m pomiarow).

Definicja 2.11. Przez okno rozszerzane, bedziemy rozumieé¢ okno, dla ktérego z kazda kolejng iteracja m
jest zwiekszane o 1, tzn:

ytk7 ythrlv R} yth,l
ytm ythrlv R} ytk+m
ytk? ytk+17 trt ytk+m+1

Innymi stowy, jest to okno, ktére ma ustalony poczatek, natomiast zwieksza sie jego szerokosé (do okna z
kazda iteracja dodajemy kolejny pomiar).

W przypadku obserwacji C” optymalnej (zob. str. 47) bedziemy rozwazaé jeszcze jeden rodzaj okna po-
miarowego - okno rozlaczne.

Definicja 2.12. Przez okno roztaczne bedziemy rozumieé¢ okno, dla ktorego z kazda kolejng iteracja k
zwiekszamy o m — 1, tzn:

Yt ytk+17 ey ytk+m_1
Ytrtm—11 Ytegms =5 Ytprom—2
Ytirom—11 Ytogrom> =+ Ytugsim

Innymi stowy, jest to okno o stalej szerokosci, dla ktérego pomiedzy poszczegblnymi iteracjami wspélny jest
tylko jeden punkt.

Graficznie okna pomiarowe ilustruje rysunek 2.3. Na osi pionowej oznaczony jest numer iteracji, na osi
poziomej sa chwile pomiaréw.
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Rozdziat 2. Odtwarzanie ciagtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych
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: | : : : : :
Lo 1 B f G fa fis G o

Rysunek 2.3.: Okna pomiarowe: a) okno przesuwane o szerokosci m = 3, b) okno rozszerzane, c) okno roz-
taczne o szerokosci m = 3
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Rozdziat 3.
Predykcja

W ramach niniejszego rozdzialu oméwione zostana pewne wtasnosci szczegdlnie zwigzane z krokiem predykcji
algorytmu 1. Rozpatrywane beda problemy generacji ciaglych estymat, powstawania btedéw przejsciowych
predykcji oraz ograniczonoéci btedu predykcji wywolanego zaktéceniami wejSciowymi.

3.1. Generacja ciagltych estymat

Jak napisano wczeéniej, w kroku predykcji konieczne jest rozwigzanie réwnania rézniczkowego

2(t) = f(@(1),u(t)) (3.1)
te [tbti—i-l] 3.2
i=0,1,2, ...

Jezeli rownanie to jest réwnaniem liniowym, t.j. f(z,u) = Az + Bu to ciagle rozwiazanie dla danych ¢
mozemy otrzymaé analitycznie ze wzoru

t
(1) = A3 (t) + / =DA By (r)dr (3.4)
t;

Jezeli jednak rownanie jest nieliniowe (czyli ogdlnie w postaci (3.1)), rozwigzania analityczne jest zazwyczaj
niedostepne. Co wiecej, znajomosé ogélnej formuty analitycznej nie przydaje sie w efektywnym wyznaczaniu
rozwiazania. Na przyklad catka splotowa wystepujaca w rownosei (3.4), dla pewnych funkcji sterujacych u
moze okazaé sie bardzo trudna do analitycznego rozwiazania. Nie dziwi wiec koniecznos¢ stosowania nume-
rycznych metod umozliwiajacych rozwiazywanie rownan rézniczkowych.

Mozna uznaé, ze numeryczne metody rozwiazywania rownar rozniczkowych wywodza sie od Eulera (1768
praca ,Institutiones Calculi Integralis”), gdzie zaproponowana zostata metoda znana obecnie jako metoda
Eulera ,w przod” (inaczej otwarta lub bezposrednia, nazywana takze metoda prostokatow). Dla ustalenia
uwagi, dla rownania #(t) = f(¢,x(t)), wartos¢ rozwiazania w chwili odleglej o h od chwili poczatkowe;j
wyraza sie¢ wzorem

z(to + h) ~ z(to) + hf(to, z(to))
Mozna wykazaé, ze metoda ta jest metoda pierwszego rzedu, t.j.
2(to + h) = (to) + hf (to, 2(t0)) + O(h?)

Metoda ta postuzyla do stworzenia bardziej ztozonych metod o wyzszych rzedach, ktore po pracach Rungego
(1885) i Kutty (1901) znane sa pod ogdlna nazwa metod Rungego-Kutty. Przyjmujac xg jako warunek
poczatkowy i x; jako przyblizenie rozwigzania réwnania w chwili odleglej o h od poczatkowej, mozemy dla
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rownania #(t) = f(¢,z(t)) poda¢ ogolny schemat tych metod

k1 = f(to, o)
ko = f(to + ca2h,zo + haz1ky)

ks = f(to + csh, zo + h(az1ki + aszks) 55
3.5

ks = f(to 4+ csh, zo + h(aslkl + ...+ a575_1]€3_1))
x1 =x0 + h(br1k1 + ...+ bsks)

Schemat ten opisuje s-etapows, bezposrednia metode Rungego-Kutty. Mianem etapéw okreslamy k;, ktore
odpowiadaja wyliczeniu prawej strony réwnania rézniczkowego, w pewnym konkretnym punkcie. Innymi
stowy, metoda s-etapowa potrzebuje s-krotnego obliczenia wartosci prawej strony réwnania rézniczkowego.
Wspotczynniki a;j, b; oraz ¢; wygodnie jest zapisa¢ w postaci wektorowo-macierzowej, czgsto wyrazanej w
postaci tabelki:

0
C2 | a21
c | A C3 | azr a32
z1 | b - : : (3.6)
Cs | Gs1 Qg1 ... QGg]
I bl bg bsfl bs

Jak mozna zauwazy¢, A jest macierza trojkatna dolna z zerowa diagonala. Mozliwe sa metody, ktore maja
niezerowa przekatna, lub dla ktorych A nie jest macierza trojkatna, wtedy jednak mamy do czynienia z
metodami odwrotnymi, lub tez uwiktanymi, ktore do obliczenia kazdego etapu wymagaja rozwiazania uktadu
roéwnan algebraicznych, w ogoélnosci nieliniowych.

Metody Rungego-Kutty, stanowig obecnie trzon metod shuzacych do rozwiazywania réwnan rdézniczko-
wych, zwlaszcza od czasu, gdy okazaly sie byé¢ bardziej wydajne obliczeniowo w nowoczesnych systemach
komputerowych od tzw. metod wielokrokowych. Nalezy jednak podkresli¢, ze metody te, oferuja przyblizone
wartosci rozwiazania, z doktadnoscia do pewnego rzedu jedynie w konkretnych chwilach czasu. W 1983 ro-
ku Horn zaproponowal metody o tzw. ,gestym” wyjsciu. Metody te pozwalaja na otrzymanie ekonomicznej
obliczeniowo aproksymacji rozwiagzania w x(to + 6h), dla 0 < 6 < 1.

Konstrukcje takich aproksymacji mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposéb. Rozwazmy s-etapowa metode
Rungego-Kutty, zadang przez pewne macierze A, b i ¢, o rzedzie rownym p. Metode tg mozna wyposazy¢ w
dodatkowe (s* — s) etapow i zaproponowaé aproksymacje rozwiazania postaci

=1

gdzie k; zadane sa wedlug (3.5), zas b;(0) sa wielomianami dobranymi tak, ze
u(f) — x(to + 0h) = O(RP" 1) 0 €0,1] (3.8)
p* oznacza w tym przypadku rzad aproksymacji (gestego wyjscia). Zazwyczaj s* > s + 1 za§ p* < p.

Przyktad 3.1. Rozwazmy, klasyczna i bardzo popularng znang metode Rungego-Kutty czwartego rzedu

0
1/2 | 1/2
/2] 0 1/2 (3.9)

1[0 o0 1
x| 1/6 2/6 2/6 1/6
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Dla tej metody, przyjmujac s* = s = 4 oraz p* = 3 (sama metoda ma rzad p = 4), mozna otrzymac geste
wyjscie za pomoca wielomiandw

bi(0) =0 - =~ + - (3.10)
, 203

ba(0) = bs(8) = 6% — =~ (3.11)

ba(6) = — 922 + 2393 (3.12)

Warto zauwazy¢, ze dla § = 0 wielomiany te zeruja sie (otrzymujemy wiec warunek poczatkowy), zas dla § = 1
przechodza we wspdlczynniki macierzy b. Nalezy dodatkowo zaznaczyé, ze takie geste wyjscie jest globalnie
klasy C°, poniewaz funkcja powstala ze sklejania aproksymacji w kolejnych krokach metody Rungego-Kutty
nie jest rézniczkowalna w punktach styku.

Jednym z typowych, i za razem prostych sposobéw wyznaczania ciagtych i rézniczkowalnych aproksymacji
jest interpolacja Hermite’a. Nalezy jednak zauwazy¢, ze aby wyznaczy¢ wielomian interpolujacy potrzebna
jest znajomos¢ pochodnej rozwigzania w obydwu koncach przedziatu pomiedzy krokami. W tym celu nalezy
wywolaé prawg strone rownania rézniczkowego w punkcie x;. Jest to rownowazne zwiekszeniu liczby etapow o
1 (s* = s+1), jednakze mozna wykorzysta¢ to wywolanie prawej strony jako pierwszy etap nastepnego kroku,
czyli koszt numeryczny pozostaje niewielki. Wielomian interpolujacy, stuzacy za aproksymacje rozwigzania,
ma postac

w(0) = (1= 0o + Oy + 0(1 = 0)((1 = 20) - (21 — wo) + (0 = )hfo+ Ohfr) (3.13)

przy czym fo = f(to,z0) 1 f1 = f(to + h,z1). Takie geste wyjscie jest aproksymacja trzeciego rzedu, ktora
posiada ciagta pochodna takze w punktach poszczegbdlnych krokow.

3.1.1. Metoda RK3/8

Powszechnie wiadomo, ze stosujac metody typu Rungego-Kutty, duza role odgrywa dobrze dobrany krok
catkowania. Wtasciwa dtugosé kroku zalezy przede wszystkim od dynamiki rozwigzywanego rownania réz-
niczkowego. 7 tego powodu, atrakcyjne sa metody, ktore sa w stanie krok dobra¢ samodzielnie w oparciu
o dostepne dla nich wyliczenia prawej strony rownania. Okazuje sie, ze odpowiednio skonstruowana meto-
da zmiennokrokowa, pozwala na znaczne poprawienie doktadnosci obliczen przy jednoczesnie zmniejszonym
koszcie ich wykonywania. Bierze sie to stad, ze w tych odcinkach osi czasu, w ktérych dynamika zmienia
sie gwaltownie wykonywane sa mate kroki, zas w okresach kiedy dynamika jest ,spokojniejsza” mozna sobie
pozwoli¢ na kroki dtuzsze, bez utraty dokladnosci obliczen.

Na potrzeby tej pracy opracowano metode numeryczng typu zmiennokrokowego posiadajaca geste wyjscie.
Jako baze tej metody zastosowano jedna z metod opracowana przez Kutte na poczatku XX wieku - tak
zwana metode trzech 6smych (3/8). Metoda ta jest mniej popularna niz ,Metoda Rungego-Kutty” (3.9), ale
jest nieco bardziej doktadna (zob. Hairer, Ngrsett i Wanner, 2000, str. 138). Tabela (3.6) dla tej metody ma
postac

0

1/3| 1/3

2/3|-1/3 1 (3.14)
1] 1 -1 1

x| 1/8 3/8 3/8 1/8

Jest to 4 etapowa metoda czwartego rzedu. Aby metoda ta pozwalata na automatyczny dobér kroku dyskre-
tyzacji, nalezy uzupelnié¢ ja o tzw. metode wbudowang (ang. embedded) (zob. Butcher, 2003, str. 188).
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Konstrukcja metod wbudowanych polega na znalezieniu pewnego zestawu wspotczynnikéw bi zastepujacego
wspolezynniki b; w ostatniej rownosci (3.5), tak aby uzyskaé¢ aproksymacje rozwiazania 1, ktora by miata
rzad doktadnosci wiekszy lub mniejszy o jeden od metody podstawowej. W ten sposé6b mozna tanim kosztem
numerycznym otrzymac dodatkowe rozwiazanie, ktére mozna wykorzystaé jako estymator btedu. Zwyczajowo
metody wbudowane umieszcza si¢ wraz z podstawowa w tabeli jak nizej

0
C2 | a21
C3 | a31 as2
: (3.15)
Cs | Gs1 Qg1 ... Qg
T b1 bQ e bs—l bs
1] b1 by ... bs—1 b

Zostalto dowiedzione (zob. Hairer et al., 2000, str. 173), Ze nie istnieja metody 4 ani 5 etapowe piatego rzedu.
Co wiecej dowiedziono tez, ze dla czteroetapowej metody czwartego rzedu nie istnieje metoda wbudowana
rzedu trzeciego. Konieczne jest dodanie dodatkowego etapu. Istnieje jednak pewien techniczny zabieg nazy-
wany pierwszy taki jak ostatni (ang. FSAL, first same as last), za pomoca ktorego mozna uzyska¢ nastepujaca
metode

0
1/3| 1/3
2/3|-1/3 1

1] 1 -1 1 (3.16)

1| 1/8 3/8 3/8 1/8
x| 1/8 3/8 3/8 1/8 0
i | 1/12 1/2 1/4 0 1/6

Na pierwszy rzut oka, mozna uznaé¢ ze metoda ta jest piecioetapowa, doktadniejsza analiza pozwala jednak
zauwazy¢, ze piaty etap jest wyliczeniem prawej strony rownania rozniczkowego (3.1) w punkcie zy (czyli
rozwiazania metody podstawowej) t.j. f(to + h,x1). Ten piaty etap, w przypadku stosowania samej metody
podstawowej bylby pierwszym etapem w nastepnym kroku. Oznacza to, ze jezeli dobrano wlasciwie dtugosé
kroku, efektywna ztozonosé obliczeniowa jest réwna metodzie czteroetapowej. Wykorzystane z uzyciem po-
wstatych pieciu etapow rozwiazanie 21 jest rozwigzaniem trzeciego rzedu. Rozwiazanie to jest poréwnywane
z rozwigzaniem czwartego rzedu xp, i w oparciu o norme ich réznicy dobiera sie dtugoéé kroku, speliajacy
przyjete zatozenia o doktadnosci. Zazwyczaj wymaga sie, aby norma réznicy rozwigzan, przyjeta jako pew-
na miara bledu metody (ale nie w sensie teorii miary), spetniata wymagania dotyczace btedu bezwzglednego
i wzglednego.

Uwaga 3.1. Mogloby sie wydawaé, ze bardziej zachowawcze, bytoby uzywanie metody rzedu wyzszego tylko
do estymacji btedu, zas jako rozwiazanie stosowaé ,pewniejsze” przyblizenie rzedu trzeciego. Praktyka jednak
(zob. Hairer et al., 2000) sugeruje, zeby wykorzystywaé¢ wyzszy rzad, co jest nazywane lokalna ekstrapola-
cja. Uzasadnieniem podstawowym jest fakt, ze dla réwnan nie bedacych rownaniami sztywnymi (ang. stiff,
trudnymi do rozwiazania numerycznie) podejscie to sie bardzo dobrze sprawdza, za$ dla réownan sztywnych
i tak trzeba stosowaé specjalne metody, jak np. metody Rungego-Kutty typu odwrotnego oparte na pewne-
go rodzaju kwadraturach Gaussa (Radau IIA i inne) albo wielokrokowe bazujace na roznicach wstecznych,
jakimi sg metody Geara oraz ich mutacje. |

Metode (3.16) nazwana na potrzeby tej pracy metoda RK 3/8, mozna wyposazy¢ w geste wyjscie zadane
rownoscia (3.13). Jest to o tyle korzystne, Ze na potrzeby metody whudowanej wyliczana jest juz pochodna w
prawym koncu przedziatu (5 etap). Podsumowujac uzyskano metode czwartego rzedu, z estymatorem bledu
rzedu trzeciego, generujaca ciagte rozwiazania rzedu trzeciego (pomiedzy punktami dyskretyzacji). Ciagle
rozwigzanie to za$ posiada ciagla pochodna (jest klasy C*).

Do symulacji wykonywanych na potrzeby tej pracy korzystano glownie z metody RK 3/8. W sytuacjach,
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gdy potrzebna byla wieksza doktadnosé, korzystano z metody Dormanda-Prince’a 5(4) (zob. Hairer et al.,
2000, str. 178), ktora jest metoda pigtego rzedu, z estymatorem czwartego rzedu i ciagtym rozniczkowalnym
wyjéciem czwartego rzedu. Metoda Dormanda-Prince’a jest zaimplementowana w Matlabie pod nazwa ode45
(Shampine, Gladwell i Thompson, 2003, str. 53). Metoda ta jest metoda o$mioetapowa, wiec wiaze sie z
oczywistym, duzo wiekszym naktadem obliczeri. W sytuacji gdy napotykano réwnania sztywne, stosowano
metode wielokrokowa Klopfensteina-Shampinea (zob. Shampine i Reichelt, 1997; Shampine et al., 2003, str.
67), ktora jest mutacja metody Geara o nieco mniejszej stabilnosci (w sensie stabilnogci metod numerycznych)
ale lepszych wlasnosciach pod wzgledem doktadnosci. Metoda ta réwniez posiada geste wyjscie, ale oparte o
nieco inne podejscie niz wyzej opisane.

3.2. Btedy przejSciowe predykcji

W sytuacji gdy system, ktérego stan odtwarzamy jest niestabilny, oczywistym jest, ze btedy korekcji beda
wzmacniane w kroku predykcji. Okazuje sie jednak, ze jezeli system jest asymptotycznie stabilny, a nawet
wyktadniczo stabilny btedy korekcji réwniez moga by¢ wzmacniane przez predykcje, zwlaszcza jezeli krok
dyskretyzacji (wiec czas trwania predykcji) bedzie nieodpowiednio dobrany. W ramach niniejszego podroz-
dziatu, bedziemy rozpatrywaé pojedynczy krok predykcji, i dla uproszczenia oraz zwiekszenia czytelnosci za
punkt poczatkowy przyjmujemy tg = 0. Dla ustalenia uwagi rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przyklad 3.2. Dany jest liniowy system dynamiczny
z(t) = Ax(t) (3.17)

gdzie

Niech tg = 0 oraz

o

za$ krok korekcji poprzedniej iteracji algorytmu 1 wygenerowal estymate

0= )

Jak mozna zauwazy¢, norma bledu estymacji wynosi v/5 /10. Przeanalizujemy teraz jak zachowuje si¢ esty-
mata wygenerowana w kroku predykcji. [lustruje to rysunek 3.1.

Analiza symulacji pozwala zauwazy¢, ze poczatkowo maly btad jest znacznie wzmacniany wraz z uptywem
czasu. W sytuacji krancowej, norma btedu predykcji w chwili ¢, = 0.6659 jest prawie b razy wieksza od
poczatkowej. Jest to szczegolnie istotne, jezeli w procesie korekcji bedziemy wykorzystywaé wartosci uzyskane
w kroku predykcji (jest to wykorzystywane np. w obserwatorze dyskretno-ciagtym (zob. str. 43)). Jezeli krok
dyskretyzacji dobrano by na rowny t, powstatoby ryzyko wprowadzenia duzych btedéw estymacji do uktadu.

Przeanalizujmy jak zachowuje sie norma bledu. Ilustruje to rysunek 3.2. Wykreslona na nim zostala norma
euklidesowa wartosci chwilowych bledu estymacji, oraz dla poré6wnania znajduje sie na nim réwniez norma
macierzy fundamentalnej uktadu (3.17). Zwroéémy uwage, ze btad przejsciowy predykeji - wynikajacy z dy-
namiki systemu - zostaje skompensowany dopiero po chwili tx.,,, = 2.8508, dopiero po tym czasie z pozoru
prosty, asymptotycznie stabilny system zaczyna by¢ dobrze tlumiony. Nie narusza to stabilnosdci systemu
(por. twierdzenie 2.3), jednak moze znacznie pogorszy¢ jakos¢ estymacji.

W dalszej czesci tego podrozdzialu, omdéwione zostana pewne metody szacowania bledu przejsciowego,
ktore w pewnych przypadkach moga postuzyé¢ jako pomoc w okreslaniu odstepéw miedzy pomiarami. We
wszystkich oszacowaniach przez norme macierzy bedziemy rozumieé¢ norme spektralng . Mozna stosowaé
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Rysunek 3.1.: Predykcja stanu w uktadzie (3.17). Linia ciagta - stan, linia kropkowana - estymata, o - poczat-
kowa estymata, ® poczatkowy stan. Pionowa linia zaznacza chwile, w ktorej norma euklidesowa
bledu jest najwieksza

e el
Il

Rysunek 3.2.: Analiza norm w przyktadzie 3.2. Linia kropkowana - norma euklidesowa btedu estymacji ¢
w funkcji czasu, linia ciagta - norma spektralna macierzy ||e?|| uktadu (3.17), pionowa linia
zaznacza chwile, w ktoérej osiagane jest ekstremum obydwu norm, linia pozioma przerywana
pokazuje kiedy norma btedu osiagnie warto$¢ poczatkowa
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inne normy macierzowe (zob. Turowicz, 1995, str. 206), jednak norma spektralna prowadzi zazwyczaj do
najlepszych oszacowan.

3.2.1. Szacowanie btedu predykcji w ukfadach liniowych

Warto zwréci¢ uwage, ze zachowanie sie btedu estymacji w przyktadzie 3.2 jest silnie zwigzane z norma

macierzy [e?|.

wartodci pokrywaja sie. Jest to uzasadnione, i wynika z dynamiki btedu predykcji.
Rozwazmy system

Zarowno ekstremum, jak tez i chwila w ktoérej wartosé normy spada ponizej poczatkowej

&= Ax + Bu (3.18)
oraz rozwigzywany w kroku predykcji model
&= A% + Bu (3.19)

btad estymacji dany jest przez ¢ = x — 2. Zachowanie sie btedu estymacji w kroku predykcji mozna opisaé
rOwnaniem rézniczkowym, t.j.

E=%—1= (3.20)
= Ax + Bu— A% — Bu = (3.21)
= Az —2) = Ae (3.22)

At

Oznacza to, ze za ewolucje btedu w kroku predykcji odpowiada macierz e”*, wiec norme btedu w kroku

predykcji, dla uktadéw liniowych mozna oszacowaé¢ w nastepujacy sposdb
A
le@I < [le™[] - [l(0)]] (3.23)

Nie znamy poczatkowej wartosci btedu estymacji wiec, jedyne co mozemy analizowaé, to oszacowania normy
macierzy ||e4?||. Bedziemy tu omawia¢ oszacowania, poniewaz w przypadkach ukladéow wysokiego rzedu
bezposrednie obliczenie macierzy fundamentalnej, zwlaszcza dla wielu réznych wartosci ¢, jest klopotliwe.
Ponizej podamy dwa oszacowania, z ktérych mozna wyciagnaé pewne wnioski na temat zachowania sie
uktadu. Celowo nie uwzgledniamy tu naturalnego oszacowania wynikajacego ze statej Lipschitza (por. lemat
2.1), poniewaz w przypadku ukltadow liniowych jest ono zbyt zachowawcze.

Oszacowanie z wykorzystaniem réwnania Lapunowa
Dana jest macierz A o widmie w lewej otwartej potptaszczyznie zespolonej. Rozwaza sie réwnanie Lapunowa

ATH+ HA = —-2I (3.24)
Prawdziwe jest nastepujace oszacowanie

e < I - e (3.25)

Rozpatrujac norme spektralna, mozna zauwazyé, ze z symetrii H wynika ré6wnowazne oszacowanie

N (H)
At < Amaz\tt ) —t/Amaa(H) 2
I < | e (3:26)

Dogtebna dyskusja tego rodzaju oszacowania, wraz z przypadkami abstrakcyjnymi oraz licznymi uspraw-
nieniami znajduje sie np. w (Veseli¢, 2003). Szczegodlnie interesujacym wnioskiem jest pewien szczegodlny

przypadek, mianowicie jezeli A € R™ ™ jest macierza normalng (ATA = AAT) to zachodzi

le]] < e/ Amaa(H) (3.27)
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Oszacowanie z wykorzystaniem tzw. ,,normy logarytmicznej”’
Inne podejscie do oszacowywania macierzy fundamentalnej opiera si¢ na tzw. ,normie logarytmicznej” (ang.
logarithmic norm), nazywanej rowniez wspotczynnikiem ttumienia. Z definicji:

. [T+ A4 -1

u(A) = lim

2
A—04 A (3 8)

W zaleznosci od tego jaka norma zostanie zastosowana we wzorze (3.28) mozna uzyskaé rézne koricowe
zaleznosci, dla normy spektralnej

(3.29)

W(A) =Das (A*A>

2

Co jest istotne ,norma logarytmiczna” nie jest norma, poniewaz moze przyjmowaé wartosci ujemne. Za jej
pomoca mozna uzyska¢ nastepujace oszacowanie

e[| < e (3.30)

Omowienie tego rodzaju oszacowania, z przypadkami innych norm niz spektralna (zob. Guang-Da i Mingzhu,
2004).

Inne oszacowania
Dla normy spektralnej mozna podaé jeszcze inny rodzaj oszacowania ||e4?|| (zob. Demidowicz, 1972; Mitkow-
ski, 2007b, str. 133)

Ve >0, 3Jefe) >0: e <ec(e)el®tt 0<t < oo (3.31)

przy czym o« = max; Re \;(A). Jezeli wartosci wlasne, majace najwieksze czesci rzeczywiste rowne «, sa
pojedynczymi pierwiastkami wielomianu minimalnego macierzy A, to

e < ce™, 0<t< oo (3.32)

Metoda ta niestety nie jest zbyt praktyczna w zastosowaniach, pomimo bardzo z pozoru atrakcyjnego sposobu
wyznaczania szybkosci tlumienia trajektorii. Podstawowa wada jest brak jakiejkolwiek informacji o ¢ lub
c¢(€) co sprawia, ze moga by¢ one potencjalnie dowolnie duze, oszacowanie to nie nadaje sie wiec do analizy
ilosciowej bledéw przejéciowych predykc;ji.

Zastosujmy pierwsze dwa oszacowanie dla systemu (3.17) z przyktadu 3.2. Ilustruje to rysunek 3.3. Jak
mozna zauwazy¢ obydwa oszacowania sa dos¢ konserwatywne. Oszacowanie (3.26) jest eksponenta o ujemnym

wykltadniku, jednakze bardzo bliskim zeru, co wigcej stala 4/ i‘\m“””((g)) jest stosunkowo duza, wiec oszacowanie

bedzie bliskie doktadnej wartosci normy dopiero po bardzo dtugim czasie. Oszacowanie (3.30) jest natomiast
eksponenta o wyktadniku dodatnim, wiec nie oddaje asymptotyki estymowanej normy. Warto jednak za-
uwazy¢, ze w poczatkowym odcinku przybliza ona norme ||e4?|| bardzo dokladnie. Niezaleznie obydwa te
oszacowania wnosza stosunkowo niewiele informacji, warto jednak zauwazy¢ ze daja one pewna intuicje na
temat jak szybko btad przej$ciowy moze narastaé, oraz jakiej wielkosci nie przekroczy.

Analiza oszacowani, w szczegolnosci za$ (3.27) i (3.30) sugeruje postawienie nastepujacego pytania - kiedy
norma ||e?|| nie posiada ekstremum - czyli w konsekwencji kiedy predykcja w uktadzie liniowym nie bedzie
na pewno wnosi¢ bledu? Nastepuje to w sytuacji, gdy e jest potgrupa kontrakeji (polgrupa zwezajaca)
(zob. np. Mitkowski, 1991, str. 170), tzn.

le®l <1, t>0 (3.33)

Jezeli zachodzi (3.33) to mamy gwarancje, ze norma bledu predykcji w uktadzie liniowym nie bedzie wieksza
niz norma btedu estymacji przeprowadzonej w kroku korekcji. Jezeli dodatkowo system bedzie asymptotycznie
stabilny (Re A(4) < 0) to btad bedzie wykladniczo zanikal w trakcie predykcji. W oparciu o podane wczesniej
oszacowania mozna podaé nastepujace kryteria, aby e* byto potgrupa kontrakcji (réwnowaznie, zeby macierz
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Rozdziat 3. Predykcja

Rysunek 3.3.: Analiza oszacowan normy macierzy ||e?|| z przyktadu 3.2. Linia ciggta - norma macierzy e*
linia przerywana - oszacowanie (3.30), linia kropkowana - oszacowanie (3.26)

)

A generowala potgrupe kontrakeji):
1. A € R™ jest macierza normalna oraz Re \(A) < 0 wtedy
e < et/ AmaelH) <1 ¢ >0 (3.34)
gdzie H = H' > 0 jest rozwigzaniem réwnania (3.24).
2. Wspotezynnik tlumienia (,norma logarytmiczna”) u(A) < 0 wtedy

e < et <1 >0 (3.35)

Warunek pierwszy jest wymaganiem bardzo restrykcyjnym, ktére jest szczegbélnie ograniczajace, jezeli
chcemy wykorzysta¢ je do doboru np. parametréow regulatora lub obserwatora (co nie jest zagadnieniem
poruszanym w tej pracy). Drugie z wymagan jest latwiejsze do spelnienia, w czym pomaga réwniez ponizsze

Twierdzenie 3.1. Dana jest macierz A € R™*™ taka, ze

all ai2 N AT )

az;p a2 ... dA2p
A=

anl Ap2 ... Qpp

oraz dla kazdego 1 < i < n zachodzg ponizsze nierdwnosci

a;; <0 (3.36)
n
lail > Y aij (3.37)
=1, j#i
n
jaal > Y- lagil (3.38)
=1, j#i
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wtedy et jest potgrupg kontrakeji oraz dodatkowo jest oszacowana przez

le?]] < e (3.39)

1
E(aij + aj,') (3'40)

n
o= sup |a;+ Z
Lsisn j=1, j#i

Dowdd. Dowod bazuje na twierdzeniu Gerszgorina (zob. twierdzenie A.5 ) oraz na pojeciu ,normy logaryt-
micznej” 1 oszacowaniu (3.30). Na poczatek nalezy zwrocié uwage, ze kota Gerszgorina dla macierzy A oraz
AT znajduja si¢ scisle w lewej otwartej potplaszczyznie zespolonej - wynika to z zalozen (3.37) i (3.38).
Przeanalizujmy teraz wyrazenie opisujace ,norme logarytmiczna’ dla macierzy A

11(A) = Mnaa(B) (3.41)
B= A+2AT (3.42)

Wspotezynniki macierzy B dane sg wiec wzorami

bii = a; (3.43)
1
bij = 5(aij + aji) (3.44)

Pokazemy teraz, ze kota Gerszgorina dla macierzy B roéwniez znajduja sie Scisle w lewej otwartej potptaszczyz-
nie zespolonej. Po pierwsze - poniewaz diagonale (3.36) i (3.43) sa sobie rowne, wiec srodki kot Gerszgorina
beda sie znajdowaé na ujemnej czesci osi rzeczywistej. Przeanalizujmy teraz promienie kot. Dla ustalonego 4
mamy promien r; réwny

n n
ri= > Ibyl= X %(aij + aji)| < (3.45)
J=1, j#i =1, j#i
1 " "
S35 Mo oagl+ DD laul| < (3.46)
J=1, j#i J=1, j#
< %(!au‘\ + laii]) = |aiil (3.47)

Oznacza to, ze dla kazdego ustalonego 4, promient danego kota Gerszgorina jest mniejszy od odlegtosci srodka
tego kota od osi urojonej. Dlatego tez, zgodnie z twierdzeniem Gerszgorina, oraz poniewaz macierz B jest
symetryczna, wszystkie jej wartosci wlasne leza w ujemnej czesci osi rzeczywistej. Z rownosei (3.41) wynika
wiec, ze ,norma logarytmiczna” macierzy A jest ujemna. To zas w konsekwencji oznacza, ze zgodnie z osza-
cowaniem (3.30) norma et jest oszacowana przez zanikajaca funkcje wykladnicza. Pozostaje jeszcze podad
oszacowanie na p(A). Poniewaz wszystkie wartosci wlasne macierzy B leza w pewnym przedziale domknie-
tym (lub sumie przedzialow) na ujemnej czesci osi liczb rzeczywistych, oszacowaniem gornym najwiekszej
wartosci wlasnej (wszystkie sa ujemne) bedzie koniec przedzialu najblizszy osi urojonej. Wartosé¢ « tego
wierzcholka okresla za$ wyrazenie (3.40). O

Uwaga 3.2. Warto poréwnac¢ powyzsze wyniki z twierdzeniem Lumera-Philipsa (zob. Engel i Nagel, 2000,
str. 83). Twierdzenie to w pewnym uproszczeniu mowi, ze jezeli A jest liniowym, domknietym operatorem
dysypatywnym o gestej dziedzinie oraz operator (AI — A) jest surjekcja dla A > 0 to generuje on polgrupe
kontrakcji. W przypadku, gdy A jest macierza rzeczywista, a przestrzenia stanu jest R"™, to widmo A ma by¢
roztaczne ze potosia (0, +00), oraz spelniony musi by¢ warunek dysypatywnosci operatora, t.j. (zob. Engel i
Nagel, 2000, str. 82)

IAL — A)zx|| > A||z]|, A>0ixeR" (3.48)
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lub réwnowaznie (zob. Engel i Nagel, 2000, str. 88)
Ve e R" (Az,z) <0 (3.49)

Warto zauwazy¢, ze warunek (3.49) prowadzi do takiego samego wniosku jak wykorzystanie wspotczynnika
thumienia (,normy logarytmiczne;j”) poniewaz

(3.50)

-
(Az,2) =2 ATe =27 <A+A> x

2

za$ forma kwadratowa (3.50) jest niedodatnio okreslona, wtedy i tylko wtedy gdy A(AT 4+ A) < 0 (wartosci
wtlasne macierzy (AT + A) s liczbami rzeczywistymi), czyli gdy u(A) < 0. Dysypatywne operatory rozwazat
rowniez (Skruch, 2005, str. 90). |

3.2.2. Szacowanie btedu predykcji w uktadach nieliniowych

W przypadku uktadéw nieliniowych ciezko podaé konstruktywne oszacowania btedu predykcji. Zasadniczo
jedynym pelnym, aczkolwiek bardzo konserwatywnym sposobem jest ten oparty o stala Lipschitza, stoso-
wany w lemacie 2.1. Warto jednak zwréci¢ uwage na pewna metody szacowania trajektorii dla nieliniowych
systemow asymptotycznie stabilnych. Znane jest nastepujace

Twierdzenie 3.2. Dany jest system

gdzie x(t) € R™. Niech istnieje dla niego funkcjonatl Lapunowa v(z) > 0, z € R"™, z # 0, taki, ze 0(z) < 0
dla z € R™, z # 0. Niech
fyzm&x—@, zeR", z#0
= 0(z)
dlat € T =1[0,00) mamy
v(z)

0(z)

wiec

(z0b. np. Mitkowski, 1996, str. 90)

Wykorzystujac powyzsze twierdzenie mozna wyprowadzi¢ oszacowanie (3.26). Dla uktadéw nieliniowych
nie daje ono juz tak duzo informacji. Najlepsze wyniki sg do osiggniecia w uktadach wyktadniczo stabilnych,
gdzie funkcjonat Lapunowa mozna oszacowaé zaréwno z dotu jak i z géry przez norme z. Wtedy mozna
uzyska¢ dobre oszacowanie trajektorii. W pozostalych przypadkach informacje o trajektoriach uzyskane z
twierdzenia 3.2 moga by¢ duzo bardziej uwiklane. Informacje te jednak moga postuzyé do sformutowania
podobnej analizy jak na rysunku 3.3, dajac pewne przyblizenie na temat mozliwego potozenia faktycznego
stanu systemu, oraz ewentualnie potencjalnych okreséw wzmocnienia bledu (jak przy uktadach liniowych).
W pewnych sytuacjach, szczegodlnie jezeli system nieliniowy znajduje si¢ blisko polozenia réwnowagi mozna
postuzy¢ sie metoda linearyzacji oraz wynikami z sekcji 3.2.1, uzyskane wyniki, beda mieé¢ jednak wtedy
jedynie charakter lokalny.
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3.3. Btedy predykcji wywotane zaktéceniami wejSciowymi

Jak dotad w pracy rozwazano systemy bez zaktdcen, zaréwno w pomiarze jak i w réwnaniach systemu.
Rozwazmy system z zakl6ceniami postaci

#(t) = f(2(t), u(t), w(t)) (3.51)
y(t) = h(xz(t), v(t)) (3.52)

gdzie f: R" x R" x RP — R™, h: R" x R® — R™ . W tej sekcji zajmiemy sie analiza wpltywu zakléceri na
ciagta estymate powstajaca w kroku predykcji. Mozna wyrdznié posredni oraz bezposredni wplyw zakldcen.
Przez wplyw posredni bedziemy rozumieé btad estymacji w kroku korekcji wywotany obecnoscig zaklocen
(zarébwno pomiaréw wyjscia v jak tez i dzialajacych bezposrednio na system w). W ten sposoéb wartosé
estymaty na poczatku predykcji bedzie zaburzona, co bedzie przenosi¢ sie na btad ciaglej estymaty. Przez btad
bezposredni bedziemy rozumieé¢ réznice miedzy ciagly estymata a faktycznym stanem systemu, wywotang
tym, ze na system rzeczywisty dziataja nieznane zaktécenia, ktoére nie sa obecne w modelu. Przyktadem
moga by¢ np. wahania momentu obciazajacego silnika. Jak tatwo zauwazy¢, wpltyw bezposredni ma jedynie
zaklocenie w dzialajace na system.

Ponizej przedstawiono twierdzenie, podajace jak mozna oszacowaé btad wywotany bezposrednim wplywem
zaklocen. Dla uproszezenia, ograniczymy sie do zaklocen o wartosciach skalarnych.

Twierdzenie 3.3. Dany jest system

@(t) = f(z@t), u(t), w(t)), x(ti) =z (3.53)

2(t) = f(2(t),u(1),0), &(t:) = o (3.54)

Przy czym t € [ti, tiv1] oraz

|f(z1,u,w) — (x2,u,w)| < Lgplx1 —x2] Vrp,22 € R" Vu e R" Yw € R (3.55)
|f(z,u,w1) — (x,u,wa)| < Ly|xy —x2] VreR" Yue R" Yw,wr € R (3.56)
w € Lm([ti, tz'_:,_l], R) (3.57)

wtedy norma bledu estymacyi (t) spetnia oszacowanie
le(t)] < eP=t =) (Jeg| + Luy(tipr — ti)[wlleo)  dla ¢ € [ti, tiga] (3.58)
PrZY C2ZYm Eg = Tg — To-

Dowdod. W dowodzie pominiemy argument czasowy tam, gdzie nie bedzie to stwarzaé¢ watpliwosci. Zgodnie
z definicja bledu estymacji (2.18) mozemy opisaé jego ewolucje rownaniem

¢ = f(z,u,w) — f(Z,u,0) (3.59)

€(ti) = &0 =209 — Ci‘o 360)

Rozwiazanie rownania (3.59) dla t € [t;, t;11|wyrazi¢ mozna wzorem

e(t) =eo+ /tt (f(x,u,w) — f(Z,u,0))dt (3.61)
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stad mamy
le(t)] < |eo| + ’/tt (f(x,u,w) = f(&,u,0) + f(z,u,0) — f(z,u,0))dt| < (3.62)
<leol+ [ (v, w) = S0 + | or0,0) = (50,0 e < (369
< leol + /tt Lo|wldt + /tt Lolz — #ldt < (3.64)
<leol + (tis1 — ) Ll + [ Lole — ala (3.65)

Do ostatniej nieréwnosci mozemy za$ zastosowaé lemat Gronwalla-Bellmana (lemat A.1 na stronie 98), co
daje
le(t)] < eP=lt =) (Jeo| + Luy(tipr — ti)[wlloo)  dla € [ts, tiga] (3.66)

O

Twierdzenie 3.3 pokazuje, ze pomimo wystepowania zaklécen w prawej stronie rownania rézniczkowego
(3.51) btad predykcji pozostaje ograniczony. Co wiecej, warto zauwazy¢, ze przy globalnie atraktywnej proce-
durze korekcji, btad predykcji bedzie zalezny od normy zaklécen, wiec wyeliminowanie go bez ich znajomogsci
raczej nie jest mozliwe. Pewne metody pozwalaja na estymowanie zakltoceni, lecz wiaze sie to zazwyczaj z
ogromnymi nakladami obliczeniowymi. Nalezy jednak zwroci¢ uwage, ze jezeli zaktdcenia beda miaty zerowsa
wartos¢ $rednia i wysoko czestotliwo$ciowy charakter, zad system dynamiczny bedzie posiadat pewne wta-
snosci filtrujace to ich efekt bedzie niewielki, a oszacowanie (3.58) bardzo zachowawcze. Jezeli natomiast ich
wartos¢ srednia jest rézna od zera, to najprawdopodobniej, nalezy uwzgledni¢ w modelu pewne dodatkowe
czynniki.
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Korekcja w uktadach liniowych

4.1. Wprowadzenie
W ramach niniejszego rozdziatu, rozwazane beda systemy liniowe (4.1) z wyjsciem liniowym (4.2)

i(t) = Ax(t) + Bu(t) (4.1)
y(t) = Ca(t)

gdzie z(t) € R™, u(t) € R", y(t) € R™, A € R™", B € R"" oraz C € R™*™. Dla ustalenia uwagi
przyjmujemy, ze wartosci wyjscia znane sa w dyskretnych chwilach czasu t;, gdzie

ti =ti—1+hi (4.3)
to =0 (4.4)
hi >0 (4.5)
i=0,1,23,... (4.6)
przy czym

hi > Tmaz (4.7)
Tmaz = Max (tiy1 —t;) < 00 (4.8

(A

Pomiary moga, ale nie musza by¢ réwnoodleglte. W takim przypadku mamy

hi =h=Tmee Vi (4.9)
t; = to + ih (4.10)

Bedziemy zakladaé, ze para (C; A) jest obserwowalna, oraz w przypadku, gdy rozpatrywane beda pomiary
rownoodlegle, ze dla danych pary macierzy (C; A) i kroku dyskretyzacji h zachodzi twierdzenie A.3. W
nastepnych podrozdziatach rozwazana bedzie rowniez posta¢ modelu (4.1) oraz wyjscia (4.2)z zakloceniami.
Beda one omawiane we wlasciwym czasie.

Uwaga 4.1 (Autonomizacja). Podany wyzej system liniowy, mozna bez straty informacji podda¢ tzw. autono-
mizacji. Podobne podejscie, pod nazwa zmodyfikowana odpowiedz uktadu wystepuje w (Kaczorek, 1977, str.
43). Autonomizacja polega to na oddzielnym rozpatrywaniu wpltywu warunkoéw poczatkowych (zasadnicze
zadanie estymacji stanu) oraz sterowania

£(t) = 2p(t) + zult) (4.11)

gdzie
() = A1) () (4.12)
ult) = /t : exp(A(t — 7)) Bu(r)dr (4.13)

Poniewaz x,, nie zalezy od nieznanych warunkéw poczatkowych a jedynie od znanego sterowania, moze zostaé
wyliczone niezaleznie. Zadanie estymacji stanu systemu (4.1) wiec mozna sprowadzi¢ do estymacji stanu w
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systemie autonomicznym

iy(t) = (t) — iy (t) = A(z(t) — 24 (t)) + Bu(t) — Bu(t) = Az,(t) (4.14)
Yp(t) = Cap(t) = y(t) — Cau(t) (4.15)

Dlatego tez ponizej, tam gdzie to wygodniejsze rozwazaé¢ bedziemy estymacje stanu w systemach autono-
micznych

(t) = Ax(t) (4.16)
|

Uwaga 4.2 (Wyliczanie x,). Teoretycznie z,(t) moze zosta¢ wyliczone z wykorzystaniem wzoru analitycz-
nego (4.13). Takie podejscie jest niestety niepraktyczne. Abstrahujac od wyliczania wartosci catki splotowej
analitycznie dla arbitralnie przyjetego u(t), rowniez numeryczne procedury kwadratur nie sa najlepsza droga
do rozwiazania problemu. Jest to spowodowane pewnymi trudnosciami zwiazanymi z wyliczeniem macierzy
e, szezegolnie dla macierzy A o duzym wymiarze, nie bedacych macierzami o szczegélnej strukturze (np.
macierzami normalnymi). Jak mozna znalezé w literaturze (Molery i Van Loanz, 2003) najbardziej ogolne i
efektywne metody wyliczania macierzy fundamentalnej oparte sa o algorytmy skalowania i kwadratowania z
wykorzystaniem aproksymacji Padé. Wyliczanie calek z iloczynéw takich macierzy staje si¢ jednak ktopotli-
we, zwlaszcza w sytuacji, gdy np. [[e?|| ma wiecle ekstremow. Warto jednak zauwazy¢, ze wyliczanie (4.13)
jest rownowazne rozwigzywaniu réwnania rézniczkowego

#(t) = Az(t) + Bu(t) (4.17)
2(to) = 0 (4.18)
t € [to, 1] (4.19)

ktoére mozna wyznaczy¢ za pomocg wzglednie dowolnej procedury numerycznego catkowania rownan réznicz-
kowych. Warto jednak zaznaczyé¢, ze wyznaczajac takie rozwiazanie nalezy uwzgledni¢ ewentualne nieregu-
larnosci funkeji u(t), tzn. podzieli¢ przedzial catkowania rownania w punktach jej nieciaglosci lub nieréznicz-
kowalnosci (zob. np. Hairer et al., 2000, str. 198). |

Uwaga 4.3 (Problem estymacji stanu jako réwnanie liniowe). Rozwazmy nastepujacy system

x(t) = Az(t) (4.20)
y(t) = Cx(t) (4.21)
z(0) =z9 € R" (4.22)

przy czym para (C; A) jest obserwowalna.
Oznaczmy przestrzenn warunkow poczatkowych przez Xg = R™, przestrzen stanu przez X i przestrzen
wyjs¢ przez Y. Mozna zdefiniowa¢ nastepujgce operacje liniowe

A: Xo— X (4.23)
C:X—>Y (4.24)

z ich pomoca, system (4.20) - (4.21) mozna zapisa¢ jako
y = CAxo = Guo (4.25)

gdziey € Y a G: R" — Y. Wynika stad, ze problem odtwarzania stanu mozna sprowadzi¢ do rozwigzywania
rownania liniowego (4.25) wzgledem xg. Para (C; A) jest obserwowalna, a przestrzen Y zostata odpowiednio
dobrana, wiec jezeli rownanie (4.25) posiada rozwiazanie to jest ono jednoznaczne (brak rozwiazania moze by¢
wywolany przez obecnos$é zaklocen wyjscia). W zaleznosci jednak od tego jak zostana wybrane przestrzenie
Y rozwiazanie moze mie¢ r6zna postac.
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Szczegolnie dogodnie, jezeli Y jest przestrzenia Hilberta (zob. np. Mlak, 1970, str. 56). Nalezy wtedy
rozpatrzy¢ dwa przypadki (zob. np. Mitkowski, 2008).

Przypadek 1
Jezeli G: R™ — Y jest odwzorowaniem réznowartosciowym oraz odwzorowuje R™ na Y to istnieje operacja
odwrotna G~!. W tym przypadku istnieje dokladnie jedno rozwigzanie réwnania (4.25) postaci

zo=G ly (4.26)

Przypadek 2
W przypadku gdy |Gz — y|| > O - rozwiazanie dokladne réwnania (4.25) nie istnieje - mozna poszukiwaé tak
zwanego rozwiazania przyblizonego optymalnie minimalizujacego norme ||Gx —y||. Brak istnienia rozwiazania
doktadnego w przypadku problemu odtwarzania stanu w systemie (4.20) moze by¢ wywotany przez obecnosé
zaktocen.

Przy ustalonym y wektor xy minimalizuje norme |Gz — y|| wtedy i tylko wtedy gdy (zob. np. Mitkowski,
2007a)

G*Gxo = Gy (4.27)

gdzie G* to operator sprzezony do G taki, ze
G:Y —-R", (Gvw)y=Gw), VYveR" VweY (4.28)

przy czym (-,-)y oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni wyjs¢ Y. W przypadku szczegdlnym, gdy G*G jest
operatorem odwracalnym, to

z0 = (G*G) "' Gy (4.29)
przy czym réwnosé G#* = (g*g)‘l G* okresla nam operator pseudoodwrotny do G.
Prayktad 4.1 (Y = L*[0,T,R™]). Dla tak okre§lonej przestrzeni wyjécia mamy (zob. np. Mitkowski, 2008)
Gxg = Cezy, G: R™ — L?0,T,R™ (4.30)

T
Gy = / eTATC'Ty(T)dT, G*: L*)0,T,R™ — R" (4.31)
0
Operacja G*G: R™ — R" jest macierza i ma postaé
T T
GG — / AT CT AT dr (4.32)
0

i jest nieosobliwa (por. tw. A.2 na str. 98). Efektywny wzor na xy mozna wyrazi¢ jako (zob. np. Mitkowski,
2007a)

T Lo
xo = / A CTCedr / ™ CTy(r)dr (4.33)
0 0

W ten sposéb, dobierajac odpowiednia przestrzen wyjsé Y mozna uzyskaé rézne sposoby estymacji warunku
poczatkowego (lub koricowego), sa nimi dyskretny obserwator doktadny (str. 44) i obserwator najmniejszych
kwadratow (str. 46). Inna sytuacja zachodzi w przypadku obserwacji C° optymalnej (str. 47) gdzie prze-
strzenig wyjéé jest przestrzen C°[0, T'] (ew. ogolniej C°[0, T, R"]), ktéra jest przestrzenia Banacha ale nie jest
przestrzenig Hilberta. n

4.2. Estymacja bez zaktécen

W ramach tego podrozdziatu rozwazaé¢ bedziemy systemy (4.1) z wyj$ciem (4.2). Zaproponowane zostana dwa
podejscia - asymptotyczne obserwatory dyskretno-ciagte, ze szczegdélnym uwzglednieniem obserwatora dead-
beat, oraz dyskretna estymacje doktadna, oparta o rozwiazywanie uktadéw algebraicznych réwnan liniowych.
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Dla obydwu tych podejsé zaprezentowane zostana stosowne algorytmy procedury korekcji do wykorzystania
w algorytmie 1.

4.2.1. Obserwatory dyskretno-ciggte

Dla liniowych ciagtych systemoéw dynamicznych (4.1) z wyjsciem (4.2) znana jest koncepcja obserwatora
Luenbergera, t.j.

Z(t) = AZ(t) + Bu(t) + G(y(t) — Ci(t)) (4.34)

(zob. np. Mitkowski, 1991, str. 89, Byrski, 2007, str. 359). Jak mozna zauwazy¢, do wykorzystania obserwatora
(4.34) potrzebna jest ciagla znajomosé wyjscia systemu. Z drugiej strony znany jest rowniez dyskretny wariant
obserwatora (dla rownoodleglych pomiaréw) w postaci

#(h- (k+1)) = Agd(h - k) + Bau(h - k) + Ga(y(h - k) — Ca(h - k)) (4.35)

(zob. np. Mitkowski, 1991, str. 141; Baranowski, Hajduk, Korytowski, Mitkowski (red.) i Tutaj, 2007, str.
173). Przy czym

Ag = exp(Ah) (4.36)

h
Bd:/ exp(As)Bds (4.37)
0

Podobnie jak w przypadku obserwatora (4.34) w obserwatorze (4.35) pojawia sie pewna niedogodno$¢. Mia-
nowicie, zaktada sie, ze sterowanie u(t) dla t € [kh, (k+ 1)h] przyjmuje wartos¢ stata. Problem ten mozna
obej$¢ za pomoca tzw. obserwatora dyskretno-ciagtego (zob. np. Astorga, Othman, Othman, Hammouri i
McKenna, 2002; Angeles, Astorga, Alvarado i Vela, 2004; Baranowski, 2007¢; Mitkowski i Baranowski, 2007;
Baranowski i Tutaj, 2007).

Obserwator ten mozna sformutowaé w nastepujacy sposéb. Rozwazmy system dyskretny

2(h- (k+ 1)) = Agz(h - k) + Bu(h - k) (4.38)

przy czym A, dana jest wzorem (4.36), zas

he(k+1)
Bu(h- k) = /h (Al =) Bu(r)dr (4.39)

Jak tatwo zauwazy¢, postac¢ systemu dyskretnego (4.38) wynika bezposrednio z rozktadu rozwiazania (4.11)
systemu liniowego (4.1) na czlony od warunku poczatkowego i od sterowania. Prawa strona (4.38) jest
po prostu rozwigzaniem (4.11), na odcinku ¢ € [kh, (k + 1)h]. Dla systemu dyskretnego (4.38) mozemy
sformutowaé obserwator

Z(h-(k+1)) = Aqz(h-k)+ Bu(h-k)+ Ga(y(h - k) — Cz(h-k)) (4.40)
Przeanalizujmy dynamike bledu estymacji, niech
e(t) =x(t) — z(t) (4.41)
wtedy

eth-(k+1)=z(h-(k+1)—d&(h-(k+1)) =
= Agz(h k) + By(h - k) — Agi(h - k) — Bu(h - k) — Ga(y(h - k) — 2(h - k)) =
= Agz(h k) — Agi(h - k) — GaCla(h - k) — 2(h - k) =
= (A4 — GaC)(x(h- k) — &(h - K)) = (Aq — GaC)e(h - k)

(4.42)

Dynamika btedu estymacji takiego obserwatora jest opisana réwnaniem réznicowym, w ktérym sterowanie
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nie wystepuje. Mozna wiec zastosowaé¢ do niego klasyczne techniki projektowania dla uktadéw liniowych
dyskretnych.

Jedna z takich technik jest obserwator dead-beat (zob. np. Baranowski i Mitkowski, 2006; Baranowski, Dtu-
gosz 1 Mitkowski, 2008a). Koncepcja takiego obserwatora jest konsekwencja twierdzenia Hamiltona-Cayleya
zob. np. Mitkowski, 2007b, 70; Turowicz, 1995, str. 120).

Zwroémy uwage, ze dla k = n — 1 mozemy wyrazié¢ btad obserwatora jako

£(h-n) = (Ag = GaC)e(h - (n — 1)) = (Ag — GaC)%e(h - (n - 2)) =

= ... = (Ag — G4C)"(0) 44)

Jedna z konsekwencji obserwowalnosci pary (C; Ag) (zob. np. Mitkowski, 1991, str. 87), jest fakt, ze
dla kazdego zestawu rzeczywistych wspotczynnikéw wielomianu charakterystycznego macierzy rzeczywistej o
wymiarach n x n, istnieje takie G4, ze macierz (A4 — G4C) ma wielomian charakterystyczny o takich wtagnie
wspotczynnikach. Jezeli macierz o wymiarach n X n ma wszystkie warto$ci wlasne rowne 0, to wtedy jej
wielomian charakterystyczny ma postaé

W(A) =" (4.44)

Jezeli macierz G4 zostanie dobrana tak aby wielomian charakterystyczny macierzy (Ay — G4C) byl rowny
(4.44) to z tw. Hamiltona-Cayleya mamy

(Ag—GaC)" =0 (4.45)
Jezeli zas podstawimy (4.45) do (4.43) uzyskamy
g(h-n)=0, Ve(0) (4.46)

Oznacza to, ze obserwator dyskretno ciagly (4.40) zaprojektowany jako dead-beat po n krokach (pomiarach)
dokladnie odtwarza stan systemu ciagltego(4.1) z dyskretnie mierzonym wyjsciem (4.2).

Jak sie wydaje, po raz pierwszy dyskretny obserwator dyskretno-ciagly do ciagltego odtwarzania stanu z
dyskretnych danych pomiarowych zastosowano w pracy (Mitkowski i Baranowski, 2007).

4.2.2. Dyskretny obserwator doktadny

Inne podejscie do zadania estymacji stanu opiera sie na rozwiazywaniu algebraicznych réwnan liniowych
(zob. Byrski, 1993; Byrski, 2007, str. 418). Idea takiego podejscia jest nastepujaca, dla ustalenia uwagi niech
C € RY". Rozwazmy rozwigzanie réwnania (4.1) na odcinku t € [s,T], przy czym T jest aktualng chwila,
w ktorej interesuje nas wartosé stanu

z(T) = ) + / AT=7) Bu(r)dr (4.47)

Dokonamy teraz pewnych przeksztalceni rownosci (4.47)

A=) 3 (TY = 2(s) + / ! A=T)AT=7) gy (1) dr (4.48)
ATy ) + / (5=7) Bu(7)dr (4.49)
AT y(T) = Ca(s) + C / (=7) Bu(r)dr (4.50)
CeAt=Dg(T) = y(s +C/ (=) Bu(r)dr (4.51)

Nalezy zwroci¢ uwage, ze rownosé (4.51) wiaze nam wartosé stanu w chwili 7' z wartoscia wyjscia w chwili s
oraz sterowania na odcinku [s, T|. Z samej tej rownosci nie mozna wyznaczy¢ pozadanej estymaty. Rozwazmy

44



Rozdziat 4. Korekcja w uktadach liniowych
teraz n pomiaréw wyjscia w chwilach
O<ti<to<is<...<t, =T

i podstawmy je do wzoru (4.51) tworzac uktad réwnan
T
CeA Dy (T) = y(t1) + C | ) Bu(r)dr
t1

T
CeA2"Np(T) = y(ty) + C [ A~ Bu(r)dr
to

T (4.52)
CeAlts= Ny (T) = y(t3) + C [ A~ Bu(r)dr
t3
Cx(T) = y(T)
Uklad réwnan (4.52) mozna zapisa¢ macierzowo (formutujac go jednoczesnie jako obserwator), t.j.
CeAtti=T) y(t1) C ftT eA(S_T)B’LL(T)dT_
CeAlta=T) yt)| |c ftg A=) Bu(r)dr
CeAlts=T) #(T) = y(ts)| + C [, eA6=7) Bu(r)dr (4.53)
C y(M] | 0 ]

Rozwigzanie (4.53) okresla nam obserwator doktadny, ktéry w oparciu o pomiary wyjscia uktadu oraz stero-
wania pozwala nam wyliczy¢ doktadna wartosé stanu w chwili 7.

Uwaga 4.4. Warto zaznaczy¢, ze wyliczanie wplywu sterowania mozna nie wymaga wyliczania calek wy-
stepujacych w prawej stronie (4.53). Po pierwsze, mozna tego unikna¢ dokonujac autonomizacji zgodnie z
(4.13). Wtedy obserwator redukuje sie¢ do postaci

CeA(tlfT) yp(t1)

OeA(tz—T) yp(tQ)
CeAls=T) | 3 (T) = |up(ts) (4.54)

é Z//p('T)
#(T) = 2,(T) + 2u(T) (4.55)

Innym sposobem uproszczenia postaci obserwatora (4.53) jest przeformutowanie go jako obserwatora warunku
poczatkowego tj. z(t1). Wtedy duzo prosciej powylicza¢ wystepujace calki, np. korzystajac z informacji
uzyskanej w kroku predykc;ji. |

Uwaga 4.5. Warto zauwazy¢, ze jezeli t; = i-h to obliczenie macierzy M mozna przeprowadzié¢ raz, poniewaz
wtedy

CAZ;’1
CAL2
M=
CAqg
C
Ad = eAh

co wiecej rozwigzywanie uktadu réwnan mozna zastapi¢ wtedy mnozeniem przez macierz odwrotna M~! (co
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normalnie jest niezbyt oplacalne numerycznie), ktéra réowniez mozna wyliczy¢ a priori. ]

Po raz pierwszy dyskretny obserwator doktadny do cigglego odtwarzania stanu z dyskretnych danych
pomiarowych zastosowano w pracy (Mitkowski i Baranowski, 2007). Zastosowanie do estymacji w systemie
parabolicznym zobacz (Baranowski, 2007¢) oraz przyktad 4.3.

4.3. Estymacja z zaktéceniami wyjsScia

W ramach niniejszego podrozdziatu bedziemy poszukiwaé¢ metod uodpornienia metod dokladnej estymacji
stanu na wystepowanie zaklocen w pomiarach wartosci wyjscia systemu. Oznacza to, ze zamiast wyjscia y(t)
mierzymy

y(t) = y(t) + (1) (4.56)

W zaleznosci od potrzeb wobec ¢ beda postawione pewne zalozenia, np. do jakiej klasy funkcji bedzie ono
naleze¢.

4.3.1. Obserwator najmniejszych kwadratéw

Najbardziej naturalnym uodpornieniem obserwatora (4.54) na zakldcenia wyjscia jest obserwator najmniej-
szych kwadratow. Oczywistym jest, ze posiadanie wiekszej ilosci informacji o wyjsciu systemu pozwala na
doktadniejsza charakteryzacje jego stanu. Rozwazmy wiec system (4.16) z wyjsciem (4.56) oraz N > n po-
miaréw wyjsdcia. Zauwazmy, ze zwiazek pomiedzy zakléconym wyjsciem a stanem w kazdej chwili pomiarowej
wyraza sie jako

4(t1) CeAlti=tn) Y(t1)
7(t2) CeAlt2=tn) Y(t2)
glts) | = |CeMmt | gy 4 | ¥(ts) (4.57)
() c bitw)

Dla uproszczenia zapiszmy powyzszy uklad réwnan jako

Y =Mzx(ty) + ¥ (4.58)
Oznaczmy poszukiwang estymate jako & oraz wprowadzmy residuum

e=Y — Mi(ty) (4.59)

Juz K.F. Gauss zauwazyl (zob. Gauss, 1809; Simon, 2006, str. 80), ze dla probleméw tego typu najlepiej
poszukiwaé rozwiazania minimalizujacego wyrazenie

J=¢c'e
Sledzac ten tok rozumowania (zob. np. Simon, 2006, str. 80 oraz Mitkowski, 2007b, str. 163) dostajemy

J=(Y = M&(tn)T(Y — Mi(tn)) =
=YY —2(tn)"TMY — YT Ma(ty) + @(ty) "M Mi(ty)

W celu wyliczenia minimum bierzemy gradient

Vi) = —2MTY +2M " Mi(ty)
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i przyrownujemy go do zera (poniewaz w problemie nie wystepuja ograniczenia)

MY = MTMi(ty) (4.60)
E(ty)=(MTM)'MTY = Mty (4.61)

Rownosé (4.61) okresla nam obserwator najmniejszych kwadratow, przy czym MY oznacza lewa pseudo-
odwrotnos$¢ macierzy M. Warto zaznaczyé, ze czesto numerycznie dogodniejsze od wyliczania odwrotnosci
macierzy MM jest wyznaczanie estymaty stanu wprost z uktadu réwnan (4.60). Obserwator (4.61) w li-
teraturze funkcjonuje tez pod nazwa uproszczony obserwator minimalno-normowy (zob. Byrski, 2007, str.
419)

Uwaga 4.6. Jezeli zastapimy MY przez macierz pseudoodwrotna M# (zob. Mitkowski, 2007b, str. 106,
114) obserwator (4.61) bedzie funkcjonowal rowniez dla N < n, wtedy jednak uktad rownan (4.57), bedzie
ukladem niedostatecznie okreslonym i uzyskane Z(¢y) takim rozwiazaniem ukladu réwnan (4.57), ktorego
norma euklidesowa jest najmniejsza. |

Uwaga 4.7. Warto zaznaczy¢, ze podana wersja obserwatora najmniejszych kwadratéow jest wersja najprost-
szg. Charakterystyki obserwatora mozna poprawi¢ posiadajac informacje na temat zaklécenia, np. jego wa-
riancji. Mozna wtedy sformulowaé wazony problem najmniejszych kwadratéw. Dodatkowo kwestia ilogci
pomiarow N pozostaje kwestig otwarta, teoretycznie nieskoriczona liczba pomiaréw databy najlepszy wynik,
jednak z oczywistych przyczyn nie jest to rozwiazanie praktyczne. |

Uwaga 4.8. Obserwator najmniejszych kwadratow moze by¢ wyrazony rowniez w sposob rekurencyjny (zob.
np. Stoica i Séderstrom, 1997 oraz Simon, 2006, str. 84). Obserwator taki wykorzystuje wszystkie dostepne
pomiary (por. obserwatory o rozszerzanym oknie np. Byrski, 2007, str. 410) jednak zamiast rozwiazywac coraz
wieksze uktady réwnan aktualizuje estymate wraz z pojawieniem si¢ nowych pomiaréw. Warto zaznaczy¢,
ze taki obserwator nadaje sie zdecydowanie lepiej do odtwarzania warunku poczatkowego, poniewaz wtedy
duzo tatwiej wykorzystywaé¢ pomocnicze obliczenia z wczesniejszych iteracji, np. autonomizacje. Nie bedzie
on tutaj szczegdlowo opisywany, poniewaz po pierwsze jest to algorytm powszechnie znany, a po drugie
mozna go sprowadzi¢ do szczegdlnego przypadku filtru Kalmana (zob. Stoica i Soderstrom, 1997, str. 373).

|
4.3.2. Obserwacja C’-optymalna
Rozwazmy nastepujacy system
#(t) = Az(t) (4.62)
y(t) = Cu(t) (4.63)
2(0) = 2 € R™ (4.64)
y(t) e R (4.65)

przy czym para (C; A) jest obserwowalna.
W tym podrozdziale poszukujemy optymalnej metody estymacji stanu, zaktadajac, ze system (4.62) z wyj-
Sciem (4.63) mozna interpretowaé jako

y =Gz (4.66)

przy czym
yeY =C00,T] (4.67)
G: R" — C°0,T] (4.68)

Innymi stowy przyjmujemy, ze wyjscie systemu y jest ciggla, skalarna funkcjg czasu. Zatozenie to jest uza-
sadnione, poniewaz jest to bardzo ogdlna klasa funkcji, do ktoérej moga nalezeé¢ réwniez pewne zakldocenia
pomiaru wyjécia. Nasze rozwazania opieramy o nastepujace
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Twierdzenie 4.1 (Rolewicz). Dany jest uktad liniowy

y=gxo (4.69)
zo € R™ (4.70)
ycY =C°0,T,R™ (4.71)
G: R" — C°0,T,R™| (4.72)

Niech f bedzie wybranym funkcjonatem liniowym ciggtym okreslonym na przestrzeni R™. Istnieje wtedy funk-
cjonal p € Y* o minimalnej normie taki, ze

fzo = ¢ Gao (4.73)

lub rownowaznie
=G (4.74)

Funkcjonat ten ma postac

wly) = (vi,y(t:) (4.75)
i=1
przy czym, ti,. .., t, sq uktadem punktow odcinka [0,T) oraz vy,..., v, € R™. Y™ jest przestrzeniq wszyst-
kich funkcjonatow liniowych ciggtych okreslonych na przestrzeni Y natomiast G* to operator dualny do G
zawezony do przestrzeni Y* .

Uwaga 4.9. Wykorzystywane pojecie operatora dualnego nalezy rozumie¢ w sensie definicji z pracy (Role-
wicz, 1974, str. 133). Operator dualny do G, oznaczany G', jest okreslony na przestrzeni Y’ dualnej do Y,
t.j. przestrzeni wszystkich funkcjonatéw liniowych na przestrzeni Y. Przestrzen funkcjonatéw liniowych cia-
glych Y*, bedaca podprzestrzenia przestrzeni dualnej Y’/, bywa nazywana przestrzenia sprzezona. Zawezenie
operatora dualnego G’ do przestrzeni Y*, oznaczane jako G*, bywa nazywane operatorem sprzezonym. Tego
pojecia nie nalezy jednak mylié¢ z operatorem sprzezonym w przestrzeni Hilberta. |

Dowdd. Poniewaz dowod twierdzenia jest stosunkowo skomplikowany i znany w literaturze (Rolewicz, 1974,
Twierdzenie VI1.2.3, str. 277). Podamy tylko pewien szkic postepowania. Dobiera sie liczbe a taka, ze

a=inf{lle]: ¢ €Y7, f=G%} (4.76)

Poszukuje si¢ punktow ekstremalnych v1, ..., 7y, zbioruI', C R"™ bedacego odwzorowaniem kuli K o promie-
niu a w przestrzeni Y* przez operator G* Wykazuje sie, ze funkcjonal f mozna przedstawi¢ jako kombinacja
punktéow v, ...,7v, z dodatnimi wspotczynnikami a; sumujacymi sie do jednosci. Nastepnie pokazuje sie,
ze mozna znalezé uktad funkcjonaldéw @1, ..., @, w przestrzeni Y*, bedacych punktami ekstremalnymi
kuli K, ktore operator G* odwzorowuje w punkty ~i,...,7v,. Funkcjonal ¢ konstruuje sie przez kombina-
cje ©1, ..., pn ze wspoélczynnikami a;.

Postaé¢ funkcjonatu wynika z pewnych wlasnosci funkcjonaléw w przestrzeniach funkcji o wahaniu ograni-
czonym, ktore okreslajg posta¢ punktow ekstremalnych w przestrzeni Y*. Konkretnie

pi(z) = /OT(ﬂﬂ(t), dg(t)) = (x(t:), vi) (4.77)

przy czym x € Y, g; jest stala na przedziatach [0,¢;) 1 (¢;,T] 1 ma skok w punkcie ¢; réwny v;. O

Twierdzenie to mozna wykorzystaé, aby skonstruowac¢ optymalny obserwator dla systemu (4.62) - (4.63).

Dla skalarnego wyjscia mamy
n

o(y) =Y aly(t]) (4.78)

=1
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gdzie a;] dlai =1, 2, 3,..., n sa rzeczywistymi wspotczynikami a t;] sa chwilami czasu 0 < t{ <t <--- <
t) < T. Wspotezynniki af oraz chwile t/ nalezy interpretowaé jako i-te sktadowe wektorow a” i t/. Warto
zaznaczy¢, ze wartosci wspotczynnikéw a;] sg zalezne od chwil ¢/, pomijamy jednak to w zapisie, zeby nie
zmniejszaé czytelnosci.

Zauwazmy, ze

p(y) = fxo (4.79)
Funkcjonal ¢ stuzy wiec za obserwator wielkosci f#(0). Poniewaz 2(0) € R™, to mozemy zapisaé
13(0) = (,2(0)) (4:80)

gdzie w € R™ jest pewnym wektorem. W szczegdlnosci mozna wybraé taki funkcjonal, ze
f8(0) = (¢7,8(0)) = &,(0) (4.81)

gdzie x ; oznacza J-ta wspolrzedna wektora stanu zas e’ to J-ty wektor jednostkowy (wszystkie jego elementy
poza J-tym sa rowne zero a J-ty jest rowny 1). W tej interpretacji twierdzenia 4.1 dla optymalnej estymacji
warunku poczatkowego jednej ze zmiennych stanu potrzeba n pomiaréw. Aby wyznaczy¢ estymate calego
warunku poczatkowego w sposéb optymalny nalezy dokonaé¢ n? pomiaréw. Innymi stowy mozemy uzyskaé
obserwator postaci:

i1 a}y(t})'
22(0) S azy(t?)

O=1a,0)| =[S, afut) (4.82)

L (0)]  L307 af'y ().

Uwaga 4.10. Poszukiwanie funkcjonatu estymujacego (4.78) o minimalnej normie jest istotne ze wzgledu na
potencjalng obecnosé zaklocen w pomiarach. Rozwazmy mierzony sygnat i € C°[0, 7] taki, ze

y=y+v¢ (4.83)

gdzie ¢ € C°[0,T] jest zakloceniem. Stosujac funkcjonat ¢ do § uzyskujemy

o(7) = ¢y) + ¢(¥) (4.84)

Wystepuje wiec blad estymacji ¢(10). Norme tego bledu mozna oszacowac,

I < llpll - || (4.85)

Z oszacowania (4.85) wynika, ze im mniejsza jest norma ||| tym mniejszy jest wpltyw zaklocen na estymacje.
Oczywistym jest, ze przy braku zaktocen estymacja jest doktadna. |

Aby wyznaczy¢ funkcjonal postaci (4.78) o minimalnej normie nalezy ta norme wyznaczy¢. Postuzy do
tego ponizszy

Lemat 4.2 (O normie funkcjonatu estymujacego). Rozwazmy funkcjonat liniowy f: C°[0,T] — R, taki Ze
fy= zn:laiy(ti) (4.86)
wtedy
I7= 3 (@87
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Dowdd. Wiadomo, ze norma operacji wyraza si¢ wzorem (zob. Rolewicz, 1974, str. 94, Kotodziej, 1982, str.
87)

Ifll = sup [fzl (4.88)

lzllc=1

Podstawiajac (4.86) uzyskujemy

n
Ifll= sup > am(t) (4.89)
lzlle=1[=1
Norma w przestrzeni C°[0, T] wyraza sie wzorem
[z]lc = sup |z(t)| (4.90)
te[0,T)]
Rozpatrzmy funkcje u taka, ze
sign(a;) for t =1,
t —t;)sign(a;+1) — (ti41 — t)sign(a;
u(t) = (t = ti)sign(airy) = (tir1 — Dsign(a) dla t € (ti, tiz1) (4.91)
tiv1 — 1t
sign(ap) dla t € [0,1;)
sign(ay,) dla t € (t,,T]
Funkcja ta nalezy do przestrzeni C°[0, 7] (jej wykresem jest amana), za$ jej norma |ju|| = 1. Zauwazmy, ze

w punktach ¢; jest ona rowna signa;, co oznacza, ze dla u norma (4.88) przyjmuje warto$¢ maksymalna, t.j.

n
> ladl
=1

Co jest rownowazne (4.87). O

£l = (4.92)

Znajac norme (4.78) nalezy okresli¢ jakie sa wspotczynniki a‘i] funkcjonatu estymujacego o minimalnej nor-
mie. Ponizszy lemat podaje ich wartosci w zaleznosci od systemu (4.62), wyjscia (4.63) oraz chwil pomiarow
t.

Lemat 4.3 (O wspotczynnikach funkcjonatu estymujacego). Oznaczmy e’ jako J-ty wektor jednostkowsy
(wszystkie jego elementy poza J-tym sq réwne zero a J-ty jest réwny 1), t7 oznacza wektor chwil czasu t;l za$
a’ jest wektorem kolumnowym wspétczynnikow af wtedy

ol =z 1(t!)e’ (4.93)
gdzie
C exp(At{) T
=t = : (4.94)
C exp(At))

Oznacza to, ze dla danego systemu (4.62)-(4.63) wspotczynniki a7, a wigc i norma (4.87) funkcjonatu (4.78)
zalezy od t”. Poprzez wlasciwy dobor chwil czasu, w ktorych dokonywane sa pomiary wyjscia, mozna wiec
otrzymac funkcjonal o minimalnej normie. W ten sposéb bedziemy optymalizowaé dokonywane pomiary.
Minimalizacja normy (4.78) w prostych przypadkach (np. system opisany rownaniem () = 0) moze zostac
przeprowadzona analitycznie (zob. Rolewicz, 1974, str. 282; Mitkowski, 1996, str. 122) jednak w ogolnym
przypadku jest to nieliniowy, niegtadki problem optymalizacji z ograniczeniami bez gwarancji wypuktosci.
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Optymalizacja

Norma (4.87) jest suma wartosci bezwzglednych. Jej minimalizacja jest to problem nier6zniczkowalny (nie-
gtadki), dlatego tez, zamiast minimalizowa¢ norme wprost, bedziemy rozwiazywaé ciag probleméw optyma-
lizacyjnych:

min Q° = Z ve(af) (4.95)
e—0 (4.96)

gdzie ve(&) jest rozmiczkowalna, Ve VIR 3 &, # 0 v (§) > 0, v(0) =01 gdy € — 0 to V€ ve(§) — [£]. Jedna z
funkcji o tej wtasnosci jest

£ for &> ¢
€2 (z — 622€> for €€ (0,¢)
52 (6 + 625) for g S (—6, 0)
—¢ for €< —e¢

Funkcja (4.97) oprocz wlasnosci wymienionych powyzej, posiada jeszcze ta ceche, ze ma $ciste minimum
w zerze. Dla uproszczenia, gdy bedzie to potrzebne ve z argumentem wektorowym oznaczaé¢ bedzie wektor
kolumnowy, ktorego elementami beda wartosci ve od odpowiednich elementéw wektora argumentow. Ksztalt
funkcji (4.97) dla réznych e ilustruje rysunek 4.1. Wskazniki jakosci w ciagu (4.95) sa rézniczkowalne, a ich
gradienty wzgledem t/ mozna wyznaczy¢ analitycznie, co ilustruje ponizszy

Lemat 4.4. Rozwazmy wskaznik jakosci Q¢ dla ustalonego € wtedy
V. Q= J(a”) vl (a”) (4.98)
gdzie
INT o Inm (g INT A (=T =1\ T
J(a”)' = —diag(a”)Z(t") A(:(t ) ) (4.99)

J

Przy czym diag(a”) oznacza macierz diagonalng, ktorej diagonale tworzq elementy wektora a’ zas v! oznacza

pochodng v..

Wykorzystujac analityczng formula na gradient V,sQ¢ mozna tatwo zastosowaé rézne algorytmy gradien-
towe. Nalezy jednak zanaczy¢, ze wszystkie problemy w ciagu (4.95) posiadaja ograniczenia tworzace wspolny
dla wszystkich zbiér dopuszczalny

n

Q={t/eR™0<t <t <<t <T} (4.100)

Warto zauwazy¢, ze zazwyczaj w problemach optymalizacyjnych rozwazamy ograniczenia w postaci nieré6w-
nosci stabych, zas w (4.100) wszystkie procz dwoch sa silne. Mozna je jednak przeformutowaé jako

Mty =t >0 (4.101)
ho(t!) =t —t] > ko (4.102)
ho(t?) =t —t] | > Ky (4.103)
hoi1(t)) =T =t >0 (4.104)
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08

0.4

““““ e=1
——&=05
= = =£=0.25
Ix

0.2

Rysunek 4.1.: Przyktady ve(x) dla réznych e

gdzie k; > 0 dlai =2, 3, ..., n sa a priori przyjetymi, malymi parametrami. Analiza (4.95) oraz (4.98)
pokazuje, ze nie prowadzi to do utraty optymalnosci, poniewaz gdy ograniczenia staja si¢ aktywne, a kto-
rekolwiek x; = 0 wspolezynniki (4.93) nie istnieja zas ||V, Q|| — oo gdy k; — 0. Co wiecej, eksperymenty
numeryczne pokazuja, ze jezeli ktore§ z ograniczen h;(t’) for i € {2, 3, ..., n} staje si¢ aktywne, jest to
zazwycza] minimum lokalne, ktoére po zwiekszeniu odpowiedniego k; jest opuszczane przez algorytm.

Zastosowanie obserwatora C’-optymalnego jako algorytmu korekcji

Warto zaznaczyé, ze w pewnych sytuacjach optymalne pomiary, dla wszystkich zmiennych stanu, nastepuja
do chwili 7 = max;¢;, ktéra znacznie poprzedza T. Mozna to zaobserwowaé¢ w przyktadzie (4.2). Dobrym
rozwiazaniem jest wtedy przyjecie T = 7 (skrocenie rozpatrywanego przedziatu obserwacji).

W przypadku zastosowania obserwatora C?-optymalnego do odtwarzania ciaglego stanu nalezy zwrocié
uwage, ze uzyskane optymalne chwile dokonywania pomiaréw niezwykle rzadko daja sie ,zazebia¢” na kolejne
okna (odstepy miedzy pomiarami moga by¢ niewspoétmierne). Oznacza to, ze raz wykonane n? pomiaréw
zazwyczaj nie nadaje sie do powtérnego wykorzystania. Dlatego tez nalezy rozpatrywaé okna roztaczne (zob.
definicja 2.12 na str. 25) majace ze soba wspolne tylko jeden punkt pomiaru (punkt styku okien).

Dalszym waznym aspektem jest to, ze poniewaz obserwator projektowany jest dla systemow liniowych
stacjonarnych optymalizacje chwil pomiaréw wystarczy przeprowadzié¢ raz, a w stosunku do kolejnych okien
dokonaé¢ jedynie przesuniecia ich w osi czasu o czas miedzy pierwszym i ostatnim pomiarem. Co wiecej,
wspoélczynniki obserwatora pozostana te same. Ostatnim aspektem na jaki nalezy zwroci¢é uwage to to,
ze dla pewnych systeméw optymalne momenty dokonywania pomiaréw moga by¢ identyczne dla réznych
zmiennych stanu. Oznacza to, ze liczba n? pomiaréw jest jedynie oszacowaniem goérnym szerokosci okna, zag
minimalna liczba potrzebnych pomiaréw to n. Informacje o ilogci koniecznych pomiaréw uzyskuje sie poprzez
przeprowadzenie optymalizacji.

4.4. Estymacja z zakféceniami wyjscia i wejScia

W ramach niniejszego podrozdziatu rozwazane sa metody estymacji stanu uwzgledniajace wystepowanie
zaklocen zaréwno w pomiarach wyjscia jak, i bezposrednio wchodzacych na system (przykladem takiego
zaklOcenia jest np. moment obciazajacy wal silnika). Podstawowym systemem tu rozpatrywanym jest

8.
—~
~
~
I

Az(t) + Bu(t) + Lw(t) (4.105)
Cx(t) + Map(t) (4.106)

<

—~
~

~—
I

Przy czym w i v sg odpowiednimi zakl6ceniami, L. € R™*P, M € R™*% wyjscie y i 1 okreslone sa w
réwnoodlegtych chwilach czasu t; = th.
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4.4.1. Dyskretno-ciggty filtr Kalmana

Dyskretno-ciagty filtr Kalmana (nazywany takze hybrydowym filtrem Kalmana (zob. Simon, 2006, str. 403))
mozna traktowaé¢ jako pewien wariant obserwatora dyskretno-ciaggltego. Podobnie jak w nim, poszczeg6lne
elementy algorytmu mozna zwiaza¢ z krokami predykeji i korekc;ji.

Ze wzgledu na stochastyczne uzasadnienie filtru, w ramach tego podrozdziatlu bedziemy bazowaé na na-
stepujacej charakteryzacji zaktocen. Niech w(t) jest ciaglym bialym szumem o macierzy kowariancji Q, za$
Y (kh) jest dyskretnym bialym szumem o kowariancji Ry. Dodatkowo oprocz rownania (4.105) rozpatrywac
bedziemy réwnanie propagacji

P(t) = AP(t) + P(t)AT + LQLT (4.107)

Rownanie (4.105) oraz (4.107) rozwiazuje sie na przedziatach [(k — 1)h, h| z warunkami poczatkowymi
2t ((k —1)h) i PT((k —1)h) (przyjmuje si¢ w(t) = 0) za$ ich rozwiazania w chwili ¢ = kh oznacza si¢ jako
2~ (kh) oraz P~ (kh). Obliczenia te mozna wykorzysta¢ w kroku predykeji, zwlaszcza ze wtedy rozwiazuje
sie rownanie (4.105).

W kroku korekcji nalezy dokonaé¢ nastepujacych obliczen

K(kh) = P~ (kh)CT(CP'CT + MR,M")™! (4.108)
it (kh) = &~ (kh) + K (kh)(y(kh) — C2~ (kh)) (4.109)
Pt (kh) = (I — K(kh)C)P~(kh)(I — K(kh)C)T + K (kh)MR,M"K (kh)T (4.110)

Uzasadnienia takiej konstrukcji filtru nalezy szuka¢ w potaczeniu ciaglego i dyskretnego filtru Kalmana ze
skoriczonym horyzontem. Dyskusja optymalnosci filtru w sensie stochastycznym wykracza poza planowany
zakres tej pracy, a co wiecej mozna ja znalezé w literaturze (zob. np. Simon, 2006, str. 123; Kwakernaak i
Sivan, 1972; Mitkowski, 1996, str. 155).

4.4.2. Inne podejscia

Bardzo interesujace podejscie do estymacji stanu z dyskretnych pomiar6w mozna znalezé w (Byrski, 2007,
str. 421). Analizuje sie tam systemy z zakloceniami w pomiarach wyjscia oraz w sterowaniu. Do tego celu
stosuje sie opis deterministyczny poszukujac obserwatora o minimalnej normie operacji z przestrzeni wyjsé
i przestrzeni sterowan do przestrzeni stanoéw koricowych. Generalnie problem mozna sprowadzi¢ do ogodlnej
teorii estymacji stanu w przestrzeniach Hilberta (Byrski, 2007, str. 392), przy czym przestrzeni wyjsé to
Y = RM*! przestrzen stanéw koricowych X = R™ za$ przestrzenia sterowan jest U = L2([0,7], R).
W takiej sytuacji mozna podaé¢ formalnie formuty na optymalny obserwator, przy czym mozna dodatkowo
uwzgledni¢ wage wzgledem tego, ktore zaktdcenia chcemy ttumié bardziej. Niestety zastosowanie tych formut
jest dos¢ ktopotliwe ze wzgledu na koniecznos$é znajdowania operacji sprzezonych i odwrotnych do pewnych,
dogé¢ skomplikowanych operacji splotowych dziatajacych L?([0,T], R) — R™"!. Jezeli jednak mozna zatozy¢,
ze sterowanie jest stale pomiedzy pomiarami, zas pomiary sa rownoodlegle (z krokiem h) mozna zastapié
przestrzeni sterowan przez U = RN*1 i uzyskaé bardzo praktyczne formuty na obserwator.
Konstrukcja obserwatora opiera sie o zaleznosé

y = Hia(Nh) + Hou (4.111)
M Ce—ANh 7]
—CBy; —Ce 4hp, ... —CeAN-Lhp,
C 0 —CB . _(CeANN-2hp
Hy = |Cem AN Hy= | . R : ’ (4.112)
: 0 0 —~CBy
G
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przy czym
.
y=[y(0) ... y(h)... y(Nh)| (4.113)
w=[u(0) ... u(ih)... u(NB)]' (4.114)
h
By = /0 e " Bdr (4.115)

Zakladamy tutaj, ze sterowanie jest prawostronnie ciagta funkcja czasu. Obserwator optymalny, ktory dla
tak zdefiniowanych przestrzeni i jednakowych wag dla obu rodzajow zaklocen posiada minimalng norme ma
postac

i’(Nh) = Gly + GQU (4.116)
—1

Gi = (H[F~'Hy) HIF™ (4.117)

Gy = — G1Hy (4.118)

F=1+HHI (4.119)

W przypadku sytuacji, w ktérych spelnione sa zatozenia co do sterowania, a pomiary sa réwnoodlegle obser-
wator ten jest bardzo dogodnym narzedziem do estymacji stanu, poniewaz wszystkie bardziej skomplikowane
obliczenia wykonuje si¢ a priori, co redukuje problem odtwarzania stanu do mnozenia znanych macierzy z
wektorami pomiaréw.

4.5. Przykfady zastosowan

Ponizej prezentujemy przyklady zastosowan algorytmu 1 do odtwarzania ciaglego stanu z dyskretnych da-
nych pomiarowych w dwéch systemach - modelu populacyjnym cukrzycy oraz w systemie parabolicznym.
Przyktady te pochodza odpowiednio z prac (Baranowski, 2009a) i (Baranowski, 2007c).

Przyktad 4.2 (Model populacyjny cukrzycy - estymacja C° optymalna). Konkluzja wielu prac badawczych,
miedzy innymi wspélnego programu WHO i Miedzynarodowe]j Federacji Diabetologicznej (IDF), jest wniosek,
ze $wiat stoi przed rosnaca epidemia cukrzycy o potencjalnie zastraszajacych proporcjach (zob. Boutayeb i
Chetouani, 2007). Szacuje sie, ze w skali $wiatowej, liczba osob dotknietych cukrzyca wynosita ponad 171
milionéw w 2000 roku, zas do 2030 wyniesie 366 milionéw, z czego duza czes¢ wystapi w krajach rozwijajacych
sie. Cukrzyca jest znacznym obciazeniem dla systemdéw ochrony zdrowia na calym swiecie. Przewiduje sie, ze
w nadchodzacych dekadach odbije sie ona na osobach w wieku produkcyjnym, zwlaszcza w krajach o niskim
i rednim przychodzie. Wspomniany program podkresla, ze ok. 3.2 miliona zgonéw rocznie mozna przypisaé
powiktaniom wywotanym przez cukrzyce. Umieszcza to pod wzgledem $miertelnosci w jednym szeregu z
HIV/AIDS. Niezaleznie od tych niepokojacych informacji problem ten jest generalnie mato znany. Wiadomo,
ze wielu powiktaniom cukrzycy mozna zapobiec lub kontrolowaé je o ile wystapia, poprzez regularne badanie
poziomu cukru i eliminacje czynnikow ryzyka takich jak otylto$¢, palenie, brak ruchu lub nieprawidtowa
dieta. Ponadto - co wydaje sie nawet bardziej interesujace, wystapienia cukrzycy mozna uniknaé, lub chociaz
je spowolni¢ jezeli ludzie w stanie prediabetycznym beda dobrze doinformowani. W 2003 roku liczba 314
milionéw zostala podana, jako estymata liczby prediabetykow, z ktorych co najmniej 30 % zapadnie na
cukrzyce w przeciagu najblizszych 10 lat.

Jest to powodem wzrostu zainteresowania modelowaniem populacji cukrzykéw. Model matematyczny moz-
na wykorzystaé¢ jako metode analizy zjawisk zachodzacych w tej populacji. Do takich i zblizonych celow
powstata specjalna galaz biomatematyki o nazwie dynamika populacyjna (zob. Rudnicki, praca w przygo-
towaniu, material roboczy dostepny on-line). Wazne wyniki na temat modelowania populacji cukrzykow
znalez¢ mozna w pracach (Boutayeb, Twizell, Achouayb i Chetouani, 2004; Boutayeb i Chetouani, 2007). W
ramach tego przyktadu bedziemy rozwazaé zastosowanie modelu Boutayeba, do estymacji ewolucji ilosci ludzi
w stanie prediabetycznym oraz cukrzykéw bez powiktari w oparciu o liczbe chorych na cukrzyce, u ktérych
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rozwinetly sie powiklania. Jest to naturalne podejscie, poniewaz tacy wlasnie ludzie zazwyczaj zglaszaja sie
do r6znych placowek medycznych na wtasng reke, wiec okreslenie ich liczby bedzie najprostsze.

Oznaczmy liczby prediabetykéw, ludzi z cukrzyca bez powiktan oraz ludzi z powiktaniami przez odpowied-
nio x1, @2 i x3. wtedy dla z(t) = [x1(¢) z2(t) 23(¢)]" mamy nastepujacy model

z(t) = Az(t) + B - I1(t) (4.120)
- — )\3 - Al 0 0
A= A1 —p—A (4.121)
A3 A2 —6
T
B=[1 0 0 (4.122)
Gdzie:
I(t) — czestotliwos¢é wystepowania cukrzycy
1" — naturalny wspotczynnik smiertelnosci
A1 — prawdopodobienistwo wystapienia cukrzycy
Ao — prawdopodobieristwo wystapienia powiktan u osoby z cukrzyca
A3 — prawdopodobieristwo wystapienia cukrzycy od razu w stadium powiktan
~y — tempo leczenia powiktar
v — tempo w jakim pacjenci z powiktaniami powaznie podupadaja na zdrowiu
) — $miertelnos¢ wywotana powiklaniami
0 - y+p+rv+o

Model pochodzi z pracy (Boutayeb i Chetouani, 2007) i konstruuje si¢ go jako tzw. model pojemnikowy
(ang. compartmental model). Zaktadamy, ze w przewidywanym horyzoncie czasowym czestotliwo$é wyste-
powania cukrzycy nie bedzie sie zmienia¢ t.j I(t) = I = const. Przyjeto roéwniez, ze wspolczynniki v i §
odpowiadaja rownie prawdopodobnym kierunkom rozwoju choroby, wiec przyjeto ich wartosé na 5%. Tempo
leczenia powiktan ~ przyjeto na 8%, natomiast naturalny wspotezynnik Smiertelnosci p jako 2%. Zgodnie z
zalozeniem o znajomosci jedynie liczby pacjentéw z powiklaniami przyjmiemy réwnanie wyjscia.

y(t) = Ca(t) = [0 0 1x(t) (4.123)

Poniewaz system (4.120) jest liniowy i ma jedno wyjscie, jego obserwowalno$¢ mozna sprawdzi¢ za pomoca
standardowego kryterium obserwowalnosci, tzn

C
det | CA| £0 (4.124)
C A2

w tym przypadku, dla A i C' danych odpowiednio przez (4.121) i (4.123) mamy

C
det | CA | = =A3 X2 + X A32 + X A3 A1 — XA = (A3 — M) (A3 + A1) o (4.125)
C A?

Taka analiza prowadzi do konkluzji, ze stan systemu (4.120) z wyjsciem (4.123) jest obserwowalny wtedy
i tylko wtedy, gdy A2 # As. Interpretacja tego warunku jest taka, ze prawdopodobieristwo wystgpienia
powiktan u chorego na cukrzyce i wystapienia cukrzycy od razu w stadium powiklan sg rézne, co mozna
uznaé¢ za catkiem logiczne.

Do kroku korekcji podczas estymacji cigglego stanu wykorzystano obserwator C° optymalny. W tym
celu przeprowadzono optymalizacje czasu pomiaréw zgodnie z (4.95). Zaobserwowano, ze dla r6znych T
optymalne chwile pomiaréw potrzebne do estymacji poszczegolnych zmiennych stanu systemu (4.120) sa
sobie réwne, oznacza to, ze potrzebne sg jedynie trzy pomiary na okno pomiarowe. Dodatkowo zaobser-
wowano, ze zwiekszenie T' ponad 7.4069 roku nie prowadzi do zmian w chwilach pomiaréw. Sugeruje to
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wiec optymalna wielko§¢é okna pomiarowego. Optymalne chwile pomiaréw dla okna o takiej dtugosci to
ti] = 0, t2‘] = 1.1994, tg = 7.4069 (dla J = 1,2,3). Celem sprawdzenia efektywnosci obserwatora wyjscie
systemu zaburzano ciagglym sygnalem o amplitudzie odpowiadajacej 1% wartosci wyjscia. Mierzone wyjscie
ilustruje rysunek 4.2.

Ciagte estymaty x1 i x2 zaprezentowano na rysunkach 4.3. Co jest interesujace, dla tego wladnie rozmia-
ru okna, obserwator C° optymalny wprowadza zdecydowanie mniejsze bledy niz uproszczony obserwator
minimalnonormowy (UOM, inaczej obserwator najmniejszych kwadratow). Zmieniajac rozmiar okna obser-
wujemy zmiane tendencji, i przy krotkich oknach UOM sprawuje sie lepiej. Przy bardzo krotkich oknach,
tendencja ponownie sie odwraca, jednak réznice sg marginalne. Mozna wnioskowaé, ze to wzgledne podo-
bienstwo bierze sie stad, ze dla krotkich okien norma nawet optymalnego operatora obserwacji jest duza.

x 10

Mierzone wyjscie

. . . . . . . . )
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Czas [rok]

Rysunek 4.2.: Populacja diabetykéw z powiktaniami

x 10

Zmienna stanu a —— Zmienna stanu
Estymata Co—optymalna § Estymata Co—optyma\na
- Estymata z UOM - Estymata z UOM

1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Czas [rok] Czas [rok]

Rysunek 4.3.: Populacja ludzi w stanie prediabetycznym (z lewej) i diabetykow (z prawej) oraz ich estymaty

Przyktad 4.3 (Estymacja stanu w systemie parabolicznym). W tym przykladzie rozwazamy system dyna-
micznym opisany jednowymiarowym réwnaniem przeptywu ciepta

T (t,2) 02T (t, 2)
=7

T 5 +b(2)ult) (4.126)
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gdzie t > 0, z € (0,1) z warunkami brzegowymi Neumanna

oT'(t oT'(t
k2 _ Tk (4.127)
(52: 2=0 (52 z=1
spetniajace warunek poczatkowy
T(0,2) = 2°(2) (4.128)
Jako wyjscie z systemu rozwazamy nastepujacy funkcjonat
1
yelt) = / e(2)T(t, 2)dz (4.129)
0

Rozpatrujemy przypadek z roztozonym sterowaniem i obserwacja, przy czym z € [0, 1] oraz

_ [V10dlaz €[0.2,0.3]

bz) = { 0dlaz ¢ [0.2,0.3] (4.130)
_ [V10dlaz € [0.7,0.8]

o(2) = { 0dlaz ¢ [0.7,0.8] (4.131)

Tak opisany system dynamiczny jest modelem systemu z rysunku 4.4. Systemy tego typu byly rozpatrywane
miedzy innymi w (Mitkowski, 1991, str. 237) oraz (Oprzedkiewicz, 1997, 2008, str. 83), pomiar i sterowanie
punktowe zobacz (Grabowski, 1997).

| — — ——>
0 02 03 0.7 0.8 1z

Rysunek 4.4.: Tlustracja rozwazanego systemu parabolicznego

System taki mozna zamodelowaé¢ rowniez za pomocg nastepujgcego réwnanaia roézniczkowego

z(t) = Ax(t) + Bu(t

(1) = As(t) + Bu(t .
Ye(t) = Cx(2)

gdzie A jest generatorem infinitezymalnym potgrupy C° w przestrzeni Hilberta X, B jest liniowym operato-

rem ograniczonym R — X, zas C jest liniowym operatorem ograniczonym X — R. Przestrzen X przyjmu-

jemy jako X = Lz([O, 1], R) za$ operatory mozemy interpretowaé jako nieskoniczone macierze nastepujacej

postaci

A:diag()\o, )\1, )\2, )

T
B= b b1 by .| (4.133)
C = {Co C1 C9 }

przy czym \; = —i?, b; = (b, hi)2, ¢; = (c,hi)2, i =0, 1, 2, ..., za$ h; sa wektorami (funkcjami) wlasnymi
operatora A i sa rowne (zob. np. Mitkowski, 1991, str. 176 i 177)
1 dla i=0

hi = { V2cos(irz) dla i=1, 2, ... (4.134)
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Funkcje wlasne (4.134) tworza ortonormalng baze w przestrzeni X, za$ przyjmujac x(t) jako nieskoriczony
wektor, rozwiazanie rownania (4.126) (lub rownowaznie (4.132)) - czyli rozktad temperatury w funkeji czasu
- przyjmuje postac

T(t, z) = imz(t)hz(z) (4.135)
=0

Warto zwroci¢ uwage, ze mozna aproksymowaé rozklad temperatury systemu (4.126) zastepujac sume
(4.135) suma skoriczona pierwszych kilku elementéw - tworzymy w ten sposob aproksymacje skornczenie
wymiarowa. Taka aproksymacja moze by¢ uzasadniona jedynie w ukladach ttumionych, poniewaz wartosci
wlasne odpowiadajace sktadowym wektora stanu o wysokich indeksach gwarantuja bardzo silne ttumienie,
co pozwala na ich zaniedbanie. Innymi stowy - w procesie estymacji bedziemy rozpatrywaé tylko pierwsze
kilka réwnan rézniczkowych systemu (4.132) z odpowiednio dobranym wyjsciem. Formalna obserwowalnosé
systemu (4.126) nie jest tutaj rozwazana (zob. np. Kobayashi, 1980; Mitkowski, 1991, str. 197), natomiast
skoriczenie wymiarowa aproksymacja jest obserwowalna. Przyjeto, ze pomiary wyjscia y. maja charakter
dyskretny i sg odlegte o krok dyskretyzacji h = 0.5.

Do przeprowadzenia estymacji ciagtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych wykorzystano proce-
dury korekeji obserwatora dyskretno-ciaglego (typu dead-beat) oraz dyskretnego obserwatora doktadnego.
Przyjeto, ze poczatkowy rozklad temperatury jest stalty i réwny zeru, zas uktad jest pobudzany wejsciem o
charakterze impulsu prostokatnego postaci

10dlate[1,2]
)= { 0dlaté[1,2]

Jako sygnal pomiarowy wykorzystano wyjscie z aproksymacji skoniczenie wymiarowej systemu (4.126) rzedu
n = 10, natomiast estymator skonstruowano w oparciu o aproksymacje rzedu n = 2. Rzad aproksymacji 10
wybrano ze wzgledu na szybkosé obliczeni. Co wiecej dokonano nastepujacego poréwnania, niech Yig, Yoq i
Y10 oznaczaja wektor pomiaréw wyjscia na odcinku ¢t € [0, 15] uzyskany odpowiednio z aproksymacji rzedu
10, 20 i 40. Roznice miedzy tymi aproksymacjami sa nastepujace

[Yip — Yao| = 1.2-1073 |V — Yao| = 4.1691 - 10~°

uznano wiec, ze aproksymacja rzedu 10 nie wprowadza istotnych btedéw. Na rysunku (4.5) przedstawiono
trojwymiarowe wykresy przedstawiajace ewolucje rozktadu temperatury zachodzacej w systemie (aproksy-
macji wyzszego rzedu), oraz uzyskane przez estymator. Jak mozna zauwazy¢, w poczatkowej fazie roznia
sic one dos¢ znacznie. Wywolane jest to nieciagtoscia estymaty uzyskanej z obserwatora dyskretno-ciagltego.
Jest to typowe dla zachowania obserwatoréw typu dead-beat, w ktorych przed catkowitym zanikiem btedu
mozna zaobserwowaé duze oscylacje. Na rysunku 4.6 mozna zobaczy¢ poréwnania rozktadoéw rzeczywistego
i estymowanego w dwoch reprezentatywnych chwilach czasu. Razem z nimi znajduje sie wykres prezentu-
jacy zachowanie normy bledu. Jak widaé¢ w kilku krokach od zakonczenia impulsu btad estymacji spada
praktycznie do zera. Brak calkowitego zaniku wywotany jest przez réznice miedzy procesem a modelem
wykorzystanym w obserwatorze.

Analogiczne wyniki dla doktadnego obserwatora dyskretnego ilustruja rysunki 4.7 i 4.8. Tutaj estymata
jest gtadsza, zostaje zaburzona jedynie przy wprowadzeniu impulsu. Przez pierwsze dwa pomiary obserwator
nie pracuje, poniewaz nie ma potrzebnych danych do odtworzenia stanu, i przyjeta estymata réwna zero
zgadza si¢ z poczatkowym stanem systemu. Zaburzenia po wprowadzeniu impulsu wynikaja ze wspomnianych
wczedniej réznic miedzy modelem wykorzystanym w estymacji a rozwazanym procesem.

Whioskiem wynikajacym z przedstawionego przyktadu jest fakt, ze przy istnieniu dobrej aproksymacji
mozna wykorzystaé¢ liniowe metody korekcji do estymacji ciaglego stanu réwniez w przypadku proceséw
liniowych nieskoriczenie wymiarowych.
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Rysunek 4.5.:

Porownanie ewolucji temperatury (z lewej) oraz jej estymaty z obserwatora dyskretno-ciggtego
(z prawej)

t=1.7[s]

. . . . . . . . .
01 02 03 04 05 06 07 08 09
lle®ll o

t=2.9
[s] 15}

10

0.5

Rysunek 4.6.:

NS
[5):=2
om
~

I I I I I I I I I ) i i
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 1 2 3

Poréwnanie warto$ci chwilowych rozkladu temperatury i jego estymaty z obserwatora
dyskretno-ciagtego (z lewej) oraz norma bledu estymacji w poszczegdlnych krokach korekeji (z
prawej)

Rysunek 4.7.:

Poréwnanie ewolucji temperatury (z lewej) oraz jej estymaty z doktadnego obserwatora dys-
kretnego (z prawej)
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t=1.7[s]

1®
lleq®ll
09r

0.8
0.7

0.6

05F

0.4r

0.3

0.2

01f : °

ob—eo———+———— © o ¢ 0 0 0 0 0 @
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Rysunek 4.8.: Poréwnanie wartos$ci chwilowych rozktadu temperatury i jego estymaty z doktadnego obser-
watora dyskretnego (z lewej) oraz norma bledu estymacji w poszczegdlnych krokach korekeji
(z prawej)
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Rozdziat 5.

Korekcja w uktadach nieliniowych

5.1. Wprowadzenie

W ramach niniejszego podrozdziatu rozwazane beda systemy

&(t) = f(x(t), u(t)) (5.1)

z wyjsciem
y(t) = h(xz(t)) (5.2)
W stosunku do (5.1) i (5.2) przyjmujemy te same zalozeniaco do (2.1) i (2.4) (por. str. 12). Dodatkowo

zakladamy, ze prawe strony (5.1) i (5.2) sa rozniczkowalne w sposob ciagly ze wzgledu na swoje argumenty.
Przyjmujemy, ze wartosci wyjscia znane sa w dyskretnych chwilach czasu t;, gdzie

ti=ti_1+ h; (5.3)
to =0 (5.4)
h; >0 (5.5)
1=0,1, 2, 3,... (5.6)
przy czym
hi 2 Tmax (57)
Tmaz = Max (ti+1 — tz‘) < 00 (5.8

Pomiary moga, ale nie muszg by¢ rownoodlegte. W takim przypadku mamy

hi =h=Tmee Vi (5.9)
t; = to +ih (5.10)

Poniewaz rozwazane systemy sa nieliniowe, ewentualne rozwazania dotyczace obserwowalnosci beda dys-
kutowane w kontekscie poszczegdlnych metod korekcji. Ogolne zaktadamy jednak, ze sg one obserwowalne w
sensie definicji 2.7 (zob. str. 19).

Podobnie jak w przypadku systemoéw liniowych wprowadzono rozdziat algorytméw na te uwzgledniajace
zaklocenia pomiarowe jak tez i te bez zaktécen. Ze wzgledu na nieliniowos$¢ systemu, nie mozna rozwazaé
autonomizacji, wiec wszystkie wyniki sformutowane beda z uwzglednieniem sterowania.

Uwaga 5.1 (Uktady dodatnie). Ciekawa klase uktadow nieliniowych stanowia tak zwane uktady dodatnie.
Same réwnania sa liniowe, natomiast odpowiednie przestrzenie zmiennych nie sa przestrzeniami liniowymi
(zob. np. Mitkowski, 2000, str. 81). Rozwazmy system

#(t) = Az(t) + Bu(t)

(1) = Corlt) (o)

gdzie x(t) = [x1(t), z2(t), ..., zo(B)]T € R™, u(t) = [u1(t), ua(t), ..., ur(t)]" € R” oraz y(t) = [y1(t), ya(t),
oy Ym(®)]T € R™ zag A, B i C sa rzeczywistymi macierzami o odpowiednich wymiarach.
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System (5.11) jest ukladem dodatnim, jezeli zachodzi nastepujaca implikacja

2:(0) > 0 i(t) >0
uj(t) >0 ys(t) =0
1=1,2,....n = 1=1,2,...,n (5.12)
j=1 2 ..., s=1, 2,...,
t>0 t>0

System ciagly (5.11) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy A jest macierza Metzlera (jej elementy poza diago-
nalnmi sa nieujemne), a macierze B i C' maja nieujemne elementy. Uklady dodatnie maja wiele zastosowari,
np. w obwodach elektrycznych, modelach ewolucji rozktadéw prawdopodobienstwa lub dynamice populacyj-
nej (uktad (4.120) z przyktadu 4.2 na str. 54 jest uktadem dodatnim). Analogicznie formutuje sie dyskretne
uktady dodatnie opisywane réwnaniami réznicowymi

Th+1 = Ada:(k) + Bdu(k) (5.13)

y(k) = Cx(k)
Uklad (5.13) jest dodatni wtedy, i tylko wtedy gdy A, B i C' maja nieujemne elementy. W dziedzinie
uktadow dodatnich (réwniez z op6Znieniami) istnieje wiele wynikéw dotyczacych stabilnosci, osiagalnosci,
sterowania minimalno-energetycznego oraz teorii realizacji (zob. np. Kaczorek, 2007, str. 425, 437, 442, 446)
warto rowniez zwroci¢ uwage na wyniki dotyczace sterowalnosci (Bustowicz, 2005) oraz odpornej stabilnosci
ukladéw dodatnich z niepewnosciami (Bustowicz, 2007).

Estymacja stanu w uktadach dodatnich zajmowal si¢ (Kociszewski, 2009, str. 144). W jego pracy, mozna
znalez¢ wyniki dotyczace konstrukeji dodatnich obserwatoré6w petnego i zredukowanego rzedu dla uktadow
dodatnich (takze z op6znieniami). Zaproponowana tam metodyka opiera sie na stosowaniu liniowych nieréw-
nosci macierzowych (ang. LMI, linear matriz inequalities), w oparciu o ktore sformutowano warunki istnienia
oraz algorytmy efektywnego wyznaczania wzmocnieni obserwatora. Zdaniem autora, wyniki te moga by¢
z powodzeniem wykorzystane do estymacji ciaglego stanu z dyskretnych danych pomiarowych za pomoca
obserwatora dyskretno-ciaglego. |

5.2. Estymacja bez zakiécen

W tym podrozdziale zaprezentujemy dwa podejscia, w ktorych zaklocenia nie sa uwzgledniane podczas
konstrukcji obserwatora. Warto jednak zaznaczy¢, ze wcale nie oznacza to tego, ze nie maja one zadnych
wlasnosci filtrujacych. Omoéwiony zostanie nieliniowy obserwator dyskretno-ciagtly, taczacy pomysty stojace
za ciggltym obserwatorem typu High-Gain oraz za dyskretno-ciggtym filtrem Kalmana. Drugim oméwionym
algorytmem odtwarzania stanu jest hybrydowy obserwator Newtona, w ktérym problem estymacji sprowadza
sie do rozwiazywania pewnego ukladu réwnan nieliniowych.

5.2.1. Nieliniowy obserwator dyskretno-ciagty

Rozwazany tu algorytm oparty jest na pracach (Astorga et al., 2002; Angeles et al., 2004), w ktorych rozwaza-
no odtwarzanie stanu w pewnych konkretnych procesach chemicznych. Proponowane tam podejicie moze by¢
jednak stosowane takze w uktadach innego rodzaju. Na poczatek przyjmujemy, ze pomiary sa rownoodlegte
z krokiem dyskretyzacji h > 0.

Pomyst za nieliniowym obserwatorem dyskretno-cigglym opiera sie o zastosowanie metodyki pochodnych
Liego. Podstawowym zalozeniem wobec systemu, jest to aby byt on lokalnie obserwowalny w calej przestrzeni
stanu w sensie ponizszego twierdzenia.
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Twierdzenie 5.1 (zob. Nijmejer i van der Schaft, 1991, Keller, 1987, Dalla Mora, Germani i Manes, 1997).
Dany jest system (5.1) z wyjsciem (5.2). Rozwazana jest funkcja wektorowa:

o
o@ =| ?) (5.14)
£ U(a)

gdzie Lyh(x) oznacza pochodng Liego funkcji h w kierunku pola wektorowego f zdefiniowanqg jako

L3h(z) = h(z) (5.15)
Lih(z) = Lih(z) = Vh(z)T f(z) (5.16)
Lih(z) = Ly (L7 h(x)) (5.17)

Dla kazdego x*takiego, zZe
rankQ(z*) = n

System system (5.1) z wyjsciem (5.2) jest lokalnie obserwowalny w punkcie x*. Przy czym

Qx) = dif) (5.18)

W kontekscie nieliniowego obserwatora dyskretno-ciaglego rozwazaé bedziemy system

#(t) = f(z(t),u(t)), f:R*"xR"—R"

y(t) = h(z(t)), h:R" — R (5.19)

dla ktorego spelniony jest warunek lokalnej obserwowalnosci w kazdym punkcie przestrzeni stanu. Dla ta-
kiego systemu macierz Q(z) jest kwadratowa macierza nieosobliwa. Do konstrukeji nieliniowego obserwatora
dyskretno-ciagtego stosujemy podobny schemat postepowania jak przy obserwatorze typu High Gain (zob.
Hou, 2002; Baranowski i Piatek, 2008). Zauwazmy, ze po dokonaniu nastepujacej zamiany zmiennych w
systemie (5.19)

z(t) = ®(x(t)) (5.20)

uzyskujemy system

2(t) = QO (2(1))) F(@1 (2(1)), u(t)) = Apz(t) + Byé(2(t), u(t))

y(t) = Co=() (5:21)

przy czym macierze A,, By oraz Cy (wykorzystywana dalej) sa tak zwanymi macierzami Brunowskiego

01 0
Ay = | 0 (5.22)
00 1
00 0
:
B, = [o 0 1] (5.23)
Gy o= [t 0 0 (5.24)

za$ funkcja £ jest pewng nieliniowg skalarng funkcjg transformowanego stanu z oraz sterowania i ewentualnie
jego pochodnych. Konstrukcja obserwatora typu High-Gain bazuje na transformacji (5.20) i powstalym
systemie (5.21), dla ktorej konstrukcja obserwatora jest stosunkowo prosta. Idea obserwatora High-Gain
polega na tym, ze przy pomocy odpowiednio duzego liniowego wzmocnienia mozna bedzie skompensowaé
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nieliniowos¢ € (w systemach z globalnym warunkiem Lipschitza, jest to uzasadnione, por. tw. A.6 na stronie
99). Obserwator w ukladzie transformowanym ma postaé

2(t) = Apz(t) + Bp§ (2(1), u(t)) + G(y(t) — Cpz(t)) (5.25)

przy czym G dobrano tak, aby Re A\(4y — GC%) < 0. Co wiecej dokonywanie transformacji explicite nie jest
potrzebne, poniewaz obserwator (5.25) po powrocie do oryginalnych wspotrzednych przyjmuje postaé

2= f(&,u) +Q(&)G(y — h(2)) (5.26)

Jak mozna zauwazy¢ do dzialania takiego obserwatora niezbedna jest lokalna obserwowalno$¢ w podanym
powyzej sensie (macierz ) musi by¢ odwracalna).

Uwaga 5.2. Warto zauwazyé¢, ze warunek obserwowalnodci z tw. 5.1 zastosowany w uktadzie liniowym prze-
chodzi w standardowy warunek obserwowalnosci pary (C; A) (zob. tw. A.2, punkt 3, str. 98). Natomiast
zastosowanie zamiany zmiennych (5.20) prowadzi do transformacji do postaci kanonicznej Frobeniusa (zob.
Ackermann, 1976, str. 71 oraz Mitkowski, 2007b, str. 88). |

Opisany powyzej schemat postepowania wykorzystuje sie w konstrukeji nieliniowego obserwatora dyskretno-
ciggtego. Podobnie, jak w opisanym w poprzednim rozdziale filtrze Kalmana mamy bezposrednig implemen-
tacje predykcji i korekcji.

W kroku predykcji dla t € [kh, (k+ 1)h) rozwiazuje sie nastepujace rownania rozniczkowe

2(t) = f(2(t),ult)) (5.27)
S(t) = —60S(t)— AL S(t) — S(t)A, (5.28)

z warunkami poczatkowymi 27 (kh) i ST (kh), przy czym Ay jest dane przez (5.22), zas 6 > 0 jest parametrem
strojacym obserwatora. Rozwiazania rownan (5.27) i (5.28) w chwili ¢ = (k+1)h oznacza si¢ jako 2~ ((k+1)h)
oraz S~ ((k+1)h). Pierwsze rownanie jest rownaniem modelu, za$ drugie mozna uznac za pewna modyfikacje
rownania propagacji (4.107). Poniewaz zaktadamy brak zaklocen, czlon za nie odpowiadajacy znika, zas
poniewaz wykorzystujemy transformacje zmiennych, dostajemy bardzo prosta macierz Brunowskiego A;. Ze
wzgledu na to, ze nie sg one asymptotycznie stabilne dodaje sie dodatkowo czton 6.5, ktéry z jednej strony ma
zapewni¢ stabilno$¢ rownania, a z drugiej strony wprowadza dodatkowy parametr strojacy 6 umozliwiajacy
poprawienie dziatania obserwatora w oparciu o eksperymenty symulacyjne dla konkretnej dynamiki procesu.
W kroku korekcji przeprowadza sie nastepujace operacje algebraiczne

ST((k+1)h) = S~ ((k+ 1)h) + hC) Cy (5.29)
FH((k+1)h) = 27 ((k+ Dh) +5Q (&7 ((k + 1)h))_1S+(tk+1)_1CT (y((k +1)h) = h(&((k + 1)h))
(5.30)

gdzie k > 0 jest drugim parametrem strojacym a Cj jest dane wzorem (5.24). Tutaj mozna zauwazy¢
wieksze roznice w stosunku do filtru Kalmana, aktualizacja macierzy S jest wzglednie nieskomplikowana,
jednak réwnanie (5.30) wymaga pewnego komentarza. Mozna tu zauwazy¢ pewng analogie z obserwatorem
High-Gain, wystepuje tutaj btad wyjscia a takze macierz Q! pojawiajaca sie przy przejéciu od zmiennych
transformowanych do pierwotnych (por. (5.26)). Macierz wzmocnienia natomiast ma postaé S (tg1) 1CF
co oznacza, ze potencjalnie zmienia sie ona z kazdym krokiem. Dodatkowa zmiane wprowadza tu parametr
K, ktéry podobnie jak 8, mozna dobraé¢ eksperymentalnie do dynamiki systemu, tak aby poprawi¢ dziatanie
obserwatora.

Nieliniowy obserwator dyskretno-ciagly byt stosowany do estymacji stanu uktadu zbiornikéw wodnych w
pracach (Baranowski i Tutaj, 2007; Baranowski, 2007d).
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5.2.2. Hybrydowy obserwator Newtona

Pod nazwa obserwator Newtona, rozumie si¢ metode odtwarzania warunku poczatkowego réwnania rdz-
niczkowego na drodze rozwigzania uktadu réwnan algebraicznych metoda Newtona. Koncepcja obserwatora
Newtona zostala zaproponowana przez (Moraal i Grizzle, 1995) dla systemow dyskretnych postaci

Tr+1 = f(@k, ur), f: R" xR" — R"
Yk = b(xg), h: R" - R (5.31)
k=0, 1,2 3, ...

Dla ustalenia uwagi zdefiniujmy

3 (zk) = f(w, ur)
3" (k) = FE"H(@h), Wetn—-1)

mozemy teraz zapisac

Yo = h(o)
y1 = h(F (20))
(5.32)
Yn-1 = (T (x0))
Niech
Yo f)(lﬂﬁo)
2 = y:l oraz  $H(xo) = hE :(xO)) (5.33)
Yn—1 (" (20))

Jak mozna zauwazy¢ (5.32) tworzy uklad n nieliniowych réwnan algebraicznych ze wzgledu na xg. Po
przeniesieniu wyrazow (5.32) na lewa strone i stosujac zapis (5.33) mamy

Y — H(wo) =0 (5.34)

Taki uktad rownan mozna rozwiazaé¢ za pomoca metody Newtona dla ukladéw réownan nieliniowych (zob.
np. Stoer, 1979, str. 183)

a:é“ = :L'% + 85
d i
di%ﬁ(lfo)si =9 — 9(zo) (5.35)
i=0,1,...4d

gdzie z}) oznacza i-te przyblizenie zo za$ d to liczba iteracji. Liczbe iteracji zazwyczaj dobiera sie na drodze
symulacyjnej. Taki spos6b wyznaczania stanu poczatkowego zostal nazwany obserwatorem Newtona. Jest to
metoda efektywna i jedyna faktyczna komplikacja jest wyznaczenie macierzy Jakobiego wielokrotnie ztozo-
nej funkeji wektorowej $(xg). O ile jednak w przypadku systemow dyskretnych jest mozliwe sformutowanie
uktadu réwnan algebraicznych, tak w przypadku systeméw ciaglych nie ma takiej mozliwosci. Autorzy pra-
cy (Biyik i Arcak, 2006b) zaproponowali, aby stosowny uktad réwnan wyznaczy¢ za pomoca symulacji a
nastepnie zastosowaé¢ do niego metode Newtona - tak powstal hybrydowy obserwator Newtona (HNO).

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy
() = fx(t), u(t))

y(t) = h(z(t))

Przy czym t € [tg, tkin—1], z(t) € R™, u(t) € R™, f: R" x R™ — R", h: R" — R. Dodatkowo zakladamy,
ze f i h sa przynajmniej jednokrotnie rézniczkowalne w sposéb ciagly ze wzgledu na kazda ze sktadowych «.
Koncepcja HNO opiera sie na oczywistym fakcie, ze rozwiazanie (5.36), dla warunku poczatkowego x(t) =

(5.36)
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wg, przy spelnieniu zalozen twierdzen o istnieniu i jednoznacznoéci rozwiazan, ma ogdlnie postaé
z(t) = F(wg,t) (5.37)

gdzie F(-,-) jest pewna funkcja R™ X [tg,tg+n—1] — R™ spelniajaca roéwnanie rézniczkowe systemu (5.36)
(w zaleznosci od regularnosci sterowania wszedzie, lub prawie wszedzie). Wyjscie z tego systemu ma zatem
postac

y(t) = h(F(zo,1)) (5.38)

Znajac wartosci wyjscia systemu, mozemy zbudowaé uklad réwnan analogiczny do (5.32)

y(tk) = h(F(wg, ty))
Y(te+1) = h(F (wg, ti11))
(5.39)
Y(thtn—1) = h(F(wg, tg+n-1))
wprowadZmy oznaczenia
y(tk) h(wg)
yoo | Y H(wy) = " (F(w'f’tk“)) (5.40)

Y(tean) W(F (i thn1))

Wektor Y}, znamy z pomiaréw, natomiast dla danego wy mozemy wyliczy¢ wektor H(wy) za pomoca nume-
rycznego rozwiazania systemu (5.36). Mozna zastosowaé¢ metode Newtona

w}jl = w/li€ + s
d .
i=0,1,...d

Analogicznie w}€ to i-te przyblizenie stanu systemu w chwili ¢z, za$ d to liczba iteracji. Przyjmuje sie usta-
long ich liczbe zamiast iteracji do zbieznoéci, poniewaz w stosunku do obserwatoréow czesto stawiane sg
wymagania co do czasu obliczen, ktérego bez gérnego ograniczenia nie datoby sie zapewni¢. Podobnie jak w
przypadku dyskretnym konieczne jest dobranie jej eksperymentalnie w zaleznosci od systemu.

Podstawowa roznica pomiedzy problemem dyskretnym (5.32) i ciagltym (5.39) to sposoéb wyliczania ma-
cierzy Jakobiego potrzebnej do wyznaczania s® (por. 5.41). W dalszej czesci omawiamy trzy takie podejécia.

Wyliczanie macierzy Jacobiego

W ogolnosci, aby wyliczy¢ macierz Jakobiego nalezy wyznaczyé¢ gradienty pewnych n skalarnych funkcji
rozwiazania rownania rozniczkowego (elementéow macierzy H (wy) wzgledem warunku poczatkowego. Ponizej
omawiamy trzy sposoby jej obliczania (zob. Baranowski i Mitkowski, 2009; Baranowski, 2009b)

e Aproksymacje réznicowa,
e Zastosowanie rOwnania wariacyjnego,
e Wariacje funkcjonatu.

Aproksymacja réznicowa

Najprostszym sposobem wyliczania macierzy Jacobiego, jednoczednie tym proponowanym przez autoréw me-
tody (zob. Biyik i Arcak, 2006b,a) jest aproksymacja za pomoca roznic skoriczonych. Polega to na zastapieniu
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rézniczkowania po kazdej ze sktadowych warunku poczatkowego przez odpowiedni iloraz réznicowy

‘<H<w,@ +erp) — H(wi))T_ !
p
. <H<w;; +eap) — H(wi))T
Q) p (5.42)

(H(w,i +enp) — H(w%;))T
L P i

gdzie p jest malym parametrem okredlajacym przyrost, za$ e; jest j-tym wektorem jednostkowym. Wylicza-
nie poszczegdlnych kolumn macierzy Jakobiego polega wiec na wyliczeniu wektorow H (w/%€ + ejp) poprzez
symulacje z zaburzonym warunkiem poczatkowym, a nastepnie odjeciu od nich wektora dla warunku nie-
zaburzonego (ktory musial by¢ i tak wyliczony, aby okresli¢ czy spelnia on uktad réownan (5.39)). W teorii
na drodze przejscia granicznego p — 0 powinnismy uzyska¢ wynik doktadny. W praktyce jednak wymaga to
postawienia bardzo duzych wymagan wobec bledu metody numerycznej wyliczajacej rozwiazania réwnania
rozniczkowego, 1 w konsekwencji bardzo drobnego kroku. To z kolei wydluza czas obliczen, a dodatkowo
przy bardzo maltych dlugosciach kroku metody numerycznej pojawiaja sie inne Zrodia bltedéw numerycz-
nych. Aproksymacja roéznicowa macierzy Jakobiego jest efektywna tylko do uzyskiwania przyblizen, a nie
doktadnych wynikéw.

Zastosowanie réwnania wariacyjnego
Duzo bardziej interesujace, wydaje sie wyliczenie macierzy Jakobiego w sposob doktadny (przez doktadny
rozumiemy tu uzyskane na drodze catkowania numerycznego). Jednym ze sposobow uzyskania dokladnego
rozwiazania jest zastosowanie tzw. réwnania wariacyjnego (zob. Hairer et al., 2000, str. 95).

Rownanie wariacyjne ma postac

przy czym J(x(t)) jest macierza Jakobiego prawej strony rownania rézniczkowego systemu (5.36). Rozwia-
zanie réwnania wariacyjnego ma nastepujaca wlasnosé
dF (wk, T )

dwk = q)(T) V1 € [tk, tk+n71] (5.47)

Innymi stowy - rozwiazanie réwnania wariacyjnego w chwili 7 okresla nam pochodng rozwigzania réwnania

rézniczkowego wzgledem warunku poczatkowego w danej chwili. Warto zauwazy¢, ze w systemach liniowych

pochodna ta jest macierz e??.

Rozwazmy jedno z réwnan uktadu (5.39)

h(F(wg,s tg41)) — y(tka) =0

Pochodna jego lewej strony wzgledem warunku poczatkowego, w oparciu o rézniczkowanie funkeji ztozonych,
wyraza sie przez

Vg, (h(F(w, tit1)) = Y(tktt)) = Vg, (W (Wi, tey1))) =

_ <8F(wkatk+l)

T
a > Vxh(F(wk, tk+l)) (5.48)
Wi
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Aby wykorzystac¢ wzor (5.48) konieczna jest znajomosé pochodnej (5.37) wzgledem warunkéow poczatkowych.
Do tego celu za$ nalezy rozwiazaé (5.43).

Wykorzystujac rozwiazanie rownania wariacyjnego (5.43) i wzor (5.48) dostajemy wyrazenia na kolejne
wiersze macierzy Jakobiego

Vg (A(F (i, t120)))" = Vah(F(wg, trei1)) T @ (try1)
Macierz Jakobiego ma wiec postaé

Vzh(F(wk, tk+))T(I)(tk)

d _ | Veh(F s ) TR(k) (5.49)

Veh(F (Wi, thn—1)) T (trgn—1)

Wariacja funkcjonatu

Inne podejscie, pozwalajace na wyliczenie macierzy Jakobiego opiera sie o wariacje funkcjonatu, zainspirowane
za$ zostato poprzez dowod zasady maksimum (Bottianski, 1971, str. 232). Sama zasada maksimum nie jest
jednak wykorzystywana. Dla zwickszenia czytelnosci, w wyprowadzeniu zamiast wy bedziemy korzystaé z
xo, a zamiast przedziatu [tg, tp1;] bedziemy rozpatrywaé przedzial [0, T]. Rozwazmy pewien funkcjonat @ na
trajektoriach systemu dynamicznego (5.36), oraz jego przyrost wygenerowany zmiana warunku poczatkowego.
Zdefiniujmy funkcjonal oraz przyrost wywolany zmiana warunkow poczatkowych z z*(0) na x(0)

Q(z0) = q(z(T)) (5.50)
q(z(T)) = h(F (20, T)) (5.51)
@ (t) = f(2"(t), u(t)) (5.52)
te[0,7) (5.53)

Az(t) = 2*(t) — 2(t) (5.54)
(5.55)

Tak zdefiniowany funkcjonal odpowiada wartosci wyjscia w jednym punkcie, czyli jednemu z réwnan uktadu
(5.39). Wprowadzimy réwniez Hamiltonian i rownania sprzezone

H(, z,u) = wa(x,u) (5.56)
B(t) = — VeH (L), (1), u(t)) (5.57)
W(T) = — Vg(a(T)) (5.58)

Mozemy teraz przeanalizowaé¢ przyrost funkcjonatu (5.50)
AQ = q(z*(T)) — q(z(T)) = Vq(z(T))Az(T) + o(Az(T)) = = (T)Ax(T) + o(Axz(T)) (5.59)
Wykorzystamy teraz nastepujaca zalezno$é
T . T
W(T)AZ(T) = 1(0) Ax(0) + /0 D(6)T Ax(t)dt + /0 W8T Ad(t)dt
ktora mozemy podstawi¢ do
T . T
AQ = — (0)Ax(0) — / O Azdt / WTA&dL + o(Ax(T)) = (5.60)
0 0

T T
- _/0 —%H(w,x,u)mxdt—/o wT(f(a:*)—l—g(x*)u—f(x)+g(x)u)dt—z/;(0)Ax(0)+O(A;E(T))
(5.61)
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W powyzszych przeksztalceniach skorzystano z definicji rownan sprzezonych (5.57). Dalej wykorzystujemy
definicje Hamiltonianu (5.56) i pochodnej Frechet’a (zob. Bronsztejn, Siemiendajew, Musiol i Miihlig, 2004,
str. 689)

T T
AQ = —v(0Ac(0) — [ =M a,u) Aadi — [ (W2 + Azyu) = (w2, 0))dt + o Aa(T))

(5.62)
T
— — (0)Az(0) — /0 o(Az(t))dt + o(Ax(T)) (5.63)
co daje nam formutle na przyrost
AQ = —¢(0)Az(0) + o([| Azl]) (5.64)

Co po przejsciu granicznym daje wyrazenie na pochodna @ wzgledem warunku poczatkowego x( (gradient)

V@ = —1(0) (5.65)

Ponownie gradienty te mozna wykorzysta¢ jako wiersze macierzy Jakobiego (powracajac do wczesniejszych
oznaczen)

d T
JooH () = [wtk (te) D1 (t) ...zptm—l(tk)} (5.66)

gdzie ¥7 oznacza zmienna sprzezona dla problemu (5.50) na przedziale [t, 7].

Poréwnanie podejsé
e Aproksymacja réznicowa wymaga rozwiazania uktadu n réwnan rézniczkowych n razy na calym prze-
dziale [tg, tpin—1]- Jej efektywnosé zalezy od parametru p, przy czym zbyt duze i zbyt male jego
warto$ci moga prowadzi¢ do btedéw. Jest to metoda przyblizona, zalecana jedynie w sytuacji, gdy
obliczenia analityczne potrzebne do zastosowania pozostatych podejéé sa zbyt skomplikowane.

e Zastosowanie rownania wariacyjnego wymaga rozwigzania uktadu n? réwnarn jednoczesnie na przedziale
[tky tkin—1]. Jest to metoda dokladna i zarazem najlatwiejsza w implementacji ze wszystkich trzech -
réwnanie wariacyjne mozna rozwiazywac rownolegle z wyliczaniem wektora H (wy).

e Podejscie trzecie, wymaga rozwiazania n uktadéw n réwnan rézniczkowych wstecz ale za to na réznych
przedziatach catkowania (coraz krotszych). Jest to rowniez metoda dokladna i potencjalnie najmniej
kosztowna numerycznie. Wymaga ona jednakze dodatkowych naktadéw poswieconych na implemen-
tacje. Jej numeryczna przewaga moze by¢ réowniez bardzo zalezna od wymiaru i struktury macierzy
Jakobiego systemu (5.36).

Uwaga 5.3. Autorzy hybrydowego obserwatora Newtona rozwijali go w innym kierunku. W ich badaniach
wykorzystywane sa aproksymacje macierzy Jakobiego ze wskazaniem na przyblizenie roznicowe (Buyik i
Arcak, 2006a). Proponowane przez nich (Biyik i Arcak, 2006b) inne przyblizenia wywodzace sie z tzw.
metod ,typu Newtona” jak np. metoda Broydena (zob. np. Lukasik, 2007, str. 19) zdaniem autora nie zdaja
egzaminu. Jest to uzasadnione, poniewaz rozwiazania réwnan rézniczkowych nie musza podlegaé¢ tym samym
regutom co réwnania algebraiczne. Obszar badari autoréw oryginalnej metody dotyczy bardziej modyfikacji
metody Newtona-Rhapsona, w ktorej to pierwszy wzor metody Newtona (5.41) zastepuje sie przez

witt = wj, + 0s;
gdzie parametr 0 € (0, 1] jest dobierany tak aby zmniejszy¢ wartos¢ wyrazenia
(Yk — H(wk))TYk — H(wk)

Zdaniem autora, przy rozpatrywaniu wskaznikow jakosci tego typu duzo lepszym rozwiazaniem jest podejscie
optymalizacyjne typu MHE (opisane w dalszej czesci rozdziatu), w ktorym to minimalizuje sie wskaznik
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jakosci, potencjalnie za pomoca metody Newtona rozwiazywania probleméw optymalizacji (zob. np. Nocedal
i Wright, 2006, str. 22), z wykorzystaniem zaréwno informacji o gradiencie jak tez i o Hesjanie. |

Uwaga 5.4. Nalezy zaznaczy¢, ze algorytm hybrydowego obserwatora Newtona podobnie jak sama metoda
Newtona ma lokalny charakter zbieznosci. Mozna prébowaé poprawiaé¢ obszary zbieznosci za pomoca np. sto-
sowania tzw. niedoktadnej metody Newtona lub przez poszukiwanie na kierunku. Warto jednak zauwazyc¢,
ze informacja dotyczaca macierzy Jakobiego, zwlaszcza wyliczonej doktadnie moze stuzyé za interesujace
kryterium lokalnej obserwowalnosci systemu nieliniowego, w postaci rzedu macierzy Jakobiego (istnieja ana-
logiczne kryteria obserwowalnosci dla uktadoéw liniowych). Warto jednak zauwazy¢, ze nie jest to warunek
rozstrzygajacy, poniewaz pomimo nieosobliwej macierzy Jakobiego, obserwator Newtona moze nie by¢ zbiez-
ny. |

Hybrydowy obserwator Newtona byl rozwazany we wczesniejszych pracach autora (Baranowski i Tutaj,
2007, 2008a) z wykorzystaniem przyblizonej macierzy Jakobiego, zas z wykorzystaniem dokladnej w pracach
(Baranowski i Mitkowski, 2009; Baranowski, 2009b).

5.3. Estymacja z zaktéceniami

5.3.1. Dyskretno-ciagty rozszerzony filtr Kalmana

Rozszerzony filtr Kalmana (ang. Extended Kalman Filter, EKF) jest obecnie najczesciej stosowanym estyma-
torem stanu w zastosowaniach przemystowych. Mozna go znalezé w przemysle chemicznym, cieptownictwie
ale i rowniez jako obserwator predkosci samochodu w sterownikach uktadu ABS. Najbardziej popularnym
wariantem (ze wzgledu na prostote implementacji) jest dyskretny rozszerzony filtr Kalmana (zob. Byrski,
2007, str. 372). W niniejszym podrozdziale zaprezentowany zostanie dyskretno-ciaglty (hybrydowy) EKF
(zob. Simon, 2006, str. 403).

W kontekscie EKF rozwazamy rownoodlegte pomiary wyjscia (5.10) z to = 0 i nastepujace systemy dyna-

e #(t) = Flat),ut). wlt). 1
y(kh) = h(z(kh), vg, kh) (5.67)
k=0,1,2,...

9

Przy czym w(t) jest ciaglym bialym szumem o macierzy kowariancji @, za$ vy jest dyskretnym bialym
szumem o macierzy kowariancji Ry .

U podstaw EKF lezy metoda linearyzacji. Jednak zamiast linearyzowac system (5.67) wokot statego punktu
rownowagi, dokonujemy linearyzacji rownan systemu wokot estymowanej trajektorii (zob. np. Mitkowski,
1996, str. 127 i 128). W tym celu wprowadzamy macierze

_of _of
A= L= (5.68)
60,0 GO.(0,00)
m, = oh M = 2 (5.69)
Tl @) 0,kh) Ul ) 0,kh)

Z wykorzystaniem tych macierzy mozemy, analogicznie jak w liniowym hybrydowym filtrze Kalmana, wpro-
wadzi¢ od razu podzial na predykcje i korekcje. Tak tez w kroku predykcji rozwiazujemy rownanie systemu
i rownanie propagacji dla t € [(k — 1)h, kh]

Z(t) = f(&(t), u(t),0,t) (5.70)
P(t) = At)P(t) + P()A®)T + LO)QL(t)T (5.71)

przy czym, analogicznie jak w przypadku liniowym mamy P((k — 1)h) = P;f | i 2((k — 1)h) = &} | zas
konicowe wartosci rozwigzaii oznaczmy jako P, = P(kh) oraz &, = &(kh). Posiadajac te informacje mozemy
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skonstruowaé, podobnie analogicznie jak w przypadku liniowym krok korekcji. Mamy wiec

-1
Ky, = Py HY (HePy HY + My R M) (5.72)
i = a5 + Ky (y(kh) — h(iy,0,kh)) (5.73)
T
Pl = (I - KyHy) Py (I - KipHy) + Kp MR MK (5.74)

Uwaga 5.5. 7 hybrydowym rozszerzonym filtrem Kalmana zwigzane sg pewne problemy. Po pierwsze nie ma
dobrych kryteriéw doboru wartosci poczatkowych.

W teorii, asymptotycznie stabilny obserwator powinien dobrze dziata¢ dla dowolnych warunkéw poczatko-
wych. W praktyce okazuje sie jednak, ze rozszerzony filtr Kalmana w pewnych przypadkach wykazuje wolng
zbieznos¢ btedu estymacji do zera. Zachodzi to wtedy, gdy nie zostal on prawidtowo zainicjowany. Szczegdlnie
dla poprawnej pracy filtru istotny jest doboér poczatkowej macierzy kowariancji P0+ .

Optymalnie wartosci inicjalizujace filtr powinny byé réwne

iy = E[xo]

Py = B [(z0 — &) (w0 — )T

gdzie E[-] oznacza warto$é oczekiwanag. Niestety praktyczna stosowalno$é powyzszych wzorow jest niewielka,
i poczatkowe wartosci trzeba zgadnaé. W zaleznosci od tego jak zostang one dobrane zbieznosé estymaty do
prawdziwego stanu moze by¢ diametralnie rézna. Drugim problemem zwiazanym z filtrem Kalmana, istotnym
zwlaszcza w zastosowaniach przemystowych jest to, ze nie mozna w nim uwzglednié¢ ograniczeri zmiennych
stanu. Z tego powodu, na podobnej zasadzie jak opisano w podrozdziale 3.2, moga wystapi¢ duze btedy
przejéciowe, ktore moga uczynié estymate bezuzyteczna. W pewnym stopniu z tymi problemami radzi sobie
opisana nizej estymacja z ruchomym horyzontem (MHE) (Tenny i Rawlings, 2002).

Jeszcze inng staboscia EKF jest jego zaleznosé od linearyzacji systemu. Jezeli system zlinearyzowany w
pewnych obszarach przestrzeni stanu nie jest obserwowalny filtr moze przestaé¢ dziataé. Przyktadem systemu
tracacego lokalna obserwowalnosé jest system (5.142) z przykladu 5.2 (str. 81), ktory nie jest obserwowalny
w punkcie réwnowagi i jego otoczeniu.

5.3.2. Estymacja z ruchomym horyzontem (ang. moving horizon estimation, MHE)

MHE jest obecnie jedna z najbardziej rozwijanych metod estymacji stanu oraz parametréow uktadéw dy-
namicznych. Literatura dotyczaca tego zagadnienia jest olbrzymia i obejmuje procesy liniowe, nieliniowe,
dyskretne, ciaglte i hybrydowe, z czego wazniejsze pozycje dotyczace teorii to (Albuquerque i Biegler, 1994;
Haseltine i Rawlings, 2008; Ferrari-Trecate, Mignone i Morari, 2002; Rao i Rawlings, 2002; Rao, Rawlings i
Lee, 1999; Rao, Rawlings i Mayne, 2003; Tenny i Rawlings, 2002; Rawlings i Bakshi, 2006; Wang, Liu, Ban
i Pei, 2003; Zavala, Laird i Biegler, 2007). Sama koncepcja nie jest jednak nowa, mozna np. znalezé¢ pre-
zentacje metody w (Eykhoff, 1980, str. 560), zas bibliografia tamze kieruje do prac z wczesnych lat 60-tych.
Mozna podejrzewaé, ze rozkwit zainteresowania metoda zwiazany jest z rozwojem mozliwosci komputerow,
pozwalajacych na rozwiazywanie wystepujacych w MHE probleméw optymalizacyjnych.

Ponizej przedstawiona zostanie wersja dla ukladéw ciaglych z dyskretnymi pomiarami, z zakldéceniami
jedynie pomiaréw wyjscia estymujaca warunek poczatkowy systemu. Wersje dopuszczajace estymacje para-
metréw oraz uwzgledniajace zaktécenia wchodzace na system sa jak najbardziej mozliwe, jednak stopien ich
komplikacji znaczaco roénie.

Rozwazmy system dynamiczny postaci

(5.75)
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Gdzie z(t) € R™, u(t) € R", y(t) € Riv(t) € R jest zakloceniem. Rozpatrujemy N+1 > n pomiaréw wyjscia
w pewnych chwilach g, tx11,...,ty. Innymi stowy bedziemy rozpatrywaé przesuwane okno pomiarowe o
dtugosci m = N + 1 (stad tez okreslenie ruchomy horyzont). Poszukujemy estymaty wartosci stanu na
poczatku okna Z(tx). Zakladamy, ze system (5.75) jest obserwowalny w sensie definicji 2.7.

Metode MHE mozna wywodzi¢ z estymacji najwiekszej wiarygodnosci Bayesa (Rao i Rawlings, 2002).
Oznacza to, ze szukamy takiego Z(t), ktore maksymalizuje prawdopodobieristwo warunkowe, ze jest on
stanem poczatkowym dla zmierzonego wyjscia t.j.

(ty) = arg rrg?;p(w(tk)!y(tk), Y(tet1), - y(tren)) (5.76)
z(lk
Przyjmijmy, ze szum pomiarowy v(t;) dlai =k, k+1,..., N jest nieskorelowany. WprowadZmy oznaczenia
P((tr)) = Pty (2 (tr)) (5.77)
k+N
Ptr), y(tesr)s - - y(teen) |z (tr)) H Poey) (y(ti) — h(z(t:)) (5.78)

gdzie py ;) (z(tx)) oznacza nasza wiedze a priori o stanie na poczatku okna, p,,)() to gestos¢ prawdopo-
dobieristwa szumu pomiarowego, zas$ x(t;), dla i > k oznacza rozwiazanie (5.75) z warunkiem poczatkowym
x(ty). Z twierdzenia Bayesa (zob. Bronsztejn et al., 2004, str. 817) mamy

Patis) @ (1) TEZE Dogen (y(ts) — h(a(t:))

p(y(tr), y(test), - y(tan)) (5.79)

p(@(tr)y(te), y(tes), - - y(trin)) =

Mianownik (5.79) nie zalezy od x(tx), wiec nie wptywa on na polozenie maksimum. Rozwazmy wiec funkcje
wiarygodnosci

k+N
T (2(tr)) = Pa(ey)( H Do) (y(t:) — h(x(ts)) (5.80)
dla ktoérej
Z(tx) = argmax J (z(t)) (5.81)

Wiadomo, ze funkcja wiarygodnodci i jej logarytm osiagaja maksimum w tym samym punkcie, wiec

Z(ty) = arg 1;%23 In J(z(tx)) (5.82)
co po podstawieniu (5.80) daje
k+N
T(ty) = argg%ta))dn (px(tk) 2(tr) T o (y(ti) - h(m(tz‘)))> = (5.83)
i=k
k+N
= argmax <lnpm(tk)($(tk)) + 7 In (o, (y(ts) — h(fCO‘z‘))))) (5.84)
k i=k

Wprowadzmy teraz nastepujace oznaczenie (celem skrocenia zapisu)
la} = (o, Aa) = o' Aa (5.85)

Zatozmy, ze gestose pyq, ) (7(tx)) jest Gaussowska z wartoscia $rednia 7 oraz kowariancja H,;l a szum pomia-
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rowy v jest szumem Gaussowskim o zerowej $redniej i kowariancji R otrzymujemy

k+N
(t) = argmax (—mtk) —afh, + 3 (~lu(t) - h(x(tm@_l)) - (5.56)
i=k

z(ty,)
k+N
= arg H(ltig <|$(tk) —Zf, + > ly(t) — h(x(ti))ﬁ%l) (5.87)
Atk i=k

UzyskaliSmy w ten sposéb wygodna do wykorzystania postaé estymacji stanu w formie problemu optyma-
lizacyjnego. W ramach tej pracy bedziemy rozwiazywaé problem (5.87), jednakze bedziemy traktowaé go
deterministycznie - analogicznie do obserwatora najmniejszych kwadratow.

Warto zwroécié uwage, ze do zblizonej postaci mozna by dojéé deterministycznie. Powyzsze rozwazania
zostaly tu przedstawione, ze wzgledu na stosunkowo intuicyjna dla czytelnika interpretacje, bazujaca na
najprostszych pojeciach. Wyprowadzenie deterministyczne wymaga bardziej skomplikowanego aparatu ma-
tematycznego (np. pojecia funkcji wartosci (ang value function).

W ramach ujecia deterministycznego bedziemy zakltadaé, ze problem ma posta¢ problemu najmniejszych
kwadratow. Dlatego tez bedziemy rozwazaé¢ R = I. Kwestie deterministycznej interpretacji cztonu z macierza
[ omawia zas uwaga 5.6. W sformutowaniu deterministycznym mamy nastepujacy problem optymalizacyjny

;r(lgSL(i(tk)) (5.88)
k+N
L(&) = |2(tk) — Zralf, + Y |y(t) — h(2(t:)]? (5.89)
i=k
p.o.
2(t) = f(&(t),ult)) (5.90)

przy czym Ty oznacza estymate stanu w chwili ¢ uzyskana z okna pomiarowego [ti_1, tg+n—_2], za$ macierz
IIj, zmienia sie z okna na okno (patrz uwaga 5.6). Problem optymalizacji czesto uzupetnia sie o dodatkowe
ograniczenia na zmienne stanu - wynikajace z charakteru rzeczywistego procesu (np. dodatnio$é¢ stezen,
zakresy temperatur, licznos¢ populacji itp.), lub tez powstale w oparciu o wiedze a priori (np. przy zmianie
punktu pracy instalacji przemystowej mozemy okresli¢ obszar przestrzeni stanu, do ktérej nalezy warunek
poczatkowy), majace na celu utatwienie znalezienia minimum globalnego.

Uwaga 5.6 (O wyznaczaniu macierzy kosztu poczatkowego). Macierz IIj jest konieczna aby metoda MHE
gwarantowala wlasnodci filtrujace. W przypadku gdyby wskaZznik sktadat sie z samej sumy mieliby$my efek-
tywnie do czynienia z rozwiazywaniem pewnego ukltadu réwnan za pomoca metody najmniejszych kwadratéow
(podobnie jak w metodzie Newtona-Rhapsona). Podana juz wyzej interpretacja probabilistyczna przedstawia
magcierz H,;l jako kowariancje rozktadu okreslajacego dotychczasows informacje o stanie systemu. Ponizej
sprobujemy przedstawié¢ interpretacje deterministyczna.

Oczywistym jest, ze odtwarzanie stanu w oparciu o okno rozszerzane (od ty do ostatniego dostepnego
pomiaru tr4 1) zawiera maksymalna dostepna ilo$¢ informacji dotyczaca ewolucji stanu systemu dyna-
micznego (5.75). Niestety, wraz z wzrastajaca liczba pomiaréw rozwiazanie w ogolnosci nieliniowego pro-
blemu najmniejszych kwadratéow z wiezami w formie réwnan rézniczkowych jest numerycznie coraz mniej
praktyczne. Dlatego tez rozsadnym jest aproksymowanie wskaznika jakosci

k+N
Lros((t0) = Y [h((t;) - y(t;) (5.91)
=0
Za pomocy N
L(#(t)) = P(@(t), k) + 3 [h(i(t) — y(t) 2 (5.92)
j=k

tak, aby minimum obydwu wskaznikow bylo takie samo. P(Z(tx), k) nazywane jest kosztem poczgtkowym
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(ang. arrival cost).
Najlepiej, jezeli wartosé¢ P(z(tx), k) bylaby rowna zmianie wartosci sumy

k
Do In(E(t) — y(ty))? (5.93)
=0

gdzie
I(t) = f(Z(t),u(t))
t € [to, tx] (5.94)
Z(tk) = Tp—1

wywolanej zmiang Zx_1 0 & = Tp_1 —&(tx). W ten sposob okreslatby on jak zmiana estymaty w danym kroku
wzgledem estymaty poprzedzajacej odbija sie na doktadnosci estymacji. Oznaczmy funkcje, ktora posiada
taka wlasnosé jako V(&). Oczywistym jest, ze V(&) nie jest funkcja, ktoéra mozna w praktyczny sposob
wyznaczy¢ (jezeli chcemy uniknaé analizy wszystkich dotychczasowych pomiaréw).

W praktyce, chcielibySmy aby koszt poczatkowy spelniatl nastepujaca zaleznosé

Qr < P(&(tr). k) < V(€) (5.95)

gdzie Q, jest minimalna wartoscia sumy (5.93) po wartoéciach 2 (t;). Jezeli w systemie (5.75) nie wystepuja
zakldcenia, to oczywistym jest, ze Qr = 0, Vk, jezeli natomiast zaklocenia wystepuja, to Qy, jest funkcja nie-
malejaca wzgledem k. Co wiecej, mozna wykazaé¢ (wynika to z warunku Lipschitza ), ze

V(&) — Qi <(I§ — Z) (5.96)

gdzie v € K.
Konsekwencja powyzszych faktow jest to, ze koszt poczatkowy rowniez musi by¢ podobnie ograniczony i
niemalejacy. Dwa nasuwajace sie naturalnie sposoby aproksymacji kosztu poczatkowego to

P(2(t), k) = Qi = const. (5.97)

P(2(tr), k) = V(§) (5.98)

Pierwszy z nich nie zmienia wyniku optymalizacji, zas drugiego nie da si¢ wyznaczy¢. Dlatego tez popular-
nym rozwigzaniem jest aproksymacja P za pomocg formy kwadratowej, ktéra lokalnie powinna przyblizaé
funkcje V', czyli:

P((t), k) = Qi + |€ — i, (5.99)

gdzie I jest macierza dodatnio okreslong.

Wybér tej macierzy jej jest osobnym problemem. Oczywistym jest, ze powinna sie ona zmieniaé wraz z k.
Wiekszosé autorow sugeruje, aby korzystaé¢ z interpretacji probabilistycznej i przyjaé, ze H,;l jest macierza
kowariancji otrzymana z rozwiazania rozszerzonego filtru Kalmana. Z doswiadczenia autora niestety wyni-
ka, ze zastosowanie EKF bez dobrego przyblizenia poczatkowego macierzy kowariancji prowadzi do wolnej
zbieznosci, co tylko utrudnia dzialanie MHE. Inna metoda to zastosowanie Hesjanu pewnego pomocniczego
wskaznika jakosci, okreslajacego jak zmiana warunku na koncu poprzedniego okna pogarsza jako$é¢ estymaty
stanu. W koncowym wskazniku jakosci pomijamy @y, poniewaz stala nie wplywa na optymalizacje.

Doswiadczenie autora, poparte eksperymentami na obiekcie rzeczywistym (zob. przyktad 5.3 na stronie
83) sugeruje, ze dobrym wyborem IIj jest nastepujaca macierz diagonalna z wykladniczymi elementami

I, = diag(1 —e @k .. 1 —e k) (5.100)

gdzoe oy s pewnymi dodatnimi parametrami, dobranymi eksperymentalnie. Uzasadnienie tej wtasnie postaci
ma charakter bardziej praktyczny. Mozna mianowicie uwazaé |&(tx) — fk71|2nk jako pewien srodek zabezpie-
czajacy przed pogorszeniem estymaty przez zaktdcenia wyjscia. Zatozeniem podstawowym dla tego podejscia
jest, ze jezeli uzyskana z poprzedniego okna estymata byla dobra (czyli wskaznik jakosci byt maty, a system
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jest obserwowalny w sensie definicji 2.7), to znacznie gorsza warto$¢ wskaznika na kolejnym oknie jest oznaka
dziatania zakltocen. Na poczatku optymalizacji macierz Iy jest bliska zeru, poniewaz nie mamy zbyt duzej
wiedzy na temat stanu, im dalej jednak sie posuwamy, tym bardziej wiarygodne staja sie informacje uzyskane
do tej pory. |

Uwaga 5.7. Zwrocémy uwage, ze we wskazniku jakosci (5.87) wystepuje macierz R, odpowiadajaca za kowa-
riancje szumu pomiarowego. Jezeli pomiary sa skalarne, to zazwyczaj mozna ja zaniedbaé, co i tak robi sie
w przypadku podejscia deterministycznego. Jezeli jednak dysponujemy informacja o rozktadzie prawdopo-
dobieristwa zaklocen (np. z estymatora jadrowego, zob. Kulezycki, 2005, str. 55), i rézni sie on znacznie od
normalnego, dogodniej jest pozostawi¢ wskaznik jakosci w formie (5.84), poniewaz moze to znacznie poprawié
jakosé estymacji. Dobor kosztu poczatkowego pozostaje jednak wtedy catkowicie otwartym problemem. M

Rozwigzywanie problemu optymalizacji

W niniejszym podrozdziale oméwimy mozliwosé zastosowania optymalizacyjnej metody Newtona-Rhapsona
(zob. Nocedal i Wright, 2006, str. 22) do rozwiazywania problemu optymalizacji (5.89). Dla przypomnienia,
metode ta mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob. Dany jest problem minimalizacji

H;inF(a:), F:R" - R (5.101)

Poszukujemy przyblizenia rozwiazania optymalnego ;1 problemu (5.101) w nastepujacy sposob

V2F(u;)d; = — VF(u;) (5.102)
vg =u; +d;0, 8 € R (5.103)
u;y1 = argmin F'(vg) (5.104)

vg

gdzie V2F oznacza Hesjan (macierz drugich pochodnych). Aby moéc zastosowaé¢ metode Newtona do mini-
malizacji wskaznika jakosci L(&(t)) konieczne jest wyliczenie jego gradientu i Hesjanu. W tym celu podamy
dwa sposoby doktadnego wyliczenia gradientow wskaznika jakosci L(Z(ty) oraz jeden sposob wyliczania jego
Hesjanu.

Dla celu zachowania prostoty obliczeri rozwazaé bedziemy systemy, w ktorych operacja okredlajaca wyj-
Scie z systemu ma postaé¢ h(z(t)) = Cz(t). Mozliwe jest przeprowadzenie ponizszych rozwazan dla postaci
ogolniejszej, jednak wiaze sie to ze zwickszeniem iloéci obliczen bez szczegdlnych réznic merytorycznych.

Ponizsza analize opieramy na strukturze wskaznika jakosci (5.89). Poniewaz operacja rézniczkowania jest
operacja liniowg mozemy wyliczy¢ gradienty oddzielnie dla kazdego ze sktadnikéw wskaznika jakosci

k+N

L(&(ty)) = |2(tr) — T, + D ly(ts) — Ca(t)|?
i=k

Poniewaz pierwszy czton jest formg kwadratowa niezalezng od rozwigzania réwnan rézniczkowych systemu,
wige jego gradient to Vg, |2 (k) —fk—l‘%{k = 210y (2(tx) —Tx—1) a Hesjan jest rowny Vﬁ(tk)’@(tk) —fk—l‘%{k =
2114,.

W przypadku pozostalych sktadnikow sumy obliczenia sg bardziej skomplikowane i dwa sposoby ich prze-
prowadzenia podajemy ponizej.

Zastosowanie réwnania wariacyjnego
Rozwazmy wiec jeden ze sktadnikéw

Vit [y(t:) — Co(ts)[* = Vi, ((w(t:) — Ca(t)T (y(t:) — Ci(k:))) = (5.105)
— Vi) (Ca(t:)) 2y(ts) — Ci(t) = (5.106)
= = 0(t)TCT2Ay(t) - City) (5.107)
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gdzie ®(t) jest rozwiazaniem nastepujacego rownania wariacyjnego

d(t) = J(&(t)D(t)
Oty) =1 (5.108)
t € [ty tpyn]

przy czym &(t) jest rozwiazaniem réwnania rozniczkowego (5.75) z warunkiem poczatkowym Z(t) dla t €
[tk, tk+nN], natomiast J(z) jest macierza Jakobiego prawej strony réwnania rozniczkowego systemu (5.75).
W ten sposob gradient wskaznika jakosci (5.89) ma postac

k+N
Vi L(@(tk)) = 21 (2(tk) — Zp1) — D ((I)(ti)TCTZ(y(ti) - Cﬁ:(ti))) (5.109)
i=k

Koszt numeryczny wyliczenia gradientu, to rozwiazanie rownania wariacyjnego (5.108) i wyliczenie wartosci
jego rozwiazania w punktach g, ..., tx1N.

Zastosowanie wariacji funkcjonatu

Celem wyliczenia jednego ze sktadnikow sumy wystepujacej we wskazniku (5.89) mozna wykorzystac¢ rozwa-
zania podane wczesniej przy wyliczaniu obserwatora Newtona. Podobnie jak tam, dla zwiekszenia czytelnosci,
rozpatrujemy przyrost pewnego funkcjonatu jakosci na rozwiazaniach rownania rézniczkowego dla t € [0, 71,
wywolany przyrostem warunku poczatkowego xg. Jezeli przyjmiemy

q((T)) = |y(T) - Cx(T)? (5.110)

to rozwazania we wzorach (5.50)-(5.65) mozna w catosci powtorzyé. Oznacza to, ze po powrocie do starych
oznaczen

Vo ly(ti) — C2(t:)]* = —(ty) (5.111)

przy czym 1 jest rozwiazaniem roéwnania (5.57) na przedziale ¢ € [tg, t;] z warunkiem konicowym
b(ts) = CT2(y(t:) — Ci(t:)) (5.112)

Aby wykorzysta¢ (5.112) do wyliczenia gradientu sumy we wskazniku jakosci (5.89) mozna zastosowaé po-
dobne podejscie jak w wywazeniu (5.109). Dogodniej jednak, z punktu widzenia ilosci obliczen rozwazyé
nastepujaca formute

Vit L(E(tr)) = 21k (2(tk) — Zeo1) — ¥" () (5.113)
przy czym ¢ jest wyrazone w sposob rekurencyjny:

P(t) = = VaH(E(), u(t), ¥ (t)) (5.114)
te [ti7ti+1] (5.115)
St CT2(y(t;) — Ca(t)) + "™ (tipy dlai=Fk,...,k+ N —1 (5116)
1) = ) . )
' CT2(y(t;) — Ca(ty)) dlai=k+ N
gdzie H(z,u,v) = T f(z,u). Koncepcja takiego wyliczania gradientu opiera sie na tym, ze rownanie sprze-
zone (5.57) mozna interpretowaé jako réwnanie liniowe wzgledem 1 o zmiennych wspotczynnikach. W ten
sposob operacje dodawania jak w sumie (5.109) zostal przeniesiony na dodawanie warunkoéow koricowych. Dla-
tego zamiast rozwiazywaé¢ uktad réwnan sprzezonych N + 1 razy na przedziatach o zmiennej szerokosci od
trr N —tx do trp41 — t rozwiazujemy je na krotszych przedziatach o diugosci tgy441 —tgy dlai=0,..., N —1.
Aby wykorzysta¢ metode Newtona oprocz gradientu potrzebny jest rowniez Hesjan, ponizej prezentowana
jest metoda wyliczenia Hesjanu z wykorzystaniem réwnania wariacyjnego.
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Wyliczanie Hesjanu
Ponownie tok rozumowania przeprowadzimy dla pojedynczego sktadnika sumy wystepujace w (5.89). Gra-
dient tego sktadnika jest dany wzorem (5.107). Dla zwieztosci zapisu oznaczymy

Hi=Vigly(t) = Ca(t) i=k k+1, ..., k+N (5.117)
Poniewaz Hesjan jest macierza drugich pochodnych to generalnie mozemy sformutowaé¢ Hesjan jako

d
dz(ty)

H; = (Vi lu(t) — Cat)P) =

dz(ty,) ( - (I)(ti)TOTZ(y(ti) - Ci(ta)) (5.118)

gdzie ® jest rozwiazaniem réwnania wariacyjnego (5.108). Po pewnych elementarnych przeksztalceniach
uzyskujemy

d ! ) d )
Hi= -2 d@(tk)(@m)) CT(y(t:) — Ci(ts)) — 20()TCT d@(tk)@(ti) - cm)) = (5.119)
T
d . .
S 2W<<1>(ti)> ol (y(ti) — Cﬂ:(ti)) + 2<I>(ti)TC’Td£(tk)Cz:(ti) = (5.120)
T
S 2di<tk) (cb(t») ol (y(ti) — Ci"(ti)) +20(t;)TCTCD(t;) (5.121)

We wzorze (5.121) wystepuje wyrazenie

d
da?(tk)<q)(tl)>

ktore jest pochodna funkcji macierzowej po argumencie wektorowym, czyli wyraza si¢ tensorem czwartego
rzedu. Jest to klopotliwe do zastosowania, dlatego tez proponujemy podejscie pozwalajace na ominiecie
rachunku tensoréow. WprowadZzmy nastepujace oznaczenia

P11(t) ... P1a(t)
()= | . (5.122)

() . banlt)
T
B(t) = [a1(t) .. @a(t)] (5.123)

Rozwazmy teraz alternatywne sformutowanie Hesjanu

H; = =2V (t;) +2®(t;) T CTCd(t;) (5.124)
gdzie
V(t) = [Vit)TCT (y(ts) — Ci(t)) Valts)TCT (y(t:) = Cat)) .. Valt)TCT (y(ts) — Ci(ty) )|
(5.125)
0
Vj(t) = W(I)(t) (5.126)

W tak przedstawionym sformutowaniu Hesjanu wystepuje macierz V (t) o wymiarach n x n, do ktorej wy-
liczenia potrzeba n macierzy Vj(t) o wymiarach n x n. Aby wyliczy¢ macierz Vj(t) zréozniczkujmy réwnosé
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(5.126) po czasie. Mamy

0 = 33 ™0 = 770 = a@itw(*]@“”q’“)) - (5.127)
o (. D -
~ 0i;(t) (J(x(t))> 2+ J($(t))aasj(tk)q)(t) - (5.128)
-y (cz»pj(t)aiJ(z) » )><1><t> £V (5.129)
p=1 D z=x(t

Pierwszy sktadnik koncowej sumy uzyskano w oparciu o rachunek pochodnych funkcji ztozonych (zob. np.
Fichtenholtz, 1972, tom 1, str. 340), za$ drugi sktadnik wynika wprost ze wzoru (5.126). Uzyskujemy w ten
sposéb uklad n? réwnari rézniczkowych, pozwalajacy na wyliczenie macierzy V;. Pozostaje jeszcze kwestia
warunku poczatkowego dla rownania (5.129). W tym celu rozwazmy Hesjan sktadnika sumy odpowiadajacego
za poczatek okna (w chwili t), tzn.

Hy = dﬁjmvj(tk)‘y(tk) - C’i’(tk)\Q = Cg(itk)vj(tk)(y(tk) — C.f?(tk))T(y(tk) — Ci(ty)) = (5.130)
= (m?m%(tk) <y(tk)Ty(tk) — 2y(ty) T Ca(ty) + :E(tk)TCTCfc(tk)> = (5.131)

d ~
T di(ty) ( = 2CTy(t) + 20TC$(tk)> =207C (5.132)

Z drugiej strony, bazujac na wzorze (5.124) mamy
Hy = =2V (ty) + 28 (1) TCTCD(ty) = —2V (1) + 2CTC (5.133)

(skorzystano tu z warunku poczatkowego rownania wariacyjnego (5.108)). Poréwnujac wyrazenia (5.132) i
(5.133) mamy

20TC = —2V(t) +2CTC (5.134)
0= —2V(tx) (5.135)
V(ty) =0 € R™" (5.136)

Analizujac posta¢ macierzy V' (5.125), tatwo zauwazy¢, ze z rownosei (5.136) wynika

Vi(tr) =0 €R™™ j=1,...,n (5.137)
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Podsumowujac, Hesjan wskaznika jakosci L(Z(t)) danego przez (5.89) wyraza sie nastepujacymi wzorami:

N+k
Vi L(E(t)) = 210 + 2 H;
H; = — 2V (t;) + 20(t;)TCTCd(t;)
V(L) = [Vi(t)TCT (y(t:) - Ci(ts)) .. Valt)TCT (y(t:) — Cit:))]
() = J((t) (1)
' n 5 (5.138)
Vit) = > (qﬁpj(t)azJ (2) Z—m))@(t) +J(&(6)V;(t)
p=1 p -

O(ty) = I € R
Vj(ty) =0 € R™™"
ij=1, ..., n
t € [ty titN]

Zaktadajac, ze rownanie wariacyjne (5.108) zostato rozwiazane na potrzeby liczenia gradientu, to dodatkowy
koszt numeryczny wyliczenia Hesjanu to rozwigzanie n3 réwnan rézniczkowych.

5.4. Przyktady zastosowan

Przyktad 5.1 (Zastosowanie nieliniowego obserwatora dyskretno ciaglego do estymacji wysokosci cieczy w
ukladzie zbiornikow wodnych). Rozwazany jest uklad zbiornikow wodnych jak na rysunku (5.1). Ponizszy
model matematyczny zostal opracowany podczas proby identyfikacji stanowiska zbiornikéw wodnych znajdu-
jacego sie w Katedrze Automatyki AGH (zdjecie stanowiska jest na stronie 83) na potrzeby pracy (Baranowski
i Tutaj, 2007). Przedstawione w tym przyktadzie wyniki maja charakter symulacyjny i pochodza z cytowanej
pracy.

System ten, opisany jest réwnaniami

% - ; q(u) = Slvl ¢ (h1) (5.139)
% TS, (1h2) q(u) = 52(1,12) g2 () (5.140)
% T 5 (1h3) q(u) = 53(1,23) g3(h3) (5.141)

gdzie h; oznacza poziom cieczy w i-tym zbiorniku, zag

S1=ad= const
So =d (n—f—mc_nhg)

SgZd\/QThg—hg

oznaczaja powierzchnie swobodne cieczy w zbiornikach. Wynikaja one z ksztattu poszczegélnych zbiornikow.
Przepltywy cieczy przez poszczegdlne zbiorniki charakteryzowane sa przez

q1 = wy(hy) = wig + wi hy + wia b3 4+ w3 h3

g2 = wa(ha) = wag + wa1 ha + wag h3 + waz h3
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g3 = wy(h3) = w3o + w31 hg + wsz h3 + w33 hi
Zas doplyw wody do goérnego zbiornika z pompy opisuje (dla u € [0, 1]):

q= wo(u) = wqo + wo1 U + Wo2 u2 + w3 u3

Charakterystyki tu opisane majg posta¢ wielomiandéw 3 stopnia i byly proba zamodelowania pewnych zja-
wisk zachodzacych w obiekcie rzeczywistym, nie modelowanych przez prawo Toricellego. Parametry modelu,
pochodzace z identyfikacji obiektu rzeczywistego zbiera tabela 5.1.

Zbiornik
gormy | ..
Q)] ’ @
Komputer PC z uniwersalna
karta wejscia-wyjscia

Zbiornik C]
srodkowy

) | S—

Zbiornik

220V
50 Hz

dolny ..
(3) i / @_'_ Interfejs pomiarowy
T Wzmacniacz mocy
greceeeeeee S :
Joomik - b Pompa napedzana
b silnikiem DC

Rysunek 5.1.: Schemat systemu trzech zbiornikéw wodnych

Tabela 5.1.: Parametry modelu zbiornikéw

i ] wio Wil Wiz wi3
0 || 625.1548 | -1325.7819 | 1140.4683 | -143.835
1 0.0006 0.044 4.6819 76.9685
2 0.0023 -0.1331 6.5529 77.829
3 0.0052 -0.2308 7.2811 67.2805

Jako cel postawiono estymacje ciagtego stanu wysokoéci cieczy w zbiornikach gérnym i srodkowym w opar-
ciu o pomiary wysokosci cieczy w zbiorniku srodkowym z okresem probkowania réwnym 2s. Wykorzystano w
tym celu nieliniowy obserwator dyskretno ciaglty . Macierz Q) obserwatora wyliczono symbolicznie przy uzyciu
programu Maple™. Wraz z wyliczeniem macierzy wyliczono jej wyznacznik, ktory okresla obserwowalnogé
systemu:
w11 4+ 2wighy + 3wizhy®

det(Q) = d (n 4 (mfn)hg)

C

Zeruje sie on jedynie w sytuacji, w ktorej charakterystyka zaworu przyjmuje wartosé ekstermalna, co zachodzi
dopiero poza zakresem stosowalnosci modelu.

Symulacyjne wyniki pracy obserwatora ilustruje rysunek 5.2. Poniewaz poczatkowa estymata stanu systemu
byta znacznie rozbiezna od stanu rzeczywistego obserwator wykazywal sie powolng zbieznoscia. W przypadku,
gdy wiedza ta jest dokladniejsza, obserwator ten sprawuje sie duzo lepiej (zob. Baranowski i Tutaj, 2007).

80



Rozdziat 5. Korekcja w uktadach nieliniowych

Dodatkowym problemem dla obserwatora byl skokowo zmieniajacy sie sygnal sterujacy, ktéry spowalniat
zbieznosé.

251 16

—_h,

.., Estymata h2

—

... Estymata h1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160

Rysunek 5.2.: Estymata wysokosci cieczy w gornym (z lewej) i srodkowym (z prawej zbiorniku wodnym za
pomoca nieliniowego obserwatora dyskretno ciaglego

Doktadniejszy opis zastosowania obserwatora, takze do rzeczywistych danych pomiarowych zawieraja prace
(Baranowski i Tutaj, 2007; Baranowski, 2007d).

Przyktad 5.2 (Zastosowanie hybrydowego obserwatora Newtona do estymacji stanu pacjenta oddziatu in-
tensywnej opieki medycznej (OIOM)). Jednym z bardziej istotnych probleméw w oddziatach OIOM jest
nadzorowanie poziomu glukozy we krwi pacjentéw. Wiele przypadtosci, takich jak zawal serca lub uszkodze-
nia wielonarzadowe powoduje nagly skok poziomu cukru. Jest to bardzo niebezpieczne, poniewaz wiaze sie to
ze zwiekszonym ryzykiem infekcji, zaburza krzepnienie krwi oraz destabilizuje rownowage metaboliczna. Ba-
dania pokazaly, ze rygorystyczne kontrolowanie poziomu cukru we krwi znaczaco zmniejsza $§miertelno$é pa-
cjentéw na oddziatach. Obecnie, w celu unikniecia hiperglikemii, bazuje sie na czestych pomiarach pomiarach
poziomu cukru potaczonych z podawaniem insuliny, lub tez stosuje si¢ automatyczne pompy insulinowe. Do-
tyczy to nie tylko cukrzykow, ale tez ludzi nie majacych wczeéniej historii probleméw z metabolizmem cukru.

Oczywistym jest, ze aby prawidlowo podawaé insuline nalezy wiedzie¢ jak najwiecej o stanie pacjenta.
Poniewaz jedyna wielko$cia tatwg do zmierzenia jest poziom cukru we krwi, istotnym staje sie estymowanie
pozostatych informacji, najlepiej uzyskujac ciagly informacje, tak jak to jest rozwazane w niniejszej pracy.

Model dynamiki cukru we krwi pacjenta OIOM opisuje ponizszy model (zob. Van Herpe, Espinoza, Ha-
verbeke, De Moor i Van den Berghe, 2007)

G(t) = (P, — X(1)G(t) -~ PiGy + f;g
X(t) = RX(t) + P3(I; — L)

P (5.142)
[1(t) = amaX(O IQ) —n(ly — L) + —

Vi
Ix(t) = By(G(t) — h) — nla(t)

gdzie G i I to odpowiednio zawartosé cukru i insuliny we krwi. Zmienna X odpowiada za efektywnoscé
insuliny za$ zmienna I nie ma bezposredniej interpretacji klinicznej - wprowadzono ja po to, aby w pewien
sposOb symulowaé dzialanie trzustki u pacjenta nie bedacego diabetykiem. Parametry Gp i I oznaczaja
bazowa wartos¢ glukozy i insuliny we krwi. Model posiada dwa wejscia - doptyw podawanej zewnetrznie
insuliny - Fy, oraz doptyw weglowodanéw (glukozy) - Fz. Obydwie te wielkosci symuluja podawanie dozyl-
ne. Przestrzen rozprowadzania glukozy i insuliny to odpowiednio Vi i V;. Wspoétezynnik P} odpowiada za
efektywnosé glukozy (utamkowe oczyszczenie glukozy) gdy insulina pozostaje na poziomie bazowym. P5 i P
sg wspolczynnikami rozpadu insuliny oraz jej wzrostu zaleznego od jej wtasnego poziomu. Wtlasna insulina
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organizmu reprezentowana jest jako doplyw insuliny, wyzwalany proporcjonalnie do poziomu odniesienia
h odpowiadajacy normalnemu poziomowi cukru czyli 7.5 mmol/dl. Stala czasowa rozpadu insuliny to n
za$ wspotczynnik 8 = 1 min odpowiada za zachowanie wlasciwych jednostek. Wspotezynnik o jest wspot-
czynnikiem skalujacym drugiej zmiennej insulinowej Is. Wiecej informacji mozna znalezé w (Van Herpe et al.,
2007), z ktorej to pracy pochodza parametry modelu.

Model ten jest rozszerzeniem tzw. modelu minimalnego (MM) opracowanego przez Bergmana i innych w
1981 r., w celu modelowania metabolizmu glukozy po dozylnym tescie tolerancji glukozy (ang. intravenous
glucose tolerance test (IVGTT)). Model ten nastepnie byl dostosowywany przez Furlera i innych w 1985
r., aby modelowaé stan diabetyka. Wersja podana tutaj, zostala opracowana na potrzeby analizy pacjentdéw
OIOM przez (Van Herpe et al., 2007) i nosi nazwe ICU-MM (Intensive Care Unit Minimal Model - Model mi-
nimalny dla pacjentow OIOM). Wiecej szczegotow dotyczacych rozwoju modelu minimalnego mozna znalez¢
w (Makroglou, Li i Kuang, 2006; Kovacs, 2006) oraz (Chee i Fernando, 2007, str. 73). Stabilizacje poziomu
cukru we krwi w modelu ICU-MM rozwazali (Haverbeke, Van Herpe, Diehl, Van den Berghe i De Moor,
2008) oraz (Bauer, Pluciennik, Baranowski i Mitkowski, 2009; Baranowski i Mitkowski, 2009).

Do estymacji stanu modelu wykorzystano hybrydowy obserwator Newtona . Przyjeto, ze pomiary glukozy
dokonywane sa co 15 minut, za$ system nie jest pobudzany z zewnatrz - nie ma doptywu ani insuliny ani
glukozy. Analiza modelu pokazata, ze nie jest on obserwowalny w otoczeniu punktu réwnowagi. Zastosowany
obserwator Newtona, pozwolil jednak stwierdzi¢ obserwowalnos¢ w czesci przejsciowej dynamiki. Ze wzgledu
na to, ze system jest asymptotycznie stabilny, postanowiono wykorzystaé fakt, ze obserwator dobrze znajduje
estymate na poczatku - w obserwowalnej czesci przestrzeni stanu i wykorzystaé¢ norme réznicy estymowanego i
mierzonego wyjscia jako kryterium korzystania z obserwatora. Jezeli btad estymacji byt maty, zdawano si¢ na
asymptotycznie stabilng dynamike do utrzymania go na niskim poziomie. Przyktad iteracji obserwatora
Newtona ilustruje tabela 5.2, za§ wyniki symulacji przedstawione sa na rysunkach 5.3 i 5.4, Jak mozna
zauwazy¢, po uzyskaniu czterech pomiaréw obserwator zaczal odtwarzaé stan dokladnie. Zaprezentowane
wyniki pochodza z prac (Baranowski, 2009b; Baranowski i Mitkowski, 2009).

Tabela 5.2.: Przyktad iteracji hybrydowego obserwatora Newtona

’ xo wg wi w; w \ wy ‘
300 200 300 300 300 300
0.0005 | 0.01 -0.0033 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0005
58 56 -57.7166 | 60.617 | 58.0021 58
1.5600 | -1.8966 | 20.6963 | 1.6996 | 1.5600 | 1.5600

300 180

250

200

= £
£ 2
1501 2
g £
£ 2
(C] — G jego ciagla estymata =
100 +  Korekcje
I‘ i jego ciagla estymata
401 «  Korekcje
50
20
0 . . . . . ) 0 . . . . . )
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Czas [min] Czas [min]

Rysunek 5.3.: Estymata poziomu glukozy (z lewej) i insuliny (z prawej) u pacjenta OIOM uzyskana za pomoca
hybrydowego obserwatora Newtona
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Rysunek 5.4.: Estymata efektywnosci insuliny (z lewej) oraz zmiennej pomocniczej s ( z prawej) u pacjenta
OIOM uzyskana za pomocg hybrydowego obserwatora Newtona

Przyktad 5.3 (Odtwarzanie stanu ukladu z rzeczywistych pomiaréw przy uzyciu estymacji z ruchomym
horyzontem (MHE)). Rozwazane jest rzeczywiste stanowisko laboratoryjne znajdujace sie w Katedrze Auto-
matyki AGH przedstawione na zdjeciu 5.5. System ten odpowiada uktadowi z przyktadu 5.1. W toku badan
nad uktadem, zdecydowano si¢ zmieni¢ modele przepltywéw z zaworéw i pompy (zob. Baranowski i Tutaj,
2008b) na

q(u) = ws u® + wqut + wz v + wo u® 4+ wy u + wo (5.143)

oraz

Qi(hi) =Ci;VD;+ hy, 1€ {1, 2, 3} (5.144)

Rysunek 5.5.: Zdjecie stanowiska laboratoryjnego trzech zbiornikéw wodnych znajdujacego sie w Katedrze
Automatyki AGH

Wykorzystujac taki model uktadu zastosowano metod¢ MHE | przy czym:
e Odstep pomiedzy pomiarami wynosit h = 2 s.
e Wykorzystano macierz kosztu poczatkowego typu (5.100)
e Szerokosé okna pomiarowego wynosita m = 10
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e Ze wzgledu na niski rzad systemu, do optymalizacji stosowano algorytm Levenberga-Marquardta do
rozwiazywania nieliniowych probleméw najmniejszych kwadratéw zaimplementowany w Matlabie.

Wyniki eksperymentéw mozna zaobserwowacéna rysunkach 5.6 i 5.7. Jak mozna zauwazy¢ metoda MHE ma
bardzo dobre wtasnosci filtrujace, odtwarzajac stan bardzo doktadnie. Wyniki pochodza z pracy (Baranowski
i Tutaj, 2008b).

mierzone h1

estymowane h1

I I | I | 1 1 L | I |
50 100 150 200 250 300 350 400 50 100 150 200 250 300 350 400
Czas [s] Czas [s]

Rysunek 5.6.: Estymata poziomu wody w gornym (z lewej) i srodkowym (z prawej) zbiorniku uzyskana z
MHE i wielko$¢ mierzona - dane eksperymentalne

I I I I I I ]
50 100 150 200 250 300 350 400
Czas [s]

Rysunek 5.7.: Estymata poziomu wody w dolnym zbiorniku uzyskana z MHE i wielko$¢ mierzona - dane
eksperymentalne
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Rozdziat 6.

Metody przyblizone korekcji

6.1. Przyblizanie dyskretnego wyjscia funkcja ciagta

Rozwazane beda systemy postaci

T = f(z,u)

y = h(z)
W ramach niniejszego rozdzialu omawiane beda przyblizone metody korekcji. Pod tym pojeciem bedzie-
my rozumieé¢ metody wykorzystujace aproksymacje dyskretnego wyjscia systemu przez pewng ciagla funk-
cje czasu. Uzasadnienie tego podejscia jest bardzo proste, w stosunku do systeméw dynamicznych, opisanych
réwnaniami rézniczkowymi jest bardzo dobrze opracowana metodyka odtwarzania stanu o ile dostepne jest
ciggle wyjscie. Nasuwa sie wiec naturalnie pomyst, aby wykorzystujac dyskretne pomiary wyjscia (2.4), y(t;),
i=k, k+1,...,k+ m wygenerowa¢ funkcje czasu g(t), okreslona dla ¢ € [ty, tx1m] a nastepnie wykorzy-
staé, ktoras z metod ciaglej estymacji stanu na tym przedziale, aby uzyskaé¢ estymate stanu w chwili t54 .
Oczywiscie musimy pogodzié sie z faktem, ze taka aproksymacja wyjscia wprowadza pewien btad

9(t) = y(t) + x(¢) (6.2)

(6.1)

jednakze mozna traktowaé y jako zaktdcenie i dobraé¢ taki algorytm estymacji, ktory bedzie je kompensowal.
Co wiecej, mozna dobiera¢ metode aproksymacji wyjscia w taki sposob, aby btad x(¢) z pomiaru na pomiar
powodowal coraz mniejsze bledy. Ponizej opisane zostana metody przyblizania wyjs$cia za pomocg interpolacji
oraz dwoch wariantéw opracowanych przez autora kolokacji wyjscia - podstawowego i adaptacyjnego.

6.1.1. Interpolacja

Najprostszym sposobem przyblizania wyjscia systemu jest interpolacja wielomianowa. Wezmy m + 1 pomia-
row wyjscia. Wielomian interpolacyjny przyblizajacy wyjscie bedzie mial postaé

J(t) = pmt™ + ... + it + po (6.3)

przy czym §(t;) = y(t;) dlai =k, k+1,...,k+m (zob. np. Mitkowski, 2003, str. 19 oraz Mitkowski, 2007b,
str. 170). Dobor stopnia wielomianu jest decyzja arbitralna i zasadniczo zalezy od tego jak zachowuje sie
wyjécie systemu. Popularnym wyborem jest wielomian trzeciego stopnia, poniewaz stanowi sensowny kompro-
mis pomiedzy elastycznoscia a prostota obliczen. Praktyka pokazuje, ze zasadniczo jedyng zaletg przyblizenia
wielomianem interpolacyjnym jest jego prostota. Za wyjatkiem pewnych bardzo prostych systeméw taki wie-
lomian moze wprowadzaé stosunkowo duze btedy. Ogélnie mozna zaktadaé, ze wielomian bedzie przyblizat
wyjscie wzglednie dobrze, jezeli przy réwnoodleglych pomiarach spetnione jest twierdzenie o probkowaniu
(Kotielnikowa-Shanona, (zob. np. Baranowski et al., 2007, str. 110)).

Zasadniczo lepszym sposobem interpolacji jest wykorzystanie funkcji sklejanych (zazwyczaj trzeciego stop-
nia), ktore pozwalaja na wieksza elastycznosé i zapobiegaja efektowi Rungego. Uciaglanie wyjscia za pomo-
ca funkcji sklejanych (zob. np. Mitkowski, 2003, str. 23, 24 oraz Mitkowski, 2007b, str. 165). stosowal np.
(Nowak, 2007) do identyfikacji systemow. Takze i tutaj wazne jest geste rozmieszczenie punktéw pomiaro-
wych, co ogranicza btad interpolacji.
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6.1.2. Kolokacje wyjscia

Pewnym szczegélnym podejsciem do przyblizania wyjscia jest zaproponowana przez autora w pracy (Bara-
nowski, 2008c) metoda kolokacji wyjscia. Co jest istotne, metoda ta jest bezposrednio zwiazana z ciaglym
odtwarzaniem stanu z dyskretnych danych pomiarowych, albowiem do tego celu zostala opracowana. Poni-
zej prezentowany wariant ma parametry dobrane arbitralnie, modyfikacje jednak dla wymagan konkretnych
probleméw sa tatwe do wprowadzenia.

Podstawowa wada interpolacji jest fakt, ze nie bazowala ona w zaden spos6b na tym, ze wyjscie systemu jest
pewna funkcja rozwiazania réwnania rézniczkowego. Co wiecej, forma tego rozwiazania w zaden sposob nie
wplywata na ksztalt funkcji aproksymujacej. Problem powstajacy przy aproksymacji wyjécia wielomianem
ilustruje rysunek 6.1.

— Ciagle wyjscie
@ Pomiary wyjscia
= = = Kolokacje wyjscia
++1v00 Interpolowane pomiary
i i

i i i j
0 05 1 1.5 2 25 3
ts]

Rysunek 6.1.: Poréwnanie aproksymacji wyjscia za pomoca wielomianéw i za pomoca kolokacji wyjscia.

Dla ustalenia uwagi rozwazmy nastepujaca formute okreslajaca pochodna wyjscia systemu (6.1)

9(t) =(Vh((t)" (@ (t), u(t)) (6.4)

Gdybyémy znali wartosé¢ tej pochodnej, moglibyémy sformutowaé pewien rodzaj interpolacji Hermite’a. Trud-
nos¢ polega na tym, ze pochodna (6.4) wymaga wiedzy na temat z(t), co samo w sobie jest celem estymacji
stanu. Mozemy jednak wykorzysta¢ estymate Z(t) wyliczona w kroku predykeji. Konsekwencja takiego dzia-
tania jest jednak wprowadzenie btedu estymacji do procesu aproksymacji wyjscia.

Podsumowujac mozna wprowadzi¢ dodatkowa informacje o aproksymowanej funkcji - jej pochodna - ale
tym samym wprowadza sie btad estymacji. Co wiecej, nalezy zwrdcié¢ uwage, ze pomiary wyjscia beda zazwy-
czaj zaburzone pewnymi zakloceniami, wiec beda sie r6zni¢ od faktycznego wyjscia z systemu. Dodatkowo
nalezy rozwazy¢ jaki rodzaj regularnosci jest wymagany od aproksymujacej funkcji. Zazwyczaj wystarcza-
jacym wymaganiem bedzie jej ciagtosé. Jest ona konieczna, bo tylko wtedy metody estymacji dla uktadéow
cigglych beda niosty ze soba sensowne rezultaty. Z drugiej strony potrzebna jest pewna swoboda w ksztaltowa-
niu aproksymacji. Taks swobode, kosztem regularnosci, oferuja funkcje sklejane. Poszukujemy aproksymacji
wyjScia o nastepujacych cechach (jak wspomniano wczesniej okreslonych arbitralnie):

e jest funkcja sklejana trzeciego stopnia na czterech weztach,
e jest ciaggla,
e wpasowuje sie w pomiary w sensie najmniejszych kwadratow,

e jej pochodne (odpowiednio jednostronne) wpasowuja sie w estymowane pochodne wyjscia w sensie
najmniejszych kwadratow w punktach pomiaréw, oraz w punktach lezacych w poltowie przedziatu
miedzy pomiarami.
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Wymienione warunki tworza problem programowania kwadratowego z ograniczeniami. Mozna udowodnié
ponizszy

Lemat 6.1. Niech pomiary wyjscia systemu 6.1 y(t;) sq znane dla j =0, 1, 2, 3, a pochodne wyjscia §'(ty)
sq estymowane dla k=0, 1/2, 1, ...3. Istnieje wtedy funkcja aproksymugjaca na przedziale t € [to,t3] taka,
ze:

jest funkcjq sklejang trzeciego stopnia na weztach tj for j =0, 1, 2, 3,

jest ciggta,

® wpasowywuje sie w pomiary w sensie najmniejszych kwadratow,

jej pochodne (odpowiednio jednostronne wpasowywujq sie w estymowane pochodne wyjscia w sensie
najmniejszych kwadratow w punktach ty gdzie k=0, 1/2, 1, ...3.

Co wiecej funkcja ta jest jedyna

Warto zaznaczy¢, ze 3’ nie oznacza pochodnej funkcji aproksymujacej, a jedynie estymate pochodnej
wyjscia systemu w oparciu o informacje z kroku predykcji.

Dowdd. Do dowodu sformutujemy metode kolokacji wyjscia jako problem programowania kwadratowego z
ograniczeniami i pokazemy jego wypuktosé.
W zwiazku z tym, ze beda potrzebne trzy wielomiany ich wspoétczynniki zostana oznaczone jako a; gdzie
t=1, 2, ... 12. Rozwazamy dopasowanie funkcji aproksymujacej do pomiaréw
arty + asgtd + agto + ag — y(ty) =
art} + asti + ast1 +aq — y(t
agth + arots + arits + a1z — y(ts
a9t§ + arots 4 aritz + a1z — y(ts
oraz dopasowanie pochodnych
3ait} + 2asty +az — §'(tg) =0
Bart] sy + 2a0ty s + az — §'(t1y2) = 0
3@175% + 2a9t1 + ag — :l)/(tl) 0
3&525% + 2agt1 + a7 — Z)l(tl) 0
3@575:2)’/2 + 2a6t3/2 + a7 — y/(tg/g) =0 (66)
3asts + 2agty + a7 — §'(t2) =0
)=0
)=0
)=0

Dodatkowo naktadamy nienaruszalne wiezy ciagtosci

alt? + Q/Qt% + a3ty +aq — a5ti1)) - aﬁt% —arty —ag =0 (6 7)
a5tg + a@t% + a7t2 + ag — agt% — alot% — a11t2 — a2 = 0 ’

Chcemy spetnié¢ (6.5) i (6.6) w sensie najmniejszych kwadratow. Dlatego mozemy przedstawi¢ rownania (6.5)
jako problemy minimalizacji (ponizej przyktad dla pierwszego rownania (6.5))

min apy_y Bi(to)ap..a) — 2y(to)er (fo)ap a) + y(to)? (6.8)

ary..4]
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gdzie:
b ab ot B
5 4 .3 2
o’ of o’ «
Bi(a) = ot A ol (6.9)
ad o2 a 1
oraz
c(a) = [a3 o« 1} (6.10)

Roéwnania w (6.6) przeformulowane sa w sposéb analogiczny (ponizej pierwsze rownanie (6.6))

131{41] a[1 aBa(to)ag. 4 — 2y(to)ca(to)ap..a + 7' (to)” (6.11)
gdzie:
9ot 6a% 302 0
60 4a® 2o 0
Baa)=1g02 90 1 o (6.12)
0 0 0 O
oraz
co(a) = [3042 2a0 1 O] (6.13)
Wszystkie problemy minimalizacji takie jak (6.8) i (6.11) mozna zebra¢ (z pominieciem stalych)
min o Ba+ Ca
a (6.14)
przy Ga =0
przy czym:
B* 0 0
B= |0 Bat)+ Bg(t3/2) + Ba(ta) 0 (6.15)
0 0 B**
B* = Bi(to) + Bi(t1) + Ba(to) + Ba(t12) + Ba(t1)
B™ = By(t2) + Bi(t3) + Ba(t2) + Ba(ts)s) + Ba(ts)
C= —2[C" §(h)ealtr) + ¥ (tapa)ealtssn) + 9 (b2)eats) €] (6.16)
C* =y(to)er(to) + y(t1)er(ts + 4 (to)ea(to) + §'(t1/2)ca(tr2) + 9/ (t1)ea(tr)
C™ = y(ta)er(ta) +y(ta)er(ts + 9 (ta)ca(te) + 7' (t572)ca(tsj2) + 9’ (t3)ca(ts)
Cl(tl) —Cl(tl) 0
= 6.17
g [ 0 Cl(tg) —Cl(tQ) ( )

Latwo sprawdzi¢, ze macierze By > 01 By > 0, za$ macierz (6.15) jest liniowa kombinacja o dodatnich wspot-
czynnikach macierzy dodatnio okreslonych. Prowadzi to do wniosku, ze B jest macierza dodatnio okreslona,
a problem minimalizacji (6.14) jest wypukly (zob. Wierzbicki, Szymanowski i Findeisen, 1980; Nocedal i
Wright, 2006). O

Uwaga 6.1. Warto zauwazy¢, ze sformutowanie (6.14) problemu kolokacji wyjscia prowadzi do konstruktyw-
nego sposobu wyznaczania jego rozwigzania. Mozna je uzyskaé¢ rozwiazujac ponizszy uktad réwnan liniowych

b o[ o

gdzie p jest wektorem mnoznikow Lagrange’a zwiazanych z ograniczeniami rownosciowymi. Ze wzgledu na
lemat 6.1 uklad (6.18) posiada jednoznaczne rozwiazanie. [ |
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Uwaga 6.2. Warto zaznaczy¢, ze dla rownoodleglych pomiaréw dogodniej jest wyznaczaé¢ wspotczynniki
funkcji sklejanych dla matych wartosci ¢; (na poczatku osi czasu), a pozniej dokonaé stosownej translacji. W
przeciwnym razie macierz uktadu (6.18) staje sie bardzo szybko zle uwarunkowana. Metoda kolokacji wyjscia
zostala opublikowana w pracy (Baranowski, 2008¢c). |

6.1.3. Adaptacyjne kolokacje wyjscia

Metoda kolokacji wyjscia nie jest pozbawiona wad. Dla ustalenia uwagi, przez siatke bedziemy rozumie¢ ciag
pomiaréw stuzacych za wezty metody kolokacji.

Po pierwsze - siatka weztdéw kolokacji jest ustalona i wybrana a priori, co stwarza koniecznosé¢ osobnych
rozwazan dla kazdego systemu z osobna. Co wiecej, nawet jezeli & zbiega do x i nie ma zakldcen, nie
mozna zagwarantowaé zbieznosci aproksymacji wyjscia do prawdziwego wyjscia. Co wiecej waga dopasowania
pomiaréw i estymat pochodnych jest taka sama nie weryfikujac poprawnosci estymaty.

Problem siatki wezléw mozna rozwigzaé¢ bazujac na zmiennokrokowych metodach numerycznych o gestym
wyjsciu takich jak RK 3/8 (3.16). Opierajac sie na takim sposobie generacji siatki mozna dokonaé¢ pewnych
usprawnien metody. Po pierwsze nalezy rozwazy¢ problem poprawnosci estymaty. Oczywistym jest, ze jezeli
estymata z poprzedniego kroku jest bledna, powinno sie bardziej bazowaé na pomiarach do konstrukcji aprok-
symacji. Zalozmy, ze &(tp) jest estymata stanu na poczatku okna uzyskana z poprzedniej iteracji algorytmu
1. Wykorzystujac ja jako warunek poczatkowy w metodzie (3.16) mozna okresli¢ rozwiazanie na caltym oknie.
Z tego rozwiazania, uzyska¢ zas mozna ciag krokow (siatke), oraz wartosci stanu w nich okreslone. Poniewaz
w kazdym kroku wyliczane sg wartosci prawej strony réwnania rézniczkowego nalezy je zachowaé. Mozna je
wykorzysta¢ razem z rownaniem wyjscia i (6.4) do obliczenia stosownych wartosci estymowanego wyjscia i
jego pochodne;j.

Za pomocy gestego wyjscia, mozna wyliczy¢ warto$ci wyjscia w punktach pomiaru. Z ich pomoca mozna
sformutowaé¢ wskaznik poprawnosci estymacji

N () — 5t
TN () —0) o

N (vt

Gdzie g jest estymowanym wyjsciem z poprzednie]j iteracji, t; sa chwilami pomiaréw, N jest liczbg pomiaréw
na okno. Z uzyciem err mozna sformutowaé¢ wspotczynnik wagowy

(6.20)

1 w przeciwnym przypadku

W:{ err dla err <1

Oznaczmy wezly siatki uzyskane z wykorzystania (3.16) jako 7;, niech § bedzie funkcja aproksymujaca, y
i 4 to odpowiednio wartosci wyjécia i wartoéci pochodnych wyjécia uzyskane z poprzedniej iteracji. M to
liczba punktéw w siatce. Mozna teraz szukaé g w formie funkcji sklejanej trzeciego stopnia minimalizujacej
funkcjonal

M
(1=W) > (@) = §(m))* + (@(7) = §(7))% )+

+WZ (y(ti) - g(ti))2 (6.21)

przy V2<i< N -1
9(7i) = §(Ti+1)

9(7i) = 9(Ti41)
Jak mozna zauwazy¢, waga W oraz zmieniajaca sie siatka dostosowuja problem optymalizacji do dynamiki
systemu i poprawnosci estymaty, stad tez nazwa adaptacyjne kolokacje wyjscia. Jak mozna zauwazy¢ gy
bedzie ciagly i rézniczkowalng funkcja na calym oknie. Co wiecej, gdy estymata staje sie blizsza stanowi,
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aproksymacja staje sie coraz blizsza prawdziwemu wyjéciu, poniewaz staje sie ona gestym wyjsciem dla
wyjscia systemu. Z drugiej strony, gdy btad wzgledny estymacji jest zbyt duzy, cze$é¢ odpowiadajaca za
estymate jest calkowicie usunieta z wyznaczania aproksymacji wyjscia.

Uwaga 6.3. Warto zwrécié uwage, ze niejako w domyéle zatozono, ze albo sygnal sterujacy jest ciagly, albo
tez pochodng wyjscia da sie przedstawi¢ w formie

Zapewnia to, ze wyjscie jest klasy C'. Nie jest to catkowicie konieczne, ale brak tego zalozenia wymaga
pewnych dodatkowych dziatan. Rozwiazanie musi by¢ wyznaczane na przedziatach ciaglosci sterowania, zas
w punktach nieciggtosci sterowania muszg wystapi¢ stosowne skoki w pochodnej wyjscia. Jezeli sterowanie
w (6.4) wystepuje liniowo skoki mozna dokladnie wyliczy¢, jezeli jednak sterowanie wystepuje w bardziej
uwiktany sposéb réwniez wartosci skokdw musza by¢ estymowane. |

Metoda adaptacyjnych kolokacji wyjscia zostata opublikowana w pracy (Baranowski, 2008a).

6.2. Metody przyblizone dla uktadéw liniowych
W ramach tej sekcji bedziemy rozwazaé systemy postaci

T = Az

6.22
y = Cr (6.22)

przy czym para (C; A) jest obserwowalna. Wyniki z tej sekcji pochodza z prac (Baranowski, 2007a,b).

6.2.1. Ciggte obserwatory asymptotyczne

Dla ciagtych liniowych systeméw dynamicznych bardzo dobrze znany jest obserwator Luenbergera (np. Ka-
czorek, 1977, str. 157 oraz Baranowski et al., 2007, str. 141. Dla systemoéw postaci (6.22) przyjmuje on

postac
Z(t) = Az (t) + G(y(t) — Ci(t)) (6.23)

Przy czym G dobieramy tak aby Re \(A — GC) < 0 (warto zaznaczy¢, ze takie G istnieje, jezeli (C, A)
jest wykrywalna (zob. Mitkowski, 1991, str. 90)). W takim przypadku Z(t) — x(t) gdy t — oo. Jezeli
dysponujemy aproksymacja wyjscia g(t) dla t € [tk, tx1m], mozemy wprowadzi¢ ja do obserwatora zamiast
wyjscia.

z(t) = Ai(t) + G(j(t) — Ci(t)) (6.24)
Rozwigzujac rownanie obserwatora na stosownym przedziale (albo na calym oknie albo tylko na odcinku od
poprzedniego pomiaru do obecnego) uzyskujemy warto$é¢ stanu & (tx,,.,) do wykorzystania w nowym kroku
predykciji.

6.2.2. Estymacja L*-optymalna

Ponizsza metoda jest zastosowaniem sposobu odtwarzania stanu opisanego w przykladzie 4.1 na stronie
42. Rozwazmy ciagle wyjscie y na przedziale aproksymacji ¢ € [tg, tx1m]. Poniewaz funkcja ta jest ciagla i
ograniczona, mozemy stwierdzi¢, ze y € L?([ty, tipm], R"). Co wiecej, mozemy zauwazy¢, ze na tym samym
przedziale

g(t) = y(t) + x(t) (6.25)
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gdzie x odpowiada za blad aproksymacii, przy czym 4,x € L2([tk,tksm], R"). Chcemy wyznaczy¢ & (t).
Rozwigzaniem optymalnie przyblizonym jest

tk+m
() =M AT Oy (t)dt (6.26)
k
thtm
M= [T AT T oA (6.27)
tg

przy czym M, czyli Gramian obserwowalnosci, jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy system jest obser-
wowalny.

Uwaga 6.4. Metoda ta okazuje sie szczegolnie korzystna, jezeli aproksymacja wyjscia ma postaé (6.3). Po-
woduje to, ze
2(0) = MY (polo + ...+ pmlm) (6.28)

przy czym I, mozna wyrazié¢ rekurencyjnie przez catkowanie przez czesci. Jezeli A jest macierza nieosobliwg
postaé obserwatora upraszcza si¢ jeszcze bardziej poniewaz (dla m = 3)

Iy = A e — 1)
I = hy A~ teM 1 A7
I =h2A e 4 2A71]
I3 = hy A~ tet 4 34711,

gdzie hy = tgpym — tk. |

6.3. Metody przyblizone dla uktadéw nieliniowych

6.3.1. Ciggte nieliniowe obserwatory asymptotyczne

Poniewaz dynamika nieliniowa jest duzo bogatsza od liniowej, tak tez sposobéw projektowania ciaglych
obserwatoréw jest duzo wiecej. Generalnie mozna przyjaé, ze obserwator nieliniowy dla systemu

T = f(z,u)
y = hiz) (6.29)
ma postac ‘
F = @) + g u,y) (6.30)

Zazwyczaj postaé funkeji g jest stosunkowo prosta i zawiera iloczyn wyrazenia y — h(&) ze stala macierza,
lub ew. pewna funkcja 2.

Aproksymacje wyjscia wykorzystuje sie tu analogicznie jak w uktadach liniowych, tj. wstawiajac ¢ w
miejsce y w réwnaniach obserwatora. Ponizej przedstawiono kilka przyktadéw obserwatoréw nieliniowych.

Obserwator Thau

Najprostszym i jednoczeénie historycznie pierwszym obserwatorem dla uktadéw nieliniowych jest obserwator
Thau (Thau, 1973) (nazywany takze obserwatorem lipshitzowskim) (zob. takze Corless, Walcott i Zak, 1986;
Yu, 2003; Baranowski et al., 2007, str. 142). Rozwazany jest system postaci:

& = Azxz+ f(z)+ Bu
y = Cx

gdzie para (C; A) jest obserwowalna, za$ f(z) spelnia warunek Lipschitza ze stata L oraz f(0) = 0. Propo-
nowany jest obserwator postaci:

2 =(A-GO)i+ f(2) + Gy + Bu (6.31)
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Przy czym dobierajac G stosuje sie ponizsze

Twierdzenie 6.2. G dobrane tak, zZeby spetnié réwnanie Lapunowa:
(A—GO)TP+P(A-GC) = —2Q
gdzie P symetryczna dodatnio okreslona, QQ symetryczna dodatnio okreslona oraz:

— > [
Mo (P)

gwarantuje asymptotyczne zanikanie btedu estymacyi obserwatora (6.31).

Dowdéd. Dowod przeprowadza sie analogicznie do dowodu tw. A.6 na str. 99. Zobacz takze (Corless et al.,

1936). O

Obserwator o duzym wzmocnieniu (High-Gain)
Konstrukcje obserwatora typu High-Gain oméwiono doktadniej na stronie 64. Wyraza si¢ on wzorem

i o= f(&u)+ Q) 'Ge(y — h(2))

gdzie Q(x) jest dana przez (5.18). Tutaj jedynie uzupelnimy, ze zazwyczaj wzmocnienie obserwatora dobiera
sie w sposOb nastepujacy
a
Ge=| :
9n
en

gdzie 0 < € < 1, natomiast wspoétczynniki g;,..., g, dobrane sg tak, aby wielomian
W(s)=s"+gis" "+ + gn

byt hurwitzowski (zwroéémy uwage, ze jest to wielomian charakterystyczny macierzy A, — GCyp gdzie G =
[g1,..., gn]" natomiast A, i Cy sa odpowiednimi macierzami Brunowskiego (5.22) i (5.24)). Aby zapewni¢
globalna stabilnosé¢ obserwatora High-Gain zaklada sie zazwyczaj globalny warunek Lipschitza i korzysta
sie z rozumowania takiego jak w dowodzie twierdzenia A.6. Innym sposobem jest gwarantowanie tzw. semi-
globalnej stabilnosci, czyli mozliwosci dowolnego powiekszania obszaru atrakcji za pomocg zmiany parame-
trow obserwatora (w szczegolnosci €). (Przyktad zastosowania obserwatora typu High-Gain zob. Baranowski
i Piatek, 2008; Baranowski, Piatek i Pitat, 2008b).

Obserwator z nieliniowoscia wyjscia (Output injection)
Bardzo korzystna sytuacja, przy projektowaniu nieliniowego obserwatora jest sytuacja, gdy rozpatrywany
system nieliniowy ma postac:

z = Ax+ f(Cx,u)
= Cx (6.32)

gdzie para (C; A) jest obserwowalna. Dla takiego systemu mozna skonstruowaé¢ obserwator nastepujacej
postaci:

r = Ai+ fly,u)+ Gy — C#) (6.33)
W takiej sytuacji réwnanie dynamiki btedu estymacji ma postac:
e=(A-GO)e

czyli jest liniowe. W ten sposob uzyskuje sie bardzo tatwo nieliniowy obserwator o wyktadnicznym zanikaniu
btedu do zera. Ze wzgledu na ta wtasciwos¢ podejmowane byly proby opracowania algorytmu umozliwiajacego
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sprowadzenie systemu nieliniowego do postaci 6.32. W pracach (Corless et al., 1986) i (Keller, 1987) mozna
znalez¢ takie algorytmy, obydwa o duzej komplikacji obliczeni. Nalezy jednak zwrocié uwage, ze algorytm z
pracy (Corless et al., 1986) ma bardzo ograniczona przydatnosé ze wzgledu na koniecznosé rozwiazywania
uktadéw nieliniowych réwnan rézniczkowych. Przyktad zastosowania metody Kellera znalezé mozna w pracy
(Baranowski, 2006a) dobér parametréow obserwatora zob. (Baranowski et al., 2008a).

Obserwator ,$lizgowy” (Sliding mode)

Interesujacym sposobem konstrukcji obserwatora sa tzw. obserwatory ,$lizgowe”, ktére oprocz wzmocnienia
bledu estymacji, zawieraja jeszcze dodatkowy czton o charakterze przekaznikowym, ktoéry odpowiada za
sprowadzanie systemu na zadana tzw. powierzchnie Slizgowg. Obserwator taki mozna sformutowaé (zob. np.
Alessandri, 2000) dla systemu:

t = Az + f(z,u)
= Cxzx

przy czym f spelnia warunek Lipschitza ze stala L, para (C; A) jest obserwowalna. Proponowany jest
obserwator o nastepujacej strukturze:

327 = Az + f('%a u) + G(y - Ci) + Sobs('ﬁmy) (634)
G jest stala macierza taka, ze A(A — GC) < 0, za$

{PICT(Z/—%) dla |ly—Cz| >¢

T=CAl_
PO =08 (la |ly—Cz|<e

S

Sobs (j, y) =

gdzie € to amplituda warstwy brzegowej, dla ktorej chcemy uniknaé gwaltownego przelaczania sie¢ cztonu
przekaznikowego.

Twierdzenie 6.3 (Alessandri, 2000). Jezeli istniejg G takie, ze (A — GC) < 0, macierz @ = Q" > 0 oraz
P = PT >0 bedgce rozwigzaniem réwnania Riccatiego:

(A-GC)YTP+P(A-—GC)+ LPP+1=-Q

to blad estymacji e = x — & obserwatora (6.34) zbiega wyktadniczo do zera.

6.4. Przyktady

e

Rysunek 6.2.: Uktad drabinkowy z n =3

Przyktad 6.1 (Przyblizona estymacja L? optymalna dla uktadu RC). Do ilustracji dziatania metod przy-
blizonej estymacji ciaglego stanu w uktadach liniowych wykorzystano uktad taricuchowy typu RC z n = 3
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Rozdziat 6. Metody przyblizone korekcji

(rysunek 6.2, przyjmujemy RC=1) opisany rownaniami (6.22) z macierzami

-2 1 0

A=11 -2 1
0 1 -2

C=[1 0 0

System ten jest asymptotycznie stabilny, a jego wartosciami wlasnymi sa

A= -2 (1 — e (T))

(6.35)

(6.36)

dla i = 1,2,3 oraz obserwowalny. System ten analizowano miedzy innymi w Mitkowski (1976); Baranowski
(2006b) Do aproksymacji wyjscia wykorzystano wielomian (6.3) stopnia trzeciego. Aproksymacje wyjscia
ilustruje rysunek 6.3. Dziatanie metod przyblizonego odtwarzania stanu ilustruja rysunki 6.4-6.7.

Ciagle wyjscie Ye

® Dyskretne wyjscie y
250 +rooon Interpolowane wyjscie

il

T .H‘_‘Es1ymatax1

09
0.8F
0.7+
0.6F
0.5t
0.4
0.3F

0.2r

.. Estymata X,

%2

Rysunek 6.4.: Przyblizone odtwarzanie pierwszej (z lewej) i drugiej (z prawej) zmiennej stanu w uktadzie

drabinkowym - obserwator asymptotyczny
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Rozdziat 6. Metody przyblizone korekcji

(Y
%3

1 ..., Estymatax, 0.45}

0.4

031
eIl

0.25

0.2f

0.15F

Rysunek 6.5.: Przyblizone odtwarzanie trzeciej zmiennej stanu (z lewej) oraz norma btedu estymacji (z pra-
wej) w ukladzie drabinkowym - obserwator asymptotyczny

X, X,

i +voov. Estymata x;

2
.. Estymata X,

0.9

0.6

0.5

0.4

0.3

Rysunek 6.6.: Przyblizone odtwarzanie pierwszej (z lewej) i drugiej (z prawej) zmiennej stanu w uktadzie
drabinkowym - obserwator L? optymalny

-3

%3

1 .H‘_‘Es1ymatal><3

79

0.9
0.8}

0.7f St

lle il |

0.4
0.3

0.2r

Rysunek 6.7.: Przyblizone odtwarzanie trzeciej zmiennej stanu (z lewej) oraz norma bledu estymacji (z pra-
wej) w ukladzie drabinkowym - obserwator L? optymalny

Przyklad 6.2 (Zastosowanie kolokacji wyjscia do estymacji stanu w uktadzie zbiornikow wodnych). Do
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Rozdziat 6. Metody przyblizone korekcji

ilustracji metody kolokacji wyjscia wykorzystano model uktadu zbiornikéw opisany wczesniej w przykltadach
5.1 i 5.3. Do estymacji stanu w oparciu o aproksymowane wyjscie wykorzystano obserwator typu Thau.
Celowo zastosowano tak prosty obserwator, aby unaocznié¢ podatnos$é¢ obserwacji stanu na btedy przejsciowe
(rysunek 6.9), nawet przy dobrze przyblizonym wyjsciu (rysunek 6.8). Przyktad pochodzi z pracy (Baranowski
i Mitkowski, 2008).

— Wyjscie
0 Kolokacje wyjscia

t[s]

Rysunek 6.8.: Aproksymacja wyjscia z dolnego zbiornika przy pomocy metody kolokacji wyjscia

t[s]

Rysunek 6.9.: Norma euklidesowa bledu estymacji stanu w uktadzie zbiornikéw wodnych wykonana przy
pomocy obserwatora typu Thau i kolokacji wyjscia
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Rozdziat 7.

Podsumowanie

Rozprawa doktorska stanowi efekt pracy badawczej autora nad zagadnieniami odtwarzania ciagltego stanu
systeméw dynamicznych z dyskretnych danych pomiarowych. Niektore rezultaty zawarte w rozprawie bytly
przedstawiane przez autora na konferencjach naukowych badz tez publikowane w czasopismach naukowych

(zob.

prace Baranowski, 2008c; Baranowski i Tutaj, 2007, 2008b; Baranowski i Piatek, 2008; Baranowski i

Tutaj, 2008a; Baranowski, 2007a,c, 2008a,b, 2007b,d; Mitkowski i Baranowski, 2007; Baranowski i Mitkowski,

2008,

2009; Baranowski, 2009b,a) Znaczna czes¢ tych wynikow zostata rozszerzona i uzupeliona w niniejszej

pracy. Wedlug autora najwazniejsze oryginalne wyniki pracy to:

Opracowanie ogolnego algorytmu odtwarzania ciagtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych (str.
13)

Udowodnienie lematu 2.1 dajacego oszacowania btedu estymacji (str. 15).
Udowodnienie twierdzenia 2.3 precyzujacego stabilno$é¢ algorytmu (str. 18)

Przeprowadzenie analizy wlasnosci rozdzielnosci algorytmu i udowodnienie koniecznych twierdzen (str.

21)

Sformutowanie definicji obserwowalnosci (definicja 2.7 str. 19), oraz pokazanie jej rownowaznosci z
definicja klasyczna dla uktadow liniowych stacjonarnych (twierdzenie 2.5 str 19).

Opracowanie metody RK3/8 - zmiennokrokowej metody czwartego rzedu, z estymatorem bledu rzedu
trzeciego o gestym wyjsciu (str. 29).

Podanie oszacowarni btedu przejsciowego predykeji oraz udowodnienie twierdzenia 3.1 (str. 35).
Udowodnienie twierdzenia 3.3 o wplywie zaklocen na btad predykeji (str. 38).

Opracowanie efektywnych wzoréw i algorytmu wyliczania parametréw obserwatora C° optymalnego
(str. 47)

zastosowanie metody obserwacji C° optymalnej do analizy dynamiki populacyjnej (str. 54)
zastosowanie metod odtwarzania ciaglego stanu w ukladzie parabolicznym (str. 56)

Opracowanie sposobu wyliczania macierzy Jakobiego wystepujacej w obserwatorze Newtona za pomoca
réwnania wariacyjnego (str. 68) oraz w oparciu o wariacje funkcjonatu (str. 69)

wyliczenie gradientow wskaznika jakosci (5.89) na dwa sposoby (str. 751 76)

Wyliczenie Hesjanu wskaznika jakosci (5.89) z wykorzystaniem roéwnania wariacyjnego (str. 79)
Zastosowanie metodyki odtwarzania stanu do modelu metabolizmu cukru pacjenta OIOM (str. 81)
Zastosowanie metody MHE do odtwarzania stanu w obiekcie rzeczywistym (str. 83)

Opracowanie metody kolokacji wyjscia (str. 87) i adaptacyjnych kolokacji wyjscia (str. 89)

97



Dodatek A.

Istotne twierdzenia

A.l. Lematy i twierdzenia pomocnicze

Lemat A.1 (Gronwalla-Bellmana). Niech k bedzie funkcjg mierzalng, nieujemna, ograniczong na przedziale
[to, t1], a l funkcjq niemalejgcq. Jezeli v jest funkcjq rzeczywistq, catkowalng na [ty t1] @ takq, Ze dla prawie
kazdego t € [to, 1]

v(t) <I(t) + t E(s)v(s)ds (A.1)

to

to dla t € [to, t1] spetniajacych (A.1) zachodzi

v(#) < exp ( tk(s)ds) 1) (A.2)

to

W szczegolnosci (A.2) zachodzi prawie wszedzie na [to, t1]. (z0b. np. Bellman i Cooke, 1963 str. 59, Zabczyk,
1991, str. 92)

Twierdzenie A.2. Nastepujgce pojecia sq sobie réwnowazne:

1. System
z(t) = Az(t) + Bu(t), y(t)=Cz(t), t>0 =z(t)eR"

jest obserwowalny.

2. Para (C; A) jest obserwowalna.

8. Rzqd
C
CA
Rank(S) = Rank , =n
C At

4. Para (AT;CT) jest sterowalna.

5 Dlat>0 .
M, = / e AT T e 5445 > 0
0

Xpo={h € R": Ce*"h =0 dla t > 0} = Ker(S) = Ker(M;) = [ | Ker(CA™™) =0
i=1

7. Jezeli CeMz0 =0 dlat >0, to 2° = 0.
(z0b. Wonham, 1979; Mitkowski, 1991, str.87)

Twierdzenie A.3 (O obserwowalnosci uktadu zdyskretyzowanego). Dane sq macierze A € R™*", C € R™*"
oraz okres probkowania h > 0. Niech para (C; A) jest obserwowalna oraz A;, \j € A(A). Jezeli

W;éj Re()\i—/\j)zo = hIm()\i—)\j)#Zwk k:ﬂzl, :|:2,
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Dodatek A. Istotne twierdzenia
to para (C; Ayg) jest obserwowalna, przy czym Ag = exp(Ah). (zob. np. Mitkowski, 1991, str. 141)

Lemat A.4. Niech P € R™ " jest macierzq nieosobliwg (det P # 0). Macierz Q = PTP jest Scisle dodatnio
okreslona (QQ > 0).

Dowdd. Poniewaz macierz P jest nieosobliwa, wiec jej kolumny tworza uktad n wektoréw liniowo niezaleznych

P = [pl p2 .. Pn} (A.3)
Macierz ) mozna wiec zapisaé jako
pT (p1sp1)  (pr,p2) - (P1pn)
Q- p;— {m S pn} _ (inpl) (inPQ) (Pzipn) (A)
o (bop1) 0rp2) - (o)

Z (A.4) wynika, ze @ jest macierza Grama. Macierz Grama jest zawsze dodatnio okreslona. Wynika to z
tego, ze dla macierzy Grama R™" > G = HH' mamy z'Gz = (H'z,H z) = |H"z|?> > 0 dla kazdego
x € R™ (zob. np. Levine, 1996, str. 44). Wektory p1, p2, ..., pn sa liniowo niezalezne wiec det(Q) # 0 (zob.
np. Turowicz, 1995, str. 94). Macierz dodatnio okreslona ma nieujemne wartosci wlasne, natomiast macierz
nieosobliwa ma wartosci wlasne rézne od zera. Wynika stad, ze macierz () ma dodatnie wartos$ci wlasne, wiec
jest macierzg $cisle dodatnio okreslona,. O

Twierdzenie A.5 (Gerszgorina). Niech A = [a;;] bedzie macierzq o elementach zespolonych a;j. Oznaczmy
przez K; koto lezgce na ptaszczyinie zespolonej o $rodku ai; oraz o promieniu

n
ri= ) layl
j=Lj#i

Kazda warto$é wtasna macierzy A lezy wewngtrz lub na okregu ktoregos kota Ky, Ko, ..., K. (z0b. np.
Turowicz, 1967, str. 50).
A.2. Stabilizacja regulatorem liniowym
Rozwazane sa systemy nieliniowe o nastepujacej strukturze

z(t) = Ax(t) + Bu(t) + f(z(t)) (A.5)

przy czym z(t) € R", u(t) € R", B € R™*", A € R™*". Funkcja f jest ciagla oraz

f:R" > R" (A.6)
f(0)=0 (A7)
1f(@) = fWl < Lllz — yl|, Yo,y € R" (A.8)

Ponizsze twierdzenie opracowane zostato w oparciu o wyniki z prac (Golubev, Krishchenko i Tkachev, 2005;
Gibson, 1968; Mitkowski, 1996; Gorecki, 1974; Ogata, 1974; Kaczorek, 1977; Bublik i Kiriczenko, 1975)

Twierdzenie A.6. System (A.5) jest globalnie wyktadniczo stabilizowany przez requlator
u(t) = Kx(t) (A.9)
wtedy gdy istniejg K € R™" i scisle dodatnio okreslona macierz Q = QT € R™ ", dla ktorych:

e ReA(A+ BK) <0
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Dodatek A. Istotne twierdzenia

e spelniona jest nieréwnosé

s (H) > L (A.10)

gdzie H jest $cisle dodatnio okreslonym rozwigzaniem réwnania Lapunowa

(A+ BK)'TH + H(A+ BK) = -Q (A.11)

Dowdd. Dowodd rozpoczniemy od wykazania asymptotycznej stabilnosci. Przyjmijmy funkcjonal Lapunowa
w postaci
V(z)=2"Hz (A.12)

gdzie H jest rozwiazaniem (A.11). Pochodna funkcjonatu Lapunowa po trajektoriach systemu zamknietego
zlozonego z (A.5) i (A.9) przyjmie postaé

V(z(t)) = 20()H ((A+ BK) a(t) + f(2(t)) = —2() Qu(t) + 22(t) Hf (x(?))

z (A.7) 1 (A.8) mamy
1 (@) < Lil]|

co pozwala na oszacowanie
V(x(t)) < _/\mm(Q)Hx(t)Hz + 2)‘ma:v(H)L”37H2 < (2)‘mam(H>L - Amm(Q»Hx(t)HQ

tatwo zauwazy¢, ze jezeli spetniona jest nieréwnosé (A.10) to pochodna funkcjonatu Lapunowa jest szacowana
z gory przez iloczyn liczby ujemnej i normy x(t). Poniewaz funkcjonal (A.12) jest dodatnio okreslony, oraz
V(z) — oo gdy ||z|| — oo to z IT metody Lapunowa wynika globalna asymptotyczna stabilno$é systemu (A.5)
z regulatorem (A.9).

Do dowodu wyktadniczej stabilnosci skorzystamy z oszacowania

Amin(H) || 2|l < V(2)

z ktérego wynika

1
z|| <

stad mamy
2>\max(H)L - Amzn(Q)

V(@(t) < (2Amac(H)L = Amin(@)) 2(1) | < V(z)

co w oparciu o (Mitkowski, 1996, s. 90) pozwala na oszacowanie

2Amaw(H)L — Amm(Q))

V() < V(2(0)) exp (t

co w konsekwencji prowadzi do

[z <

)\max (H) 2)\maz (H)L - )\mln (Q)

co przy spetnionym (A.10) oznacza wykladnicza stabilnos¢. O

100



Dodatek B.
Stabilno$¢ wejscie-stan (Input-to-state stability)

Wyniki zawarte w tym dodatku pochodza z prac (Sontag, 1995; Sontag i Wang, 1995). W ramach tego
dodatku rozwazane beda systemy postaci

#(t) = f(2(t), u(t)) (B.1)

gdzie f: R™ x R™ — R™ jest rozniczkowalna w sposob ciagly, oraz f(0,0) = 0. Wejscie do systemu u jest
mierzalng i lokalnie istotnie ograniczong funkcja czasu. Bedziemy zaktadaé, ze funkcje te naleza do przestrzeni
L>([0, o), R™). Dodatkowo oznaczmy x(t,&,u) jako trajektorie systemu (B.1) z warunkiem poczatkowym
z(0) = £ i wejsciem u. Bedziemy wykorzystywaé takze funkcje nastepujacych klas

e v: [0, +00) — [0, +00) nalezy do klasy K, jezeli jest cisle rosnaca, ciagta i y(0) =0
o v €K™ jezeli v € K oraz y(s) — oo gdy s — oo

e 3:]0, +00) x [0, +00) — [0, +00) nalezy do KL jezeli dla kazdego ustalonego t > 0, §(+,t) € K oraz
dla kazdego ustalonego s > 0, (s, t) maleje do zera gdy t — oo

Definicja B.1. System (B.1) jest stabilny wejscie-stan (input/state stable, posiada wlasnosé ISS) jezeli
istnieje funkcja f € KL oraz funkcja v € K, takie ze dla kazdego u € L>([0, oo), R™) i kazdego £ € R"
zachodzi

[2(t, &, )| < BUIEL ) + y([ullL=) (B.2)

dla kazdego t > 0.

Warto zauwazy¢, ze ze wzgledu na przyczynowosé, ta sama definicja zachodzi gdy zastapi¢ ||ul|p~ przez
l|ut| o, gdzie

u(s) dla s <t
ur(s) = B.3
t(s) { Odlas>t (B3)
Definicja B.1 jest nieliniowym uogélnieniem oszacowania
|2 ()] < be™ " [¢] + cllul| Lo (B.4)

ktore zachodzi dla systemow liniowych & = Ax + Bu gdy Re A(A) < 0. W analizie whasnosci ISS, szczegdlng
wage posiadaja tzw. funkcjonaty ISS-Lapunowa

Definicja B.2. Gladka funkcja V: R™ — [0, +00) nazywana jest funkcjonatem ISS-Lapunowa, dla systemu
(B.1) jezeli istnieja funkcje oy, e € Ko oraz as, y € K, takie ze dla kazdego £ € R

ar([€]) <V(§) < ax([€]) (B.5)

oraz dla kazdego & € R™ i kazdego p € R™, takiego ze || = x(|u|)

VV(&) - f(&§ 1) < —as([€]) (B.6)
Uwaga B.1. Warto zauwazy¢, ze dla zerowego wejscia, funkcjonal ISS-Lapunowa jest funkcjonalem Lapunowa
dla systemu & = f(x,0). [ |

Zachodzi nastepujace twierdzenie
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Dodatek B. Stabilnosé wejscie-stan (Input-to-state stability)

Twierdzenie B.1. Dla systemu (B.1) nastepujace wtasnosci sq réwnowazne

1.

2.

Posiada wtasnosé 1SS
Posiada funkcjonat ISS-Lapunowa

Jest odpornie stabilny, tj. istniejg funkcja p € Koo oraz funkcja B € KL, zZe dla kazdego sterowania
u(t) = k(t,z(t)), dla ktérego

|k(t, &) < p(l€])
(dla prawie wszystkich t > 0) wszystkie trajektorie systemu zamknietego ©(t) = f(x(t), k(t, z(t))) spet-
niajq

lz(t)| < B(lz(0)]) Vt>0

. Istniejq funkcje Bo, 81 € KL oraz funkcja v € IC takie, zZe dla kazdego & € R™ oraz wejscia u zachodzi

e (t, & )| < Bo(l€], 8) + Br(llurllzee, t = T) +y(Jul|ze) (B.7)

dla kazdego 0 < T < t, przy czym ur jest dane przez (B.3) zas ul = u — up.

Istnieje funkcja v € IC taka, Ze dla kazdego € > 0 zachodzi

a) Istnieje 6 > 0 taka ze
la(t,€,u)| <& VE >0 (B.8)

dla wszystkich wejsé u oraz warunkéw poczgtkowych & takich, ze |§] < 6 @ ||u||pe <

b) dla kazdego r > 0 istnieje T > 0 takie, ze dla kazdego wejscia u, gdy |§| < r orazt > T, zachodzi

(£, & u)] <e +7(lullz~) (B.9)

6. Jest stabo odpornie stabilny (patrz Sontag i Wang, 1995).
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English abstract

The focus of this thesis is Continuous State Estimation from Discrete Output Measurements (CSEDOM). It
is a problem which arises in many practical situations. The main objective of an industrial control system
or algorithm is to stabilise a process and at the same time to obtaining the best or reasonably good control
quality. For this purposes continuous information of a plant full state is desired as well as good knowledge
of its mathematical model and parameters. In spite of these requirements, many limitations exist, especially
in chemical, petrochemical, metallurgical industry, to name a few, which limit the amount of information.
Instead of a full state information, only incomplete output data are often available. Reasons for that can be
of a technological nature if the measurement of a particular state variable is difficult or impossible or else
economical if needed sensors are exceptionally expensive. In medical situations, frequency of measurements
(examinations) is also limited for health reasons, for instance multiple X-rays can be directly harmful to
the patients. Moreover, some measurements cannot be performed continuously, especially when specialist
laboratory chemical analyses are employed, and thus have discrete character. Although measurements are
known only for discrete moments, a continuous control could usually better the quality of control and hence
is highly recommended.
Our focus is on dynamical systems in the following form

&(t) = f(x(t), u(t)) (B.10)
where
e f:R"xR" — R"
o z(t) € R,
(

u(t) € R",

[ ]
~~

>0
o 2(0) =xo
e f(a,b) fulfills global Lipschitz condition for the first argument

|f(z1,b) — f(22,0)| < L|z1 — 22

. (B.11)
Vri,z0 € X Vb e R
with Lipschitz constant L > 0 and is continuous for both arguments.
We also consider system output
y(t) = h(xz(t)) (B.12)

where h: R" — R™. We assume that output measurements are available only in discrete time instances t;,
where

ti=ti—1+h; (B.13)
to > 0 (B.14)
h; >0 (B.15)
1=0,1,2, 3,... (B.16)
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with

hi 2 Tmax (Bl?)
Tmax = Max (ti—‘rl - ti) < o0 (BIS)

Measurements can, but might not be, evenly spaced. In that case

hi =h=Tmaz Vi (B.19)
ti = to + ih (B.20)

where h is the sampling period.
For such systems it is possible to propose an algorithm, which presents a general solution to the CSEDOM
problem.

1. START

Set Z(tp) as an initial estimate, ¢ := 0

2. PREDICTION _
Solve differential equation z(t) = f(Z(t),u(t)) (equation of system (B.10)) for ¢ € [t;, t;11] z warunkiem
poczatkowym Z(¢;).

3. CORRECTION
Using values y(t;) for j <i+4+1 (j=i+1, i,i—1,...,0) and the values of u(t) for t < t;11 estimate
the i’(tz_;'_l)

4. i:=1+ 1, go to step 2.

The main idea of the algorithm is given in figure 2.1 on page 14. Different aspects of the algorithm are
addressed in different parts of the thesis.

Chapter two address certain special general issues regarding the algorithm. Firstly, the stability and at-
tractivity of the algorithm, the stability and attractivity of the correction procedure and their relations to
one another are discussed. In particular a lemma giving bounds on continuous estimation error was proven
(lemma 2.1 on page 15), and subsequently used for proofs of appropriate stability (theorem 2.3 on page 18)
and attractivity (theorem 2.2 on page 17) theorems. Also the problem of observability from discrete output
measurements was discussed. A definition was formulated especially for this situation (definition 2.7 on page
19). This definition for linear systems was proven to be equivalent to classical observability (theorem 2.5).
Final general problem considering CSEDOM was the separation principle. An example of system not ful-
filling the principle was presented and discussed. Some sufficient conditions (theorems 2.70 on page 23 and
2.9 on page 24) for verification of separation principle were proven. The base of these proofs was concept of
“input-to-state” stability.

In the third chapter, the problems of prediction were discussed. Firstly a general theory of variable step,
dense output Runge-Kutta formulas was presented. As an illustration a method called “RK 3/8” was con-
structed, giving a fourth order solver with third order error estimator and third order differentiable dense
output.

In addition to that, the problem of prediction errors was discussed. It was shown, that even for asymptoti-
cally stable, linear systems error dynamics can generate large transitional errors. The analysis of bounds on
trajectories was included. Especially interesting problems were considered for linear systems, where bounds
on the norm of matrix exponential were discussed. Especially promising are:

e bound based on Lyapunov equation ((3.26) page 33),
e bound based on damping coefficient ((3.30) page 34).

Both of them can be used to estimate the possible maximum of matrix exponential norm (and in consequence
maximal error). Moreover one more question was addressed — that is, when the error dynamics is a contraction
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semigroup, i.e.
e <1, t>0 (B.21)

A theorem giving a sufficient condition was proven (theorem 3.1 on page 35). The proof was based on the
concept of damping coefficient and Gershgorin theorem.

Final part of the third chapter was the problem of disturbances influence on the error of continuous
estimate. A bound on the error, using the L® norm of disturbances was introduced (theorem 3.58 on page
38).

Chapter four was focused on the correction methods in linear systems. A concept of autonomisation was
introduced. It was shown, that state estimation problem in systems

Tz = Ax + Bu T = Ax
and (B.22)

are equivalent. Additionally it was discussed, that problem of state estimation in linear systems can be
interpreted as a solution of a linear equation

y =G (B.23)

where G is a linear mapping from initial state space Xg to output space Y. The properties and form of the
solution depend on the choice of output space Y.
The main part of the chapter were the algorithms of state estimation. Following algorithms were discussed:

e discrete-continuous observer (page 43),

exact discrete observer (page 45),

least squares observer (page 47),

CP-optimal observer (page 49),

hybrid Kalman filter (page 53).

What is especially interesting is the C%-optimal observer. This method of estimation is based on choosing
the optimal moments of output sampling. The choice of these moments is a consequence of minimisation of
the norm of certain linear functional on C°[a, b] space. Because this minimisation is a non-smooth, possibly
non-convex, non-linear programming problem a form of relaxation is introduced. This relaxation takes form
of sequence of sub-problems, all of which allow analytical formula for gradients. Chapter also includes two
application examples — C%-optimal observer in a population model of diabetes (example 4.2 on page 54) and
application of discrete-continuous and exact discrete observers for the approximation of a parabolic system
(example 4.3 on page 56).

Fifth chapter focuses on non-linear state estimation problems. Four algorithms are discussed:

e nonlinear discrete-continuous observer (page 64),
e hybrid Newton observer (page 66),

e Moving Horizon Estimation (MHE) (page 73),

e hybrid Extended Kalman Filter (page 71).

These algorithms are based on different approaches to state estimation in non-linear systems. For discrete-
continuous observer, these are the concepts of local observability, Lie derivatives and High-gain observer. The
main idea is to use the state variable coordinate change, obtained with Lie derivatives, in order to obtain
easily tuneable observer. Time varying gain is used, obtained through a soluton of “Lyapunov-like” equation.

Hybrid Newton observer is based on the simple concept, that output of the non-linear system can be
expressed as a non-linear mapping from initial state space to output space

y(t) = h(F(xo,1)) (B.24)
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which can be used for construction of system of equations

y(tk) = h(F(wg, ty))
Y(tk+1) = h(F(wg, tg+1))

(B.25)
Y(tktn—1) = M(F(wk, tgin—1))
let us denote
y(te) h(wr)
y tk 1 h(F Wi, tk 1
Y, = (fi1) oraz  H(wg) = (Flwes ) (B.26)
Y(trsn—1) h(F(wp, thin—1))
We can now solve this system of equations with Newton’s method
w,i“ = w/,i€ + 55
d .
——H(w})s; = Yy, — H(wy) (B.27)
dwy,
1=0,1, ... d

Two methods for obtaining the Jacobian ﬁH (wi)s; needed for Newton’s method were developed. First one
is based on the application of variational equation (page 68) and the second one uses the variation of the
functional (page 69).

Moving horizon estimation is an optimisation based observer. State is estimated through solving

%L@uk» (B.28)
k+N
L(2) = [2(tk) = Tx-a1lf, + D ly(t:) — h(2(t)? (B.29)
i=k
S.t.
2(t) = f(&(t), u(t)) (B.30)

The form of the performance index can be justified via maximum likelihood method or by deterministic
means. In order to improve the optimisation the formulas for gradients VL and Hessian V2L were determined.
For gradients formulas are based on variational equation (page 76) and on the variation of functional (page
76). Hessian formula was obtained through application of variational equation (page 79).

Chapter also include three examples. First one is the application of discrete-continuous observer for esti-
mation in water tank system (example 5.1 on page 79). Second one uses hybrid Newton observer for patient
state estimation in model of ICU-patient glycemia (example 5.2 on page 81). The final example is the ap-
plication of MHE for state estimation in real life laboratory model of water tank system. This example is
especially interesting, because it shows remarkable filtering capabilities of MHE (example 5.3 on page 83).

Sixth chapter presents the concept of approximate CSEDOM. The main idea is to construct a continuous
approximation of the discrete output. This continuous approximation is then used with classical continuous
state estimation techniques. Choice of such approximation is discussed. Besides standard polynomial and
spline interpolation two original methods of approximation are presented. Those methods are output colo-
cations (page 87) and adaptive output colocations (page 89). Proposed solutions use the system model and
previous state estimates in order to create the approximation, that corresponds well to system dynamics.
Also different methods of continuous estimation are presented and discussed. Two examples are included —
one linear (page 93) and one nonlinear (page 96) — presenting different issues in approximate CSEDOM.

The thesis concludes with a summary — listing author’s original contributions — and appendices including
important theorems.
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Streszczenie

W pracy rozwazana jest problematyka odtwarzania ciagtego stanu systeméw dynamicznych z dyskretnych
danych pomiarowych. Jest to problem o duzym praktycznym znaczeniu. W zastosowaniach przemystowych
bardzo czesto mamy potrzebe stabilizacji przy jednoczesnej wysokiej jakosci sterowania. Do tego celu potrzeb-
na jest pelna informacja o stanie przez caly czas trwania procesu. Praktyka jednak pokazuje, ze zazwyczaj
pomiary maja charakter dyskretny i to tylko pewnych wielkosci wyjsciowych. Jest to uwarunkowane réznymi
czynnikami. Czesto nie jest mozliwe dokonywanie pomiaréw wszystkich wielkosci charakteryzujacych system,
ze wzgledu na niemoznos¢ lub nieoptacalnosé instalacji czujnika. Co wiecej czesto$é wykonywania pomiarow
jest ograniczona. W przemysle chemicznym koszt przeprowadzenia analizy produktu bywa niebagatelny (po-
trzebne sa kosztowne odczynniki). W wykorzystaniu systemow wizyjnych potrzeba czasu na obrobke obrazu.
W medycynie ograniczenia narzuca ochrona zdrowia pacjenta, np. nie mozna za czesto wykonywaé zdje¢
rentgenowskich.

W ramach pracy omawiany jest sposéb estymacji ciagtego stanu z dyskretnych danych pomiarowych, oparty
o cykliczne dokonywanie predykcji stanu i korekcji estymaty. Omawiane sg pojecia stabilnosci, atraktywno-
Sci, obserwowalnosci oraz rozdzielno$ci wraz ze stosownymi twierdzeniami. Przeanalizowane sg zagadnienia
numerycznej generacji ciaglych rozwiazan, szacowania bltedéw przejsciowych predykceji oraz bledéw ciaglej
estymaty wywotanych zakloceniami. Trzy rozdzialy poswiecone sa metodom korekcji (estymacji stanu) w
uktadach liniowych, nieliniowych oraz metodom przyblizonym dla uktadéw liniowych i nieliniowych. Miedzy
innymi oméwiono metode obserwatora CY optymalnego, obserwatora Newtona oraz estymacji z ruchomym
horyzontem. Wraz z metodami podano rézne usprawnienia, np. metody analitycznego wyznaczania pochod-
nych wskaznika jakosci po warunku poczatkowych. Dziatanie algorytmoéw zilustrowano przyktadami réznych
systemoéw liniowych i nieliniowych z réznych dziedzin: medycyny, dynamiki populacyjnej, mechatroniki i
innych.
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