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dniamy,lecz przyjmijemy je jéko pewnil.

Prawo powyzsze Jjest ustalone na podstawie spostrzczc.i 1 doswiadezedl

praktyoznych i, chociaz ty
niec scisze, z powodu niemo
body punktu meterialnezo,

mocnosci wystowionezo wyszc

1/¢dy stawiamy dodwi

8i9 do ruchu wediug pravia

2/wszystkie wnioski i prawa ruchu, wynikajgce z tego 1 innych

ch badand nie mozemy uwazaé za bezwzrled-~
zldwodci urzeczywistnicnia zupedincj swo—

to jecdnekze nie mozemy watpié o prawo-

j pewnila, z powodu nastgpujgcych faktdu

adczenia nad ruchem bryky,ﬁaterialnoj

w coraz to doskonalszych warunkach, to ruch bryiy stalc przyblize

bezwtadnosci i

praw Newtona,; potwierdzazy sip dotychczas 1 potwierdzaja sig obie—

nic w praktyce; przytoczone
pierwszegc prawa ewtona,l

Tjkatemy, Z¢ oba brz
i przytoeczone w I rozdzicl

Rzcezywidcie, zdy punkt moterialny w. pewnym momencic

nrydkosé
zochovuje predkodéd stale
sdy prodkosé jest gercmy t
epoczywajacy zad punkt mat
zacaowuiie bez zmiany swoj

tu fokty odnaszg sig nie tylko do
ecz 1 do dwéch praw nastgpujacych.

mienia tcgo prawa, podane: przcd chwilg
¢ statyki; w zupeinoséci sg jcdnoznaczne.
czosu posiada

réwng zeru, to wediug pierwszego prawa Tewtona,tcn punkt

révme zeruy ale z Yinematyki wicmy, ze

o punkt znajduje si¢ w_stanie spoczynku,
erialny,weddug prawa bezwiadnodci ruchu,
stan spocgynku. ' :

Gdy zad swobodny punt materialny w pewnym momcncie czasu
posiada predkodé nic révmy zeru, wtedy wediug plerwszecgo praw
Newtona, ten punkt zachowuje liczcbng wertodd i e runck swe
prydkosci; ale w kinematyce wylazallsmy, ze gdy punkt ruchomy po-
siada stole niezmienny, co do wiellodel i kierunku,predlosé, to
rach jego jecst jednostajny i prostoliniowy,; zatem, na zasadzie

Gdy ruch punrtu materirlnego nic ouipowiada prawu bezwd: d-
nosgci,to masiuy przyznald,z

kogeci punktu metericlnesgo

‘prawa bezwiadnodci ruchu, poruszajzcy sig swobodny punkt musi sig
poruszaé jednostajnie i prostolinijnic c.b.d.o.

e jakie$ czynniki powodujs zmi-ng pirgd-
co do.wartosci liczebnej,ludb Fierunlu

lub obu razcm, innymi siowy,. gdy much punktu nie czynl zadod¢ pra=
wu bezwzadnodcil,miszy roniecznie istnicéd -j-¥ies czynni¥d,wywoiu-
jace przyspleszenic punktu ruchomego. Tc czynnili mogy byé rdine: o
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rodzaju, np. cidnienie, przycigganie punktu przez ziemie, naelektryzowr--
nie punktu i t.p. Mechanika teoretyczna nie rozrdznia pochodzenia fi-
zycznego tych czynnikéw i nazywa je jedng wspdlng nazwg: s i 2 a2 m i,
Mozemy wiec podaé takg definicje pojecia sity.

S 1% g nazywamy czynnik, udzielajgcy punktowi materialnemu

przyspiesszenie, t.j. zmieniajgecy predkodé punktu materisi-—
mego liczeonie 1 kierunkowo.

“llemy, #e wszystkie ciaXa, spadajace w prézni w poblizu po-
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tod8¢ tego przyspieszinia stanowi 9,81 mtr/sek? ; dla réznych miejsc
na kuli ziemskiej bzed przytoczonej liczby nie przewyzszagéﬁ‘ Fe]

rzeczywistej wielkoseci,

Dryu el prawo. dyneaemniki . ustala pljccie
odwartoééi liczebnej i o kierunku siiy.To prawo wysiowimy w ten spo—
SOb2

g
o}

a

%

H

NMNewtona .

z
J

Bt
0}
NHE P ™
GNP W
e WD
0% O Hen
O OHO

ysypiessz
3 e e e gk o0 (7 Pt L oY < Y ek R e T B
ma texrdalnego Jie
g

He N

S0 o poun ok otou
koscig s8tatl

.
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nanlie y
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przy czym: 3, jak zwykle ognacza site,dziazajgcg na punkt material-
ny,w — udzielone przez nig punktowl przyspieszenie, a m— stary dla
danego punktu, wspliczynnik proporcjonalnosci. Kreski nad literami
5 1 w we wzorze /1/ wskazujy, zc mamy do czynienia z wektorami.
Stosujgc révmanie /1/ do sity ciegzkoéci, 1 oznaczajac ja przez G,

a przyspieszenie ziemskie przez g, bgdziemy mielis
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Aby lcpiej wyjagnié charakter tef nowej wielkos$ci, rozpa-—
trzymy nastegpujgce dwa zadania;

1/ na dwa punkty materialne dziaXajg sizy, udzielajace im
Jcdnakowe przyspleszenie; jaki jest stosunek przyzozonych six ?

Oznaczajgc sizy przez S1 i 82; przyspleszenle przez w, ma-—

sy punktéw przesz m, im,, wedug wzoru /1/ otrzymamy Sl = m,w e
52 = myw 3 skyd dzielsl je, znajdziemy, Ze 3

1 *m" ..é..u..-o--ooo.n-oo.b'v"'/3/
L B

tejes: sity, udzielajgce dwom punktom materialnym jednakowe przyspie-—
szcnia, sg proporcjonalne do mas tych punktdwe

S

2/ Na dwa punkty materialdle dziaiajg jednakowe sityj jaki jest
stosunck przyspiecszen,udzielonych przez te sily tym punktom? Ozna-
czajac sie, przyspicszcnia i masy punktéw odpowiednio przez
S,W1,w2,m1, i m,, bedziemy mieli wediug /1/ %

L

S = Mg Wy = MyelWy §

s m,w, W, Wy i
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teje przyspieszenia udzielone dwom punktom materialnym przcz jedng
i t¢g samg sikxg¢, sg odwrotnie proporcjonalne do mas tych punktdw.
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Zak*adajge we wzorze /9/ S =1 41 w = 1 znajdziemy, ze
= Tt e Sy T e i e ilkels ma sy 5y AR i mas g
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my, zc¢ jedncstka masy jest jecdnostkg zmozonyg z jednostek siiy
i przyspicszenia 3 alc z kinematyki wiemy, Ze jednostka przy-—

splcszenla tciz jest jednostkg, zosong 2z jednostek diugodel

1 czasu, zatom jednostka masy jest jcdnostka zXoczong 2z jedno—
stck dzugodci, czasu 1 sity. Widzimy wiec, e wybdr podstawowych
jednostck dzugosdcl,crasu 1 sizy w zupcinodci okrcsla jednostke
masye.biorge np. jako podstawowe jednostkil: diugodci-centymetr,
ggasu — sekundg 1 sily — gram—wagg,otrzymamy, 2¢ ¢+ J e d -

g e - ma s g t.a ¥ilve gro 5

I et LORINS R rodia l-nie .giog kol Gire m e
i R e (e e § g pitig yoep e i eiE Y a e cue e
gt n/ /sekunda /2,

dv

v
o
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o+ 0y k3
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we wzorze

lozemy postgpié inaczej, mianowici
7} t k¥ a

cs zakia d
1w =1 otrzymamy; S = i teje i € 0o 8
B A C o < e AR TG gt Wit~ 0 B 2 SRR o s R - e dnso e
- = R > oot o S -l AR W Y- T o YK e St 0l ot B - T Al 4 PR S
r é wWn e JIetd N8 Ty e v Gy = Rru it allin beorze Jednostek,
Jjednostkami podstawowyml sg. Jjednostkl dtugodei,czasu 1 masy;
wtedy Jednostka sizy Jjest jednostkg zizozong, Biorae np. jako
podstawowc chnostbl- diugoscidecentymetryczasu — sekundg i ma-
By — grammasy t.j. masg¢ jcdnego centymctra szeéciennego wody
przy pewnych warunkach fizycznych otrzymamy, 2¢ Jj e d n o 8 t-

¢
n
J
o

0w

O PN
A=

B 1l b

B s wk Y ool S, sl tak g 5 L% q, k't-6 rias moas
s 1 ¢ réwne j EY o wod ek tard g T 2.5 SRk e
e cd i ooy diu e o sint pamcet r//sekunda s S
I g site & G g0 g - B | QRGO iy g 4 L A

Mamy wigc dwa ukiady podstawowych jednostek, przy czym
plerwszy stosuje sig najczgdcle] do badad technicznych, a dru-
g1l naukowych. Drugl ukiad gzazzwyczoj nazywamy ukiadcm
LR o e TR A

Jednostka diugodel tego ukzadu = centymetr jest réwnq
0,01. dlucoéci platynowej linijkd,znajdujaced sie w Paryzu
nazywajgcej sig metrcm — " metre prototype ctalon"i,

¥

i

jednostka masy jest C,001 cze$els masy odwaznllka, znaj— |
dujgecego si¢g w Paryzu 1 ncsz%obgo mizano * kilograme prototype |
etalon ", Masa ta jcst rdung masie 1000 szedcionnych centry-

metréw NOdy pod cldénicniem 760 mm. szupa rtgcl przy tempera=:

turze 4°C.

Jecdnostky czasu jcst 1 sckunda czasu $rcdnicpoe.




Ustaliny zelcznoddé pomigdzy jednostkaml masy i éily tych
dwéch ukiaddéw jednostck podstawowych.™ tym celu skorzystomy ze
wzoru /2/y gdy jednostkami diugodci i czasu sg contymetr i sekun-
da, wtedy 5

-~ Cm —
,{: é 9 81 5 'S'CZEQ -

Stosujgc to révmanie do drugicgo ukiadu,zazozymy w nim

m= 1, wtedy otrzymany:;

, G = 981 dyn;

Weednnyid siowy - @ m o a s a Jagadshee o %/‘ gramnu w.a % y
Yz 'y bl i 7z e.n iy 981 dyn, )

s e it e s Bl e S S B o o A o A e . B . i I . S . B e Al . i B s o e

s e -— —— —— —

Ale wediuz pierwszego ukzadu, masa Jjednego grama wazy Jeden
 grem—wagg; zatcem mamy nastepmjace zalcgnedci pomiedzy jednost—
kzmi sixy pierwszego i drugiego /G.G.S5/ ukzaddw 1 gram —waga
/—8i%a / = 981 dyn.czyli odwrotniec

{ e s S
i@l dyna 981 gram— wagl /-siz/. Przepisujgc rdéwnanic /2/
% w postacl, i "E_ 3

: : m g

zastqosujemy go 4o pierﬁszego ukdadu jednostek, zakiadajac w nim

@ G =13, wicdy m 96; jednosﬁek masy pierwszego ukiadu; ale

. poniewaz w ukadzie G.G.S/ /drugim/, gram—waga posiada masg

| rémg jednemu gram-masie, wiec 1 gram—masa = "§%T' jednostek
masy pierisze;o ukicdu, czy.i odwrotnie 1 jwdn.masy pierwszego

ukzgdu = 981 gram-mas.

Oprdécz jednostek gram—masa 1 gr.—waca /—sitsg/, €3 uiywane
1 inne jednostki, np. kilosram—masa i Filogram—waga 1 t.p.
przy czym zachodzg zolefnodci, np. 1 kg.—woga = 1000 gr.—wag.

/ = 981.000 dyn. i 1 kg.—masa = 1000 gr. —mas s"gge = 1,019 jed-

nostek masy picrwszcero ukkadu; t.j. jednostka masy pierwszego
g- ukzadu jest nieco mnicjiszg od jednego kilograma-masy.

Zasady dynamiki, czyli prawa Newtona sprowadzajg roz-—
wigzenie zogadnieid o ruchu punktu matcrialnego pod dziazaniem
zadanych s8iz do zadanla matcmatycznero.

A ‘Rzeczywidcle, prazypudémy; 2c na punkt materialny o dane}j
| mesie m dziala sita S, tez zadana z géry; précz tego znamy po-
| 2ozenie 1 pred¥odé punktu ruchomego w pewnym momecncie czasu )
t G masimy weddiwg tych danych wyznaczyé ruch punktu mate-.
Pt %/ wigeej doW¥AINT Warddé g przedstawi sie wzorem :
rialnego. g=6.80,6056 -2,5028, cos ¢ - 0,000003.h;przy czym(p
jest szerckodciq geograficzna, a h jest wysokroscieg
miejsca obserwacji nad poziomem morza.
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Sita ©, dziafajgca na punkt ruchomy, w o:élnodci zalesy
od pozozenia punktu, ktdéry okredlamy za pcmocg jego wspdirzed—
nych,predkoéci punktu i czasu t. Ponicwas muszg byé zaodane
tak wortodé liczebna jak i Fierunck sixy S, to wszystlic trzy
rzuty tej siity nea obrane osic wspdirzednych,muszg byé znanymi
pam funkejami wytcj wyuicnionych zmicnnych x, y, 2, %', ¥’, &%,
i t. Oznaczuajyc przez X, ¥, 1 Z rzuty sizy S ns osie wsplz—
ragdnych a przez A, > , 1 T Faty, utworzone przez prosty
dzicdenia sidy S 2z temdld oslami wspdirzednych,bedziemy mielli
zalegnobel,

X = So OOS L.>< = f.}/x,y’Z,X”y”Z,’t/"
Y"-: 50 Cos.rfr- fg/x’y’Z,X’,y’,z,pt/;i'-OUQOVOOOQ/J-O/
Z = 5. cos. = f3/x,y?z,x’,y’,z’,t/;

weddug druriego prawa Ncwtona = w kasdym momencie czasu t zacho—

dzd za2letnodé;

E) = MeWse —

T

cos {5 icos¥d .= i oraz wiedzyc zlincmetyki, 2e s
; 3 " d2X
Ve C:OSH G B 56T iny d':l‘,—? $

3 m: e
wecos =y =—4& ;
e dt

n i dgz £

WeCOS Y = 2 . 35
J dt
Na zasedzie wzoru /10/ otrzymamy nastgpujace trzy rdévmania
réé¢niczlowe,
W

mX % f1 /3{93’9293{793",2’1'6/ H

i

oy sy

I
i

It

f2 /X,y,Z,X’,y’92’,1;/;».--‘»..--'.-/11/

It

mzY = 2 f3/x,y,z,x’,y’,z’, t/5

Otrzymeno révmania’ /11/ na zywamy rdédwnas
Iamd rédanleegkonwynt  T.a¢hn . parnlk S
o i e 5 ol oS UE8 s o Tl L o S o A AU A Y '

Zatem okrcélenie ruchu punktu I, sprowndzilo sie¢ do
wyznaczenia talieso uviadu rozwiszad réwmaid /11/,ktdry by uczy-
nix 224046 warunkom poczytlowym, to znaczy 2c funkcje litery t,
za pomocy ktSrych wyrazejg si¢ niewiadome x, y 1 2z, byiy takic,
i%z cszyniyc zododéd réwnrniom /11/, te funkcje wraz ze swemd
picrszemi poclLodnemi x’, y*, 1 2z’, jednoczetfnie przy t = t

przybicroiy zodanc z gOry wJartosci.

Inotyc obic strony tego réumania Yolejno przez cos o 5

e Gt - bR L A



Jest rzeczg wicdomg, 2c ogdlne rogwigzanic ukiadw rdwman
/11/ zawicro szcdé stoiych dowolnychy ozraczajac je przes
C1} 32, CB’ 04, CS’ 3 C6, bgdzicmy mieli mostgpujace ogblne

wyragenis dlo x, 7y 1 z:
X = F1./f,c1,ng..‘-..'.-..s.,cs /,

:{ == 4?2 /t’C-l’C‘?,unoccoag.0;.-,06/,.;-Qc-:'»o/lz/
Z = fB /t,C1’Cgpo.ogwspca"-o,C6/;

; Stole dowolne C, geecacs ACG O}TrCélﬂmy W@d&ug Y warunydw
nogsatlkewych *, polcsdjgeych na tym, 2e wiemy z gdry poXokenie
i pregdkcdé punktu ruchomcro M w orredlonym mogencie cznsu
Lo tot“

Poniewaz poioZcnic pun¥tu okredlamy za pomoeg trzcch jesd
wepdrzednych, a predroéé punktu = za pomocdg trzecch jej rzu—
téw na osic wspbirzednych, to oznacz:jic te wspdirzgdne przes
X3 Yo Lz, 2 owo rzuty odpoviiedni przcz Ly b i ¢ otrzymary
z8lczRog0i s : e

IXO=F1/to’CT’CZ’.".O..."....'.Gs/;

yc = FQ /t09C1,02'o ooooo &¢Qov4000lc6/;

L
H

0= T3 /5101000 0ennneeniiiainen /sy

)
]

1?1’ /tO’C1,C2,0uoou.;w“acou.vl_.ce/;
=Fé /to’C‘z,02"'..‘.‘.......‘.C6/;
c = Fé /togc1’c2,-001.-.o-.-.---Q06Z§

Rozdziai Tl

ERaa st ol iniowy rTuweh punkita: mate—
' p ol i - 55 aie? 0 - I 1y« T

Z &atwosciy domyélamy sig, 2e ruch punktu swobodnezo bedsde
prostoliniowym wtedy, gdy na ten punkt dziaza siza o ¥Fierunlu
etadym, a predkosé poczgtlowa punktu posiada Yierunek zgodny
% kierunkiem.sity. Bzeczywiécie, wtedy przyspleszenie punktu
bgdzie zgodnem z kierunkiem predkosci,zatem predkosé punktu ma-
tarialnego mogze zmienlad sig tylko co do wielkodei liczebnej,
¥lerunek predkodcl pozostezje niezmiennym i dlatego tor punkin
bgdzle linig prosta. s




.-.9_..

katwo'przekondmy ulé o siusznodci tego anulitycznie.PrzyJ*
mijmy za 0§ OX prosty, po ktdrej porusza siy punkt / rys.l/,wtedy
réwnania ruchu punktu bedg

pole - Sy Y Y=gy i B

0 - M. X
(- v - e -
BRys.ola

przyczym a 1 b sy staXe., Z nich otrzymujemy ;
X7 ;:f,/t/’ Z’:y’:ov.o‘lvdoe-oocio—-'/‘l/‘
x° = f"/t/, y“ - 57l '

Stgd wynika, Ze
~ : ?\x n [}] it

mx® =X =amf /tfomy =¥ = 04 mz. = 2 =08
t.je.xzuty na osie 0Y i 02 sily, dzialagacea na punkt,sg rdéwne
zexru, zatem siZa jest stale rdwnolegxzg do osi 0X.

Zaktadajge w rownania sy tO widzimy, ze rzuty pred~-
¥rosel poczgtkowej na osie OY i 0%.sg “réwne zeru, wiec poczgt-
kowa prgdkodé jest rdéwnolegiy do osi 0X, czyli do Vxerunku sily.

Oblerajzc kierunek sity dzlazajacej na punkt - za o 0¥,
bedziemy okredlaé poioienie punktu na jego torze =za pomocy
jednej wspdirz¢dnej x. Zamiast trzech rownad ruchu mamy wige
tylko jedno

il ;
mX z’quuooooulootal.oocotctnco-otltu/z/

przy czym X jest sumg rzutdw na od OX wszystlich siz d21alajqcych
na punkt ruchomy. Ponlewaz cosinus kgta pomigdzy kierunkiem
gity skzadowej, a osiq 0X jest % 1 lub -1 w zaleiznosci od tego,
czy owa 8iza jest skierowany w strong dodatnia,czy ujemny osi
OX,wige X jest sumg algebraiczna, _

Wéréd six, dziaka;acych na punrt materialny mogs byé naste=
rujgce tray rcdzaae sS4

LS Ay i Fae T et ey 0.3 pioLos et
Fuoanktu ruchomego, t.fv0d Wb p G 2 x2S
a.e 3 X B gd-a e et T od 1l egd-dide 18 danego
punktu od ~obranego- poczglt ki WEp Gt
e dnycche SR b 8 g teaw, * 81 &y pola",
g4 to ‘pmp.o 8 iy przyclaggandia;ciiodiniEiEe
gd sidy el ekt ryczne «dnb maEne b e
n 8, g1 Xy sy rietys8.fesed i LA

B 5 2y i zaYeSL el 08 i pY ol oie Gl
oacn kb o vy el ionite B Lat g Way 0 g arg e sizy
$Soowsta ja, Fake. .  opdr o8y dd ke vk NN
o spwen kot o < Y N Sl s 1 e, :




mlo r—

SAAG AR el ietan T el sl n gt g s 08 SR e g i L y
g kile prows bt Fayjake 'reaul tat 6 4
-2 doE iy wa nde Jakidlcth - boa §.2 L nn-yel
B oy v TR AR Sy iy eth TR e e % zadany.

< Platego tez w najogdlni ejszym Wypadku X bedzie 2zadang : I
funkejg wielkodel, x, x? 1 t3 rdwnanle rdgniczkowe ruchu bedzie

w postaci
H]J_{ :='f”/x>,.;. 7t/o ------- aoo-.;v--t-to--o./j/

Catlkowanie tezo réwnanla w wypadku cgdlnym jest niemozliwe.
| Rozpatrzymy wige te szczepdlner wypadli, kiedy catkowanie daje
. 81¢ sprowadzié¢ do kwadratur.Mianowicie nastgpujgce wypadlri,

1/ Punkcja £ zalezy tylko od jedue] zmiennej t.

: 2/ ¥unkoja f zalesy tylko od wspbirzedrej x 1 -
; 3/ Punkcja £ zalety tylko od pr@dkOsoi' punktu x?,
Roépoczniemy od najprostszych wypadkéw,

‘ 8 ol b ryay coma bt e riaiNne g s pade i
Bl u bt ruat g ne Jplionigwie a0 L gdiEy
Zbadamy 2 poczatku ruch w prézni, t.j. w oérodku nie wytwarzajq~
cym zadnego . 0poru.

25 TR T NS I (R S by J ¥y materialne]
b em Birrgind ok 0 ghetd poczgtkowejs
Skierujemy 24 OX pionowo ku dotowi /rys.2/.poczgtek
0. z ktorego bryta rozpoczgia spadad;

.fTO : wSpolrzgdnych obierzemy w tym punkcie
i

ajz ; czas t bedziemy liczyd poczqwszy od
} momentu rezpoczecia spadania.

S M Jeteli waga bryiy jest G, wtedy jej
! : masa bedzie G przy czym g aest
o H

- e

przyspleszenie zlemskie = 9,81 mtr/sek 5

il
et SR
e

Révmanie ruchu bryiy, $cidlej méwige

Y(i jed 8rodka ciezkcs$ci, jest mnastepujace:
3 : ; G
¥ ey : X7 = G
e g, :
CZj’li H X = = “f.oov.‘o-o.o’v.-v-ou-/‘t/
Rys._a.

Jarunki poczatkowe sg : kiedy t = O,
wtedy umusi byd x = x’= D, poniewaz bryia spada z punktu O besz
prgdkodel poczgtkove],

Catkujgc rdvmenie 4/ znajdziemy s

P i - el S SRR R % gt2 + Gyt + Gy
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Na zasadzie warunkdéw poczgtkowych,otrzymamy, se

01 = 02 = 03

zatem ostatscznie mamy |

ing'&tz ;...-h....l.uooeao‘.onl.’....t/s/

* wigc otrzymalismy znane prawa Galileusza.Roblac we wzorach /5/

X = h, x*= v, przy czym h jest wysolrodels spadku, a v odpowied-
nia tej wysokodcl prodkosé i oznaczajgc przez t czas spadlu, otrzy-

; Ry SRS, |
1 gt?, v =gt =y2en, t= 2—2}--........../6/

Jako zastosowanie tych wzordéw rozpatrzymy sposédb mierzenia
% duzy dokxadnedcly maZych okresdw czasu. W artylerjl dla okredle—

pociskdéw ugywa si¢ chronograf - Le

Bouwulanger, ktdrege urzgdzenie polega na tym, ze porusza-—
Jacy sig pocisk spotyka dwie ramy z rozpietymi na nich przewod-—

nirami elektryoznymi, ktdére on przerywa. Odlestodéé pomiedzy ra—

—»
namy wzory
‘
- h =
g
+ unla czasu lotu
-
»
-~
-' -
elektromaznes
4

okreslimy czas

mami  wynosi 100 metrdow. Gdy pocisk przerywa przewodnik pierwsze}
remy, wtedy przerywa si¢ prad w clektromagniesie utrzymujacym

w poZoseniu pilonowym diugl / do 50 cm/ drgg selazny,¥tdry zoczyna
spadaéd .Gdy pocisk przerywa przewodnik drugiej ramy, wtedy inny

oswabadza nd%, ktdry robl na spadajgcym dryggu

kreskg, okreSlajgcg wysorodé spadlu drgga. Tediug  tej wysokosci

1stu pocisku pomiedzy ramami a wiec 1 predkoéé po—

» Odsku. Jezell wysoloéé spadku draga jest np. 163,5mm.,wtedy wzory

R S
635 100 _ 100V 9 81
t =d§$9$;~*3w = 0,1826 sck., YoiaT o b st W 340 m/sek .,
!- 9081 A Va. ’16 p:
» LR Rivse - 2 poydiyr. Mo toe” ¥ dsa B inne iy i e -
o ne ) I U Ne U AR AR T T e B e o
>
Pezypubbmy, &c bryXa =znajduje sig w pukcie A /x = a/ i jest
rzuoony pionowp do gdéry z poczytkowy predkoscly Vo YySe3./
Okredlimy ruch tej dbrydy.
» ) 3 "
50 Rownanie ruchu jest jak w przykiadzie poprzednim:x =g, wa-
b runki poczatkowe; kiedy t=o0, wtedy musi byé x=a,
je x’=v,_ poniewas predkodd v,iest skierowana do gdry,
b 1 a dodatnia o4 ku dozowl. _
s F
TS R Po catlowaniu znajdziemy ;
i 4 i =4 2
ﬁ»ﬁ Warunli poczygtkowe dajyg nam
PN
» A Ve = Cq» a=Cy - zatem .
o X’:gt"‘vo, X=a"‘vgf"f‘%gt2.9”..-.../7/
, L L B e do 28 s t
Widzimy,%e bryza porusza sig deo gdry dopo rzu

predkosdci x’ jest ujemmny, t.j.




Lol SR

FA
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tym prgdkodé x’ = v_. Widzimy, %e czas podnoszenia sig¢ i spada-

..12‘...

v

v ’ . : j
w el BRI NER’ wtedy predkosé jest zerem

£
L=

i bryxa dosiggia najwyiszege punktu, wspotrzedna ktdérego jest
2 -

5
— onad l .-va-o.
S Tansted :
Zatem wysokoéé h, na ktéryg podniosta sig¢ bryza ponad punktem A
jestt : ;

1 Vo
: i == % . -:%:--— >
f :
Gdy t > --é—, to rzut predkoéci x’ jest wielkos$ciy dodatnig i
&y
wiQo DbryZa spada Yu doiowi; w momencie t1 = é Q , x=a, t.j.

w tym momegncie bryza przechodzi przez pun¥t A i posiada przy

nia bryxy_ jest jedgakowy.

N BuWanh birvEy wat enrdislnie iR

T T SN N

PR Yo d XY wyliwarzalsgocyn 0 por Jptepo-re

: «
Jonalny 4o prlexrwszej PGt g gl p et -
-+ kOéCic
: 4 : «
L Oznaczajyc cpér oérodka np., powictrza przez R, bedziemy .
ed ¢
R = 2i.x’ |

przy ozym ¥ jest staty wspéiczynuilr proporcjonalnosdci.

Niech w danym momencie czasu t bryta znajduje sie w pun’— 4

cle M/x/ / 8js.4/ i pcrusza sig Mu doiowi z pregdroscig x? pod |

dzlatanlem siiy G, sricrowanej wzdiuz osi 0X »u doowi i siy R, -
' s¥ierovanej 4o géry.Poniewaz rzuty

ﬂ ; _ tych six na o$ 0X sy + G 1 ~ R=¥x?, !

/1 wige rdéwmanie ruchu bedgie:

G ® ’
% & "‘gm}{ mG“}"X?.Oil'.l..b..t‘AB/

~,‘W€ G Jezeliby w rozpatrywanym momencie
czasu t bryta poruszaa sie do géry,

\ wtedy sita R musi byé sricrowana ru
M - dozowi;t.j.je] rzut byiby wilell-oscig
- dodatniq, a rzut predlodci x* byiby
ujemny 1 clatego mielibysémy, Ze -
Rda ke’ 3 rdwnanie-ruchu/pozostaloby
{ G=mq beh zmiany, wige wzdr /8/ jest prawo—

A mocnym dla ruchu tak Ju dozowi, jar
.']E i do gérye

Jarunl¥i poczgytlyowe sg :

Rys. 40




W Ty e

R, e

: 1/ Gdy dbrya swobodnie spada z punk¥tu O bez poczatlowej prod-—
koficd, wtedy

przy .t = 0’ msi byé X = x, = O.-cl.-...--o-o-oo‘{oooqoovo/g/

2/ gdy bryia w momencie t = 0 zostaia rzucong pionowo do
gry 1z poczytkowy pregdredcig v, z punktu A / x=a/, wtedy

przy o Ol masi byé X = 8, X = ""Vo 0-.-»-...:...-.--0‘ca/10/

W oowyp.adra \plienwsgyn zal*&adajac—?:o( "
przepiszemy ré-manie /8/ tar; 3

x“ = g 3, dx".II‘J.O.'...l."OOO."IO.aI-O""" ./11/
CaXlujgc te rdéwnanie bezposdrednio,znajdziemy, Ze: _
x? =gt - o{x+c1...,..' ................ P 2

8 na zasadzie /9/ ‘mamy 01 = 0, zatem

X! m gt = ofxlub X’ +olx = gts
Otrzymalidmy liniowe rdéwnanie rdiniczrowe,jego cadka ogdélna jest:

x = Cpe by s

Stagy dowolng 02 okreflimy z warunlu, 2e przy t = 0, x = O3

G = —55 3 wige - , :
® A -kt :
g e wl k. B
5 4 dze + d t »"&%too.coo-n--o.-;ouo/ls/
~of
Gdy wartosé t i o B9 nieznaczne, wtedy e mozemy rozlozyd na

szereg weddug poteg t, ograniczajac sig do ¥illu pierwszych
wyrazow tego szeregu,wtedy wzdr /13/ przeplsze sig tak;

L ey e s s oram g /ol
& po uproszezenin :

. 2,2 i
oK° : i
Xa%gt2/1 o d3t -+ ‘i‘g .lto.'.l‘./‘-o‘v....‘otolo'-"/14‘/

Gdyo{ = 0, wtedy otrzymijemy wypadel ruchu w prdzni jak poprzednio:

X=% 8132 b




£

Wzbr /14/ wyjadnia chavakter hadovanis ruchu bryxy przez opdr
oérodka .

W Wy padlku & Sl R e S 1 stata dowoln: C1 orred—-
lamy z réwmania g
£ & NG P
‘ G

b 9= Tangulhs A M A R B ol S R\ L

-

9 I Y O — X
czyli x’ + (Ax = gt V. o+ of LB

Mamy zhowu linicwe xOwnanie pierwesego rzg¢du o staiym
espolczynniku przy x ;5 Jego caika ogdblna jest s

~ott o v, e v
x=028 o 18 “’;’t"tl'"'“"‘;‘(’f“' NIT . “'&f‘é' "'“r?;a»vnno;.na.a.,..u../']S/

przy czym 02 okredlamy z warunu, Ze

prey -t =0 misi by ke a8l Fes

a = C2 ¥ “Ef s Lfﬁ + a

~ o g
czylis N M O =, R
_ 2 | o <
zatem ostatecznie mamy. 12 :

o - s olt ‘ v
i mee L 4B o siabe - -8 4 75; * Beiasridafd
e G S e ' wt s

i

_3;  R weh bryiy materialn e 3

Ao s v oyl wytweTwe e eym lopdr

"fﬁ £ o B2 v ) oo et By oy A U d By e el PO A G

g i P Lo @Al T e

Deéw1adc enie wskazu e, ze opdér osrodka, 2p. nowietrza, jest
nroporcgonaan nie do pLerw;ch, lecz do drugiej potegi pred-
kodoi dopdki ta predrosé nle pruekracza 330 m. na so*undg,t 3%
jest mniejszy od predkodeil dfwielu w powietrzu.

Dlate; 0 zbadamyv pionowy mich b V*V maferialnej w osrodku

wytwarzasqcym Jpé¢ propcv“ﬁuualg; do a ::cg pgotegi predlrodci.
. Opéx ten wyrazi sig =za pomoo. wzora . = kvey. pruy czym V. jest
pr@d oéciq bryly

3o Niech W momencic czasu i Wryte zrajduje sie¢ w punkcie M/x/
/rys,S/ i porusza sig u dctowi. wiedy sixa R jest slierowana

do gbrys - ”

R = "’t

N




e V3

T R P w2y

Poniewasz rzut jej na o§ OY jest wiellkosciasg:
Rl emmay T oot cd @y iraie i kel die 200 W L O
nie ruchu bgdzie

&
o
(5]

Przypudémy teraz, ¢e bryta porusza sig do gdry,wtedy siza bedzie
skierowany xu d o owi, a jej rzut na oé OY bedzie
wielXodcilig dodatnisgil rédwnanie ruchu bedzie:

/90 . . e
{ ; i P +,1€/X’/ ;aoo.oncncccpc/l8/
joet i : :
bt Wige w orpatrywanym rodzaju ruchu postad
i rownania ruchu zmienia sie w zaleznosei od
! tego w ktérg strong odbywa sie ruch, czy ku
"dozowi, czy tes do gdéry.dest rzeczy zrozu~—

/
} K miazy, ze ta ololicznodé zachodzl zawsze,gdy
H
{
A

ol
{

—-p,

opér o$rodra jest proporcjonalny do parzy=—
stej potegi prgdrodci.O tem nalezy zawsze
pamigtaé przy ultadaniu rdvmania ruchu.

Przypuéémy, ze bryta spada swobodnie
2z punk¥tu 0, wtedy rdéwnanie ruchu bedzie
*“ Vi miaka postaé /17/ :

o Zal¥kadajge 5%~ a=o(2,przepiszemy
dental 2

Ly X :sg:04'23{’2.‘............./19/

bass gagunki p?czqghowe beds ; przy t = 0; musi
YSaDe ye X = X7 = .
dv

Zamieniéjqc x? = v,wtedy x” g gt
3 réwnanie / 19/ przyjmie postad:
Qv B o BB R L

Qddzielajyc zmlemnc, otrzymamy

\ e d ~ e .d.y Joar - ®
G BRI e dans o

skad cadlujgc i

f-+gQV'

BT zﬁ;...d}z..m-.‘ e + .,...3,....,,..- dv= s log.._...—.[g—.,
1 e 1+Z2v) 2k yE 1=
’ ye Ve

'-X""“‘G-‘){/XF/QQOIDOUOOQOSVDOO-O000000'n.n.t.!u/l?/ .




= 16 -

Warunki poczgtlrowe dajs i przy t = O, musi byé : x’ =v=0,
wige C‘l S Py ghten 7

: X,
1 1+ =
'S; bt - o = .,‘ .. ,1.051 ..‘ .v’f?, e
28 4 8 B
ozyli
o
B N Gt
o T
i s i
skgd wynlka, %Zec S R ;
; opn VAL G S B L R ot ;
V-’=-—y~g n"’"""""“"_“"" z%}g""' tﬁno‘oonnouc-o-.l-v-v|/21/,
At AR :
7 Co mozemy napisad tak L
BT - ¥ i ek g .
b g
W oovE g s o L At
ot 'et >y e-tot/"g“
gatkujuc znajdziemy ;, Ze :
| 1 >t v g -~ otV g
X = —= 10g / ¢ + .e / + Cy
mi

Staxq caiYowania 02 ckredlimy z warunlu, #c przy t= 0; musi dyé
x = 03 '

; log :
02 - - ...‘,-U!z%.. p NBT )
: oh
zatem ostatceznie bedzisuy wied. Ze
F ot faliy
Xt vg o/t Vg
= !1“-::"?:’1 ‘.)ff -'G" A R e + “:3 e o o) _),?.r T: s e v we ./22/
[ 4 2 ‘

Wzéx /21/ po_kazuje, te dy t wzrasta, to prgdlrodd v nie wzrasta
.nieosraniczenie, jak to mialo micjsce przy spadaniu w prdzni,lecz
zdgza do ok redlone j granicy,réwnej VE o

-

, S *

Cznaczajae t¢ graniczny prodkosdé przez V, otrzymamy mnastgpujacs
wartod§é oporu, odpowiadajgen predvodd Vi

TR TS

t.j. odpowiedni opdr odrodka jest rdwny wadze bryly.

-
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T ity : ~

YWeexry /21/ 1 /28/ moﬁémy przepisaé w taki snosdb ;

B u
4 7 ¥
e s <) :
Vzv TN T T s a4 e A S P e 000D BN 2
A e ’ ar
V v :
45 B
Gt B8
as ¥ .
R R e lOg” o S St 0 B 8 .oqaab.coootcet/24/
¢ 2 .

?ozkladujqo otrzymane wgrqzenia na szeregl,wediug poteg t 1 6grani -

czajac sle do pierwszyc wyrazéw, w wypadku matych-wartodei t,
otrzymamy 3 t2
..g't "'3f "‘,')""“"'+ socoseBe s e ve

|-

3 4
vng,‘- Stg 1’2— E-P"'—'l'...---.

Wyobraimy teraz sobie, e bryta jest rzucona pionowo do
g 6 * y. Rdownanie ruchu bgdzie miaXo postaés

X;— =g+(}(2 /X’/2-.-—qcny;ooo;onuaso.-000..0/25/.
przy czym warunkl poczytkowe sg 3

prow t.s Qi onusl Bycs O X e gy e el Voo

Zaktadajyc x’ = v, podobnie doc poprzedniego, z rsSwnania /25/znaj—
dzienmy $ ; ]

dv
AT = =~ §- i 9
g +oV
Almd 1 f'- av 1 dv - s

Robige t =04 v=-—-v,, znajdziemy -

1 ‘:p( VO e
e i M e 3
Ay 58 v 8
ol v S v Yo

3 wige 3 L VE«t = arc tg -~—— + arc tg——7g = arc tg g~ tarc tg~—v= H

Y& Y&

Wed. Takliiiskl Mechanila teoretyczna . Cz.II.
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el o i TR S v e
N
A
$ ; ¢
: S
pray eczym V o= ~t—
lamy dalej = T S
tg ot !.‘1 g b e s
TR
L7 g
ozpaczajqc ok f 8 = PJ , znajdziemy:
V‘s*njﬁt L ese ot B ax g
g N v oo ol ‘~f~-vmw;~—‘: s e e L e R AT S
Vecos B4+ v,e Simft T dt ' :
Calkuaemy wtedy & ;
Vesin % t ~ v _.ma8 19t ity 2 : ;
: og/Nacosirt + v_.sinp t/+C
xim -('~- e —*: S G -{;w—" g1 == e : "“"/V J ‘ 0 {3 / 2
"y Va.cos i) t v o 8in.d ® 3 2
s # e -

al%_oélkawania 02 orredlimy z warvnku,ze: przy t=0 musi byé x=aj

7

a :: o "“:J' :LOg V + (/()9 ~
i & 3 .
: \ £ < B A A
dlategc tez biorygec pod uwareg, ze o 2 gnajdziemy ostatecznie 3
‘J; A% -8t
N . 0
SEN= 8 T e 10g .08 “”‘é'{‘"" s P 3\7’“ Sm v //.on-;a'tnaacv/27/

\\0:

Wgory /26/ i, 88 Drawomscuymni GOpoty,aop6k¢ x? jest w1elkoéciq
ujemn& i, dopék bryta podnosi sie do géry.

Pcdnoszenle 8lg Lrydy ustaje, w takim momencie czasu t= t,,przy
. Ftérym v = x’ = 0, co nastypi,udy ;

X 3 At . Ly
VeBdii s g oo et g e sy ty= 0,
Y . : y ;
ozyli, gdy: : Ve
TS e
% v

o PSS
e '}{I _‘.,-().L- T
]{_‘1 = 8 T e—— log EAP S e B R
B v ~

Stad w;dzlmz, ve najwigksza wysorodé na Ftéra bryta podnosi sig
Jest romnq :

S BT
! 2 'i/'\""’ Co4 \].2
.h - B 1 r\g_( S AR, SR
< v




P 19 - : 0

W momencie nastqugqcym po t = t1 bryla rozpoczyna spadaé

ku doiowl, przy ozym réwnanie jej ruchu ma znowu postad nastgpujagm ¢
n

A x ug“(iQX’g.--.-.-a......-...-....--..-../28/
a8 warunki poczgtkowe sy takie e
pray t = t1 msd byé x = a = hi i,i’rﬁ 0,

Réwnanie /28/ cailujemy sposobem anaiogicznym.do tego
Jakl stosowalidmy do rdévmania /19/. : A -{

Ozd1lna poataé révmania réiniczkoviego . prdstoliniowego
ruehu punktu materialnego Jjek auz wiemy jest nastopujaoea:

"
m.x =2 X; 'l..‘@.l'l'al...l'..‘....l..'.".ll.l‘..‘./?g/‘

Wyted powledzielidmy, Ze cazlowanie tego rdévmania spro—
wadza 8i¢ do kwadratury nastepujacych trzech wyp: “drrach smezegdl-
nyohs

i it 1/ kiedy X jest funkcjg tylke czasu t,

2/ kiedy X jest tylko.funkcjg spéirzg¢dnej punktu x i

3/ kiedy X jest funkecjs tylko predroéei punktu v = x’.

5. W wypadkrid plerwsszym réwnanie résnicerowe
ruchu punktu materialne ;o przjblera postad nastopujaea:

"
mx = f/t/ .ouo«-uo-oonhocqoooooo'-vot/3g/
pxey ezyn £ jest dang 2z gdry funkeja czasu t.

Dzielyc obie czqéci révmania /30/ przez mas¢ m i .catkujae, znajd
dziemy

f ! 1 ’
g x? = Cy +-*EJ s - G 3

Zaklddajqc, iz f £/640 gt a(% /t/{ przepiszemy poprzednl wzdr w ta-|
ki apoeéb Gl

X"—=C1 + ""'"'\P /t/on‘.oootocooo‘...oano.l/}‘/-
Calkujac po rag .druci, znaadziemy,ﬁe |

\ _}Cz02+ct+-—- f(f r Lot
a oznaczajgcs /%’/t/ gt =AY St/ OtrzmeQY» zes

i/
-

\ 1 . S ; . 1
X = 02 + c1t + 'I”n""lrrr /t/.o.-..ooo-.n--...o'oooo/32‘



I e T e

\ﬂhaMJ wxqc :f

4 ?‘

{ 3

e~ e

State dowolne caelrowanie C1 rin e

kow "ranlcznjch, mianowmcle przy t = tog misi byé x = a, x’= c,

i

I’

C

4 +,ﬁ 43 /to/;

i Aoy
» ¥ a wxcz + C1 to + ”h‘%‘ -
skyd wynika,se i ‘ i g

e Y fp /t/} = ¢+ jn} £/t/d% .+ ./33/

=t
\
e
-8

x<=a +[c - —gy % Sl vt +-'~--‘\J/t/-\§f/t 3...../54/

Ostatni wzéxr /34/ mozemy naplsaé w prostszej postacl, w tym celu
pamnofymy obie czgéci rownznia 7 : % .

% )
,

:_c’ A e }f f/t/ dt
\"f‘o X

= przez 4% i socalkujemy w granic?ch od t do‘i, bilorye pxzy_tﬁm

pod uwas ¢, e przy t = tg x staje sig a. Wtedy zﬁajdziemy:
5 ) Y . : '/-'- ' ' \ i &
X =a + o/t =t / - ~£i- i dt { f/t/ dt‘
4 -. 4 I‘, ,.J'LG
Oznaczejge przez i =zmienne cak”owaniu, moz emy ponrzedni
wzér naplisaé tak i :

: et ;

x=a+0/t"t/+"‘m" [ d% [f/l{ / d:?‘ooc_nui-'o;-..:.-;/js'/
. f.a f/’p . 3

Aby podkre§li¢,ze caktka o¥redloma jest ”unvcga swea gérnej ‘grea-

aicy, a nie tej litery, ktdra zmajduje sig pod znakiem eazki

h i wedlug ¥térel wykonywamy caz¥owanie. Widzimy wiec, ze cailowanie -

S ~rdwnania ruchu_sprowadza sig do wyznaczenia nastgpujacych calel

.. okreglonychs ' .
‘!" ' . ,/‘t .f-”g'.‘

jf/%" /4% 4 ) % j 'Jf/"e'z A

e AL ‘ /7'_ AU ¢

ﬂyznaczenle drugziej caXki moze byé sprowadzone do wyanaczenla

. cailkl zwykiej, a nie dwukrotnej.Rzeczyvideie ozZnaezajne ozasoewvy

- {

jf/‘ P “ 8/ € O
i L 3 .

Eedugbe 22/ %‘ /=2/% /128 /=0, fedzieny mieli:

3 4 w
E . o 50,



vew W

'Biorqc pod uwabg, 5.8 x dt s A0 gl x’

& ! A v , _:.
2 /drz e /f ks [?f,/?) -
/}f;/& /a§ '] - e A fr’ 1§/ d?

"auwazywszy, -0 O 4 ;
e f/t/-—-/'f/f/ag

i zatem t54/8/ = /tf/{/@% ! o i

wtody © t2,/t/ / gf/g/d =//t-§/f/§/ d?a
M

wzér./BS/ napiszemy wtedy pu_ ,  w= : ) i X

[ i W e AP e ' &

xee e/t to/*"ﬁ"/ s VA TR T

'. {" : t i v

i wigeo zadanis sProwad 1&0 siq do WJzﬁacienia cazek 1 o

i ( i : | /f ; S
f/ér/dé § §f/%/aé B

JQ 2 Sy
Przytoczone tu przeksztalcenie cnlek 0”reslonych Jest szoxe—

gélnie korzystne w tym wypadiu, gdy funleja f£/t/ jest zadana

nie analitycznie, a . graficznie — wtedy powyzsze dwie oakki okred—
lone musimy obliczyé za pomocg ¥edne ze znanych_metod przybliw

- %onego oblicznnla ca&:eko

B. % w.y- p ad k u d rug im gdy 81la i jest funkcja i
tylko spdlrzednea x, t §.,8dy X = £/x/, nrzy ceym £/x/ jest zada-— .
ng z gbry funkejyg, réwmanie rézniczkowe ruchu -punktu materialneco

- bedzle miaZo. postaé'

rﬂxuﬁf/X/l lﬂ‘.i'.‘.;..l.'..;lll/ss/t'
Aby zcalkowaé ruwnanle /36/, Tomnozymy prawq jego strong przez dx,
a 1ewa przez wat s dx,-wtedj znagdziemy 3

Cmx x? dt = £/%/dx%.

v, mozemy £o tak~§apiéa63?

mvdv = ‘/x/dx.,

Acalku;qc znagdziemy, 265 1'_ 2 ' 5L - ;
- -.-é-m +C’1- -/f/x/dx:fp/x/,
btalq calk:wania ol re c8limy wedXug warunléw poczqtkowyoh,
mianowioiv: vrzy t = 1. musi byé x = a i xt= v =e,




-.22--
Dlatego %eé_t i A ) s
- %mag.+c1./(p /a/; Gt

1§-m/v'°’~o/==np/x/-—q)/a/ // / ef.

Ostatucznie many Wyraﬁenie dla v2 3

i AR Vg 02 +-§G— / f/ /t‘l% = F/X/g.
- Ale v = X! = % ,'-‘w:fgqc .g

" ax

_..__::_;. : i
| v F/a{-, | czyli dt = -V;F_-j}_;-
; Catku jge zngédziemy :
| | 4 e '/ .hdf,,'_.:.;uv,'/i/. ;
b Y o el
konxewaz przy %t = t, musi byé X = a, wiqo .
ﬂ; ‘.' "-' ' ; - C, = qr /a/ i ostateeznie

’F*t u\}{/x/ \f)// | /"1'73@?7 .-.-............-/57/
~q,

T. Funkt mate r'i a om g ,0 msa s i,e G B R T
s s i 8. -pod  dielatanden 8Ly e
Wielreéei proporcjonalanej de wdleg
B des tesze- 0di pogczatka S8l ispdte
Eeoadnyon 1/ prayeilagedyos J E O Fru
g pc2agtkowl tychee . o081, 7

o« momeneie poczqtkowym t=0,x=a, X! = C. Wyznaezymy ruch punktu.

OEnaczajqc przez k stalK 8p6lczynn1k proporcjonalnoéei otrz=—
namy nastgpu3qca wyrazenle dla sizy 3

Slrx;-

pqqiewaz zgé prey dodatnich wartoéciach x 3113 3 jeat skierowana S
poczq kowi osi spérzgdnych, to cos /S,X/ e - 14 dlatego tod. .

X = S.oos/S,X/~— ~ ¥x. S
. Réwnahie ruchu dodzie miao postad:

.7 o nx k,x co-~coo-;-04oo»otocc;oncp..'voo/‘”/

Jp——



k|

Oznaczajgc = ‘preez o przepiszemy ;e -nastepujgco ;
H ¥
x = - °x
' 8kgd many, Ze %

Catkujgqc, otrzymamy 3

Poniewaz przy x = a musi byé v = x’ = C,

wigc (L| ==l G a i dlatego

2 6‘2~-’2 2 S

S_k&d ‘Nyniké-: ée H ~4@~&w~«—w«ﬁw--@r~—-x‘.~:ﬂ; >
d = h i,],,z STe - 5 h

vV = i Lodel & Ok Ry
: dx : dx
ozylix dt P S e .._A_ ST R A A NG SR AR S S
e -
V C° 4+ -o€2x“ ; +n / /

Przy cgym n oznacza wyrazenie :
» : o e e i
= * V Gt PR
Znak przed pi'erwiastkle_m w drugie]j czgdéci okredlimy na
zas.izie tezo, %406 przy x = a musl byé v = C zatem przed pl.er
wiastlkiem musimy wzig{ znak "+" 1 wtedy bgdziemy mieli:

dx
dt ST e e v e ma aees ae C

/m_“,,,w i
n y e /““"/2
Calkujtm zrajdziemy 3

t+c,,=--_--arc sin «—— ,
A v L,
czyli s
o/ t + Cy/ & aro sin== -~ zatem :
A x

=== = pin of /t + Cp/ = sini(Cy coOs At + cosC, sine(t..e../39/

Ale weddvg warunku poczgtlowego, przy t = 0 musl byé
X = a, zatem L
: St s

"—n-‘ = 511 02




e P W 4

...’)4_...

Skgd wynilka, Ze o g
008 X Cy = }n-w: -m-‘f S st

o

n

Wstawiajac otrzymene wyragenia do wzoru /39/, znajdziemy

X =28 COS‘-""(t +"'C'S:' SiIlle.'t;....ou-.-..o---.o..c/40/

Zauwazymy, t2e ten sam rezultat otrzymalibyémy i inaczej,miano-
wicle cafilujgc rdvmanie

{]
X+ oﬁgx = 0
weddug ogdlnego prawidza caikowania liniowych réwnat réznicz-

kowych o staiych SpOiCZJIQIlil’aCh. Jest rzeczg znanyg, ze cgdlna
catka takiego rdéwnania jest

x=C1 cos-:)(t«t—CQ sine{ t.

Warunkl poczqtkowe pozwalajs okre<lié stake dowolne C‘l C,'{2 73
poumocg dwdch rdwnaiis :

wigc ostatecznie mamy, iz

x = a cos X t +-£(-—sino(t, :
teje.wzbr /40/.

8. wypadlku trzecim, gdy sita X wyraza sig
Jako f‘unlrcja prodlrodci x’bedziemy mieli:

X = £/x'/ = £/v/.

Réwmanie ruchu bedzies

i ;
mx = f/X’/‘ ooooooo nar.o-coo---------'v-ov/41/
a ZAUWALYWSZY, £Zes _ dx' _ dv_
dt d%

bedziemy miell je w postaci :

dv Xl
SAC 1 e
skgd caxlmjge znejdziemy

~
‘c+C z/fﬁf

i

k
L
=
L

........ .I...)ﬂﬂ/42/



i ;

Stalq Cy okresls : nem wamnks. graniczne pray t. = tys mss byé
v = 0y wtedy i

ag | g
t -t =m|f{’/v/ - q)/c/ = % Bos s v IR

Jeiell po wypeinieniu ostatnie} kwadratury,b@dziemy mogli rozwin-
zad ctrzymne rd,manie wagledem v, wtedy otmymamy :

vs'F TEr & .

Zaawazywszy, te v = x' e %-’tf- & ﬁnajdzie;ny,_' izs -

: | dx = F/t/l dts
Catijeny, wtedy * . - ., ok
- x+Cy= ! Bt/ at = § ft/

o'

Na zasadzie warunky porzadvowego: pray ¢ = t msi by x = 2,

otrzymamy :
xma+ §/t/ = § /s ................./44/

Jetell rozwia,sania rémmania /43/ wagledem v okaie sig rzeczs
niemotliwq, wtedy zwrdicimy sig do réimania :

m d\’ ~ 2 d't. it . : s 1
f/v/ : oL : ;
Biorae pod uwage, te : b ' '

o

Vv = "%‘%"‘"9 tjn ; dt £ --‘--i'--* 3
etrzymamy,i2 : il e
, v _ |
Qazkujae, znajdziemy 3 " ; o |

x+CQa 'mJ—fv%a m\y../v/;l

Ale,poniewas pray v = C-msi byé x = a, wige : 4 |

a +c:2 = my/c/,

ket '
; il xz-a-i»m[\{/v/“ vy /04,................./45/ A

Rugujge z rowmad /43/ 1/45/ litere v, etraymamy- zalat.noéé pomig—
dzy x % czasem 1:. Cebedoo. : : ‘ : |

-

W.J Taklidski~ .N’ec sanilka teoretyczna Cz.II,




' e i '

. g -, i

. Bogpatxzone przed chwilsg rdwnanie spotkamy, bauajae yuch po-
elgpu) wteayesia X jest rdinicyq pomledzy silg oigsnycg, a oporem
4 prgcustawia si; jako pewna funlcja prydrogei pociygusbiza ta X |
Jest 3vykle zadang nieadelitycznie, lecs gfaficznie, wtedy caz'} :

A A g de?_ 3!
C Az AfERS

m&tx- u?ma czyé tes sposobem grafice . stosujac metode praybli- .
zm obliczed. Zawdzigozajacs szczegﬁgém kaztattowl podoazlowed

v

funrojl w druglej caice, mozemy scailowad ja v tali aposdb/rys .6/

: i!iéch ¥rzywa linia BC przedstawia wj!'fas funleji £ ./v/,dzoéd
‘ 0% m» ) prydrodé poczatrowa wediup obrane§ srali rysunue

| ‘ - 0dkozymy na osi odciqtych OV rdvne soble ‘odcinkd AE w» EF -
¥O ® seee = D, przy czym h weimiemy dostatecznie maiym, |

} i Przen katy A.’ m, Fp G g essncave 'ci Przez érOd]ri al .% ,03, :
| ‘B ge0vee0dcinkow AZ,IF, ¥G....przeprovadzimy ragdne J¥rzywej BC, .
i Madey ycayc koniec jakiejbgdé rzednej, np. 81 ,b,, 2 poczatlien .
o i o e el

. ﬁg, : ‘ ! }
gt o A & A ; ! :

Rys. 6.

sgéirzodnych 0, . 0trzymamy promied Obl-; tworsuey Yut on 2 oslg ed=
eigtyeh OV, tangens tego kyta jest : : A :



_.2!7 -
\

aﬂ,
/petyz rys.6.str.26./ ----J.;
i } .
Ale asby i Oa, przedstawiajsq o&poaiednia f/v1/ i V,,zatemq

‘ f/v o
tgci1 = kﬂn.v% - » przy czym k jest pewien Spéiczynnik-atniy,za~

letny od wyboru skali rysunku. Dlatego téé\ts'kqta, utwofzone;h

prostq b1ci, prostopndiy do prom:enia Ob1 z oaia\odcgﬁtjch.ov jest

révmy f7 /r-~. Zatem, gdy przeprowadzisy przez punkt A de prze-

eigela aiq 2z przediuionsg rzgdng punktu E prostg H1, rovmoler lq
4o rrosteaj b 1941 to bedziemy mieli;

: v

Podobnie do poprzedniego,budujge promienie 0b2,0b3.......iA
odpowiednie prostopadie bgcz, b3c3,....1...;znajdziemy: |

{ { V‘I o T t
a2 ? = SRS JU r.,-a- %
Ostatecznie otrzymemys ;
MY, = hk 1, Nl b ek & ety ...yi_-, )
i /V,,/‘ f/‘vg/" W esssbcuosn f/"vi
Poniewas zad: ‘
vy Vg vy !
h%“f“/’va:’? + ”’f‘/vg/ 0 ‘0.0‘00»-.4’"’?/‘}1
Jest prayblisong wartcdeie caz'i ;
i _wvdv
_jc v/ -
wigo szbudowanla krzZywa linla Aﬁ1N2N3.....Hi jest przyblitonym
wykresem caikil cbliczane]. :

9 Ruaeh ey monde s n s
; Ruoe hem ~harmomn L eig iy mnla B Wi e
ok Taxkty matierdelin egiog R all Qe
bago  8teg pod ndgdindamndioimEIL R et lT e S
celgage jagce] g e U i T R S S ]
¥z odnyaky propexejenalned dpleskieEs
Fipe A R R o R PR U A Al < R T Wl o 3 a t ¥ u .




i ;. o, 28-. ‘ .j'. 4 al

Oprécz tej sixy prz,;cn.q ajgecej ha punl’*!: moze dziatad:

1/ 'siZs oporu odrodka, ktdérs moZemy pxzypuécié proporcjonal‘
ng do plerwszej potegl predrosgedl 1 ; :

: 2/ sixy zevmqtrzne, zalezne od czasuy te si&y naz,/wamy si-
tami * wzbudzajgecymi",

Ruch punktu materialnego pod d?:l.alanlem tylko sily pray-
ciygajycej do poczgtku spnlrzgd.nych jug rozpatrz,{liémy wyzed;
mielidmy wtedy réwnanie ruchu 3 :

i mx - S'—kx; "O-Ii.o'oovc.p-c...n-og/46/
a,zaktadajyec -%» = 2 u tekiej postaci ;

x“ + X 2 -x‘_ = 03 .
przy czym jego calka ogdlna jest
X = (31 coso{t + C, sincd t;

waru.n.ki poczgtkowe nastepujgce: : przy t =0, musil byd x = a 1
= 03 . - _

zatem}

~

] : Ch =2 e B s
1 wige ostatecznie ¢ . o th

i . : X =a cosxt +—- sinwt;

| ZaXogymy,%zes _ | _ o A 3 h

a = ncos J §li o M 2R nBin L} b4 .o-to'-gcoo‘o‘o'-o-o.¢/41/

~

N

wtedy zna;;dz:.emy ,Ze

l ‘ :
} . \/c‘? + aqx‘? i thn—--_--.

a o

| n‘vZO;.“y /41/ ch'eélajq jednoznacznie ¢ J 1d1a x deZ'emJ mz.eli wyra=
| zenle 1 .

1 ‘ ﬂx=ncos/.o£t-3/, N
j kadge o = -2;:—_’,"-, czyli @ = —-%;‘jf — 4y
1 ot rzymamy osta‘c'ecz-n_ie t
I fasd n 008 /’2:".',""";- '.'- 5 /i.;-.-..;..-..'.o........-.--//faa/

W

Wy, przy czym spbirzedna punktu x zmienia sig w gramicach od/-n/ do

i
| ; . ;

\ Ostatni wzdx msl*azuae nem, %e punkt mchomy wy} onywa ruch wahucllo-
! +n/,a trwanie ca&ega wahnigeia punktu, t.j. czas, w ciagu. Hérago




punkt  przechedzi prnowrle przem t¢ seamo podosenie, poruszajic
819 w tym sanym k.erunlu,; jest Ten czas @ trwania jednego
. caxege wahnigcia punktu ndgfwa‘f B e e e o 1 oY - MO RE S R

e .

o

Wielkodé wehnigecia w kazdg strong /n/ nazsywamy & mop L

tuda o WA 0T TR T R e TR o i fazsg
s o PR, < W L 2 )
Widzimy, ze ruch hermonic cgzny posieda wiasnodé, iz jego
b - - L S, oW A - T A T SO cd cowiar i G e e
czgtkowych B W0 B ghrde P SRR T iR ) i faza
P ciz 8t koo wa o R e B SRt T Y s a 7. 8. Lveie e
o d At R T O L s W R R s o R - A gl N R B B
Okxes drgad 3
2 ~ T ot ‘
S ENETER I SO SRR VR TS U : e g
L ok & tl i's 7 i '/49/

jest zalezny tylko sd wasy /m/ punktu materialnego i od X,h¢dacego
Bizg, 2z jakg punkt ruchomy jest przyciyggzany do pocziatiu sp*lrzgd~
nych, gdy znajduje sig w odlesdodci od nieco x = 1.

- Przypuddmy teraz, fe punkt ruchomy jest pod dziotaniem nie
tylko sixy przyciggajacej kx, lecz i oporu oérodla,proporcjonalne—
go de pilerwsze] potegl predkodci

R =4 x’
przy czym { jest staly spokczynnlk proporcjonalnosci.¥Wtedy zrdw—
panie yuchu punktu materlalnego deZle miazo postad:

"
R R R« G i A0 T S B o e L L R

a ktadgce b ol G
m

s S el R
bodziemy mield @

N e
AL B 4 o b SBRSRC R oy o B 0

Strzynalidmy liniowe ruwnanie dru:iego rzedu o staxych sps¥czymni-
kach. Bdpowiodajece mu c¢c L ar a ¥toer MS Wy clis nke riw-
nanle algebralczne bgdzie

y2 # 2Ny kAR e O
Cat¥a ogdlna rcwnania /50/,ial wicmy bgdzie miata ksztazt,
zalegny od rodzaju pilerwiastliw rcwnonia charakterystycznego.
Plerwiastkl te mo y byé nastgpujycych trzech rodzajows

1/ rzeczywiste sobie nierdwne,

2/ rzeczywiste rdwne i




3/ urojone, merpolone.

Waruni poczatkowe weindemy nastopujyce:przy t = 0 musi byé:
- AL T

7§ I 0 o> LA T T2 ZB i Anda i3 el e el

Rozpatrzymy =z poczatku wynadek trzeci,'jako najcgy dcie]
spotykajacy sige w praktyce. W tym wypadlu pilerwiastli rdwnania
oharakterystycznego s8g nastygpujsgce s t

y1=~—h-+‘xGP e S +i;1.t

y2=~h" V]‘.’J.Q"D(Q:—h—-i;{,
Gl A= VE -1 a1=T1,

Wtedy caika ogdlna révmania /50/ brdzie :

e

% = g THE /0 sos At + Gy S O NS s

Aby wyznaczyé state dowolne C, 1 C,, zekiadamy t = O'i
itie a, ékqd C, = a .Nastgpnie rdéiniczlujac rownanie /51/ 1 ro-

9

- bigo wnim t = 0 1 x° = C znajdziemy 3

a Ac?_—hcl = AC, - ah 4

i PO ot - TR
u2 R g5 i

Wigc caika ogdlna /51/ przybierze postaé taky s

x=e 2 /3 cosA t +b sinAt/;
a xobigc jak dawmie]

a =1n cos C\ i b = n sin 5. ,A
t31 ne Va2 ¥ it e d =By

otrzymany, 2e @ i :
- X = ne ht coB _./)t "’C\"/;e..-...........-..-u-.o/52/

W celu zbadania tego wzoru nariszemy wyrazenlie dla pochod-
nej x' 1 wyznaczymy te wartodci dla t, przy ¥tdrvch ta pochodna
staje sig rdwng zeru 3 x* = 0, w tych momentach czasu t punkt ru-—
chomy dosigga swych poxoze:dl skrajnych ,



) éihaqz;aJch . T o)
‘ ! iR 1

‘1 biorge pod ‘uwagy, %e na mocy rdwnania /53/...otrzym,:jemy‘_wz6r~

"';: | -31-

'I‘%E&!IW, ﬁe ; L ; ; SR SHEL LY ; h ﬂ‘
i I NP o [~h cos//\t - / /‘ sa.n/.k t~u /.!
Poszuk:l.wane wartodel 't orreélimy za’cem z rcwnanlaq :

h cos/lt - (3‘/ + )‘sin/f\t x*e‘\/ 0; i
kqd wyni}a, ge 4 : s ' '
G ~v3‘/ e S ;;5;;;}.....;¢.......zsa/'5
ke i IR ORGP (N

A7 0 k‘ ) ; : iy e |
t‘_.g.'..i‘::_..k +-"2~:(" 5 i ¥k s 0,1,2 3’.'..&;’.1'3.“.-/54/

a % oznacia ncjuniejsza wartodé argumentu /}\t —-d‘/ czyniyeeszo
aadodd rdéwnania /53/ i dajacego dodatn iq warteéé dla'czasu t._

Kzadqe, jak dawniej.

azylis

o % "V
.T_=ﬂ.

|

i Vit i 4

T

g cos St vmeess B keemecmaw e

\[,\'2"""“"" A,

't?idzimy, ¢e plerwsze walnigcle punkiu materi.alnego posiada
amplitudeos '

‘ == 't i 2 '
X, = A = ne h 0O cos ™ = 44 L WG g TR
s} ¥ ok

To pokozenie punkt osizga w momencie t = to ktéry moiemy o’oli--
czyl ze wzor /54/, zalXadajge w nim k¥ = O tj.:

: "'hto’

B T s

il e *+hf,

Mastypnie })unkt ruchomy zdaga do poczgtlu épd&rzednych i'w
momenclie ctasu t = tl osiyga skrajne podogenie po dmgiej Btro- .
nie od tego poozgtku T ; ; g

Wartodd tj, obliceymy ze wzoru /‘,'74/ , ¥tadse w nim ir_u 1 miénowicie:i:




I 2 SO e i b e ek tw o> idd TSl S aan o b Srha ey, Y S e e, O o

: o it :‘; e, o
e 7 Bomis -w/-m_--»- = ’ G W --éi’ ;
_Odpéwiedgli'ar;ument Jest : A tl - = o 4l
Zatem ;. cos /.t oo \/n,cos/}-!-ﬂw/u-cosé,

i odpown.ed.nia wartoéé ampld.tudy jest . '
rl &
""h ’b-!—év-}

Il = »-‘Xl .= Tone :

gy
e

:cogé'n—ko

. Nastgpnie punvt mchow pomsza sig znowu: i rierunlki wzra—
stajaeych wartodei spéirzednych x 1 csigga swe slrajne poozenle

- w pewnym momencie czasu t = t,, ktéremi  we wzorze /54/ adpowiada
] Waxtaéé k = 2, tj.o :

Ty k) ,
i Lty meEm gt '*fa ;
amplituda zad wynosi : : 5 A
| o L e T
X, = Ay = ne i 6 =h, e . £

"'.i.dzinv wige, %e. pun}—t ruchom,; wyironywa szereg waha':,czyli
drgadeZchym -l ot R R d'rﬁaﬁ jest sta=

R 4 ox bwna 8 1 Q --g—t 508 amplltudJ }-ole,jn,roh drgad sg
nastgpujgee 3

}_1.'1._‘-:1”.
=i

bt (DA

Rys. 7.



._'2‘5 o

3

y : - : Sa Mg oy
Jegeli Dbedziemy =dkiadaé wzdiuz osi odcigtych czas t

. & w kierunklu osi rz¢dnych wiellosei x / rys. T./,to otrzymamy wy—

kres zaleznogel pomigdzy cgzasem t, a odchyleniem punltu drgaj:-—

¢ 2ego od poczatlu spiirzodnych : Tidzimy z rysunlu /7/,%ze rozpatry-
Wane drranla 8§ dr g oniami gy ke cFhe ey mekt

" ponigwaz tych drgad stzle; z biegiem cmzasu, zdsza do zera,jakc
granlcy.Poniewaz okres tych drgad nie ulega zmianie,wigc ruch

 ten nazyramy ruchem i1z ochronicznym,

.

: Ll 0 i - S W a puexsice & ez nie
thiii : Lo doeio k. ¥re 80w e
= :
W Wypadku drugim, gdy pierwiastki révnania cha—
s ]

rakterystycznegos VE g n 0
Yook dhyswel™ = 001

sqésobie réwme, tj.gdy réwnanie posiada pierwiastek podwdjny,musi
byés
O<2 = hga
gxvowiem tyllo wtedy:
Yq9 = Yo == he
W tym wypadku cazka 5g86lna bodzle miaza postad nastgpujacas

D euht /Ca[t e 02/;;.!Illicl"!.l'....'oc./55/l
przy czym C1 i 02 okreglimy wedtug warunkdw poczgtlowych; otrzyma—

my, zei

C a, Qs R e e

- S 2 TR
czyliy C;,=c+sh=b 1 C,=a.
3 ~ht
Dlatego tez: X = @ / a + bt/.

Skgd wynikra, ze ;

x? = e Bt 4 —an - bnt/ = e B/c ~bht/.

1

Gdy wielkodei b 4 C dodatnie, wtedy révmanie 7’ = O posiada
jeden pierwiastek dodatniy

v
t==t®;: b

W momencie t = to spdéirzodna punktu ruchomego x posiada wartodé

maxymalng, anastypnie maleje nieogranicgzenie, p 0 2z o—
Bt a4 Yo Yednak digte s sitvglyeliw e e erde die

dodatnig. ¥ykres zmian /x/ w zaleznodeil od czasu /t/ jest
przedstawiony na rys. 8.

e —_—— e e = e i S T k. s et

T.J.Taklidski - Mechanila teoretyczna.

TR YT AN V¥ Yy vy X v w Y erBboedu. D B I
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N

rysunku widzdlag,:
o e

N WieviWonr poa & koag Rl o
i ' : gl rdyrrdinmn e Gligt
rakterystyczne posiada pler-
\\\\\ wiast¥l rzeczywiste sohrie
nierdwne:

reapmci sk (el

2

A h +1[11‘ — A

sl i A e e
D ¥ ; yg = oy i B Al

=

Rys.8. widzimy, Ze te pierwiastki
sz oba ujemme: oznarzajac
je przéz -p i —q napisze-

gaZke ogdlng w takiej postaci

e |
Stazte Cl i 02 olreélimy wediug warunkdéw poczatowych,podob-—

nie jak to juz kilka razy robilismy; zobaczymy wtedy, ze 1 ten
ruch podobnie , jak poprzednio, jest noietpk T s8N0 Wi

T fie o x =C +.C, @ RobELs e o Sl I RR

2 Dir-g-a-n'l a Weyem uosh s o e
Z jawisko Y oevma n dmasn

WyobraZimy sobie, fe punkt materialny =znajduje si¢ pod dziaza—
niem nietylko opcru proporcjonalinegs do vierwszej poteggi prodkodedl
punktu, lecz jednoczeénie 1 pod dziataniem pevmej siiy zevmotrznej,

- bedgce] funkecjg czasu t.

Najezgsciej spotkamy w technice ten ypadelr, - -gdy siza
S przedstawia sig wzorem :

S:‘kq_ Sin /;’-y;, t +’,"-.h'l I/’_gapv':—qan-cucutc-«-/ST/
lub jest sumg kill»u podobnych wyrazdwe.
W tym wypadku réwnanie ruchu przybiera postad nastgnujacs:

L 2
mx = = kX "":"LX’ i kqun//}" -t +Ld/oc:oao-;nt-oac/58/

Dzlelgec postronnie przez mas¢ /m/ i oznhaczajgc, jak poprzednio:

o

e s? y e e oon,



9

TR T . iy S Py NN vy RNV RN VRPN VS0 e s

znajdzieny: .
£ Kok fe ol T 2 ; sin/ﬁgt +w/ .

2 2

Révmerie cn&*a:+eryszyczne dla powyzszego réwn&nia linio—
wego jest 3 5
yo + 2ky + S8 e,

Rozpatrzyzmy tu tylko najwezniejszy wypadek, gdy pier-
wigstki tego rCwnania sg urojons — zespolone,albowiem ten
wypadek najczgsclej spotyka slg w praktyce.

Jest rzeczg znang, Ze caika ogdlna rdvmania /58/sk1ada
sie z dwéech CéQéCl,wlurOWiCie,ZleadQJ%C zes

X = Xl + X2 ’.Q.c..‘.o’v-.o'ﬂn.o..-ooo/sg/
bedziemy hiel&, se x; jest cazkg ogdlng odpowiedniego rdwna-—
nis bez wyrazu wolnBgo, tj.

L : 2 : ’ ,
X1'+21"-':: + d2X1=O,o.-c...c-..co;oo./6o/

a x, iest dowolng szczegbélng catks réwnania danego/58/,tj.
epedulia warunek
n (p]

X2+2:‘I‘.Xé+ (";(éxgzqu Sin/‘f/"t + LD /;.lo‘t.tco'o../6l/

Wiemy juz, ze ogdina cakka réwnania /60/jest nastepujaca:

i AT 2 :
% = e /Cjcos )\t + bzsin.% B/ 5%
R

< : h
>3= VX i

Szczegdlng catke X5 danego réwnania bedzien, y szukaé
w takzie] postaci:

as

przy czym

b 3o = A sin/ b % -% w / + B cos/}ut F A0 Koogs din v O

przy czya A 1 B s3 dowolne spbiczynrniki stale: wybierzemy
je w taki sposéb, aby wyrazenie/62/ czyniXo zadoéé réwna-
niu /51/. Memy, Ze 3

x'= p A cos//k Lo /i y.Béin/,u't £ /3

4]

X =—-MU Qsin/“,&. t +wW/ -i«iﬁchos/ wt +w/ ;

L

wstawiajgc otrzymene wyragzenia na x’ 1 x  w réwnanie 761/,
otrzymamy: : :




e | g

[ /ot 2= MQ/A'Zh)(ﬂ; sin/ pt+w/ +“_/o<2"ﬂ2/3+21’i]4A] cos/Mm t+w/ =

= qf£2 sin /}L t +w/.
Aby powyzsza réwnosé byxa tozsamod$cig,tj.aby byza prawomoc—

ng dla wszelkich wartosel t, muszg byé speinione nastepujace
warunki i

/9% = ¥/n - o =gu® ,
'/ot2~jk2/3,+217u:\.=' oL “
Z nich wynika, ze : :

o2 ot2. 2/, q,

:

~2n M X2,

ceees/63/

Pt e Ju2/§ + 4*&/#.7 Yol 2-:/4 =/ s An® Juj?r

ZaXoz 3 i \

' i A= K‘cos<§ 3Bk sin(g
. e

wtedy:- , : ;
oI st 1 tgle e o

=
V P g2 P 12
i dla x, bgdziemy mieli wzdr :

I2=‘-'»Ksin//u’t + D +a\/tooo.ooc-o'ou'ocootw‘/sq'/

Wiec ogblna caika danego rdwnania/58/ludb/61/bedzie:

X=x, + xzze‘ht [Clcos A t + Cgsin )t} + K s:.n//u t+ W +b/-5/6_5/

przy czym staie dowolne Cy 1 C, okreslimy z warunkdéw poczgt-—
kowych ,mianowicie; przy t = 6 masi byé x = a, x’ = C.

Wyrazenie x, ma takg postaé, jak w wypadku gdy siia
S = 0 1 punkt ruChomy waha si¢ dookoka swego poXozenia
réwoowagl x = 0, podlegajgc tylko przycigganiu do poczgtku
spbéirzednych i oporu o$rodka.Podobne drgania nazywamy
wrganiamd swobodnymi.

W‘yrazenie‘x2 posiada amplitude proporcjonalng do wiel-—

kogci g, bedace] maxymalng wielko$cig napigcia sity wzbu-
dzajacej S = kg sin/M t + W /.Oprécz tego x, zmienia sieg
w sposéb podobny do S,mianowicie, posiada ten"sam okres -
2% ,lecz tylko nieco inng faz¢ poczatkows,réznigeg sie od

£ o
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e
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Al
7

fazy sidy S o wielkodd rowna, 5 lladto x, staje sie¢ zerem,
g4y gia S jest stais  réwmsg rze:mou*"ganig wyznaczone wgzorems
P SR o koM LR R S o B c}‘ s

ranyvany d o gianin g be ol wymuszonymi.
Wzbxr /E5/ mbwi agl, %ze w wypadiu oporu, zawdzieczajac

tetrieniu czynrika & © d*v-;;ﬁv"v aswobodne

s&anikaisg, i, kiely <ten czynnik stanie sie¢ dostatecz—

nie maiym, co aastgpi vo upiywie pewnego czasu, drgania swo-

bodae stang cig na tyls m‘.ezﬁs,acznymi, ze w rzeczywistosci

R PISTe e s MR e Uk p it ¢9 gDl 1 megnbrel gidegnl- B8 g0 H e

d 5 i e sodorid g dng 6 5-1ie trlko g dor ga:n

Way m b cs o e Spowodowanych 8 e

& Fia Gorlad-galen sci ik gl W bk ad i 88 gug s
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sdeny wieikasdé amplitudy X drgad wymuszonych Gdyby
scuLoLy zrajlcowal sig w rckozenlu réwmowagl, to
Rt Bl e Y "*ﬁay 3 patrz /58/s

czyil kx = ka sin/jb t o+ Ww/;

5 sph g sin/‘_.x( t + /3
innymi sizowy,gdyby siza S dziazaza na punkt 5. Thab g ez
nie; wtedy ta sixa cdchyliZzaby nasz punkt od jego po—
tozenia révmovezi x = 0 o0 diugodé, wynoszgcg q podczas ma-
Xyralnego napiecia tej sixy S.

3

Gdy zad siZa, wzbudzajgca S dziaza na punkt 4 y n a-
z 2 1 e, to odchylsnic punktu od poZozenia x=0 osigga
2 >

O A 2
K s ke - = q Y]
V' /ot%= 2 /%4an2 u 2 el

Czynnik ¥ zalezy od ilorazdéw A 1 _h , poniewaz mozemy go

aapisaé taks =~ ot
x
Ny = :
'V/J o
e 2 A2 X 2
ezell vprowadzimy & wzamian of 1 ,u, odpowiednie okresy fC s B AL L
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przy czqu:, jest okres drgad swobodnych, gdy opdr asrodka
nie istnieje, 2 T jest okres sixy wzbudzajacej S,wtedy:

nos T i
BY "ot - 5 ’
e
Ale vienmy, Z2e e © jest 1lorazem postgpu geometrycznego,we—
dtug ktdrego maleje amplituda swobodnych drgar,z powodu
istnienia oporu asrodka,zatem h wyraza 6w iloraz 1 oznacza-

| jac %—- = 3 , bedziemy mieli,* ze:-
3
jore 5 v, e S i
i 2/ t 8 A T
7 T

%2eby uwidocznié zalesno$é pomiedzy V i —-‘g— s bedziemy nada—
waé ¥ 2 wartesei; 0,05; 0,103 0,15; 0,203.....1 nastepnie

zmieniaé\-—%—-— w granicach od O do + o°; wtedy otrzymamy naste—
pujacy wykres / rys.9./.
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Widzimy, Zze wykreSlone na rys.9 cztery krzywe, od —— =03

‘do J%— = 0,83 i od e 1,2; do —~F— =099 8§ prawie 2ze zgod-—

ne pomigdzy sobg i z krzyws odpowiadajscs wartodeld T = O, ‘
Oprdcz tego przy —f- = 03 wszystkie one majgy = l,nastgp— |
nie, gdy —§~ wzrasta do 0,8, WV wzrasta, ale nadzwycza;; PO,
woll, dalej wzrost V staje sig szybszy i, wreszcie,gdy——

zdgza do jednodci, wszystkie krzywe osiggajg swoje maximum,

w przyblizeniuwréwnemnb= —%r-.Krzywa za$, odpowiadajgea 5[; Ohy
posiada przy -T— = 1 asymptoteg, rdéwnolegig do osi 0V . Gdy

1loraz —— wzrasta dalej od 1 az dooo . ¥ maleje z poczatku

bardzo gwaitownie,nast9opnie wolniej i wreszcie zdgza do ze—
ra,kiedy -ﬁ- —_— OO

MO K NW D @am

Z powyzszego badania czynnika V wnioskujemy,ze:

ad y okres sizy wzbdbudzagjgce] S

taje s ige Bl i e dedom ke gk T e

rga o s wobie dinly il N RER By IR T e

i twda  drgaf iwydusaenyel-Wades

wycog e d SRR G ekl S o B P s i S ) el U

rat gacwikedok'yot-nd.e amplitude,

dpowileadajsgeg s tat yepie Dot zadcas

- B v N B - N B A SRR - B o G - T 3 - Se. Na tym
polega zjawiske, zwane r e z onm an s e m , majgce ogrom
ne znaczenie tak w przyrodzie, jak i w technice,

Oprécz tego badanie powyzsze wskazuje ram, Ze, jezell
ckres swobodnych drgand jest znrnacznie wigkszy od okresu siity
wzbudzajgecej S, to taka siza S wywlera bardzo nieznaczny
wpdyw na ruch punktu materialnego, poniewaz przyblizona war—
tagé czynnika jest wtedy mnast¢pujgca: '

1 2
R VT
. A
: T
np.j kiedy e 53 wtedys
N = —§%f- »

tj. amplituda drgad wymuszonych jest 24 razy mniejszg od tej, |
ktérg wytworzyiadby sita S, dziaXajgc na punkt statycznie. |

Zazwyczaj wielrod&é J jest nieznaczng,wtedy, jezeli 7
znajduje sig¢ poza przedziatem od 0,8 do 1,2,to mozemy
obliczaé ) wediug wzoru:




ktéry,Scisle rzecz biorge, odpowiada § = O,poniewaz poza

wynienionyn przedziatem vy , dla wszystkich niewielkich war—
tosci T , posiada zbliZzone do siebie znaczenia.Wiedy ampli-
tuda drgaﬁ wymuszonych jest bardzo nieznacznie zaleing od

oporu esrodka, ktéry przejawia sie tylko w tym, i% drgania
swobodne zanikajq.

Nalezy zwrdcié jeszcze uwage na ten wypadek szczegblny,
gly b =031 jb =ol
Wtedy rdéwnanie ruchu punktu bedzie takie 3

"
X 4 o(zx = q°(2 Sin/dt 4+ W /; QlQo-oc..-Q‘o'f_Oo‘/66/

A

Cazka szézegélna tego réwpania juz nie bedzie mialarksztaltu:

| xzzAsm/dt +w/ +Bcog/ott +w/,
lecz tylko ksztazt nastepujscy :

X, = Bt cos / At B i skl s e Lk bk A AT
Rseczywiécle mamy 3 |
x = - Bt.ol cos/c.(t +w/ - QBo(sin/o( t +W /3
é po podstawieniu wyrazenia /67/,zna3dziemy, ze 3

YR S el S B;_gi"-;

i wiec 3 1 <
X2 = .-T th COS/dt +(.0/ooooooa--¢.‘oooto/°8/

Wzér /68/ méwi nam, ze w tym wypadku amplituda drgad wymu—
szonych wzrasta wraz z czasem nieograniczenie,

Ruch harmoniczny posiada bardzo duzo zastosowad prak—
tycznych, np.sprezyny réznego rodzaju, przyrzgdy do zapisy-—
wania drgani mostéw, seismografy t.j.przyrzady do notowania
trzesienia ziemi i t.podobne.Urzgdzanie tych przyrzaddéw jest
przewasznie oparte na tym, Ze gdy okres swobodnych drgaid
punktu materialnego jest znacznie wiekszy od okresu sity
wzoudzajgcej S, tota sixa S wywlera baxdzo nieznaczne
drgania wymaszone, swobodne zad drgania przytem zanikajsa,
jezell istnieje opér odrodka =zalezny od predkodei punktu
drgajacego.

Aby zanotowaé drgania mostu, podwieszajg do przesia
mostu na gumie cigzar G / rys.1l0/.Ciezar ten G posiada pié—
xo,zapisujgc drgania na walcu, wprowadzonym . w ruch obro—
towy machanizmem zegarowym.
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Jesl rzeczgy zruzumiasg,
ze walec wykonywa takie
same drgania w kierunku
D¢onowym,gak punkty za-—
czeplenia na modcie :
waleca A i gumy cilezaru
B.Wige, jezeli podwiesi-

B0 Bec e it gt Yhlvg idNE L piled SEE wywie=~
raé Wpiywu, wtedy podczas drgad mostu, cig¢zar G
pozostawaiby nieruchomym i dlatego piéro zanotowatoby na
prapierze wealca wZadnie drgania mostu.

Many wiec rozwigzaé takie zadanie : w punkcie B/rys
11/ na modcie jest podwieszony na gumie ciezar G; wyznaczyé
drgania 4&rodka cigzkodci tego cigzaru G, wiedzac, ze punkt
zaczepienia tego cigzaru B wykonywa zadane 2z géry drgania,
okreslone wzorem .3

§= LETn BE R D e i i e

przy czym dXugodé d i sprezystosdé gumy sa takie, ze gdy do
niej podczas stanu spoczynkw punktu B pOdW1°SImJ cig¢zar G,
to ta guma wydiuzy sige o diugodd réwms N . Oprdcz tego
przypuszczamy, Ze ta guma posiads  te wiasnodé, Ze drgania
swobodne cigzaru G szybko zanikajg. Opdér powietrza zaniedbu—
jemy. i :
Wiemy, Ze $rodek cigzkodci bryty materialne] poru—
sza sie¢ tak, jak punkt materialny, o masie, révmej masie ,
ﬂW$UMmeH danej bryty,pod dzialaniem wszystkich . .

,15 siXx na bryze dziazajacych.Przyjmiemy jako -
r poczatek spbirzednych O, to pozozenie

. /Tyse12/ punktu G, T gzajmije w sta~
al nie spoczynku i réwnowagi jako samego punk-—
it ) tu G, tak 1 punktu zaczepienia B. 0s 0z

N - . skierujemy pionowo do gdry i oznaczymy
ok _przez "z" dZugosé OG,tj.spdirzedng punktu
v ruchonego G w momencie czasu te. Wtedy be—
chv ) dziemy mieli, ze ulugoéé‘

/

Y

,///% ‘ BBO =¢a sin/ikt+w/
NG 2 d¥ugadé OB, =d + A% .

G Oznaczajgc natezenie gumy przez lT,bedziemy
mogli powiedzieé,ze punkt G porusza sig tak,
jak punkt materialny o masie réwnej:




: , ~42~ ;
P | e
éﬁ%&?%?@’ pod dziaZaniem si% : : -
e 1/ sixy ciezkodci G, skierowanej pionowo ku de=- ;
: owi 1 :
: g : 2/ sizy N, skierowanej do gbry; - -
B obie te sity G 1 N dzlaiajg wzdiuz osi OZ.
©
Mamy wiec takie rdéwnanie ruchu:
. 4
G
— " =N--'G;.no-ococoooo~-/70/
g ,
G JE) Aby okre$lié¢ sitg N, wystarczy znalesé wy— .
- dtusenie gumy i poréwnaé je z wydtuzeniem - ,
71 wywartym przez si¥g Gy wtedy otrzymamy pro—
} : porcje 3
i }I:Gz[/d-k?\-z&\'g/*d]:f\a';
Ska‘dN= Bulieg Lo G-—S-— - -2~ §
A ; 5 > 2
Réwnanie /70/ przyjmie postad:
Rys.l2,. LR s R sin/kt + W / 3
- ) A .
a kxadac '
da ..ﬁ... = 0(2
P /
bedziemy mieldiss = 5 S ainflt 0 A

zZ +o(z =80
Caika ogélna tego rdwnania jest 3

ol 2
Z=Cl COSdt + Cgsmo(t"‘a m Sin/kt+€0/........../7l/

G4y wprowadzimy do rachunku opér,wtegyhgierwsze dwa wyragzy
we wzorze /T1/ beds mialy czynnik e ’a wigc po upiywie
pewnego czasu drgania swobodne zanikngj; dlatego tez we wzo—
rze /71/ niema potrzeby okreslad.staXych dowolnych C;iC,e

Co sig zad tyczy drgad wymuszonych, to one pozostang pra—
wie Ze ggz zmiany, albowliem my tu przypuszczany, Ze sto~
sunegk ks znacznie odbiega od jedno$cil.Bedzie wigcs

o 2
=8 —g——sin /kt +Q /;
o2 _ g
a wprowadzajqc okresy ¢ 1 T:

T < 2L 1 T = ___2..2-!___5
X e & k
znajdziemys :
| R sk
2 = & Sjll(—"'-'-',f""‘"‘ +w)uo.n0.-.'-ooco/72/

72 - 2




Przyrzqd musimy urzadzié tak,'aby .2’ byxo mozliwie maze,
W tym celu robimy ¢ 2znacznie wigksze od T np. weZmiemy
T = 4T wtedy 3 . _

v ! 8
- o e A i e
Z = 1-5—' asj.rl(-——-T—+UJ)— —Ig? H
Wiec zaniedbujge z,jako bardzo nieznaczne wzgledem f ’
moZemy w przyblizeniu uwazaé, Ze ciezar G jest mnierucho~
my.Wtedy przyrz¢d nasz zamnotuje na obracajgcym sig wakku
drgania

t

€= & sin/kt +w/
mostu z przyblizeniem do I%— ich rzeczyyistej wielkodci,
co w technice Jest wigcej,”"niz wystarczajgcym przyblize—
nicoie ;
. #2eby okres$lié odpowiednis wartadém wydlupenia A ,
mamy zaleznodé:

2 qﬁ' QQL
- % ktérych znajdzieny 3

C= s 2EE s cteshionio o/ PO

e e o ek e 1 e s edbniy.
liech np. most robi 150 drgan na minute,wtedy:

60

T = = 0,4 sek.
150 Wi
Jezell chcemy mieé §f== 4T = 1,6 sek, to przyjmijac,
g = 9’8 e
znajdziemy wediug wzoru /T3/: e
- 1,6 A QT'[Q_—B_—-'
: ] )
0 : 9,8 = 0,64 m
4

Zatem musimy do przyrzadu uzyé takg gume, ktdéra pod dziaza—
niem danego cigzaru G wydiuzazaby sig¢ o dzugodé wigkszg
lub réwng 0,64 m, wtedy bowlem ¢ » 4T, zauwazywszy pray—
tem, Ze wielkoéé cigzaru G jest zupeinie obojetns.

O R T e
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Powyisze rozwastania wyjadnisis nam role, jaka speXniajg
sprezyny /resory/ w powozach ,mianowicie,drgania punktu zacze-
pienia /B/ nie wudzielajg sige ciezarowl /G/,jezeli on jest
podwieszony w ten sposéb, Ze o0 k r es jego drgan
8wWobodnych Jjest bardzo znsaczny
. 8 tosuanku do. . ockresu ~drgaf o punks
tu =zZaczepiendia. Okres drgad swobodnych T obli-
czamy za pomocg wzoru /73/,przy czym A jest wtedy natese—
nlem sprezyny /resory/ pod dziaianiem ciszaru G powozu.Zatwo
zrozumieé, ze gdyby byto odwrotnie, to jest okres drgan swo~
bodnych <« byiby nieznacznym w stosunku do okresu T drgar

zaczepienia ciezaru /G/, to drgania tego punktu zacze~-
pienia /B/ w zupeinodel udzielilyby sie ruchomemu cigzarowi
/G/, albowien wtedy stosunek

r°

'T2 _{2

—

-‘byXby niezmiernie bliskim jednosci.

Ro'zs 6z Lad I 2 LR Y, : !

Krzywoliniowy ruech punktu mate-=- |
T i gdnegin g -

~Rozpatrzymy z poczgtku ruch pzaski. Gdy punkt'méterialny pod~-

czas ruchu stale pozostaje w jednej i tej samej pZaszczyznile,
wtedy predkosé punktu jest zawartg w te) pXaszczyZnie w kazdym .
momencie czasu, a wige 1 w momencie poczgtkowym. Przyrost
predkodci, a zatem 1 przyspieszenie punktu musi byé tez zawar—
te w paszczyinie ruchu, stgd wnioskujemy, %e i siza, dziazajg—
ca na ten punkt, jest stale skierowang w te] pZaszczyinie,
Widzimy wigc, %Ze piaszezyzna Truchu punktu materialnego moze
byé pbrang jedynie piaszczyzna, przechodzgca jednoczedénie przez
kierunek predkodci poczgtkowej i przez poczatkowg prosts dzia=
2ania six.Jezeli podczas ruchu si%a bedzie stale pozostawaéd
w tej ptaszczyZnie, wtedy tylko ruch punktu bedzie pZaskim,

WeZmiemy prostopade osie spbirzednych : OX i OY /rys.l3/

‘1 niech na punkt ruchomy M/ x,y/dziaza si%a S, przy czym przez

X i Y oznaczymy jej rzuty na obrane isie, wtedy rdéwnania
réiniczkowe ruchu punktu Il beds:

2
S d°x

o i U -
at :
2 .véoo.:-o.oovu‘..t.‘no.ooc.'c'/l/

m &4

il

g }- . ‘
at : : :
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St b= et e bydzaleing od czasu t, poozenia punktu

ruchorego /X y/ i oG predk rofci tega punktu /x?,

y?’/, dlatego

tez w WypadkF ogolngw L1 Y mogg byé funkcaami zmiennych

t:ﬂ-?é’ﬁ Y0
Qzélina mptoda catkowania

révmar /i/ pray dowolnej po--
stacl ﬁrﬂkcvw X I -naasdsts
nlear*
a ivrostszy wypsdek za--
chod;l v'tedJr gy nmozemy wyzni.~
T LT
czyé ruchy zrzutdw I 1,

puaktu M vzd?ng osi  spdi--
rzeinych 0¥ 1 0¥ 1 i e *

ZoEak Bidrile LR RRE STl e

b i ee Aby to nmogio byé, jest
rzcczg konleczxna i wystarczajacs,
azedy wyrazenie rzutu X nie
zawizrazo liter y i y’, a wyra=
zenie rzutu Y nie zawierazo

dowolne C5 at p4.

Py

| i
Myt e = — e O

%
o
0

S/Y/

C liter x 1 x’, wianowicie mmsi X

by%s : .
% 9 My fx/

X = fi,t, o SR .

g =N S \Rys' 13'

y/ fg_/ts Yo Y7o/ i .

Wtedy bowien wyzmaczenle krzywoliniowe-
£ 0 ruchu punktu M sprowadza sle do wyznaczenia dwdéch
Wehdw .- prroS ol intowy 8 rzutdw tego punktu
Mi L3 g2 na osie O0X i -OY.

Coikujac réwnsnie rézniczkowe druglego rzedu 3
a°x
o i = fl/t,.X-, X’/ '
- dt2 ; ; ,
otrzymanmy cazk¢ ogblng, zawierajgcg dwle 'staze dowolne
Cl : 2 C, 5 a cetkujac révmanie 3
d2x . ’
T = £/ ty ¥y ¥ /
at? |

otrzymamy drugs cazke ogdlne, zawierajgeg znowu dwie staze _;




Tielkosesi C

i = 1° Cos 33 i 04 okreélamy na podstawie danych
poczatkowych: : |

przy t =1t /np. t . = 0/, musi byé :

o
X, =8y - Yo=2b3 ey yi=DHoe

Réwnanze toru punktu M otrzymamy regujgc czas 1t z wy- r
razed dla x 1 y Dbgdacych funkcjami czasue.

e, Porzoy-k g & Kz ywo LBl 0wyl Xueh
st ma tier.l e lin g (o] p od d zia=
gee o em sl Ry e ilg c$§c

Obierzeny 0§ OX p021omo, a of 0Y skierujemy pilconowo do
géry / rys. 14/,

Przypuéémy, 2e w momencie poczgtkowym t = O, punkt ru—

chomy M znajduje sie w poczgtku spbirzednych O.wtedy x B F
poriewaz predkosé poczatkowa 4 istnieje, wiegec:

xé =v,eos E=of

y(’) VoSin ¢ = F;.
AY
Fa punkt I dzi=%a tylko
si%xa cilezkasci G = mg,skiero—
wana pionowo ku dckowl,zatem . A

- -

X =0 3 Ye= - ngj E

i révmania ruchu sas p

m"‘g."_‘% = O;.-.o-...-..o.cc/Z/

qt2 ' &

2
mix==~mg§-oooenoooo.-//3/. Rys.l4.

ate

v - 2 op e -

Révmanie /2/, biorsc
pod uwage warunki poczgt-—
kowe,daje nams



r Z réwnania /3/ otrzymijemy

ylL=2gt'+ B 34
J : : "~ ; &
Rugtjgc z wyrazed dla x 1 y czas t, znajdziemy réwnanie toru

N _punktu M/xy/: po :

3 S __3_. 2 <3

-y X X'-..‘...........Q...,.. 4‘
> - % ey /4/
- "Réwnanie /4/ jest rbwnaniem paraboli o osi symetrii,réwnoleg—

tej do osi rzednych 0Y.

Odiegtos8é OB nagywany " doniosxodcig lotul
punktu materialnego M; dla wyznaczenia OB mauy réwnanie

: | ——g« = —5—7 o).

- qu

skad 3

‘ 0B 2 ¢ B .

3

Poniewag

. X =v, cosE , P:vo sinf, ;
g - 3 &
wige 3 e Vo 2 sin a COS s v, sin 2

Widzimy wige, ze przy danej wartodci 1liczebne] predladci
poczgtkowej v, donioszosé lotu bedzie maximum, gdy kat

r—'
& = J%— y tic;8dy kierunek predkosci poczgtlowej v, two—

o
rzy kgt £ _450 z poziomem. :

Obliczymy teraz najwiekszg wyso%déé h podniesienia sig puiiktu

-If nad pogziomem OB, Poniewaz w najwyzszym punkcie toru A skia-
dowa predkedci y’ musi byé zerem, wiegc:

-\gt-i—F) = 0: skad t.~.'-g- T
3 B2 BB 5 B

h = — e

I ._y =. 5 ° 8 g . o g ’

Widziny wiec, Ze najwleksza wysoko$é podniesienia sig punktu
M go gbry w rogpatrywanym ruchu jest takg samg,jakr w ruchu
pionowyr do gdéry =z predrodcig poczatkowg rdéwng f /patrz
rozdziax IT,2/ i
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Rzuty sity sg nQStepquce

Skad,

e -
I

wige przy danej wartodci liczebnej predkosci poczgtkowe] Vo3

T

h bedzie ' najwigkszem, gdy &£ = —5— wtedy

i 2 2
' e St tep
max T T, oz

aeb T 2'y 'k %2 a 8. K r zoy-w.gskel m-Aoa - Bareh

0 N o i b IS <o Wi s "0 o ol o 2 dziazaniemn - S £y

r

P

2y ek e g ke L W c$s§rodku, wYy -
twarzagjgcecyn opor P oS s gueiniasdiTny
d

(o] pierwsaszej T e - o R predkosgci

wnktu s BT G il )

a0

Ewm owmn.g? s ¥ = > mgeiam n gl

Réwnania ruchu po skréceniu przez mas¢ m S§

"

‘X =='—'nox,o-o'oa-’o-o"coo-...noooooo/S/

"

y =—g-‘n}r’f;...‘.......‘..’....‘.D/6/
Caikujemy rdwnanie /5/:

1t
X

X’
-nt

ST e e
CLe ;

catkujac jeszcze raz,otrzymamy

i
1 =nf

X ==
n

r

&7 b



Ale warunki poczqtkowe dajg nam
X

Jezell przy t, = 0O, x =041 xé ='cx » Wtedy ostatecznies

-0
eF c‘e~nt’
i .0 o : ‘ ge
Pt "demt""‘%"/l-ent/s

n

BRéwnanie /6/ rozpatrzylidmy szczegbiowo w rozdziale II,
mielisdmy wtedy 3
: 5 :
ye—BreT Bt sl
gdy punkt swobodnie spada =z poxozenia poozatkowego Y, = O bez
pred¥osdci poczatkowej /yé = 0 przy t = 0/, lud tez :

y=/ f’“éLﬂ* ~;§&/ a 2t ~§-t ~'%§L-' -i?r+ a

gdy 'w momencie t = 0 punkt zostal rzucony pionowo do géry
z pAydkoscly poczgtkows, y; aj& z poXozenia poczgtkowego Jo= 8

Nalezy zauwazyé, Ze wyznaczenle krzywoliniowego ruchu
punktu cigikiego w osrodku, wytwarzajgcym opér proporcjonalny
g0 - drugiel] pot.egi predkoscil
/R=nmv/, juz nie daje sig sprowadzié &o wyznaczenia dwéch
rughéw prostoliniowych rzutéw tego punktu ha osie spbirzed-
nych OX i 0OY. :

Rzeeczyylécie,przypuszezajac, ze osie wspdirzednych
w delszym ciggu sg ohrane tak, jak to jest wskazanem na xys.

- l4,bedziemy mieli teraz takie réwnania ruchu po skréceniu przez

masg ms
”
X imeae xS
"
¥ owms g a v gy
a poniewazsg g R 2

s N Xt o Sl

to oba powyisze rﬁwnania zawierajqri x’ 1 y? jednoczesnie 1 dla~
tego nie sg odsiebie niezaleiznemi.

3, Przykixad. Krzywoliniowy ruch

bald kX Pa n- g o pod ‘dziaanien s 1 -
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A EANEp ol B R SRk o T ol droedka
AL kel R e Aep e F0C 7 pm-Cporcjanalnej
i o oLl g g s el o d tego §rodka
A e LT © Rk 0 B el R g L
Jaxe 4rodek nieruchomy obiexamy poczatek wspdéirzednych

0/ 1ys<l5/. Ha punkt ruchomy M/x y/ dzlaxa siza

CH)
o L | )

Jej rzuty ané ‘ogsie 0X -1 OY . g2 odocwizdning
i 2 X 2
X=—k"m r=z = — k' mx;
; 2 v 2
Y= —kimn&=~kmy .

Révmania ruchu po

¥ skrdceniu przez masg m
? sg ¢ 4 : 3
| o /1/
WA SRS Y : ss0eéamese 7
e 5 2 2
. e oM y = - ¥y.
: ' e 1 Réwnania /7/ sg od
{ -"f'f/y’é gsiebie niezaleZnezich
o / ca¥ki ogélne majg po-
o ~f-" e stad nastegpujgos: :
it ] X
: X = a cos kt + ——sin kt:
| k 3+/8/
. y = b cos kt + —P-sin kt;
. 2 k :
2 : poniewaz przy t=0 mamys:
RySe15. T a;yozb; Xé=°‘iY3=l5

Rugujac z réwnai /8/ czas t,znajdziemy zrdwnanie toru punktu
Tuchimegoy poniewas z jednej strony widzimy, Zze to rdéwnanie-
bedzie stornia diugilego wzgledem x 1 y, a z drugiej strony
révmania /8/ méwig nar, e x 1 y majg zawsze wartodci skotd-
czone, wigc wmioskujemy, iz tor punktu M/x,y/jest e 1 i p—
59 o :

AT B i A e A 8 T Ko g gywo 6¥ s n 1o Wy gl o SRR
b Y o s O 1 Prot i@ At il g lnan ik a nadie M g 3=
Ty ;-a' Qyoiag.ania d o érodka'

i S e i SRt S SR O 1 Y - B0 DTSNy o BRe N do i and ee

d o Ol BT B g pr g cd tego S.r.o.d k a,
R i SR Wy twerazajgceyn o.pé:r

"

NG CN e



gy e menis

proporcjonalny 4o - plierwsz e J

potecsgi predkodecti vkt s

Rzuty siiy S sg ﬁastepujace :

R = k2mx it © o L,
y = = ¥°my - nmy?
Réwnania” ruchu po skrdéceniu przeg masg ms

x =~ k > Qe b AUl | :
‘" .--...'....,..-.o--oo_-/g/
¥ oerut g~ "By’ s ' !

Po scaikowaniu zna1dziemy, ze 3
. nt
Pelgia® aay /At - d‘i/ ;

ymBe _rcos/z\t-'f}g/;
przy csym A, B,

*‘2‘1 2 - g2 |
% "/ PR z%’k -n gt

" X h * 2

Jezeldi n ) 2k9 to mamy drganta zanikajgce w kierunku osi OX

1 w kierunku osi OY /patrz rozdziaz II1,10/.Punkt ruchomy
M/x,y/ wykonywa jednoczed$nie drgania,zanikajsce w dwéeh -
wzajemnie = prostopadiych kierunkach.-

Na szalkodczenie piaskiego ruchu krzywoliniowego podamy

przykied, g d y réwnania részniczkowe
ruchu e < -t B noaderyls bl e kO
nie moga§ byé catkowane Z 08 0 b~ -
na, tj. gdy te rrédwnanilasa s & 0-d
siedbie zale - : .
Rozpatrzymy krzywoliniowy ruch punktu m—go pod dgiaza— .
niemnail s iy cieftkodci w oy od -
k u, wWytwarzajagcymn opédrx, wyra -
e jgcecy sde. ma pomoac g dowolne}j
g unk. gl i roadidtvo & el Punktnu g "ot
chomeg o'} . /s

R = m.g.f /v/

Niech w momencie poczgtkowym t = 0 punkt ruchomy
MWx,y/ znajdu;e sil¢ w poczgtku wspbirzednych 0, wtedy pxzy
t = 0 mamy, = 03 / ryse. 16/.Jest rzeczg oczywlistg,
%e punkt 1, bgdqc gzuconym z poozenia poczgtkowego w O

sg state dowolne, ktére okredli~
my wediug deanych: %oczatkorynh, as




Lesend 28 v
p i -

| ~50-

%2 pewns pregdkodciy poczagtkowg v_, tworzgeg kat E z poziomem,
wy. w pionowe] plaszczyénge X0Y krzywa,zwrgcona swe

wkleszoscig ku doiovi,poniewaz na punkt LI stale dzilaza siia
Qleozkoscl G = mg, skierowana pionowo ku dozowi.Opér osrodka
R jest skieyowany zawsze w strone przeciwng ruchowi punktu I,

Gdy rzutujemy réwmanie ruchu Newton 2 na styceng i nor-
melng do toru punktu i, wtedy mamy nastepujace dwa rdvma~
nia ruchu / patrz Kinematyke /:

L A g sin £ - R; ,
dt i o.-.oo-co'.oooo‘."oo.AO/
v2 -
w -?rn mg cos g 3
Poniewag R = mg f/v/, a promied krzywizny toru
?: d.S 3 ds ¥ dt = v dt
ag at ag ag

przy czym &s jest elementem Xuku toru, & d € , odpowiednim kg=
tem stycznodci,te rdéwma-—
nie /10/ .motemy napisaé
w tekiej postaci 3

B = - g [sme+ 29/

g £
v— =gocos § .-
dt

Tyrugujemy z réwmai/1l/
czas, tj.rézniczke dt,
wtedy otrzymamy, 2e

1 & dv
At Y

v
l P f/v/'o'i/lz/
cos & -
Révmanie /12/ daje moz~
nod$é wyznaczyé predkosé

vy réwnanie to jest
rownaniem plexwszego

I

—

) Rys.16. rzodu wzgledem v,cazku~
Jae = znajdgiemy v w funkeji kata £ :
sz/g/ccowto --------- oolou.occoq/l3/
wtedy drugie rérmanie /11/ daje nam 3
Y 4
v/ €/ gey g cos
o ey

WY 5
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it ML
» : : I/ £../ dE“gd& "
Calkndqggznaﬁdziemw$mgg 3 | b E ‘ el
t = 2 { F/ / g"é" ob.boo.o/l4/
8 cos E ~ |
Ale przeciez | i €o Wl
: % =voeosf 1 -—%f—a vein & o 0
s e L bad ® Ay ik
i

= [me/) e S

stad céllmjéc znajdziemy 3

bl R R ' :
X = ][EL‘/ 6/] _ d.ﬁ ’...'.{,.,.,.../15/

&
1 . = £, ¢ .
Fou ke o f lngipipn} @ thdC}
Eili

Ze Uzoréw /15/ widzimy, ze x 1 y sg ﬁmkc:jami parametmﬁ 3
Jezell dla danej funkcji f/v/ bedziemy mogli wyrugowaé z
réwmad /15/ parametr £ , to otrzymamy tor punkiu ruchomego,'
Rozpatrywane tu zagadnienie posiada doniosie znaczenie w
artylerii,poniewaz na wyrzucony 'z dziaza poecilsk, dzlata tyl—
ko siza cigikoscl 1 opdr powietrza, bedacy funkejg predkosci,

Legendre rozpatrzyx szczegéiowo wypadek,gdy

..f/v/' = a+b\fn, przy ozym a,b 1 n sg wielkodciami dodatnimi

1 nadto przypuszczany, ze 3 & < 13 ponlewaz jus pxrzy :
a = 1, opér odrodka byidby rdémmy sile cilezkodcl punktu ma=

terial:nego, co jest rzeczg niemozliwq fizycznie,

w tym wypadku réwnanie /12/ przybiera postaé naste-

pujacs 3 | -
5 o _a + by
ozyli 3 . .
¥ | ' RIS - (WGRBE L e ,-,....!.’__..'
e £ 13 ag _vn cos€ cos§

4 Ny P B Uy L
i 2 Gl bt UL MULEe



rnajdzieny 3 :{ SRR pAr ¥ N

3 ) a
A€ ' cost cost

Zazozymy jeszczo ¢
' i e U

wtedy otrzymamy' nasteopujace réwnanie 3

L .
P"g‘q“*q—l\ npq/tgf_ + f + B8 b

cos &£ cC 3¢

Zz_zajc_iziemy té.kq Mmkeje o/ £ /y aby byto przy dowolnym p/ € /

/ ’.-'.-....d'.....:.-/ls/

p 2% - npo/tg £ + —2
! dc i cos §,

wedtug teji funkejl ckreflimy p/ £ / tak, afeby i

T TR »
ik Q. ,de coSa ) nn.-o‘tno-ot_-n...ooo.oodi/l'r/

majac zaé p/ £ b T A T znajdziemy kol e*%no‘z iv.,
M.KCJQ q/ E / czraélimcf z réwnania /15/, mianowicie,

Jamy § .
d g :

skqd

' & o i it b
Lts/m- . /] 3 |

-~ log cos c_! = n log

‘ ! cos € \
o r R e
a wige 3§ . g'?i;"cé:/n +"§"/§a/,n
g q/ E / : {1 e L%
{ cos t
. ‘. . " . . t ;
Réwnanie /17/ mozemy napisaé tak 3
dp e ; bn ' & E ;
q cos ¢

>17/9 9 ¢

1 £ S 2 2 27 ¢ ¢ 9§ ¢ @& 9 =
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el A

Koo

skad caXlujgc znajdujemy p/ & /3

/
B S e bn; . a6 + Conste.:
/. a/&/ 608§

Mozna wykazaé, ze tor punktu ruchomego M pos;ada dsymptote
rownolag*a do osl rzgdnych 0Y, i, ze pre¢dlrosé punktu v dazy
do granicy 3

1 - 2%
b

gdy czas t wzrasta mnieograniczenie.

Jezell podczas ruchu punkiu materialnego sixa naid dzia-—
¥ajgeca S nle pozostaje stale w jednej i tej same] piaszczyi—
nie, przechodzgcej przez Y¥ierunel- poczgtlkowej predrosci i
przez prosta dziaZzania ®idiy S w momencie poczgtlowym, to
nunvt ruchomy bgdzie zakresiac tor, bedaey ¥rzyws priestrzen—
n3; w tym wypadku musimy obraé trzy csie wspbirzednych
00X, 0Y i 0z.

Niech na pun¥t ruchomy /x,y,z/ dziala siZa S,rzuty ¥té—
rej na owe osie sg odpowiednio: X,Y i Z.Réwnania rdézniczlo—
we rucku punktu M bedg nastepujace :

“wo

?
m PELCLE: PO k 1B

q.o.oo.00...‘0000000-llc..oooooo'

2 /
{

it
(st}
-

Rzuty X,¥Y 1 Z sg fun¥kcjaml gzmiennychs t,X,7,2,X?,¥7,
z’, 1 wskazaé ogdlnego sposobu rozwigzania rémnan /;8/ nie
mozRra s =

Najprostszy wypadek jest ten, gdy rdwnania /18/ mozemy
caxkowaé kazde z osobna, tj. gdy réwnania /18/ sy od siebie
niezaletin e, Wedy zadanie sprowadza sig do okres—
lenia Prejedih iinw e fiow L ipiEio 840 AEn ddowe
wy ch zrzutdw Ny m2 i M3 danego pun¥tu I na osie OX3
/rys11/ 4 %

Azeby tal byZo, jest rzeczg konieczng i wystarczajgcg
aby X,¥Y 1 Z miaxy pecstacie nastgpujace:

}: = fl/t,X,X’/
y f2/t,y,y’/
Z f3/t,z,z’/

]
- e

——
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L.z
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P Rys.l7
- o (IE o < ¥ Ak ° -y ¥
Przykdad ¢ K rz ywoliniowy
| materiagalnego D od a
i % :
{F Biarroep - o'rseiito Rl n y -¢ch a
s i1 % nhE -7y cidg gramiia d
e xr C hioMm eg 0 = BTG

s zajgcecgo s ie¢ rachae

b 0wy mo s &

0, & jako ruchomy punkt O,
wzdXuz prostej OX /xryse. 18/

"

e a0 S E aar e i e M
J J

Jako &rodekx nieruchomy obierzemy DOCL4LEk WE]
jednostajnie po

Caz¥ujge w tym wy —
padku réwnania ruchus

" -

mx = f Ve S, 2
"

My == f2 /E3757°/3
b1 4

mz = f3 FE A YA

Ctrzymamy trzy cailki
cgdine,.zawvierajsce 6
stazych dowolnych

C'g,-.“’.oo.arc-y.

< a0 ahe
‘dfa okreglenia »térych

vosXuzyg namr warunkl

noczgtkowe zadania,

ianowicies

t > to/ najczgdeiej
% =.0/; masi - byéi

2ol M B LA ) jOa b Al A R g s A B

[QIIBATDY
i~
)
£
o
5
<3
OJ
n

& ¥ & P
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Rys. 18 .'

-

Réwnanie ruchu $rodra przyci&gajécego 01 jest':

g ,%=p+q‘c;_
Jezell wartos$ci liczebne sit przyciggania do $radkdéw O i 0y

8§ odpowlednlo 2, fF 4 nfm MOy ; to rzuty siy wypadkowe]
S na osie OX, OY 1 OZ beds. naStgpujace 3 - .

X =-%m-2’n/x - §/ = -/ +n/ x + m/prat/;
=~K2my i n2my = - m/K2 + n%/ g

7 = > m/K2 + n2/ 2z 3

=}.2

i skfacaj&c révmania ru&hu przez masg m, bedziemy mieldi ;-

Osnaczajgc dla skrétu : ., .
: : K° + n°

T2 R TR S TN PP RSN NS B H T T VP LE AN

" " ¢
- X =-/.'2x+n2/p +q_t/ ;-.-._.oooooo-odolo-o/lg/
) " . 1
; A y Sﬁzy ‘;oo,o:onooo-.oo-o-obcoo/ZO/ ‘
4 z" =:}‘22 ;o.ooooooocooco-oo_o-lOOot/zl/ i
. i /

Caxxi ogblne rdvmad /20/ i 21/ sg nam juz znane, mianowicie;
> /patrz r.II.7/.

3 . y=Dbocos M t+- sin o o | y _
/ ‘}’ ‘}/ .{'.Q...........'l'..".‘/ee/

: 2 =¢ cos bt + 7 sin b t S



‘Aby scaXowaé révmanie /19/, zaozymy

8 zatex musi byé

X=‘-%+ o 4"'St--t‘-oo¢ooooovloo/23/ "‘
wtedy oti'zymamy_ rémnanie § |

§'= x‘-—-)L2/‘§ +r+st/+n./p+qt/;
Dobierzemy stae r i s w ten sposéb, aaeby onie speiniazy

- warunklis

—)b r +mp =0 3
~J%s2fq =0y

1'_ &= —E—E—- ;

u}(-2
n2
e gt 1K g
‘ o2 L
Wtedy réwnanie /19/ przyjmie postad nastepujac@ ¢

"

?. = - h’2?50---o¢-.¢..-o--cooo/24/

Sprowadzi idmy zatem rdévmanie /19/ 40 typu réwmal /20/ 1 /21/
X alatego jedna caita ogblha jest

X = /8 =~ -—42— 7 cos Wt o+ o - -3 /sin f t+ ———/ P + qt/;
M2 ,Lﬂ-}*ﬂﬂ

Ruguaqc ezas t z Gwdch rxdwnad /22/, otrzymamy, jak wiadomo
réwnanie elipsy ne piaszczyinipeY0Z; stad wyniva , %e tor punk-~
tu  ruchomego I znajduge sie¢ na walcu eliptycznym o osi symetrii
0X. Poniewaz, gdy -zmienna t otrzymuje przyrost réwny 23[ » to
wspérzgdna x punktu i otrzymije przyrost révmy s y

i~

2 JL n2a S
! _ ' T P \
wige tor punktu ruchomego posiada ¥sztait linid $rubnwéj,

e

W zagadnieniu Yrzywoliniowego ruchu puntu materialnege
donicste znaczenie posiadajg dwa prawa, mlanowicies zasada pdlie
ozyli zasada 'momentdw ilodci ruchu i zasada prdey, tzyli
zasada energii P‘netycznij. Te' zasady . w wielu wybadkach dajs

woznodééd hezpodrednio napisaé cairi réwnat régnicgkowych puniktu
materislnego.
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Roczidiizadniasd TVa

. Z8sada pdél, oezylil zasada mo-

e 'n Ty j TR T = s e e © ey N R T e

Wiemy juz, Ze rowrnaria rézniczFowe ruchu swobodnege puni—
tu materialnego M/x.y,z/ mozemy mnapisaé tak 3

1]
mx = X §

.'P—‘N—-—\’

"

my = Y ; b.;ooooo.o--c--o.-oco-coc-----./l/

"
mz =7 4

g

W wielu wypad¥ach powyzsze trzy rdéwnania posiadajg okresd—
lonego typu tezws "™ pierws v e cazx ¥ i".Przypomimy
wkrdtce, co to jest pierwsza caikxa ¢

W plerwszym rozdziale rdynamiki podalidmy juz ksztait
ogélnego rozwigzania ukiadu rdéwnaid /1/,mianowicie

X = Fl/t’ Cly CQ,@...O:o--ooooo'oocs/;i
y e FQ/t’ Cl’ 02,.u-¢o-oo-oo---o-006/;.0000/2/

Z = F3/§’Cl’ C2,..-.....o.....-o‘C6/;'

-

przy czym C;y Coyeeensae.s,Cp 83 tu stake dowolpe.Rééniczku-
jac rdﬁﬁénia /2/ wzgledem czasu t, otrzyﬁamy talie trzy réw—
nanias '

x? =

F3/%5 Cs CoyeecnncececensCe/s |
Y' = F3/ty Oy Copencecnecnecaslp/ireancaacanse/3/
z? = F%/*.;, Cy ?29“"""""'06/'

Jézeli rozwigzemy ukiad =z ezedciu réwnad /2/ 1 /3/

wzgledem szedciu niewladonmych Cq» 02,...........06, to otrzy-
mamy wyrazenia ksztaitus

Cl = CI) l/t’x::fszyx’ B AT L 3%
02 = (52/1:’3{1:)’}2’3{,!3"’2’/ ?
C3 = @/t sX3¥925X° 77327/ 3leccecccncicinccencse/d/

'.'...........ﬁ.”...‘......‘.

C6 = és/t,X,y,z,I’,Y’:?’/ f«
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_ % fe LaViE vomwign: Sakpestzes POy 8 KU i 4
| I3 e s se e s denegly TSl Fonieconie igtniel;
| W rzzie/ przeciviyn mielibydmy pewns zalesrodd

;amiefzv wigllrogeiami: 1, Xy ¥4, xtisy®r, 1.2 w postael

L1

WA e e o ke AT AT R 2 NG PSR TR

- ey -~ - .~ - M o, s . i o %, TR A R e |
nie zawicrajgcesgo anl jeine)d statel dowclne] Jlsuvﬁ,‘,.CG,

Jest to rzeczg -l’m0t¢¢waq altowiem wéwmanie /5/ istaia-
&Lty prIy a wige d przy .4 m Ty tj. w momen-—
e pocyaiPuwg "l -mﬁf)ml zaielnodt pomiedzy Ty ¥gs¥or

¥ Fl p s /

e & i e e e 2/ Os
J v .9 P& § ol &
St « ndon o % C T LRt s LA 2 e ;

poczatl-owe poxozenle punktu ruchomege M/x , ¥, 2./
1 Jego px redrosé peezgtkrowa v /yo, Y4» 25 / mie mogiyby

,byﬁmgb?ane dowelnis I cdlatego rozwigzanie . /2/ nie byo—
oy o6gdinym,co jest- w sprzecznoscl gz przyjet;m mzzozeniem

I )
3D Gelin

Révmanie /4, mbwisg mnam, Ze istniegja tekieTunkeje
9

(A

éil’ d prnescne § ¢ zadennveh tyr,y.z. XT,y% .27 ktére za—

chowu’g podczas ruchu punktu materislinego wartoscl = staze
n ~ n

19 Cuinvanceelpy poalmo 1z zmience t,%x,¥,z; %’.y’,2’, pod -
c¥%28 “Sepo ruchil zmienizjs sie. :

FUaTCie ) g sesscenees @61mmmaw' PR A o

78 oz o d G A N il N lub prosto c e k- amil
3 X eada 1/ réwmald ruchu rdézniczkowych,
4 Jest rmesc

Je z& zrcorumiais, %e dowolna Funyaje W . od
ca,fc sk Lurzadu rowrad 1/ jest ted cailg tego uk J,am,,Manowi--
\-(
i "‘ J 3 LAt B (1N ~r 9 i 2 -
]if/ ‘1~' AT or Qg desen i @6/~6~/WX9MZ.~;X SAREAE
;ZDCZ'ﬂﬁéCA%,SOZlEEPZ rodezas ruchu punktu meterialnego

-

funlkcje Ppsecscaay 432 zachowujg swe wartolcl

[

Claaanﬂ¢e.,pf ber . zaiany « Priec i Tunkega s

1}:‘/’ ¢1 {9 :?tj :23 ‘%}ﬁsyenuvuoa @6/:_3 ,//C~§CZJ;C:3’ouuaoC6/;

e e

j?@t;w é};ot;ia stazg; co wskazuje, \2& © jest ez calky
ulkzadu /1/.
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ROLCRA IR A .__lg/t, Xy ¥y 2y X'y Y7y 'F.'./,'

e

! 'Odwrotnie, gdy Jarins sposobem émaletli.éiny szesd nieza-
ietnych od sisbie cae¥r u¥adu /1/4 wtedy Yazda 4inna callre tego
wirkadu moie byé wyrazong przez te szeSd ‘niewaleinych.

Catirami niezaleinymi nazypamy takrie, ‘pcmisdny Vt&rymi,

“aia_ sachodzl %adna zaleinodé typus

O/ Rar: §igr  Baereesciioe S/ W04
ole ;awigraja‘ca hezpodrednio ani jed.ngj lz_ll.te‘zl“y,t',x,y,z,x?‘, '

" L j j :
g Yyvateny, 2e  niezalegnych calek uldsd rdwnaid /1/ po—
siads tylvo sgedbé.Rzecoywldcle, preypuddmy, 2e oprdéecsz i
asefeln niegalesnyeR walek & 1y eee-0-0y i znaleddlidmy
Jeszoze #46dmg cakke ‘ : . :

musiny wyvazad, te istnieje taka funkcja 3

Q/§l! §2! fjoconito_c-‘ is/

¥téra jJest géwng W /t, x, y, 2, xX*, 7'y 8° /,' przy'-ﬁszelmh
wartodotach gmiennych ty X5 ¥y 2, X'y 7'y 2%

Praypuddmy, e u&ia&' réwnand /4/  rowwigzalisdmy wzgledem
Xe Y9 22 X'y 7’y 2’ 1 otrzymane wyragemis wstawilidmy w''
wyratenie furcjl ; i

-

W/tv Xy Y1 2y x?, Y.'s A
wledy otrzymsmy nastQpuigos funkejes )
f. /ti Cl' 02, Ca? tn---oco;-¢C6/{

: Udowadnimy, £e otrzymana funroja £ nie zawiera zmiennaj
gzasu t. Rgeczywidode ponlewsz "¢ /T, Xy 74 2y X’y ¥y 2%/s
jest wedXug prazypuszczenia ca¥kg uriadu réwnad /1/, zatem
fun¥eija Y msi =zachowywad stsxs wartosdé C,.a wige i
funreja £/%, Cl"02’<05""""'06/’ z niej powstajgea przez

ganlang X,y,z, x’, y’, z’, ich wartoscismi, tez zachowmuje wax=
todd stazg Cprzy Q@ owolnym 1, tje« mamy, %e 3

,ﬂm;.f/.t, cl;,cgl C3’i¢oo.{ntnC6/ ; ‘Ci,

a ta réwno§é méwi nam, 2e zmiemna t W wyrageniu f nie wchodzdi,
albowiem w wypadlu przecivmym podobna tozsemosé jest niemoz-—

livge Zetem mamy, 26 § . j o
; .‘ ¢ g/cl,CZ’CS’.ut.ohooncs/ - C H
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s

UL‘f/ @1, @2,.§3".u.u.u.,§6/:

t3. siddma calka ukadu-réwvmad /1/ jest fun¥cjg sheéciu nie~
zaleznjch catek tegoz ukladu.

Jezell zdoamy jakim$ sposobem znaledé szedé niezalez~

“nych catek /4/ uriadu réwnad /1/, wtedy zadanie wyznaczenia

ruchu punktu materialnego moiemy uwazaé za rozwiqzané,poniewaz

wystarczy rozwiqzaé ukiad révmad /4/ wzgledem niewfédomych

B s Zy X' ¥, 2z, aby otrzymaé wyrasenla 72/ 1 /3/, inny-
mi siowy : skodczome réwnanla rucim danego punktu 1 wyrazenia

rzutdw jego pred%oéci na osie wspéZrzqdnych w Yazdym momencie
czasu te.

Gdy posiadamy nie szedé niezalegnych caXelukZadu /1/,.
lecz mmie jszg ich liczbg, np. chociazby jedng cailg tego
uriadu, to rozwigzanle 3zadania vupraszecza slg, poniewaz, wyra—
2a3qc za pomocq posiadanej caXxi jedng z podrdéd liter x, 'y,

2, X?y ¥’, 3’, jako fun¥cie pozostazych i czasii t, mamy mo%: -
noéé obnizyé rzgd danego ukizdu rémaid réznlczbowych /1/.

W obecnym i nastgpnych rozdziasach W”%azemy takie Yom-
binacje smiennych x, y, 2z, x’, y’, 2’, ¥xtdére przy zachowaniu -
pewnych warunkdw sg caiami uriadu /l/ révnad rézniczkowyeh
ruchu punktu materizlnego

Przypué?my; ze mamy ukad rdéwnaid ruchu /1/

"

i A ;)
n !
my zY ;:..'..;Q....0‘.-....’....'/1/‘
" ( '
mz ==Z o 3

!

przy czym i, Y, Z mogg byé fun¥kcjami zmlennych TyXyY 2, p b
T A
- Pomnozywszy pierwsze réwngnie tego uriadu przez ¥, &

drugle - przez x 1 nastgpnie odejmijgec pierwsze od drugiego,

‘otrzymamy 3
’ B "
m/y ,x""x .‘y/:-‘-Y-x—'X.y ..(.o..../G/

n '
Wyrazenie stojgce w nawlasie y .« x — x' e ¥.Jjest pochodnsg
wzglgdem czasu t od wyraszenia y’ . x - x' . y, rzeczywiscie,
manly przeciez, ze 3 : '
U s Rl o y/’ = yﬁ.x +y'x? -x"y - x’y? = y"x f»x"y .

F @

F=3

4
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Dlatego réwnanie /5/ mozeﬁy przepisaé w ten sposédb 3

_%T;_ [m/y’x-—x’y/l =Y X = KXoy 30000./T/

Wyrazenie, znajdujgce si¢ w prawej czedci —rdéwnania/7/,
jest momentem sity S/X,Y,%Z/, dziaXajacej na punkt ruchomy o
masie m, wzgledem osi 0Z./patrz statyke/. Aby zbadaé lewsg
czgdé rdbwrnania /7/,~ wprowadzimy pojecie o 11 o0 §c i

T uheihou punktau mg:t e xd dl n'e g o

Orredlenie T3 osie Ay seal ol @l bsin U e
neaterialefgo nNagz ywamy. WelkitioXs
Wa.xr the & Lleco-we bana s kb idxre g oo gresd
rowina X 10078 7 mip el SO Bliaiment S g S i T e
materialmesgo i =predlrosi L eE0
PR Rt Wy kA e TR erk e i@y o e o e e
o e e B g~ il - .l =il « e it N g o Bl lB oo o o151 R U SR
predkxosdci,

Niech npe punkt l/X,y,z/ posiada mazs:%m i prediogé
Rl v = AN /rys.19/, wtedy
wektor ilasci ruchu
przedstawi si¢ odcin—
: kiem gt
Az : e B = mnv,
e : skierowany wzdiu% stycz—
nej do toru SS’ w strone
‘ ruchu punktu material-
A B nego M,

’ . sednostka ilogc¢i
S + ruchu jest jednostlkg
zXozong,mianowicie}

jedn.il.ruchu=/jedn . ma—

2 sy/. X ‘
. /jedn.pr@dlr./r-
/iedn.masy/x/jedn.d¥u= _
gosci - /jedn.czasu/
b
. RySe 104 = M.L.Ts
W jednostkach ukZadu /CeGeS./ mamy;
: -1
jedneilodeci ruchu = /gxs/ %L cu/ - G

Seke.

Rzuty 1lodci ruchu na osie wspbirzednych OXYZ sy nastgpu-
Jaced E_ﬁ, cos/MB,X/ = mv « cos/v,X/ = mx’
- 1B, Cos/lB,Y/ = mv . cos/v,Y/ = my’

B, Cos/MB,2/ = mv « c0S/V.Z/ = mz’

»o L 1]

L 14

PR TR A AON Sy WA YR Y R T L TR

s
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j iec mozemy YOzZpa&~
Poniewasz - iloé¢ ruchu jest wektorem Wlg o

: s
vof moment 110 R s i ot A us . Mgmenty

tryw “fu " ol A 4 : wzglgden h?OK OY.i.OZ, s

. iém' ruchu mv wzgledem osi wspbirzednyc tVu,WSPélerdnych

i% r;tt' m;meﬁtu ilogci ruchu wzglq%imtpggz W

Olna teJosie sg nastgpujace /patrz Staty:

My/ W/ = ©/2°Y v’/
i/ m/ = w/x’z = 2%/ 3

¢/ T/ = u/yiE = XY %
VA

)

SR :{.‘: Wvlll.k a, g _-f:' v ) : oAt ."T-'-_—'—-'v"”" ’1"'-"‘ 2

B R "
R SV Clut S . ie

xx’y/ +/x'z ~z*x/2+/z’y --y’z/?‘*'"l

wdaih o gty ]
: )

Widzimy zatem,zs ﬁod znakiem pochodnej —%; w lewej cé@éci

réwnania /7/ znajduje sie moment ilogci ruchu naszego punk—
tu M/x,y,z/ wzgledenm osi OZ.lozemy wigc wyskowié rdéwnanie
/1/ w ten sposdéb i '

o
H .

B0 c'l 0o T.d - W Bg e demn (il - S - BRI (G o 0 - T 2 W v b1
- T R Tt G NG LR D SR it i W e e vt U (RRBIT o d

s Bt e W B o 'nog e e w il s 13y odngdia
e8] g ¢e J n a o P T o F eggv ey B ans] opa s Wiz g 3 gil=
d em tedze s i O o

Zupeinie analogicznie do poprzedniego,mmozac pierwsze
réwrnanie ukzadu /1/ przez z, trzecie réwmanie tegoz uriadu
- przez x i odejmujgc nastepnie trzecie rdéwnanie od piexrwsze—

g0 znajdziemy 3 5 :

1 12 "
il e Y U RS S Sy W SR A
czyli 3

gt [ n/x’z - z’x/’] ity BT A - L RETP L S s T

: Wreszcie nmmozgc trzecie rdéwnanie przez y i odejmujace
od niego réwmanie drugie ukizadu /1/ poprzednio pomnozone przez
Z, otrzymamy 3 :

W/ z"y e y"z/ =2y — Y.z 3
czyli 3

%‘f [m/z,y"y,Z/} =Z.y =i 0000;0.9/9/

Réwmania /7/, /8/ 1 /9/ méwig nam, 2¢ poc hodn a

z
R Liedie mil e A g Al Tmie me e ot Beere it o Nd evd
g e o how Wz gleden -0 woosl N e g 0 s i
e st rdyndg monen towil s kY. deg s
£ a jgcej n a PN dkt ARG R Ly B el e
e Le'jze e e P

';'s-_:o»*ﬁ'g-. -

g e i R A ’\‘\\’\’\"ﬁ\‘t
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Powyzszg wiasno$é ruchu punktu materialnego nazywamy
83 a 0. B dmentdw il O E R4S P e R nte

Przypuélnmy, ze sita S, dzialajgca na pun¥t ruchomy sta—
le podczas zruchu znajduje sie w jednej i tej semej piasgz--
ozyinie, npe. z osig 0Z, innymi siowy : siXa S stale jest al--
bo do tej osi réwnolegis, albo tez jg przecina,Wtedy moment
s8ixy wzgledem osi 0OZ jest zerem, tjes

Yox =~ Xoy = 0.3

i réwnanie /7/ daje nam, ze

Lo fe/yx-vy]e o
% at B .

skgd wyclggamy wnioselk, Ze podczas ruchu punltu materialnego
zachodzl tara zaleznosé;

y’X"X’y=Cl ’oocooonoocooooooooooo-oooo/lO/

przy czym Cl jest cazg dowolnsg.

Zatem w rozpatrywsnym wypadlu 3

ARl e
Jjest nieczym innym,—jak 'p ier ws z g, ¢cai<¥ksg ukiadu
/1/ réwmaid rézniczkowych ruchu.
Podobnie, gdyby si*a S-dziazajgca na punkt ruchomy, po—
siadaza moment wzgledem jakiej badd innej osi rdéwnym zeru,
to mielibydnmy

XoZ ™ dek = 0%

i ZeY = Yoz = 0 3
skgd wynilvatoby, Ze istniejg dwie pierwsze cat -
¥ i uriadu /1/, mianowicie

X’Z_Z,X= ;.oovo.o.-.o.o.o...-..;o--nﬁ/ll/

Co
Z’y—y’z= 03 ; ....."'......'..'.'..“.../12/

Gdy sita S posiada momenty réwne zeru jednoczednie
wzgledem trzech osi wspdirzednych, co moze byé, gdy sita S
stale przechodzi przez poczatek ~wspbirzednych 0O, czyii in—
nymi stowy, Jjest sixg §rod ¥owg, wtedy mamy naraz
trigy ptle'rwoeizg e efs ¥ Rd, ukiady' rSwnad: yachu
zachodzg bowiem wtedy jednoczednie zaleznodeci /10/, /11/i

/12/
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Podamy teraz geometryczng interpretacje tych cazek pierwszych.
WeZmiemy np. wyrasenie y’x — x’y 1 zrobimy w nim zamiang zmien-—
nych, wprowadzajgc zamiast wspdirzednych Kartezjusza, wspdi--
rzedne biegunowe na piaszczyfnie X0Y, mianowicie /rys.20/:

xugeéso(;y= @sin o ;

Witedy bedziemy mieli;

0 ‘- ' » x? = g?’coso( o ?oL’s;Lng{ ;
i ;

y? =.§J’ sino + SJO( *cos X

Z tych dwéch =zazleznosci
wynikra, ze 3

; 5
e Feely &85 el 5
Yy : ; ' Niech na rys. 20 krzywa linia

SS?jest rzutem toru danego
. punktu na pfaszczyzng XOY,I°
Rys.20 jest rzutem punktu ruchomego

7y M; M(’) jego poZozenie poczagt-—
Xowe w momencie czasu t=t 0®

: Rozpatrzymy pole pZaszczyzny 07, ocgranictzone' przez promie—
nie wodzgce punktdw Mé i M 3 OM) i OM* i ukiem krzywej linii

$6’.pomigdzy punktemi M2 i M 3 MS""M’; pole to S; jest pewng
funkcjg czasu t, albowiem ono zmienia sig wraz z poZozeniem
- promienia wodzgcego OM?, punktu M?. o1k

Tavwo przekonaé sig, Ze
1l a2 S

as
1.5 1 0 ad 1o ¢
HE 25§ 3¢ of
wige 3 > a5,
y’x—x’y-—-?'d, = 20 —=

Dlatego tez pierwsza caivra /10/ réwnad ruchu /1/ moze byé
przepisana w ten sposéb g 3 \

as 2 -
1 3 1
grnaet oo e 0 BROR

at




.
O s
e A of
SRyl Czasczajge state liczd -
v 2yl ge x L10Z0Q %Cl przez makg literg c;, be—
3 dziemy wmiel: 3
3C
'J-U-W' - 2
8 X i 5
18 ""._"‘A' i = Ci =2 § (‘)> (x yoaaao---cuoooc/lB/
2 & 5 i -
‘cadkujac pierwszmg caike/i3/, znajdziemy;
3
S Sl_;le //'t g to/ 9","°-°°Gwveﬂnoa¢oan---o..o-o/l4/.
Y p o Lié, (o B s RIGE - s oo bl o 6 ol 8 = s . - W Y o 0 75 s S 0 |
b wodasz g cy b R punktu ¥ w-c hiomie.g0
e ey B AR G PR o7 - R 0T B e BN i AR
‘ Ioy, i e I = S a G -0 T RO Vil A0 i i o 0 0 4 5 e g R T
d o 5 s S Y te
3 - 4 “
4 Z powodu tel geometryczne] wiasnodel cailri /10/ da-
nego ulrXagu réwmad racku Yy nazyuamy te caizke /10/ "caix-
z ST k& pél *s
, " Zupeinie takx sazo réimania 3
o e o ieigiai= Cp i ! P e 03,
o wyrazajg, iz pols;zekreslone przez rzuty promienia wodzgeego
. pun¥tu ruchomege M / x, y. z/ na piaszeczyzny wspéirzednych
. X0Z 1.Y07Z, sg pr0porcgonalne do czasu ich zakreslenia,
r e
| Jezeli pomnogzymy odpowiednio réwnania /10/,711/ i /12/
4 przez ¥; y,z, a naditgpnle dodamy do siebie, to jek Zatwo wi-
i dzieé lewa czedé ovlaze ble zeren, 1 my ctrzymamy zalezno$é i
£ % = C* % + v + @V UD & OO QS e SO e TR e e s e l
v 0 kG Cs 2 /15/
Réwnanie /15/ mdwi #Ham, Ze w Wy p-acd it s il
8 eh e Peg Wirses Tl Ge LT T el Ul 0D gl Vi I AR T e
- “ W S°% y'c'h cazxek j'edn oec z,e §n i e, tjs" g d Yy
8.1 % 34 5] 3 sy Rl oh ! $rod ko wag, tox
R Po oy Srworkic ne.g 0o jies® kT 2y W
5 pxeas¥sg, p Rl o sy m ot AN80E. oligy AR IS S
t e j detem oAk e ok ik bl ol - B BTl A, 2o © pPrzez P O=
< € Z28:t-¢ ke WS 9 S g e g e e DA Ty BNk
3 :
» : récz tego jest 1xrze¥zg oczywista, Ze Piaszczyzna =
ta ©przecihoedzl przez Tierunek poczgtkowe] predkosci o punk—
Pole S.L = pole OMZI? jest rzutem na piaszczyzne XO0Y
, o < ErAy 5 LA
pois ‘5 to 'znagzy pola ﬂom, oplsancgo przez promien wo—
o gZgcy Ol punkiu rucholepd T IP0r] evey, cosinus Tgta, utwo—
3 rzonego przez piaszezyzug O I 1 XOY,, Jest réwny 3

e

e e g e i
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Y. 2 .

wige 3 ;Cl ;
$ =5 == } :
‘/- Qi +_Cg S C§» ; r
mm" VAT : i
E VETETE .
i e 5 Sl ' 4
g SRS Ty et o e gt Cl

‘Alg mislidmy, Ze ; : s
' et G R T

. Dlatego tez ostatecz~
j_ i - nie znajdujemy 3
| Z SR : b % p R0 . .
| G A L _ S=g/t—t, /| CT+C54Cs
‘ tj.pole OM & tez jesk

propoxcjonalne 4o
ttzasu t~to jego za=—
¥redlenia.Zatem mamy
nastgpujace twierdze~
. ndleg ;

! W - L

| punkt matew=
¥Fxalny i iperpe
B za s 1g pod
dja 1azx2anttem
s'i &y stale
przehodzgce}
prZez poczge®
tekx wspbi~
rzgdnych, §o
rédwnania ;i
*r62nicz¥owae,
gl doan g e e

nilie.r w s piels

cvoqa--oﬁt‘.lo-ocoo-;ooo-/ls/;
§ t
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najzywane AN R e L S p.o1"™ e 2b o BT
% a1 noe, Z e g e LR el B O D g8 2 s yany
Weporzednych polua; opisanego
PTrzt sz promnle X wodzgoy dauxego
Pk k-t riuie -l ol g0 < R S IR S < B o N 5 Pl B TR
Beeclmoe ol o0ig"sE a'a o TR zakredgl enia,

Prawo powyzsze , 1noszgce nagwe " z a s a dy pud Ty
nalezy do Hewtona. ;

e

V.Y

i 5 o R R o B 50

&3
Y
n

ada ol - Sl i o 5 R g B z a s ad a
B LG E T T g A S e e B e S A

Ers

L2

R6wnamnia ruchu punktu materialnego

B
i
b

w wislu wypadkach posiadajg prdcz caisgik pél,jeszcze jedng
caxkgy aby Jg otrzymad naplsgeny nastgpujace  tofsamodel:

a nastgpnie pomnciymy odvowliednio pierwsze rdwnanie /l/przez
plerwszg réwnodé /2/, drugie ré.manie /1/ przez drugy réwnodéd
/2/, trzecie réwnanle /l/ przez trzecig réwnods /2/ i dodany
wzajermie otrzymane rezultaty, wiedy =zZnajdziemy, Ze 1 -

m/“ x*dt + j "’dt + 3 "’dt/ = Zdx + YAy + Zdz 3

lecz bio:ac pod uwwages ze s

Przeblsze¢y poprzednia »dwsodd w iLapn sposddb
m/i?dx + yPay? + z'dz?/ = Idx + Ydy + Zdz 3

Poniewaz zad trdjmians

o G et g, Rl o ot e i b R




Przy czym v jest predkodcis punktu ruchomego w rozpatrywa—
nym momencie czasu t, wige ostatecznie mamy :

i/%»mvg/ = Zdx + Yay + Zdz Ry I e
W lewe] C$Q§C& otrryranego wzoru pod znal%iem rézniczki mamy
W1é¢kosé mv® t.js potowe iloczynu masy punktu ruchomego
i ¥xwadra jego predkndciy te wielkod$é nagywamy sizxzy
Zyweg , czyll engrgig "Tinet yecensg punk-
tu materialnego o wasie m i predkodci v, Wymiar sizy 2y
we] jest mastepujgey s '
f

i g

]

/_masa/ x / dxugodd/
/czas /2

W jédnostkach ukZadu - C G S, many 3

_&T ‘:..J“:_._Z.g_%-—-- o= Ge Cgas e
Togk/=:

<

Prawe czeéé wzoru /3/ Zdx + Y3y + Zdz przedstawla t.zZw,
pPprace elementarng /Jczasteczkowsg/
sixy S /X,Y;2/, dzlaiajgcej na dany punkt, podczas prze—

| sunigcia dp /dx,dy.dz/. !
Rzeczywidcie z § 2 rozdziaiu VIII Statyri wiemy,ze:

: g e e ey g pipaicn staz=ze ] sity
jJest = e e S el st A S I e T T IS SR A g IR - T B
ne j-s8izxy < il Vg 0 A v SRR o T oUE A < T b M ¢ e N Ry i T -
R ko Uou 3 e nEie. e D 3 e il a YU n Gl R s
bl L g N B S et

e

Zatem wedkug +tsgo okresienia przca sity S/rys.22/pod—
czas przeBunigcia v punk¥tu jej zaczeplenia A w kierunku,
tworzgceym kgl o z kierunkiem sixy S, jest nastepujaca :

‘ Pl S 040088 0F b

LS
WyobrazﬁJ sobie, %e si%a S zostaia <rozdozZonz nea trzy“jej
% sktadowe w kierun¥rach trzech osi Wspd}rzeanych 0%,0Y,0%Z,tak,

| . Ze:

it
3t

S e BdeE A8 AT
Y = 82008 £S5 X/ . _ 3

przesuniecie p tes rozloiymy na trzy jego skXadowe w kierun—

Fach tych osi % N\
?y = P COS j& 9

D= Da00s A




3

!
!
|

R g b R, SR R L SR A R e R e T B JR ar B S G B S B e S o

i

St -

woedy bedziemy mielil, 2e :

c08 K ='c08/5,X/.CO08 i+ C0S/S5,V/ »T08 M +TOS/S,2/+C0SY .
i

i zatem
Sp cos ok = S cos/S,5/ pcos A + 5ces/S,Y/pcos j +5¢0S8/35,%/ .

pCOS“;= }"p—.r+~:{p1y ok J'_I-J:.‘ o-)lﬂﬂ'ivlqntouoooo/A/
s o
Lavwazyny ,ze Xp., jest
pracy sidy X podczas” prze—
stmigeia py,anY jest pracg
SR LY SN sz jest pracsg si-
¥y Zs
2,4 : Jezeld 'sida’ S jest
N, i zmitnng, & przesunigcie
b punrtu - krzywoliniowe,wte—
>\ dy dszielzc Zuk kriywej Aa.
R Peepiot. /rvs.23/ na nieskotficzenie
., mate elementy, za pracg siiy
: ?\\ : 9 pnodezas przesunigeia Aa
$ EJA - punkiu jej zaczepienia,uwa—
- zAamy-grznice sumy prac tej
sity dia ¥azdego takiego
nieskordczenie matego prze—
Ryso.22. Suiagias puixctu jej zacze—
plienie,

Niech rdéwmania krzywej Aa sg nastepujaces

=Wy YU s i
vezell six¥ S jest tez z#dang,., jako funkcja czasu t, to jest,
gdy wszystkie <irzy Jjej skiadowe sg znanyri nam funlcjami cza—
su t, a punkty A i a odpowiadajg momentom czasu t = to i t=t1,
weedy wedXug dJdefinicji begdziemy mieiil, e : :

g § "
praca sity S = P = lin ) S.ds.coso= lim » S.A'A cos ot

Jezeli wspbirzedne punpktu
A7 88 /X.¥\0/s & pudktn A

X+ X, 7+ Y, 2+ &2,
wtedy mozenmy przy wyznaczeniu
granicy sumy wzigé dx,dy i
dz;zamiast & x,/ &y, ogs

i. napisadé, Ze :

1lim gﬂsoﬁ?ﬁ"o cos X =

il
o VRGP o s e Al

f"t
O Al

Rys-23.
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poniewas na zasaizie wzoru /4/, manmy 3

SE7A".c08 o = X A x + ¥ ay + 2oz =Idx + Yay+ Zdz + nie-
glroiiczenie - maZie  wyzszych razedlv,

Zatem trdimien 3
Xd¥ + Ydy + 2dz = Scos/S,ds/. /ds/

przedstawia pracg sizy S/X,;Y,Z/ podczas przesunigcia/dx,dy,dz/.

Z poprzedniego z _Zatwosciyg wynika nastepujgce twierdze—
nies

¥ 18 ca St Sty prg ik e e Y et O B S T
dowolnego LR st e el a jest r 6 w~
3 AR R B s e oty SSin T i o o je sk adowych
podezras RS A s 0 g te D er e N dagioe. ok e,

Rzeczywidcie niech wypadkowe W posiada.skZXadowe sity..S,,
P Ozrnaczymy przez X,Y,Z, stadowe wypadlo—
wej, a przez X, ¥.,.B., skXadowe sizy Si/i R - T s TR g

s Vit g
b 3

SQ’SBQQQooQGQS

Wtedy meny, Ze 3

X o Zi A X2 + eeoo.o-oao'-ouloootooo+ Xn ]
Y = Ii i YZ + oeaooooaoeoovooco.po.o+ Yh ’
’ Z = Zl + Z2 e PG P o A P R Zn ’

skad piaca siky ¢
W=Xpx+Ypy+Zpz :531+12~43on+Xn/px+/Yl+Y2+co.+Yﬁ/py+
s 25 Zo + oo+l /D2 =

e - =3 '/_ “ S ~r- x 3 : (54
= /leX+Yi§y+blpZ,&,Jﬂpw+f;n +Z2pz/+q9u.o+/XipX+Yipy+aipZ/+...

g e il 8
T S x =
s any+anZ/
= praca S1 + praca Sa +scsssest praca Sl..,..o+praca Sn CoDed.00e

CaX¥ujge xdwnaniz /3/ od poXozenia Mo W momencle té
do poXozenia I punkiu ruchomego w morencie t, otrzymanmy
3 i t
1 2 N 2 7 o Anps i 3 e i «y ¥ ?
IV =5 mV = S EAxAYAy 4207/ = - o /EEIAYY 422 /At vene /5/
: . /

: iU

0 ol 6
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: ¥0w323zy wzor wyraza nastepuiges wikasnodé ruchu punktu
raterialnego ¢

p.fxz-yar ¢ 8. % Goila TR el ety etz nee 3

oI R e R s i o O s R e PR iy % O - i SO LT I S R
cy =T EOY B na b en o s s il e o B2 a0, LS Sl L WG -
e DR Osdt e gliae i g oW o 0 e - A N B - 3. ¥ o
5 u £ E ST s

Tawaznza wZasnoge ruchu punliu materialnego nie zawssze
daje caikq réwnzi rucau, 2ibowliem, aby obliczyé prace sity,
tdo zraledd caZlg:

it

0 e e R AL T B
/t
; o

masiny posiacdad wszysiliz wiellodeci, znajdujgce si¢ pod zna—
¥iem cal¥i w posteci funkcji czasu t,; innymi~siowy rdwnania
ruchm punktu materisizzgo muszg byé juz zcalkowanymi, a2 my
przeciezdopiexro poszutujemy cei¥xg tych réwnan. Lecz istnieje
wieletalkich wypad%éW~ odpowiadajacych znacznej liczbie siz
Spotykanych w przyrodzie, Tiedy mozemy obliczy¢ powyzszg cai—
¥e, tj. Dprace sily, nie majgc rdwnand ruchu puntu zsailkowany—
mi,innyri siowy, nile zaszjgc toru punktu ruchomego.Wtedy powyz—
sZe prawo energii ¥inetyczrej rozwoli nam napisaé jedns cai—
k¢ rdéwnand ruchu rdzniczlowych /i/.

Catke pracy mozemy obiilczysc W tyL wjp.liku, kiedy tréjmiang

Xix + Ydy + Zdz 3

‘jest‘ R vl § e e e U el A 8 ) zZ 4 peinag, tjo gdy istnieje ta—

a’ funkrcia 2
4 5 J /Xs Fo 2/

rézniczka zupekna ktérei jest rdwng powyzszerm tréjmianowi ,in—

nyni siowy; gdy 3 8
du 2
a7 = LT ey + =V gy +20 4p = xax + vay + 243 .
O ox Dy Jg

z3 ' rownodé musi zachodzié dla 4 o —

PorniewaZz powyZzs >
ik o R i ol ke nilesl-oiczenie ~maXych dx.dy,dz, wigc ona jest
réwnowazng z tel-iexi ,rggma réwnodciami ¢

Dot B RRe
A = §
D E
z :
Yz ‘UU 2 thoooonoooooeoc-oooooooocoo/s/
T /
Dy }
f"?. '
Z = ."‘ELE._- 5}
= )
) &




—T 4

s Zatem s¥*iadowe sity, dziaXajgce] na punkt ruchomy, w
kierunlrach osi wspdrzednych CX, 0Y i CZ mmsz3 byé rdwne po—
chodnym czgstkowym wzgledem odpowiednich wspdirzednych od
Jednej 1 tej samej fun¥cjii U/x,y,2/.

Pankcja U/x,y,z/ nezywa sl¢. funkc jg six ;-
funkecje zad V/X,y,2/ = — U/X,y,2/ nazywamy funkc jg
potencjalng i nmbwiny, ze w tym wypadtu siy X,Y,2
posiedajg potencjax sii. '

Z réwnad /6/ wynikajg nastepujace trzy zaleznodci

B
dy Dx
__D_.X = 937 » /7/
Dz Dy : :
S e i
= e
o e |
Rzeczywiscie,np. pierwsze dwa réwnania/6/ dajg nanm, Ze 3
oy D /90, 3%y
’ay Dy ax ay_ax
3
0x D x Y 0xdy

a biorge pod uwageg, ze rezultat rézniczkowania nie zalezy od
porzgdimu réiniczkowania, otrzymujeny pierwszg zaleznosé/T/.

W rachunku caikowym udowania sig, fe warunki/7/ sg
Aietylko niezbedne, lecz i wystarczajgce do istnienia funlkecji

six U/x,y,z/, tj. aby tréjmian

Xdx + Ydy + Zdz 3§

byx xrézniczlkg zupelna,‘réwnq'dU; wtedy sixy posiadajg poten~
cjax siz. :

P e

' Gdy warun¥i /7/ sg speirnione, wtedy, aby wyznaczyé funkeje
six U/x,v,2/y postepuieny w ten sposdb; niech mamy 3

dszd-X+Ydy+ZdZ ;’O......‘.Q.."..'-.."../s/
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przy czym  X,Y 1 Z sg znane nam funkcje zniennych x,y,z; utwzo—
rzymy caikg: : :

: ’{X/ X’ygz/d.x-"_-(-L}/X,y,Z/éon-oooooooouo'?.‘./g/
PYzy czym, przy caikowsniu jej, uwazamy zmienne y i z,jakeo

state parametry.Nastepnie po znalezieniu funkcji & /x,y,z/ wei—
mlemy jej réizniczke zupeins:

iw = :)m—dx et dy + -—-——-di\w Z Xdx + -———dcbu} a2 —-—-—-d?.‘w z3
Ix 9 y vz D Y vz
albowlem ze wzoru /9/ wynilra, Ze 3
(BLO
(o : = X / X’y’z/"
g x

Odejmujgc otrzymsne wyrazenie 4 ze wzoru /8/,znajdz ie—
my réznicg

; o~ N
AW -4dWw =/Y~- —=2/Ay + / Z - wa/d.z;
| 9 Oz
S
niezawlerajsgecasg zmienne j— xe. Rzeczywid-

cie, wtedy pochcdna wzgledem x od tej réénicy musi byé rdwng
zexruy owa pochodna Jest g3

0y 9% A Z Mg o "
ik - Lo -{’_ = / i I 2 X
e r:)xray/ ) /?;X Oz 'ax/ . [ Fx 3:9’ i

+/sz g

/dz = Oa CobndeOo

/ BX ‘ 'D %
Zatozymy 3 “
D : s 70 ¢
0.3 2z
i otworzymy caxke ¢ o
jl”:/ y,IZ/ d.;' = (.P/y,Z/ ;looncooqao‘.'../lo/

7

przy Cczym gnowu przy cailowaniu tej caili uwazamy z, jake wiel-
ko$é staig.

Bierzemy rézniczke zupeins znalezionej funkecji (P/ Y,2/,

mamy 5 ..
, ,. ¥ ‘alp Qe

d = dy + dz = Mdy + e———dz;

¥ oy 4 L Gag) e ¥, Dz
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poniewaz
pL;
Oy

=  Wy,z/ 3

1 odejmjeny jg od wyrazenia Mdy + Ndz, wtedy otrzymujemy rdz—
nice 3

aff e ) = Mg 0 /e e /dz 3
' (4 o
n.fegawiagra in ey deunds etk Xy ani
Boed e -Avgelecy Loy idick o Jie dn o Ze

Utworiymy i zcaxkujemy mnastegpujgcyg caike 3

lf T {aq’
//1\'.’ [ / dz = U/z/ + 0;0000'00000-00/11
! ()z : &

przy czym C jest staxg dowolnsg calkawania.
Mamy wiec, Ze

£ ¢4 3 24 %2t AR OE

te

skgd

: /}du-aco‘,‘-dcp/:ig/z/;c;

U =W/x,5,2/ + P/y,2/ + Y/z/ + Ce

Powyzszy wzdr d=Zje nam poszukiwang funkcje six U/x,y,z/,
albowiem jej rdsniczka zupeina-jest rdwng trdjmianowi:

Xdx + Ydy + Zdz .

Rzeczywidcie, na podstawie wzordw '/9/,/10/ i/11/, mamy,
ze 3 .
%
AW=d W + 4 @ + dJ = Xdx + :égldy +-jéﬁldz it 3 e Ségl /4y +
B g 'ay ’az ?y
Dy Q9

dz + Zdz -~
%y °(az

+

dz = Xdx + Y4y + Zdz.

Iatwo zauwazyé, Ze powyzsza metoda jest osnuta na tym, zZe
wyrazenia g 2 “
sz__")w L9 B~ Qw 3
’b y ; '3 Z
nie zawierajg zmiennej x, a wyrazenie 3
0
v R

nie zawlera jednaczednie zmiennych x i y.

e

¢ ® 4 B &0 &k e e LEL I LY VY

-
Warunek, ze M i 1T nie zawierajg zmiennej x, analitycznle wyraza
si¢ w ten sposdbs = e
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t J AT 11 ~r i o e oy Y3 Acet Arand - ¥4
e 4 LlITeYy X i Zewicera. analogicznie, gdy sg speXnione

L SP gt e =
spexniony, wtedy =0,

T V) s T me L e,

pozaostake dwa wariz‘. LT/ swbady” d ke zawlers o Fitery x; o uwye
- (\‘ 3 3 o oy . 3 - > :
razenie I7 “_:~6—n-rcg rgRlcoes o mmdvii bery o anEnben TT L Dol ;
Zatem warunlki ,
&% e g c.e

IS -

e L e DU S Lo owoarss s T
Qja isinienils potencjatu danych sif.

Vyoby aéay Wige ﬂw“iﬁs Ze dene siZy posiadajg funvcje six
/s ¥tdre wyenaceywy povyize przytccezonym sposobem, wtedy

/ XyY

’
réwmcsé

O g
04 w

~
e
2 i % v
A/ me—Sgeee /o Ydm o+ Ydy + Z0z 3
it <1

pPrzy czyn & T G T L ) 2
wigc ostatzczris ;
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wigce, 2o gdy potencjazr sizy U jest niezalezny-od
pracae shodczcona nie zalezy, ani od-drogi, *°
dany punt - przesunsX sig od poxozenia poczgtl-o-
do po¥stenia odcowego M,s;anil te% od czasu,zuzytege
na - owe pIAESuaiﬁw S

azyss iz funbcia it U /x,v.z/ moze byé fun»cjs
7 A0 hg < g R M T ) Tt wi®eloznaczng,
funvc iy jeinuznaszng;wﬁeéy:wartgéci Ul i H2 e

*térej puntt
do puiozenia mgo

pomigdzy poO—
%cztaunu tej-drogli i w
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cg wzdruz caZej te] drogl zamknigtej, wtedy ta praca sizy S
wzd¥uz czle: tej drogl jest réwng zeru /rys.24/. .

Gdy zad potencjak sii jest wieloznaczng funkcjg zmien-
nych x,y,z, wtedy praca wzdiug zamknigtej drogli naogétr nie
Jest 1rdéwag zsru.

Jaxo przyriad Wieldznacznegﬁ potencjatu six rozpatrzy—
my nastgpujacy ruck / rys. 25/ 3 niech na punkt materialny
dziaZa siia ¢ : ' 5 gy

&t
: s Pt d
pozostajgca stale prcestopadiay 4o
promienia wodzgcego r punktu ruchomego. \‘
Rzuty sixy S/X,Y/ n= ccie wspbi— : ;
rzgdnych OX, OY sg: 2 ' C:7\\'
Ce AT e v Ly
X ; .—_}'slnew—- ru - o .Ml——} /'

m km X \ ;
Y= == 008 0. = it . W

Praca elementarna siXy S jest
wtedy taka -
Rys «24,

Xdx + Ydy + Zdz = ~K% /x4y — yix/= _EEQEQI:%Q§/=

- = X +y

.00 % Al 1
_“,_}%35__£"“_

' e

2 2
2 I i1 ._l y ;
x° 1+ —;2—

= km 4/ arctg -%—,/ = dUe

Tec - funkeja gid -Fest g

U = ¥m arctg "%f
lecz
% n-y-— — ;
= tg 6 .
zatem ostatecznie znaj—-
dzieny

s

U—'-’»kme.

e

Gdy punkt ruchomy zakred$li tor /I/, omijajacy peczatek
wspdirzgdnych O, wtedy praca siiy S wzdiuz tej zamknigte]
drogi bedzie rdéwng zeru, rzeczywiscie 3

U, ~U; =¥m 6 ~¥m 6 =0,

~ <.
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e [
przy czym © jest lytetn
odpowiadajacym poczgtko—
wermt poZozenin pun>tu ru-

Wi chiomege M.
- %3«;;? - - Gdy za$d punkt M* zdkres~
e ahe \ 2% 11 tor /II/, =zawieraja- »
1 f *f“{\ 4 § cy wewngtrz siebie po—
» e E czgtek 0, wtedy  praca
3 i Bl . wzd¥us tego zamknigtego to— i
@1 % N £ !_,#”N\\\\ 1 -bedzie juz nie zerem,
\;~M N ‘//?:w,/; M lecz -."7 ’z §
e i v 4
ey U~y =m G i 7 =
{ 22 : / i 6’
fmw{ 8 H‘ foty '
] q 4 =2km A $ O,
gt RS - & 1
gy,\x s W/g/x Jezeli punkt M’ obejdzie
! e tor /I1/ p razy, wtedy pra—
ca wzdiuz otrzymanego toru ;
158 .25 zamknigtego bedzie taksg:
b G
U, Uy = Tm @ ‘,-9 w - 5.5 TR U ¥ 0. .
- "_i e’ i
Z poOTyLSzeg0 praykladu widzimy, 2e praca wzdiuz zattnig— 1
tej drogi nize by¢ nie réwng zeru, #lbowlem y tym przyktadzie
fun¥kecja aii; cuwyli potencjax U = km arctg jest funkcjs
wieloznaczrny zmieanych x 1 y o b
Ty Okexe igy sobie, %e punkt ruchomy M/ x,y,z/ zajax poxo—
genic N ofy 503 5% /9 i si%a na¥d dziaajgeca posiada paotencjax g

Q

siz U/ x,y,M/, Wtedy pewmerm poZozeniu /xb,yoyz / punktu M od-

powiada

Rrsyrownany funkeje U/ x,y5%/, DPYzy

Tredlona

U/ %55 Tor 2o/ = Co

wartadé potencjaiu Us

oy
L

CZyMm X,y,7z 5§ wiellos—

eiami cnmisnnymi, Go stakej C, otrzysamy nastepujgce réwnanie 3 &
L
U /X,¥y2/ = Co
L
= Riwnanis tc przedstawia powlerzthni¢;przechodzgcsg przez
punkt grzestrzend Mo/xo,yo,z /% funkecja siz we wszystlich 1
punttach tej powlerzchni posiada jednakowa wartodé stazg,rdw—
ng  Co Puwiernchnia ta nazywa sl¢ powiler Zchnilgsg
¢ wn y o' vpigtenecjatdw coyll o ekwilpo
: T - M i SN s powilerzchnilig.Staxg C nazgywamy
oo e R b S G T T e L NGO s T i B L A G T R P
udv potencjak jest Jednoznaczny, wtedy praca wykonana :
przez sitg, dzlalajacg na punkt I, gdy on, po wyjéciu z pew— *

nego pqw”." LD l\/A
jakgs drosy

na powierzchni réwnych potencjazdw, zakresli

= h puNIOCi do drug*ego pofozenia M2 na tej samej

3

#
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powierzchni U = C pozozonzgo, bedzie Yoniecznie réwné ZEeru ,po~ ,

niewzz we wezystlzich vun-tach powierzchni U = C potencjax po—
8lada wartost staie /u,ionu/ -

Jegsild many dvile powlsrschnie réwnych potencjazéw

U //x'i._fi?i/:*“ci_ i U/x%,ys2/ = 02

b PO

wtody praca,wylkorana prmez siXe podczas przesuntgcla z jakiego
bgdZ potozenia nz ;a”ve- ﬂow*erVChni /Cl/ do jarxiego bgdZ pozo—
genia na drugleji powisrzcani /, zawsze jest jedng 1 tg
samg i1 révma sig r 6 z -~
nicy wartoscl para—
metréw tych powierzchni ;

’,.,..} 02 g Cl .
i ;\f Ze wzoru /12/ wyni-—
O P ka, ze Yazdy raz, kiedy
My PO L punkt ruchomy, podczas
/' o swego ruchu, przechodzi
J,T/’/f’ﬁ‘\ przez jedng 1 te sams
- R i powierzchnig réwnych poten<
e L . c¢jaxéw, to on posiada
. , fare TR jednakowg co 40 wartodci
: i e liczebne] predrodé v;
- zmfenia “sig tylko kleru=~
nek predkrosci Ve
Poniewaz Yieruntk
: sily S /%,Y,2/ jest okres—
Ryse 26. P lony za nomoc@ wzordw 3 '
X
BOR/S 5/ : 3
1/ ¥ o +22
COB/SsY/ e *
X’x? +Y2 +22
Z
c08/S,Z/ = - s
oy 4

a cosinusy kgtéw pomisdzy normsing dodatnig N do powlerzchni
réwnych potencjaidw 3

i agy ol = il

i temiz osiaml wsplirzgdanych CX.0Y i OZ sg mnastegpujace 3
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Ciasm il g T <
V --———-.»; e prbite w! - for nresin g

D Xf 7)'.7' :;}Z_;‘-.
C:U
cos/N,¥/ = S - -
I T ) 3 7
,./ ?U’é 2 | l’)t
, 1/ 2] P ]
“/ [ Px] 23 2z
&% 1y
e
3 cos/N,Z/
5 ‘+£@gf 4-;3U[2
L/,@x/ ddvi }92;
Przy czym -’-":)—E—=x, 2-2—-=Y, ‘?Uwzzf
2x Dy 2y

ER b e bt e

wi¢c klerunelr sizy S i rormalne ¥ sg zgodne ze sobg,innymi
sXowy 3 : %
si*a S, posiadzjgca potencjax i dziaXajsca na pun¥t m=-—

- teriainy, jest sklierowang wzdiuz dodatniej nocrmalnej do od-—

powiedniej powierzchni rdwnych potencgakowo

Wyznaczymy wyrazenie -rzutu sily S, posiadajgcej poten—
cjak sit U/X,y,2/na
kiertmek styezneg do da-—
nsj krzywej linii.Niech
S s 7Xys. 97/ LL? jest owg
\ g e iy, 1 inie & BT stycg~
: ng w puntcie M na tej
Yrzywsj«Cbilerzamy dowael-—
¢ § nie pun¥t C na Trzywej

= ©

- M, L7 1 bgdZiemy uwaZa-—
,i;/' H[nggr\‘\\\\‘ i go, ja¥o poczatekx Iu*

' ¥ Fravie j.Stycazng MT o
o g sir.erujemy w strong

wzréstajgeych,czyli do—
datnich ukdw,.Gdy punkt
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\uﬁa———ﬁix ——-dy + 235 s =, s VAR o 2/ds =
Dx Qg ’ax T)Y ds 'Dz ds
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%2 drugiej zad strony tréjmian :

30 .dx ,PU . dy ?U dz
TR W Yny T vmm e

=5 [cos/S,X/,cos/T,X/ + cos/.S‘,Y/.cos/’T,Y/ + cos/S,Z/.oos/T,Z/J-:
e S‘~’~‘0.S/'S,"£’/;

wiges

Boos/S, T/ = et i i ebig bedel adiundr e int van
Przypudémy teraz, ze ¥rzywa LL’ przecina prostopadle po-—
wiexrzchni¢ réwnych poteticjaidéw U = C/ rys.28/.wtedy styczna
MT do Yrzywej LL’ w punkcie przeciecia si¢ M bedzie jedno—
czeénie normalng w tym punkcie M do powierzchni rSwmych po—
tencjatéw. Oznaczajac
przez dn element normal—
ny, moZemy powyzszy ele—
ment krzywej ds zamie-
nié przez rbézniczke dn,
bedgcg teZ wielkosclg do—
datnig. Na zasadzie wzoru’
/13/ mary wigc, Ze 3

S.cos/S,N/= _QQW =

o0 . 5w
= Ers2- g

o o
o

dz
dn
_Wyrazenie %g-nazyyamy
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N

zwykle pochodnsg
noG-rome lng .lecz wier
my juz, ZzZe siXa majgea
potencjax, jest skierowa—
ng wzdiuz normalnej do
powierzchni U / C; zatem
jej rzut na normalng jest
+ Ss-1Iub-tez — Sj

stgd wynika, 2Ze 3

Rys .280
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wtedy warto$é po-—
/ wzraste wraz 7z N, tjo w kierunku normal-
czia dn » 0. W tym wypaddn normalng MN nazy—
a n i g ¢ Dodatmia normalna jest s»ierowang w tg
treeni, W oI crej rétnica U/X,¥,2/~C, bedaca na po—
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Drredlimy we wzorze /12/, przedstawiajgcym calrg-
enexrgin ringtycznej, statg dowolnsg CJ o Gdy warunki poczgtlowe
8% takle, Ze pray t = t ,; musl byé ©
X=X, VYo B 1/ %7/ =2,/3°/5 =", /2"/ LAEE
0 o 0 3 Ll )
2 2 2 2
N M a8 D e R
2 ;
tanym. siowy, gdy wismy zgdry poczytkowe poozenie 1 poczgt—
owg,  predkosd panktu ruchomego, wtedy hedziemy mieli
2
Y’
S = U'/}tosyoazo/ O
2
2 wigoe masi byt
"13'1'2 mv‘z '
il OV = Y — T
it ..:,"'" """.z"(‘ ltrg .U./X9'y$‘2/ U/Xogyo’zo/aou--a.c.o-o.onoo/l4/
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s U v a0 P n ey s waty v g ¢l - pox
s o S - R i T RS e S S S | R e Wi TR S SR o B R o BN B S A T
p2ak tu oo = e
Gdy U jest funkclys jednoznaczng, wtedy wartosci U, jak
wiciiy, nie zalezg od ksztaxtu drogi “pomigdzy odpowiednimi
Dot ot eniami

/Xc’yo’zo'/ 1 / x,v,5/ punktu ruchomego.
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Dla dowolnej drogi. pomivdzv Ly,
otrzymamy jeden i ten saw DJrzyrost 2norg
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U/x,y 2/r6vmanie/14/ wyraza prewo

- e« - N < s N SRR e €s T I T il O R i e o
z2ywe}j T b UG i o R b ST T O e o TR Y St R S

Jezeli zad potencial
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Wzéxr /16/ wyrasa wZasnosé ruchu punkinu pod dzisZaniem s
posiasdajgcych potencjax, z vwane ©preaewem zacho-=
wanie enerzxrgiil s Tc prawo mozemy wysdowléd w tsn spo=




Istnieje wiele si% majgcych --potencjax; najprosteze po—

§rod nich sg: 8 1 % a ¢ -Lig g T od8ho iy e iy
Pegez v cidig ghandla i
A

& o'd p oy chiEgrng as goy S5
z2lezne Jjedynie ol odlegogel od Siodka.

W-yp s d wru ieriioyiNlieii e 4 ko E ey obleraiia
0$ Uz pionowd skierowans ku dozowi, bedziemy mieli, zZe :

XZO, Y=O’ Z::mg.

Wiec wypada, Ze praca elementarna siXy ciezlodci jest :
Xdx + Ydy + Zdz = mgdz = 4U -

i dlatego 3
U = mgz + C,

przy czym C jest staxs dowolng calkowania. Powlierzchnie rdéw-—

-

hicn potencjaxéw sg wtedy mnastepujace /rys.30/:

mgew = C =05 egyli ¢ 4 =Kk

e

Irzy czys Xk jest parametrem powlerzchni.

Siza ciezkosci S =Z=mg
jest szczegdlnym wypadkiem
0 3 sity stazej; w ogdlnym wy-—

o —— padku sity stazej mamy, Ze;
,,i//:;'.k /’ i 1
o Mitvz/ [ X=A, Y=B, 2% =C
/ 1 i
/ '
/ ; : f/f ' i1 proca elementarna tej sizy
- ne jest:
i %
¥ V7 é@:Z' Xdx + Ydy + Zdz = Adx +
+ Bdy + Cdz = d/Ax +
. + By .+ Cz/ = au,
skad wynika, iz potencjaz
Rys«30. jest tari

U /x,y52/ = Ax + By + Cz + Conste.

Powierzchnie réwnych potencjaxdéw sg paszczyznami do
gicbie réwnolegkymi, mianowicie ;

s

Ax + By + Cz =k

\

1 ¥ Jjest parametrem tych pZaszczyzn.
W wypadku s1% “§drod¥owych ,tja
sl skhierowanych do staxego $rod¥a, ¥tdrych wgrto$é liczebna
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%aeleing. jedyate~dd odlegXodel od tego drodva, obirrzay 6
:8rodek, jako poezgtek wspiirwednych /frys.3l/.
Niech na punkt ruchomy M
‘ dziaza sita S, skierowana
Ty wzdiu prhmienia, wodzgce
M g0 MO o M ¥u poczgttowi
Mz w wypadku sity przyciag
: : i od poczatrku O ku punkto

; Sl : wi ¥ w wypadlu sity odp
; ! : . ohania. Oznaczymy diugosé
P : OM = r, wtedy mamy, ze:

— : 0M2; r2 =X + y & 25

g ' Zaxozylismy wyze],

. wartoéé liczebna siiy S

V-A/xyj jest Yedynie
e : IRk eija Xl

Y

Rys e i S=1%/r/3
Wtedy mamy wzory

X =5 co8/S,x/
Y= S cos/S,Y/
Z = S cos/S,Z/

wa

ne

& wige jest oczywistem, Ze

I+

cos/S,X/ = cos/QM,X/ =.:

X

R
cos/S,Y/ = cos/0L,Y/ = £ ﬂ¥ﬁ :
c08/S,%/ = cos/0L,2%/ = T —Z- ;

Foe -a - -

przy czym znek "+" odpowiada Tierunrowi od O Wu M,tj. s
le odpychania, a "-"  ¥ierunkowi od M Yu O, tj. sile przyciag
nia, jakx na rys. 31, Wigc mamy ‘3

I+

X == s -——r){—- - f/r,/

= Do

'+

i g
i W5 i o A
I 1 -‘l &

dlatego tez praca elementarna takich sit jest

Xdx + Ydy + Zdz = i xdx + ydy + zdz 4 £/x/ 3
: Ydy. + Zdz ; L
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Al
X4 pdy & 2dz = %’d/x2 i y2 + 22/“ %d/re/ =rdr 3
patcm 3l +
Xdx + Ydy + 2Zdz = = f£/r/ dr’/,

innymi sXuwy, powyzszy trdjmian jest rdézniczkg zupeing 1
dlatego odpowiednia funkcja siz jest ¢

i
U/x,72/ = = | £/x/ dr + Const. = i)/.S. dr + Const.= F/r/.

Znalki i-'ﬁaja tu znane juz znaczenia, 5
Powierzchnie réwnych potencjaiéw sg powierzchniami ¥ul,
o $rodlrach poXozonych w Srodku sity S. Rzeczywiscie

; v / 2 X
T g F/I/ 2l s e +JV X2 + y + ZQ 3

wigc 3
U = COIlS't., gdy r = COl’lSt.,

gzyli 2

ke

X2 * y2 e ke
3 £ £ Cq’bo'd’Oo

=T

V szczegdlnym wypadku, gdy sixa S5 Jjest sitg przycigganisa,
lub odpychanila wediug prawa Newton’a,wtedy potencjax jest s

Biie o / Sdr + Const. = & / 1"’; dr +:-Const. = ;: 1;m +Const «
= 3 r 2

SR e

YMozemy wogdlnié poprzedni wypadel, mianowicle,gdy punikt
ruchomy” zunajduje sie pod dziazaniem V»ilku si%, skierowanych
do $rodrsw st a %t yech 1 zaleinych jedynie od odleg-
od tych $rod¥déw.Dla prostoty ograniczymy sie do dwéch
$rodléw przyciggania.

N

Niecn mamy dwa stakze, nieruchome $rodkl przyciggania
0, % €, o wspéirzednych /al,bl,cl/ i /a2,b2,c2,/ i niech na

pun¥t i x,y,z/ dziafajg od nich powstaze siy
ol A e
przy coym oczywidcie / rys. 32/

2 2 2
x3=/a, %/ +/by~y/2+/015/°;

wtedy bgdziemy mieli:

ro=/2y /24 /by y P4/ 02/
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|~ N_ﬁf;k*ﬁa 202 + .
P e g przy czym :
ol él g‘ § .~ Xy=5; .c08/5; ,X/=5, coa/M0, ,X/=
5 ’ 4 g ™, A8 :
i.”r’y : l'l‘f i‘,'bz y . f / / al =N ;
R e
) i
v O e ; Yizsl.cos/sl,Y/=Slcos/M01,Y/i
R =y
: . N LT . S
A 0 S8es v
Rys.32 T
¢, = 8

%y u:,Sl.cos/Sl,Z/-——Sl cos/MOl,Z/ = fl/rl/. }

; %
% analogicznie wzory dla X5y 1, iz Z, 3 wlgc praca elementar—

na dwéch six S1 i 82 3

Xax + Yoy + 24z W AR Mo s Yo M- Rt $.ins
3
o /B = x/dx + /b, —y/dy_f /ey = z/ﬂz v Bl

L

: Al
Ale wiemy, %e 3 :

/hl - x/dx + / by — y/ay + /ci —- 2/dz = —1,4¥y 3
’_ ;
/a2 - x/dx +/b, = y/dy + /ey T2/dz2 = rodr,
wige otrzymamy ostatecznie; 2e $

Xdx + Ydy + Zdz = = fl/rl/a?i;— fz/rz/dr2 3

’

a wigc funkcja six bedzie

U= - //(fl/rl/drl-//fé/rz/drz + Const, %
Analogicznie postgpilibyémy w wypadku wielu Srodwéw 015

02...."..‘011'
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Hozpatyvoymy desscws  jedon “prayricd mysnacnania  potencie— -
fo¥niech sika S, dziaXsigea na punitt, jest* prostopadis do osi &
gtatej i zalesy jedynie od odlegkoscd gwr%+u do tej osi,.
- -
Cbierzmy o¢ 0%, jaro dans 0é /rys.33/, 1 zakoimy np.,%Ze
sita S jest sidy odpychajicg, wtedy otrzyramy s «
= £ /M'M/= £/x/ % i
B
iz o R ok x2 + y2 -
M'/z _
~\{i{ Tlatego tez : 4
Tl w=Ee g/1/5 =L . £/x/4 <
£t ‘
7 M/xy,1/ e <
{\\x <«
o Praca elementarna
Lo Ee) jest 3
;A
0 X L Xdx + Ydy + zdz = -
A e ; b
» A Yy o Xdx _+ ydy f£/r/=f/r/dr.
. F o #S
Tieng A X
e Skad potencjax 3 .
™m ;
/ky/ = /’f/x/dr + C=F/r/+ Ce g
J 3
Y Zatrvazywszy Jjeszcze, p
Ze gly skiadowe w klerun—
. . rach obrenych osi wspéi— P
“ "Rys«33. rzednych sity S, dziaxzajg—
nej na punkt ruchomy, zalezg jedynie o4 odpowiedniej wspdx— 1
" rzednej, innymi siowy; gdy memy : ;
g © — . ° > ,/ o °
| T ey Ty Wy e L) ,
| wtedy jest rzeczg ocazywistg, Ze praca elencntarna takiej sizy ,

S; bedzie miala postaéd;

de + Yoy + 720z = 1/x/dx + Lo/y/dy + f3/z/ dz;

1 vawsae 1qtnleje potencjai

]

U/&;y,u,'— {ﬂf /X/dx-+){ 2/y/dy + /ﬂf fa/dz' + Const.

L2

W wypadlu szczegélLym moze Adarzyu si@? B s

A £y/%/ = fg/y/ = 0 &
innymi stowy na punkt ruchomy dziaZs sika S=7=f./z/,prosto-—
. padXa _do stuXe} praszczyzny- 0¥ 1 zalezna jedyniZ od‘odleg-
Zosci Z do tej piaszczyznys
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. wtedy funkcin 81t T hadoie ;
J U At o ){ f3/z/dz + Const,
r i
Le Zasada - =nerzil kinetycznej posiada wiele rdéiznych

zastosoward w pagadnicniach technicznych.lp., gdy mamy moz-—
° noéé obliczy¢ pracg six, dziaXajgcych ~na sryig.poruszajgcg

. 8ig ruchen pustepowym,wtedy mozemy okredlié zmiang,ezyll

'] przyrost predlkodcl te) bryy, i odwrotnie, wediug zmiany

predkosci ruchu bryly, mczemy okredlié wertosé liczebng si—~
2y S, nad dziaxajgcel.

Tak np, jezeli jest nam znany wykres %Zaleznoscl clsg—
nienis gazdéw prochowych od diugodci drogi,zakreslone] przez
pocisk wewngtrz lufy dzieza, wtedy be¥podrednic mozemy otrzy-
mag predrosd poczgtlows, @ jeka pocisk wylatuje z lufy dzia—
tay Rzeczywidcie, owznaczajgc przez p cidnienie gazdw,przez
I — mese LHocisu, przez S — pole przekroju iufy dziaza,pro—
stopadicgo do jego osi 4 przez 4 — dzugodé tej lufy, bedzie—
my mielli ; %Ze : d : a

/
'T:}Y--:--t: ‘ S.dx = 8 / p/ IX’ /dx ?
2 ) )

o) e
poniewaz, sixa 5y dziae—
tajgca mna pocisk weT
= wngtrz dziaxe jest sta—
. TR, le réwng iloczynowl
et & CEFRE 4 Si, S°p o Sn d

otrzymany, obliczajagc
wediug znanych sposobéw
przybliZzonego wyznacze—
nia pola, ograniczonego
krzyws , zadang graficz—
nie /rys.34/ i przedsta—
wiajgesg zaleznodé cid—

~ nienia od d¥ogl,przedbyte]
Rygs34e DrEaZ e hoci S, :

-

Albo tez, nlech mamy wagon kolejowy i przypusémy,ze gra—
niczna wielkoss uglecia sprezyny Jego zdserzakéw jest a cm, a v
wags wagoru jest ¢% tonn. Jaka musi byé sprgiystosé obu zde—
rzakbw, 2zeby cone byiy w stanie pochionsd /amortyzowad/zde—

- rzenie wagonu, puszczonego z predkodcig V m/sel,

Energla ¥Tinetyczna wagonu jest

G - v2 a

i

VERTA T S PO B e R B s i
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Jezeli spregystosé sprozynd sderZars oznacwyny przez L tonmo/em,
. wtedy praca wyroasznd podos ugieciz sig¢ sprezyny od
ez do-a co, jest nastgpujsca 3
-8 = [ a .
4 i iy Aol ol _
Porm Lm0 e L ”'ﬁ—f:aa tonna.eén,
/3 e ale e

Pracz wyunacmona przez vare zderzakdw jest wigce réwng
f:a. 1 dlatego bedzismy mieli rdwnanie energii ¥inetycaznej:

....‘.r‘:%.. 3 L__lp.}'V/ = fag

g 2

przy czym, oczywidcie nalesaXo energie kinetyczng wagonu wyrazié

"w tonna/cm, pon’ewaiz spresystodéd sprezyd jest nam zadang w tej

mierze, & nie w tonnach x m. .
Jezeli nh. wage wagonu, -G = 20 tonn, v = 2 m/sek,a ugiecie

sprezyd a = 10 cm, wtedy otrzymamy =z powyzszego réwnania

= /? o~
.20 _&O/ o LO0E s

g i Q81

Sked poszukiwana sprezvstodéd
g4 T T

Tz 4,31 tonna/cm,

: "W podobaych obliczeniach nalezy zwiacaé uwage na te jed-—
nostki, w ktozych 85 wyrazone gzadane wielkosciy wstawiajgce

- Je do wzordw,; woniscznie misimy wyrazié je w jednakowych jed—
kostkach.miary, aby unitnadé wiellich bxgddw, np. gdybysSmy mieli
prgdxosé wagonu. V w meir/sel, lub tez przydpleszenie ziemskie

g = 9,81 m/sekz; g predkodé wagonu 100~v cm/sek, to zrobili—
bysSmy w obu wypadlach bxad o wspdZcezynniku 1C0.
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W rozdziszle IV, na podstawie zasady pdlt, widzielidmy,ze
gdy na punrt materialny dzteia siXa grodkowa, tj. siia
skierowana dc ctazego drodka, wtedy tor pun*tu jest Frzywg
paskg o paaszczyznle, przechodzgce] prrzez Tiesrunek poczgtirowe]
predkosci pun¥tu ruchomego 1 przesz érodek, do ¥térego siia
Jjest skiexrowans. ¥
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Chiargmy tﬁn~t?Jﬂ§?h jako poczgier wspéirzeanych 0,a
pRaszezyune Ciunbu, javoe ‘pdasmonyzne wepddvmodnpen XOV/ Tys.35/%

Todczas ruchu punktua
M po8 woiywem siity
n évodPow jﬂ? majy iejsce:
s . M zagaga pos™ I 7 zasada CRoE
: : enersil Hinetycznei”.

2.

y*x = x*y = G4

: & Xy 1}

¢‘{' : i przy czyn sta¥a caXkowa--
fta Cl jest wedxtug da-—

(%,

nych poczgtlkowychs:

Ryso 350 C:L = "'6}’0"' X y 'S
~ Oznaczajgc prmesz S Wspokrzedne bilegunowe puanktua
W/x;y/ na obranej plaszczyznle, bedziemy mieli nvprzednia
caike w nast@nugaceg postac1 :

. 5 . < 4z i »
o d == ? d = c1al-o-e?:zosz'.avonvoruﬁ/l/

PEreS

Z¢ sada energii kinetycznej /rozdziax V/ daie nam zalesn—
nosé w postaci ogdélnej : ;
ol Sowie. & o2 9

a- o Xdx + “Ydy‘+ Zdz »
2

Dla ‘dowolnej sizy érodkdwej v gt mamy nastegpujgce wyrazenie
Je] zrzutdw na osie 0X i 0OY

X-"—"-—““'S e

V“::

-@§<w4x
-

Z::Oy
gdzie znak "4" odpowiada sile odpyéhajaceg, &0 Al g
sile przyclggajacej-
Praca ehementarna jJeste

s

= R 5
de + Yd.y + Zdz ==, i- SU XdX + udy s So d[): +__f /

)
“
S . ~

g e

|+

>

S?d(?=dja




i zasada ensrgii kinetycznej daje nastepujgeg vai¥g 3

24 7
=5- = U +0C, .~=§“— J S.d4Q. + Covseesanncnssnsses/2/
. PrzésztaXeimy mnieco wzdr /2/ 3 przy wspbirzednych ble—
gunowych memy nastepujgce wyrazenie dla predroscl punktu
v/ patrz cz. II — Kinematyla /3

2 - SN 2 2 ’2
P Rk el e et
dt ;
wige ze wzoru /2/ otrzymanmy, Ze 3
___I_l;__./? 2‘0(’2/‘::&‘11'3‘&?*02.
Cex¥e pél /1/ daje nam, %e s % :
c
o
St IR SRR
at gZ
wige : 2 '

rézniczrujac znajdzienmy 3

y -»C '
m/ga .dsa —%B-—.d?/.-.si Sdg? sesesaansif

Obierajge kgt biegunowy o( s Jako zmienng niegalez—
ng, bedzLemy mieli :

£oge. @b doka®
? S R, R AR i B (i ____,,-01_13:[_,.,,,./4/

Dzielgc révmanie /3/ przeg réznicz}re d ot , otrzymamy :

o R T a9
RO 00 BT RaE e

g . »
wstawiajgec do niego zamiast @’ 1 gz ich wyrazenie wedzug
wzoru /4/, znajdziemy 3 d
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Poniewas ? nie jest sta?ce, lecz zmienne, wige pochodna

%—L nie Jest réwng zeru, a wigc mamy prawo podzielié obie
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Nalezy zauwazyé, ze prZed chwilg zrobilismy przypusz—
czenie, ze § nie jest “~wielk0$cig staxg, lecz koniecznie zmien—
ng ale moze byé wypadel, gdy podczas zruchu @ pozostaje sta—
e © = ﬁ’o = Const.,innymi szowy, gdy ruch jest obrotowy o

promieniu @ ,» Wigc wzér Binet ‘a w tym wypadku nie moge byé
stosowany. ) " ¢

s Fes

Wzér Binet’a daje mozniodé okreslié size $rodvrowg, gdy
Jjest zadany tor punkrtu, zakresloeny pod dziazaniem tej sizy.
Rzeczygidcie, wyrazajgc rdéwnanie zadanej krzywej /toru/ we 2
wspé¥rzednych biegunowych, przy czym biegun obieramy w danym
drod¥u sity, bedziemy mielil zaleznodé

ae i
a wstawiajgc w réwnanie /5/, znajdziemy bezposrednio wartodé
liczebng sity S, dziaXajgcej na punkt o masie m, w Zaleznosci
od promiemia wodzgtego & punktu ruchomego.Zatem, jaki by nie
byt ~pxaski tor punktu, zawsze mozemy wyznaczyé takg siie
érod¥rowy, juko funkcje odlegioscl @ , Ze pun¥t “pod wpiywyem
tej sity zakrreéli zadany z gbéry tor, Jedynie tylk¥o poczgtkowe
poZoZenie punktu musi znajdowaé si¢ na zadanej krzywej, a po—
czgtkowa predkodé tego punktu musi byé styczng do tej krzyweja

Zauwazywy, ze ze wzeru /3/, przyjmujac czas t, jakro zmien—
ng niezaleZzng, otrzymujemy :
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Gtrzymare réwnanie charakteryzuje ruch punktu M wzdiuz
jego promienis wodzacego.

Vzér Binet’a pozwala rogwiazaé i odwrotne zadanTe :
zadana jest zalzsznosé siZy drodrowej od odlegZo$ci ptmk-tu
ruchomege od cdpychajgcego, lub przycisgajscego $drodka; wy—
znaczyé tor, zakreslony przez ten punkt ?

Gdy sita jest zadang mnam funlcjg @) sy t3.

S = f/(?/,

wtedy wzdér Binet ‘s /5/ mozemy uwazaé, jako rdézniczlowe réw—
' nanie poszuviwanego toru j; cairujge to rdéwnanie,znajdzie—
my xrdéwnanie tego toru w postaci skoriczonejs

o .-

—a

- Jaro przykiad rozpatrzymy ruch planet dooloa skofica.
Wieny, 2¢ astrxrcnom J. Kepler y, opierajgec sie na wy—
nikach obserwacji, ustali nastgpujace prawo ruchu planet:

1/ Wszyst¥ie plamety poruszaja sie dookoka Btorca
wzdduz elips, w ognisku ktérych znajduje sig¢ Srodek szorca,

2/ Pola wycinkéw eliptycznych, zakredlonych przez pro—
mied wodzgcy, a Xgczgcey planety ze $rodkiem skonca,sg pro—
porcjonalne do czasu ich zakredlenia 1i:

3/ Kwadraty crreséw cbrotéw planet dookoXa siodca sg
proporcjonalne do szedcianbéw dusych péx osi, zakredlonych
przez nie elips,

Opierajgc sig na tych wiasnosciach toru planety,“wyzna—
czymy sitg, ¥tdéra na nie dziata, przyjmijac sioice jako nie—
ruchome, Oznaczymy promierd, wodzmgcy planety przez ¢ ,¥at,
utworzony przez promled wodzgey =z duzg osig elipsy przez

o 3 péX osie elipsy — dusg przez a, maltg przez b; okres
obrotu planety dookoxa sZorica przez T/ rys. 36/. Na zasa—
dzie plerwszego prawa J. Keplera, réwnanie toru jakiej badd

planety w ptaszczyZnie
jej ruchu - jest :
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St W rr e P
i gay oé-biegunowa jest’

& \ : Sy, 2 biegunt znajduje
g sig¢ w ognisku 0 tej
elipsy, przy czym para—
metr p jest
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Tstawiajac powykszes wyrazenis 40 wzoru Binet’a, : !
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przy cuzyn uw jest ma6g plavetysZe wxowe /8/ widzimy, Ze poszu—

kiwanz slita-S jest pl“uorcb@napna ¢o pasy, odwrotnie - proporc—
Jonalng do kwadratu odlegteodci 1, ~Ze ta siza jest siig: prazy—
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Ponilewas nad, weitug trzeciegc prawa Kepler’a: dla =
wszystrich planet, cbracajgeych sie doowoza szerica, stosunek
3 ; ¢

EE_ posiada jedng i te gema wartodé 5 2, wigc dla wszystkich
. 4 b P

planet wspdZczynnik - ze wzoru/8/ jest i

K

C .

Sl gE o sElg, |
przy czym, K = 2 L é  jest wislkodcig staxg dla wszyst¥ich
planet i dlatego tez moze byé okreflong, gdy znamy ruch kuli
ziems»iej 1, prazyjrujac, jako jednostre diugodci, duzg pdk,o$
orbity '=uld ziemslriej, bedzlemy mieli :

a=13% T = 365,256(3635 déb <Sredniego czasu

prg : . !
K = 2 JL L0, 0ETP02 L Iviiae ol da s Q07
365,2563635

Otrzymana liczba K nazywa sig¢ w astronomili " 5 t a—
e Gaus B A -

&

Viee, jezeli, javro jednocstle AXugedei, obierzemy duzg
pét oé ziemskiej orbity, a czas begdziemy mierzyé Srednimi do—
baml, wtedy sita, @ziaXajgca na planety, znajdujgecg si¢ w od-—
legxodei @ od Srodra stordca, bgdzie wyrazaé sig w sposdb na— -
stepujacy :

2
S:'—:— M"‘QI..000..-0..0.9:..0.rtbooai/ll/

§?2

Kwadrat--statej Gauss’'a K2 jest to siXa przyciggania
/ znak "-" /., jaks wywliera schce ma jednostlr¢ masy, gdy ona
znajduje sig od sZoldca na jednost¥e odlegosci. Wzdér /1l1/ méwi
nam, ze planety poruszajg sig pod dziazaniem SR 3
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i dlatego rdiniézkowe réwnanie toru mozemy przepisaé tak:

= _;; J >

Poniewas siza, dziaXajgca na punkt. ruchomy, jest si—
2 Srodkows, wige zachodzg jednoczesnie " zasada péi " i "za—
sada energii Tinetycznej ", zatenm posiadamy dwie caiki
réwnad ruchu ; cailk¢ pdél i cazlg cusigii rinetycznej. Zauwa—
2yny, ze nasze siia $rod¥owa zalezy jedynie od
odlegzodci g
Snf/@)/: : o

wige, 3ak>wiemy z'pOprzedniegﬁ iStnieje funkcja potencjal—
Bt SO et

U==+/f/{°/dg> +Const==F/‘D/‘

i dlatego caitka energii kinetycznej jest :

2
IIIV_____ = U.+ h,
2

a Bauwalywszy, ze przy wspéirzgdnych biegunowych :

Boicony L0
va@: <P~-ok’

przepiszemy ostatnla calke w taki sposéd

-

Cazkra pdl jest :

2 9 2
g\)’ *. P o< == 2U+2hvnoo..‘0.~(o-o--'/12\./-

92' d’ = C 9 .‘COO-OQQDG".QOOOOO.QCO0.0.0!(13/ ™

Eliminujac czas t,otrzymamy rdéiniczlowe réwnanie toru punk—
tu ruchomegos

' 2
Poniewas (9’4 o(fz = 02’ wige o(’z = ?Q‘Z :

a wstawiajac do /12/,otrzymamy, Ze 3
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Zbadanmy gznar przed pierwiastriem kwadratowym we wzorze
/14/. Zawsze moreny mierzyé ket biegunowy of w takg strong,
aby w nmomencie -poczgtkowym t =1t & ten ¥at wzrastai, innymi
stowy, zeby byxo /oX’/ o > 0. Wtedy -ze wzoru /13/ widzimy
% tatwoSels, ze GO0, a dlatego znak prawej czg$ci wzoru /I4/

zalezy jedynie od znaku
BLC¢~V®ya a 1 ; ale

’
g

k]
i_pohiewaz VEEL o 0,

wigc znak—d——d : zalezy

_ ke s
tylko od znaku @ , ktére
moze byé > ,  , lub

= O' 8

v ’ :
cay wige / @/ > 05
wtedy przed piegwiastlriem
/14/ nalezy przyjaé znak

n +-“. s
= ] v a7

Gdy / ¢ / < 0, wtedy

we Wzorze -?14/ bierzemy

Zyigle Mo My

’
Gdy wreszeie / @ /, = 0,
; wtedy e jest prostopadie
Rvs. 37 s do swegd promienia wodzg—
. g ;~ | , cego @ /¥, —Leo’ i na
&

rys. 37 kgt ) o ——5‘/0 Rzeczywidcie, poniewaz
v2 L 9,2 i @2 O(’Q ; G4 ? ’/o = O,iwiegc N S \E} ,;o(’g < % dla-
tego predrosé v _, nie posiadajac skZadowej w Tierunku promie—
nia wodzgcege Q o0? jest prostcpadkg do tego promienia /patra
\kinematy)ra s rodgiax V,wzéxr /13//. 3

W tym wypadu znal przed pjerwiastriem 14/ o¥redlimy we+

dfug znaku drugiej pochodne] § w momencie poezatkowym
t = t, . Rzeczyglscie, ze wzcru /6/y mamy, e 3

-
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1
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3 ) ?3 :
Ageby okreslié / @ 4 o) musimy wiedzieé S . PoniewaZ przy
of = of /mozemy uwaZaé NDe

y. O

Ay = 0/, Q’-’z/q)’/ i X’ =/t s czyld inacze]
vev, i / 7 Q / = o* Wiec wedug /13/ znajéz iemy :

2
Q3 oko =C>»

a8 poniewaz moZemy napisaé, ze :

3
Q o ? = (‘\j'?'d,z (’Dvsin/v,?/.

wigc wypada, Ze ¢
=P, Yy sin/vo, Q = @o"o sin c)“o.
Wzér /12 / daje nam 3
: ! ,2 2 ’2 i :
on = gao‘ .0 et —-—mouv%-eF/@o/‘.

Zatem 4 majgo SD o 1 C, znajdziemy ¢

/ SD / 5 s Mg c2 5/ (? / + 2
——Tvz-—-—‘ 3

5 Jezell wypadnie, ze / e "/ 0 > 0, wtedy przed pierwiast-
¥iem /14/ bierzemy znak " +

Jezell za$ wypadnie, ze /P"/ L 0, wtedy przed tym
plerwiastlkiem rusimy obraé zmak " - R,

Wreszeie moze zdarzyé sig , fe / Q"/ o = 0, tJ,

1 o
n D SutEE %
- O s
¢o moze byé Jedynie wtedy, gdy nasza sita $rodkowa S jest

813 przycisggayjsc s, innymi sZowy S==~—f/Q/,
albowiem wtedy 3
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£/ e / = = m < 0.
W otyn ijadku wszystkie pOchodne wzgledem czasu t od-
@ w momencie poczgtrowym sa réwne zeru j rzeczywiscie,dla

S o 5 :
: ~ 1/ d L B X Aoy o S a ) !
/ ?”/oz [dt s QB/{_ozEf/(fo/Qo3 @490 4
Y. o

lecz / © /o= 0, wige 1 ok ?’ﬂ/ =0.Analogicznie wszystkie

nastepne pochodne rzeddéw wyzszych od € wzglgdem czasu t w
momencie poczgtrowyrm beds tez rédwne zeru, poniewaz ofe
razajs sig w postaci sumy iloczyndéw, kazdy z pos$réd ¥tdérych
gawiera jako czynnik .pochodne poprzednich rzedéw nizszych,

Biorgce pod uwage szereg Taylor’a dla
"
L Pl i @ 2 T ”"e 5
Qc (\:’of o5 o P T @r,/t%’o/'-"l.Q.??o/t-to/ fade
wnioskujeny, %Ze ponlewaz / ?/i/ /0 = 0, przy czym i przy—

biera wartodel 1,2,3,ccee...00, to © /t/ podczas trwania
ruchu punktu materialrego, pozostaje statym tj. Q = (‘a 0"

v  Widzimy-wiec,.ze w tym wypadku punkt ruchomy zakredla
obwdad ¥oixa o promieniu réwnym Qo’

s Vyznaczymy réwnanie ruchu dla tego szczegdlnego wypad—
ku. Poniewaz (\? jest state, wigc ze zwigzku 3

oot
wynilva; ze 1 predkosé kgtowa obrotu e ? tez-jest wielkosdcis
staxg : o’ = '’ = Const.,skgd wynika, iz kgt ¢ jest linio-—
’ )
wg funkcjg ‘czasu ti ’

“a

i whgc ruch na obwodzie kola§7=_@ o odest.j.edn o=
Bt ajnys %

~ Przypusiény, %e przed pierwiast¥iem we wzorze /14/ wypadXo
przyjgé snak " + " , tj. : :
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Seal - qD/ + g

(;5 d X ‘32
Oddzielajgc zmienne i caitujse je, otrzymamy
C.. d? 1.‘“ "’Dp .;;..;.;;/15
9 V ”"/go /+ gh ~ o

e

przy czym staia calbowanla D okreéla si¢ wediug danych po—
cagtkowych s przy t =t / np. to; 0/ mss byl =o i? eo

-

Révmanie /157 jest réiniezkowym réwnaniem toru punktu
materialnego. Catkujgc jeszcze razm, znajdzlemy skoriczone
réwnanie tegoz toru :

é /d/ H ....«...-..a...ong-....'./16/
Wedtug /13/ mamy, ze

Q%ot 4= [§ /oc/"" yoL? = C.

MnoZgqc przez dt 1 cal}ru;;ac, otrzymanmy 3

. fgodcx-. [{cﬁ /o(/]aadnm+c’;

sked snajdzienmy 3

0_4 i c’(/t/y
a8 2 réwnania /16/ otrzymamy ;
| © =0/t

y wige parametryczne réwnania toru punktu ruchomego,
Nozemy tez postgpié inacze;;, mianov1cie, ze wgoru /12/,
na podstawie /13/, many, ze 3 -
g e = 2F/0 /) | oh
G) _~Q2 s : ? ,>' 

skad 3 _
» : ™ o,
eleiue/ s 8 I
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przy czym znak przed plerwiast¥iem obieramy analogicznie do
poprzedniego. Vefmiemy npe " + " 3 pomnozymy przez dt, oddzie—
limy zmienne 31 scaikujemy,wtedy okaze sie, Ze 3

/\/ c® mew ,
2F/§D/+2h-é-——- ;

Y2

przy czym‘Zfokreélimy weddug danych pcczgikowych,.wypeiniajac
kwadrature cazki znajdzieny :

Ry ik

wtedy bedzieny miell, ze 3

ol = }/;§¢§ dt. .+ A = J/f {: 1f5/t/ + A,

i wige w ogdélnodel 3

o(zd/t/,

Powyzsze rozumowania przedstawiajg ogdlng metode rozwig—
zania zagadnienia gz ruchu punktu materialnego pod dziazaniem
sity Srodkowej, zaleznej tylko od odlegtodci. Zadanie daje
sle¢mzawsze sprowadzié do Fwadratur, zawdzieczajgc caikom
P61l 1 energii ¥inetycznej /12/ i /13/.

Newton, ¥téry wyprowadzix prawo /11/ z praw Kepler’za,
powzligx 1 rozwigzax nastepugaee zagadnienie ¢+ o ¥ r.e 6 1 1 ¢

Poniewaz to zagadnienie
stosuje sig¢ zazwyczaj do
badania ruchdéw cizZ nie-
bies¥ich,planet i *omet,

my—-osie wspdéirzednych w
takl sposéb, jak to czynisg

poczgtek wspdirzednych

0 / rys.38/ oblerzmy w $rod—

Rys s38. ¥u nieruchomego siciiea,
piaszezyzne XOY zrdbmy

.w astronomii, a mianowicie:

o o

¥4 r/ute h: puwan ikt
materialnego,
Py oy e dite g -8 ne g0
d o nk e rruwoe h.om e
g o T A T S 2
s i1%g %y {8 a0 Wi o A ik
bk fan el il s, Yo B | - N %
g in kwadratu
cdlegxodgct o &
tego a0 d ¥as

dookroia sZorica, wiec obierz—
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p#aszegyzng ekliptyri,tj. orbity ziemskiej, oé OY s¥ierujemy
do punktu wiosennego rdéwuionocys; 0 OX — w lewo od osi OY 1
cé 0Z -~ do pditnocnej pbikuli. Planete lub ¥ometg¢ rozpatru—
Jeny, Jjako pun¥t materizlny o masie rdéwnej me.

Oznezézajgc przez K2 six¢ przyciggania jednostlki masy
na jednostke dzugodci, otrzymamy wyrazenle siiy S:

2

S = - _K_E_
. : @2
Niech w momencie poczgtrowym 3
= = = = ‘ = = ’:: ’ "_". ’ ,-“-: 4
t t, =0z x EIES L 0 Vo 2 Zos X'=x0, Y=y z'=2] .

Poniewaz si*a S5 jest funkecjg tylko odlegxosel @ , wige
istnieje nastepujscy potencjaz i ;

e 5
K md@ n_sz ”Kgm

U/va’)z/"" g D 7= ' : | /17/
o ta e ey ih /

2

> - -
-

fuch jest pxas¥ij poniewaz $rodek silty S obralidmy 2z poczgt—
¥ow wspéirzednych, wiec ruch bedzie odbywaé sie w pzaszeczy -
fnie / patrz rozdziax IV, wzér /15/ /3. -

Clx + E2y + C3z =0 3%

Przechodzgc przez poczgtek wspdxrzednych O, przy czym staze
Cl,02 i 03 majs takie wyrazenie

Sl s S ]
Cl = yo.xo xooyo’

Q
J
f

x’ A £ ’
0! o ZO.XO’ /18,/

L L I S I B AR L B

= ’ —_ ’
C3 G Foe2qn

Przec "i" oznaczymy ¥at pochylenia piaszczyzny orbity pla—
nety do pkaszczyzny ekliptyvi /X0Y/, a przez W  diugosé wez—
Ya."ielrodel "1 1 "W " w gzupeincdcl okreslajs poXozénie
ptaszczyzrny orbity wzgledem obranych osl, Wyrazimy te katy
przez C;, G, i 03. Kgt i._jest xréwny ¥gtowl pomiedzy prosto—
padiymi do piaszczyzn elrliptyki i orbity, tj. piaszczyzny
ruchu planetys dlatego ten ¥at jest rdéwny ¥atowi utworzone—

m osig 0Z 1 momentem dlo$ei ruchu M, albowiem O0Z jest |
do X0Y, & M jest - ‘do pZaszczyzny Cyx + Coy + Csz = O.

- Viec many, %e 3§




ﬂw———- :

Cy d

cos 1 = ¢08/Z,Il/ =

2 2 2
Cy + 02 + 03

Rzut momentu ilogci ruchu T na paszezyzng XOY jest pro-—
stopadiy do prostej OA, poniewas ten rzut znajduje sig w
ptaszczyinle ZOM, a prosta OA jest | do pzaszczyzny ZOM
/Tys+39/. Dlatego tes : \ -

g Cy
: - tgw = .
fo

Zaten wiedzge 01,02 i
=Y : . C3, 2najdziemy poXoze-
' nie pZaszcezyzny ruchu
: S planety, czyli pZasz—

(e { czyzng orbity, Wielkos—
¥ ) i 3 Sl
; ci Cl’ 02 i 03 okredla
. : ja nam dane . poczgtkowe
4:1 . wedtug wzordw /18/,

e Aby wyznacgyé tor
/orbitg/ punktu rucho-—
mego,ugyjemy wzoru

: /14/3 na zasadzie /17/

Rys 39, ISy ks :

L ogls g szzm e
€2 A o Q €2

Wéﬁmiemy ok o SUCOARE. T pried pierwiast¥iem, wtedy cazYujgc,znajdzie—
mny, %2e 3

de

‘ ; ‘ . 2 L8 !
LSV oy B by

Jest to réiniczrowe réwnanie ruchw planety . lub komety.

Zaxdétiny *%r- = ol owbedy g
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FHtedy ostatnia caika vwva:t sie
e e
e s V4
s K
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; ? 2 :
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A i/ £ - 1/5
4o ¢ Km 8

~lZalozymy

ac
"

]
e
-nz;s-.,..... =
ol

K1

Wykazmy, Ze e jest wieilrodcls rzeczywista, a nle urojons; |

dlatego musimy pckarad:

L +

w 3
2
T N

Rzeczyw1é01e, Zy D
/12//2

Odrzuéry w lewe] cz,hCL dodatnig wielrodé

si¢, zZe:

._;_- 4

Qhéz

e S el T
4 o~y

';f‘.’l

B diitisih i /08

gl !
e 2 i

¥

o 2h. %

QLSQ, wtedy oraze

-

R + 2h b}

) 1
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czyli tak ;

| 2
on > @ 2of 2 - —2%-’11- ;
, v el
' Dodamy do obu czgéel po Xx— n® , wtedy bedziemy miell,ze:
: 2 ‘

Ki— e + 2h,> @20<’2+ K4m2 - 2K2m~.—_ -3- - 2K2m - K4m2. =
02 ) = 02 Gi) ?2 : g 02 <
e B o, K2m /2
T / -
g c

tj. .
K4 2

2h + ———n > Y .
C2 ,

2 .
Mnozgc przez ——%—5— s znajdzieny :
K'nm

 2hc? hot
1+ — ) 0. Cob.d.o.
K4m?

Po podstawieniu, otrzymamy 3

d /pu/ -
; . . 0( o 3‘ ’
]/ e® ~/pu - 1/%
skad wynira po caikrowaniu :
o) R : e
arc cos = 7,
_ e
i dlatego
' AE - Sl (R 7/,
= e
skad :

1+ecos/ X -7/
P

& poniewas
> o B S .
wigc ostatecznie manmy, zes Q

O N et T T T




= 200

..":{ p * 000-.--¢.-..-ao&...0/20/
@ 1% e cosfot ~ B ;

Jest skonczone réwna’nie orbity planety ludb kometyi
Z wyrazenia /19/ dla e widzimy, Ze
e < l,g4yh £ 0
e /= l,gdy h = O
1 e >‘l,gdyh > 0.

W pierwszym wypadku réwnanie /20/ przedstawia elipse,
wdrugim~ paraboleg,awtrzecim hiperboleg.
Wiellrodé e zalety jedynie tylko od znaku h.

. Gdy h £ 01 wige e {1, wtedy caika energii
‘kinetycznej daje ¢
2 K°m

2h ‘/23 V., = 2 —=———,
. o

Stad widzimy, ze gdy orbita jest elipsa, wtedy

2 K°m : \/ 2m

v 2 czyli v K .
() < ? o E (0] < Q.O

Wige charakter toru zalety ca¥rowic’: od predko$ci w momen—

c¢le poczgtkowym 3 gdy tor jest parabolg lub hiperbols,
- wtedy mamy odpowlednio % )

y/"23{"

v. =K V-

g Cs
' 2m

vo>Kv—-——eo

- Gdyby przed znanym pierwiast»iemmn trzeba byXo przyjaé
znak " — ", wtedy, przenoszgc ten minus do prawej czgsci
wzoru 1 wypeinizjge caxkowesnie, otrzymalibydmy we wzorze
/20/ / — ot / zamiast o 3 bivrac w tym wypadru zamiast sta-
¥ej dowolnej caikowania —~ ¥ staxsg + ¥ , otrzymamy réwnanie
toru w tej samej postaci /20/ :

@ = . = /b

3 l+ecos/~ol + Y / l+e cos/ot— F /

1ud

Ve v s o 208K

Planefy poruszaja‘—sig wzdiuz elips, a komety najczed—
tieJ wzdiui parabol. Z calkl energii kinetycznej wynika, 2e w
¥azdem poxozeniu planety jej predkosé:




2 2P .
fa .
B il )
v %’KV#QM-“W
o i
5 Ly

a w kazden poozeniu Fonmety jej predrosé

Vv = K%/z7£;‘ ’ :

o)

Ze wzoru /20/ widzinmy, Ze @ staje sle najmniejszem, gdy
W = T,awec F . jest T ral Wmartosdoeoln o
6 ra,. ‘odpowdada padgmmiedjsieyd
880 leg2ode¢cl pPormszajgeego "gile :
Banrtun oad Tz yeciggaiacero §rod-
s/ 8% o Bieia /q Jezell begdziemy mierzyé kat X od
najmiejszego promienia wodzgcego, wtedy staza F= 0 1
réwnanie toru przyjonie postaé prostsza:

i & L S DR g P AR L

1l + e ces X

Najblissze poZozenie A plenety, lub ¥cmety od sioriea nazywa—
my " perihelium ",

Aby wyznaczyd rownania skoliczone ruchu, musimy znalesé
zaleznogé pomigdzy X 1 czasem t, wtedy réwnanle /21/ da nam
wyrazenie Q) przez czas te

W tym celu postgpimy tak : wprowadzimy nowy kqt £

gwany " m i mo d,rcd ¥k owsg Som or e aleg
/rys.40/ 1 znajdziemy
zaleznogé pomigdzy nim
a czasem t. Nastepnie
2z Zatwodcliy znajdziemy
zalezntdé pomiedzy £

a kgtem X , zwanym
Tl Wol ¥ 2l 8T g, T
maldisg?", Majac te
zaleznodcl otrzymamy od-—
razu poszukiwang zalez—
nosé pomiedzy o< 1it.

Z ryse. 40 mamy, Ze

a cos £ = ea +@cos X ...
...05/22/

7 réwnania toru /21/wy-—
nikra, se

Rys.40
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; L= Q e cosc{ = D,
" lecz wiemy, ze parametr :

= 8/1 = 82/
~®wige i o it o
' : @+ @e.cosd = a/l - ajg],

i S¥ad znajdzienmy, ze

| ' ‘ @cos ot = Tl S i v

?’stawa.a,]a‘c to wyrazenie do wzoru /22/ ,bgdziemy mieli :

A |
nos € £ oa v LA ZELD 3 ’

e

:I-n"' ' -

- skqd otrzymamy @ 3 -

1

: Sk - \ ro-oo¢o/23/
Ze wzordw /23/ P Y wyni',tra : :

e

é.a,fl-eéca £ 7

‘'l + e cos £

. & poniewas

., wiea po wstawieniu do wzoru pOprzed.nJ.ego i

A% : | ’ i
= a/l —ecos £ /,
1l + e cos ¢

-

~ skad 3

L -2 ==/1-ecos€//1+ecoso</ 1+ecosd~-ecosi-

E 5 Hiss e2cos € cosex =1 - e cosf + e cosck/1 - e cos € /.

‘Q=a/e2/+1-‘e2/~eeos£/ .a/l'-‘ecos&'/...
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Znajdziemy ijaéenie dla cos K mamy 3

S T a/cose*- e/ _ cos £ — B

a/l - e;cos €/ 1 - e.cos €

Naplszemy wyrazenia dla 1:-— cos X1 dla 1 + cos &4 , miano—
wicie :

1 - cosok = "% =~ ga.cos & "‘GOSE + e /A +e/fl - eoB B~/
1 ~ e.cos 1 - e.cos €

5 3
e e e T e/ /1 +cos €/ Ry b A gy e 7 0 g
1 -ecos &

Korzystajac ze wzoru trygonometrii i wzordw /24/, bgdziemy
mieli

-

2t l-cos™ - 1+ e 1 —cos & =1+etg2 £
2 Fesoeer il e ol +cos £ 1 -e- 2

tg

3

?

skad znajdujemy, Ze 3

X ; g
tg _ oh;-oo.-o'-o-o‘-o.-.o.-oon/gs/

,:;L+e 2

Wa2ér /25/ da;;e nam zaleznoéé pomiedzy 8 i % . Wyznaczymy

¢ o

teraz zaleznoéé poaigdzy P t; caika pdél Qz dol i = C

daje nam 3 dt = ? 2 dotwstawiajgc zamiast Q jego Wyrazenie
. e
/21/, otrzymanmy s ‘
p2dc¢
dt = . — =
/1 + e.cos X /“C _
¢ p2d X

_._‘
™
'8
&

~
ki

d il - g 2
C | sin’ + cos + os =~ aln
e z e/c ;?,

3
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s o 3 £
pzdo(
. | 2 o SR
c [/1 + e/cos =+ /L e/sin > _j
; pzdd :

i

\ ‘ By s 3
C/l+e/20084_%{_.\:l +%—:—ztgz -;-]

A na podstawie /25/ przepiszemy tak :
; £ 5

it = P20054.§'. dO(
o/l + e/° cos1—;-‘-

;IQ..OO0.000100-00-0'09/26/

oprécz tego mamy, %Ze 3

o
cos” »— cos
e Qf- 5
e SRl - G :
cosT
poniewaz zas:
' 1
s 0032 A = 5 ” R e
2 2 A 1 + @ s £
1+tg 2 1‘+l .tg—-é--
wiges ; :
X
g = S e d€ ./l+1*e.t2§/==
c4°‘ Vi-e 1-e
08" -~ ~ cos” ~—»—

‘.-:1/1*9. £ 45—./‘1-e.cos€/=
- 1~e /l-e/cos—§ : =

=J_YTT‘ 1-ecos € 463
/- ef 4 &

CcOS - 7y




Wtedy wzdr /26/ dla dt daje nam Wyrazenie :

o € ;
At = p;cus §3 ofL » eco8 & [/ ¥ Ak
c/1 + e/2. cos® £ /1 - e/3
BE :
2 -
+ P d

c/1 - &2/ 242

-

>

i

Na podstawle wzoru.p = a/l *‘ez/ 1 pierwszegd wzoru /19/, znaj=
dziemy, %e 3

b ofp . V= =S 28 - 927372"

Kv m
a wstawlajgc Ustatnie wyrazenie do wzoru dla dt, bedziemy mieli:

8.3/2 « /1 — e.cos k7. d.E 5

dt =
K
Calkujac, otrzymamy
_}/2_ e
8 S —gesin €/ =t -T;
KV m

przy czym stadg TTOVreulimy wediug danych ptriczgtkowychy gatem
| zakiadajac masg m = 1 bedziemy mieli poszulkiwang zaleznoéé po-—
migdzy € 1 t3

€-esin £ = -1-3{75/"t”-’lf/...........:./z'r/
; a

/27/ pozwalajs ustalié zaleznodé o = = /t/, a wige

zory /25 i
® = ¢ /t/. Réwnanie /27/ wyraza, 2¢ pole wycint¥a
1L ptycznego, zakresdlidnego przesw
o nied wWoOdzgoy planety . Jest ~pr o=
Brc jonalne do czasu. jego 7 a'k ® esT
enia/ xys.s 41/,
Rzeczywiscie, gdy £ = 0, wtedy /27/ méwi nam, 2e t = T ,
%i@c" " Jjest to czas przechodzenia planety przez peri-

; elium A. 7 geometrii analitycznej wiemy, Ze elipse mozemy roz—
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Jaé, jaro rzut roie
V'Zvl(? s L wCl’:;"» SR

zczyzny elips

v / pud Tkatem { Las

OIS

oF S 5&-" 4
fn
(6]

RN S el
ARlie

:.J o iy
e O\.S_U

M =

cos =§m Dlategn tez

pele wycinra eliptycz—
B
negy AOP —/“o‘e AQP?/. =5

-

ale pole AOP’=pole ACP’

: 2
- pole AOCP’=, %a“ c
53 é@ ea sin § = %ng/a-

Wige rzut tego pele
na piaszczyzne egnasy jest

Rys-41.

: i & K
AOP = 5 ab Al maiwtn £/

Ne podstawie /27/, mozemy przepisaé go tal :

! .].:. 3 _.;.I_{._._ C RN o B .:_I: Z:*r-"-:m ﬁé __“:{E i el
pole AOP = & ab. aﬁ/@ /t L/ = say 1 — =2 . 375 % e
-k Ven-F/./v-T/-kyv . /8- T,

tj. pole AOP jest pruporcjunslne Go czasa t - T Jegd watredles

nia, przy czym p i K sg stale, charakteryzm.jgce tor 1 intean—
sypnodé sity przyciggania S. :

Gdy tor,czyll orbita Yomety jest paxrabclag,wtedy
ruch jest prostszys w tym wypadku mimodrdd e = 1 i réwmani
toru jest ¢ e : ;

(D e,\d

; Q) 2% +-E€s o #
CaXra pél §’2 géﬁn‘ = C dajc nam :
% 2 ]
% AR S d-O( =) D G A : 5 Rt Uc'd (92N
C C/l + cos KA [/ 40 sosh ok




36"

Poniewaz zad

v got = 2 o % - Ry W
J{K e 2‘1/ /1 + 18" =5/d/tg 5/ = 2/te—5 + 7 t&~ 5/,
wiec caXkujgc wyrazenie dla dt, znajdziemy :

2 ol
t-—’C=-—B——20 /tg%+§-tg3—§-—/

e e 32 2 2
i ARG+ e s e
P =V D» J P2 x AP yWicc SE = e i dlatego
i 3 : i
t - TP /g5 +%F tg8 5/

dazwyczaj zamiast -%-wprowadzamy Qy tje —g = q, wtedy :

2‘2_= SLe /t-T/.
vy e g

ol gl
'tg—2—+-3—tg3

Zak¥tadajgc m = 1, bedziemy mieli ostatscznie :

tg%+%—.tg3% - K /t—'f/’ QO.-.O...-...’/28/
. v 3
2 q

przy czym q = —g jest vdlegXodcig vgniska od wierzchoi¥ka para—
g’ n

boli, a zatem najkrétszg vdlegitodcig kémety do storca; " L

zad jest czasem przechodzenia ¥omety przez perihelium.

Gdy tor punktu jest h iperbolasg, wtedy e ) 1. 7 tym
wypadku parametr

2
p-=a/et =1/,

i dla tg —%— zhajdziemy takie wyrazenie 3

*

r

3 PI o ok
t6 5 = —51— . te 5

PP G e W T O T B TR T
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¥ R

Postepujgc analogicznie
2 e - cos §
C/e2 - 1/3/§ 3 cos?

Ghiik ==

Po scaikowaniu bedzienmy mieli ;

2
T P ‘ A e 1 £ il a
C/e2 - 1/3'72 /] cos® €
Pz ' r~ £
, d;:
= - s et E’ i i
o/e2 — 172 L . cos £
2 a7’
D JL 7
= etg £ - 1g tg/ = + —— 1 i
1 c/e® - 1/375 [ 4 57/
. Poniewag parametr 3
! : 02
L o ‘ ’
. - K2 m
- WiQO c
1l 2. Bl o B il
i P;/Z = 83/2/82 Gk 1./3/2 i P = a / e l/ 2: K\rﬁ L]
— : Dlatego tez wypada, ze 3
- il B RV et
e.tg & - 1g tg / T + it 1ot / = —;'3/—2 /t ) /
gt

K q
e /t"‘l,/...-.--..............-....../29/
=% 32 .

a

Gdy Yometa porusza si¢ wzdi#z hiperboli; toeczywiscie

., wzdiuz tej jej gedezi, Vtdora jest zwrdcong wklesiosdcig do siori—
gn, v T jest czasem przechodzenia Yomety przez perihelium,
albowiem wtedy wmimoérodkowa anomalia:: & = O.
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Rozdziatk ‘VII.

Ruch punktu nieswBbodnego p o : il

powiliergchni,

* W poprzednich rozdziaach rozpatrywalidmy ruch swobodnego « §
pun¥tu materialneg@, tj. punktu nieskrgpowanego zaduyml prze—
sekxofdani i dlatego mOgacego otrzymaé pod dsiaimaiem przyiozonych
&od s1x, dowolne, ¢o do wartosci liczebnej i ¥ierun™u, predkos—
¢i 1 przyspieszenta. W rozdziatach obecnym~ 1 nastgpujacym roz—
patrzymy ruch punktu nieswobodnego, tj.takiege, ktdéry zmuszony
podczas t¥wania ruchu pozostawaé stale na dane] powierzchni
lub linii ¥rzywej, ¥tdére mogg byé nieruchomymi, lub ruchomymi,
¥ niniejszym rozdziale Yozpatrzymy wypadek najprostszy,miano—
wicie xruch punktu matertalnego pO
dane] powlerzechni nieruchome .

Tisnmy, %Ze réwnanie dowolnej powierzchni nieruchomej ma po—
staé jakx nifej : A

f/ X,y,Z/ '“'7O,oo-.osuon;..o.no.cgo-o_dﬁeoa/:!-/ i

Jest t0 zaleznosé pomigdzy wspdirzednymi punktu, znajdujsce— -
g0 si¢ na danej powlerzchni, 5 £

Powlerzchnia, po tdérej porusza sig¢ punkt, jest, albo
powierzchnis r zecz ywdist g, np powierzchnia ¥uli,
lud piaszczyzny materialnej, albo powlerzchnia -g e om e —
tryczng, nieistniejgcs w rzeczywistosci, ¥iéra my sobie
wyobrazamy : np. punkt M, poXaczony =z nieruchomym punttem
Q za pomocs nieroscisgliwego pretu diugodci 4, moze poruszaé
819 Jedynie po geometrycznej powierzchni Y»uli o promieniu réw—
nym d. = 3 o

Predvodém 1 przypieszenie punktu, poruszajacego si¢ po
danej powierzchni, czynig zado$é pevmym warunkom, Aby je otrzy—
maé, przypusémy, 2e wspéirzedne punktu ruchomego sg wyrazbne w “
postaci fun¥cji czasu t, mianowicie : .

Xe QALY YRS 5 g NI et seten R

i ponhewa#, wediug przypuszczenia, punkt ruchémy podczas
ruchu pozostaje stale na danej powlerzchni /1/, wiec jego e |
wspbrzgdne muszg czynié zad@$é réwnaniom 1/, innymi siowy bl
trzy funkeje ¥ , W , 1 X rmuszg byé takimi, Zebydmy przy :
dowolnej wartodci t, mieli '’ t o2 samodciowo:




LB AT s A i i b VR R R e U B e i L e e e i el e

+%Wy’z’f A2 x? + -

\ o 55 g

. T

Jezeli zadé pewna funkcja tozsamod$ciowo jest gzeru rdwns,
wtedy 1 wszystie jej pochodne tez sg rdéwne zeru tezsamoscio—
woy rdézniczlujgc wiec tozsamo$é/3/ wzgledem czasu t,otrzymamy
szereg nowych togzsamosci, w ¥tdérych wstawiny:

Xy¥,2z zamlest Y /t/, Y /t/, -X_/t/y x?, y’, 2’ zamiast q):/t/,
‘q{’/t/, jL:/t/ itd.,wtedy okaze sig, zZe 3

af B diin e D
—_— e = ——, “+ e LS e 2 = »ev e
1 it o N oh Bk A e
2 : \
a°s (il LR e 2¢ Q2
e +X! F y" o+ z" 4 2 ——— xX'Y’+2 ———x'z’+
at et B, a2 Dxy Fygda
C)Zf ’an 2 ’;)2f 2 e Qf 2

Z’ mOohccscotooo-on/S/V-
X dy°

Réwnania /4/ 1 /5/ wyraZaja zaleznodel,ktére miszg zachodzié po—
migdzy rzutami na osie wspdirzednych OXYZ predkosci 1 przyspie—
szenia punktu, podczas jego ruchu po nieruchomej powierzchni/1l/,

Réwnanie /4/ posiada prostg interpretacje geometryczng: prze—
prowadZmy w pun¥cie 1 na dane] powlierzchni /1/ normalng MY do
tej powierzthni /rys. 42/, przy czym jeden ¥ierunel tej normalnej
tiwazamy, jako dodatni, a drugi, jako ujemny.Wiemy, %Ze cosinus’y
¥gtéw,y,utworzonych przez normalng z osiami wspdirzednych, sg na—

stepujace 3
) X

g g e 6f: 5T T 5

(5
v 0 f
T ?y

cos L\E,Y/":: r() D ? ,-a o.soqcoa/6/

ot 2 2 f 2 i

i\//ax/ o T e
i £
¥~

cos/N,z2/ =

‘df o . 0E o 2% 5
> V//<ax/, + /E;§/ 4 /EFE/ ¢

przy czym dodatnierm Vierunlowi normalnej MN odpowiada znak™"+"
przed pierwiast»-iem, & ujemmenu znak "-",
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.

Dzelgce obie strony rdéwmosdci /4/ przez plerwlasteks:

: 5 S0 s¥Te
Ty e vl

otrzymamy zaleznodé w takiej postaci 3

x? cos/N,X/+ y’.cos/N,Y/ + g?ec08/N,%2/ = 0,
czyli 3
VQOOS/V,:Nl/:O. Q.i‘.’l..c‘c.-a#...‘ooo”./?/

Réwmanie/7/ méwi
nam, %Ze rzut predkoscl
punktu xruchédmego na
normalng jest révny ze—

S m,Stad wynika Jjedno
//+jY’ z dwdéchy albo v = C,
: tje punkt znajduje sig
// : w stanie spoczynu,al—
&S : " boy gdy punkt porusza
si, wtedy._ cos/v,N/-
i wige /v,N/ S Tohde
Zatem warunelk prgdlrod—
ei /4/ wyraza, ze pred-—
¥04é punktu, poruszajg—
cego sig¢ po6 nierucho—-
mej powierzchni, Jest
stale prostopadig do
normalnej. Mi,czyli in-
nyml sxzowy, jest stale
gawartg w piaszezyinile
stycznej do dane}j po-
wierzchni/l/.
,H’ . Powierxrzchnia rzeczy—
v wista moze byé bez—
wzglodnie
% . o - T T T
Rys.42. " chropowat ge
Narazie zrozpatrzymy wypadek powierzchni giadkiej; do tego
wypadku odnosi sig¢ tez wypadel powierzchnl geometryeznej,*tdrs,
oczywldcie przyjmuje sie zawsze 2za doskonale gZadks,

Gdy punkt porusza sig¢ po powierzchni, to ta powierzchnia
staje slg oporg 1 oddziazywa na punkt ruchomy z pewng nie-
gnang nam sizg R, bedacg " pr zeciwdziazanien
powilexrzchni".Jezeli do six zevmetrznych S,dzia—
la;geych na dany punkt ruchony I, doigezymy przeciwdziaza-
nie powlerzchni R, wtedy mozeny uwaéaé dany pun¥t M, javro
zupeinie swobodny.Dlatego tez rdwnania ruchu tego punktu
mozeny napisaé tarx

¢t 4 ¥ ¢ ¢
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I = o e, ¢ NDenecareve spso0cseeconsssncessoe 8
y y b /8/
i |
mz =7 +RZ e

przy czym, jak zwy%1e Lo ls oznaoiajq striadowe wzdiuz osi
wiplrzednych sity zewngtrznej S,a Bx’Rj’Rz sktadowe -wediuz

tychze o0sl przeciwdeziaisnia powierzchnl Ra

Doswiadozenia wskazujg, ze gdy p ow il er 2 ¢ hn ia

Jest bPezwzglednie giadkasg, tjep un kt
porusza sie PO ansdlies o ag z t“arc ia
e dy  prgeciwdziadanie axiel
Sakxde) powierizehmEl a8 t . s8¥ierowa
ne BEodnile: 'z norrnsing dobied P plde
wWierszchnl. ;
Na zasadzie tego prawa mozemy napisaé : .
R, = R.cos/N,X/;
IR R.cos/N,Y/,
R, = Rscos/N.7/,
2 saktadajgc celem wuproszczenia wzordw, Ze 3
e R ﬂ......,...../s/
s Dy r
/

-

i xorzystajac ze wzordw /6/ otrzymam

2 £
s ALy ki
ey : [ e %
=i ’5 SR

RZ= ;\?_?Z_"

Na-podstawie otrzymenych wzordw, rdwnania ruchu punktu

. P68 gXadkie] pow1erzchni n:eruchomej /8/ przyblorq postaé

nastgpujgcys =3 >3
=X a x’; )
my_":Y‘l“ A'“5'§ ; (e....p..-...otocn-o./l()/
" SR * { % i
ot o i T x5 4 }
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Otrzymane przed chwilg rdwmania ruchu /10( wraz 2z réwnaniem
/1/ poezwalaja rozwigzadé nastepujgce dwa zadanias
1/ Wyznaczyé.ruch pun*tu po powierzchni i

2/ ovredlié Tierunelr i wartodé liczebng nieznanego nam
przeciwdzlazania powierzchni R.

Mamy wigc razem cztery niewiadome x,y,z,R 1 cztery réwna-
T WYe 730/ 1 /1/.

Ogélny sposéb cairowania réwmad /10/ jest nastepujacy:
rugujge sz réwnad /10/, otrzymamys:

~

mx" . S _my" W

= §
of Qf
X o33

i "- mz“ <A
S —- X ) Z ; l-c-----"""""'/’ll/

2t 2t
) 29X Dz

Nastepnie lvorzystajgc z révmania powierzchni /1/, wyrazamy
jedng wspdirzednsg vprzez dwie pozostaze, npe. x przez y i z,
i otrzymsne wyrazenie podstawiny w rdwnaniuv/ll/, w rezulta=
cie otrzymamy dwa réiniczlowe rdwnania drugiego rzeduj calku—
jac jey otrzymamy dwie.caZkl 0gdlne, zawierajgce cztery st§~
2e dowolne 01,02,03 x5 94, ktére wyznaczymy za pomocg warunkow
poczgtkowych yg, Zos Y9 Zéo

llajse ¥ 1 z w postaci funckji czasu t, x etrzymamy 2
réwmania /1/ a A z réwnard /10/. Majae A\ z tatwodciy znaj—
dziemy R na zasadzie wzoru /9/,

| d = seq 2
e 2f
R:/mxn L —_“'*‘ / @X/ +/"5"'" +/_5"'Z'/
D
rx

dezell powyiszy wzdxr da nam dodatnig wartosé dla R tj.
ze znakiem "+",wtedy oprzeciwdzia¥anie powisrzchni jest skie—
rowane zgodnie =z dodatnie -normalng; jezeli zad§ ze znakiem
"= ywtedy zgodnie =z klerunkiem ujemnej normalnej.

Zgodnie z trzecim prawem Newton'’a /patrz rosdziakx I/ kaz—
demu dzisfaniu vdpowiada rdéwne co do wartodei,lecz odwrotnie
skierowane przeciwdziazanie; wige jezeli powlerzchnia wywiera
na punkt materialny I pewvne cidnienie R, to i odwrotnie
puntt I dziate na powlerzchnie z pewng sitg F,réwng co do
wartosci liczebnej, lerz wprost przeciwnie skierowang. Te
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sixe T nazywany "
M na powierzchnie

..,‘1_23..

¢Li35nieniem?" punktu materialnego
/ T
_’1 o'i

«¢St rzeczg zrozumladg, ze sposoby wy—

/
znaczenia cidnienie T i przeciwdzialania R sg i1dentycznea. -

o PR T T S Y ¢ U R s

i dodajemy wzajemnie, wtedy bedziemy mieli :

L
m/x2x5+y“y_3+ z"z’_/dtz Xdx+ Ydy+ zdz+ A /2 idx+

Ale na zasadzie w6éwnoéci /4/, mamy, Ze 3

df =

zatem powstaje, Ze  :

czyli ostatecznie :

n
P
1
n
t
t

NS ooo

-

W rozdziazach.IV i V wi— =8
dzielisdny, ze w wielu wypadkad
ruchu swobodnego punktu majg
miejsce tazki pdl 1 caZki
enexrgil kinetycgnej,czyli
zywej sity.Istnienie podob—

!D nej ecaiki gnakomicie uxat—
wia rozwligzanie gzadan,

'V . \-' ; s
e

////// Dlatego tez zbadamy, ¥kie—
P dy te ocaiki majg miejsce ¢
w wypadku ruchu pun*tu po
N bezwzglednie gadkied 1 nie—
? - Tuchomej powierzchni. |
Rys-43n 2 s
Rogpatrzymy =z poczgtim z 28 2ade energii-:

9f df iR b S e o L el
sdxs iy —dz. = fasixis =5 + g 2'/dt = 0,

Zatem =zasada energii ¥inetycznej dla pun¥tu, poruszajgce—
g0 si¢ po powilerzchni, wyrasa sie zupeinie tak samo, jak to
mielidmy juz w rozdzizle V dla ~panktu swobodnegos

N 0

Q0

Pomnozymy révwnania ruchu /10/ odpowiednio przez :

x'dt = dx, y’dt =dy 1 z’dt = dz

.

Y P iaas

X o B I

m./xgx’ + y"y’ + z"z?'/dt = Xdx + Ydy + zdz ,

2

‘:1'2"~ md.v‘ = Xd.x + Yd.y + Zdz ..Ql...oo.-‘o.‘.c.t’i/l2/

Réwnanie /12/ méwi, 2¢ gdy sity =zewngegtr
S/ ZaTsie  Gaidna d¥ o j gie e’ n g i p vt Silg
& drag.a ks kie gue =S F SR S . B I B
oM PR e SE e R VB e O
wtedy Zasada energiid )
zZnej da je o i - Y. 5 | e energiit
zn e jo Manowicie otrzymujemy zeleznosé;
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Cat¥a ta ma ten sam ksztalt, jak dla punktu swobodnego,
poniewaz praca przeciwdziaXania R bezwzglednie gad¥iej po—
wierzchni jest zawsze réwna zeru, albowiem ¥ierunek tego
przeciwdziatania jest stale prostopadiy de kierunku przesu—
niecia punktu na powierzchni.

Zbvadamy teraz Z a s a d ¢ p 6 1l. Wtym celu na pod—
stawie rdéwnad /10/ utozymy wyrazenie
Tt Rl i T

znajdzieny, Ze 3
’Jf Sy

m/y"x — x"y/ = ¥Yx - Xy + A / —= —~

Y /e

Calke pbl mamy wtedy, gdy

y'x - x"y = 0,
albowiem wtedy

vz xly = Cy
czyli dla wspdirzednych biegunowych i

aS:
§ s 2& = = C-l °
=il dt s

o

Azeby to byXo przy kazdea dowolnej wartodei wspdiczynnika ’
masl byé jednoczeénie :

‘ 0 5 I
Yx - Xy =0 4 ——=——= - =
Xy | 2y X mx J 0
Pierwszy z tych warunkéw mnméwi nam, ze moment sixy ze—
wmetrznej S, dziaXajgcej na punkt wzgle¢dem osi 0Z musi byé
réwny zeru, tj. sika S musi albo przecinaé a$ 0Z, albo byé
do niej rbéwnolegisg.

Drugi warunek gZosi, Ze normalna do powierzchni /1/, w
rozpatrywanym poXozeniu punk¥tu M/x,y,z/,przecina o 0Z.Rze-—
czywidcie, réwnania normalnej do powierzchni /1/ jak wiemy
z geometrii rdzniczkowej, sg 3

%; bt

- '?:X—ﬂ_',i;——z_'Oioco.-ooooo-o./lli-/
2 £ 2 £ 2f
2 X Y 22
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A

Aby tg normalne prwecinaxa oé 0Z, jest rzeczs ¥onieczng, zeby

:a;tuéci = 03 1 J& = 03 czynily zado$é rdéwnaniom /14/,t;.zeby
y£0 3

— X A W U e
A £
3 X DY
czyli tak
Dz Bl o -
By X ,ax ® y = O * ClbcdaOa'

Zatem, aby zasada pdél miata miejsce w ptaszczyZnie XOY,ncrmal-

' na w dowolnym-punkcie /x,¥,%/ na powlerzchni /1/ musi przeci-

nad g 0Z, Takg wkasnodé posiadajs jedynie powiergchnie obroto—-

we % osig obrotu 0Z. Mozemy wigo wypowledzieé nastgpujgce twier~
dgenies

PeOdcgas Tuechu pwnpkta mater ia lm
nego PO powlierzcechni obrotowej (o]
o s i cobrotu, zgodnie}j b o-s i ws pb«
rzegdnyeh 0Z,istnieje cax¥a pdbl~-
W ptasweczyédnile XO¥y ' Jezeldl tylro
81%a zewnetrzna dgiaxajgca na
g uhkXe$, przecina 08 03I, lwb.jess de

ie)J réwnolegtkags

Réwnaniaxuchu /0/ nagywamy " r 6 2nilcaz¥ o-

wym3 rédwmnanilami rucechu Lagerangea

Przytoczymy tu inng postad rdéwnan ruchu po gtadriej po—
wierzchni nieruchomej zwanych tzgsto " eguat ione

intrinseques ", Pun¥t materialny, poruszajgey sig¢ p»
daned powierzchni, zakresdla na te) powierzchni pewlen tor,bgda-
ty w wypadku ogdélnym
¥rzywg linig skodng.lia
rys.44 ten tor oznaczy-
liémy przez as’.Obierzmy
na nim dowolny puni-t;be-
dgcy poXozeniem punltu

‘M ruthomego w rozpatry—
wanym momencie czasu t
i przeprowadimy w tym
puntreie styczng MT ki
rg skierujemy w strone
wzrastajgcych Iukéw krzy-
wej ss?, przy czym te Zu--
¥i Dbedziemy mierzyé od
dowoinie obranego po—
ezgtku O na naszym torzec

gy

Przetniemy dang po-
wierzchnie piaszczyzng
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nermalng do-toru ss’ w punkcie M, w przeclgeiu otrzymamy pewnsg
krzyws plaskg (b b ’. Jest rzeczy zrozumiakg, ze normalna do
danej powierzchni PP, przeprowadzona -w punkcie M na tej po—
wierzchni, jest zarazem normalng do ¥rzywej piaskief b ?
w tymée punvcie My oznaczmy ja przez M.

Niech dalej r oznacza promied krzywigny giéwnego normalne—~
80 przecigcia powierzchni PP w pun¥cie M/ na rys.44 oznaczylismy
je linig przerywans/. Prosta M’ jest gZdwng normalng toru ss?,
a 1? promied pierwszej krzywizny tego toru w punkcie M".

Niech © oznacza kat pomiedzy prostymi MN i MN?.Peniewaz
g¥6wna normalna NN’ jest zawsze prostopadis do stycznej MT,
wlgce piaszczyzna NMN® jest prostopadig do prostej MT.- ;

' Z geometrii rézniczrowej mamy wadr Meusnier’'a
dajgcy =2aleznosé pomiedzy ? ir: :

?3 Y.COS 9 ‘o'.o..-cy',o-;-vo—oocot;coo‘-0/15/

-

¥ Rozxézmy size zewnetrzng S, przyiozong do punktu M, na dwie
g¥gadowe : . -

3/ w rierunku stycznej MT mamy:

e ='. dv
. Sy -yS.cos/S,T/ m =

1 2/ w ¥ieruntu giéwmej normalnej MV’ mamy 3

S =
S ahSaCOS/S,N’/ =g —

n’
prazy ozym m-jest mass punktu M, a v jege predvoscia,/ patrz-cz.

1 Xinematyki,rodz. IIIX/.

Drugg s¥tadowy S_, roziozymy znowu ha dwie wzdiuz dwéch
wee jermie prostopadly%h prostych : normalnej deo powlerzchni MN 2
i1 prostej liK, prostopaditej Go LN 1 lezgcej razem =z prostymi g
MN®* 1 MN w jedne] 1 tej sare] piaszczyinie, hormalnej do stycz—

c sed eV eR GERRE S AL E ALY NS

-
w nel MT. Otrzymamys; Zes %
; v’

Sn w2 Sn’ < COS 9 = —‘(3— « COS '6 %
1 e : _ -

- " : m‘vz .
“ - S'_lr = n? S;Ln. e -'= 4 f\J ¢« Sin (3 3
s “ Przyjmjge trzy wza jermie prostopadie proste MT,MN i MK, @
i Jako osie wspbirzednych % biorge pod uwage , ze‘przeciwdziaza— _
i nieb R powierzchni PP, jako bezwzglednlej pgXadriej,jest stie— !

rowane wzdiuz normalnej do tej pewwivrzehni otrzymamy tr
¥éwnania ruchu g i i

x/ Wzory dla przydépleszenia stycznego i'normalnego wyprowadzi- .
| lismy w przypuszezeniu, ze tor jest pzaskl, ale zatwo zro—




| ey

|

i 5 A
gimieé, ze oie wajy nlejsce w wypadlu ogblnym, gdy tor jesi
skodny,poniewas praydniesz nle punbtu zna jduje sie zawsze w
paszezyinis kraywizny,tis. w ptaszcazyinie MTN?

i e S o
f G - ’)
i
e ; :
w ; :
<> (Jose=sn+R 5“\eavﬁ’.ﬂ‘iﬂ.'.tﬂ$"ﬁ/l6/
o o (
. my 2
‘":LS"'" Sin @ = Sk 5.) i

Réwnania /1€/ mozenmy napisaé nieco inacze] : zakiadajgc:

?
e e B
przy czym Q g nazywauy bt A B S VRl 41 g e 0 a ez vyl

ng®, 1 Yrorzystajac ze wzoru /15/ Meusnier 4, przepiszemy
rédmania /16/ w ten spossd :

Bl

st e
RN P BT :*'.' Sn+B. 9 'o-aaoo'-ccopotoos-.0-0/17/
{
: 2 o

?8 *

Réwnania /17/ sg réwmaniami, zwanymi :"equations intrin-
seques ",

Gdy sity zewnetrzne S posiadajg potencjai U/ Xy Vs 2/ dowmiee
manmy caik¢ energil “inetycznej

2
v

2

< als pos e

wtedy drugie réwnsrie /17/ pozwala wyznaczyé przeciwdziatanie
R powierzchni #1/; nie wiedzgc rucou punciu, Jezell tylko
znawy promied Frzywizny r gidwnego przeciecia normalnego danej

powlerzchni. Rzeczywiscie mamy, ze 3
5]

SRS i T L Sl L 18/
R-— T Sn_ r /U C/ Snooo.'tococ'-o..c//»&s/
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Pozostate dwa rdwmania /17/ orredlajsg ruch punktus;

{
I
I.
L |
|

-

w
S P et

o........----.-.-.-.-----/19/

Sk

P

chome pow1erzchni w tym szcyegolnym wypadru, gdy 147y

g ewnetrzne ] = i B zupednie mnmie

8 ¢ prezydotone . dodanagg® punktig

B2 ho tez s8tale po-dczas e g0 TR
c hu Znajadnje rsie W SRR g e WY E e
Jemne j o wn owa g

ST

1 dlatego X =Y /2 / 0 .

Réwnanie powierzchni je

misnowicie ¢

%3752/
Réwnanie Lagrange’a /1

Y
mx" s
ny® = )
ety

Sizy posiadajs potencjazx

mv?

A ——— = Xdx +

2
wige caika energi Yinetycznej
b
::09
2 ;

0

st okredlone za pomoeg wzorwu /1/,

= Qo

e

0/ przybierg postaé takg :

o

-Df A
X

2
57 46 Aot et LR RS e Y T

f

o) J
H o«

[

|

- )

o)
N

six, poniewaz ;3

Ydy + Zdz =dU = O ;

2
jest i ‘

oouooin‘0000109...00.04000000-./21/

s % 6 @ %% ¢ e % 44 84 ¢ A% BP
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8kgd wynika;- Zs przcrodd puntitu jest stazgs v = Vo DTzy czym vV,
™® Oznacza poczgtilows wartodsd predlosci. Diatego tez mamy , Ze 3

—w
PR SN N g
'Wt w3 i x e ment ey O S
=% tj. przyépieszenie styczus jest stale rdéwne zeru.
— P : s LT e kood 2 s,
ozostaje wigc tylro sviadowa prazyépleszenia w ¥Fierunku
—a 8i6wnej normalnej io toru, misnowicie @

bt B

— - ' LET -'KD—'

- ;
i dlatego
_. 2 oy
‘ R
e ARSI -
]
e PTZY czym @ ‘Jest promiesf pilerwsze] krzywizny toru . Ty
Widzimy watem , Ze propdrisszenie puntn M jest skierowane
=" wzduz giéwnej normalnej do toru, innymi sXowy wzdiuz prémienia
_» krzywizny (? o Z drugied ztrony révmania /20/ dajs nam, Ze 3

~ !
R P :)f' 21

't _
—® | ; . Vx ny" sz’

_# tj. przysSpleszenie "w” pumktu M jest skierowane wzdiuZ normalne}j
do powlerzchni /1/. -
_~ Pordwnujac te dwa rezultaly, przychodzimy do wniosku, Ze
Wi Loh e /A M NG9 ne mllier s igtra RN e 8k
poem - vgddwae nornalagAENY 28 1la
N Z2akredslonego na te ] powdler z-
e P S Sl o S L Lo D 41, 9 Rl e B |
& SRS 4 gt i il e o (M T Ssi0.

N
-
B IS

w 3

i Z
ok oY

Linie ¥rzywe, poicZzonz na danej powierzchni i posiadajse
i wZasnodé, ze ich dxdwna normalina jest zgodng 2z normalng do po—
IIP"t wierzchni w tyn? samym puplcie ,— nazyyajg slel "'k'r 2z ywymnd
BB eodezy inyanil".

: Jest rzeczg ocuzywicty, Ze przeciwdziazanie powierzchni
R jest mastgpujace = o

%

2

/ RL; MW = TIW 4 =
: e

agg

.

15

: Ten s am rezultat otriymeny uzytrujge réwnania /17/,kxtére
w naszym szczegllnym wypadku przybiorg postaé :

% b

‘_T\
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Pierwsze =z nich daje, ze v jest stale: v = Vo3 trzecie
mvwé nanm, ze (? . albowiem v # 0, poniewaz w wypadku
przeciwnym N 0 i pun*t pozostawaidby nieruchomyme.

S

- . Ale wienmy, ze gig oy o wige 8 = 0, tj. normalna do
powlerzchni jest zgodng z gxdwng normalng do toru punkitu zruchome—
g0, a dlatego tor ten jest ¥rzywa geodezyjng, Révmanie drugie
z rzgdu pozwala obliczyé oprzeciwdziatanie powierzchni R:

1v® v : : :
= = 3
T S
poniewaz © = 0, =& wzér Meusnier ‘a daje, %e © =1rx, cos O ;
3
Za'tem Q = Ye CQbadQO-

- o s

Widzimy wige, %e¢ zapomocs mechanivi mozemy o¥res$lié krzyws
geodeZzyjng na danej powlerzchni,wyobrazajgc sobie, Ze wzdiuz
poszukiwanej 1inii pozxussza sig pun¥t, na ¥tdérei nie dziazajsg
Zzadne siZy zewnetrzne.

Jako przykiad rozpatrzymy wypadek, gdy dana powierzchnla
/Y/ jest powierzchnig obrotowasg. ‘e

my
ukiad wspétrzednych cylindrycznych z, r i 6 . Réwnanie dowol-

- nej powlerzchni obrotowej obrotowej bedzie wtedy nastepujg—

vig

ce s

Zz = f/r/ e-c--e-.----'---v-oocco-oooo-o_to-‘-a/23/

vyznaczyny Ykrzywg geodezyjtig dla tej powierzehni, Zales~
nodé pomigdzy wspléirzednymi prostokgtnymi Karteziusza /X,y,z/
1 wspéirzednymi cyliindrycznymi sg nastepujace :

®E=i rigoes @,
Yy = T 8n 6,

-—

8¥gd znajdziemy Ze 3

2 )
V =x* +y° +2’ =1 4+ 16’ + 2’2

-
-
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Caiia energii /21/ daje nam, 2e v = Vv, zatem bedzieny

- miell jg w talkiej- postaci :

o 1

1" ‘l""sz/‘f:/ ; =h L’Cey2=v '0..0.09.&.0.‘!5.-05/24‘//.

poniewaz na podstawis 25/ maiy, Ze 3

Rl e R e o -
Poniewaz manmy do“czynienia 'z powiérzchniq obrotqwa,wigé
istnieje préecz tego caika pdl 3 :
2 ¢ ...'rx’ ., . / g :
r e S \)l700.0.0.....“..l...‘.’.‘,...'.-.C.000/25/
Osig obrotu powierzchni /23/ jest o0é 0Z, dlatego tez, aby
napisaé rdvmanie posmul-iwanej krzywe] geodezyjnej, wyznaczyny
réwnanie zrzutu fe] krzywej na piaszczyzne X0QY prostopadig do

osi obrotu powierzcini /23/. ¥ tym celu WyeliminuJGmy czas t,
g réwnad /24/ 1/85/ i otrzymamy, ze 3

v

e ;
1 -3 l ot f,2/1'/ ! Q/—"d£ +"""3':'— = ——-70— -
4 e 2 : o BEVS
i ; Lo o Cl
8¥qd znajdziemy, ze @ : )
: 2 : a - Y g s
, ! L - .
, 2 5

e g i
. \\f o f’2/r/

Oddzielajgc zmisnmme x» i €6 i cairujge, otrzymamy :

(’ /_-l +??’L/I/ i _Qz.z/ ® + Conste.

ks J \/‘, e Cl 7

.

Wykonujgc caXlkowsnie dia danej funkeji £/r/, otrzymamy réwnanie
poszukiwanego ruchu &

8 = F/r/, to--o--o-o--o-c_-en--caoo-vc-/26/'
ktére zarazen jest rdwneniem powierzehni cylindrycznej o two-
rz&cych, révmolegtych do vsi 0Z, 1 o podstawie polozone1 na
plaszczyzn;e X0Y i majscej réwnanie /26/. P0W1e*zchr1e/23/ 3
/2 /, przecinagac s.egnzalemnik,ﬂdaga poszukiwang. k“"?‘ &

-
S

- -
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g b

geodezyjna, réwnania kidrej z tego wzglgdu sg .

z = £/x/ ,
& = F/x/ .

¥ wypadku powierzchni nieobrotowej,wyznaczenie na niej
krzywe] geodezyjnej —staje sie bardzo trudne; np., dla elip-—
soidy trdjosiowej dovonatx tege Jacobi, zawdzieczajgc powodzenie
- rogwigzania trafnie obranym wspdirzednym eliptycznym :

s - -

£ Ruoh poaktn b L9l ee e pniigdad=.
Flej rédwni pochy2e j, tworzgcej katsxXsz
PO2z2iome me ;

Przyjmiemy dang plaszcizyzne, jako piaszczyzne wspdirzed—
nych XO0Y, przy czym of OX skierujemy tak, aby O0X | AB/rys.45/
tj. do prostej przeciecia sie danej pzaszczyzny PP 2z poziomem;
08 0Z skierujemy prostopadle do danej paszczyzny, do gérye.
Wtedy réwnanie /1/ powierzchni bedzie 3 :

idade g A%

Warunki'pocz%t%o—
we sg § przy t = O mu~-
si byé:

]

g
O
il
o

as H Zé = 0 .

. Rézniczlrowe rdwna—
nia /10/ Lagrange’a dajg

'k) v nams

{/ mx" = mg.sin of; '}
/ Illy" = O ; : \00/27/
j mz" = — mgcos o{+ R;S

Cazlujge pierwsze

L Na podstawie warunkéw poczatkowych,znajdajemy wartosci
| stazych ddawelnych A i B

A= X_ 3% B=a

réwanie/27/, otrzymujemys:

Rysa iS. Xx=A + Bt + % gtg sinof «

2 & & &% &§ © & ¢ ¢ ¥

£ BN

v
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el B

wlec ostatecznie

1 2
X=Xo+a't +'2— gt SinO(.......-...s.o.--....¢/28/

_a & i,

Caixujac drugle réwnanie /27/ i biorac pod uwage warunki po—
czgtrowe, otrzymanmy 3

y = yo + bt ’D‘l.’..'o.'n-.'0.0.‘0..0...‘.00./29/

Trzecie rdéwnanie /27/ wyznacza wmprto$é przeciwdziaXania
réwnt pochyiej, mianowicie 3

-

R = mg, cos O ; ]
albowiem z" = QO3 widzimy, 2e R jest liczZebnie xréwne skia—
dowej sty ciezvrodci G, wzigtej wadius prostopadiej do réw—
ni< Znar "+" wslkazuje, ze przeciwdziatanie R jest s»ierowa—
ne wzdiuz dodatniej normalnej, tj. wzdzuz dodatniej osi

0Z.

-

Réwnanie /27/ i /29/- méwis nam, ze ruch punktu ciegz~
¥iego po bezwzglednie gadriej rdéwni pochyiej odbywa sig¢ zu—
peinie tak samo, jakx w prdgéni, jedynie tylko przy$pieszenie

jest nie g, lecz g sin of .Gdy of = -5 , wiedy 1 ta réznica
przestaje istnieé, otrzymijemy bowiem wtedy rzeczywisty,
ruch w présni z przy$pieszeniem ziems»im g. Réwnania /28/

i /29/ wyrazujg, Ze punkt N zakrresla na réwni pochyzej pew—
ng parabole, parametryczne réwnania *tdérej sg :

P
x=x, + at_+ §-gt sin Q(; T=Tg f bt.

nktu PO PN Yt g¢ hald
rotoweg o pod d'ziadanibl
Pz yeliggs @ Wk e r 0 n
o RS o 1 - R | stoz¥a p O - B o
o o e o < (- & d o :
o.d:1le g ¥ o8k 0 e j 0. S ks

i

Lol ]

s o
NHH et
o

d
s ne
u drt

Oznaczuy przez k siig przyciggajgeg Jednostkg masy
na odlegtodci réwnej jednostce,wtedy wyrazenie danej sity
S bedzie nastepujgce :

S=-——‘i§—.
™

Réwnanie powlerzchni.stozl¥a obrotowego dla wspdi—
rzgdnych cylindrycznych jest : ;




r =Jb « % 3
a w prostokgtnych Kartezjusza

X2 + y2 = 1»2.22 H

ae

przy czyms R = tg ol ./rys,46/‘

Sita S oczywiscie posiada potencjax Uz

F

U=- f"km i a i E
./ r 2r

s

wlec zasada enerxrgii klnetycznej daje nam cazke¢ :

Fys

_31'_2__—_313_: C 3
. 2 2r°
ezyli po skréceniu grzez -%L :
v2‘ * —£§ = o .............;........../30/
v 2 |
przy czym ¢ =-%g~ .

Poniewaz dana po—
wierzchnia jest obrotowg
1 siza gzewnetrzna S,
dziaiajgeca na pun't,
przecina stale o$ 0Z
obrotu tej powierzthni, .
wigc distnieje caila
pél w pXaszczyZnie X0Y,
prostopadleg do osi OZ,
mianowicie 3

y’x - X’y = 1°67=C;../31/

State dowolne C
i Cl orreslimy nz mocy

warunkéw poczqt%owych 3
przy 't = 0 musi byé°

X & a.y y’ =

-

Te dane  orreslajg
z, 1/ z’/O rzeczywis—
8 &

¢ie réwnanie " stozka
daje nam 3

P I
z_,‘[ - e
o= /}b o

5 ® PP P F P A § b4 % ¥ ¢ R ST

¥

]

f

'
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SN, gamen, RS, SOl SR

e L

o B L

i

\ St N i

P kb
pYzy czyr prze ﬂ pierwiastrkien woiglidmy znalk "+ ,albowiem. u
nas zawsze z ; U»

2 BdZﬁ;batUWQC rowrenie stoz»a, otrzymamy, Ze: xXx’+ yy Jy,zz’
8kad obiicryry =’/ 3
X a b
/Z, / S (0] =t yO
lg P 5
A

Uyznaczyy ruch puavttu; w tym celu przepiszemy cailg
energii ¥inetycznei/30/ talk_:

2 2 i

r’2+I -Gs +Z’-=*;;§ +c-..-p--’.‘.-loooc.!O0000000/32/

Poniewaz r = Mz, wige r’ = M3z’ Réwnanie/3l/ daje
nam wyrazenie dla 6 s

Cq
9’ — = = °
/2
5 g2 \}'L2Z2
Tstawiajgc otrzymare wyrazenia do réwnania /32/,znaj-
dziemy, Ze :

o2 =
‘-’M'Q_Z i w)'b":z
czyli 3 g
2 2 ;
Vo R Tl G e 4% iy e =% — C‘-% + Cc. Mu2 z° 5
.J V‘ L/

-

skad wyniva, Ze @

JﬁLozz’ \/ 1 +Jﬁ:2 V[}--Ci + C. /}b,z 22

4

Przed pierwiastliem bierzemy znak "3" lub "-" w zalezno$ci
el tego, czy z wzrasta — czy teZ malejé podczas ruchu punk—
tu,Przypusény, ze trrevba wzigéé "+", wtedy oddzielajgc zmienne,
otxzymamy, ze :

M/ MR
Y]_.._j- G & = dt.

‘Vjr feiEs Cl‘+y.){kvé q2'

e ke e e e e e

v X [}
R TR i e S
Py e D S T e D eI

PGt B LT Y T O e LT N e TR R

PR e | SRR o b




Cazkujge znajdzleny ¢ ;

P

: — ZINE / A v
t+‘[=Vl+,ﬁL2 f i =Jl'::"u' .
% Lo 2
V ¥ —C3+ c fe 2 /u
e — 2 ]
o /k BCar c./(L 2o 3 =
| skad otrzymujemy, Ze 3 o
| e ek i - 2 .
i ]-r“"Cl""Co ch /t o U/ 3 B
| % ; l +J-k
1 X ¢ ‘P‘
przy cvym stalg ceixlowsnia ’C okreélimy z warunku,ze pIzy _
s = 0 musi byé 3 z = z .. >
| ' ——
| Rozwigzujac ostatnie rdéwnanie wzgledem z, gznajdziemys
i : _ -—
Z:.:! L/ / t +q:/ "".k' + C'i ..lton.-.--oaoocv/33/ o=
3 s s
ilajgc WyraZenie z, —jaro funkcje czasu t, =z Tatwosclyg fra—

znajdziery r 1 @, tez jaro funkcje czasu t, poniewaz mamys:

| -
l =J#°Z k—
| e 0 —
R R e e e T 1
- 48 /LL Z P
Catrujge drugie réwnanie wzgledem czasu t, otrzymany -—
zaleznodé pomicdzy © i t.Pozestaje mnamwyznaczyé przeciwdzia— -
Zanie powierzchni R. déznlczkowe réwnania ruchu /10/ Lagrange’a
dajg nam, ze ¢ Z -
e =5 ki X
,: iyt = '—r3 » —£—+2 A x;; b
{ - . { -
‘ z k.
Ly":‘_ _t_i"l—‘i'z A y; .\....--.-..-.-./34/ -
> - (
| \ , o
' 2
n’lZ" = - 2 ’ - %z 3 )
Py .
Przy Czym § :
. - “
R A R
5 = = -
P 2f 2 =t /2 5, ~
. ST L ‘¥ 4 +4y A

s e G e il B ey e e i S e E r
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Z ostatniego réwmania /34/ znajﬁziemy R, rzeczywidcie;

R & 4392— V/].-Pu/k 3

-

przy czym z" obliczyny, rdzniczkujge dwukxotnie wyrazenie /33/

Maize w

H @

hanisa w-ahadi#a S Loe e
yCZnego.

Zbadarmy bardzo pouczajgcy ruch wahadta sferycznego,
przypuszctajge, ge jege wshenia sg maze. Przypudémy, ze many
punkt materialny, poxgczony zz pomocg sztywnego 1 nierozcigg—
liwego preta z nieruchonym punvtem Q, dookoia ¥tdrego ten
pret moze gzupeinie swebednie obracaé sig, Udzielimy temm
punktowi Il o masie m predkodé poczatrowg Vs @ - kel
run¥ru pogziongyz; wtedy tor naszego punktu bgdzie
pewng krzyws skosng, lezacg na powierzchni geometrycznej uli,
¥tdrej drodekx znajduje sie w punkecie —zawieszenia 0O, a pro—
mied Jest réwny d*ugodecli preta d. Takie wahadXo nazywamy
"wahadxen 88 e niy.cin By mt

~-Obierzmy w puntcie zawieszenia O poczatek wspdirzednych
prostorgtnych--OXYZ i wyobraZmy sobie, € w momencie poczat¥o—
wym t = O pun¥kt—- rucnomy Il zajmije poZozenie M o 0607 ‘skies
rujeny pionowo ¥u--doXowl, pZaszczyzng Wspélrzednych ZOX przepro—
wadzimy przez pun¥t M _,wtedy o$ 0Y bedzie réwnolegta 4o pred-
Yoscl poczgtrowej v, /rys. 4T/.

Oznaczajgec przez R natezenie preta OM, bedziémy mieli
nastepujgce rdéwna ruchu wshadia sferycznegoe. 3

weecady )
m:‘r" :-..R :ld; I.vlvuoc-.co--onoco-./34/

Z

I
"*én"_.s. °
g ke el

e

przy czym rSwnanie powierzchhi geonetrycznej, po *térej poru—
sza si¢ punkt I, dinnymil siowy xdwnanie poZgeczenia,jest

X2+y2+22"d2=0;
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czyli

g 1w R Semlel R s i et ha ks Al

o g e

Warunki poczatlowe s§ na—
stepujaces przy t = 0

msi byé s
i Powiedzielidmy wyzej,ze

pgrenicezymy sig wypad—
¥iem, gdy wahania sg ma-—
te: Malymt wahaniami na—
gywamy-talrie, dla ktdérych
stosunki Fo 1 ij,/PrZY

(C - d 2
czym oznacza czas trwa
nia jednego cazego wah—
niecia wahadXa/,sg wiel—-
rodciaml-mgrymi.Dlatego
tez, rozkiadajac rdéwna-
nie /35/ wedkug poteg

@ 6 % ¢ ¢ @ 9P ¢ P 4 % &5 % & Y a0 09

“—AL/_ s wzrastajgcych bedziemy
C%7'Tn§ it mogli ograniczyé sig wy—
= razami gzatierajgcymi
1[]: : "maXe wielkodci® w pierw—
| Ryse 47T, , szej potedze.
i i .
| Réwnanie ¥uli /35/ daje nam; po rozwinieciu, zZe
x2 + v° - ¢
Z:d/l— _71— +ocooootoooo/; 000.000009'0000/36/
fi 2d . -
| widzimy wiee, %e w pierwszym przyblizeniu, mozemy przyjaé:
3 _ &
z =4 ;
wtedy trzecie rdéwmanie grupy /34/ daje, fe : ‘
=
R =ng 3
: : =5 *
i1 dlatego pierwsze i drugie rdwnania /34/ przybiorg postaé takg:
, *
F R ~§- » X =0 3 2 | *
EJ!; 3 3 ¥ oooooooo-aaooooocoaoc/37/ &
# : y" +._§:__. y._:o ;g X
i L ' ik -

! Caikxujac je /patrz rozdz. II, §§ 7 1 9/,znajdziemy dich calri
0g6lne,mianowicie : : 3
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y = 03 GOS e + 34 sim Lt j

ktore, na pecdstawie warun-éw poczgtkowych, przedstawls sig¢ jalk :

alzey s
. X = X, Cos nt 5? ]
: ..0....'D'Ol-0-0.00'70'(:.'.....00/38/

y = a sin nt H

per czynn wprowads 12,é rry tu oznaczenia 3

1

L

i
2 5y R i
— 1 a = =

we

ne (B .2

riﬂ

. ST R
1 dlatego orres wahad - j

Qw2 /2

ZdawalobJ sig, Ze otrzymane rozwlgzania zadania /38/ sg Scis—
e w przyblizeniu do Wyrazéw PALESY W 8 2 80 T Zoe A
matosgel wegloedem =z, 1 a,/czyli b/,poniewaz

St

©

<..

. W réwneniu /36/ odrzucilidiy wyrazy drugiliego 1
e Z

Wiy & S gy e hiy xigce dob e a

A e =T Il S L o R < B it X, B Qe

=1

goel T gs ks et

mymczase”“UOQODWv wniosel jest zgola b¥edny.Rzeczywiscie;
aby o tym przeronaé sisz, wetaminy Ao rdvmania /36/ zamiast x
i y ich wyrazenia /38/, wtedy =z Xatwodcig otrfrzymemy , Ze 3

e xgcosgnt reva: a2sin®nt ,
Z = 'd.g l b 3 Bl ————r e 2
247 B
odd Boia e /x + x2 g0 2. nt * a2 & 32 cos 2 nt;L
i > 0 |
4 4d i
2
SR 5° e x% o g
wm d. /]~ L s degee e 1608 LI S
44 : 44
a ognaczajgc dls wuproswczenia wzordw ¢
“ e \ 3 D
0(2 b _?'_2._. £ o) (:))2_. e iz ;
= > TS 9 > Ain:
1d° j 4a°

|
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ptrzymamy ostatecznie, ze

VLS d/l = dz = 1?32 ces 2 nt/..............u-uo-'/39/

Zauwasyny, e unyélnie wprowadzilidémy oznaczenia X 2

i F) 2; anie X 1 [5 $§ aby podrresélié, ze sg to wielroded
@drugiego rzedu maodgei wzgledem wiel-
xodci x, 1 a;j oprécz tego, oczywidcie,prazypuszezamy tu, Ze:

N
- 3 X,) 8

Rézniczlujac wyrazenie /39/ dwukrotnie, bedziemy mieli:

z"=4_nzd]3)zcosznt =  4g razcos2nt..

Wstawlajge 2znalezione wyrazenia dla 3z 1 2" w révmanie
ruchu 3

ar - -t

gnajdziemy rdéwnanie dla R3

4mg(520052nt==mg-R/1—o(2—pzcbsznt/;

skgd obliczymy niewhadome przeciwdziakanie powierzchni /poxg—
czenia/s

1-4 Ibzeosznt
R = ng =

1~ 2—!5200621&

_ | -1
= mg/l — 4 ‘5 2gos.ont/ /1 - 0(72 - ’5 2cos 2 nt/ o=

= mg/l — 4 P2coe :3_"11*;//3.-!-062 +{52003 2 nt +o{4'+

+2‘-‘b€2ﬁzcosznt +-' (3)4-60522111;/"-—-—1133 El-}-/o(‘?
- E2l s /3[b~°-+zo<2 B 2/ cos 2 nt 4
--g- P4cos4nt+....Jamg [ l+“‘)/t/]

W tarim razie plerwsze dwa rdwnania /34/ dadzg nam, Ze 3
%" + n°x [l + Y /t/]
2 +n2y [l+ ‘f/t/ ] =0 .

%

“ « @6 S VTR PV T g R EN QL S




oo ——

Sk ke

Zakzada jac:

g 4
= n2o/1 + &2 a(,A' - 32 / &

Przepiszemy poprzednie rdéwnania w ten sposéd ;

e

2

-
x: + yzx =n {_/3 _:?)2+2 *2 ,Bz/cos 2nt + %jfcos 4nt} Kfwsnof dOL

.

¥ye + ]rgy e 1/3 ;’5 +2 5 ﬂ,z/cos ont + é&“cos 4nt] Y3

ZdawaXoby sig, ze gdy podstawimy w prawe czg¢sci poprzed—
nich réwnan /40/ zamiast x 1 y ich wyrazenia przyblizone/38/:

X=X, const 3

y=2a sin nt j

to, poniewaz prawe czgdci, otrzymanych w tem sposéb rdéwnosei,

8g trzeciego rzg¢du malodcl wzgledem A 1 P, wlec moglibysmy
Je odrzucié, jezeli chcemy mieé tylwo wyrazy plexwszego i

drugiego xrzedu. Jedna» tak nie Jest rzeczyw.l.écie, przyrmjge

pod uwagg zaleznadci znane 2z trygonometril ;

3
cos 2 nt , cos nt = 2/cos 3 nt + cos nt /

cos 2 nt . sin nt = ¥ /sin 3 nt ~ sin nt /

L 1)

L 1

cos 4 nt o cos nt = %/cos 5 nt + cos 3 nt/ ;

cos4n$.si.nnt=%—/sin5ntfsihint /3

przedstawiny réwnania /40/ tak 3

x"+k2:: = XO/Z ﬁ2+aL, /32/11 cos nt + X g, + L, /g2+2 /5 %7 '
. nzcos 3 nt +-—z—-xo /54112 cos 5 nt 3

y© o+ k2y res - a/-g— [52+_,,L,2,32/n281n nt + a/%Pz-r—d,g /32—5%_(3_4/0
« nsin 3 nt + %a{g,"fnz sin 5 nt

¥

Caxkxi ogélne tych rdéwnand liniowych sg nastepujace 3




~147 =

4 k 3 2 2
. ; B B A > n.2cos nt +
U008 WE o L 800 1E I Sl st s e o i
| 2 ) 5 o
- —=mn
3 B30 g
+ x 2 ﬁ UL i £ A e 3 nt + 3, akidr 12c055nt
i 5 5 - cos n 4x 5 5 .
On 7= iils 2Rk =
2 0, e e 2p2
- .2—[3 +J‘ B 7 \2
Yy = C3cos ¥t + 045¢n ¥t — a. rea n-sin nt +
: A 12 2
el
G e -
22 s + =7} 4
4 - '2'[5 ﬂ“ ail ,,nzsiant %a ﬁ - nzsinSnt.
. 9n2 e 1(_2 25n2 = 1r2
Poniewaz 3 = 4
LG n2/ 1 & &0 ekl 08 f Vo
2

wigc rdznica 3 ..
2

jest 10 G N it M D R0 G -

'd ruglego
dlatego tez wyrazy : :

4
b ne.d 2 g ne/ a4 R /

wzgledem X, i aj

ol g ; Bl et
E EpRaT R o e, BN s
Xoo I -*-1: cos Bt e = o ey - s8in nts
nie sog Nt gie g e £ U0 ST RED Yo SR ECE S0 e o

ja¥r to wydawaXo si¢ na pilerwszy rzut okra, lecz
WS zego i See i 0 ek oo 6 Stgs

} manmy prawa ich odrzucié, lecz
Ostatnie za$§ wyrazy w wyrazeniach dla x i y s
t maxymi trzeciego rzedu, albowiem réznica 3

P

‘lr2§8n2—n2at2—n2/o(4-—

2 2

| 9n2

jakx to jest dla
zéw jedynie pierwszego rzedu
zy wary prawo odrzucl

3 A4

page r =

Tidziny wiec, 2Ze nawet w pierwszym przyblizeniu nie
przeciwnie musimy je

zachowad .
g rzeczywidcie

- /%

P

jest wielkoécig zawsze skOucvona, nie za$ niesYorczenie maxg,

2
Tre= g .Je7eli wiec ograniczymy sie do wyra-—
maZzodeci, wtedy t
i dlatego otrzymany

e ostatnie wyra-

«
-
-
-
>
P
po
o«
-
-
-
P
-
-
»
[
r
|
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e~

R TP T e p—

; T , 2
x=clcoslrt+czain}*t+§-o-€h-—cosnt? : :
; X c’-oo/4l/

-

. ‘__' -. 2
yccscoslrt+c4sinkt-£-a.ﬁ sin nt

- -

A2 .
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Ench,punktu,chreélony za vomncg wzordw /33/,pesiada charal~—
tor zupeinis »Amienny,anizeli ruch pun-tu, wyznaczony e waoru
/42/ kzenz ywidclie,tor jun+tu, rdwnania ruchu *»térego 82 /33/;
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Te rdévmania dajg nam, 22 podezas plerwszess caego wahnlgcia wa-

had%a innymi si-wy, poril czas t zmieria sie od wartosci 0 do

wartodel & :
o el o »%w~-, tor pun-tu bedzie mai-~ sie régnié od elip-

s8y/43/.Jednavzs ten tor bglzie stale z biepiem czasu t odbiegad
cd elipsy /43/,albvewicm drugle wyrazy x 1 y zawierajs czynniv
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proszopaf}vm co k»hrquu prefta, amougcego Len punkt & punktem
‘Zawieszenia (. Jun —F treyran moment & w rtérym
ik echony pravchodet toru. 2
OtermanP W tem SECSéb“TiIi&éf = 5.2 ro; f@ cd wartosg—

20 SR
ci =3 w«} Niel'r dlatego,

zZeby te wartogd tl oblice ;ﬁsthlMV ve vzorach dla x,J,y’ =Tidh e
uwzglednic¢ wyvasy Srugiceo roedu rokodci.
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Wyrazenia dla x i y w mcreacie , czasu & =fcl pol-azujg nam, 2ze
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wyrazy trzeciepgo rzedu maZodcil, oy tym
samym od¥zucilidmy w c#ilach ogélny?h tych réwnad odpowiednie
wyrazy, ktorych rzgd ovrazax si¢ n e trzeecim,
kiewein pile Y WS 5.y N ; g

°  Rys.48. przedstawia poziomy rzit ruchu $rodka cieskod—
cl /bezwkadnodci / sferycznego wahadia, ktérego drugodé d=3,3%4
netra, a skala rysunku Jjest 1: 10,5.Rysunek 48 zostat otrzyma—
ny w ten sposéb: na ¥odcu stalowego drutu diugodei 3,34 m,
zostat zawieszony oXowiany walec, ktérego-wysorosé. 1 drednica
8g réwne 10 cm, a waga wynosi blisk¢ 8 kg. Wgdiuz osi tego
walca jest-wyswidrowany otwér drednicy 1,5 cm i w nim umlesz—
czono maleillkg- sardwke elektryczng. ¥ odlegkodci 2,5 m pod-

, Cylindrezm ulokowano Ifotograficzny aparat, szwrdcony objekty—
_wern do gbry, tak, Ze jego ¥lisza jest poziomg.Gdy wahadZo sfe—

ryczne puszczono w ruch, wtedy obraz zarédwrki w pestaci punktu
dwietgcego, poruszajgc si¢ nadklisyg,da nam na niej fotogra—
fig ¥rzywej bedacej rzutem toru, zarreslonego przez sSrodelk
cigzladcl wahad¥a sferycznego. Jest .rzeczg zrozumialg, Ze Yrzy—
wa,otrzymana w ten sposéb, rézni siy od toru punktu ruchomego,
gloowlen jest <Jego rzutem j; jednal-ze ta rdinica nie zmienia
zasadniczo charalteru Ykrzywej i dlatego z rys. 48 mozewy sg—-
Gzlé o TY¥sztaXcie toru wshadXa sfer rcznego dla maxych wahad,

Rys.48 - e
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Réwnania rédwnowag punktu ma-
terialnego, zna jdu'jgcego s ie na
bezwzglednie gxtadkxie] powilerz ¢ hni.
Réwnania réwndwagi otrzymamy, gdy zaXozymy w rdéiniczkowych

réwmaniach ruchu /10/, :

i
c

x" = y“ — a0 i
Réwnania te bedg nastepujace : %
._ a'f :
I+ Ae—=% =0 3
aa T ‘ e
Y + - = ®voeoevoPsesnboeone e
Yy oW
Z + Ao (D‘Z = 0 i

~

przy czym 3 g
R

Trzy rdéwnania /44/ wrag z réwnaniem powterzchni f/x,y,z/ = O
pozwalajg wyznaczyé pozozenie réwnowagi punktu na danej bez—
wzglednie / gad¥iej powierzchni /)/ pod dziaXaniem zadanych
six S/X,Y,Z/,tj. mozemy obliczyé x,y,z i R.

Rugujac A 2 réwnad réwnowagi /44/, znajdujemy, Ze :

Y.' - Z : "_q-.oo.totoo.-&.pt.00.‘00/45/

X = = i
o f DT D £ X
X oY Dz

A

i
Réwnania /45/ wyrazajs kY onieczny i wy- |
starczajgecy warunel¥* rdédwnowagil '
unktu materlalnego na danej bezwzgled:nie —gXadriej powlerzchni
/1/ mianowicie 3 |
|

wypad¥xowa sizx Za o n el I8
przy ot onyeh - do Spunkiu,srmual S
8kxierowansg wzgdiug Mmormalnesy &0 .
powierzchni, /

, “Na zakorczenie obecnego rozdziaiu rogpatrzymy ruc h
pu Bt a poriehr opowalt e ¥ powilerz -
chm L i Yeraehn8te je




Gy vuJbt materialny
chni,wtedy prdcs normalne
na punkt vuctouy dviaia ¥e

ie¢ po ckrcpowatej powlerz—
ciwGzlatania R pow1erzchn1,
REZET0 D B L h e e iEer S

e

- Doéviiadcyzenia wskazhja, e siza tarcia, przyiozona do
punktu, jest skierowansg w ¥ierunku wprost pr z e c i w -

Roy.no oo Do eoG hoes el up g il el ot SRR a B
tuepied LYl e Zie el nhie s i M A jesd ™ T &
nNg bezwzglegdnej WOEE R 0B Rl O e g e
Boetg e p X zgie ¢4 wdigilia s rd opalomeci Ry pgmin. 6%
2.0 0 R - e pre e N0 a8 1 e 1
wespbeczynnik W, zwany "wspddtezynni-—
s M T - WC DR A - Y AR < 1o DT dodzag crede B gt czyli inacze]
rodypaning ryn o Wepottzyanikien
foio g o Tspélc zynnik M charakteryzuje chropowato$é da—
i

-nej powierzchni.lamy wiec gzaleznosdé:

= A\.‘o {.R%u.)aoooo;uo-uaceau.onnaoolopooovooc--/4'6/

Tspdicz ynnﬂb tarcia dla rachu jest mm1egszy“ od wspdx—
czyanita tarcta dla réwnowagi.Poniewaz 0081nusy xatéw, ut—
worzonych prpd-odcig punvtu v z osiami wspbirzednych OXYZ, sg
odpowiednio rdwne sitosunlom g X

S P P s he CH I HFOCEL S

- ‘ht
- 9 y9 Z?
w 9 “,""5 "‘;}— A ; -
g S S ‘.
to; na podstawie powyZszych wXasnodcl siy tarcia,jej rzuty :
na osi’ OXYZ beds : :
il i x?
'4oCOS/T,.zL = _/" ""'—"-/ == /‘L "—_‘17"' * \Rl;
! 7
Tocos/E,E/ S —%— o | Rf§ g
ot 4
m et et @ &
-
Dozaczajge do zadanych sit =zewnetrznych S, dziaZajacych na -

dany punkt, normalne przeciwdziszsnie R i sixe oporu tarcia
Ty KUZGwy uraZaéwten punit, jak¥o zupeinie swobodny; dlatego %
tez wrdzniczkowe riwnania ruchu bedg nastepujace 3

¥
MBS L L
Lo = A L 5 X “’,“;""a R ¢ , -
: : 25
o 31 o f ~? R.
_ R s /
v mz" = 7 + A, Zf-—,ﬂ 2. R X
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Trzy rdéwnania ruchu 747/ i jedno réwnanie powlierzehni /1/

f/‘/XBy :z/ =0

pozwalajg wyznaczy éztery niewiadome x,y,2 i1 R§ opdr tarcia:
3 ObLlCZme ze wgoru /45/,albowiem wspéczynnik tarcia jest

- s

-0 przykiad-- zbadamy o e et s it - an S - L Bl RS B Y o BT
. e ! ol R A G ST G W » % e - SOURARE) 5 ¢ a SUNE o et L M s F
chomej c h.r.-0n o-watiter] ré&wni pioc-higs
X e j, T wietriaws ener ] kg t Of 7 p0te A6 m e TGRS

Przygmhg%c réwnie pochyis za paszczyzne wspdéirzednych
X0Y, o¢ OX s¥kierujemy
prostopadle do linii-
przecigcia sig piasz—
czyzny révmi =z pasz—
czyzng poziom, a os 02
weZmiemy prostopadle
do réwni i skierujemy
ja do gbry /rys.49/.
Wtedy réwmanie réwni
bedzie 3

f/x,y,z/ =57 =0

Przypufémy, Ze pred—
¥usé poczatiowa v _ jest
skigrowang wzdiusz’osi

0X ¥u dozowl ,wtedy

Fed ]
vo = X :7 0
i résniczrowe réwnania ru
chu /47/ dadzg:

e

RyS 0490

mx" = mg.sin ot - h/\RJ

my" =‘-—O H '-conocnnoop-"'/4'8/ ‘

mw (4]

il

mg. cosgl+ R 3

poniewasz A = R

Binrgc pod uwagg; Ze 2" = 0, z trzeciegc réwnania /48/
znajdziemy 3 = mg cos X




=50

T?stawiajac otrzymang wartosé R w plerwsze révmanie /48/,be—
dziemy mieli, Ze-;

mx" = mg sin ol — W mg cos- o 3

czyli po skréceniu przez nasze Ii:

= g/ sinot—)u cos o / =g cos ol ftgot — M %
Vyrazenie dla przy$pieszenia punktu x" daje nam, £e punkt
porusza sig¢ ruchem jednostajnie — przyspieszonym.Poniewas
w momencie poczgtlowym $
- t-= 0, mamy 3 X = Xgs xé:vo,

wiec, caikujac ostatnie réwmanie, znajdziemy :

g cos ol /tgol — M /‘1:2.

Tyrazenie~dla x" Gaje nam, ze gdy ‘tg o > swtedy x7)0,
i dlatego pred*oéé punktu x’=v stale wzrasta ;

T Fo s

Gdy zasd tg oA ¢ M , wtedy X" £ O i dlatego pred-o$é punk¥—
tu zmniejsza sig i w pewnym momencie czasu t = t, stanie sie
réwng zeru. Aby obliczyé ten moment t,, przyréwnamy wyrazenie
dla x* do zeru, i z otrzymanego w ten sposéb réwnania, znaj—
dzliemy ty
£ £l

g cos of /tg -4/

it
t

Poniewaz przypuscilidmy, Ze tgll ~ M < O, wiec przy v 7 05

mamy, Ze i Ty ;7 O3 innyml sZowy, moment gzasu t = Ty naste—

puje vpo momencie pcezatrowym t = O. Pun»t ruchomy M zatrzy-
mije sie w.momencie 111 o nast@pnie“ pozostaje w spoczynlu,

Gdyby predkoséé poczatrowa v g byta sklerowang wzdiuZz osi OX do
géry, wtedy v, = x? { 0 a.wigc plerwsze réwnanie ruchu
/48/ przedstawiXoby sie jak nizej :

4

[ ~ 1.7 e "I{‘ 3
mx mg sin A 4 MR

i dlatego nastepujyce wzory szawieralyby tg of + /A zamiast
tg ol = J , jaF dotychczas. - | ,
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Rozdgzdiazx VIII,.
: = nie
Ruch pun¥ktu /swobodnego PO

-

a1 i FTreyweds
Rozpatrzymy Jjedynie .wypadek¥, gdy linia Y¥rzywa jest nie-

ruchomg, tje. réwnanie tej ¥xrzywej nie zawiera czasu t. VW po-
stacl ogblnej rdéwnanie krazywej moZemy uwazaé , jako przecigcie
si¢ dwéch powlerxrzchni. :

fl/X’yQZ/ = O’ I f2/x’y,Z/ = O;Qlococ'ootooo-.t-/l/

e o -

W wypadku szczegblnym, gdy krzywa jest linlg piaskg,wte—

dysprzyjoujgc ptaszczyzng tej Yrzywej, jako piaszczyzng wspdi—

rzgdnych XOY,bedzlemy mieli nastgpujgce réwnanias

f/ X’y/=0’ z =0 9 .....ob.oh’...l....'o../Q/

Piexwsze réwnanie /2/ jest réwnaniem powierzchni pewnego
cylindyra o podstawie f£/x,y/ = O i o tworzgeych, réwnolegiych
do osil 0Z, a drugie révmanie /2/ jest réwnaniem pZaszczyzny
X0Y.

- o

Zadana ¥rzywa'podobnie jak powig%chnia w poprzednim rogz—
dziale VII. moze byé ¥Yrzywg zrzecz ywils t g, albo tes
geometryecznag, tj. w rzeczywistodci nieistniejscsg,
lecz bedgeg warunklem ruclu pun¥tu materialnego.R¥zywa rzeczy—
wista moze byé b ez wz gl e d nie gtadr¥rg, albo
tez chzrop owa t g.

Z poczatkt zbadamy twypadek Yrzywej b ez wez gl e d-
nie~ g*xadxie j, do ¥térej zalicza si¢ oczywiscie ruch
puntu po ¥rzywej geometrycznejs’

-

Gdy pun¥t materialny porusza sig po ¥rzywej /1/, wtedy
podczas swego ruchu ten punkt stale znajduje sige na dwéch po—
wierzehnlachs

fl/x;y,Z/ = 0, i fz/k,y,z/ = O,

Zatem mozemy powledzieé, ze punkt materialny porusza
si@¢ Jednoczefnie po dwéeh powlerzchniach:r poniewaz przypuscilis—
ny, %Ze dana krzywa jest bezwzglednie gXadkg, wiec i po— 3
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wierzconie réwniez sg bezwuglednie gladvimi i dlatego prze— e
ciwdziatania R; 1 R, tych powlerzchni sy sierowane wzdiuZz nor—

i X -
malayca do tych pow1etzohn¢o Drixgezajac do danych sii zewnet-
rznych S, dzlaiag@uyoh. na punit meterialny, przeciwdziaia-- >
nia R i R. mozemy uwazsé nasz punkt, jako zupeinie swobod-

e < A i =
2 - il -
ny i z tej przyczyny rdwnania ruchu bedg mi Zj postaé na
stgpujacg : - g
el ) e ;
nx" = X % /\ 1 e 5 A 8 e
% Y 2
-
o f . Gyt o
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, Dy Ny |
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Pray czym 3 »
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;X By -
1
g /-'5’--/ /e =-/ ”
.‘7’ “«
j_, oe*‘.ooooonoo/4/
)‘\ . S . ey -
= t :
i /’a*? SRR R LR -
Y ’Dy -. Z \,&
_ ®
o Trzy réwmania ruchu /3/ wraz z dwoma rdwnania ruchu /1/
krzywej dajg nem razem: pilgé-rdwnad, s»gd mozemy znalesé X,y,z,
- jako funlcje czmasa t, a talrie n *ewlauua@ nrzeciwdziazania p
R]_ e ..12-3 A 2 & > "-
: 3 -
Jegeli-wartoéd przeciwizistania orzfe sie ze znalkiem
"yt whedy k*erureb tego przeciwdziestania jest-zgodny 2z kie—
run¥ienx—- dodatniej normalnej, JezelL zad =2 gznariem "-",wtedy
oits anek tegd przeciwdziztania S b zsod Ly z Fierunriem 8
‘ujemr.e t normalnsjo. 3 ~ PR %
Gdy'Vrzywa wywiera ne pun>t ruchomy pz”ne przeciwdzia— ®
danieg, wisdy 'wedZug . tvzeCLpéo prawa Newtona - punvt materialny ;
oddziazywa na Trzyws z sig rdwng cc do wertodcl liczebnej;
leQZ wprost przeciwnie srierowanai lg siig nazywatly "cid— @
nieniem™ puntu materiainego ns Frzywge -
. A . o N VL N 3 -
W wypadru Yrzywe]j piaskie] jej rbéum a ‘sg podane za
yomo“q wzoréw  /2/. Przypuddny z pOCquVu z Jypadkcwa 6 1%y o
dzia%ajacych na puntt, -najduje sie na piaszczyiZnie Yrzywej,
wt =4 3 rzut s
tedy jej uty sg 3 A,J,Z Boie s <
: »
g o .
- AE !
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Iéﬁﬁanba L/x,y,z/ =0, i ca%frujac wzgledem x, otrzymamy x jaro
_funcje czasu t i ska¥ych dowolnych Cqy 1 Cy. Majae zas x,

oblic

mego, nie jest zawartg w piaszcyinie krzywej, wtedy zrzuty te]
wypad¥rowzs] s§ : X,Y. Z i résniczkowe rdwnania ruchu /3/ dadzg,

h.ia":
Réwnania ruchu/3/ dajsg i
:”3.-{-‘ t
met e g B{«-{{n & 1
i o\bvoo'.o.’Q.O.to..o...‘./S/
A’B £ {
myl. =1 4 s
y % ; ’Dy 2 } -
r«x \ H
_."'; = S T ;Q.o.ooooloooonb/S/
// A ,.*9_,2."/2 \
V 2X oS
czyw trzecie rdwnanis przeszktaica sie w tozsamosé
e C"B ; p Ak v » ‘

nar
okreélid niewiadome x,y £ R, jaro funcje czasu t.

Rcvnania /S/ wraz =z rownarien i/%,792/ = O pogwols nam

Rusgujse Az réwman ruchu /5/, otrzymamy, Ze 3
!t = oy = X

Of 0 f
DX DY

Istawiajac w te réwmania wyrazenie dla ys Obliczone =z

ZIMy %2 iathQSClq y x Rn 3 i,

uwﬁéll wypadkowa s;Z S. prZ]iOaDHYCh do punvtu rucho—

nam 3
~ D
m" =X + A —f—z-;
())L

my" s Y 13 /\i s"“',"""§" E-eaooao.o.-.0000100-10/6/

Mz =7+ RQ 2 g
poriewaz A o = By Jest norralne przeciwdziazanie pZaszczyzny
Yrzymejs ti. 2 = Qo Mamy, ze 3z" = O,zatem trzecie ‘rdéwnanie
/6/ vrzepisze sie w ten sposddb ¥

43
Vo

DG

rze
liczebrne
BIEy 55

P.Q:'"Zy

ciwdziazanie pxaszczyzny jest rdwne, co do wartodci
i lecz-wprost przeciwnie slkierowane od skiadowej -

‘C)

runu prostopadzym do tej piaszczyzny. Wspolrzedne
yuy podobnie; ja¥ w wypadku poprzednim.

i
ob!:c

o
v
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“ W wypad¥u ogélnym,aby caikowaé réwnania /3/ postepujemy
jax-nizej 3 z révmad /1/ obliczymy dwlie wspdZrzedne, jako
funkcje trzeciej, albo najleplej,przedstawimy--réwmania ¥rzywe}j
w postaci parametrycznej,tje. wyrazimy wszystkie trzy wspéi—
rzgdne w funkcjach jednego parametru zmiennego &

x=@/6/y y=VY/6/s z=3(/é/....../7/

Zeuwazyé trzeba, ze funkcje iy Y i )(q_sa‘ tego rodza—
Jju, iz wstawlsjae wyragenia /7/ w réwnaniz /1/4 otrzymamy*
tozsamo$ée Zazwyczaj parametr » jest tukiem ¥razywej /1/,kté—
ry mierzymy od obranego na tej ¥krzywej poczatku Zukéw.Ponie—
waz z roéwnad /1/ wypada, Ze §

g o : 2D L x
r}lidx+«—-43'—'.dy+rb 1.dz==0;
9 x gy ey
x, 4 L
Qg.dxs\ fa,z.dydr /af‘_,z.dzzo;
9 x 'Dy - 0z

wige mnozge rdéwngnia ruchu /3/ odpowiednio przez wyrasenia :
dx = x’dts dy = y?dt; dz = z’dt ;

1 dodajge nastepﬁie wzajemnle, znajdziemy, ze 3
m/x"x’ ¢ y'y? + z"2%/dt « Xdx = Y&y = Zdz ;

czylli ¢
%’ Md./xz/ 2 /XX’ \ 4 Yy'ﬂ-Zz’/.d.t).........-...-.._..../8/

przy czym, jak wiadomo 87'
v x’z_ + y’z»d- z’g .

Na zasadzie wzordw /7/; mamy, 2e 3

x'= @6/ 6’3 Y =\Y/6/6’s 2 2X6/ e/

Poniewaz zaé w wypedku ogélnym siity X,Y,Z sg funrcjami zmien—
nych X,y,z,x’,y’,z’ 1 t,"wigec na podstawie wzordw /7/ i /7/

widzimy, %2e X,Y,2 sg funkcjami trsech zmiennych ; T el
mianowicie 3 :

X = X/ by G’ot/ 3
Y=Y Gy é’vt/ $
2 =12/ 6 6’?“/ . Z

g
-

&

T B & W

Y9 @+ ¢ B F 3360 5 F P 0 %0 ¢ on

:"?
|

S 59,



s Sal p

-

A w takim razie rdéwnanie /8/ przepisze sig w ten sposdéb:

b LW/zo/ Y26y /5/§ 2] -

e YW/ 6/ * 2 eg/é/] b *nso/20f i

Réwnanie /10/ jest réznlczkowym réwnaniem drugiego

© rzedu wzgledem niewiadomej fumr-eji B /t/.Jezelin scairxujemy

g0y wtedy zmajdziemy ¢& , jako fun¥eje czasu 1 stazych dowol-
nych, a w takim razie wzory /7/ dadzg nem x,y,z w zaleznasci
od t.

-

Gdy sity S/X,Y,%Z/ sg zalezne jedynie 0d pozozenia punktu
ruchomego, tj. 04 X,y,2; 1 zZupeinie nie sg zalezne od predwos—
ci tego punktu, a takze od czasu t w gposédb wyrainy, w takim
ragie caXkowanie réwmania /10/ sprowadza sig do kwadraturytj.

do obliczenia cazelr funbcgl.Rzeczywiécie, w ohecnym wypadru
tréjmign ¢

L@/ + LY/6/ 2. X6/ s

- PG -

bedzie Tunkcjg tyl}roé; oznaczajge te¢ fun-cje przez F/(f')/,
bgdzlemy mielis : { ;

-z-md/vz/ = F/6/.46

Skgd, za pomocg ceilrowsnia otrzymamy, Ze 3

;.snlf.%,_ {,F/é/dé + cl.;.;............./il/
B j S

Ponicwaz

Wiec rdéwnanie /11/ da nam, ze 3

=& /6/./5 BE o, j“/b/d6+cl=52/é/;

skgd znajdziemy wyrazenie dla

-

pPrzy czym

{

[(P’Q/é/ +Q,32/6/ 4_{‘ /6/1 , —,2 =%/6/é’2;'

I
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1 Svmaniun /12/ 1 caxvujsc,otrzymamy:

g [ &b | . -
- i { r.‘f_‘..-""‘" ¢-q.-¢a-o-.ol-¢-o.¢/l3/
x » e g
j o v’ W6/
42l przed plerwliasti-iem, orvediawy ac podet 'ch révmania /12/
i warunkéw poczatl-owych; albowiem, w momancie poczatirowym
t = . potozenie i pr@dvoéé puntu sg nam zadane, a dlatego,
Ze i85t znang 1 wartosé , dta ‘
e A OIS
3 dt ;
Jezeli siy S, per}ozore dc pun»tu materialnego,posia-
Qi in Q/LtnOJB“ sit¥, niezalezny-o0d czasu t w sposdb wyrainy,
wtedy rdéwnanie /B/ caXlujemy bez poprzedniega przeszktai-
ceniz,mianowicie otrvymu*emj jego caikre pierwszg:

2
.__EI_E.%_.._ ‘:U/ng,Z/'f'c ;00090torolcoilclootb/l4'/

przy czym U/X,y,z/ jest odpowiednig funkcjg si, a C / staig
caiowanla. Nastgpnie,zamienizjge w réwnaniu /14/ x,y,z e
jeh Tyrazeniami, bedgcymi funvciami~6i 67, otrzymamy rog—
nioﬁlcww révmanie rzg&u,pierws7ebo,—fere cattujemy juz, jak
POP"" dnine
Gdy po scaivowaniu rdéwnar ruchu, otrzymamy x,y, z jako
funtcje czasu t,wtedy « réwnaid /3/ obligzymy ) 1 1 A 59

a réwiznis /4/ dadmg nam przeciwdziaiania Frzywej Rl & 32'

DXa obliczenia przec**d21a1aﬁ R Se il 1 starcza tylro
Jedtna - Ywadratuxa, dajaca v~ funvch zmignne « Dlatego
tez w wypadl-u.siZ; majacych potencg 1, mozemy obllczyé R1 1 R2

supesrnie bez kwadratur, ponliewaz potencjat siz daje nam odrazu

1086 /14/ pomigézy Vv i x,y7,z, ktore z tatwodcig wyraza-

rzez & . Uykazemy to xrzeczyyldcie 2z ¢2.I1 — Kinematyki
/rozdzial ,“I/ wiemy, %e rzuty oprzySpieszenia "w" punrtu
rockonsgo na Wierurki stycznej i1 gidvwnej normalnej do toru
puartu 85 nastepujace s -

w% = WaCOS/W,T/ = —%%— {

v2 .?-...'....'...l.‘/ls/
W, = Wecos/w,T/ = - @ 3 }

S

przy czym @ ozpacza promied pierwszej Vyrzywizny toru.Ptniewasz
przy¥$rieszenie punktu "w" znajduje sig w piaszczyinie krzywizny,
wiec rzut prazydpieszenia na Dbinormalng toru jest réwny zeru,
tje

'Wb‘-'—” W’aCOS/‘V B/ Oo.obo.oo-o..v.'oonno-‘/}-s/

o,



R R % % 8 W ®mowow-

.

Z geometrii rdézniczlowe]j wiemy, Ze -

2

§)2 ; 2 “7_=' : /dx + dy 4 dz /)

__/d"yas — d%gdy/? + /a® vdz = azax/” + /a%yaxz d‘xdx_/f

dlat ego, gdy tot punlr'tu. J e S't wy_faz Ony T :réwnanlach parame— l o ;ii
txyecznych /1/, wtedy =za pomocs rézniczowania Wzoréw g e
otrzymamy Q) Jjaro funvcje zmiennej  ». :

- -

s Dalej,kierunel gkéwﬁéj normalnef'N do Yrzywej /1/ jest
¢kreSlony za pomocg. wzordw 3 : : ‘

d/---/
cos/N,3/ = @.y————"
ﬁ) ds

k1]

o “co8/N,Y/ = i
s : . S
dz >
4/ 35

T ¥
) : ds i

Prazy czym

)

ds2 = dx° + dy2 + sz 2

-~ - Em

Kierunek binormainej oredla sig tak 3

oA eate sl Wl e
cos/B,X/ = Lo SaRE 3& LAsn Gy ‘ - .
) ds
NN .- 22 A i g
AR W G xdz 3d zZdx ; 2 3
: ) ds
2 s ;
cos/B,7/ = ?" Ses jq de | e &0ty R

Zatem, gdy na punkt meterialny dziaka sila-zewngtrzna S, a prze—
ciwdziatanie ¥rzywej /1/ jest R, wtedy w ‘azdym momencie cza="
su przy$pieszenie w jest skierowane -wzdiuz wypadkoweg. W tych

~ dwéeh siX S i R, a wartods l;czebna Jest révngs

Mamy wigce geometryczne réwnanie :

———

W= mn Wa




aw -

Rzutujac to réwnatie na Yierun¥i stycznej,gidwnel normal-
nej 1 binormaluej $ Yrzywej /1/ i zauwazywszy,ze rzut sumy
geometrycznej T = S + R jest réwny sumie algebraicznej rzutdw
danej siiy S 1 nlewiadomego przeciwdziaXania R,bedziemy miell
nastepujace rdéwnania ryuchus

. mw,= S,c0s/3,T/ + Rcos/R,1/;

——

mw,, = Sgpos/é,N/ + Reos/R,N/;

-

Poniewas %a§, wedIug przypuszczenia,vrzywa /1l/ jest bez—
wzglednie gXadg, wigc opér tarcia nle istnieje, 1 dlatego prze~
ciwdzliazanie ¥rzywej R jest prostopade do styczne} tj.

‘cos8/R,T/ = C.

Biorgc pod uwage wzory /15/ i /16/, otrzymamy:

- —%! = SDCOS/S’T/ ’ \:

by = S.c08/5,N/ + R.c0s/R,N/;

i
S

o

= S.c08/S,B/ + R.c08/R,B/; }

Ostatnie dwa réwnania /17/ poswalajs oblioceyd :R/R=By+H,/,

poniewaz przypuszczamy,ze V. jest nam juz znane, a cgs/N,B/=O.

Zbadamy teraz najwagniejsze Wypad¥i ruchu puntu mate—
rizlnego po bezwzglednie —gadkiej ¥rzywej /1/. ‘

Wahado Yoxtowe /matematyc zne/s

Przypudbmy, ze sztywny prot nierpzoisgliwy 1 nlewaziey
jest w jednym lrodou zawieszony na poziomej osi O, dookoxa Vté-—
rej moze swobodnie obracaé sig bez tarcia w pidszosyinie plo~-
nowej, prostopadxej do tej osi, a na drugim jego Yoideu znajduje
glg puntt materialny M o masie m.

™ lsute tego pPoxgczenia pun¥t 1, pod dzisianiem sizy
cigz¥odcl G = mg, za¥redla w pionowej piaszczyirie obwdd %o—

| %a o promieniuv,rédwnym drugedel preta MO = d./rys.50/.

Z poeczat¥u rozpatrzymy ruch wahadfa pomijajge opdw po—
wietrza,lizase za$ Preta ONf stale bedzienly pomijad.Jezeli wa-—
hado zaredla taYie wahniegcia,.se pun¥t I pozostaje zawsze
na dolnej poxowie obwodu ¥oxa, wtedy zamiast sztywnego 1
nierozciggliwego preta OM mozemy wzigé nierozciggliwg line
d¥ugosci d.Zauwazymy, ze odlegzo$é Ol = 4 czgsto nazywajg
md2*ugosdcig wahadzar, e

cooouoo.cvoo_o/l?/
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e a

Ni zasadzie werunkdw poczgtkowych obliczymy stalg caikowa—
nia C
s

1 dlatego ostaisczrie

2 2

T -'Z-':Vo+2g/Z"'d/,.'.oohnoncotoopooaoi/lg/

Zakadsise w réwmaniu /19/ v = 0 1, rozwigzujse otrzy-
mane révmanie vugledem gz otrzymamy wspdirzedne 21 tego puny—

tu na obwodziz ¥iXa, w ktérym punkt ruchomy M zatrzymuje sie,

innymi siowy ziajdziemy skﬁajne pozozenie punktu ruchomego;

v

31=d~ "'é—g’ooo‘o--ooio-oo‘aocoo.oobnoo-o./zo/V

Mogg zajsé nasztgpujsce wypadkli 3

§ 174 Zq >> gl
2/ 29 = — a3
5/ Zq Sl G

P

kowego h z pridroscig v, przyjdzie do putiktu na obwodzie

roia /}ys .51/0 wsp6i-

xzednej Z = 2 majge

prodkoéé réwmg z€rus
V = 0. Zatem punkt

B,

poXozeniem pun¥xtu
ruchomegd M, tj. *

tem™ na torze tego

zenia Al pun¥t l,pod

wpiywem siiy & roz-—
pocznie ruch . +u do-
owt 1 przyjdzie do

ro$é vy speiniajacg
warunek 3

ey Q

W wypadbu 1/ pun¥rt ruchomy M po wyjdciu g poloZenia poczgt—

Ay bedzle najwyiszym %

bedzie skrajnym punk—

pun¥tu. 0d tego poZo—

puni-tu Mo, majac pred—




s o

Fes

-

Obierzmy poczatek wspdrzgdnych OXYZ w punlkcie zawleszeniz
wehad¥a, 08 07 skierujemy ¥u doiowl, = 0§ OX s»lerujemy w kie—
runku-poziomym w piassezyinie obwodu

tego ¥koiz hedss

o2 e ¢
czyll ﬁipostaci parametrygzhej :
| % X0 gt e e e z =4 cos X
e Rézniczkowe ré'mania ruchu wahad?a we wspéirzednych prosto—

kgtnych sg nastepujgce 3

maEte = =i R

X

e

-
?

¥oxa., Ttenczas rdwnania

ocboo'-o¢-oo'ca¢..o-on/18/

mz" = mg - Re ~§71 |

.

Przy czym R ozrnacza “przeciwdziaXanie koa,a rzuty sity zewng=
trznej, ti. wagl pun¥tu l, sg:

O3

ol - Rys.50.

Caxyujgec otrzymamy :

v2 = 2 egz + C

Z =

1

nNge

-

“Niech warun¥»i po—

czgtkowe 8§ nastgpujace:

przy t = 0 musi byé :

Z2=2.= d; Vv = Yse

¥nozgc pierwsze rdéwnanie
/18/ przez dx = x’.dt,a
drugie rdéwnanie /18/
przez-dz = z'dt 1 bio—
rgc pod uwage, iz z réw—

nania x° + z° = d° wypa=
da, ze: xdx + gdz = O,
hedroiemy mieli :

m/x"x’ + Z“z’/dt:

= 3 md/v?/ = mgdz;

czyli inaczej ;
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poniewaz, rierunekx ruchu jsst przeciwnym dJdo obranego przez
Nag / *yes Bl rierurwu mieraenic dodasnich ratdwed i dlas
tego, podczas spadu od A do HO,CX stale maleje. Dalej
pun®t xuchouy podnosi sig az-do pun*tu A, o wspdirzednej
révwne ‘%, 1 otrzymije tam predrosé v = 0, Tdzimy ‘wiec,

e wwypeitul/ ruch opunkrtu jest -ru-

crem wWahadtowynmn pomiegdsgy s *r aj—
nyzl porozeniami A1 Az.

wypadiru 3/, gay zl \ -d, pun*t ruchomy w swym ruchu
od poxczenia 1 -do gdiry rmsiazby osiagngé poziom B Bz/rysg51/

azeby jego prQG”Obé v staia sig rdwng zeru. Zatem, gdy pun’t
przyud21e do wisrzchoxa C o wsphXkzednej z = — d, a“¥téxry |
Jjest pozozuny nizej od poziomy ByB,, wtedy jego predroséé
oslggnie wartodé, nierdwng zeru, lécz podanq przez wzdlrs 1

v2 =g gt vg . ‘ ; 5

Poniewaz zag z]<<-— d, wiec wzdér /20/ méwi nam, %e :
2 : I}
VO {

- ¢
__ 2
Srrgd wyniva, ze rdznica. :

e =

Vg — 4 dg / O, ¢
- |

a oznaczajac ja przegz ag, przyjdziemy do wniosu,ze wartos$é :

liczebna predrodei punktu ruchomego w poxozeniu C jest xdéw—

ng a. Rémmanie /19/ méwi nam, ze pomigdzy poXozenlami M, 3 H

pr@&k"ué'V'nigdzie nie staje sig¢ rdéwng zeru, dlatego tez“ h
znel jej wartodel az w poZozeniu C jest ten sam, co i znakx f
jej wartoci v w poXozeniu I . Stad wnios¥ujemy, ze w wy— ‘

padlru S/ ru e ho o pa g e s et ey i el one g9

b jest niewahad2owy,lecs obr o
towy wezditazg obwodu ¥ozka WL e G
ng i te 8 amg 8t r on ¢, okre$long kierun—

¥iem poczgtrowe] predrosci V, W poZozeniu I .

.reszcie w wypadvu 2/, gdy e d, pun¥*t material-
ny 17, poruszajgce sig od poxozenia M do géry, osiggnie po-—

Xozenie najwyzsze Cy przy czyn pr@dVOéé jego w stanie sig
réwng zeru. Dlatego tez nic niiE. - mo 2 e ¥ s n0 .

e SR T L R el e B AT - B i e D e S
dalsay ¥uech punlin aaterda lnetes
nie wiemy, czy ten pun+t pozostanie w pozozeniu tej rdéwno—
wagl nietrwaej, czy spadnie tg sanhig drogg 3z powrotem, czy
tez spadnie pec dru-iej stronie pun¥tu C. :

S

~

e S
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Na najwietsua wage zasituguje wypadekx 1/ z powodg jego
zastosowad, dlatego tez rozpatrzymy go szczegdiowo,liamy
wigee <rowmani: 3 .

;r2==v§+2g./z-—d/:Qg/z—zl/;
przy Cczym 3

v 2

0 05 (s v N

< m mea- Hoy-a

4 A 3 . - Cl '
Oznaczajac /rys. 51/ przez pf 1 ¥at 1 0A,, bgdziemy mieli,ze:

dcosply = 2

1 rdéwnenie przyrierze postaé takg 3

e B = 2g /cos X - cos l/.d 5

a poniewaz z trygonometrii wiemy, Ze @

LA IS

4
cosg:l-—zszi.n2 -?-(— icoso(l=1—~253'_n2-—]-'—

2

wigec otrzymamy, zZe 3

o o Oty o o
ot ’7d = 4g/8in” —%= - sin® —— /.

i
2 \/ s:i_ng—%—l-— sin® —‘g—

-

Caxujge w granicach od O do of , bedziemy mield 3

A0k

aX

e S

Loy Boiin s g
r.a/ 2\,{ sin —p5 — sin *z—

e

albowien przy ¢ = 0, ¥at o = Q.

£ ¥ & €

& & ¥ ¥ ¢ #

e 3 9 ¥ B

@& 5B B € B ®
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Obliczymy czas T, w ciggu Ftdrego punkt ruchomy M przechodzi
od pozozenia M  do poZozenia A3 mamy wzlr 3

[‘"‘ d X
5ol ook o T

21/
Sln —-—z gl - e -—2' = -

I

Aby obliczyé powyzszg cailg, ¥tdrej odpowiednia caia nieo»res—
lona nie istnieje,zaZozymy :

X of 7 o g
sj_n——2-= Esin-—z—‘-‘- i sin —-2-}-1:}\-;
wiedy 3 (574 =
sin —'é— = e g
czylis e
Cy /
—5— = arc sin ¥ E -3
dlategos: g =
e Wl C
2 -
i [ ]

R AR T B g X
e e T

Poniewaz granice dla o sg O io&l, wiec granice d;laf
8g odpowiednio 0 i 1. z

Bedziemy wig¢c mieli, Ze 3

J‘“ [ el
‘ / l/l-—v 21:..\/1-—. £ 2

s

Ponlewaz wartosé lr2<' 1, wigc mozemy roziozyé - L z;
\ % ) : 3
% \/ 1-¥°¢
W szereg Wedhxg dodatnich poteg 1’ C ﬁi,anOW1cie wedlug
wzoru Newton a,mamy ‘
1 i b em o RN “4 4 1.335. 776 € |
/1 "6/2-—14'2]:'_6 + 5kt of L gl L ;
A R 1

Lo e e S ek
...'.'.. & 2.4’.6..'}‘..a.2n }r E £ ? : - ‘

- x TR g o
3 P £ 1 v - 5.
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i dlatego wzdr dla T da nam :

| \ - v E :
mo#jé‘:: //1 Heive 5 11' & l""ﬂ"‘z' k4é4+-09~-/ l oo‘q/21/

Cal%a :
/\/ 1—-&2

Avy oblieczyé pozostale a2kl sumy wzoru /21/,zaXoryny sLe:

]6211 Lt
Yl gt

CaIVuJQc pPoOwTyZSZg calke DrZeT 'czgéci bedziemy miell;

E ey

A i

e

£ 202 V/1_52,dg=/2ne1/ ey f .df=

b 9 - _ L Vl—-f_z

==t / 211 o l/r., an_"2 "-'/2n o l/an. i

Tlec mamy zalezno$é pomigdzy Fon - ¥ an_Q:

s Al

= £ F
2n on DT s

Ma podstawie tego wzoru napiszemy szereg rdéwnosci i

-

VB - o B Bmer

Fon-o = = N F2n—4 $

' i o By e .

| Yong = on =7 Fone ;
J
F L 2n = Y
l 2n=6 —f3-°f2n~8 5 6
-
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F2= % OFO b
2
SRS i

o : Toakon - s <
§

Podstawiajgc kolejno; znajdziemy wyrazenie dla cazki Foy 3

-

7 '
- 2n ~ 1 % L L
F2n ooo.-oao.g 2 2 & 2 %

.

Zatem wzér /21/ przepiszemy jak nizej :

e 2 |
AR Ak fasps. s

przy czym k = sin 5#—%4-, a kqtcxl) bedacy najwigkszym odchyle~

niem wahadlé,nnazywamy eoge e i z ernodcis wahani a?.,i

-

Aby obliczyé czas, potrzebny punktowi M na przejécie
o0d poZozenia . skrajnego Al z powrotem do poozenia Mo’ misimy
gnalesé wartodé caxri g

pPrzy czym mielidmy znak "-" poniewaztiC‘Jest teraz stale ujemne,
a elettent cazki musi pozostaé dodatnim, Tystiérczy “zmienié po~
rzgdek granic, biorgec Jednoczed$nlie przed caikxg znak "—", azeby
przekonaé sig, ze ten okres czasu jest réwny T. Widzimy wiegc,

Ze czas trwania jednego cazego walnigecia punktu M, tde 0Zas po—
trzebny na odbycie drogi od poxzozenia poczgtl-owego Mo' npe.

do pun¥tu Al,“od tego punktu Al %z powrotem do punktu Mo’ dalej
w lewo do punkiu Ayy 1 wreszele od punirtu Ay, = powrotem do po-
¥ozenia poczgtlkowego MO, jest rbéwmy :

T= s,

czyli Lot /ﬁ:?W1 +/1/2k +/ .3 /2k4 + QL%AE/Qk +......] «ee/22/

Gay odchylenia wahadta sg maze, wtedy wielkoéé ¥ jest tez
maxg, np, jezell obszernodé wahan jest of 1= 29, wtedy 3
ok

¥ = sin -§—£-~ sin 1° € 3%— « Pomljajge wyrazy, zawierajace X,

bedzieny mieli przybllzony wzdr, powszechnie znany 2z fizyki

elementarne] ¢
= 2”«“ ooo.oc.oooo.oooooo-'oooooo/23/
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o - e wahaniallfMmavywany Lrdwno oo eds
e o R e TR S R el Wl o ¢k U T e s8R s e Sl
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dost b twilgrdvenie G a l il ew s g a,

Jigce] ectsky wadr ctrzymamy, gdy zemienimy w przyblize—
L ol R ] ol LR B
8! swtedy mamy, ze: - = e 1

gachowujyc we wzgorze /22/ dwa rierwsze wyrazmy, otrzymamy:

o 20 '(r&\c“t

>

{: o 5 G - T dl

i 7 v = \/g . /14"—"1'6""/.....-‘--'!/24/
Mrres wa ahad il dest wige %oa il e ame P oid (615 oS TRr e SISk i
nodédci tych wahat; im ta obsgernosé jest wigrsza,
tym- jest wiswswy crres Y., zatem wahania ‘wahads
e nac b e a tiy s neiz o R BRE LOg e gL s omed —
W oo divenkig Wl n e e s n e, G e oGE A e =
T odycene /oniec¥rre’sowe/zory /23 /1 /28
wskazujy num, fe czas trwania wahnigcia zalezy ed €lugedci

wahadi» 4 1 nd przyérieszenia zlemd%Lege g, a zatem 04 miejsca
OWLo Ealei 465 3 ~+ 5 A ”

na oo 1vrzohﬁ¢ ziemi , w 1ﬁo;y? je erserwujeny.

e U‘Wypadku druzies gdy it ruchory M w po2ozeniu poczdt—

vowym k. pnrsiada ta%q *rﬁﬂ%"éﬁ‘paczqtvan v_, ze ruch pun*tu

Jest - blrtﬂw¢m o staiym »ierun»u ruchu, wtedy réwnanie

engrgil Vlnvfyczncj jesti g

2 ' 2 o
e Ao = R SN e QRS SEa 4/= 22/2 + G/
: #
Przy czym oOznaczylidmy i 5
v‘..
c
C = T d -
2R
vL (] L -~

(&)

Poriswaz wadkgg rrzypuszczenia wa-> 24, wige C jest wiellos—
cig dcdatriyg 1 wiglszsg cd-d. Dlatego tcz suma-~-z + C jest stale
dedatnis -Jyrazaejae wszystlr-ie-wicll-odel przez rat of , otrzy—
manmy : ;

: i) : ‘ 2 ¥
5 1%= 2g/d cos L + C/ = 2g./4 + C ~ 24 sin —— /=

- / ba- - 2 X
= 297' d + - / l 7%, st —_—
g : f/ - / v/ r d C esill 2 / ;..

ila skrdétu

e _' =2

d + C

i oddzielajge zmienne /i {, znajdziemy 3
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Cat™ujyc w granicach 6« ® docsy bodeiemy mieli;

R Ry ™ 1
YIRE AT e £
d v i / ~ : :

> % ‘/ t= 2}2 sinz-%

Az 0dy zZnalesc czas(f calogo osrctu pun*tu ruchomego lb opwodzie
veia,misiny zatozyé of = 2H ,wigc:

o

YEAT. y/
d_; » v .

Fra :
AR n,ggqln 5 ._.c.(....
2
4 celu obliczenia otrzymane] cairi, zauwazymy, ze ;
27 7 . 20
. e
o= e
Yo / A

e

i zar¥adajsc w Arugiej caXce of = 2 - B ,bedzicmy mieli:
i

:

2] o 4 j

;/ ‘ dcx . _(K ah . /// o P e
i . o £ : ; ¥

; ] > ¢ . e .‘,

S e, si*lz% /g/’*‘ l—gzsin2 “ o v l—éesing b p

co wsrazuje nam, %e czas trwanie psiodrotdéw od ¥ yode e i od

C de M, jost jednalrowy.Dlatcgo mozemy napisaé, %e

=
~t?

T ST, e SN
2 e

L] [ !
ey ) 1
5[ 1 “l‘smz h \

Zartadajge X . |
. sin ", NG czvli Bt = arc #in £ ;
] c ¥ AL 2 ’

beodziemy mieli, ze i

e e ' ?
- WS :
YI = g2
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Ponilewa?z grenica dla X sq G H, w1ec granicg dla ¥ sg odpo—

wiednio 0 1 1, dlut6§0° O e
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*y . PRSI TA e

- iz 72 Jpofhes

Tavg caxlre juz poprzednio obliczylidémy,mamy wiﬁc, %e 3

R e 45__3 2 f e

¥ 2el0e U
przy czym 3

 MEANG

; & i
VTLSZClG w wypadru trzecim, gdy —EE = 2d, zasada energii -ine—
“tyczmej daje i

v2

Y =2g./ z. - @&/ + v? 2g./ z — 4 + —Eg =2zg/ z + &/ ;

co0, po wprowadzeniu zmienne] ¢, przepiszemy w ten sposdb:

-

-+

g(’g . d2=,23/eos o4+ Led = 45&.@052 J%;_.
Gddz1elagqc zmienne o 1 t i cal™ujgc w granicach ¢d O dé:x,
otrzymamys : & .
S des i : -
B B ) fa i a J] ¥
t=¥’_g~' / """"*\,/g-lﬂgtg/-*wi»——-/.

P 'y CcO0sS "‘,"2"‘-
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Ostatni wzdr wsirazuje, ze gdy et odchylenia wahadia & przy—
bliza sig 4o —wartcscl ji ,wtedy czas t dqzy dc nilesvcriciiénosciy
zatem w wypadu trzeccim pun*t ruchomy M przybliza sie
asymptctycszndie 40 najwyzszego punt-tu C na obwo—
dzie o012, nie osliggaj=2c jego nigdy. Ten rezultat staje sig
bardziej oczywistym,gdy przepiszemy ostatanil wzor w ten sposdb:

. it
L e e e ‘y[:"% '
ts/_*j* el 3

. . =i e ‘-V'i
rzeczyw1é01e,wartoséc£;ff o8powiade wartodel t = oo,




e

!J’J

s etV T RN L e diie s AU Bl ie = O o —

Eg g u |

!
Praystypziuy "roras e obliczenla przeciwiziotania R nasze— o !

g0 pogczenia.Zast iy ow s wzory /17/ mamy, %o
*

Lite fes = (:.c08/G4Il/ + Reces/R.il/,
¥ ebecnymr wypadru = & a Fierunek gXdéwnej normalnej N jest
zgodnyr z »isruniien prowienia oa OM/rys.S52/,zatem

i . P‘ .
oa3/G. N/ = ecos/ 3!— A/ = =~cos e 3 cos/R,I/=13
1 dlatego

R= "% . + mge COS & Fegts RE £

i
ol
P
.<"
4

Ale mielismy,; ze :

b LA SRS ek 2 ¥

if

2g/ 7z ~ 24/

wiec dlatego # '
- "'(*1‘&/32’221/??

przy Czym 7, jost rzedng hajs

wyzszego puavgzenia, osiggane—
g0 przez pun’t ruchomy M, Do-—
datnie- przcéciwdziazanie R
Jjest e»ivrowane wzdiui pro-, '}
mienia »u jege drodirowi O, = i
wigec, gdybysmy zawiesill puni-t ;
materialny na gietlriej linie '
rierozciggiiwej, to podobna
lina muze dad nam w postaci
natezenia jedynie dedatnie
przeciwdviataniey jezell wigc ;
pun¥t ruchomy osiggnie tavi po= §
ziom; ze orzeciwdzialanie
R staje sie rdwne zeru, to,
poniewai R nie moze stad sie
ujemnynm, wtedy pun¥t ruchomy
zejdzie =2z obwodu “oza salbo—
wiem lina schyliza sig/ 1
dale’ biduzice poruszad sig
wzdiusz paraboli.Przeciwdziaza- Y
nie R staje si¢ rdéwne zeru, 1
wtedy gdys :

Rys

D

\Jl

3 2

co moze zdarzy( sig jcdynlc tylvo na gdrnej QQLVuli* zatem puni-t
moze zejéé z utwodu ota  ted Jelynie naog o one] péquli .
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Aby punvt materialny M még zalredlié cai»owite '-oZo0,
i 2

"
-

warunelk -;,r-f-gl > 28 nie wystarcza,albowiem potrzeba, zZedy »

W pun»ci~ najwyzszym C, 0 wspélrzgdnej réwnej — d, przeciw-
dziatanie R byxo dodatnie, innymi stowy - musi byé speiniony
wsrunel ;
-
STesaa A g de

azyli ;

gt

Stad wnilosvujemy, ze yun¥t materialny M, zawieszony na linie,
I pogiadajpey.. w najnizszym podozeniu Mo na obwodzie 1loka po-—
azgtrowy predl-odé v,y stierowang peziomc,zejdzie 2z chwodu tego
rcza, gdyt

& N &V Des
Gdy zad v, yré gd lub v, 7 v 5 gd,wtedy pﬁn”t materialny

rodzie icruszaa: sig R s O wzdiuz obwodu Vgla,przytem
w wypatku pierwszym ruch Jjego dezie wahadXowy /sy 4 W W YT
& 8 0y (3 i o WAL S Oib rieoit o ¥y ok S a BN

vl e nonty e s ek e 0 iu gl N lg . S | QI
M Xie wa-landl o iwelandls

Y0 o0oweg Os
W celu ovresSlenia wartodni g przydpieszenia ziemsiego
rosZugujemy - sig wohadXem voXowym, udzielajge mu bardzo nie~
zracznych odchyled o od poxozenia pilonowego. Podobny ruch
spotyra si¢ bardzo czgsto,; 1latego tez gbhdamy go zupeinie
niezaleznie od poprzedniej ogdélnej teorii wahadia mntemntycz-—

NeEO-7 xtosujemy réwnunia ruchu / 17/, poniewaz mamy do czynie—

nia z ruchem pzaskim, wigo plerwsze dwa powyzsze réwnania
/17/ dadzg nam, e / rys. 53/

e e e

ve
x/W:Lemy,ze warunek ruchu wahad&owege jest z3 <:2d czyli
2g
<4 gdy oby punv-t nie zszed z obwodu oza,R musi byé )0,
slra,d wynila, e z ) ’3’215 na dolnej pdiruli ten warune jest
W orte e p erniomn y na gérnej zaé pdéiruli mamy
jednocszeénie >31i z(%zl;zatemdla
wezysti-ich pun¥tow toru z jest ) -3- 1 jedynie LA
10 na teo Bia el ginsa Jad- o geat e vooauk
-

c
820 2 - ot eslleo aolne;; p 6%
dolnej pd¥ruli mamy zl> 0, poniewaz zaé
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dv -
Me -3¢ = ~ G-.5in o}
2
Be g~ =~ Ge.cos &+ Ro

Drugie rdéwnonie o-regla wartodé liczcbng przeciwdziaXania R
obwodu '-oxa /poxaczenie /, a pierwsze, po zamianie w nim;

vV Ee’d; G o= mg;

przepisze sig naste¢pu—
jacos :
e+ g sing(mO. ... /25/
Odchylenia o bedziemy
uwazadé , ja-o mate,gdy mo=
zemy w przybliZeniun za-
mienié
sin X przez X , & cOB¢ &
przez l; innymi szowy ¢
mozemy ograniczyé sieg
w yozdozeniach sin oX
i cos o w szeregl jedy-
nie pierwszymi wyrazami
tych szeregow;
: B 4l
Sin o =~ - +.1*2*O.-ooo

i ,,‘2 d4
cos o = 1 f o +»—2~4« os®

Ryse53. Zamieniajace sin o( 3przez&_{.‘
dopuszezamy sig " wzglednego biedu" bedpcego stosun-iem oé-, a |

Iargnieniaja‘c cos A przez 1, dopuszczamy sie wzglednego bigdu

%... « Dlatezo tez ,gdy nam wystarcza, do-2adnodéé do 0,01, te Ygt e
bgdzie "maiy", jezeli speinia warunels
Ve P ‘
fan: L00; tj' o ('"’50 b
a .-. LY
< 7 i dlatego o ° <.8 2

Jozell zad chcemy mieb doiadnosé do 0,000001, wtedy Yot “magy”
O‘*reélimy zée

czylli
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o2 Gl s vyl i
wige ’2; \<;d, czyll v (2 gd. Tidzimy stad, ze warune» , a b ¥y
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“  Zatem w zalegnodci vd do-tadnodei,vtérs chcemy mieé, w
Yazdym oddzielnym wypadru olreslamy odpowiednie pojecia o
" mazodel " odchylen o

i Mamy wige dla makych Tgtéw o nastgpujyce réwnanie wahadda
rotowego ;

\

ZekXadajgcs

I—{nd"'gcx" —';"OQ-t'tuooénuno-\c---o.--oo./26/

bedzlemy mielis
P +I120< =00 nnc.o-o--'o.--oa-.v-o-ob/g’?/

Ostatnlie rdwmanie /27/ zbadalidmy szczegbtowo w § -9
rozdziatu IIgo 1 wiemy, Ze onz wyraza hia o ool @i 8
SeRe o wial el dnE ol W e ;

dedy

Jdezell warun’-i poczgtl-owe si tarle,-%e przy t = 0, musi
BYC § o = L ox? = 0/ v, = 0/, wtedy caxa ogdlna réwnania

/27/ jest mnastgpujgcas;
o= X 4~CO08

przy czym o-res wahaid 3

Tyobraimy terar soble, ze wahado matematyczne, zalredla—
jac maze wanania, porusza sie nie w prdini,jak to miato miecjsce
dstychczas, lecz w odrod'u, wytwarzajgcym Dl Gha Rl,

* VR g
¢c'h omer

Rt 535 Kl K5 S0 S

i il o n i ettt e N 1% 2 w
4 o ettt Sy ot NG ¢ Wi o it
G o
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tesgl predriro
g0 M. Mamy vtedy,; ¢
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1

ae (O
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i poniewaz opdr jest zawsze slierowany w strone wprost przeciw—
nyg do ruchu, wigc rownanie ruchu wahadta przyblerze postad jalk
nizej \
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Wwnanle /28/ oz zoadallémy juz meprzednis w § 8 yeg—-

dziniu Ilges winzlellémy tam, ge, sGy warun-i prezg t“"wc 88

przy t = 0, musl by : HAseX. 1 K’ =8,

wtedy eatra cgdlna réwmanin /28/ jest tova:
: “ht { a3 ¥ ~ :
e 41 c%o.e . [ eLs W o+« gin e )
PYZy ¢CZym 3

Zazwyezaj h bywa bardzo nieznsezne w poréwnanlu g ngtie. uamet

% Jest wielvrcsciq malg,dlatego mezemy naplieaé,ze clres wahad

T , wahadta, np. w prwlietrzu, wyraza siy tav:

n

s ]

A 1wk
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Tizér ten wsrazuje, ze cres wahadi.l wahadia w céprotu

wytwarzajgeym opdr, propcrcjorialny do- plérwsze] dpct_gi prod~
Yodcl ruchu, jest bardzo blis™i do crresu wahaid tego sa
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Zozaniu M, ovreflonym przez odpow. .Afie odchylenie A g T BC
joegoe prqdboéé poczgtiowa vg - ), ] i : o
b i
- Z patozeria poczgtowego M, punt ruchomy porusza’ *sig
Yu dozowl w ~lerunu vajnizszgego-plzozenia C, przy czym gt | -
of stale maleje i dlategn prgivadd puattu v = JA7.& jest' . - ;
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Przy czym tun-cia %?jes rodzaju, %2e przy X A =0, @ sta=
Jje sie tew zernw PAPR O iezaleznie od czasu T, albowiem
puntt M, zncjidu] acy Sib W go&oéeni‘ “/ rys, b4/ i nieposia-~
dajacy puczz*h( 3 predrvader /A’ = O/, zawsze w. tym poxoze—
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wstawiajgc do réwnania /31/, bedziemy mieli;

Ko £Y 4O BB+ eAD PBe o402/ X By el D uE

D ;
0 <o o +0(0.f3 'l"iooo'/:

2
V/O(gtfiz + Qﬂzofi f?" + .-.otoooon/i

czyll po redurcji i

oA /2y + n°F / +u€/f5 + 025, - v.53%/ +c42/f% + n2f3 {5

b

s 21'.f]’-fé/ + ..t-|-.o-ito=700'

% i pomijajge po—

Biorgc np. tylo wyrazy, zawierajgce (= 3 1ex
2

zostate, poczywszy odc{g, bedziemy mielil nastepujgce warunki

dla funveyj f£y;f5ses0..,aby wyrazenie /32/ czynilo zadodé

réwmaniu /31/ w przyblizeniu do wyrazéw trzediego rzedu ma-
Zodcl wzglodem o 3 :

fi + nzfl = 0% )
el ..'Ool'o00.00-000000-0*/33/‘
£ + n°f, = v£]%, J

e s ks

A¥eby napisaé poczgtl-owe warun-i dla furdeyj fl,fgy.......
g-orzystamy ze wzorow 3

O = TS g B i

L e +cg§.f§/t/ + eessess

w ¥térych zakosymy t = 0y X=of i /o(’/4og =ct) = Os

Wtedy otrzymamy rovmodci g

)
Q(o.': (}('oufl/O/ +°(‘c—>of2/0/ + .0...-v2~
i .(--o--oo{-ootoo/34/
[0 =0l .5/0/ + x2.£3/0/ + e
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z ¥térych wypada, Ze:

£,/0/ =1 3, f2/0/ = 0 3 _r,/q/ & fese ke

£3/0/ = 0 ; fé/o/ =0 ; f;/O/ = 0 Gesinsase

albowiem réwnodéci /34/ musza zachodzié dla dowolnych wartoéci:cio,
innymi siowy muszy byé tozsamoSclami. Réwntmia /33/ i warunki
/34/ w zupeinosci prreflajs niewiadome funkc¢je f; 1 f,.Rzewzy-

widcie,cata pierwszego réwnania /33/:
£r + 0% =0
Jjest : v
f1/¢/7= Cl,cds nt + Cz.s;g nt’;

a warunki poczatkowe §

przy t = 0, musi byé 3 fl/o/ -k 4 fi/o/ = 0,

okredlajg staze caXlowania Cl i'C2, nianowicies

1Cr =1y 0,=03

wigc ostatecznie calva ogdélna bedzie

fl/t/= CcO0S nt .o'oqobQi‘.tb.o‘ooo_o.oooou./BS/

Podstwaiajac otrzymane wyrazenie dla £3/t/ w drugle réwnanie/33/,
otrzymamnys: :

28 + nf 2 2

5 = ¥.n~. sin nt ;
czyli : 0 5
R 52
f5+nf2 zz——"z-—/l'GOBQnt/‘

Warunki poczatbowéiéé nastepujace 3

- ' prezy t = 0, msi byé £,/0/ = 0; £} /0/ = O.

Cax¥ea ogdlna poprzedhiego.réwnania liniowego z wyrazem
wolnym jest nastepujgeca: : ' i
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e -

fz'/t/ = Cycos nt + C,

o

a stale dowolne Cy 1 C, orreslimy za pomocg warun¥6w poczgtio—
Wych: et Sl = 9%
: SR s a
3 i 0= 0G + 5 +¥ 1 0=nG3

sk¥gd Ovazuje sig, ze

o

Dlatego tez caxxa ogélna bedzie ostatecznie 3

= 0.

o e

-

k :

2 o :
fz/t/ = = —3"- k.cos nt + E + }; s COS 2 nt. Otfc_.‘-.-oo.v-oo-/36/

6

Wstawlajac wyrazenia /35/ 1 /36/ do szeregu /32/, otrzymamy nie—

wiadomg funvcjec = /t, A o/ »oianowicie :

2

ks

do wyrazéw dowolnego rzgdu maiosci wzgledem ol 0

Réwnanie /37/ okredla ruch wghadia jedynié wtedyy gdy

staje slg pontwnie réwna zeru.Gdy zasol’= O,wtedy predrodé

teraz o X 7 O.&.Oblicz%ﬁy  moment t = t;, w ¥térym =zachodzi

zmiana Ylerum ruchu ; w tym celu przyrdwnamy do zera wyraze—

nie dlao! ?, obliczone  ze wzoru /37/, otrzymemy :

Lo
.

an

nis /38/ sa zawarte we wzorze

sk

"\
t = i /\. —-n—— ; Przy Czym A-—- 0’1'2’3,0000..0000

sin nt + I-5--;-%.,c3(:»s2nt;

e 0 ¢ ¢ o ¢ ¢ 9 p g2

T X
A =/olg = -—%— k o(i/.cos nt + —;—9 /1 + %’- oS 2 Nt/eneee/3T/

Zupeinie analogicznie moglibysdmy obliczyé X nie z dovxad-
noscig do wyrazéw trzecliego rzgdu maXodci wzgledem o( o? lecs

| o ? (O, tje do tego momentu czasu t = tl’ w ¥térym funkecja ol ?

v = of’.d punktu ruchomego M tez~ jest réwng zeru, 2 wigc punkt
zat¥zymije sley to poxosenie punktu M jest najwyZszym potozeniem
M ,*tére punkt osigga tpo lewej stronie pionu OC na rys.54.
tegopoiozenia Ml punl-t ruchomy™ M gaczyna poruszaé sie z po~
wrotem Yu poxozeniu M , przy czym ¥gt ot stal® wzrasta 1 dlatego

2
d V' ~ n/do'- %—' k’dg/.Sin nt — wﬂ‘.%iﬂ sin 2 nt = Q, 000000/38/

Najbligszy moment ¢, po momencie poczatrowym t = O,w *té-

rychol’ jest réwne 2zeru,; jest najmniecjszym / po zerzef dodatnim
plerwiast¥riem réwnania /38/; wszystirie za$ piecrwiastw¥l réwma—
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Dodatnie pierwiast¥i z poﬁréd nich, oczywiscie sg :

'A 5 /A=0,1,2,3,........./

s

Skrgd widzimy, Ze najmniejszy dodatni pierwiastek po zerze jest:

e

e

Odpowiednia warto$é odchylenia /amplitudy/ jest najwiekszym
odchyleniem wahadZa po lewej stronie pionu 0C/rys.54/3 oznaczamy
jg przez ot |, wtedy wzdr /37/ da nam 3

da

2 ol 5 5
A== /olg =S rol /+ Ex2/1 42 /ot ~Srxea?

Widzimy wiec, Ze wahadXo po lewej stronie pionu 0C/rys.54/
nie ¢sigge poziomr poxozenia poczgtirowego-l ,lecz zatrzymuje
sig¢ w swym ruchu ¥u gérze w punkcie Mi, rtorege odchxlenieCK:[

Jest mniejsze od odchylenia poczgtrowego CKO» 0 wielrose:. réw—
ng %k'cig e To zmniejszenie sig¢ amplitudy jest spowodowane

oporem oSrod¥a 3

e

By=+pM/ot?ea/® = BB/ ot 1./2 = + of Pukumad

o

gdy ten opdr przestaje istnief,wtedy % = 0 L1 ;= - ,tje. w

présniy jakx juz widzielidmy poprzednio,amplituda wahani pozostaje
bez zmiany,.

0d poZozenia najwyzszego po stronle lewej pun¥t ruchomy M,
pod wpiywem sity clezlosci G = mg, porusza sig¢ z powrotem po
pPrzez najnifsze swe poXozenie C w strong M_. Podczas tego ru—
chu.cx"T 0, 1 dlatego musimy wzigé réwmanfe /30/ i

n
mXd =-mg =M’ . df 3

o

przy czym warunki poczitlowe teraz sg juz takxie : przy

" o
t:tlu—ﬁ-—,msibyé :d=d1=*/do"—%k‘0(§/1°("’o'

o

Postepujge zupeinie analogicznie do poprzedniego,otrzymamy
caike rdwnania /30/3
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i - B, ; 2 ; ok % I i .

| A=oly = %% olF /e cosiml s 5— /1 + Foos ont/;
r . e N

!‘ e ; WP ‘-'F- } -

\ ktéra bedzie prawomccng el moncutu b, = ==-;az do momentu

' 27 5 : : o 5

% t2 = sl HEGryr pon-t rochomy M osisgnie sSwe najwyzsue

poozenie M, po stronle prawej cd plond ‘Un/rys.54/ 1 w wtérym

, A PO raz trzeci = rrgiuw stajel €l sivliye ce1u. Odchylenie
ﬁ tego wahniecia -y czyli jego ampl uadac{? bhedzie:

j‘“ ; : : o

| Kopow Thy ol B o BT

Z-powyzszego wnioshujermy, ¢ Folejiae wahnigeia wa h a d-
. he ) ;

A Tptrowegaow: 38 ! wytwarza—
Rana ccoy'in, 0 p o6 T D0l DY e R e T e A
g rug i e J pol o R A S - O R N O S < S PR W o b R (S
e hoa g% 4, PN A VAN BT g ey woleox @ 8 1
(—“:’ = _?-'..}jm e < f—(‘- g (_j?: Tl
= '“" n e At Q v g ¢
. s oot aubis iy ey HiB gt Ny e Bvwahia Ao b adh e
maleje wed%ueg B i owa
} e -
d e O.\ b ;—-4:-:-. T 1. i
| p+L R re

“ﬁrzy czyﬁxcﬁp+l oznacza Lszwuglsdng mplitudy p+l 2z
rzedu wahniecia; a CLD“

wahnigcia wahadZa. Sposéb

tezwzgledne ﬁartoéé4amplitudy P80

przyolizcnego caXxrowania réznicz—

[
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cyrloids pod dziaXaniem siXy ciezwodcl

G = nge

- Yewych réwnan, zastoscweny w powyeszym zagadnieniu stosuje
818 czesto z dobrym wynitiss v pudorizrchoandaniaehs
: a R R SO el R o e e g S T LT C
=" Zbadanmy ruch punktu meterialnege M wzdXuz krzywej,zwaned

¥

"

¢ %

VJV‘O ay jést poziomg, pXasz— **

Przypuddmy, ze podstavwa
cZyzna cyrleoidy - piuacwg, i, ze “cykloida jest® obrdcong
wrklesXodcig do géry. Zestosujeny pierveze réwnanie /17/:

s "-a'f'dv

A = T e
L/ ® daeoe-.e—-ae‘g‘c‘oa--o.ovoo.tn/l'?/
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Oznaczmy przez & fuk cykloidy, odmierzony od najniZsze—

. 80 porozenia O na Tykloidzie /rys.55/; ten Xuk bgdziemy uwaza—

i, jaro dodatni, gdy jest pHiogony w prawo od obranego po—
czgt=u uréw 0, 1,-jako ujemny, gdy Jjest poxozony w lewo od O.
Podczas- ruchu punk¥tu Ik, Zur g. wzrasta lub zmnlejsza sig;
gdy Xuxlwzrasta , wtedy :

izt .
{ I
; ds
e
ay gy zmniejsza sig, wtedy :
i l as
T

- v

przy czym Vv oznacza predkodé puntu ruchomego.Memy wigc, Ze lewa
czg8¢ réwmania /17/, jest rédwns;
2
- av d"s s
Obliczymy texaz pra-—
wg czgsé tego ,x§w-~w
y 4 - mania,miancowicie
A rzut‘-sizy S na 1ie—
..runek stycznej MT,
B mamy, %e i

S=G=mg i cos/G,T/=

= = c08/2,V/ »

wige : g

«COS/Z ,V/ 4

przy czym 0Z jest
Fierunkiem osi*

- wspbxrzednych,s¥ie—
Rys«<55. : ~rofvaneﬂ‘pigno’;rﬁinf
EOTY /r¥s. 55/ Ale-z Kinematyli wiemy,2e 3 '
] ’ ’ dt. s o
: _ cos/V,z/ = 3 i 3.d£ = —%E';‘ gdy ur s wzrasta
i" ; . in & : -

c0S/v,z/ = — —%g » 84y fux s zmiejsza sie,

zatem. ostatecznie ¢

”

S,-COS/S,T/-_-;mgo ’%"Zs‘ .

-
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AZzgby obliczyé pochodn%_wgg , musimy mieé zaleznosdé pomiedzy
tukriem s i rzgdng ¢ tego samego pun¥tu M na cyrloidzie, Parame—
tryczne réwnania cyvloidy sg /rys. 55/:

x=1r/ol+sinol/;y z= x/1l—- cosRX/;

.

- 8kgd znajdujemy rézriczke turu ;

p 5 ot _
ds = \/d.x + d=z = 2 r.ce,s“mgdol H

calrujgc,bedziemy mielis
oK
- S=4I‘oSiII T

.
¢

czyli ostatecznie :

" e B 2 it UG et it S S
52‘= 16 r“. sin® <5~ - 16 r2q % / 1l=etE cl/ = 8 rz. i

oy

Rézniczrujac znajdzienmy :

2:8ds'= 8 r dz 3

L

Srad

oz S
ds 4x 3

Dlatego tez: _ . 6 ' s
S.cos /S,T/ = + mg i O

Rézniczkowe révmenie ruchu przybierze postaé :

.t Me bR A _-*_. mga S e ; ‘“*f::i o

o

czyli, po skréceniu przez mase m;

d Z = = -%.‘i: Se
at

die

Rézniczrowe rdéwmanie tego ¥sztaxtu mielismy*w § 7 rodziazu
Iigo,5dy rozpetrywalidmy prostoliniowy ruch punktu materialnego
pod dziazaniem sity przyciggania, do nieruchomego $¥odia,pro—
porcjonalnej do edlegXosdci od tego Srodra jego caikg ogblnsg
jest

-
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= £y i g ST e LR
s = s, cos /B ¢ 4 /ety 2., = esin /i L,

Poprzednie réwnanie wyraza harmoniczny yuch, amplituda ¥té—
rego jest ¢

2l 4x ﬁ"
S *’ 3 ? 2
V/ 0 g /9 ()

Obierzmy skrajne poXoienie punktu ruchomege /np.A/, jako poo—

.

senie poczgtkowe My, wtedy /s’/ = O, albowiem w poXogeniu A

PR ds
predraddé e g — e

o =0 « W tarim razie amplituda wahan sta-—

Jje sle xrdwng Sgr 2 skoriczone rdéwnanie ruchu przybiera postaé

s t'SQ’ cOS |/'§§' Br A

Czas trwanla jednego wahnigcla wahadia ¢ykloidalnego wynosi ;

prostszgs

T=T- V£
tJe 0¥ res wahaid, wahad2a ecy¥vloildald-
nego nille zalety o04d obhsszerntosgcit
/amplitudy/- wahaid, lees tylre <04
omienia ¥Xokta, tworzagecego ocykrito
e 4 9d przyspieszenia glemskile

ge Zatem wahania wahadza cykloidalnego s§ 1 z oc h re—
czne,czylt inaczej r Swnocz e sne, gldy za$
wahania wahadia koZowego, jak widzielidmy wyzej, sg »m 1 e~
réwnoeczecsnesas

B0 Hd

4
a
o}
i

ree -

Cyxloidalne wahad®o zbudowal Huygems /1629 -~ 1695/,%0—
rzystajgc z odwiedni cykloidy,»téra,jekx wiemy z geometrii réz-
niczrgwej,jest tez cykloidg i przytem réwng éanej.Profil ACB
/xys.56/ jest-obwiednig cy¥loidy AOB; w punkcie C jest za—
wieszona“glgtl-a i1 nierozeciggliwa . lina CM, © diugoscl réwnej
4 ry na koidcu tej liny znajdnje sig ¥ulkxa M. Podczas wahai
pun¥tu M, lina CM navrgea sie na profil ACB, i1 dlatego punkt
M zarxreSla wkadnie ey¥xloide AOB . :
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T

R s

Eys. 56-

A R =

RE6wn a n_i'é‘ réwnowagil :punktu
nateriadkneso . #H na 'begwszgled
llte s gk gadidr e ST 2 YW & IS oK Tuase
Tonej za peroca’ rédwnals
fl X,y,Z/ = 0 § f2 /X’y,Z/ = O ;.c.‘-'.-nco/j-/

-

vtrzymijeny e réznicztvowych révmard ruchu /3/., zavtadajge

w richs
X = yn = gz = 0 3
misriowlcie bedziemy mieli:
E - R . Dt
e
X 27 A o
20y 2° Dy
: ?...i:}. ¥ ’ng:? R
el . s -
L5 i - 2
n e el winaow a
¢é P o S0 rédwna

el a2 kX At al Jogee
gmlntdy

S. cos/ 5 A aml g

03) S

Ll

L,

’Zemy
uechu/AaA7/
pEeir =

g4 1m0
ruc

33 = 0, znajdziemy-:

S

O;.\-on:et'g;oo/39/ _-
/ <

Ka

Y
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gEueL Wiz d nie d e m s n ae oo d e i o s (S i e
Ol A mee yom- a1y réwnewagi o J o s T e oy bR 2 1
e riaiheze ) 12§ Pezwzglednie g oands
e S b o e g g e it S Wy Eada ssdda
Sy o A - L S i - N Y - n-g%  foern j, e 0 o e LB iyt a
prrestepadzsg do Tl g g g1 ToerzmiaE s
tie ey T a s i % a S 2N g jodewa e e
e s GRS B AT T R T I ST T R L L e S T TR SRR 0 S s TR
wWeJ e :

lla zaleiczenie ¥becnege rezdzisiu powiemy parg sLéw
By ucih . bt e ot il ) m g tieri gl e i i pil

Yo P N e

“chrepewatej. Gdy sun-t
materialny pérusza

si¢ pe Vrzywe] chrapowateg, wtedy

D ro0.c o ontem el nae gae s iwer wrerg Wi g T8 ks
nia R, istnieje jeSzcze. o p 6 i s S Y TR S R
rege Pl S B i e VNI SR B e e e . JoE %
wWprest foRE i ol < elle Tk e 3 T 250 Feite riu Hte u
Pred*xeséci v pun-tu rucheme; s, a8  wa.rtodgé

1-i co2e bt a jest ol D g o B XS TR oG DR A e o R TR

e 2wz lia®n e ji o Wwarvwscd o nal n'e“v .
B'rzeciwdailiaXanisge "F o rwsp G v yan Ll

dla ruchu, czesto tez ZWanego vy noamiocg nym

(3R, 48 ¢ OF < 780 S Lo mi - 550 LAl 00 Tk s o AU TR Florgc pod uwa—

go sixe tarcia, na pedstawle réwnayd /17/,bedzieny mieli naste-—

pPujmce riizniczlewe réwnania ruchu pun™tu materizlnego ps chro-
pewate] vrzywej

£
m‘z

ct
Lo 5

]
L e
N

_4v :
2 F
m-"‘?{-:= 0-;-../40/

S.cos /S,Ii/ + Re.cos/R,li/

0 =S, cos/S,B/ + R.cos/R,B/

Z réwnad /407 widzimy, ze opdr tarcia wchedzi jedyniec
tylre w pierwsze rdéwnenie ruchu, co jest zupeinie zrbzumiarem

fizyeznie, J e 2z e 1 1 gl Towe s ciwierddn G widva nlaeh
748/ v=0-3 2anienimy” wsp &Iz yanirpg
SRR O 3 d 1 a o5 W o ) 0 | P rzes g-d p o write d=
Bl o pedndene yitel LR L B e Tt SoRe R E Y e
BEO W 8 Calyoawibiediy s dicandae il e mapciimed e b
S 2y rédwnania r Ownewagi ousmctn it
Baterialneegn. ne ch:xropewatej
A R e I Rl S T T S N B i

Reo2 & midoank IX.

gt edn.y Togriin v B 2 SRR, SRR DIEE gt el

58 Rl
sty g0 D i e '

Detycheczas przypuszczalidmy, ze osic wspdirzednych,




tagadl e e e R R SR B B A - P e R M e
R «

SWzgledem Ttérych roznaiTiuioay pucn punua lierialnefo, s
pieruchonac. :'..;c D niowaz navct-zlemia nasta jest
ruchrms , wige prwstaje nytanie: w 3 a ¥ i s peoesdh
B e 2oy T alve oo pTOTRTYSE v gME ke RTe
R IR R R o e s B Gt R S o DI i YV L s B i o (55 R G o
4 8 8 t Zroasd T ainyy Wit E N e g e cdrugiegeo
et and Ui  wsp 0 rrre myehy L Gy
B a2 amy T, javr o Lhelgweger T e gt e nie-
R e L omy.

ot
g

cz. II- Fine watyrl - / rozézis VIT/ WyWrazallémy,ze.

B Ne zwzglodna predro g Vi pun?tu
T e st genmet Ty e 2ny S mog Jiigr Leleh
B e cob ¢S eI Swi g g ko elrn el Ak E prqd1—os’s—-
B e vs g s Vu"', o

s

2/ b ezwzgledne przyédrieszendie Wy
Wnen - tu jest e cmet o zne sume
2z e ¢ h jesgauo DBy S po ke s Bie o P Yoy
§ pleszenia ok e - e B wz glodne geow,
e v A Ta e sdadelmdiog TR T T AR g S e
% X

3 iRl o ol A < s o RIER B - Bt s A < O o g L 3 e M o e e i 5 o 104
Bl Coix T o ld s ay w. caidy wigu rovmodé geeme-—

%

K"r-‘.r x‘NVJ-'_.Vﬁ'{‘ +V—“rc '..(.-‘.":SQ’!*...'...O.../]—/(

fa réwmosé wyraza +inematyczne twierdze-
nie Cori1olisia, Jienmy z inematyri, ze wartosé
liczebna przydpieszenia Crri-iis’a jest:

Pray czym Vv jest  wzgledua yredi-~4¢& puntu ruch-omego I, a w—

wartndé linzerna chwilcwej pred™-~écl 5t Lowe gtrotu ruchomyoh
031 ¢’ @I? 3 -TW2br /2/ daje nam,zc przyépiesgerie .Carielis’a
W, staje sip rdéwme zeru, gdy :1/4) = 0; tji. w wypad=u p o -
stgpowegc_"ruchu A -NCH SEga s phad gy innymi
sXowy, gdy osie 0O’ % 5 3 prdczas sweg: ruchu stale pezostajy
e siebie rdwnrleges; wte

—

dy W, = W_ o £ = | i,

3 v»:,,. WW + W3 2/ Vo J,t] :

W wypadku, gdy pun»t ruchcomy I znejlduje sie w stanie
S D

: coZxy n TRy Annynl  skowy
jest nieruchemy wzgledem osi 7 = 2% whedy Wy=w_

1]
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L o
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i b i aatik\%).\;&hlkllka:LLLLLl-W

S Eara

B/ein /€ » vw/ =C, tj., gdy wzgledna pred%oéé punrtu v Jjest

xovmolevlli do chwilowej osi obrotu uvtadu 0’ ?Q‘g

Przypuéémy teraz, Zze d a n a g B SR L R s Al e
na pun1rt n'a t e raig-Liny - 8. maste 'm, wtedy
oczywidécie " prz ydpieszenie w ruw<e hau
bezwzglednecgo bedzie nam tez znane, albowiem, wediug
druziege prawa Newton'a zachodzi zaleinodd

S“-":m-—o

b
Przypuséémy dalej, Ze JievB % Spiam iR Al d o v v el
Wn & 826 -n i a S Pawnite B il Eds v ot "R T Rl S L
ehomyeh .08 tpwe pddiveege d B ved G rz‘f
Wediwg thyichyzdiain yie W gk B v imia
yézniceg Fowes T ownanpie - wog sl eodne o
rmchy punk U m.at gy -0 G-Ne j HERET Bk o,
nymi - -exiow yr Emoeh ue o S liged e m 08
vk oiaysh O"?

Réwnanie /1/ jest r;vmowazne trzsem rdiwnaniom alge—
braicznym, ¥tdre otrzymamy, rzutujac geometrycznq rownodé/1/

na ruchome osie wspdrzednych 0O? ? r? Cj 3 bedziemy mielis

.wb? =WW%~ +Wu?
W-b? ;—-wwrz -i;wu?ﬂ +w3? G e T
ij o w? cy

Mnotyc réwnania /3/ przez mase punvtu m 1 biorgc pod uwage,
zes

MW S.—cos S L, MeW s Y MeW =23
® b? / ,?/ L...J; b!) ] 'b3 )
przyczym‘_,Y,Z S g rz‘uty n g ruchome

®sie ‘WeDpbirizednych O’??'g sity S,
dzlaZzajgcej na pun*t ruchomy M, etrzymamy, ze:

’:‘T-mcw
bead

L’L? o m.Wc? =m¢W ?

Y “'m.Wu? c? *mowwyt 0-...00..00/4/
B MeW. g~ ’Wc% )= MW
3

e




- Zouwaéymjg te gdy sun't ruchomy I, jest nieswobodny,
wtedy -  Y;%4 'zawisraly Touly pracdiwd wmiararl poktuczent na ru-—
chome osie 07 - i e CONABETE nas

3 X
ac e | G i o
v O L O T S Sd SECHRA

wigc rdwnania 74/  przenisacmy Jjal nifsej:

A n~( \’G ; s ThT e AT s .O:;‘ 1 g ‘
sa W e & My e "

g e Q-5 gl |

: ‘ dt z

i

o

& . 5 G {
Lo l’ﬂc‘}‘fﬂ N TR s e RTS H S heaen s s 00 ee s 0/5/
ety ¢ i { :

¢ / at | :

i

> & 3 '

4 noittd W I W i PRt CERR S

3.3 at A

Ne
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Przy czym 2z ruzdziziu VIV ainemabtyri /wezory 20/,wiemy,

) : s g ; i}
w £ 2r.~,/"v'w O i e 4 e :.:Z;/qo :'- ey 'dv"‘" / 3

o
AR

i T A~ :.l : - gt.b: o : \
Wc ’7 = QO/VW; S 1 fm ‘::( D'Q'/ -—‘c.,/Ije.w d‘;’_ . p:n (11: / ’ O-Oo-o/6/ :

<
\ * %
: d 7 ds
= = B T e e i O R
WCY‘ "’/Vw‘ 2P V-*J ST & ol v S at / ) ‘

Blelkode i oy O den R ddn e Tranhien s e g et e e towej:Ld jna
osie O° "‘?9 S B NN ZRaTE. a0 fun avoje czasu t,albowiem
ruch urady 07 B 7 jest zadany. Rownania /5/ sg r 6 % n'i cz-
BN T Sy W &Y AT e e e T eke Bl e o

D u.on---tou m.a & ¢'r L a i n e g o Te rownania  zawierajs
oprécz sity S,; vedacej wypad-oweg sid, bezpodrednio dziakajs-
cych,i przeciwdziadan poiycwmed. ¢ lig one istniejg,jeszcze dwie

. . - > » . 2 - 2 s g
dnne sizy. mianowicie ¢ = mw_ 1 - mw, > Lideg wartodé_liczebna
¥rtére] jest mw, = iexunel-, jest w ost przeciwny do Fierun-u e
przyspiecsucnia w sNAZ YV, AMY Thive S oe Fan T a0 8 e ke 3

S
Zatem sita - zw jest si%g Yezwiadnosci ruchu unoszenia, a
siza - mv 'eff'C"'% bezwi~drodci Coriolis’a. tedy réwnania &
ruchu/5/ Wyragaiy 4 ynamicene twierdszentie

ol

B8 r 1ol 3-s%a *ore wyskowimy w ten sposéb: w r m c hu 3
W'z gl gacn yu, oislle B TN eV S dnn RS B T Bl ez .
e A TR B A B Py gre el Rk ain s p ok g~ '
e a0 R R e R EaEa R o R R bR SR N bez~- &
wadnodgci, Bywpowodowensg Dprazyspie sze '
e n oun 0 e A 1 8% Lde b ez wiadnosgct,

B owo 0 0w a8l p Ay pii esigietn ki etm (300« L

T ey, o0 W e Ty TN eI SR et o s W 1 R T R P B (R L :
oL g d-ne g oo, ST abirip S W0 L 0 -0 Niye




=1 g9

Sity bezwkadnodel unoszenia 1 Coriolis’a nrzesta;q istnieé,
gdy ruchome osie wspbirzednych O’@’r) poruszajg sig w
przefiyeen Trouveihm Ern cp-0.58 9V p Ow ¥ I P-Y 0 8 i Bas
b damel DRwey moy 3 jednostajdy m, albowiem w tym
wypad-u, z powodu postepowego ruchu unoszenia, przyspieszenie
Coriolis’'a w_ = 0, a z powodu prostoliniowodci i jednostaj—
nodci ruchu unészenia,jego_przys$pieszenie W, tez jest réwne

zerus w. = O ¥ tym wypad™a wzgle¢dny ruch, pod dzizianiem da-—
nych si& S/L::,Y,Z/ bedzie odbywaé sig¢ zupeinie ta' samo,
Jar gdyby ruchome osie 0’% 7‘5 byty bezwzglednie nieruchome,

Gdy ruchome osie~ WSpOlI‘ZanyCh O’é ‘g poruszajp sie w
praestrzenl t y-1 v r.u.e stepowym
/rtéxry moze byé _brzywoliniowy/, wtedy przestaje istnieé tyl-
Y0 si%a bezwiadnos$ci Coriolis’a - mw_,a sita bezwZadnodei
unoszenia - mﬁﬁ istnieje nadal. Podobniez, gdy rozpatrujemy

wzgledny Spoczyne’l¥ pun-tu materialnego,msi-
my do siX zewngtrznych i przeciwdziaiand pozaczend / o ile one
istniejg/ dozaczyé sig bezwiadnoéci ruchu unosaenla,mlanow101e
- = mw,_, albowlem w tym wypad~u v, = O i.dlatego /patrz wzdr b s

B 0. Réwnania wzglednej rdwnowagi, otrzymamy 2z rdwnan
wzglednego ruchu /3/, zartadajac w nich %" = »? "=0" = 0
mamy s ‘ 3
. v i Lot
o m.wui: - O’ ?
3 KE
Y ~m.Wu == O;OECOQ..IQDIOO0.0.....‘../7/
3 (
Z i3 m.wulﬁ = O" /’
J

T

W celu wyjadnienia sizy bezwzadnodci ruchu untvszenia
-mw,. rozpatrzymy nastepujgcy przyrzad,majacy pra-tyczne za-—
stosowanle.Jest to przyrzgd japoris-iego profesora Milna
nazwany sejsmometrem dla badesnia pihonowych drgad pocizgu,do-
znanych z powodu niejednorodno$ci budowy plantu i nieprosto—
liniowodcl i niejednostajnodci ruchu pociggu.Urzadzenie tego
Se jsmometru Jjest oparte na istnieniu 51iy bez—
wiadnosci ruchu unoszenia.

-

Prostovgtna dZwignia AOB/rys.57/ jest swobodnie osadzons
na poziomej osi O, na jej poziomym ramieniu-0A znajduje sie
duza masa my a na ramieniu plonowym OB w pun»cie C jest
umocowany ‘“oniec spirslnej sprezyny D,drugi roniec Y“tdrej
Jest umocowany na podstawie E. Obo» punvtu C jest-przymoco-
wana druga sprezyna K, tora oddigga rami¢ OB w »ierunu
przeciwnym dziazaniu sprezyny D.%Wyobraimy soble,ze caxy przy-—




rzad , a wiec 1 o8 O,
opuszcza .- sig gwaitownle

swego poiozgnia pBezgt—
Yowego,unosi Yu gbérze
oniec A ramienia AQ.
VWtedy déwignia AOB obra=
ce sie dooloza osi O 1
jej ¥oniec B odchyla
si¢ w prawo od poxpze—
nia poczgtrowegB.Te od~—
chylenia zapisuje pilo-
ro L na poziomym walecu
obrotowym M,wprowadze—
nym w ruch obrotowy me=
Ryse57. chanirmem zegarowyme
8presyny D i K przyprowalzajg dfwignie AOB w poZozenie pier—
wotne.dezell ustawinmy tarl przyrzsd w poruszajacym sig pé—
9igzu,wtedy otrzymamy na walcu M wykres, dajacy nam naoczne
pojecie o trwaxadci i rdwnosci rolejowego plantu. :

"%% %é:ﬂff*é u dozowl w Fieruntu
e ot L s pionowym, wtedy masa m,

”i%g‘JB 3 i z powodu powstajacej
o R R przy tym ruchu sily besz—
P i \\\ wtadnosecl unoszenia b
e mw,_, dazgc do zachowanla

- i o :

Azeby daé chociazby jeden przykiad zastosowania réwnai
wegledrego ruchu /5/, rozpatrzymy- wéa*ha d X @ F o u—
¢ault’a.Wrora 1851 francus»i fizykx Fouctult przepro—
wadzlt dodvwiadczenie,rtdére w sposéd naoczny wylrazazo obra-—
¢enic sig¢ elipsoidy ziems%iej doovoia Jjej osi, na podstawie
wildocznego odchyleni= sig piaszezyzny wzahan wahadXa,

Mignowicie, Foucault wyrazax, Ze, jezell wyobrazimy
8oble wahadio,zawleszone na péinocnym biegunie ziems>im, wte—
8y piaszczyzna jego wszha#h Yordci sig w cigegu 24 godzin o vat
360" w rierunvu ruchu ws»azdéwki zegaro. Poniewaz za$ piasz-—
egyzna wahaid wahad¥a w rzeczywistodcli pozostaje niezmienng,
 wlee widoczne dlz obserwatora odchylenie piaszczyzny wahadia

408t spowodowane obracaniem sig ziemi-o gt 360° w.ciggu 24
godzin w kierunku przeciwnym ruchu wskazdwki zegara .Jezeli
wahadia zawiesimy mnie na biegunie, a w miejiscu,¥térego sze+
roxos8é geograficzna jest o~ /rys. 58 /,wtedy vzas trwania wi-
docznego «Orotu piaszczyzfiy waharl wahadias ® ¥gt 360° bedzie
- wlgkszy od 24 godzin, mianowicle —24 cosec of godzin.Na

‘xéwniru,gdzie ol = 0, widoczne odchylenie sig¢ piaszczyzny wa=—
wall wahzdta przestaje istnieé.
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Rys.58.

Obierzmy
nitruchome
esie wspdz-
rzgdnych OXYZ,
ja¥ te jest
wstrazane na
l’yS.58:“
poczgter O

w §rodru zie—
mi, o0& 0Z i—
s¥ierujemy

na pdinoc,

a osie OX

i 0Y w pza—
szezyénie
réwniva,

Osie xru~—
chome O’Si?%;
niezmien
zwigzane 2
ziemis,wei~
miemy w ten
Sposob:prayj—
migmy miejsee
obserwac ji
na“ziemi,
jaro peczg-
Lok 0 et
0§ 0% shies=
rujemy pio-

nowo do géry, 0§ 0’ % srierujemy w paszczyZnie potudniva tr po-
fudniuv, a 0§ 0’H = prostopadle - do ptaszczyzny pozudnira ¥u
L]

'

zachodowi, (

- i

Ziemia obraca sie dooloza osi 0Z ze stals predr-odcig wa-—-

towy:

e
et 7 v ) el

1

i O MR P T

geometrycznie ta pred-oéé przedstawia sie, javro wertor Dw
/rys.58/, s¥ierowany wzdiuz ujemnej -osi 0Z,albowiem obraca-—
nie sig ziemi odbywa sig od zachodu Yu wschodowi,tj. od-dodat-
niej osi 0Y wu dodatniej osi QX, i dlatego tez predrodé-ratowa
) zostaia- odoZong wzdiuz ujemnej osi 0Z. Stgd wnios™ujemy,%e

xzuty predvodci gtowej «w na osie ruchome

jgces

0! % v? cssa nastgpu—




& e COEY e o R e

e e
o CAOS Q’ = 0 H -,oo/8/

9

(aﬁcos/fiji‘a S S e 05/ 45— +o{/= ~ca.sina5

Ze wzoréw /6/,04

powodu
i&emi doo™oka je
I d§rodwvowe

{2 a/5 o0

ruchu unoszenic

W g, mianowicie
obserwacji 0’ cd
81%y cigzvoscl G
"Yzeczyristodcl
€1 8'gania
8rod¥rowe
nalk,%e réznice :

SEY- 0 Lo Bl oRE -0 SN B Ui Rt e §
épieszcnla W,y aloowienm

— Law, glaje Sig s i& &

podetawie wyrazerl /&/,otraymany,zes:

12 - ¥ : d_r
e b /=2 W 8in ¢ _,,'a,{‘:,_ 5

o e g 2
R T 3‘”f53ﬂc1va¥£ o .cos¢a. 49/

F- L

5 33 an

— n ‘:.:v—-“, > = :') e S O
=, C‘_t / = «COSd dt §

-

W rozpatrywanym wypadu przyépieszenie ruchu unoszenia

”

ruchu vbrotowego
2 osi obrotu 0Z, sprowadza sig tyl¥o do g o=-
J Joormalnej/ sriadowej Y@ tege pray-

stXadowa: s "t .y c. zn a

¢ raf = O

e

Dlatego tez sita bezwadnosci

oodedi i d oo~
el 30rzy czym @ jest odlegxoéé miejsca

csi zidmsi-iej 0Z. ‘e ta sita wchodzi w s¥Zad
= mg.  ruchimeso-iun’-tu wahadia,-téra to w

BSET oW A G O W B e A Y pre e
s il ST s hi R s el i S T Gl SRR I
. %0

do 1T wieduge warsolel 05 ¥ 4 7, wlemy jed-

RBE 3 e We¥l, s Gecos/G, € / = 03 ?
il . '3 3
i
J ; - e O (=] b — . . -
. ¥ LW, = chou/b,t?/ =50 :....'......../10/
; /
! 2~ maw 2 2.C08/ G, ':\/z o O oy o ) )
u 2 :

i Obierzmy poc
. wahadXa, o0 dizuzo
i~ czatl-owym wshadZ
#: W pZaszczyinie p

zgbelr wspudrzydnych 0?, jaro pun-t zawieszenia
gcl rowmej & i przypuuémy, z&¢ w romencie po-—
o zostocto odelyrone od ierunwu pionowego

ofudni’e o maty 3t © i na.stepnie puszczono

¢ & ¥ & 9 & O

Y

¢ 6 6& & @

& & @$
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B & W
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£&¢ bez predvreodci poczgtowej .Oprdcz sixy c¢lesvosdei G, dziaia-—
jace] na mase wehadta, dziaXa na nig jeszcze przeciwdziaanie
le&ny, na *térej jest zawieszona 18 masa m.

Rzuty tegs® natg¢zenia R na esie O’% Iz 3 s3 nastepujace:

Rcos/R,?/;-R-gg
Rcos/R,j?/: -~ R#g-;-; P P S S
R b

Podetawiajge wyrasenia /9/, /10/ i,/11/ 40 rdéwnarn ruchu wzgledne—
go /5/ i svracajgc je przez masg m, bedziemy mieli:

R cé;s/R,g/. -

2 -
v B LR, '
dtg = 260.Sinl)f- dt R d a ’1
e
dt2 = .Slno(c T 4‘ QWQCGSQ R e ' -n!.n/lg/
2. y - ¢ A )
a<s an
=% = = 2Q.C050, « -—g+R—§—l )
- dt oA :

Ograniczymy slg do wypadvu,gdy wahania‘wahadia 68 bardz0® nie-
Enaczngetje gdy kat 6 jest bardze blisti do zera. Wtedy, javo
pierwsze przybliZenie mofemy przyjad, ze

)z‘:—_“ ds

eprdcz tege,peniewag wartodé w jest nieznaczna, wigc zaniedbany

& trzecim rdéwnaniu. /12/ wyraz 2 (J .eos of at

a taTrim razie trzecie réwnanie /12/ da nam, %2e: R = g
1 pierwsze dwa rdévmania /12/ przybiorg postad ;

2 5
-d—-§=*“ 2@ .sin o o%,-;z'- - g.-—g— $
at | a :
‘ -‘j [ 2 .'....'.../13/
g . af o '

"“2‘ o 2"3.811‘! q: od_t g.-‘a"—-




g B
7 *
5
~194~
| _ 7194 4
i : £ o : ‘ %
i Tarun¥i poczgtrowe sg: : :
i : = .
i pray t = O,musi byé: €' = de.sin € ;!2 = 0
: ' 5 5 0 'O : &
.:.; (_' Q : u.nl'.ou-l‘/14/
d LA
; /_E’Ei/o=0’/%f—/o=0°’ S | ;
Ur2zad xdwnad Yiniowych /13/ o wspdiczynnivach staiych moZze byé ’ *
; gscall-owsny do Y-odca zupeinie $cifle, ale z powodut tego, ze W ;
; jest wielvoécly bardzo maisg, wygedniej jest caivowad réwnania
| /13/ sposobem przyblizonym, roz-zadajgc rozwigzanie wediug A
- poted <2 1 pomijajgc w tym rozozeniu wszystrie wyrazy, oprécz §
B wyrazéw; zawlerajgcych ) w pierwsze] potgdze. Aby otrzymaé
i -plerwsze przyblizenie, odrzucimy w réwnaniach /13/ wyrazy,za— e
g wierajgce czynnik ) § wtedy, zarzadajgc: p
g g o n2’ S : : : _ E
. bedziemy mieli: S | oy : <
. 5
” d. c P T .
\ 3 ot *
' g : dt ' L
i ’
2 g 5 :
d ‘7 : 1
i3 2
—s— + 1N ' = 0 }) ‘
. dtg ; g 21 3
__ B¥gd, na ﬁodstawie warunl-6w poczatrowych /14/,znajdziemy,2es 8
‘ ; -
= % «COo5 nt
= Py $ = 0
 Wetawlejge otrzymane wyrazenia dla g 1 1Y), zanmiast %1 ;2 :
w réwnaniach /13/, otrzymamy dla drugiego przybliZenia : .
n ) : ;
% . s A 2 ) %2 =0 3 ) . j
; A .1ll"tol¢000‘/15/ g
: : .
rZ'Q " nZ ‘? 2 "= QLDEoenoSinO(.Sin‘ nt. : . 3
e St : e i g i
s¥ad wyniva, na podstawle warun-éw poczatvowych /14/, %e : o
‘ :
- § oCOS nt 3§ b
iZzs C;c08 nt + C,ysin nt + Ate cos nt : .




~i0p&

t

gdzie Cl i._C2 sg§ staie caivowania,*téxe olredlimy wediug warun-—

¥éw poczqtlrowych, a wyraz AT cos nt jest dowolne rozwigzaonie réw-—
nania /15/,przy czym A jest nieolredlony wspczynniv, *»tdéry g
nalezy sig wyznaczyé w ten sposéb, azeby wicl»oéé At cos nt czyni~|§
ta zadoéé rownaniu /15/.Podstawiajgc wyrazenie At cos nt za~- A
miast oW réwnaniu /15/, otrzymamy ;

— An®t cos nt - 2 An sin nt % AnZcos nt = -2 & %onsino(sin nt ;

- -

skrgd wypada,ze
A =Q§O SinO{ p‘ao-oo--oovooco.ao-o-'..on/l6/

Dla ovreélenla staiych cailowania C; .1 C, mamy warun¥i i
®

0=Cl; O=Cg'n+A=02n+¢a§osin 3

Q%o ; A
02 = - "—"'—z'n pg it . Slnq.

zatem

cl=o;'

Dlatego tez drugie przyblizenie bedzie :

E _E L

39 = #o COS nt

’?2 = go?sino(/t.cos e %1" sin nt/ea.../17/
| poinoe %

Zbadamy otrzymane
rozwigzanie zadania.Oslie
ruchome 0’ § P S obralidmy -
w ten sposdéb: dodatmi
vierunel osi Q' § swiero—
wali$my wzdiuz poiudnila,
przechodzgcego przez
miejsca obserwacji nma po-
wierzchni ziemi 0?, wu po-
fudniu, a 0§ 0’ R - ¥u za-
thodowi. W momencie poczgt—
Yowym t = O masa wahadia
znajdowata sig w pozozeniu
"M _/rys.58/ w piaszczyinie
pldudnira j3dlatego tez rzut
poziony tego poozenia olvaze
8i¢ na osi O’ .Na rys.59
ten rzut oznadzylidmy przez
Mo/ 0,0/. Gdy wahadXo roz-—

pocznie 1ruch, wtedy wzory . o




: "‘.3.96"‘
/17/ dajg nam, 2c¢ wahadiB8 nic bedzie pozoatavaé w ptaszczyinie
porudnia /0’ T/ lccz odchyli si¢ od tego potudnia,poniewaz
’72 nie jest r¢vme zcru. To odchylenie jest bardzo nieznaczne

tar, Ze po Updywic czasu
’ Y

Pt g o ft
e £,

3 = 3f : i
Syl B sbedziemy mieli;

%: Wty e % « o sinal, s:m/éﬁl/— §-—-.L,J s:Lno/.

t.j. wahado zajmie poxozenie Aq e

Wahadlo przyj—

i -~ wrecszeie , po upiywie: opzasu t :
4 o O/ lecz poozenia

dzie nie do poZozenic pocua L ONCED T
i o wspoOZrazgdnychs

wahadto /raczej jeso rzut -powiouwy / przyjdzie nie do podozenia °- !
0, lecz do poxozenia A, "Turige WhpoLiugdie 8§ -—
: <
< = 09 f} F2T ¢ o "-';1"' .w [ Slnv(_; :
" n.p. w dodwiadcweniu Foucault’a w Paryzu, Ttdérefo-szerovodé geo— b“l’
graficzna = 489507 ,wynoe&i;
§ bt
B0 0 1
S easivms -
Epd e b &
Po upiywie czasu t = ‘é X L e wahad?co zajmie po-— .
_kozenie B, »torego wsplirzgdne wedlug réwnan /17/ s3 :
e oa
; T ‘S'O, ‘?= _ YO"!‘O. ‘“‘:2'”‘ SRRl = ooo.“‘ﬁ“‘ Sln(x. —
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Poniewaz wielro0éé O’A = O’Al = -= .. sine{, jest bardzo
nieznaczng w pordwraniu z wiell-odcig O’?-EO = %o’ to obserwator :
bedzie miaX wrazenie, zz czedéé toru wahadia 11 oP Jest na-pozdr
linig prostg,podobnie ja- i czegdé nastgpna BiIl. Obserwator

zauwazy tylro, %e nastgpne wahnigcie wahadZa rozpoczyna  sie nie
Z polozenia M., lecz z poXozenia My podozonego od poozenia
i, © pewien 5t 1?) y przy czym 3
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czyli P = arc tg/w.‘i:. sin X /.

Jyrazemy jeszcze, ze w czasie jednego caiego wahniecia wahad-—
ta, t.j. w czasie L 3 widoczne dla obserwastora odchylenie sie |
plaszczyzny wahari wahadie, stanowli stale gt p =" S tg/w.T.sinﬂ(/
nie zaleznie od tegzo, czy wahnigcia wahado rozpoczyna od po—~
Zofenia I , potozonego w piaszczyinie poiudni™a miejsca obser—
wacji, czy tez od ja-iego bgdZ poZozcnia Mi,poloionego w

pXaszgczyinie p].UnOWGJ,'tVVOIZqOeJ dowolny “at(p/azymut/ z pka-
SzCzyzng pozudnira / npe w plonoweg pXaszczyinie 30 n ,dla »té—

rej azymt P = -5/ /rys.58 i 599, U tym celu weimy w poziome]
plaszczyénie miejsca obserwacji 0? osie wspdirze¢dnych &
§lo M1+ Przy czym nowa of 0’ %l tworzy -at @ ze starg osig 0’ 5. |

Ttedy znane wzory z geometrii analitycznej dadzg nam zaleznoéci;
%: ?l' cos o ~ ih. sin X 3
?: %1' sin o + ?l' cosS oy 3

Robigc gzamianeg zmiennych w rdéwnaniach /13/,otrzymwmy nastgpuja—
ce rownania §

/§;+ 2.Wepfesin X e -/ !22—2 W. %isinot +n3rzl/sin’5=0i

"
/gz_'_ 2().9]’-sind+n2 gl/sintfw/ ?l -2 w.%;.sinown??l/coslf?: o

e

Strad wyniva, ze

g" 2
S * 2.0, r?l.s:l.no(+n %lr.o ’

i) e 9 . 5. o
Ql Sside §1.51n9< +n tzl =0 .

Gdy npe. rozpatrujemy wahnigeie, rozpoczynajgce sig od poxoze—
nia Mi’ znajdujgcego sig na osi 0 §l’ wtedy warun+i poczagt-—

rowe 84 § t = 0, musi_byé i

/gl/ o1/ 11/o =03 <dtl)o“/ %l/ F(g}-) /N1/, =




Zatem widziny, %e podzzas t&go wahniecia, wahadio zartresll

wzgleden coi.glCﬂ- | wupginic tavi sam tor, jevi to wahad¥o
\’ -
gatrreslito wzglgdem »si 0N

P i

s

boéciq -5t owg S joponiewaz & oG 51n<13est bardzo niezracazne,
wigc mozeny przyigé w przybtifenin, ze ﬂ>f" T Shoy G
w taim razis owa prgdvcéé -gtowa wynosi w przyblizeniu ;

g\i “:; (.-)'.Sin 'J: §
i 4T
Slrgd wideiny, Ze na bigiunuch.gdzies = + ~Er-,rzecz zrozumiata
) - ! s ; i
Jl= 4+ (w4 a na rowni,gdziect= 0, §?==<O, tj. na réwnlmu

waha%lac W dcdwladczeniu Foucault’a w Paryzu byzo ;
LT :
il ~ S i y 3
d = 67 metr.y {= &L = 25T.JC%~=2ﬂa%§gcl6 seund
. X5 ]

L n
E: t e
. 5. =3

o ?ﬁn 487502/ o g
it IO T o .00 j‘ AT P

~wilge wielrodd odchjieniu si¢ w ierunu zachodnim podozenia
poczgtl-owego wahadia w czasie trwania jednego cazego wahnig—
oila byza rowng ¢

"

N/ g = ;
Tty e I = 16 o
IuIOT\/Ll = P M b 1o I_ = f@ " L ] (_,O s Sinb{-"BOOO 1‘7 . 500 — 3 N e

bl 4 dlatego te cdchylenia byiy widoczne dla obserwatordw "

cCc00002¢c0o0000

podczas swego piexrwszego wahnigcila,
Innymi sZowy; podezae trwania jednego cazego wahnigeia waohadia,
piaszcozyzne Jego wohad; widoczna dla obserwatora, odchyli slg

W ¥ierunru zachodnim ¢ 4 gip=arc tg/W.T . sin~ /. Zatem obser—
wator ©bedzie miaz wrazehle; ze podczas wahati wahadXa, jego pia«
8zczyzna stalg cobraca sig w rierun™u zachodnim ze staxyg pred-

doéwiadczenie Foucault'a nie osigga s™uttu,albowiem obserwator
nie zauwazy zadnego widocznego odchylenia sie pzaszczyzny wahan
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