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Wł. GĄSIOROWSKI. 

Ober die Definitionsgleichungen der endlichen continuirlichen 
Grup pen von Berlihrungstransf ormationen in der Ebene. 

O równaniach, określających skończone ciągłe grupy przekształceń stycznościowych 
w płaszczyźnie. 

_j - -

Ei n I ei t u n g. 
In seiner Habilitationsschrift 1) hat Prof. En g e 1 eine allgemeine Metho­

de entwickelt, vermittelst welcher die Definitionsgleichungen der continuirli­
chen Gruppen von Punkttransformationen eines n-fach ausgedehnten Raumes 
aufgestellt werden konnen. Li e hatte schon damals erkannt, dass diese 
Methode alle continuirlichen Oruppen liefert. Einen Beweis dafilr hat Prof. 
En g e 1 spa.ter in den „ Kleineren Beitragen zur Gru ppentheorie IX" (Lei pz. 
Ber. 1894) veroffentlicht. 

Die Gruppen einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zerfallen be­
kanntlich in Typen. Vermittelst der genannten Methode erhalt man die allge­
meine Form der Definitionsgleichungen aller demselben Typus angehorigen 
Oruppen. Die Definitionsgleichungen eines Reprasentanten des vorgelegten 
Typus ergeben sich durch Spezialisierung der bis auf die Integrabilitatsbe­
dingungen willkiirlichen Funktionen, welche in der allgemeinen Form der 
Definitionsgleichungen di eses Typ us auftreten. 

Lie hat (Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen, dritter 
Abschnitt, Theorem 6, S. 71) alle Typen von Gruppen in der Ebene aufgestellt 
und je einen Reprasentanten fiir diese Typen angegeben. 

Auf Grund der Li e schen Tabelle hat Herr A. O. Ha 11 aus Michigan 
U. S. A. in seiner Inaugural-Dissertation: ,,Bestimmung der Definitionsglei-

1
) F. En g e 1: ., Ober die Definitionsgleichungen der cont. Transformationsgruppen"; 

Habilitationsschrift, Leipzig 1885; Math Ann. Bd. 27, 1886; Leipz. Ber. Bd. 46, 1894. 

Prace mat.-fiz., t. XXVI. 16 
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chungen aller endlichen continuirlichen Gruppen von Punkttransformationen 
in der Ebene" (Leipzig, 1902) die Definitionsgleichungen aller mit den typi­
schen Gruppen ahnlichen Gruppen und somit aller Gruppen der Ebene auf­
gestellt. 

Die folgende Arbeit beschaftigt sich mit der ahnlichen Aufgabe aus der 
Theorie der Berlihrungstransformationen. 

Die von Herm Ha 11 und von mir angewandte Methode kommt im We­
sentlichen a uf das Verfahren zurlick, welches von Herm Prof. En g e 1 in sei -
ner Abhandlung i.iber die Definitionsgleichungen der continuirlichen Transfor­
mationsgruppen (Leipz. Ber. 1894) auseinandergesetzt ist. Allerdings liess 
sich di eses Verfahren nicht ohn '= W ei te res auf die Beriihrungstransformationen 
libertragen. Vielmehr musste ich einige allgemeine von Li e herrtihrende 
Satze erst auf eine Form hringen, welche fiir die Gruppen von Beriihrungs­
formationen am geeignetsten erschien. Die wesentliche Rolle spielt dabei die 
Einfilhrung der Definitionsgleichungen filr die s. g. charakteristische Funktion 
der infinitesimalen Transformationen einer Gruppe von Beriihrungstransfor­
mationen an Stelle der Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transfor­
mationen selbst. 

Die Moglichkeit dieser Darstellung hat Li e schon in seiner Abhandlung 
liber unendliche Gruppen (Leipz. Ber. 1891, S. 392) angedeutet. 

Die in der vorliegenden Arbeit begrlindete Methode ist _ im Folgenden 
nur auf die lineare, die allgemeine projektive und die irreducibeln Gruppen 
von Bertihrungstransformationen der Ebene angewandt. Es bietet aber keine 
wesentlichen Schwierigkeiten, ganz dasselbe filr alle Typen von reducibeln 
Gruppen von Berlihrungstransformationen der Ebene durchzufilhren und auf 
diese Weise die Definitionsgleichungen aller Gruppen von Berlihrungstrans­
formationen in der Ebene aufzustellen. 

§ I. Die Eigenschaften der Operationen: 

_ elf 
1 

8f. _ 8f. _ 8f 
f1 - 8 X + y . 8 y ' f2 - 8 y'' f3 - 8 y . 

Es sei eine beliebige Funktion f der Veranderlichen x, y, y' gegeben. 
(Im Folgenden wird immer vorausgesetzt, dass die in Frage kommenden 
Funktionen analytisch sind). Man bezeichne: 

(1) {

-r _ '2Jf + , 8 f. f _elf. cf 
' 1 - J X y . cl y ' 2 - 8 y'' fa = 81J 

fo = (fi)k. 
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Dann wird: 

(2) 

Man sieht also, dass die Operationen f1 , fa und f 2 , { 3 vertauschbar 
sind, dass dagegen die Operationen f1 , f 2 nicht vertauschbar sind. Die erste 
der R.elationen (2) tritt an Stelle der R.elation: 

J2 f J2 f 
dUdV 2v'Ju 

im Falle einer Funktion zweier Veranderlichen u, v. 
Mit Riicksicht auf den Pfaff'schen Ausdruck dy •- y' dx, den man als 

isobar betrachten muss, kann man die Operationen f1 , f2 als Operationen 
erster Stufe, dagegen fa als Operation zweiter Stufe bezeichnen. Die Ab­
leitung 

die man durch m-malige Differentiation nach x, n-malige Differentiation 
nach y' und p-malige Differentiation nach y bekommt, wird man dann als 
eine Ableitung s-ter Stufe, wobei: 

s=m +n+2p, 
bezeichnen miissen. 

Zunachst sei nach der Zahl der Ableitungen einer gegebenen Stufe s 
gefragt. 

Da durch die Operationen (1 , f 2 , fa die partiellen Ableitungen 

:; , ::, , :~ vollstandig bestimmt sind, so ist die Zahl der unabhangigen 

Operationen s-ter Stufe gleich der Zahl der unabhangigen Ableitungen s-ter 
Stufe. 

Aus der ersten der Relationen (2) folgt ferner) dass alle Operationen 
einer beliebigen Stufe, welche die Differentiation f 3 enthalten, durch solche 
Operationen derselben Stufe ausgedriickt werden konnen, welche durch fort­
schreitende Ausfiihrung der Operationen f1 , f 2 allein entstehen. Die letzte­
ren Operationen kann man allgemein folgendermassen bezeichnen: 

(3) 

unter i 1 , i 2 , ••• , i, die Zahlen 1 oder 2 verstanden. 

Die Zahl der unabhangigen Operationen s-ter Stufe von der Form (3) 
ist also auch gleich der Zahl der unabhangigen partiellen Ableitungen s-ter 
Stufe einer Funktion der Veranderlichen x, y, y'. 
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Bei Bestimmung dieser Zahl, die mit Es bezeichnet werden moge, muss 
man zwei Falle unterscheiden, jenachdem s gerade oder ungerade ist. 

Im ersten Falle sei gesetzt s = 2 t; dann kann man schreiben: 

unter Ni die Zahl derjenigen Ableitungen verstanden, in denen nach y i-mal 
differenziert wird. Die Zahl N, ist zugleich die Zahl der partiellen Ableitun­
gen (s - 2 i)-ter Ordnung einer Funktion zweier Veranderlichen. Es ist 
daher: 

Ni= s - 2i + 1 (i= O, 1, 2, .. , t) 

(4) Es= ~i (S - 2i + }) = (S 12r 
oder: 

1st nun s ungerade, dano sei gesetzt: s = 2t + 1. Es ergibt sich dann 
analog: 

t 

(5) _ ~- ( _ 2 ·+ l) _ (s+l) (s+3) 
Es-~• S 1, -

4 
o 

oder: 
E2ttl = (t + 1) (t + 2). 

Die Anzahl aller Ausdriicke von der Form (3) betragt offenbar 2s. Zwi­
schen den durch diese symbolischen Ausdriicke dargestellten Operationen 
s-ter Stufe milssen daher gewisse Relationen bestehen, welche der Willkiir­
lichkeit der Reihenfolge von Differentiationen im Falle gewohnlicher partieller 
Ableitungen entsprechen. Die Zahl dieser Relationen moge mit 11s bezeich­
net werden. Sie driickt sich verschiedenartig durch s aus, jenachdem s ge­
rade oder ungerade ist und zwar folgendermassen: 

(6) 

oder 

(7) 

oder 

s = 2 t: ·~s = 2s -- (
8 +~)2 

\ 2 

-~2t = 22 t - (t + 1)2; 

s = 2t + 1: ·~s = 28 - ~s+ l)(s +- 3) 
4 

1J2t+i = 2u+1 
- (t + 1) (t + 2). 

Mit Riicksicht auf das Weitere mogen die erwahnten Relationen fiir 
s = 2, 3, 4 wirklich aufgestellt werden. 
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Filr s = l hat man: 

Die unabhangigen und zugleich allein existierenden Operationen erster 
Stufe sind: f1 , f 2 • 

Fei-ner ergeben die Form el n ( 4), (6) filr s = 2: 

Die Operationen zweiter Stufe lauten: 

f 11 , f 12 , f 21 , f22 · 

Sie sind voneinander unabhangig. 

Filr s = 3, t = l bekommt man aus (5) und (7): 

Zwischen den acht Operationen dritter Stufe: 

bestehen die zwei folgenden Beziehungen: 

(8) { 

f112 + f211 = 2 f121, 

f 221 + f 122 = 2 f 212 • 

Diese Beziehungen bekommt man durch Anwendung der ersten der Re­
lationen (2), darin an Stelle von f der Reihe nach {1 und ( 2 gesetzt und 
durch Bildung der Relationen, die sich aus (2) durch Ausfilhrung der Opera­
tionen f1 , f 2 ergeben. 

Es moge endlich s = 4, t = 2 gesetzt werden. Dann ergibt sich aus 
( 4) und (6): 

Zwischen den 16 Operationen vierter Stufe bestehen zunachst 8 Relatio­
nen; vier von ihnen folgen aus den Relationen (8) durch Ausfilhrung der Ope­
rationen ( 1 , f2 • Vler andere ergeben sich auf die Weise, dass man in den 
Relationen (8) f durch bzw. f 1 und {2 ersetzt. Von diesen acht Relationen 
sind aber nur sieben voneinander unabhangig. Die letzteren kann man fol­
gendermassen schreiben: 
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(9) 

Wł. Gąsiorowski. 

' f1121 + f2111-:- 2f1211, 

f1122 + r~112 = 2r1212, 

f2211 + f1221 = 2f2121, 

f2212 + f1222 = 2f2122, 

f1112 + f1211 = 2f1121, 

f'2221 + f2122 = 2 f2212, 

f ,221 = f2112 · 

(6) 

Die Relationen (8) einerseits und die'i Relationen (9) andererseits lassen 
sich paarweise derart anordnen, dass jede Relation eines jeden Paares durch 
Vertauschung der Indices 1, 2 aus der anderen Relation desselben Paares her­
vorgeht. Dieser Umstand lasst sich leicht erklaren. 

Alle vorstehenden Relationen sind namlich eine Folge der Vertauschbar­
keit der benachbarten Indices 1, 3 bzw. 2, 3. Die Indices 1, 2 erscheinen des­
wegen in ihnen gleichberechtigt. 

Es lasst sich mm die allgemeine Gestalt der Relationen zwischen den 
Operationen s-ter Stufe angeben. 

(10) 

Zunachst sei bemerkt, dass die Beziehungen (2) mit den folgenden: 

f12 - f21 = {3, 

f112 + f211= 2f121, 

fm +fm= 2f212· 

vollstandig aquivalent sind, wie man sich unmittelbar liberzeugen kann . Aus 
der ersten der Relationen (10) folgt namlich: 

f13 = f112 - f121 , 

{31 = f121 - f211 , 

f23=f2,2-f221, 

fs2 = f122 - f212 · 

Bestehen ausserdem die zwei letzten der Relationen (10) oder die Rela­
tionen (8), so ist auch: 

{13 = f31; 

Auf Grund dieser Bemerkung kann man weiter schliessen, dass alle Re­
lationen zwischen den Operationen einer beliebigen Stufe aus den Relationen 
( 1 O) all ei n erhalten werden konnen. Die Relationen zwischen den Operatio­
nen von der Form (3) mlissen daher aus den Relationen (8) allein abgeleitet 
werden konnen. 

Aus jeder Relation einer gewissen Stufe s kann man vier Relationen 
(s+ 1 )-ter Stufe ableiten, und z war einerseits durch Ausflihrung der Operatio-
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nen ( 1 , ( 2 , andererseits durch Anwendung dieser Relation s-ter Stufe auf 
( 1 , ( 2 • Dies sind zugleich die einzig moglichen Wege zur Ableitung der Re­
lationen von aufeinanderfolgenden Stufen aus den Relationen (8). Alle unab-

. hangigen Relationen einer beliebigen Stufe konnen also aus den Relationen 
von der folgenden allgemeinen Form abgeleitet werden: 

(11) 

(le = O, 1, .... , s - 3) 

Einem jeden Werte von k entsprechen 2s-3 verschiedene Komplexionen: 

es gibt also im Ganzen: 

(12) Ps = 2s- 3 . (s - 2) . 2 = (s - 2) . 2a-2 , s>3 

verschiedene Relationen von der Form (11 ), die a ber nicht alle voneinander 
unabhangig zu sein brauchen. Insbesondere bekommt man: 

Fur s > 6 ist allgemein: Ps ~ 2s > ·~s. 

Es ist also immer: (s > 2). 

Die Relationen (8) erscheinen als charakteristische Identitaten filr die 
Operationen ( 1 , f 2 , indem sie alle Relationen hoherer Stufen nach sich ziehen. 

Mit Rticksicht auf das Folgende moge noch bemerkt werden, dass die 
Relationen (11) gebildet filr s = 3, 4, .. . co die folgenden infinitesimalen Trans­
formationen: 

cF 8F ~ cF 
Q1F = f1 · 8( + f11. 8( + · · .+ ~ fi,i •... isl · -dr·. - . +' · · 1 

. 1 ik = 1, 2 i, '• .... ts 

(13) 

gestatten. 
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§ 2. Systeme von partiellen Differentialgleichungen zwischen 
den Operationen W (x y y')i, i

2 
. .. is deren allgemeinste Losungen nur 

von einer endlichen Anzahl willkurlicher Konstanten abhangen. 

(8) 

Die nachstehenden Betrachtungen bilden das Analogon zu den Betrach­
tungen des Kapitels 10. des ersten Abschnitts der . Transformationsgruppen" . 
Sie sind filr das Folgende von ebenso ausschlaggebender Bedeutung, wie das 
genannte Kapitel filr die Theorie der Punkttransformationsgruppen. 

In den Veranderlichen x, y, y' moge man sich ein System von partiellen 
Differentialgleichungen beliebiger Ordnung vorgelegt denken. Die partiellen 
Differentialq uotienten der Funktion W (x y y'), welche in di esem System auf­
treten, mogen ferner durch die Operationen: 

(1) 

ausgedrtickt werden, wobei die lndices ik nur die Werte 1, 2 annehmen. Auf 
diese Weise bekommt man ein System von Differentialgleichungen zwischen 
den Operationen (1) und unter der Stufe dieses Systems moge die hochste 
Stufe der in ihm vorkommenden Operationen verstanden werden. 

Dieses System so11 gewisse besondere Eigenschaften besitzen. Es moge 
vorausgesetzt werden, dass es in der Form, in welcher es vorliegt, die folgen­
den Bedingungen erfilllt: 

Er sten s: Wenn s die Stufe der ho~hsten in dem Systeme vorkommen­
den Differentialoperationen ist, so sollen sich vermoge der Gleichungen des 
Systems durch Auflosung samtliche unabhangige Differentialope-rationen s-ter 
Stufe durch die _Differentialoperationen erster bis (s-1 )-ter Stufe und durch 
x, y, y' , W ausdrticken lassen. Dagegen soll es nicht moglich sein, auf 
diese Weise samtliche unabhangige Differentialoperationen (s -- 1 )-ter Stufe 
durch die von niedrigerer Stufe und durch x , y, y', W auszudrticken. 

Z we i te n s: Durch einmalige und zweimalige Ausfilhrung der Operatio­
nen f1 , f 2 auf das vorgelegte System und durch Kombination der erhaltenen 
Gleichungen sollen sich nur solche Relationen zwischen x, y, y' , W und 
den Operationen erster bis (s-1 )-ter Stufe ergeben, welche bereits ohne Dif­
ferentiation aus dem vorgelegten Systeme folgen. 

Diese speziellen Voraussetzungen liber die Form des vorgelegten Glei­
chungensystems sind nur der Bequemlichkeit wegen gemacht worden. Selbst­
verstandlich lassen sich die folgenden Betrachtungen tiberhaupt auf jedes Sy­
stem von Gleichungen zwischen den Differentialoperationen (1) anwenden, 
welches durch Ausflihrung der Operationen f 1 , f2 und durch Eliminationen 
die eben beschriebene Form erhalten kann. 

I 
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Es lasst sich beweisen, dass jedes System von Gleichungen, welches die 
vorhin beschriebenen Eigenschaften besitzt, integrabel ist und dass die allge­
meinste Funktion W von x, y, y', welche dem Systeme genilgt, nur von 
einer angebbaren endlichen Anzahl willkilrlicher Konstanten abhangt. 

Diesen Satz kann man in der Weise begrilnden, dass man das bespro­
chene Integrationsproblem nach dem Vorgange von Li e auf das Problem 
zurilckfilhrt, ein Gleichungensystem zu finden, welches eine Anzahl von ge­
gebenen infinitesimalen Transformationen gestattet. Das letztere Problem 
kann man auf Grund der Entwickelungen des Kap. 7. des ersten Abschnitts 
der „ Transformationsgruppen" sofort erledigen. 

Andererseits wird man noch zeigen konnen, dass der besprochene Satz 
sich umkehren lasst, ·<lass nam lich jede Funktion W (x y y' a 1 .•.•. ar) wel­
che eine endliche Anzahl r von willkilrlichen Parametern ak enthalt, die all­
gemeinste Losung eines gewissen Systems von Gleichungen zwischen den 
Differentialoperationen darstellt. 

Es moge nun filr die Differentialoperationen le-ter Stufe die folgende 
Bez ei eh n ung: 

(i= 1, 2,., . . , 2k) 

eingefilhrt werden. Ausserdem setze man: 

( w:_(k)) _ ur_(k) . ( w .(k)) _ w _t k) 
i 1 - rr,1 , i 2 - .,2' 

so dass also wg), Wi't) die Di!ferentialoperationen (k + 1 )-ter Stu fe be­
deuten. 

Nach diesen Festsetzungen sei das zu untersuchende System von Diffe­
rentialgleichungen folgendermassen geschrieben: 

F I (xyy' WWt1) .... W(s-l)) = 0, .. .. , Fq = 0, 

(2) F (w(3) w<s-ll) - O F - O q+ J • • , • - ' • • .. , q+r - ' 

( 1· = 1 , 2, . . . . 2s ; i,, = 1, 2 ; le = l, 2 . . . . , s). 

Die Gleichungen Fq+j = O U= l, .... r) stellen die Relationen zwi­
schen den Differentialoperationen dritter bis mit (s- 1 )-ter Stufe von der 
Form (11) § 1 dar. Bezeichnet man also mit ak die Zabi der unabhangigen 
Differentialoperationen k-ter Stufe, mit 1jk die Zahl der unabhangigen Rela­
tionen zwischen den Operationen k-ter Stufe ( diese Zahlen sind in § 1 be­
stimmt worden), so wird: 

s-1 s-1 

r = ~ 1jk = ~ (2k - Ek). 
k=3 k=3 
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Diese r Relationen soll man sich also zu dem gegebenen Gleichungen~ 
system hinzugeftigt denken. Das gegebene Gleichungensystem 

{ 
F 1 = O, ... , Fq = O, 

w(s) = <I> 

moge mit (2') bezeichnet werden. 

Die Gleichungen F 1·= O, .... , Fq+r = ' O sind hier als voneinander 
unabhangig vorausgesetzt. Die 2s Gleichungen wcs) = <I> sind allerding s 
von den F = O unabhangig, aber nicht untereinander, da unter den 2s Aus­
driicken W/s) nur Es < 2s voneinander unabhangige Differentialoperationen 
darstellen. Es mlissen also zunachst die folgenden Relationen 

q>. . 112 . . + q>. . 211 · . - 2<1> · . 121 · . 11 •••• 1k 1k+4 · .. 1s , , ... 1k 1k+4··· ta- i, . • . 'k 1k+4··· is, 

(le = o, 1 . . . s - 3) 

vermoge der Gleichungen F = O identisch bestehen. 

Das Gleichungensystem (2 1
) hat nun nach Voraussetzung die Ei gen ­

schaft, bei einmaliger und bei zweimaliger Ausfilhrung der Operationen / 1, / 2 

keine neuen Relationen zwischen den x , y, y', W, .. . , wcs-i) zu liefe.rn. Alle 
Relationen zwischen d'en x, y, y', W, ... , w<s-1), welche sich bei einmaliger 
und bei zweimaliger Ausflihrung der Op~rationen / 1 , / 2 aus (2') ergeben, 
milssen also eine Folge von F = O sein. 

Man findet die betreffenden Relationen, indem man auf die Gleichungen 
(2) die Operationen f1 , / 2 zweimal aufeinander ausfilhrt und sodann alle 
Differentialoperationen von (s+ 1)-ter und (s+2)-ter Stufe wegschafft und 
alle von s-ter Stufe durch ihre Werte aus (2) ersetzt. 

Man bezeichne: 
(4) 

Durch Ausflihrung der Operationen / 1 , / 2 auf die Gleichungen Fk = O 
(k = 1, 2 ... q) und nachherige Elimination der Differentialoperationeąs-ter 
Stufe bekommt man die Gleichungen: 

(5) 

(k = 1, 2, ... , q). 
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Nach der Voraussetzung sind die Gleichungen (5) eine Folge von 
Fk = O (k = I, ... , q+r). Bezeichnet man: 

2s-2 2s-1 

{11 f =ft+ w,• 3"[+ •·•+~i w/:-'), J ~.C-2) + ~; <I>/',-l) • J ;,c l) i 

1 ł 1 

(9) 

so sind die Gleichungen 
(k= I, ... , q) 

nach der Voraussetzung eine Folge von F 1 =O, ... , Fq+r = O. 
Die beiden infinitesimalen Transformationen (6) filhren die Relationen 

dritter bis (s - 2)-ter Stufe unter den Relationen: Fq+1 =O, . . .. , Fq+r = O in 
gewisse Relationen tiber, welche u1nter den Relationen vierter bis (s-1 )-ter 
Stufe enthalten sind. Die Relationen (s-1 )-ter Stu fe werrl.en in gewisse un­
ter den Relationen (3) iibergefilhrt. Die Ietzteren bestehen identisch vermoge 
der Gleichungen F =O; dasselbe gilt auch fiir die Relationen, welche sich 
aus (3) durch Ausfiihrung der infinitesimalen Transformationen Q1 f, Q2 f er­
geben. Da die Relationen (3) eine Folge der Gleichungen F 1 = O, ... , Fq+r=O 
sind, so kann man mit Riicksicht auf das Vorhergehende sagen, dass das 
ganze Gleichungensystem: F 1 = O, .... , Fq+r = O die beiden infinitesimalen 
Transformationen Q 1 f, Q2 f gestattet. 

Fiihrt man andererseits die Operationen / 1 , f2 auf die Gleichungen 
W/81 = <I>~s) aus und eliminiert sodann alle Differentialoperationen s-ter Stufe, 
so bekommt man: 

(7) w.(s) _ () (.-f.(S)), 
i I - 1)'1 'ł-'i , W _(s) _ A (m.(8)) 

' l! - i)' 2 'ł' i' • 

Aus diesen Gleichungen sind jetzt noch alle Differentialoperationen 
(s + l)-ter Stufe wegzuschaffen. Dazu muss man die zwischen den Differen-
tialoperationen (s+ l)-ter Stufe W/s+i) bestehenden Relationen benutzen. Es 
kommen aber dabei nur die folgengen Relationen in Betracht: 

(8) J 
W(s -2) + w (s-2) = 2 w is-2) 

i 112 i 211 i I 21 ' 

l W (s-2) + w (s-2) = 2 w(s - 2) 
i 221 i 122 i 21 2 . 

Die iibrigen Relationen liefern nichts neues, weil sie nur solche Glei­
eh ungen zwischen den x, y, y', .... , w cs- 1) ergeben, welche aus den Glei-
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chungen (3) durch Ausfilhrung der infinitesimalen Transformationen Q1 f, 
Q 2 f folgen. 

Setzt man nun die Ausdriicke (7) in die Relationen (8) ein, so bekommt 
man die Gleichungen: 

g 2 (<P~s~2)) + g 1 (<l>~s;2)) = 2 g 1 (cf>~\;2)), 
(9) 

( i = 1, 2, ... , 2s-2) . 

Dieselben miissen nach der Voraussetzung vermoge der Gleichungen 
F = O identisch bestehen. 

Es bleibt noch iibrig, diejenigen Relationen zwischen den 
x, y, y', W, .... , W(s- 1) aufzustellen, welche sich aus (2') durch zweima­
lige Ausfiihrung der Operationen f 1 , f2 und Elimination der Operationen 
s-ter, (s+l)-ter und (s+2)-ter Stufe ergeben. 

Dabei liefern die Gleichungen F = ó nichts neues. Die Gleichungen: 

bestehen identisch vermoge der Gleichungen -F1 = O, ... , Fq+r = O und das­
selbe gilt von den Gleichungen, welche sich aus den obigen durch Ausfilhrung 
der beiden infinitesimalen Transformationen (6) ergeben. 

Durch Ausfilhrung der Operationen f1 , f 2 auf die Gleichungen (7) und 
nachherige Elimination der Differentialoperationen s-ter Stufe bekommt man 
die Gleichungen: 

J Wi(~)l == Ql (~~1 (<P:s))); Wi(:)2 == Q2 (Ql (<Pt)) 

l w}i1 == gł (Q2 (<I>~s))); wi(12 == Q2 (Q2 (<P~s))). 

(10) 

Aus diesen Gleichungen sind jetzt alle Differentialoperationen (s+2)-ter 
Stufe wegzuschaffen. Dazu muss man die zwischen den Differentialoperatio-

nen (s+2)-ter Stufe w?+2
) bestehenden Relationen benutzen. Es kommen 

analog wie vorhin, nur die folgenden Relationen in Betracht: 

(11) { 
w ts-1) + w (s-1) - 2 w(s-1) 

ill2 i211 - i121 ' 

w<s-1) + w(s- 1) - 2 w<s-1) 
i221 i 122 - i212 • 

Die iibrigen Relationen (s+2)-ter Stufe liefern nichts neues, weil sie nur 
solche Gleichungen zwischen den x, y, y', W, . .. , w<s- t) ergeben, welche 
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aus den Gleichungen (3) und (9) durch zweimalige bzw. einmalige Ausfilhrung 
der infinitesimalen Transformationen 9 1 f, Q2 f folgen. 

Setzt man nun die Ausdrilcke (10) in die Relationen (11) ein, so be­
kommt man die Gleichungen: 

(12) 

(i= 1, 2, . . • ., 2s- l). 

Dieselben milssen nach der Voraussetzung ebenfalls vermoge der Glei­
chungen F 1 =O, ... , Fq+r = O identisch bestehen. . 

Die in der Einleitung geforderten Eigenschaften des Systems (2') kann 
man also analytisch folgendermassen formulieren: 

1) das Gleichungensystem F 1 = O, .... , Fq+r = O gestattet die beiden 
infinitesimalen Transformationen Qi f, Q 2 f; 

2) die Gleichungen (3), (9), (12) bestehen vermoge der Gleichungen 
F'1 = O, . . . , Fq+r = O. 

Es moge nun irgend eine Losung 

W= q> (x yy') 

der Differentialgleichungen (2') vorgelegt sein. Sie ist dann auch die Losung 
des Systems (2) . 

Durch Ausfilhrung der Operationen f 1 , f2 erhalt man die W(l), W <2) • • 

. . . w cs- 1J als Funktionen von x, y, y' dargestellt: 

k = 1, 2, .. . , s) 

und wenn man diese Ausdrilcke sowie den Ausdruck filr W in die Gleichun­
gen (2) einsetzt, so bekommt man lauter Identitaten. 

Hieraus geht hervor, dass die Gleichungen F 1 = O, .... , Fq+ r = O 
ihrerseits bei der Substitution: 

(13) W = cp (x yy'), 

sich in Identitaten verwandeln. Das kann man auch folgendermassen aus­
driicken: das Gleichungensystem (13) umfasst die Gleichungen: 
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Es lasst sich ferner beweisen, dass das Gleichungensystem (13) die 
beiden o ben besprochenen infinitesimalen Transformationen 9 1 f, ~2 f ge­
stattet. 

In der Tat, es verschwinden zunachst alle Ausdriicke: 

O (W ) - ur(I) (Il --'v - Cf - YV 'I - Cf'v l 

vermoge (13), denn die Gleichungen (13) sind aus W - cp == O durch Aus­
fiihrung der Operationen f1 , f2 hervorgegangen. Aber auch die Ausdriicke 

(v== 1, 2; is-1 == 1, 2, ... .. 2s-l) 

verschwinden vermoge (13), denn die Gleichungen: 

w _(s- 1) == <P'.s-1) 
1s-J, ,1 is-1,v 

(v == 1, 2) 

werden, wie schon auf S. 147 (13) gesagt, durch die Substitution: 

identisch befriedigt. 
Damit ist die oben aufgestellte Behauptung bewiesen. 
Es moge jetzt umgekehrt ein Gleichungensystem von der Form (13) 

vorliegeri, liber welches man weiter nichts weiss, als dass es die infini­
tesimalen Transformationen Q 1 f, 9 2 f gestattet, und die Gleichungen 
F 1 == O, .... , Fq == O umfasst. Das vorgelegte System muss dann auch die 
infinitesimale Transformation (0 1 9 2) gestatten. Die Gleichungen (13) ent­
stehen alle aus der Gleichung W== cp (xy y') durch Ausfiihrung der Opera­
tionen f1 , f 2 • Da ausserdem unter den gemachten Voraussetzungen die 
Gleichungen 

(v==l,2) 

eine Folge von (13) sind und die Gleichungen F 1 == O, ... , Fą+r== O ebenfalls, 
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so wird das Gleichungensystem (2) identisch befriedigt, wenn man die Sub­
stitution (13) darauf ausfilhrt und sodann noch setzt: 

(v == 1, 2). 

Die Gleichung W== cp (xyy') stellt also eine Losung des Systems 
(2) oder (2') dar. Man ersieht daraus: jede Losung W== <p (xyy') der 
Differentialgleichungen (2) liefert ein ganz bestimmtes Gleichungensystem 
von der Form (13), welches die infinitesimalen Transformationen Q1 f, Q2 f 
gestattet und -die Gleichungen F 1 == O , .... , Fą+,· == O umfasst. Umgekehrt 
liefert jedes Gleichungensystem von der Form (13), welches die eben angege­
benen Eigenschaften besitzt, eine ganz bestimmte Losung der Differential­
gleichungen (2). Folglich ist das Problem, alle Losungen der Differential­
gleichungen (2) zu bestimmen, aquivalent mit dem Problem, afle Glei­
chungensysteme von der Form (13) zu finden, welche die infinitesimalen 
Transformationen ~?.d, ~~d gestatten und ausserdem die Gleichungen 
F 1 == O, ... , Fą+r == O umfassen. Kennt man die allgemeinste Losung des 
einen dieser beiden Probleme, so ist zugleich die allgemeinste Losung des 
anderen gegeben. 

Dieses neue Problem lasst sich auf Grund der Entwickelungen in Kap. 7, 
S. 118 ff. des ersten Abschnitts der „Transformationsgruppen" sofort er­
ledigen. 

Jedes der gesuchten Gleichungensysteme gestattet mit Q1 f, Q2 f zugleich 
auch die infinitesimale Transformation: 

. 2s-3 

. f-(" )-f + (W W. ) 8 f + + ~i (W(s-3) W(s-3)) 8f 
Q3 - ~'2 Ql - 3 12- 21 ' c>W '.. ~ i12 - t2l ' -cw?-3) 

2s-l 2s-l 

+ ~i (ćf)~s-2) _ cp~s - 2)). _}_J_ + ~i [Q (cf>~s-1))- Q (<P(.s-1))1. _ -~. 
~ i12 i21 8 W(s-2) ~ 2 i1 1 i2 8 wC-1) 

1 i l i 

Zunachst ist hervorzuheben, dass die infinitesimalen Transformationen 
Qi{, ~~d, Q,J voneinander linear unabhangig sind, weil die Operationen 
f1 , { 2 , { 3 voneinander unabhangig sind. 

Durch Ausrechnung ergibt sich ferner: 

2s-4 

+ ~ i [ w<s-4) _ w<s-4) -- ( W (s-4) -- W (s-4))] _ _!_j_ 
~ i 121 i 2ll i 112 i 121 . '.:l w(s-4) 

1 C i 
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2s-3 
·+ ~ i [ cp<s-3) _ cp(s-3) _ (CD(s-3) _ <f) ls-3))-] d f 

_.;;;_ il21 i21l il1 2 il21 • cJW(s--3) 
1 i 

2s-2 

+ ~, {Q (<l>~s-2) _ CD~s-2)) _ [Q (<l>~s-2)) _ Q (<P(_s-2))]} . cl f 
~ 1 i 12 i 21 2 i IL 1 il2 cl w(s-2) 

1 i 

2s-l 

+ ~ i {Q [Q (<I;>(_s-1)) _ g (<l>~s-1))] _ (Q Q ) <f>~s-1)}. _ _!_J_ 
~ 1 2 il 1 i 2 2 1 i I cl w(s-1) ' 

I i 

Die Koeffizienten von J
8 .fv, .... , 

8 
.;,_Ts--ii verschwinden identisch in-

i 

folge der Relationen zwischen den Operationen dritter bis (s-1 )-ter Stufe. 
Die Koeffizienten der drei letzten Summen verschwinden vermoge der Glei­
chungen F\ ==O, ... , Fq+r==O, wie die Gleichungen (3), (9), (12) zeigen . 
Folglich besteht filr die Wertsysteme x, y, y', W, . .. , W(s-n des Gleichun­
gensystems F 1 ==O, ... , Fq+r == O die Relation 

Ganz analog kann man sich iiberzeugen, <lass filr die _ Wertsysteme 
X, y, y', w, ... , W(s-l) des Gleichungensystems Fl ==. O, . ... , Fq+r == 0 
die Relation 

besteht. Ausserdem besteht die Relation 

identisch. 
Man hat hier also den speziellen Fall, dessen Erledigung durch das The­

orem 19 in Kap. 7, S. 132 gegeben ist. Mit Hilfe dieses Theorems kann man 
iiberhaupt alle Gleichungensysteme aufstellen, welche Qd, Qd, Q.J ge­
statten und die Gleichungen F1 ==O, ... , Fq+r == O umfassen. Es hat keine 
Schwierigkeit darunter diejenigen Gleichungensysteme anzugeben, welche 
die Form (13) erhalten konnen. 

Setzt man nun weiter die Untersuchung genau in derselben Weise fort, 
wie es in den „Transformationsgruppen" (erster Abschnitt; Kap. 10, S. 176 ff) 
geschieht, so gelangt man zu dem folgenden Satze: 

theorem I. 
Bes i t z t ei n System von p art i el Ie n Di ff er en t i a 1 g 1 ei c h u n­

g ens-ter Stufe 
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(k === 1, 2, ... ) 

die Ei gens cha ft, da s s a 11 e u n ab ha n gig en Di ff er en t i a 1 oper a­

ti o n ens-ter Stufe W?) durch die Differentialoperationen nie­

d r i g e r e r St uf e n, d u r c h W u n d x , y , y' a u s g e d r il c k t w e r d e n 
konnen, wahrend das entsprechende jedenfalls nicht fiir alle 
u n ab ha n gig en Di ff er en t i a 1 oper at i o n en (s - 1 )- ter St uf e g i 1 t, 
liefert ausserdem das vorgelegte System bei einmaliger und 
be i z we im a 1 i g e r A u s filh run g de r O p er at i o n en {1 , f 2 n u r sol­
eh e Re 1 at i o n en z wis che n x , y, y', W und de n Di ff er en ti a 1 op e­
r at i o n en erster bis (s-1)-ter Stufe, welche aus dem Systeme 
selbst folgen, so enthalt die allgemeinste Losung: W-cp(xyy') 
des betreffenden Systems von Differentialgleichungen nur 
ei n e end 1 ich e A n z a h 1 von w i 11 kil r 1 ich en Ko n st a n te n. 

Die Zahl die ser willktirlichen Konstanten ist gleich: 

€o + 61 + 82 + • • • . + Sa-1 - q , 

w o m i t sk di e Z a h 1 d e r u n ab h a n g i gen D i ff e re n t i a 1 o p er at i o­
ne n k-ter Stufe bezeichnet ist und mit q die Anzahl der un­
abhangigen Relationen, welche das betreffende System zwi­
s c h e n x , y , y' u n d d e n D i ff e r e n t i a 1 o p e r at i o n e n e r s t e r b i s 
(s-1)-ter Stufe liefert. 

D i e a 11 g e m e i n s t e L o s u n g W = cp ( x y y') s e 1 b s t f i n d et m a n 
durch Integration eines dreigliedrigen vollstandigen Systems 
in 

u n ab ha n gig en V er a n der 1 ich en. 

Ebenso kann man, ohne eine Kleinigkeit andern zu milssen, die Analoga 
zu den beiden folgenden Satzen des zitierten Kap. 10 (S. 183) beweisen. 

Die entsprechenden Satze lauten: 

Satz 1: 
1st W eine gegebene Funktion der Veranderlichen x, y, y' 

u n d e i n e r e n d 1 i c h e n A n z a h 1 v o n P a r a m e t e r n a1, . • • , ar : 

W== Cfl (X Y y' al • · , ar), 

so gibt es stets _ein integrables System von partiellen Diffe­
rentialgleichungen W, WCl), W<2) .•.• , welches W als Funktion 

Prace mat.-fiz., t. XXVJ. 17 
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v o n x , y , y' b e s t i m m t u n d d e s s e n a 11 g e m e i n s te L o s u n g e b e n 
durch die Gleichung W=(f(xyy'a 1 ••. ar) darge ·stellt wird. 

Verbindet man diesen Satz mit dem Theorem I, so erhalt man sofort den 

Satz 2. 
1st ein integrables System von partiellen Differential­

gleichungen 
Fa (x, Y, y', w, w(l), .. _.. W(B)) == O (a= 1, 2, ... ) 

so beschaffen, <lass seine allgemeinste Losung nur von einer 
endlichen Anzahl willkilrlicher Konstanten abhangt, so lasst 
e s s i c h s t e t s d u r c h A u s fil h ru n g d e r O p e r a t i o n e n f 1 , f 2 u n d 
durch Eliminationen auf eine Form bringen, welche die fol­
g e n d en b e id e n Ei gen s c h aft en b e si t z t: 

Erstens sind alle unabhangigen Differentialoperationen 
von ei ner gewissen, etwa von der s-t'en Stufe durch die von 
n i e d r i g e r e r S t u fe u n d d u r c h W, x , y , y' a u s g e d r il ck t, w a hr end 
das entsprechende jedenfalls nicht filr alle unabhangigen 
Differentialoperationen (s-1)-ter Stufe gilt. 

Zweitens ergeben sich durch einmalige und durch zwei­
m a 1 i g e A us fu h run g der Oper at i o n en {1 , f 2 n ur s o 1 che Re 1 at i o­
n e n z w i s c h e n d e n x , y, y', W u n d d e n D i f fe r e n t i a 1 o p e r a ti o n e n 
e r st e r b i s ( s -1 )-ter St uf e, we le he b er ei t s o h n e D i ff e re n t i at i o n 
a u s de n v o r h a n de n e n G 1 e i c h u n gen f o 1 gen. 

§ 3. Verallgemeinerung der bisherigen Betrachtungen. 

Die Betrachtungen der beiden ersten Paragraphen lassen sich sofort ver­
allgem einern. 

Es moge eine Funktion f der 2n + 1 Veranderlichen: 

(1) 

vorliegen. 
An Stelle der partiellen Ableitungen mogen folgende Differentialopera­

tionen: 

(2) 

eingef iihrt werden. Ferner bezeichne man: 
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Dann bestehen die Relationen: 

(3) 

'c 3) = /(3~) ; '(;a)= f(a;) ' 

f(!;) - f(!~) = fs, 

153 

Mit Ausnahme von fe), f(~ ), wo v diesel be Zahl in beiden Operatio­

nen bedeutet, sind alle Operationen (2) vertauschbar, d. h. ihre Reihenfolge 
gleichgiiltig. 

Man kann ferner analog, wie im § 1. beweisen, dass alle Relationen 
zwischen den Operationen: 

f/ i , •2 ·" i, ) ) 
\ v, "s ... "s 

I 

wobei i1, ... , is Zahlen aus der Reihe 1, 2 und v1, . . . , vs Zahlen aus der Reihe 
1, 2, .. . , n bedeuten, aus folgenden Relationen: 

tG:) = t(~~)' (p. =ł= v), 

(4) {(112) + /i(211) = 2 {(121) ' 
vvv vvv vvv 

((221) + ((122) = 2 ((212)' 
VVV VVV 'IV 'I 

allein durch Ausfilhrung der Operationen f(~), f(!) abgeleit werden konnen . 

Die letzteren mogen wie vorhin die Differentialoperationen erster Stufe ge­

nannt werden. Dann wird man die Operationen f(::.'.'.' ~;) in denen die i die Zah-

len 1, 2 und die v Zahlen 1, 2, ... n reprasentieren, als die Differentialope­
rationen s-ter Stufe bezeichnen miissen. 

Nach .diesen Vorbereitungen kann man ohne Weiteres den folgenden 
Satz aussprechen: 

theorem .I a. 
Besitzt ein System von partiellen Differentialgleichun­

gen s-ter Stufe: 

Fk (Xi • , • Xn, P1 • • • Pn, Z , W, WCI), • . . w<,)) == Q 

(k == 1, 2, ... ) 
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die Ei gens cha ft, da s s a 11 e u n ab h a n gig en Di ff er en t i a 1 oper a­
t i o n ens-ter Stufe wcs) durch die Differentialoperationen nie­
d r i g e r e r S t u fe u n d d u r c h TY, x1 . . . Xn , z , p 1 . . . Pn a u s g e d r il c k t 
we r de n konne n, w a hr end da s en t spr eche n de jeden fa 11 s n ich t 
fil r a 11 e u n ab ha n gig en Di ff er en t i a 1 oper at i o n en ( s--1 )-ter St uf e 
g i lt, - 1 ie fe r t a us ser dem da s v or g e 1 e g te System be i ei n ma 1 i­
g e r s o w i e b e i z w e i m a 1 i g e r A u s fil h ru n g d e r O p e r a t i o n e n f( ~) , 

f(!) n ur s o 1 che Re 1 at i o n en z wis che n X1 ... Xn, Pi ... P11, z und 

den Differentialoperationen erster bis (s-1)-ter Stufe, welche 
a u s dem S y st em e se 1 b st f o 1 g e n, s o en t h a lt di e a 11 g e m ei n st e 
Losung: 

W== Cf (x1 ... Xn, z, Pi·.• p,,,) 

des betreffenden Systems von Differentialgleichungen nur 
ei n e end 1 ich e A n z a h 1 von w i 11 kii r 1 ich en Ko n st a n te n. Die Z a h 1 
dieser willkiirlichen Konstanten ist gleich 

8 0 + 5 1 + 8 2 + · · • + 8e-l - · q, 

w o m i t sk d i e Z a h 1 d e r u n a b h a n g i g e n D i ff e r e n t i a 1 o p e r a t i o n e n 
k-t er St uf e be ze ich net is t und mit q die A n z a h 1 der u n ab ha n­
gig en Re 1 at i o n en, we 1 che da s bet re ff end e System z wis che n 
x 1 .••. Xn, z, p 1 •••• Pn, W und allen Differentialoperationen 
er ster b i s (s - 1) - te r St uf e 1 i ef er t. D ie a 11 g e m e i n st e . L o s u n g 
W== ff (z, x 1 ••• XnPi ... Pn) selbst fin det man durch Integration 
ei n es (2 n+ 1) ·g 1 ie dr i gen v o 11 st a n di gen Systems i n 

2n + 1 - q + €0 + s1 + • •. • + 5s-1 

u n ab h fi n gig en V er a n der liche n. 
Der Beweis dieses Satzes ist fast identisch mit dem Beweise des ent­

sprechenden Satzes im Falle dreier Veranderlichen x, y, y'. Am zweck­
mas~igsten ist es dabei, nicht nur die unabhangigen, sondern alle Differen­
tialoperationen mitzunehmen und zu dem gegebenen System von Differential­
gleichungen die Relationen zwischen den Differentialoperationen, welche den 
Relationen (11) in § 1 entsprechen, hinzuzufiigen. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass der oben ausgesprochene Satz sich 
auch auf den Fall iibertragen lasst, wo nicht nur eine unbekannte Funktion, 
sondern mehrere unbekannte Funktionen U, V, W, ... der Veranderlichen 
z, x1 ••• Xn, p 1 ..• Pn in dem gegebenen Systeme von Differentialgleichun­
gen vorkommen. 
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Diese weitere Verallgemeinerung wird aber im Folgenden nicht benutzt, 
da man nur mit einer einzigen Funktion zu tun haben wird, namlich der s. g. 
charakteristischen Funktion der infinitesimalen Beri_ihrungstransformationen. 

(1) 

§ 4. Relationen zwischen den Ableitungen der durch eine 
Beriihrung stransformation transformierten Verander liche n. 

Es sei eine beliebige Ber(ihrungstransformation in der Ebene vorgelegt: 

~=X (x yy'); 9 = Y (xyy'); 9' = P (x yy'). 

DieForderung der Invarianz der Pfaff'schen Gleichung dy-y'.d x =O 
zieht bekanntlich die folgenden Relationen nach sich: 

8Y 8X 
- - - P 1. - = - p. y' 
ax 8 x ' 

c Y cX 
8 y' -- p. 8 y' = O. 

Eliminiert man den Faktor p, so bekommt man: 

(2) 

Berechnet man ferner die Differentialoperationen dritter Stufe von Y 
und setzt die erhaltenen Werte in die Relationen 

ein, so ergeben sich die folgenden Relationen zwischen den Ableitungen von 
X, P allein: 

Analog ergeben sich aus den Gleichungen (2) mit Rlicksicht auf die 
ldentitaten vierter Stufe (Formeln (9) in § 1.) die Relationen: 
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(4) 

2P111. X2 + (P112 - 3 P211). xl + 2Pu. (3X21 - X12) 

= 2X111 . P2 + (X112 - - 3X211). P 1 + 2X11 • (3P21 -P12), 

P221 · X1 - Pm -X2+P22 .X,~ +2P21 ,Xu 

= X221 • P1 - X112 · P2 + X22 · P11 + 2X21 · P12, 

2P223. XI+ (P221 - 3P122). X2 + 2P22. (3X12 - X21) 

= 2X222 • P1 + (X221 - 3X122). P 2 + 2X22 • (3P12 - P 21). 

(22) 

Die 4 Ableitungen erster Stufe der X, P sind unabhangig. Unter den 
8 Ableitungen zweiter Stufe der X, P sind nur 6 unabhangig, unter den 12 
Ableitungen dritter Stufe der X, P sind nur 9 unabhangig, - also so viele, 
wie es Ableitungen dritter bzw. vierter Stufe einer einzigen Funktion der Ve­
randerlichen x, y, y' gibt. 

Diese Bemerkung lasst sich verallgemeinern; man kann namlich den fol­
genden allgemeinen Satz beweisen: 

Satz 3. 
Bestimmen die Gleichungen 

x1 == X (xyy'); y1 == Y (xyy'); y/ == P (xyy') 

d ie a 11 gem ei n st e Be r ii h r u n g str a n s f o r m at i o n i n der E be n e, 
so sind unter den Ableitungen s-ter Stufe der beiden Funk- . 
tionen X(xyy') und P(xyy') genau e8+1 und nicht mehr durch 
keine Relation verkniipft, wenn es+-1 die Zahl der unabhangi­
gen Ableitungen (s+l)-ter Stufe einer beliebigen Funktion 
d e r V e r a n d e r 1 i c h e n x , y , y' b e d e u t e t. 

Die Richtigkeit dieses Satzes wurde vorhin fur s = 2 und s = 3 unmit­
telbar verifiziert. Es ist namlich in der Tat e3 = 6, e4 = 9. 

Der Satz gilt zunachst, wie man sich unmittelbar iiberzeugen kann , filr 
eine infinitesimale Beriihrungstransformation. In der Tat lassen sich dann 
samtliche Ableitungen s-ter Stufe der beiden Funktionen X und P durch die 
Ableitungen (s+l) ter Stufe einer einzigen Funktion, namlich der charakteri­
stischen Funktion, die zu der infinitesimalen Transformation gehort, aus­
drlicken. 

Fur die allgemeinste endliche Beriihrungstransformation kann es somit 
unter den Ableitungen s-ter Stufe der beiden Funktionen X und 1--' jedenfalls 
nicht weniger ais es+1 solche geben, die durch keine Relation verknlipft sind. 

Urn nun den Satz ganz allgemein zu beweisen, bemerke man, dass die 
Relationen, welche man aus (2) durch aufeinanderfolgende Ausfilhrung der 
Opera~ionen {1 , { 2 bekommt, die folgende Gestalt haben: 
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2s 

(5) y:.. . - p X ·. . - ~k (1tk x<s) + ~k p s)) + <J> .. . 
i, i2 • · · · 1s+ 1 · • i,i2· •·· 's+l - ""'-i . · k "' • k i, t 2 .... 1s+ l · 

1 

Darin bedeuten die x:s), Pis) die Ableitungen s-ter Stufe von X, .P; 
'Ztk , ;k bedeuten die-Ableitungen P 1 , P 2 ; X1 , X 2 multipliziert mit gewissen 
Zahlenkoeffizienten, welche nicht samtlich verschwinden; <I>i, i

2 
. .. . is+i ist eine 

Summ~ von isobaren Produkten je zweie(der Ableitungen zweiter bis (s-1)-ter 
Stufe der X , P. Das gemeinsame Gewicht di eser Produkte betragt (s + 1 ). 

In den Gleichungen (5) treten alle 28 +- 1 Ableitungen s -ter Stufe von 
X , P auf. Zwischen den auf der linken Seite stehenden 2s+1 Differenzen 

bestehen gewisse 'YJs+1 Relationen, deren Zahl in § 1 bestimmt worden ist. 
Diese Relationen liefern 1łs+1 Relationen zwischen den 2s+1 Ableitungen s-ter 
Stufe von X, P und den Ableitungen niedrigerer Stufe. 

Gelingt es nun zu beweisen, dass diese Relationen zwischen den Ablei­
tungen von X, P, die man der Kurze halber ais „Relationen s -ter Stufe" be­
zeichnen moge, nach -~s+1 unter den Ableitungen s-ter Stufe von X, P auf­
losbar sind, so wird damit gezeigt, dass die Zahl der unabhangigen Ableitun­
gen s-ter Stufe von X, P gleich ist: 

und dass sich die iibrigen Ableitungen s-ter Stufe von X, P durch die letz­
teren und durch die Ableitungen niedrigerer Stufe ausdrilcken lassen. Damit 
wa.re also der Beweis des Satzes geliefert. • 

Im Falle einer infinitesimalen Beriihrungstransformation miissen die 
-~s+1 „Relationen s-ter Stufe" nach 1ls+1 unter den Ableitungen s-ter Stufe 
von X und P auflosbar sein, weil in diesen Relationen alle Ableitungen s-ter 
Stufe auftreten und weil es von vornherein sicher ist, dass unter diesen Ab­
leitungen genau s8 +1 == 21+1 - 'YJs+1 durch keine Relation verknilpft sind. 

Daraus folgt aber, dass „die Relationen s ter Stufe" auch im Falle der 
allgemeinsten endlichen Beriihrungstransformation nach 'YJs+1 unter den Ab­
leitungen s-ter Stufe der beiden Funktionen X und P auflosbar sein miissen 
und damit ist der Beweis geliefert. 

Der Satz 3 sagt zugleich aus, dass zwischen den 2 Es unabhangigen Ab­
leitungen s-ter Stufe von X, P gerade (2 ss - es+ 1) Relationen bestehen. Man 
kann sich ferner ilberzeugen, dass alle diese Relationen aus den Relationen 
(3) allein durch Ausfilhrung der Operationen f1 , f2 abgeleitet werden konnen. 
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Die Identitaten, welche zwischen den Differentialoperationen einer be­
liebigen Stufe bestehen, konnen (wie in § 1 gezeigt wurde) aus den Identita­
ten dritter Stufe allein abgeleitet werden und zwar durch Ausfiihrung der Ope­
rationen f1 , ( 2 und andererseits durch Bildung dieser Identitaten fiir f 1 , ( 2 • 

Die so erhaltenen Identitaten der zweiten Art sind dadurch gekennzeichnet, 
dass alle drei in ihnen vorkommenden Differentialoperationen denselben er­
sten Index haben. Diese Identitaten liefern keine neuen Relationen zwischen 
den Ableitungen von X, P (ausser den bereits for jede Funktion der Veran­
derlichen x, y, y' bestehenden), weil die in ihnen vorkommenden Ausdrucke 
Yi, . . is derselben der Gleichungen (2) entnommen sind. Sie sind also ver-
moge der bestehenden Relationen identisch erfullt und es bleiben nur dieje­
nigen iibrig, welche aus den Identitaten drltter Stufe durch Ausfiihrung der 
Operationen f1 , { 2 folgen. 

Damit ist die vorhin ausgesprochene Behauptung bewiesen. 

§ 5. Die Differentialinvarianten und Definitionsgleichungen einer 
Gruppe von Berfihrungstransformationen in der Ebene. 

Der Untersuchung der Differentialinvarianten muss man einige Bemer­
kungen ii ber infinitesimale Transformatiot:1en, welche aus einer infinitesimalen 
Beriihrungstransformation durch Erweiterung entstehen, vorausschicken. 

In den Veranderlichen ;r, ~, 9' sei eine infinitesimale Beriihrungstrans­
formation vorgelegt: 

(I) B f = q, 99'). !{ + lJ (r9 9') -!~ + ;Cr99'). :;, . 

Nach dem Theorem 39, S. 253 des zweiten Abschnittes der „ Transfor­
mationsgruppen" existiert eine Funktion W (;r ~ tJ'), die s. g. charakteristiche 
Funktion, von solcher Beschaffenheit, dass 

Bei Benutzung der in § 1 eingefilhrten Bezeichnungen kann man also 
schreiben 

(2) 

Die Veranderlichen ;r, ~, 'LJ' mogen nun als Funktionen der durch die 
Transformation (1) nicht transformierten Veranderlichen x, y, y' betrachtet 
werden und zwar sollen die Gleichungen, welche die Veranderlichen ;r, 9, ~, 
als Funktionen von x, y, y' darstellen, wieder eine Beriihrungstransforma­
tion bestimmen, d. h. es soll sein: 
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(3) d 'tJ - 'tJ' • d ;r == p • (dy - y' . d x) . 

Es mogen ferner die Bezeichnungen: 

eingefilhrt werden. Das widerspricht nicht den analogen Bezeichnungen fiir 
die Funktion W (;r 'tJ 9'), denn man kann sich die Indices 1, 2, 3 mit dem 
charakteristischen Symbol der Funktion fest verbunden denken, also unter 
{ 1 , ( 2 , fs die entsprechenden Operationen in bezug auf die in f vorkommen­
den Veranderlichen verstehen. 

Die Bedingurig (3) ergibt bekanntlich: 

(4) 

Die infinitesimale Beriihrungstransformation (1) kann man nun erweitern 
durch Mitnahme all er Ableitungen 91 , ' 92 , 9/, 9/, ... bis zu ei ner gewissen 
Stufe N. Die Ableitungen von 9 braucht man bei dieser Erweiterung nicht 
hinzuzufiigen, da sie sich auf Grund der Formelo ( 4) durch die Ableitungen 
von ,r und g' ausdriicken lassen. 

1st 9 eine beliebige Funktion der Veranderlichen x, y, y', so kann 
man schreiben: 

(5) dr.p_ == cp 1 • dx + <p2 • dy'+ <p3 • (dy - y' dx). 

Die infinitesimalen Transformationen, welche durch Erweiterung aus (1) 
entstehen, sind dadurch definiert, dass sie das System der P fa ff 'schen Glei­
chungen: 

d;r - ,t:1 dx - ;t2 dy' - ;r3 • (dy - y' dx) == O, 

d't]'- 9/ dx- 92' dy' - 98'. (dy - y' dx) == O, 

invariant lassen sollen . . Man bekommt z. B. aus der ersten der obigen Glei­
chungen, wenn man darauf die Transformation B f ausfiihrt und sodann setzt 

B X == o ' By == o ' By' == o ' 
die folgende Relation: 

dB,r - [Bh. dx + B;r2 • dy'+ B;r3 • (dy - y' dx)] ==O. 

Sie lautet ausfiihrlich geschrieben: 

Prace mat.-fiz., t. XXVI. 17* 
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J~2
• [h. dx + ;r2. dy'+ ;r3 • (dy - y'. dx)] 

+ •3~•. [9.', dx + 9,1
• dy'+ 9,'. (dy - y'. dx)] 

+ •.:•. [91 • dx + 92 • dy'+ 9,. (dy-y'. dx)] 

=B;r1. dx + B;r2 • dy'+ B;r3 • (dy-y'. dx). 

Daraus ergibt sich mit Riicksicht auf die Relationen ( 4): 

(6) B;rl . W21. ;rl + W22. ;r/; B;r2 = W21. ;r2 + W2_2. 9/. 

In derselben Weise bekommt man: 

(6a) B9/ = - (Wu. h + W12. 9/); B92' = - (Wu· ;r2 + W12 · 9/) · 

Das System der P fa ff'schen Gleichungen: 

d-,:1 = ;r11 • dx + ;r12 . dy'+ ;r13 . (dy - y'. dx) 

d;r2 = -,:21 • dx + ;r22 . dy'+ ;r2~. (dy - y'. dx) 

d91'= 911 1

• dx + 912'· dy'+ 913'· (dy - y' · dx) 

d9/= 921'· dx + 922' ·dy'+ 92/· (dy - Y' · dx) 

liefert die Formeln fur die Erweiterungen zweiter Stufe der infinitesimalen 
Beriihrungstransformation (1 ). Diese Formeln la u ten: 

B;r11 = W211 · ;ri2+(W212+ W221). -,.:191'+ W222, 91' 2+ W21 · ;ru+ W22· 911' 

B ;rl2 = W211 . ;rl ;r2+ W212. ;rl 9z' + W221, -,.:29/ + W222. 91' 92
1 

+ W21. -,:i2+ W22. 91/, 

B;r21 = W211 · h ;r2+ W212. ;r2 91'+ W221 · r1 9/+ W222 · 9i' 9/+ W21 · ;r21+ W22 · 921', 

B-,:22= W211 · ;r22+(W212+ W221) · ;r2 92
1+ W222 · 9/2+ W21 · r22+ W22 · 92/, 

B911'=-[W111 .-,.:/+(W121+ W112). ;rl 9i'+W122. 9i'2+ W11. ;r11+ W12· 911'), 

B91/= - [W111; r1r2+ W112 ·h 92'+W121 •h 9i'+ W122, lJi'9/+ wll .;r12+ W12·912'], 

B921'= - [ W111. ;r1 ;r2+ W112. ;r 29i'+ W121 . .r1 9/+ W122 • 9i' th'+ w11. ;r21+ W12. 92/l, 

B 92/ = - [ Wm . rl+( W112+ W121) . -,.:2 92' + W122 9/2+ W11 • :r22+ W12. 92/l . 
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Ebenso kann man die Erweiterungen hoherer Stufen bilden und es 
leuchtet ein, <lass sich die aus der ·infinitesimalen Beriihrungstransformation 
(1) abgeleiteten Transformationen der Ableitungen N-ter Stufe von ;r, 9' linear 
und homogen durch die Ableitungen der charakteristischen Funktion bis zur 
(N+ 1 )-ten Stufe mit Koeffizienten, die von den Ableitungen von ;r, 9' bis zur 
N-ten Stufe abhangen, ausdriicken werden. 

Die infinitesimale Transformation: 

welche aus der infinitesimalen Beriihrungstransformation B f durch Erweite­
rung entsteht, kann daher in der folgenden Gestalt dargestellt werden: 

B<N> f =w. Af + !i·i w}1). kil f + !ii wt. Ai2f +. •. · 
1 I 

(8) 
ZN zN+ l 

.... + !ii wt). Ai N f + !ii w?'+'). Ai, N+1 f. 
1 l 

Darin bedeuten A f, Aik f ganz bestimmte infinitesimale Transformationen 
in den Veranderlichen, ;r, 9, 9', :r1, ;r2, ~i',• • • • 

Von nun an moge vorausgesetzt werden, <lass man unter diesen Veran­
derlichen irgend ein System von solchen ausgewahlt hat, die unabhangig von­
einander sind und dass man die iibrigen durch diese ausgedrilckt hat und 
nachher aus der infinitesimalen Transformation weglasst. Dann wird die Zahl 
der unabhangigen Veranderlichen betragen: 

} + 81 + 82 + .... + 8N+l, 

wobei 8k die Zahl der unabhangigen Ableitungen k-ter Stufe einer Funktion 
cp (xyy') bezeichnet. 

Die Zahl der infinitesimalen Transformationen A f, Aik f ist a uch gleich 
der Summe 1 + e1 + ... + 8N+t• 

Nun moge ein Satz iiber die Gestalt der Definitionsgleichungen der in­
finitesimalen Transformationen einer Gruppe von Berilhrungstransformatio­
nen erwahnt werden. 

Einer jeden r-gliedrigen Gruppe von Beriihrungstransformationen ent­
spricht bekanntlich eine Funktion, die s. g. charakteristische Funktion der in­
finitesimalen Transformationen, welche r willklirliche Konstanten enthalt und 
durch welche die allgemeine infinitesimale Transformation der Gruppe be­
s timmt ist. Aus dem Satz 1 in § 2 folgt also ohne Weiteres der 
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Satz 4. 
D i e D e fi n i t i o n s g 1 ei c h u n gen der i n fi n i t e s i m a 1 e n T ran s­

for mat i o n en einer Gruppe von Beriihrungstransformationen 
ka n n ma n im mer a uf s o 1 che Form br i n gen, da s s si e ei n i n te­
gr ab le s System von linearen homogenen partiellen Differen ­
t i a 1 g I e i c h u n g e n z w i s c h e n W u n d d e n O p e r a t i o n e n W (1) , W (2), .. • 

W(s) , . . . dar st e 11 en. Da b ei be de ut et W die char akt er is t i c he 
F u n k t i o n d e r a 11 g e m e in e n i n f i n i t e s i m a 1 e n Tr a n s f o r m a t i o n 
der vorgelegten G_ruppe. 

Ausserdem kann man auf Grund des Theorems I den folgenden wichti­
gen Satz aussprechen: 

Satz 5. 
J e d e s S y s t e m v o n 1 i n e a r e n h o m o g e n e n p a r t i e 11 e n D i ff e­

r en t i a 1 g 1 ei chu n gen, we 1 che s a us ser de n im The or em I (§ 2) 
ausgesprochenen noch die folgende Eigenschaft besitzt: 

Sind U(xyy'), V(xyy') irgend zwei Losungen, so ist auch 
die Funktion 

e i n e L o s u n g d i e s e s S y s t e m -d e f i n i e r t d i e c h a r a k t e r i s t i s c h e 
Funktion der allgemeinen infinitesimalen Transformation 
einer gewissen Gruppe von Beriihrungstransformationen der 
Ebene. 

Es wird sich spater Gelegenheit finden , diesen wichtigen Satz als Teil 
eines Theorems noch einmal auszusprechen. 

Nun sei eine beliebige endliche Gruppe von Beriihrungstransformatio­
nen in der Ebene gegeben und zwar durch die Definitionsgleichungen ihrer 
infinitesimalen Transformationen. Es wird im Folgenden immer vorausge­
setzt, dass diese Definitionsgleichungen ais Definitionsgleichungen fiir die 
charakteristische Funktion der allgemeinen infinitesimalen Transformation der 
Gruppe vorliegen. (Das Folgende liesse sich leicht auf unendliche Gruppen 
von Beriihrungstransformationen iibertragen). . 

Nach dem Satze 4 mussen diese Definitionsgleichungen die folgende 
Form haben: 

.. , <>s 

(9) rJ.k (;r99'). W+ !ii elki} (;r99'). wP> + .... +!ii ak,s (;r9~'). w?)== O 
1 

(k=== 1, 2 ... q). 
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(Man braucht nicht vorauszusetzen, dass in dem obigen Gleichungen­
systeme nur die unabhangigen Operationen vorkommen; will man alle Opera­
tionen zulassen, so muss man zu diesem Gleichungensysteme die in § 1 be­
sprochenen Relationen zwischen den Operationen hinzufilgen, wie bei dem 
Beweise des Theorems I in § 2 gemacht worden ist). 

1st das Gleichungensystem (9) von der s-ten Stufe, so muss man vor­

aussetzen, dass alle Operationen s-ter Stufe w?l durch die Operationen nie­
drigerer Stufe, durch W und ;r, 9, 9' ausgedrilckt werden konnen, wahrend 
das entsprechende jedenfalls nicht filr a1le Operationen (s-1)-ter Stufe gilt , 
dass ausserdem das vorgelegte System bei einmaliger und zweimaliger Aus­
flihrung der Operationen {1 , { 2 nur solche Relationen zwischen ;r, ~ , 9', W 
und den Operationen erster bis (s-1 )-ter Stufe liefert, welche aus dem Syste­
me selbst ohne Differentiation folgen. 

1st die vorgelegte Gruppe ·r-gliedrig, so wird die allgemeinste Losung 
des Systems (9) von: I 

r = l + e1 + e2 + .... + e,-1 - q 

willkiirlichen Konstanten abhangen. 

Ferner sei N irgend eine positive ganze Zahl, die auch grosser als s 
sein kann. 1st N> s, so muss man zu (9) alle durch Ausfiihrung der Ope­
rationen {1 , f'l entstehenden Gleichungen (s+ 1 )-ter, ... , N-ter Stufe hinzu­
fo gen. Das erhaltene System moge man sich dann aufgelost denken nach je 
m 1 , m2 , •••• mN von den Ableitungen erster bis N-ter Stufe und zwar so, 
dass jedesmal mv von den sv Ableitungen v-ter Stufe durch die ev - mv libri­
gen und durch solche von niederer Stufe ausgedriickt sind. Es ist offenbar: 

Nunmehr betrachte man ;r, 9, 9' ais Funktionen von gewissen Veran­
_derlichen x, y, y', die gar nicht transformiert werden und setze voraus, dass 
die folgende Bedingung: 

d 9 - 9'. d ,i: = p . (dy - y' d x) 

erfilllt ist. Es werden alle Funktionen von .r, 9, 9', ,i: 1 , ;r2 , 9/, 9/, . . .. ge­
sucht, die bei allen durch (9) definierten infinitesimalen Transformationen in­
variant bleiben. 

Man erweitere die infinitesimale Berilhrungstransformation B f durch 
Mitnahme aller Ableitungen ;r1 , ;r2 , 9/, 9/, .... bis zur N-ten Stufe. Dann 
bekommt man die infinitesimale Transformation von der Form (8). In dieser 
infinitesimalen Transformation B(N) f driicke man jetzt vermoge (9) jedesmal 
mv Ableitungen v-ter Stufe von W durch die ev - mv i.ibrigen und durch die 
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von niederer Stufe aus; dann bekommt man eine verkilrzte infinitesimale 
Transformation: 

(Nj - ~- woi A- f+ + ~ -W(s-l) A f (10) Bi =W. Af + ~ 1 
i · i1 · · · ~i i · i, s-1 , 

in welcher ilberhaupt von den Ableitungen v-ter Stufe von W nur noch 

Ev-mv vorkommen. Die Af, Aid sind dann linear und homogen aus den 
A f, Aik f zusammengesetzt mit Koeffizienten, welche nur von ;r, 9, 9' ab­
hangen. Man kann also schreiben: 

(11) 

(12) 
Setzt man: 

;r =X, ~ = Y, 9' = y', 
so wird: 

(13) ;r1 = 1 , ;r2 =O, ~i'= O, ~/ = 1 , ;r11 = O, ;r12 = O, .... 

Urn einzusehen, welche Werte dann die Aid annehmen, filhre man die 
Substitution (12) und (13) auf die Koeffizienten von B(N) f aus. Deutet man 
diese Substitution durch Einschliessung in die Klammer () an, so bekommt 
man zunachst aus den Formeln (6) und (7): 

(B;r1) = W21; (B;r2) = W22; (B~1') = - W11; (B~/) =- W12; 

(B;r11) = W211; (Bi12) = W212; (B;r21) = W221; (Br22) = W222; 

(B~11')=-W111; (B91/)=- W112; (B9'21)=- W121; (B92/)=--W122· 

Man kann beweisen, dass allgemein wird: 

f ( B fi, i2 •••• i,) = W2 i, i2 ... it 

l (B9'i,i , .... i)= - Wu,i, ... it. 
(14) 

Der Beweis ist sehr einfach. Man kann ihn natiirlich nur mit Hilfe der In­
duktion durchfiihren. 

Filr t = 1 und t = 2 verifiziert man die Formeln (14) unmittelbar. 
Es moge vorausgesetzt werden, dass (14) auch noch filr alle Werte von 

t, welche der Ungleichung: 
(k = 1, 2, 3 .... ) 

genilgen, bewiesen sei (in dieser Ungleichung bedeutet k eine bestimmte po­
sitive ganze Zahl). 

Dann kann man schreiben: 
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(15) 

Darin bedeuten m, n, 11, v gewisse positive, ganze Zahlen, auf deren 
Werte es gar nicht ankommt, welche auch (allerdings nicht alle) gleich Null 
sein konnen. Die fortgelassenen Glieder verschwinden alle bei der Substitu­
tion (13) und liefern bei der Ausflihrung der Operationen f1 , f2 lauter solche 
Glieder, welche bei der Substitution (13) ebenfalls samtlich verschwinden. 

Die Erweiferungen B·h,i
2 
.... ik'k+i sind nun durch das identische Be 

stehen der folgenden P fa f f'schen Gleichung bestimmt: 

(16) 
I dBi,i9 .... ik - [B;ri,;2 .... ikt dx+B;ri,i2 . ... ik2. dy'-f-

l + B;ri,i, .. .. ika. (dy - y' dx)] =O. 

Auf Grund der Formeln ( 4) und 1(5) kann man schreiben: 

(17) l 
dB1·.. . - (B1· .. •) r dx + (Br. •) 1• dy' 

..-1 112 ... . 'k - ..-1 1 12 .... ik 1 · <"I ..-i, ... 'k 1 • i"2 

· + (BJ:,-, ... ik)2 • (~i'. dx +~/.dy')+ .... 

Die weggelassenen Glieder haben den gemeinsamen Faktor (dy-y'dx), 
kommen also bier nicht in Betracht. Die P fa ff'sche Gleichung (16) liefert 
mit Rlicksicht auf (17): 

(18) 

(Hier bedeutet natlirlich die Einschliessung in Klammer nicht die Substitu­
tion, sondern die Ausflihrung der Operationen f1 bzw. f 2 auf den in Kłam­
mer eingeschlossenen Ausdruck). 

Aus den Formeln (18) folgt nun: 

(19) 

Dabei bedeutet die eckige Klammer die Ausflihrung der Operation 
fi1.+i (iH1 == 1, 2); die runde Klammer dagegen die Substitution (13). Ver­

gleicht man endlich die Formeln (15) und (19) miteinander, so bekommt man 
sofort: 
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Damit ist die Richtigkeit der ersten der Formeln (14) bewiesen. Den 
Beweis filr die zweite dieser Formeln bekommt man, indem man einfach in 
den Formeln (16), (17), (18), (19) ilberall 9\, ... ik an Stelle von ;ri, . .. ik schreibt. 

Nun kehre man zu den Formeln (10) zurilck. In den (Aik f) treten , wie 
die Formeln (14) zeigen, an der ersten Stelle die Ableitungen 

auf mit dem Koeffizienten + I bzw. - 1. Da nach der Voraussetzung die in 
B<Nl f auftretenden Ableitungen ;t\ .. . it , 9'i, ... i t voneinander unabhangig sind, 

so sind a uch die infinitesimalen Transformationen (Aik f) und also a uch 

(Aik f) voneinander unabhangig. 
Die gesuchten Differentialinvarianten sind nun offenbar die gemeinsa­

men Losungen der I + E1 - m1 + .. . + Es-1 - m s-1 linearen partiellen Dif­
ferentialgleich u n gen: 

(20) Ai 1 s-1f= O. s- ' 

D~ die Gleichungen (9) eine Gruppe definieren sollen, so milssen die 
Gleichungen (20) ein vollstandiges System bilden. Bedeutet namlich W die 
allgemeinste Losung von (19), so stellt der Ausdruck B<N ) f die allgemeinste 
infinitesimale Transformation dar, die eine gewisse Gruppe in den Verander­
lichen: t, 9, 9', ;r1 , ;r2 , . • • . erzeugt. Sind daher: 

(k = 1, 2) 

irgend zwei infinitesimale Transformationen der durch (9) definierten Gruppe 
und setzt man: 

so stehen die drei infinitesimalen Transformationen: 

in der Beziehung: 

Mit anderen Worten: der Inbegriff aller linearen partiellen Differential­
gleichungen, die man erhalt, wenn man sich in: 
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fur W alle Losungen von (9) eingesetzt denkt, bildet ein vóllstandiges Sy­
stem in den Veranderlichen :r, ~, i, :r i, ;r2 , ~i', ... 

Da aber die Operationen 

W, 

die in BCN) f vorkommen, durch keine lineare homogene Relation verknilpft 
sein konnen, solange W eine beliebige Losung von (9) ist, so mtissen sich 
die Ausdriicke 

samtlich line ar und homogen durch die A f, Aik f ausdrticken lassen mit 
Koeffizienten, die Funktionen der Veranderlichen ;r, ~, ~', ;r1 •••• sind. Das 
heisst aber nichts anderes als: die Gleichungen (20) bilden ein vollstandiges 
System, das hochstens (1 + e1 - m1 + .... + es-1 - ms-1) - gliedrig ist. 
Die Gleichungen (20) sind iiberdies, w/e vorhin gezeigt wurde, voneinander 
unabhangig, also bilden sie ein (1 + e1 - m1 + .... + es-1 - ms-1) - glied­
riges vollstandiges System und da sie (1 + e1 + e2 + .... + eN+1) unabhan­
gige Veranderliche enthalten, so haben sie gerade (m1 + .... + mN+1) un­
abhangige Losungen gemein. Es ist offenbar: 

Das Gesagte gilt flir jeden Wert von N, also besitzt die vorgelegte 
Gruppe die folgenden Differentialinvarianten von der verlangten Beschaf­
fenheit: 

Gerade (m1 = O, 1, 2) also hochstens zwei Differentialinvarianten null­
ter Stufe: 

gerade m2 voneinander und von den y(O> unabhangige Differentialinvarian­
!.ł. 

ten erster Stufe: 

tiberhaupt mN+i Differentialinvarianten N-ter Stufe, die voneinander und von 
denen niedrigerer Stufe unabhangig sind. 

Die besprochenen Differentialinvarianten besitzen folgende Eigen­
schaften: 

I. Man kann aus jeder von ihnen durch Ausflihrung der Operationen 
f 1 , / 2 beliebig viele neue Pifferentialinvarianten von hoherer Stufe ableiten. 

Il. Zweitens kann man, sobald alle Differentialinvarianten (s - 1 )-ter 
Stufe gegeben sind, iiberhaupt alle Differentialinvarianten s-ter und hoherer 
Stufe durch Ausflihrung der Operationen / 1 , f2 herstellen. 

Prace mat.-fiz., t. XXVI. 18 
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III. Der Inbegriff aller Differentialinvarianten null ter bis (s-1 )-ter und 
hoherer Stufe bleibt nur bei den durch das System (9) definierten, sonst aber 
bei keinen infinitesimalen Transformationen in den Veranderlichen x I y, y' 
invariant. 

Das erste lasst sich folgendermassen einsehen. 1st 

irgend eine Differentialinvariante (N -1 )-ter Stufe von der angegeben Be­
schaffenheit, so geniigt I als Funktion von x, y, y' der P fa f f-schen Glei­
chung: 

(
81 81 81 ) 

d I - 8 ::c . d x + 8 y . dy + 8 y, . dy' = O. 

Es ist f erner: 

8 I _ 8 I cl ;,.: d I 8 9 cl Y a 9' cl I cl h 
clx-8:r ·8x+cJ9·cJx+cJ9 1 • cJx+8:ri·cJx+····, 

cl I 8 I 8;,.: cl I c~ cl I . cl 91 cl I c h 
iy = cl ;r . 8 y + ~ . 8 y + 8 9' . dy + cl h . cl y + .... ; 

daher: 
, cJI , cJI _ 'Jl ay cJI , cl . 

clx +Y '8y-~·;r1+8~·91+a9,·91 +8;r1•:t11+ ... 

Auf Grund der Gleichungen ( 4) bekommt man ferner: 

-aJ , 81 _ . , cl . 
ax + Y . 8y - I1. h + I2. 91 + c;r1. ~11 + .... ' 
cl cll 81 81 
:;:, = -:;;- . :r2 + -:;;- . 92 + -;;:-; . 92' + ... . oy o;r 09 09 

cl] 81 . 81 
8Y = cl .r · :ts + ~ · 9s + · · · · · 

= I1 · ;rs + I2 . 9a' + Is . (:ri 9/ -- r2 9i') + .. .. 
und daher: 

(
81 81) cl I cl I 

d I= 8 x + y' . 8 Y . d x + cl y' . dy'+ a Y . (dy - y' d x) 

(21) = (J1 • ;t:i + I2. 9/). dx + (11 • r2 + I 2 • 9/). dy' 

+ [11. ;rs + I2 . 9/ +Is. C:r1 9/ - :r:i 9/)]. (dy -- y' ax) + .... 



(35) Ober die Definitionsgleic~ungen ~- s. W_:_ __ _ 169 

1st nun B f eine beliebige infinitesimale Transformation der durch \9) 
definierten Gruppe, so ist B(N) I= O und ebenso: 

denn B(N) f muss das aus der Gleichung (21) und den Gleichungen 

d;r = hdx+).:2 dy' + ;r3 . (dy-y'dx), 

gebildete System von P fa f f'schen Gleichungen invariant lassen. Demnach 
sind 

c11 , n -ar -- -y 1- · 
-a x · cy ' cy' 

. 
wirklich Differentialinvarianten N-ter Stufe. 

Man bezeichne: 

_ cJ f I c f _ ( cl f , '2 f) . 3 f , 8 f 
(22) /1 - ex+ y . 8y - ,8;r + ~ . ~ . ;rl + 3~'. ~l + cl;tl. ~11 + ... ' 

elf (cJf , cf) 3 f , -ar . 
frr= cy'= cl ;r + ~ . cl~ • ;r2 +cl~' . ~2 + cl ;r1 . ;r12 + ... 

Dann gilt der folgende Satz: 

Sc1tz 6: 
1st I(;r~~' ;r 1 ;r2~1' .••. ) irgend eine Differentialinvariante 

(N-- 1)-ter Stufe von der vorhin angegebenen Beschaffenheit, 
so sind die Funktionen Ir, In, die man aus I durch Ausftih­
rung der Operationen fr, fu bekommt, ebenfalls Differential­
invarianten und zwar von der N-ten Stule. 

Die beiden anderen Eigenschaften kann man genau in derselben Weise 
begrlinden, wie es in der Abhandlung Li e's (Die Grundlagen fur die Theorie 
der unendlichen continuierlichen Transformationsgruppen II; Leipz. Ber. Bd. 
43, 1891; S. 383 ff.) im Falle einer unendlichen Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen geschieht. 

Die gefundenen Differentialinvarianten kann man nun dazu benutzen, 
die Definitionsgleichungen der endlichen Berlihrungstransformationen der 
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durch (9) bestimmten Gruppe aufzustellen. Man gelangt dan n zum folgen -
den Satze, welcher dem Theorem VII. S. 391 der zitierten Abhandlung ent­
spricht: 

{heorem li. 
E s se i ei n S y st e m v o n q u n a b h a n gig en 1 i n e a r e n h o m o­

g e n e n p a r t i e 11 e n D i f f e r e n t i a 1 g 1 e i c h u n g e n v o r g e 1 e g t: 

E.l € S 

(D) Ctk (n 9') · W+ ~i Cl,w (~ 9 9'). wt)+ ... +~· o:k,s (n 9'). w:s) = O 

(k=l,2, ... ,q) 

d a s d i e fo 1 g e n d e n E i g e n s c h a ft e n b e s i t z t: e s s o 11 v o n d e r 
s-t en St uf e s ei n u n d s o 11 z u n ac h st de n im T he o rem I a u s g e­
s proch en en Bedingungen geniigen; dann hangt seine allge­
meinste Losung von einer endlichen Anzahl r willkiirlicher 
Konstanten ab. Ferner soll stets, wenn U und V zwei Losun-
gen von (D) sind, a uch: · 

ul . V2 - U2 , v\ - (u, Vs - V · U3) 

s ei n e L 5 s u n g s e i n. 

Unter diesen Voraussetzungen definiert das System (D) 
di e c h a r akt e ri st i s c he F u n k t i o n W d e r a 11 gem e i n en i n fi n i t e­
s im a 1 en Ber u h run g str a n sfor mat i o n B f ei ner g ew is se n r-g 1 ie­
dr i gen Gruppe in der Ebene. Die endlichen Transformatio­
nen dieser Gruppe sind bestimmt durch 

q = ml + m2 + • • · • + ms- L 

unabhangige partielle Differentialgleichungen (s-1)-ter 
Stufe von der Form 

(I) (k = 1, 2, ... , q) 

we 1 che be i der Sub s tit ut i o n: ~ = x, 9 = y, f ==:. y' i n 1 a ut er Id en­
ti ta te n liber g ehe n. D ie Funk t i o n en Ik hab en die Ei gens cha ft. 
b ei ei n er Be r li h ru n g str a n s f o r m at i o n: · 

(T) 
X = X ; y = y; y' = y' 

dann und nur dann samtlich invariant zu bleiben, wenn diese 
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Transformation der betreffenden Gruppe angehort. Sind die 
Gleichungen (D) gegeben, so kann man die Gleichungen (I) 
d u r c h I n t e gr a t i o n e i n e s v o 11 st a n di g e n S y s te m s fi n de n. D i e 

Za hl q ist so gross, dass jede Funktion von ;r , ~, ~', ;t:i, ••• , ;r~s), 

we 1 che be i a 11 en Ber il hr u n g str a n sfor mat i o n en (T) der bet ref­
fe n de n O ru pp e i n var i a n t b 1 ei b t, a 1 s Funk t i o n von 11 , 12 , ••• , lq 
allein darstellbar ist. 

En d 1 i c h b 1 ei b t d as O 1 ei c hu n g e n s y st e m (I) b e i ei ner (en d-
1 ich en oder infinitesimalen) Bertihrungstransformation von 
der Form: 

x = f (x yy'); y = <f (x yy'); y' = Hxyy') 

i n var i a n t e b en fa 11 s da n n u n d n u r d a n n, we n n d i e 1 et z t er e 
Transformation der betreffel/lden Gruppe angehort. 

§ 6. Die Definitiosgleichungen der infinitesimalen Transformationen 
aller mit einer vorgelegten Gruppe von Beriihrungstransformationen 
in der Ebene vermoge einer Briihrungstransformation ahnlichen Gruppen. 

In diesem Paragraphen wird filr die Gruppen von Beriihrungstransfor­
mationen eine Untersuchung angestellt, welche ein Analogon zu den vom Prof. 
En g e 1 in den Leipziger Berichten (Bd. 46, 1894, S. 25 ff.) unter dem Titel: 
,,Die Definitionsgleichungen der continuirlichen Transformationsgruppen" 
veroffentlichten Betrachtungen bildet. 

Den Ausgangspunkt bildet diese Form der Definitionsgleichungen der 
endlichen Transformationen einer continuirlichen Gruppe von Bertihrungs­
transformationen, in welcher sie im letzten Theorem als Gleichungen (I) auf­
treten. 

Es sei nun: 

(1) 
_ • I d f f d f f 'Jf 

Cf - m ( X y y ) . 8 x + n ( X Y Y ) . i y + P (X Y Y ) . 8y' 

eine ganz beliebige infinitesimale Beriihrungstransformation; M (xyy') moge 
ihre charakteristische Funktion bedeuten, so dass also: 

(2) m = Cx= M2 ; n= Cy =Y'. M 2 -M; p =Cy'= - M1 

ist. Mit c<s) f moge ferner diejenige infinitesimale Transformation bezeichnet 
werden, die man erhalt, wenn man Cf durch Hinzunahme der unabhangigen 
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Ableitungen von ;r (xyy'); ~, (xyy') erster bis mit s-ter Stufe erweitert. Da 
nun die infinitesimale Transformation Of die ;r, 9, ~, nicht transformiert 
SO ist: · 

(3) 

(4) 

Man kann schreiben: 

j O (dy - y' d x) = - M 3 • (dy - y' . d x) , 

( d cp = Cf1 dx + cp2 dy'+ Cfs :_(dy-~y' dx), 

und durch Anwendung der letzteren Formel auf ;r, ~', ;r1 , ;r2 , 9/, 92' ergeben 
sich die folgenden Formeln filr die gewlinschten Erweiterungen: 

(5) 

(6) 

l eh= - f1 · M21 + h ·Mu; O~/= - ~i'· M21 +~/·Mu, 

l Or-2 = -h. M22 + r-2. M12; C~z' = - 9i'. M22 + \)/. M12· 

Or-11 = -2;rll · M21 +(:r12 +r-21) · M11 -;rl · M211 + r-2 · M111, 

Or-12 = - :t:11 · M22+:r12 · (M12-M21) + 'f.22 · M11 - h · M212+ :r2 · M112, 

Cr-21 = - r11 · M22 + :r21 · (M12 - M21) + :r22M11 - .r1 · M221+:r2 · M121, 

C;i:21 = - (:ri2+,r21) · M22 + 2 :r22 · M12 - h · M222 + ~-2 · 111f122 · 

Allgemein ist die Erweiterung C;ri,i, ... is, C9'j, ... j
8 

eine lineare homo­

gene Funktion der Ableitungen zweiter bis mit (s+I)-ter Stufe der charakte­
ristichen Funktion M mit Koeffizienten, welche ebenfalls lineare und homo­
gene Funktionen der Ableitungen von ;r resp. 9' sind und zwar erster bis 

mit s-ter Stufe Die Ausdrlicke ols>, Ctt'ł_s> sind isobar, weil alle in ihnen 
1, •J I 

auftretenden Glieder das gemeinsame Gewicht (s+2) haben. 

Es sei nun: 

B f = ~ (i: 9 91
) • :; + -~ (r 9 9') ·: ~ + ~ (r 9 9') · : ;, 

irgend eine infinitesimale Berlihrungstransformation der durch die Gleichun­
gen (I) definierten Gruppe und B(s) f die zu ihr gehorige erweiterte Trans~ 
formation. Unter diesen Voraussetzungen ist zunachst: 

(k = 1, 2, ... , q) 

Flihrt man nun in Ik und B(s) f die neuen Veranderlichen vermoge der 
infinitesimalen Transformation c<s> f ein, so muss die Funktion, in welche 
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dann Ik ilbergeht, bei der infinitesimalen Transformation, in welche zugleich 
Q(s) f ilbergeht, invariant bleiben. Daraus ergibt sich die Identitat: 

(7) (k = 1, 2, . . . . q) . 

Die infinitesimale Transformation Q(s) I1c muss man jetzt ausfilhrlich hin­
schreiben; es ist: 

was man offenbar auch folgendermassen schreiben kann: 

E~ Es Es+l 

Q(s) I1c = ~i M;2). w~ki+ ~i Mt). w~i + .... + ~i M;8+I). qr~~)s+I; 
1 I 1 

I 
darin bedeutet, wie gewohnlich s1 die Zahl der unabhangigen Ableitungen 

j-ter Stufe einer Funktion f (xyy'); M;2.) reprasentiert die Ableitungen j-ter 

Stufe der charakteristischen Funktion M und Wi1 sind gewisse Funktionen 
der Veranderlichen: ): , 9, 9', ):1 , ~2, 91', • • • • 

Man kann auch kurz schreiben: 

(8) 

Da nun B(s) f die x, y, y' gar nicht transformiert, so kann die Iden­
titat (7) nur dann bestehen, wenn alle 

(9) 

identisch verschwinden. Das gilt, welche infinitesimale Transformation der 

durch (1) definierten Gruppe auch B f sein mag, also milssen sich die w~:J 
als Funktionen von I 1 , 12 , •.• , lq allein ausdrilcken lassen, das heisst, es 
wird: 

s+l "-j 

Q(s) Jk = ~ .i ~' M/) • a.~] (11, l2, • • , lq) 

bei ganz beliebiger Wahl der Funktion M (xyy'). 

Die Gleichung (10) gibt an, wie 11, ..• , lq bei einer beliebigen infinite­
simalen Berilhrungstransformation Of transformiert werden. Denkt man sich 
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daher Cf als die allgemeine infinitesimale Transformation der unendlichen 
Gruppe aller Beriihrungstransformationen der Ebene und setzt zur Abkiirzung: 

q 

~k a~; (I1 J2 .... Iq). !{ = Aif f , 

so stellt der Ausdruck: 
s+ l Ej 

(11) er+ ~ .i ~i 

die allgemeine infinitesimale Transformation einer unendlichen Gruppe in den 
Veranderlichen x, y, y', 11, .... , Iq dar. 

Es sei nun eine bestimmte Gruppe von Bertihrungstransformationen 
durch die Definitionsgleichungen (I) gegeben; will man die Differentialglei­
chungen aufstellen, in welchen alle mit der durch (J) definierten ahnlichen 
Gruppen stecken, so braucht man nur alle diejenigen infinitesimalen Trans­
formationen der Gruppe (11) aufzusuchen, welche das Gleichungensystem: 

(k=l , 2 ... q) 

invariant lassen. Diese infinitesimalen Transformationen, die sicher die infi­
nitesimalęn Transformationen einer continuirlichen Gruppe sind, werden 
durch die Differentialgleichungen 

s+l Ej 

~i ~i M~i) (xyy'). a~:) ((1, 1 , w2 •••• wq) = M2 • ~:k 
(12) 

(k = l, 2, . . , q) 

definiert und da in (12) die Veranderlichen 11, .•• , lq nicht mehr vorkommen, 
so miissen die Differentialgleichungen (12) zugleich die infinitesimalen Be­
riihrungstransformationen einer gewissen Gruppe von Bertihrungstransforma­
tionen in den Veranderlichen x, y, y' allein definieren. In den Gleichungen 
(12) _stecken die Definitionsgleichungen aller Gruppen, welche mit der durch 
die Gleichungen Ik = (ok bestimmten Gruppe vermoge einer Beriihrungs­
transformation ahnlich sind. Diese Gruppen ergeben sich aus (12) fiir spe­
zielle Wahl der Funktionen (I) • 

Die Gleichungen (12) sind im Allgemeinen nach den in ihnen vorkom-

menden Ableitungen (s+l)-ter Stufe M/+1
) auflosbar. Ftihrt man diese Auf-
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losung wirklich aus, wendet dann die Operationen f 1 , ( 2 zweimal aufeinan-
der an und benutzt die Relationen, welche zwischen den M~s+2

) und den M~s+3
) 

1, i 

bestehen, so bekommt man die Integrabilitatsbedingungen, denen die Funk-
tionen ro genilgen milssen. 

Wahlt man in den Gleichungen (12) als ro die in den Gleichungen (I) 
auftretenden Funktionen a., so werden die Gleichungęn ( 12) zu Definitions- -
gleichungen der durch (I) definierten Gruppe. 

Die infinitesimale Berilhrungstransformation Of gehort namlich dan n 
und nur ciann der durch (I) definierten Gruppe an, wenn sie als Transforma­
tion in den Veranderlichen x, y, y', ;r, ~, ~' aufgefasst, das Gleichungen­
system (I) invariant lasst. Dazu ist aber notwendig und hinreichend, dass 
die Funktion M den Differentialgleichungen (12) genilgt, also sind die Glei­
chungen (12) wirklich die Definitionsgleichungen filr die charakteristische 
Funktion der allgemeinen infinitesimalen Transformation der Gruppe, deren 
endliche Gleichungen durch (I) definiert werden. 

I 

§ 7. Die Differentialinvarianten und Definitionsgleichungen der linearen 
Gruppe, aufgefasst ais einer Gruppe von Beriihrungstransformationen. 

Die charakteristische Funktion der allgemeinen infinitesimalen Trans­
formation der linearen Gruppe lautet: 

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen sind 
daher: 

(1) 

Filr die lineare Gruppe sind alle Ableitungen vierter Stufe der charakteristi­
schen Funktion bestim~t; es ist also: 

Die samtlichen Definitionsgleichungen (1) konnen aus den folgenden: 

(1 ') 

durch Ausfilhrung der Operationen ( 1 , ( 2 abgeleitet werden. 
Die Ableitungen von ;r, ~', welche als Funktionen von x, y, y' zu be­

trachten sind, werden mit Rilcksicht auf (1) folgendermassen transformiert: 
Prace mat.-fiz., t. XXVI. 19 
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Br-21 = W212 · ;r2 9i'+ W21 · ;r21, 

Br-22 = W212 · ;r2 tJi'+ W21 · ;t:22, 

B912
1= - ( W122 9i' 9/+ W12 · 912'), 

B 92i'= - ( W122 9t' 9/+ W12 · 92/) , 

B;r112 = W212 · (;r11 · 92'+;r12 · 9i'+;r1 · 91/) + W2, · ;t:112, 

B;r211 = W212 · (2 ;r21·91'+;r2911) + W21 · ;r211, 

B ;r122 = W212 · (2 ;t:12 · 92'+;r1 · 9221
) + W21 · ;t:122, 

B;r221 = W212 · (;r21 · 9z'+;r22 · 9i' +;r2 · 921') + W2, · :i.:221, 

B9112' = - lW122. (2911 91/+911'. 92
1

) + W12. 9112']' 

B9211' = - [W122 · (911' · 92'+29/ • 9211
) + W12 · 9211

1
], 

B912z' = - [W122 · (2 921 
• 9121+92/ · 91 1

) + W12 · 91221
], 

B9221' = - [W122 · (2 921
• 921'+9/ · 92/) + W12 · 92211

], 

Nach der allgemeinen, in beiden vorhergehenden Paragraphen auseinan­

dergesetzten Methode mtisste man nun unter den ;r;2l, 9? sechs unabhangi-

ge, unter den ;rt), 9/3
l neun unabhangige wahlen und die iibrigen unter den 

r,~2
), 9/2

\ ;i.:~
3
), 9?) durch die ausgewahlten vermoge der Relationen (3) und (4) 

in § 4 ausdriicken. Es ist aber zweckmassiger die Grossen ;ri , 9/ zunachst 
als voneinander unabhangig zu betrachten, d. h. alle mitzunehmen. Das 
Gleichungensystem (20) in § 5 andert dann nicht seine Gliederzahl und bleibt 
auch ein vollstandiges System, liefert aber mehrere Losungen, da es nun 
mehrere Veranderliche enthalt. Zwischen diesen Losungen, welche die ge­
suchten Differentialinvarianten vorstellen, bestehen dann gewisse Relationen, 
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welche man leicht mit Hilfe der Relationen zwischen den Ableitungen von 
~, ~, (s. Relationen (3) u. ( 4) in § 4) finden kann. Man braucht nur unter 
den Ableitungen .von ~, 9' so viele ais moglich durch die gefundenen Diffe­
rentialinvarianten auszudriicken und nachher in die genannten Relationen 
einzusetzen. Dies gelingt besonders leicht, wenn man die Hauptlosungen des 
Gleichungensystems (20) in § 5 ais Differentialinvarianten angenommen hat. 

Fiir die in Frage kommende erweiterte infinitesimale Transformation 
bekommt man im Falle der linearen Gruppe mit Riicksicht auf die jetzt be­
stehende Relation W122 = 2 W212 den folgenden Ausdruck: 

w ( I 'Jf + f 'Jf + f 8f + f 'Jf + f 8f 
- 12 . 91 • 'J ,, ' 92 • 'J \'\ ' 1)11 • 8n' 912 • 8h' 921 • ~, 

. l;,1 "/2 ';111 "112 "/21 

, 8f + , 8f + , 8f + , 8f + , 8f 
+922 -~ 9111 -~ 9112. ~ 9211 -~ 9122 -~ 

';122 "/111 "/112 "/211 "/122 

+ (2 ' '+ ' ') 'J f + (2 ' '+ ' ') d f + 3 \'\ ' 11 ' _!_l_] l 92 • 912 922 • 91 • ~ 92 • 921 ~1 • 922 . ~ "/2 . "122 • C 11 ' I 
"/122 7221 ~1222 
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Die gewiinschten Differentialinvarianten ergeben sich aus dem vollstan­
digen System, welches man durch Nullsetzen der Koeffizienten von W, W1 , 

W2 , W21 , W12 , W212 in B (3) f bekommt. Dieses vollstandige System moge 
kurz in der folgenden Form geschrieben werden: 

Die drei ersten Gleichungen lauten: 

und sagen aus, dass es keine Invariante nullter Stufe gibt, was mit der Tatsa­
che m1 = O auf Grund der allgemeinen Theorie iibereinstimmt. 

Die zwei nachstfolgenden Gleichungen beweisen, dass die gesuchten 
Differentialinvarianten die Verhaltnisse der Veranderlichen ~1 , 9i', ... , 9222 ' 

als Argumente enthalten. Fiihrt man die folgenden Bezeichnungen ein: 

so lautet die Gleichung A6 f = O: 

Ausserdem ergeben die Relationen (3) und ( 4) in § 4: 



(45) 

(2) 

(3) 

Ober die Definitionsgleichungen u. s. w. 

{ 
~11 + ;12 'fJ1 + 21J21 = ·ąu ~2 + ·ą12 + 2·ą1 ;21, 

~22 . ·ą1 + ;21 + 21J12 . ~2 = 1l22 + 1l21 . ;2 + 2 ;12; 

2 ;li 1 + 1J1 · (;112 - 3 ;211) + 2 ;11 · (3 ·ą~l - ·ą12) 

= 2"r'J111. ;2 + ·~112 - 31J211 + 2·~11. (3;21 - ;12); 

;221 . 111 - ;112 + ;22 . 1111 + 2 ;21 . 1J12 

= ·ą221 -11112 . ~2 + 1l22 . ;11 + 2 ;12 . 1121 ; 

2;222 · 1l1 + (;221 - 3;122) + 2;22. (3·ą12 -1121) 

= 21)222 + ~2. (11221 - 311122) + 2·ą22. (3~12 - ;21)-

179 

Die Gleichungen A4 f =O, A5 f =O, A6 f = O sind nach den Differen­

tialquotienten ! ~, : f,, -:-.
8

_f auflos9ar und die Koeffizienten der aufgelo-
0 h 0~2 0~12 

sten Gleichungen verhalten sich regular in der Umgebung des Wertsystems: 
:ri = 1, ~2' = 1, ~12 = O. Als unabhangige Invarianten kann man daher die 
Hauptlosungen des vorhin besprochenen vollstandigen Systems in bezug auf 
dieses Wertsystem annehmen. Sie haben die folgende Form: 

1. Stufe: 

2. Stufe: 

3. Stufe: 

ii
3
) = ;111 - ;12 · (2 ;11 111+1J11), i~

3
) = ;112 - ~12 · (a11+·ą1 ;12+·ą22), 

i~
3
) = ;211 - ;12. c2 ;21·ą1+ri11), i~s) = ;122 - ;12. c2 a12+·~22), 

ii
3
> = ;221 - a12. ca21+111a22+a21J21), i~

3
> = am - ;12. (2~22+;21122), 

·(3) +6 t ( + 2 t ) ,(3) +2 t ( +2 +3 2 t ) i1 = 11111 ·ą1 <;12 · 'YJu 111 <;12 , is = ·~112 <;12 · 1J11 ·ą1 ·~12 ·~1 <;1, , 

i~
3
) = 'YJ211+2 ;12 • (1111+21JL 1121+3 ·~~;12), i~~)= 'YJ122+2 ;12 • (1J1"fJ22+21112+3111 ;12), 

i~
3! = 11221+2a12.(1111J22+21J21+3·~1 ~12), ii~= 'Yl222+6;12. (1122+;12)-
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Auf Grund der allgemeinen Theorie weiss man von vornherein, dass es 
m2 = 2 unabhangige Differentialinvarianten erster Stufe geben muss, ferner 
m3 = 5 Differentialinvarianten zweiter Stufe, die voneinander und von denen 
erster Stufe unabhangig s1nd, endlich m4 = 9 Differentialinvarianten dritter 
Stufe, welche voneinander und von denen niedrigerer Stufe unabhangig sind. 

Die oben aufgestellen Differentialinvarianten erster Stufe i(I) l 1
) sind 

1 ' 2 
unabhangig. 

Zwischen den Differentialinvarianten zweiter Stufe ii2), ••• , i~2
) mussen 

zwei Relationnen bestehen. Diese Relationen findet man unmittelbar mit 
Hilfe der Relationen (2). Sie haben die folgende Form: 

{ 

,(2) •(l) + -(2) + 2 -(2) ,(1) _ ·(2) + 2 ,(2) 
'l-4 ' Z,l i5 i2 ' i2 - il i6 ' 

•\2) + ,(2) •(1) ,(2) •(l) + ,(2) + 2 •(2) •(l) 
i7 i6 ' il = i3 ' 2,2 Z,2 2,5 ' il 0 

(4) 

Zwischen den 12 Differentialinvarianten dritter Stufe ii3>, .•. , iii mus­

sen drei Relationen bestehen. Diese Relationen findet man ebenfalls sehr 
leicht mit Hilfe der Relationen (2) und (3). Sie lauten: 

2 ii3
) + i~l) • (i~3

) - 3 i~3
)) + 2 ii2

) . ( 3 ę> - i;2
) ) 

_ 2 •(l) ·(3) + •{3) 3 ·(3) + 6 ·(2) -(2). 
- il ' i7 2,8 - 2,9 i 4 • 2,2 ' 

(5) 

2i~3
J. i~l) + i;3J - 3i~S) + 2i~2

i • (3ę) - i~2
)) 

= 2 iii + iil) · ( ii~) - 3i\~) --- 2 i~2
) • i~2

). 

Fur das Wertsystem: ;r1 = 1, \J/ = 1, ;r12 = O nehmen die gefundenen 
Differentialinvarianten die Werte: ;r2, \Ji', ;r11 , ;t12, ... ;t222, \)11 ', \J 12', .. , \J22/. 
Die Relationen ( 4) und (5) ebenso wie die Rela_tionen (2) und (3) nehmen 
dann die Form an, welche sich aus den Relationen (3) bzw. (4) in§ 4 ergibt. 

Nun ist filr ;r = x, 9' = y', 9 = Y: 

;tł = 1, 9/ = 1, ;t2 = 0, \Ji' = Q; ;tll = ;tl2 = · · · · \J2/ = Q · 

Urn z. B. die Definitionsgleichungen der endlichen Transformationen 
der linearen Gruppe zu bekommen, muss man die Gleichungen: 

tk) = Cl.jk (xyy') 
) 
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ausfstellen. Darin bedeuten die ajk diejenigen Funktionen, in welche die ę) 

vermoge der Substitution: ;r = x, 9' = y', 9 = y iibergehen. Man bekommt 
also die folgenden Definitionsgleichungen: 

;r2 =o' 91' = o 
(6) 

911' = 0, 92/ •;tł+ 2;rl2 • 92'=0. 

Alle Ableitungen dritter Stufe sind gleich Null mit Ausnahme von 9222', 

fiir die sich ergibt: 

Die Gleichungen dritter Stufe gehen also aus den Gleichungen zweiter 
Stufe dur eh Ausfiihrung der Operationen {1 , f 2 hervor. 

Die Richtigkeit der Definitionsgleichungen (6) kann man unmittelbar 
verifizieren. Die endlichen Gleichudgen der linearen Gruppe aufgefasst als 
Gruppe von Beriihrungstransformationen lauten namlich: 

oder: 

, d+ey' 
;r=a+bx+cy; 9=d+ex+fy; 9 = b+cy'· 

Daher: 

,_ eb-cd . 
92 - (b + cy')2 , 

, _ ~ 2 c ( e b - cd) 
922 - (b + cy')s 

2c . _ 2;r12 

b + cy' - ~1 

Man kann ferner die gefundenen Differentialinvarianten dazu benutzen, 
urn nach der Methode des letzten Paragraphen gewisse Differentialgleichun­
gen aufzustellen, in welchen die Definitionsgleichungen aller mit der linearen 
Gruppe vermoge einer Beriihrungstransformation ahnlichen Gruppen stecken. 
Zu diesem Zwecke braucht man aber nicht alle vorhin aufgestellten Differen­
tialinvarianten zu berucksichtigen. Durch Ausfiihrung der Operationen f1, fn 
auf die Differentialinvarianten erster Stufe bekommt man namlich vier vonei­
nander unabhangige Differentialinvarianten zweiter Stufe; durch Ausfiihrung 
der Operationen f1, fu auf ·die Differentialinvarianten zweiter Stufe kann 
man schon samtliche Differentialinvarianten dritter Stufe bekommen. Man 
braucht also nur die beiden Differentialinvarianten erster Stufe und diejenige 
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der fiinf unabhangigen zweiter Stufe zu beriicksichtigen, welche sich aus de­
nen erster Stufe durch Ausfiihrung der Operationen f1, fu nicht ableiten lasst. 
Mit Riicksicht auf die nachher durchzufiihrenden Rechnungen mogen aber 
ausser der genannten noch zwei andere einfachste Differentialinvarianten 
zweiter Stufe mitgenommen werden. 

Man bezeichne: 

Mit Hilfe der Formeln (5), (6) in § 6 kann man nun die Ausdriicke 
C<2

) lk (k = I, 2, 3) berechnen. Es ergibt sich: 

0(2
) Il= Il· (M12 + M21)-l1 2 

• M11 - M22 

0<2
) 12 = -12 (M12+M21 ) +I.}. M 22 + M11 

0<2
> 13 = M 11 . (14 - 12 • 15 - 11 • IJ - M 21 . 13 

+M22•. 12 .13 +Mm. 11 -M211 -12. (M112I1 -M212). 

Andererseits hat man: 

Setzt man nun: 
14 == (11)1 +Il. 13; I.:i == (11)2. 

Ik == ro(k) (x y y'), (k ==- I, 2, 3) 

so bilden die Differentialgleichungen: 

(k = 1, 2, 3) 

das gewiinschte System, in dem alle mit der linearen Gruppe vermoge einer 
Beriihrungstransformation ahnlichen Gruppen stecken. Dieses System lautet: 

(I) 

- ro(l)'. Mu+ro(ll. (M12+M21)-M22 == M2. rni1) -Mi. ro~1)_M. ro~l) 

ro(2)2. M~2-roc2>. (M12+M21) + M11 == M2. ro~2>_ M1 . ro;2J - M. ror), 

( roił) -- ro~l). ro (2) ) . M11- ro(S). M , 1 + roC2). ro(3). M22+ ro(l). M111 - ][ 211 

-- roC2l. (M, u . ro(]) - M212) == M2. ro~s) _ M1 . ro;sJ _ M. ro~s). 

Die Definitionsgleichungen der linearen Gruppe ergeben sich aus (I) 
wenn man darin: roC 1l = roC2) = ro(3)= O setzt, in der Form: 

M 11 == O, M22 == O, M 211 ==O. 
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Man muss dann noch alle Gleichungen dritter und vierter Stufe hinzu­
fiigen, welche aus den obigen durch Ausfilhrung der Operationen {1 , f 2 fol­
gen. Oberhaupt bekommt man durch Ausfiihrung der Operationen {1 , { 2 

auf die beiden ersten der Gleichungen (I) vier Gleichungen dritter Stufe. 
Sie miissen voneinander unabhangig sein, weil sie unmittelbar nach den vier 
voneinander unabhangigen Differentialoperationen: M 111 , M 112 , M221 , M 222 

auflosbar sind. Es leuchtet ein, dass sich die dritte der Gleichungen (I) 
durch Ausfiihrung der Operationen f1 , { 2 aus den beiden ersten nicht ableiten 
lasst. Wa.re es namlich der Fall, dann miisste dasselbe fur roC1)= roC2)= ro<3)=0 
gelten; dies ist aber nicht moglich, da die Gleichung M211 == O aus den bei­
den M 11 =O, M22 == O sich durch Ausfiihrung der Operationen f 1 , { 2 nicht 
ableiten lasst. 

Jeder Gruppe von Beriihrungstransformationen, welche mit der linearen 
Gruppe vermoge einer Beriihrungstransformation ahnlich ist, entspricht ein 
System von drei Funktionen ro (1), roC2>, ro<3), das in (I) eingesetzt die Defini­
tionsgleichungen der betreffenden Gruppe liefert. 

§ 8. Die Definitionsgleichungen aller mit der allgemeinen projektiven 
Gruppe vermoge einer Beriihrungstransformation ahnlichen Gruppen. 

Die charakteristische Funktion der allgemeinen infinitesimalen Trans­
formation der projektiven Gruppe lautet: 

Alle Definitionsgleichungen, welche diese Funktion bestimmen, lassen 
sich aus den beiden folgenden: 

(2) 

durch Ausfiihrung der Operationen {1 , { 2 ableiten. 

Dieses Ergebnis kann man unmittelbar verifizieren. Man kann sich 
ferner uberzeugen, dass es mit den Eigenschaften der projektiven Gruppe, 
betrachtet als Gruppe von Punkttransformationen iiberr.instimmt. 

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen der 
letzteren lauten: 

(3) ~xx == 2 'Y)x y; ~yy ==O; "f) xx ===O; · 1)yy == 2 ~x y • 

Alle Ableitungen dritter Ordnung sind gleich Null; dies ergibt sich durch 
Differentiation der Gleichungen (3). Alle Definitionsgleichungen der infini­
tesimalen Transformationen der projektiven Gruppe, aufgefasst ais Gruppe 
von Punkttransformationen, lassen sich also aus den Gleichungen (3) allein 
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durch Differentiation ableiten. 1st also die obige Bemerkung richtig, so miis­
sen in den Gleichungen (2) alle Gleichungen (3) stecken. 

Es ist in der Tat: 
w == y' . ~ - lJ ' 

wll == - lj:i:x + Y1 
• (;xx - 2 ljxy) + Y12 

·, (2~xy -1111!1) -y'3 
· ;Y!I, 

W22==0. 

Die Gleichungen (2) und (3) sind vollstandig gleichbedeutend. Aus der 
Tatsache, dass sich alle Definitionsgleichungen der allgemeinen projektiven 
Gruppe, aufgefasst ais Gruppe von Berilhrungstransformationen, aus den bei­
den Gleichuugen (2) durch Differentiation ableiten lassen, folgt ohne Weite­
res, dass die projektive Gruppe zwei Differentialinvarianten erster Stufe in den 
Veranderlichen ;r, ~, ;r1 , ;r2 , ••.• besitzt und dass alle Differentialinvarianten 
hoherer Stufe aus den beiden letzteren durch Ausfilhrung der Operationen 
( 1 , ( 2 abgeleitet werden konnen. 

Auf Grund dieser Bemerkung kann man die Definitionsgleichungen der 
infinitesimalen Transformationen aller mit der allgemeinen projektiven Grup­
pe vermoge einer Berilhrungstransformation ahnlichen Gruppen noch einfa­
cher, ais im FalJe der linearen Gruppe, aufstellen. 

Zunachst kann man sich leicht ilberzeugen, dass die vorhin gefundenen 
Differentialinvarianten 11 , 12 erster Stufe der linearen Gruppe zugleich Diffe­
rentialinvarianten der projektiven Gruppe sind. Man braucht dazu bloss die 
Invarianz der genannten Ausdrilcke: 

gegeniiber denjenigen infinitesimalen Berilhrungstransformationen B1 f, B2 f 
zu beweisen, welche den beiden charakteristis:chen Funktionen 

geniigen. 
Mit Rilcksicht auf die Formeln (6) in § 5 ist allgemein: 

Bil= - !)2 · (W21:r1 +w22~i') +-1 
· (Wn;r2+W22~/); 

;tl :t1 

Da nun: 

ist, so ist auch: 
B1 l 1 == O, B 1 L2 == O, B 2 I1 == O, B2 I 2 == O, 

( 
J 
/ 

I 

I 
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wen n man mit B1 f, B 2 f die den charakteristischen Funktionen wc1), WC2l 

entsprechenden infinitesimalen Berilhrungstransformationen bezeichnet. 
Entnimmt man dem Systeme (I) der Definitionsgleichungen die ; bei­

den ersten: 

{ 

w<I)• .M11-w(l). (M12+M21)+M22+M2 .0>~1) _(M1. ro~l)+M. ro!l))-_O, 
(II) 

ool2)2. M22- o/2). (M12+M21)+M11-M2. roi) +M1. ro~2> +M. ro~2) ==O' 

so stecken in den Gleichungen (II) die Definitionsgleichungen der infinitesi­
malen Transformationen aller Gruppen, welche mit der allgemeinen projekti­
ven Gruppe der Ebene, aufgefasst als Gruppe von Berilhrungstransformatio­
nen, vermoge einer Berilhrungstransformation ahnlich sind. Die letzteren er­
geben sich filr 

w<1) == O , m<2) == O 
in der Form: 

M 11 ==0 , 1 M 22 ==0. 

Urn nun die Integrabilitatsbedingungen zu finden, denen die in den 
Gleichungen (II) auftretenden Funktionen roC1), mC2) genilgen sollen, milsste 
man durch Ausfilhrung der Operationen / 1 , / 2 die Gleichungen filnfter S.tufe 
aufstellen, dieselben nach den Operationen filnfter Stufe auflosen, sodann 
noch zweimal die Operationen / 1 , / 2 ausfilhren und die zwischen den Opera­
tionen sechster und siebenter Stufe bestehenden Identitaten benutzen. Die 
dazu notwendigen Rechnungen sind aber praktisch schwer durchfilhrbar. Die 
gewilnschten Integrabilitatsbedingungen lassen sich trotzdem aufstellen, aller­
dings auf anderem Wege. 

Die projektive Gruppe der Ebene lasst bekantlich die Gesamtheit der 
Punkte und die Gesamtheit der Geraden der Ebene invariant und diese Ei­
genschaft ist filr die projektive Gruppe charakteristisch. 

Filhrt man nun vermoge einer Beriihrungstransformation neue Veran­
derliche ein, so geht die projektive Gruppe in eine Gruppe von Berilhrungs­
transformationen liber, die diejenigen beiden Kurvenscharen der Ebene: 

(4) y" == a (x, Y ' y'); ~,, == ~ (~, ~' ~') 

invariant lasst, in welche jene Berilhrungstransformation die Punkte und die 
Geraden der Ebene ilberfilhrt. 

Die Aufgabe, die Integrabilitatsbedingungen filr die Gleichungen (II) zu 
finden, ist also mit der folgenden Aufgabe gleichbedeutend: 

Die Bedingungen zu finden, denen die Funktionen a. (xyy'); ~ (xyy') 
genilgen milssen, damit es eine Berilhrungstransformation gibt, welche die 
eine der beiden durch die Differentialgleichungen: y"= a., ~"= ~ bestimmten 
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Kurvenscharen in die Geraden und zu gleicher Zeit die andere in die Punkte 
der Ebene ilberfilhrt, oder, analytisch ausgedriickt, die eine der Differential­
gleichungen ( 4) auf die Form: y"= O und gleichzeitig die andere auf die 
Form: y"= oo bringt. 

Denkt man sich die Differentialgleichungen ( 4) integriert, so stellen die 
Gleichungen 

(5) Y = f (X, a,, b) ; ~ = <p (~, a, Ó) 

die in Rede stehenden Kurvenscharen dar. · 
Jeder Kurve der ersten Kurvenschar entsprechen 001 Kurven der zwei­

ten Kurvenschar, welche die erstere berilhren. Die Beriihrungsbedingung ist 
eine Gleichung von der Form: 

(6) ro(a, b, a, ó)==O. 

Da nun die gegebenen Kurvenscharen durch eine Berilhrungstransfor­
mation in die Punkte und die Geraden ilbergefilhrt werden sollen, so muss 
die Beriihrungsbedingung (6) durch geeignete Wahl der Parameter a, b und 
der Param eter a, b die folgende Form erhalten konnen: 

(7) 

und zwar ist die letztere Bedingung notwendig und hinreichend _dafilr, dass 
diese Oberfilhrung moglich ist. 

In der Tat: die eine der beiden gegebenen Kurvenscharen, z. B. die 
erste y = f (x, a, b) kann immer durch eine Berilhrungstransformation in 
die Schar der Punkte x =a, y = b ilbergefilhrt werden. Die Berilhrungs­
transformation, welche diese Oberfilhrung vollzieht, ist durch folgende Glei­
chung: 

Q(x, Y, X1, Yi)=y-f(x, x, Y1)=0, 

ais aequatio directrix, bestimmt. Dabei geht zugleich die zweite Kurvenschar 
in eine gewisse Kurvenschar liber, welche durch die folgende Gleichung: 

~ = 9 (i, a, ó) 

bestimmt sein moge. Die Beriihrungsbedingung lautet jetzt: 

b=cp(a, a, o). 

1st es nu n moglich durch Transformation der Parameter a, b und a, ó 
diese Bedingung auf die Form zu bringen: 

f1i = a1 a1 + b1 
wobei: 
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ist, so kann man die Gleichung der zweiten Kurvenschar folgendermassen 
darstellen: 

Mit anderen Worten: die zweite Kurvenschar geht bei der vorhin erwahn­
ten Berilhrungstransformation in eine Kurvenschar liber, die durch Punkt­
transformation in die Geraden der Ebene ilbergefilhrt werden kann. 

Die Aufgabe kommt somit darauf hinaus, zu untersuchen, wann die Be­
rilhrungsbedingung (6) durch geeignete Transformation der Parameter a, b 
und a, ó auf die Form (7) zurilckgefilhrt werden kann. 

In der Gleichung (6) mogen die a, b als Parameter, die a, ó als Ve­
randerliche betrachtet werden. Dann bestimmt diese Gleichung die Veran­
derliche ó als Funktion der Veranderlichen a und diese Funktion wird durch 
eine gewisse Differentialgleichung zweiter Ordnung definiert: 

(8) fi" = 1 ( a ó ó') . 

Die Parametertransformation, welche die Beriihrungsbedingung (6) auf 
die Form (7) bringt, muss zugleich die Differentialgleichung (8) auf die Form 
fi'' = O zun1ckfiihren. 

Nun kann man natilrlich die Rollen der beiden Parameterpaare a, ó; 
a, b vertauschen. Man kann namlich in der Gleichung (b) die a, b als V e­
ra.n der liche und die a, ó als Parameter betrachten. Dann definiert diese 
Gleichung eine der Veranderlichen a und b als Funktion der anderen, z. B. b 
als Funktion von a und diese Funktion wird durch eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: 

(9) b'' = g ( a , b , b') 

bestimmt. Die Parametertransformation, welche die Berilhrungsbedingung 
(6) auf die Form (7) und zugleich die Differentialgleichung (8) auf die Form 
ó" = O bringt, muss also ausserdem noch die Differentialgleichung (9) auf 
die Form b" = O zurilckfilhren. 

In seiner Inaugural -Dissertation: ,,Zur Invariantentheorie der gewohnli­
chen Differentialgleichungen zweiter Ordnung" (Greifswald, 1905) hat Herr 
Alfred Kop pis c h den folgenden Satz bewiesen (S. 17): 

So11 sich eine Differentialgleichung y'' = ro (x y y') durch eine Punkt­
transformation auf die Form y" = O bringen lassen, so ist notwendig und 
hinreichend, dass sie die Form:· 

hat und <lass ausserdem, wenn y = Y (x, a, b) die allgemeine Losung der 
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Differentialgleichung y" = ro ist, b als Funktion von a betrachtet einer Dif­
ferentialgleichung zweiter Ordnung von eben dieser Form genilgt. 

Die Differentialgleichung ó" =, (a ó ó') muss also entsprechend die fol­
gende Form haben: 

und die Differentialgleichung b" = g (a b b') analoge Form: 

(11) b" +90 (a, b)+91 (a, b). b' +92 (a, b). b'2 +9s (o,, b). b'5 =0. 

Es genilgt natilrlich, eine der beiden Differentialgleichungen (10) und 
(11) zu betrachten. Die Bedingungen fur die Funktionen a, ~, welche man 
etwa aus der Untersuchung der Gleichung (10) bekommt, werden sich durch 
Vertauschung von a und ~ unmittelbar in die entsprechenden Bedingungen 
verwandeln, die aus der Betrachtung der Gleichung (11) hervorgehen. 

Die Gleichung (1 O) kann man a uch fo1gendermassen schreiben: 

(12) 
d a . d 2 '6 - db . d 2 a + cp O ( a , ó) . d a3 + cp1 (a, ó) d a2 • db 

wodurch die Param eter a, ó als gleichberechtigt erscheinen. 
Im Folgenden wird eine von Prof. En g e 1 angegebene Me_thode ver-

folgt. . 

Es moge namlich die folgende Operation eingefiihrt werden: 

(13) 
8 f 'Jf of (x a 6) = - . da+ 7: . do= f,1 . da+ fr> • do. 
'Ja cłu 

Die Berlihrungsbedingung (6) geht aus den beiden Gleichungen: 

(14) y' -9'= o 

durch Elimination der Veranderlichen x hervor, wobei y = f (x; a, b) und 
9 = cp (x, a, ó) zu setzen ist. 

Durch Differentiation der Gleichungen (14) ergibt sich, wenn man x, a, 6 
als Veranderliche und a, b als Parameter auffasst: 

(15) l 
I [a (x99') - ~ (x99')] dx - 09' =O, 

o 9' . d x + 02 9 = o. 
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Eliminier( man dx aus den beiden letzten der Gleichungen (15), so be­
kommt man: 

(16) f 09 =o' 
l [ ~ (x 9 9') - ~ (x 9 9')] . 02 9 + o 9'2 =O. 

Nun ist auf Grund der Bezeichnung (13): 

(17) I 09'= 9a'. da+ 9r, '. db, 

e%9 = 9aa . da2 +29nr, . do. . dó+9r,r,. db 2 +9n. d2a+9r, . d2 ó, 

02 9'= tJnn'- da2 + 2 9ar, '. da. db+ 9r,r,1• d ó2 +9/. d2 a +91/. d2 ó. 

Lost man die Gleichungen (17) nach da, d fi, d 2 a, d2 b auf und setzt 
die erhaltenen Ausdriicke in die link~ Seite der Gleichung (12) ein, so be­
kommt man: 

da.d2 ó -dfi .d 2 a+% (a, ó) da3+cp1 (a, ó) da2.dó+cp2 (a , ó) da.dó 2 

(18) + cp 3 (a, ó). dó 3 =A. (o 9. o2 9'- o2 9. o 9') + µ 0 • o 93 + p. 1 • o 92. o 9' 

+ tJ-2 . o tJ . o 9'2 + P.a . o 9's ' 

worin ,, , 11-o , p. 1 , p.2 , µ3 gewisse Funktionen von x, a, ó bedeuten. Die 
linke Seite der Relation (18) enthalt die Veranderliche x nicht, wahrend sie 
auf der rechten Seite scheinbar vorkommt. Differenziert man also die Rela­
tion (18) nach x, so bekommt man identisch Null , d. h. es miissen alle Koef­
fizienten einzeln verschwinden. 

Diese Differentiation ergibt: 

A. (o 9. o2 ~ - o~. o2 9) + A' (o 9. 02 9' - o2 9. o 9') + 3 p.0 • o 92
• o 9' 

+ 2 tJ-1 • o 9 . o 9' 2 + P.2 . o 9'3 +o~ . (111 . o 9 2 + 2 P.2 • o 9 . o 9' + 3 (J,3 • o 9'2) 

+ µo'. o9s + P.1'· o92. o9'+11-l- o9. o9'2+ µ:/- otJ':i =o. 
Setzt man in diese ldentitat die folgenden Ausdriicke: 

o~ = ~ l) • o 9 + ~ l)' . o 9' 

o2~ = ~l))ł• o92 + 2~1ł l.) '• o9 . o 9' + ~1t'1t ' · o9'2+ ~l). o2 9+~l)'. o29' 

ein, so ergibt sich: 
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A . o 9 . (~tJ t) . o ~1 2 + 2 ~tJ tJ' • o 9 . o 9' + ~tJ' tJ ' . o tJ' 2 

+ (}.. ~u,+'A.'). (o 9. o2 9' -- o 9'. o2 9) + µ.o'. o 93+ (3t-Lo+ µ./). o 92. 09' 

+ (µ/ + 2 µ.1) . o 9 . o 9'2+ (t-Ls' + t-L2) . o 9' 3 

+ (~9 . o 9 + ~ t) ' • o 9') . (t-L1 . o 92 + 2 µ.2 . o 9 . o 9' + 3 {J,3 • o 9'2) == o . 

(56) 

Da die Koeffizienten von (09.02 9'-o ~'.02 9), 09 3, otJ 2.09', o~.0~12
, 09'3 

einzeln verschwinden milssen, so zerfallt die obige ldentitat in filnf Differen­
tialgleichungen, welche die Funktionen }. , µ. 0 , µ. 1 , p.2 , µ. 8 bestimmen. Diese 
Differentialgleichungen lauten: 

(19) 

}.' + 'A. . ~t)' = O, 

}. • ~tJ tJ + l11 . ~tJ + l1o' = O' 

2 A ~tJ li' + l11 · ~I}'+ 2 t12 · ~9 + µ/ + 3 µ.o = O. 

A . ~tJ' tJ' + 2 µ2 . ~tJ' + 3 µ3 . ~t> + t-L/ + 2 µ1 = O, 

3(-L3.~t)' + tJ-3'+ l-'-2 =O• 

Ausserdem ergibt sich noch eine endliche Gleichung. Aus (12) und (18) 
folgt namlich fiir o 9 =O: 

- " . o2 9 + tJ-3 . o 9'2 = O 

und daraus bekommt man mit Riicksicht auf die zweite der Gleichungen (16): 

(20) 

Die Gleichungen (19) kann man mit Riicksicht auf die Bezeichnungen 
des § 1 folgendermassen schreiben: 

(19bis) 

).' +}.. ~2 = O, 

A · ~3s + h · ~3 + 1-'-o' = O. 

2 " · ~23 + P.1 • ~2 + 2 t-L2 · ~3 + t-1/ + 3 l1o = O, 

A · ~22 + 2 l12 · ~2 + 3 µ.3 · ~a + p./ + 2 l11 = O, 

3 \13 . ~2 + 11a' + P.2 = o. 
Der Kiirze halber moge die folgende Bezeichnung eingefiihrt werden. 

(20') { 

df(x99') = ~l+9'.8f + 9"· 8f =f +~.f =fI 
d X 8 X 8 9 8 9' 1 2 

a ( X 9 9') - ~ ( x9 9') = 1 · 
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Mit Hilfe der endlichen Gleichung (20) kann man alle Funktioneni 
A~ t-Lo, p.1 , p.2 durch die letzte µ3 ausdriicken. Dazu braucht man nur die 
fortschreitende Differentiation der Gleichung (20) und der weiteren Relatio­
nen, welche dadurch entstehen und die Elimination von µ,/, µ/ ... mit Hilfe 
der Gleichungen (19) anzuwenden. Es ergibt sich auf diese Weise: 

A=-,.µ3 

H-2 = (·,1 
- 21 ~2) · l-'- 3 

(21) 2,2. µ 1=-!,. (,rr+311 • ~2) +,2 [3~3 - 2 (~l+~l)] - , 3• ~22 - 211'1 · (J-3 

612. tJ-o=l6113 -6n1
• hrr+11

• ~2H-12. hm+31n. ~2+,1
• (5~/+2 ~/-7~s)] 

+ ,3
• [3 ~/- 2 (~2 u+ 2 ~2 • ~2

1
) + 8 ~2 • ~3J + '(4 

· ( 4 ~2a - ~22
1
) l · !Ls · 

Nochmalige Differentiation und Elimination ergibt die gesuchte Bedin-
gung flir die Funktionen a, ~: 

llV •• 3+ 21llI. ,2. (1~2-411) +III.,. h2. [8 ~2I - (~22+ 10 ~3)] 

+ 12 11. (3 , 1 - '(~~Jl-61n•. 12+11 -1 3 
• [7 ~2n+3 ~2 • ~/-10 • (~/+~2 • ~3) 

(22) - 2 ~23] + 2,12. 12. (10 ~3 - 8~21+~22) + 12 •(13. (,. ~2-2,I) 

+,4
• [3~s11- 2 (~2nr +~2. ~l + 2~t)+s~2. ~s1+ 14 ~3. ~z1+4~/. ~21 

- ~3. (2 ~2 2+9 ~3) ]+15
. [3 • (~s • ~22- 2 ~33)+4 ·(~nr_ ~2 • ~23)+~2 • ~2/-- ~2l]=0. 

Diese Gleichung lasst sich einfacher schreiben. Doch ehe man dazu 
iibergeht, moge eine Bemerkung eingeschaltet werden. 

Setzt man die Ausdriicke (21) in die aus der Bertihrungsbedingung fol­
gende Gleichung: 

(23) ,. . ( o 9 . o2 9' - o 9'. 02 9 )-t P·o . o 93+ µ1 • o t)2. o~'+ µ2 • o~ . otJ' :) + p.3 • o 9'3= O 

ein und berticksichtigt man noch die Formeln (17), so bekommt man die 
Gleichung von der Form (12), wo die Veranderliche x gar nicht auftritt. 
Ftihrt man ferner statt a, u die Anfangswerte 90 , 90' filr x = x0 ein, indem 
man setzt: 

so ergibt sich: 

09o=dYo, 09o'=dyo', 02 Do=d2 Yo, 02 90' ·d2y/ 

Betrachtet man in der Relation (6) den Parameter b ais Funktion von a, 

Prace mat.-fiz., t. XXVI. 20 
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so ist diese Funktion auch durch eine Differentialgleichung von der Form (9) 
bestimmt. Fiihrt man ferner anstatt (13) die Operation: 

ein, und benutzt dieselbe Methode, wie vorhin, so bekommt man die zweite 
Bedingung fur die Funktionen (J., ~, welche aus (22) durch Vertauschung 
von (1., ~ hervorgeht. 

Es moge nun ein System von zwei Funktionen a, ~ vorliegen, welche 
diesen beiden Bedingungen genilgen. Man benutze ferner bei der Integration 
von y" = (J., t)'' = ~ die Anfangswerte Yo, Yo', 90 , %' von y, y'; 9, tJ' fiir 
x = x0 als Integrationskonstanten. Dann enthalt die Gleichung (23) die Ver­
anderliche x nicht und man kann sie fiir x = x 0 hinschreiben. Benutzt man 
also die Anfangswerte Yo, y0'; 90 , tJo' als Integrationskonstanten a , b; a, fi, 
so lassen sich die Differentialgleichungen (8) und (9) die aus der Berilhrungs­
bedingung folgen, a uch ohne Integration der Differentialgleichungen y" = a, 

lJ" = ~ hinschreiben. 
· In der vorhin erwahnten Dissertation hat Herr Kop pis c h den folgen-

den Satz bewiesen: 
„Soll die zu einer gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

y" = ro (x y y') gehorige Differentialgleichung b" = cp (ab b') die Form: 

b" = cx 0 (a, b) - 3 (J.1 (a, b) . b' + 3 o: 2 (a, b) . b'2 - cx 3 (a,· b) . b' 3 

haben, so ist notwendig und hinreichend, dass ro der partiellen Differential­
gleichung vierter Ordnung: 

d
2 

roy'y' droyy' ( droy' y' + ) + _ (24) - dx2 + 4 dx - 6 royy - roy,. - dx 4 royy' 3 roy. o)y'y'- O 

genilgt". 
Ist diese Bedingung erfullt, so lasst sich die Diffe~entialgleichung 

b" = cp (ab b') auf die Form b" = O bringen, es gibt also eine Punkttransfor­
mation, welche die Differentialgleichung y" = ro (x y y') auf die Form y" = O 
bringt. 

Die Bedingung (24) muss sich aus (22) filr a= (X) ergeben, denn in 
diesem Falle stellt die Differentialgleichung y" = rJ. die Punkte der Ebe­
ne dar. 

Urn dies einzusehen, braucht man nur die Relation (22) durch 15 zu di­
vidieren und sodann a= (X), 1 = (X) zu setzen. Auf diese Weise bekommt 
man: 

was mit (24) vollkommen iibereinstimmt. 
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Urn nun die Bedingung (22) einfacher zu schreiben, moge man 
setzen: 

(25) 

O = 3 ~3 - 2 . (~2 
2 + ~/) , D = ~2 • ~ 3 , 

M~ = 8~/- (~:? + 10~3), 

N~= 7~/1+ 3~2 • ~l-10. (~3
1 + ~2 • ~3) - 2~2

3
, 

p~ = orr - ~2 • 0 1 
-- 3 ~3 • C + 8 (DI - ~2 • D), 

Q~ = 3 B + ~2 • A - A1
' 

Ilu - 211 2 = 1, (11 = 1 . ,rn; - 311 . ill), 

,f-31."(1=1· 
Dann bekommt die Bedingung (22) die folgende einfachere Form: 

,1v. ,s-2,. (3rl .,u+4,I.rl)-24,r4+2 ~2. I .r+,2. r. M~+,s. Ą(I, N~ 
(26) 

+,4.P~+,5.Q~ = O. 

Die Ausdriicke M~, N~, P~, Q~ sind nur von ~ abhangig und enthalten 
die Funktion a nicht. 

Vertauscht man nun a und ~ miteinander, so geht: 

1 1 
liber in: 

(27) 

Die zweite Bedingung fiir die Funktionen a, ~ lautet daher: 

,1v .,s-2,. (31.1rr+ 4,1.11)-24-r14+ 2a2., .r +r~ .1.Ma+,s. "(I.Na 

+14 ,Pa+15 .Qa = O. 

Es sei nun eine beliebige infinitesimale Beriihrungstransformation B f 
durch ihre charakteristische Funktion M (xyy') gegeben. Dann ist: 

Bx==M2 , By'==-M1 , By==y'.M2 -M, 

By"== - [Mu+ y". (M12 + M21) + ym. M22J 

B9 (xyy') == M2 • 91 - (Mcr;s + M1 · 92) · 

Soll diese infinitesimale Beriihrungstransformation die beiden Differen­
tialgleichungen y" == a (xyy'); ~" == ~ (~~ l)') invariant lassen, so muss sein: 
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B (y" - a) == O , B (y" - ~) == O 

vermoge y" == a. bzw. y" == ~. Die Definitionsgleichungen dieser infinitesi­
malen Transformationen lauten daher: 

(28) 

Sie bestimmen eine achtgliedrige Gruppe von Beriihrungstransformatio­
nen, welche mit der allgemeinen projektiven Gruppe vermoge einer Beriih­
rungstransformation ahnlich ist. Jedem System von zwei Funktionen a., ~, 
welche den Bedingungen (26)., (27) geniigen, entspricht eine Gruppe von Be­
riihrungstransformationen. 

Setzt man: 

(29) 

so gehen die Gleichungen (28) in die Definitionsgleichungen (II) der acht­
gliedrigen, mit der allgemeinen projektiven Gruppe ahnlichen Gruppen liber. 
Die Gleichungen (26), (27) liefern bei der Substitution (29) die Integrabilitats­
bedingungen fiir die in den Definitionsgleichungen (II) auftretenden Funktio­
nen wO), w(2). Fiir jedes System von zwei Funktionen wm, 00<2), welche den 
letzteren Integrabilitatsbedingungen gentigen, liefern die Gleichurtgen (II) die 
Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen einer mit der 
projektiven Gruppe ahnlichen Gruppe. Die letztere kann auch definiert wer­
den als Gruppe von Bertihrungstransformationen, welche die beiden Differen­
tialgleichungen zweiter Ordnung 

(30) "+ 1 -o y w(1)- ' y" + wC2) == O 

invariant lassen. Die Bertihrungstransformation, welche dann die Differen­
tialgleichungen (30) auf die Form y" ==O, y" == oo bringt, fii.hrt die entspre­
chende Gruppe von Bertihrungstransformationen in die allgemeine projektive 
Gruppe tiber. 

§ 9. Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen 
aller irreducibeln Gruppen von Beriihrungstransformationen der Ebene. 

Nach dem Theorem 69 des zweiten Abschnitts (S. 433) der "Transforma­
tionsgruppen" ist jede continuirliche irreducible Grup pe von Beruhrungs­
transformationen der Ebene x, y entweder sechs - oder sieben - oder zehn­
gliedrig und sie ist durch eine Bertihrungstransformation der Ebene x, y 



(61) Ober die Definitionsgleichungen u. s. w. 195 

mit einer der drei Gruppen ahnlich, deren charakteristische Funktionen der 
infinitesimalen Transformationen lauten: 

II 
(1) 

III 

1, X, y'' x2 
' xy'' 

1 ' X , y' , y - Ą X y' , x2 
' 

xy', 

1 , X , y' , y - ½ X y' , X2 , X y' , y' 2 

x. (y -Ąxy'), y'. (y - Ąxy'), (y--Ąxy')2 

I 
I. 

Die charakteristische Funktion der allgemeinen infinitesimalen Trans­
formation der ersten Gruppe lautet: 

W== a + b ;r + c D' + d ;r2 + e ;r . ~, + f . ~, 2. 

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen haben 
folgende Form: 

W12 -- lfr21 == O' 

(2) W111 == W112 == W211 == W122 == W2n == ~222 == O , 

m1 == O , m2 == 1 , m3 == 6 ; s == 3 . 

Die Differentialinvarianten gibt die folgende Tabelle an: 

fs==h2 ~/-~1/;r2; J4==J:.21 ~/-~2i' ;t2; }5==;t22 ~/-th/ ;t2, 

J°1==~1/t1-;t12~i'; is==92i';r1-;t21 ~/; f i==~2/;t1--;t22~i'­

Unter den Differentialinvarianten zweiter Stufe sind nur sechs voneinan-
der unabhangig. Es bestehen namlich die Relationen: 

(4) 

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen aller 
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sechsgliedrigen irreducibeln Gruppen von Beruhrungstransformationen der 
Ebene lauten: 

a· (M12 - M21) == M2 a1 - (M1 1X1 +Mas) , 

aM211 == M11 · (1+ 0) +(M12-2 M21) · ~+ M22 · 0-M2 ~1+ M1 ~2+ M~s, 

aM212==M11. 8 +(2 M12-M21) -1+2 M221J-M211+M112+M1s, 

(5) aM221 ==M11 . e+(2M12-M21) .o+M22 .(1J -~)-M2o1 +M1 02+Mo3, 

aM222 ==3.(M12 e-M221)- M2e1 +M1 e2~+M.e3 , 

aM111 ==3. (M21 C-M11 1l)+M2C1 -(M1 c+M;3), 

a.M121 ==2 M11 -1+(2M21 -M12). ·~+M22 · c+M21J1 -(M1·~2+M1Ja) · 

Durch einmalige Ausfiihrung der Operationen f1 , f 2 auf die Gleichun-
gen (5) ergeben sich zunachst folgende Integrabilitatsbedingungen fiir die 
Funktionen a, ~, 1 , o, e, C , 1J: 

2 (0-1)2 +O. (o - 3•·r) + 6 .1(~ -1J) +a.. (el +12- 2 o2) == Q , 

C • (31- o)- 3 ~ . (~ + 1J) - 21J ~ + a . (2 ~1 + 3 -~1 - C2) == O , 

eC-1Jo+ (~+ri). (21-3o)+a. (~2 +01 _:_211) == O. 

Die Gruppe (I) ergibt sich aus den Gleichungen (5) fur a.== 1 , 
~ = 1 ==o== e == C === 1J == O in der Form: 

Die Definitionsgleichungen der endlichen Transformationen der Gruppe 
(I) lauten: 

.... , 

Il. 

Im zweiten Falle lautet die allgemeinste charakteristische Funktion: 

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen sind 
dann: 
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Die Differentialinvarianten haben die Form: 

i - ;r22 9/ - 1)2/ :r2 . 
4 

- ;tł l)/ -- lJi' ;t'.2 ' 

i - E_12 9/ - 91/ ;r2 . 
2- ;t'.19/- 9/;t2 

1 

i _ :r211J/- t)n';r2. 
S - ;t ł l):/ - lJi' ).'.2 ' 

i _ ;t'.1 lJ1/- 9/;t12. 
6 

- ;t'.1 l)/ - 9/ ;t2 ' 

i - ;rl 921' - 9i' ;r21 . i - h 92/ - 9i' ;r22 
7 

- ;t'.1 l)/ - lJi' ;t2 ' 
8 

- ;t'.1 tJ/ - 9i' ;t2 

Zwischen ihnen bestehen die folgenden Relationen: 

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen aller sieben­
gliedrigen irreducibeln Gruppen von Beriihrungstransformationen der Ebene 
haben die folgende Form: I 

(7) 

M211 =:: M11 • (r + 0) - M21 • f; + M22 • C - M2 ~1 + M1 • ~2 + Af • ~3, 

M212 ==Mu• s + M12 · 1 + 2M22 · ·~ -M211+M112 + M13, 

M221 ==Mu. s + M 12 . o+ M22 • (11 - f;) - M2 o1 + M 1 o2 + Mo 3 , 

M222 == (2 M12 + M21) . s - 3 M22 • 1 - M2 s1 + M1 s2 + M e3 , 

M111 == (M12 + 2M21). C- 3Mu .1J + M2C1 - (M1 C2 + MC3), 

M121 == 2M11 i+ M211J + M22 C + M21J1 - (M1 -~2 + M ·~ :i)· 

Die ~, 1 , o, e, C, 1J sind Funktionen von x , y, y', welche zunachst 
folgenden Integrabilitatsbedingungen genilgen miissen: 

(8) 

12 - 4 )'O+ o2 + 2 ~ S + s1 + 12 - 2 02 == 0, 

n . (21 - o) + 31J2 - f;2 + 2 f;1 + 3 'f/1 - C2 == o, 
s. C - ~. i - o. (31J + ~) + f;2 + 01 - 211 == O. 

Da die Differentialinvarianten i 1 , .•. , i 8 zugleich Differentialinvarianten 
der sechsgliedrigen Gruppe (I) sind, so kann man die Gleichungen (7) als 
Definitionsgleichungen dritter Stufe aller sechsgliedrigen irreducibeln Grup­
pen betrachten. Man braucht dann nur die erste der Gleichungen (5) hinzu­
zuftigen, urn das System samtlicher Definitionsgleichungen der irreducibeln 
sechsgliedrigen Gruppen zu bekommen. Das Entsprechende gilt filr die Inte­
grabilitatsbedingungen. Diese Folgerung kann man auch analytisch verifi-



198 Wł. Gąsiorowski. (64) 

zieren. Setzt man namlich in die Gleichungen (5) und (6) an Stelle der Fun­
ktionen ~, 1 , o, e, C, 1l uberall die Produkte: a~, ar, a.o, rJ.e, aC, a·IJ, so 
bekommt man (abgesehen von der ersten der Gleichungen (5) und der ersten 
der Gleichungen (6)) genau die Gleichungen (7) und (8). Auf diese Weise er­
reicht man zugleich eine Rechnungsprobe. 

Die Glei eh ungen (7) und (8) kann man noch etwas ubersichtlicher 
schreiben, indem man ~ - 21J an Stelle von ~ einfuhrt, d. h. ~+2 'YJ als neues 
~ benutzt. Mit Rilcksicht auf die Relation 

kann man dann das Gleichungensystem (7) durch das folgende ersetzen: 

(7 bis) 

M 112 ==M11 • (3r- o)+ M21 . ~ +M22 .c+ M2 ~1 -M1 ~2-1VI~3, 

M221 ==M22 .(3'1J- ~)+M12 .o+M11 .e-1VI2o1 +M1 o2 +Mo3, 

M212 ==M11 .s +M12 · r+2 M22·"1J-M211+M112 + M 13, 

M121 ==M22. c+M21. 'YJ +2M11. r+M2111 -Mi ·1J2 - M '1J3, 

M222==(2M12+ M21) .e-3M22·1-M2s1 +M1 e2+Ms3, 

M111 ==(2M21 +M12) .C-3M11 .·1J+M2 C1 -M1 C2 - MC3 • 

Die Gleichungen (7 bis) zerfallen in drei Paare, die so beschaffen sind, 
dass jede Gleichung eines jeden Paares aus der zweiten Gleichung desselben 
Paares durch Vertauschung der Indizes 1, 2 und gleichzeitige Vertauschung 
der Funktionen ~, 1 , s mit bzw. o, 1J, C hervorgeht. Dabei ist zu beachten, 
dass die Operation {3 == {12 - f21 bei Vertauschung der Indizes 1, 2 in die 
Operation - {3 ubergeht. 

Die Integrabilitatsbedingungen (8) nehmen jetzt die folgende Form an: 

(8 bis) 

c-, - 0)2 - 2 [·,a+ s (2 ·IJ - ~)] + e1 + 12 - 2 a2 ==o, 

(11- ~)2 -2 [·r,~ +c (2r-o)] +c2+1J1 -2~1 ==o, 

(211r+c s- o~)-(~r+11 °)+~2+ 01 -2 C-1J2+11) == o. 
Man sieht sofort, dass die beiden ersten der Gleichungen (8 bis) bei der 

vorhin besprochenen Vertauschung ineinander iibe.rgehen, die letzte dagegen 
in sich sel bst. 

Fugt man nun zu dem System (7 bis) die Gleichung: 

a. (M12-M21 ) == M2 a1 - (M1 a 2 +Ma3) 
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hinzu, so bekommt man das System der Definitionsgleichungen der sechs­
gliedrigen irreducibeln Gruppen. Urn die entsprechenden Integrabilitatsbe­
dingungen zu erhalten, braucht man nur zu dem Systeme (8 bis) die beiden 
Gleichungen: 

hinzuzufiigen, die bei der erwahnten Vertauschung ebenfalls ineinander iiber­
gehen. 

Unter denjenigen Integrabilitatsbedingungen der sechs- und siebenglie­
drigen irreducibeln Gruppen, welche durch zweimalige Ausfiihrung der Ope­
rationen (1 , ( 2 aus den Gleichungen (7 bis) folgen und sich aus den Integra­
bilitatsbedingungen (8 bis) durch Ausftihrung der Operationen (1 , ( 2 nicht 
ableiten lassen, haben die drei ersten die folgende Form: 

~21- '112 + [, (21) - ~)]1 +02 C- (~1 o+ Ol 1J+=1 C) +2 C. (q+,a)+(sC+1J o).(-~ - ~)=0, 

1J11- ~11+ Cs+(2'1jl- ~1) (2ri- ~)+c. (·ą2+ot) +c1 (o-,) -1jC2+2'1j3
- €. c+3nC=O, 

111 +~12-411a+[(2·,- 0)(211--~)]1 -(EC1-4 8 1 C)+3°. [·ą1-~1 +-~(-~-~)] 

+3c. [02+2,a+s (311-~)] =0. 

Die drei tibrigen ergeben sich aus den hingeschriebenen durch Vertauschung 
der Indizes 1, 2 und gleichzeitige Vertauschung der Funktiondn ~, , , e mit 
bzw. o, 11, C. 

III. 

Im dritten Falle lautet die allgemeinste charakteristische Funktion: 

W==a+b;r + c9'+d (9 -½;rf)+e;r2 +f;r~' + g9'2 

+ h;r · (9 -½;r 9')+k9' · (9-½;r9') +z. (9-½;r ~')2
• 

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen sind: 

(9) 

I 
W1111 == W1112 . W2111 == W1222 == W2221 == W2222 ==O, 

W1122 + W21u==O, W2211 + W2112 ==0, 

wi,i,i3ilis==O Ci1, i2, ia, i4, is==l, 2). 

Prace mat.-fiz., t. XXVI 20* 
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Es ist also: 

Mit Hilfe der Relationen zwischen den Operationen vierter und ftinfter 
Stufe lasst es sich beweisen, dass sich die Definitionsgleichungen vierter und 
funfter Stufe aus den Gleichungen dritter Stufe allein durch Ausfiihrung der 
Operationen ( 1 , ( 2 ableiten lassen. 

Die Differentialinvarianten zweiter Stufe lauten: 

i _ r12 9:/ - tJ12' ~2 
2

- r1~/-11i'r2' 

Die Differentialinvarianten hoherer Stufe lassen sich aus den letzteren 
durch Ausfiihrung der Operationen (1 , f 2 ableiten. 

Die Definitionsgleichungen dritter Stufe der infinitesimalen Transforma­
tionen aller zehngliedrigen irreducibeln Gruppen von Berlihrungstransforma­
tionen der Ebene haben folgende Gestalt (s. (7)) 

(10) 

M212===M11 .e+M12 .,+2M22·ri-M211 +M1 Il +Mrs, 

M 222 ===(2M12 +M21).e-3M221 -M2e1+M1 e2+Me3, 

M111 ==(M12+2M21) .C-3Mll ri+M2C1 -(M1 C2+MC3), 

M121 ===2Mu r+M21 · ·'l+M22•C+M21J1-(M1112+Mris)-

Die Definitionsgleichungen vierter und filnfter Stufe ergeben sich aus 
denjenigen dritter Stufe durch Ausfiihrung der Operationen (1 , ( 2 • Die 
Gleichungen (10) liefern die zehngliedrige Gruppe (III) fiir 1 === e === C === ·fj === O 
in der Form M212 ===M222 ==-M111 ===M121 ==0. 

Urn die Integrabilitatsbedingungen auf unmittelbarem Wege zu finden, 
miisste man die Definitionsgleichungen vierter und fiinfter Stufe hinschreiben, 
sodann noch zweimal die Operationen (1 , ( 2 ausfiihren und die ldentitaten 
zwischen den Operationen sechster und siebenter Stufe benutzen. 

Wie im Falle der allgemeinen projektiven Oruppe, kann man auch bier 
einen anderen Weg einschlagen, der wenigstens angedeutet werden moge. 

Nach dem Theorem 71 (S. 439) des zweiten Abschnitts der „ Transfor­
mationsgruppen" ist die zehngliedrige Gruppe (III) die grosste continuirliche 
Gruppe von Berlihrungstransformationen der Ebene x, y, welche die ge­
wohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung y"' = O invariant lasst, 
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Wenn man nun in die Gleichungen, welche die Transformationen der Gruppe 
(III) vorstellen, die neuen Veranderlichen durch eine Bertihrungstransforma­
tion einfilhrt, so ergibt sich eine mit der Gruppe (III) ahnliche zehngliedrige 
irreducible Gruppe, welche dadurch definiert werden kann, dass sie eine ge­
wohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung von der Form: 

(11) y''' == a. (xyy') + ~ (xyy'). y'' +, (xyy'). y''2 + 0 (xyy'). y''a 

i nvariant lasst. Bezeichnet man also mit B f eine beliebige infinitesimale 
Bertihrungstransiormation, welche der letzteren Gruppe angehort, so muss 
sein: 

(12) 

vermoge der Gleichung (11 ). Jede zehngliedrige irreducible Gruppe von Be­
riihrungstransformationen der Ebene x, y lasst eine gewisse Differential­
gleichung von der Form (11) invariant. Die letztere Bedingung (12) muss 
also die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen aller 
zehngliedrigen irreducibeln Gruppen ergeben. Es ist in der Tat: 

(13) By'"== - [W111 +3y". W121 +3ym. W212 +ym. Wm 

+Y"'. (W12 +2 W21 +3y" + W22)]. 

Die Bedingung (12) ergibt also: 

W111 +3y". W 121 +3ym. W212 +ym. W222 +(W12+2 Wn 

+ 3y" W12). (a+~Y"+,Ym+ 0ym)+a1. W2-a2. W1-as. W 

+ y" . (~1 W2 - ~2 W1 - - ~li W)+ y"2 . ( 11 W2 -12 W1 - , s . W) 

+Y" 3 . (01 W2 -02 wł -03 W)-(~+2,y"+3oy" 2).[Wu 

+Y" · (Wu+ W21)+ym. W22] =O. 

Die Gleichung muss filr alle y" identisch bestehen; sie zerfallt also in 
die vier folgenden Gleichungen: 

W111 +a. (W12 + 2 W21)- ~- W11 +a1 W2-(a2 W1 +a3 W)==O, 

3W121 +3a.. W22+ ~. W21 -2,. W11 +~1 W2- (~2 W1 +~a W) ==0 

(14) l 3W212+2~. W22-1• W12-3a. W11 +11 W2-(12 W1+1a· W)==O, 

W222 +,. Wa2-o.(2W12 + W21)+01 W2 -(02 W1 +03 • W)==O. 
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Schreibt man in den Gleichungen (14) an Stelle von a, ~, 1, o bzw. 
-C, - 3 -~, 3 -r, s, so bekommt man genau die vorhin gefundenen Gleichun­
gen (10',. Die durch die Gleichungen (10) bestimmte zehngliedrige Gruppe 
lasst also die fo~_gende Differentialgleichung: 

y"' + C (x yy') +3-,J (xyy'). y" - 31 (xyy'). ym - E (xyy'). y" 3 ==0 
invariant. 

Die vorstehenden Entwickelungen zeigen zugleich, <lass die Aufgabe , 
die Integrabilitatsbedingungen fur die Gleichungen (10) zu finden, auf die fol­
gende Aufgabe hinauskommt: 

Die Bedingungen zu finden, denen die Funktionen a, ~, 1 , o der Ver­
anderlichen x, y, y' geniigen miissen, damit es eine Beriihrungstransforma­
tion gibt, welche die Differentialgleichung: 

y'" ==a+ ~ . y" + 'y"1, + o . ym 

auf die Form y"' ==0 zuruckfiihrt. 

In Anschluss daran moge erwahnt werden, dass Herr Karl Wunsch­
m a n n in seiner Inaugural -Dissertation: "Ober Bertihrungsbedingungen bei 
Integralkurven von Differentialgleichungen" (Greifswald, 1905) den folgenden 
Satz ohne Beweis ausgesprochen hat (S. 13): 

„Eine Differentialgleichung dritter Ordnung lasst sich dann und nur 
dann auf die Fo_rm y"' == O bringen (durch Beruhrungstransformation), wenh 
y"' eine ganze Funktion dritten Grades von y" ist, also die Form hat: 

Y'" == Xo (xyy') + 3 X1 (xyy') • Y" +3 X2 (xyy') • ym+xs (xyy'). ym, 

und wenn zugleich die Bedingung fiir die Beriihrung zweier benachbarter In­
tegralkurven eine Mo n g e'sche Gleichung zweiten Grades ist". 
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