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Wt. GASIOROWSKI.

Uber die Definitionsgleichungen der endlichen continuirlichen
Gruppen von Beriihrungstransformationen in der Ebene.

O réwnaniach, okreslajacych skoriczone ciggle grupy przeksztatcen styczno$ciowych
w plaszczyznie.

Einleitung.

In seiner Habilitationsschrift ) hat Prof. Engel eine allgemeine Metho-
de entwickelt, vermittelst welcher die Definitionsgleichungen der continuirli-
chen Gruppen von Punkttransformationen eines n-fach ausgedehnten Raumes
aufgestellt werden konnen. Lie hatte schon damals erkannt, dass diese
Methode alle continuirlichen Gruppen liefert. Einen Beweis dafiir hat Prof.
Engel spiter in den ,Kleineren Beitrdgen zur Gruppentheorie IX“ (Leipz.
Ber. 1894) veroffentlicht.

Die Gruppen einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zerfallen be-
kanntlich in Typeun. Vermittelst der genannten Methode erhilt man die allge-
meine Form der Definitionsgleichungen aller demselben Typus angehorigen
Gruppen. Die Definitionsgleichungen eines Reprisentanten des vorgelegten
Typus ergeben sich durch Spezialisierung der bis auf die Integrabilitatsbe-
dingungen willkiirlichen Funktionen, welche in der allgemeinen Form der
Definitionsgleichungen dieses Typus auftreten.

Lie hat (Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen, dritter
Abschnitt, Theorem 6, S. 71) alle Typen von Gruppen in der Ebene aufgestellt
und je einen Reprisentanten fiir diese Typen angegeben.

Auf Grund der Lieschen Tabelle hat Herr A. G. Hall aus Michigan
U. S. A. in seiner Inaugural-Dissertation: ,Bestimmung der Definitionsglei-

) F. Engel: ,Uber die Definitionsgleichungen der cont. Transformationsgruppen;
Habilitationsschrift, Leipzig 1885; Math Ann. Bd. 27, 1886; Leipz. Ber. Bd. 46, 1894.

Prace mat.-fiz., t. XXVIL 16
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chungen aller endlichen continuirlichen Gruppen von Punkttransformationen
in der Ebene“ (Leipzig, 1902) die Definitionsgleichungen aller mit den typi-
schen Gruppen dhnlichen Gruppen und somit aller Gruppen der Ebene auf-
gestellt.

Die folgende Arbeit beschaftigt sich mit der #dhnlichen Aufgabe aus der
Theorie der Berithrungstransformationen.

Die von Herrn Hall und von mir angewandte Methode kommt im We-
sentlichen auf das Verfahren zuriick, welches von Herrn Prof. Engel in sei-
ner Abhandlung tber die Definitionsgleichungen der continuirlichen Transfor-
mationsgruppen (Leipz. Ber. 1894) auseinandergesetzt ist. Allerdings liess
sich dieses Verfahren nicht ohn= Weiteres auf die Beriihrungstransformationen
iibertragen. Vielmehr musste ich einige allgemeine von Lie herrithrende
Siatze erst auf eine Form bringen, welche fiir die Gruppén von Berithrungs-
formationen am geeignetsten erschien. Die wesentliche Rolle spielt dabei die
Einfithrung der Definitionsgleichungen fiir die s. g. charakteristische Funktion
der infinitesimalen Transformationen einer Gruppe von Beriihrungstransfor-
mationen an Stelle der Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transfor-
mationen selbst.

Die Moglichkeit dieser Darstellung hat Lie schon in seiner Abhandlung
iiber unendliche Gruppen (Leipz. Ber. 1891, S. 392) angedeutet.

Die in der vorliegenden Arbeit begriindete Methode ist im Folgenden
nur auf die lineare, die allgemeine projektive und die irreducibeln Gruppen
von Berithrungstransformationen der Ebene angewandt. ‘Es bietet aber keine
wesentlichen Schwierigkeiten, ganz dasselbe fiir alle Typen von reducibeln
Gruppen von Beriihrungstransformationen der Ebene durchzufiithren und auf
diese Weise die Definitionsgleichungen aller Gruppen von Beriihrungstrans-
formationen in der Ebene aufzustellen.

§ 1. Die Eigenschaften der Operationen:

cvof Bhing s B s L

fi —354—?/,'97/’ fz—’a?’ f3—a_y“

Es sei eine beliebige Funktion f der Verdnderlichen x, y, i/ gegeben.

(Im Folgenden wird immer vorausgesetzt, dass die in Frage kommenden
Funktionen analytisch sind). Man bezeichne:

A S L T R e e
i f1—55—|—y-3‘yﬂ fz—ag},, fa—W

fix = (.
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Dann wird:
(2) flz*fzr:fs’ f13:f31, f23:f32-

Man sieht also, dass die Operationen f;, f; und f,, f; vertauschbar
sind, dass dagegen die Operationen f;, f, nicht vertauschbar sind. Die erste
der Relationen (2) tritt an Stelle der Relation:

B, arf

dudy  vowu

im Falle einer Funktion zweier Verdnderlichen u , v.

Mit Riicksicht auf den Pfaff’schen Ausdruck dy — ¢’dx, den man als
isobar betrachten muss, kann man die Operationen f,, f, als Operationen
erster Stufe, dagegen f, als Operation zweiter Stufe bezeichnen. Die Ab-

leitung
am+tn+p f

Sam gy

die man durch m-malige Differentiation nach «, m-malige Differentiation
nach ¢’ und p-malige Differentiation nach y bekommt, wird man dann als
eine Ableitung s-ter Stufe, wobei:

s=m+n+2p,
bezeichnen miissen.

Zunichst sei nach der Zahl der Ableitungen einer gegebenen Stufe s
gefragt. ‘

Da durch die Operationen f,, f,, f; die partiellen Ableitungen
4 i B -l ; " = e e
7 B0 5y vollstindig bestimmt sind, so ist die Zahl der unabhéngigen
Operationen s-ter Stufe gleich der Zahl der unabhangigen Ableitungen s-ter
Stufe.

Aus der ersten der Relationen (2) folgt ferner, dass alle Operationen
einer beliebigen Stufe, welche die Differentiation f, enthalten, durch solche
Operationen derselben Stufe ausgedriickt werden konnen, welche durch fort-
schreitende Ausfiithrung der Operationen f,, f, allein entstehen. Die letzte-

ren Operationen kann man allgemein folgendermassen bezeichnen:

3) R

unter %,, 4,,..., % die Zahlen 1 oder 2 verstanden.

Die Zahl der unabhédngigen Operationen s-ter Stufe von der Form (3)
ist also auch gleich der Zahl der unabhangigen partiellen Ableitungen s-ter
Stufe einer Funktion der Veranderlichen z, y, ¥
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Bei Bestimmung dieser Zahl, die mit ¢, bezeichnet werden moge, muss
man zwei Fille unterscheiden, jenachdem s gerade oder ungerade ist.
Im ersten Falle sei gesetzt s =2¢; dann kann man schreiben:

=N +N+N+.. ..+ N,

unter N; die Zahl derjenigen Ableitungen verstanden, in denen nach y 7-mal
differenziert wird. Die Zahl N, ist zugleich die Zahl der partiellen Ableitun-

gen (s —24)-ter Ordnung einer Funktion zweier Verdnderlichen. Es ist
daher:

M——:S-—Ql—*'l (Z:O, Ts 2, o 1,‘)
(4) ss=21e (s—2i+1):(§,ﬂ2:2)2
oder:

e = (t 4 1)

Ist nun s ungerade, dann sei gesetzt: s =27 1. Es ergibt sich dann
analog:

(5) a= Oy (s — 241 = EHDETD)

oder:

a1 =4 1) (F+2).

Die Anzahl aller Ausdriicke von der Form (3) betragt offenbar 25 Zwi-
schen den durch diese symbolischen Ausdriicke dargestellten Operationen
s-ter Stufe miissen daher gewisse Relationen bestehen, welche der Willkiir-
lichkeit der Reihenfolge von Differentiationen im Falle gew6hnlicher partieller
Ableitungen entsprechen. Die Zahl dieser Relationen moge mit v, bezeich-
net werden. Sie driickt sich verschiedenartig durch s aus, jenachdem s ge-
rade oder ungerade ist und zwar folgendermassen:

©) 8S=24; =2 (%2)2
oder
Moy == 2% — (8 4-1)%;
(7) 8 =2t 1: nszgs_(sﬂf_%‘?ﬂ

oder
Mooy = 294K — (2 4 1) (£ 4 2).

Mit Riicksicht auf das Weitere mogen die erwidhnten Relationen fiir
s =2, 3, 4 wirklich aufgestellt werden.
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Fiir s =1 hat man:
81:2) 7}1:0

. Die unabhingigen und zugleich allein existierenden Operationen erster
Stufe sind: f,, f,.

Ferner ergeben die Formeln (4), (6) fiir s =2:
=4, 7,=0.
Die Operationen zweiter Stufe lauten:

fll’ fl?) f21’ f22'

Sie sind voneinander unabhingig.
Fiir s =3, {=1 bekommt man aus (5) und (7):

Gro== W =P
Zwischen den acht Operationen dritter Stufe:

flll’ f112’ fl?l’ f122’ f21| ’ f2127 f22l7 f222

bestehen die zwei folgenden Beziehungen:

fl»m“}‘fzu :2f121)
f221 ‘I‘f122=2f212-

Diese Beziehungen bekommt man durch Anwendung der ersten der Re-
lationen (2), darin an Stelle von f der Reihe nach f; und f, gesetzt und
durch Bildung der Relationen, die sich aus (2) durch Ausfiihrung der Opera-
tionen f;, f, ergeben.

Es moge endlich s =4, { =2 gesetzt werden. Dann ergibt sich aus
(4) und (6):

8)

B T =T

Zwischen den 16 Operationen vierter Stufe bestehen zunichst 8 Relatio-
nen; vier von ihnen folgen aus den Relationen (8) durch Ausfithrung der Ope-
rationen f,, f,. Vier andere ergeben sich auf die Weise, dass man in den
Relationen (8) f durch bzw. f; und f, ersetzt. Von diesen acht Relationen
sind aber nur sieben voneinander unabhdngig. Die letzteren kann man fol-
gendermassen schreiben:
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fi121 + For11 = 210115
[1122 + fariz = 2f1010)
Faout ~+ Fras = 215101
9) fiziz =+ Fizea = 2 [0,
1112 + Frann = 21121
fa201 + Fares = 2[a0125
fios = f2112-

Die Relationen (8) einerseits und die Relationen (9) andererseits lassen
sich paarweise derart anordnen, dass jede Relation eines jeden Paares durch
Vertauschung der Indices 1, 2 aus der anderen Relation desselben Paares her-
vorgeht. Dieser Umstand lasst sich leicht erkldren.

Alle vorstehenden Relationen sind ndmlich eine Folge der Vertauschbar-
keit der benachbarten Indices 1, 3 bzw. 2, 3. Die Indices 1, 2 erscheinen des-
wegen in ihnen gleichberechtigt.

Es lasst sich nun die allgemeine Gestalt der Relationen zwischen den
Operationen s-ter Stufe angeben.

Zunichst sei bemerkt, dass die Beziehungen (2) mit den folgenden:
fis —Ffu =1
(10) iz + Fors = 2[1015
l foor 4 frza = 2/,

vollstandig dquivalent sind, wie man sich unmittelbar {iberzeugen kann. Aus
der ersten der Relationen (10) folgt namlich:

f13:fuz _fma fzszfznz—fzm’
fu:fm_fzn» fszzfnz— 212 °

Bestehen ausserdem die zwei letzten der Relationen (10) oder die Rela-
tionen (8), so ist auch:

fis = Fs1s fos = Iss-

Auf Grund dieser Bemerkung kann man weiter schliessen, dass alle Re-
lationen zwischen den Operationen einer beliebigen Stufe aus den Relationen
(10) allein erhalten werden koénnen. Die Relationen zwischen den Operatio-
nen von der Form (3) miissen daher aus den Relationen (8) allein abgeleitet
werden konnen.

Aus jeder Relation einer gewissen Stufe s kann man vier Relationen
(s-1)-ter Stufe ableiten, und zwar einerseits durch Ausfithrung der Operatio-
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nen fy, f,, andererseits durch Anwendung dieser Relation s-ter Stufe auf
fi, f,. Dies sind zugleich die einzig moglichen Wege zur Ableitung der Re-
lationen von aufeinanderfolgenden Stufen aus den Relationen (8). Alle unab-

. hdngigen Relationen einer beliebigen Stufe kénnen also aus den Relationen
von der folgenden allgemeinen Form abgeleitet werden:

Foior 120 gty + ot iy iy =2 06 1200 4,
(11) ot 220 gty Toiie 1200, 4, = 2 foan g n24. 4004,
=04..:..;, 8— 3)
Einem jeden Werte von % entsprechen 2:—3 verschiedene Komplexionen:

p ; s ot Sgy S L g
es gibt also im Ganzen:

(12) Pe2-3 (83— 9. 2=(—2.22, =3

verschiedene Relationen von der Form (11), die aber nicht alle voneinander
unabhdngig zu sein brauchen. Insbesondere bekommt man:

dTai==23 M Py == 24,
Eiirs 8 =6 nistaalioemein i o= 0t Ry
Es ist also immer: Bl (s 2).

Die Relationen (8) erscheinen als charakteristische Identitdten fiir die
Operationen f;, f,, indem sie alle Relationen héherer Stufen nach sich ziehen.

Mit Riicksicht auf das Folgende mo6ge noch bemerkt werden, dass die
Relationen (11) gebildet fiir s=3, 4,...co die folgenden infinitesimalen Trans-
formationen:

QlF:'flz?—}_ I %fﬁ-:‘i_"—z ft}-‘a-n"sl ; afﬁ.-,a.f.;,‘_..-s + ki

i'kzl, 2

92F3f2.%l;+f12-%f{+~--+2fc‘,i,...is2-a—F +...,

i iy igenn iy
(13) =12
oF oF QF
OF=fi. g+ hu gt b X fruns 7t
Q=12 Gydgenie dg

oF oF °F
L 94F:f2~a_f + fa é*fl++2 F2ide.. fgle Vafi,i,..‘.i; —+....

=12
gestatten.
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§ 2. Systeme von partiellen Differentialgleichungen zwischen
den Operationen W (xyy');:, ..., deren allgemeinste Losungen nur
von einer endlichen Anzahl willkiirlicher Konstanten abhéngen.

Die nachstehgenden Betrachtungen bilden das Analogon zu den Betrach-
tungen des Kapitels 10. des ersten Abschnitts der .Transformationsgruppen®.
Sie sind fiir das Folgende von ebenso ausschlaggebender Bedeutung, wie das
genannte Kapitel fiir die Theorie der Punkttransformationsgruppen.

In den Verdnderlichen «, y, 4/ mo6ge man sich ein System von partiellen
Differentialgleichungen beliebiger Ordnung vorgelegt denken. Die partiellen
Differentialquotienten der Funktion W (xyy’), welche in diesem System auf-
treten, mogen ferner durch die Operationen:

(1) Wi.iz....f‘

ausgedriickt werden, wobei die Indices ¢ nur die Werte 1, 2 annehmen. Auf
diese Weise bekommt man ein System von Differentialgleichungen zwischen
den Operationen (1) und unter der Stufe dieses Systems moge die hochste
Stufe der in ihm vorkommenden Operationen verstanden werden.

Dieses System soll gewisse besondere Eigenschaften besitzen. Es moge

vorausgesetzt werden, dass es in der Form, in welcher es vorliegt, die folgen-
den Bedingungen erfiillt: '

Erstens: Wenn s die Stufe der hochsten in dem Systeme vorkommen-
den Differentialoperationen ist, so sollen sich vermége der Gleichungen des
Systems durch Auflésung sdmtliche unabhingige Differentialoperationen s-ter
Stufe durch die Differentialoperationen erster bis (s—1)-ter Stufe und durch
z, Y, y', W ausdriicken lassen. Dagegen soll es nicht moglich sein, auf
diese Weise sdmtliche unabhingige Differentialoperationen (s— 1)-ter Stufe
durch die von niedrigerer Stufe und durch «, y, ¥/, W auszudriicken.

Zweitens: Durch einmalige und zweimalige Ausfiithrung der Operatio-
nen f;, f, auf das vorgelegte System und durch Kombination der erhaltenen
Gleichungen sollen sich nur solche Relationen zwischen «, ¥, %', W und
den Operationen erster bis (s—1)-ter Stufe ergeben, welche bereits ohne Dif-
ferentiation aus dem vorgelegten Systeme folgen.

Diese speziellen Voraussetzungen iiber die Form des vorgelegten Glei-
chungensystems sind nur der Bequemlichkeit wegen gemacht worden. Selbst-
verstdndlich lassen sich die folgenden Betrachtungen {iberhaupt auf jedes Sy-
stem von Gleichungen zwischen den Differentialoperationen (1) anwenden,
welches durch Ausfithrung der Operationen f,, f, und durch Eliminationen
die eben beschriebene Form erhalten kann.
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Es lasst sich beweisen, dass jedes System von Gleichungen, welches die
vorhin beschriebenen Eigenschaften besitzt, integrabel ist und dass die allge-
meinste Funktion W von z, y, ¥', welche dem Systeme geniigt, nur von
einer angebbaren endlichen Anzahl willkiirlicher Konstanten abhangt.

Diesen Satz kann man in der Weise begriinden, dass man das bespro-
chene Integrationsproblem nach dem Vorgange von Lie auf das Problem
zuriickfiihrt, ein Gleichungensystem zu finden, welches eine Anzahl von ge-
gebenen infinitesimalen Transformationen gestattet. Das letztere Problem
kann man auf Grund der Entwickelungen des Kap. 7. des ersten Abschnitts
der ,,Transformatlonsgruppen sofort erledigen.

Andererseits wird man noch zeigen koénnen, dass der besprochene Satz
sich umkehren l4sst, ‘dass namlich jede Funktion W (zyy'a,..... a,) wel-
che eine endliche Anzahl # von willkiirlichen Parametern a; enthilt, die all-
gemeinste Losung eines gewissen Systems von Gleichungen zwischen den
Differentialoperationen darstellt.

Es moge nun fiir die Differentialoperationen k-ter Stufe die folgende
Bezeichnung:

Wit = WO (a1, 2,.0. 5%
eingefiihrt werden. Ausserdem setze man:
(W(kJ) A W(k) (W(k)) U‘)

so dass also WP, W/% die Differentialoperationen (k- 1)-ter Stufe be-
deuten. :

Nach diesen Festsetzungen sei das zu untersuchende System von Dife-
rentialgleichungen folgendermassen geschrieben:

ey R OTIN o 0 P =D,
(2) Fou (W OSeBegii) = 0 .. .., Fgir =0,
| W =, . @Yy W,.... We-v).
(f=uls AR SR =] D oy Teimal D s S).
Die Gleichungen F,y; =0 (=1, .... r) stellen die Relationen zwi-

schen den Differentialoperationen dritter bis mit (s—1)-ter Stufe von der
Form (11) § 1 dar. Bezeichnet man also mit ¢, die Zahl der unabhéngigen
Differentialoperationen %-ter Stufe, mit v die Zahl der unabhingigen Rela-
tionen zwischen den Operationen k-ter Stufe (diese Zahlen sind in § 1 be-
stimmt worden), so wird:

= Z 2 (2F — &)

k=3
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Diese 7 Relationen soll man sich also zu dem gegebenen Gleichungen-
system hinzugefiigt denken. Das gegebene Gleichungensystem

PN N Y
W =&
moge mit (2’) bezeichnet werden.

Die Gleichungen F;=0,...., F,4,=0 sind hier als voneinander
unabhingig vorausgesetzt. Die 2 Gleichungen W® = & sind allerdings
von den F' = 0 unabhingig, aber nicht untereinander, da unter den 2° Aus-
driicken W nur e, < 2° voneinander unabhingige Differentialoperationen
darstellen. Es miissen also zunichst die folgenden Relationen

l Di..... guizigy g iy T i gontiy g (= 2Pi . groti gy,
(3) l R uBingge T Do 106,00 4=2F0 _ Gutiie0 4

k=0,1...8-3)
vermoge der Gleichungen F'= 0 identisch bestehen.

Das Gleichungensystem (2') hat nun nach Voraussetzung die Eigen-
schaft, bei einmaliger und bei zweimaliger Ausfithrung der Operationen f, f,
keine neuen Relationen zwischen den z, ¥, ¥/, W, ..., W& zu liefern. Alle
Relationen zwischen den =z, y, ¥/, W, ..., W&=1 welche sich bei einmaliger
und bei zweimaliger Ausfithrung der Operationen f,, f, aus (2') ergeben,
miissen also eine Folge von F'=0 sein.

Man findet die betreffenden Relationen, indem man auf die Gleichungen
(2) die Operationen f;, f, zweimal aufeinander ausfithrt und sodann alle
Differentialoperationen von (s-}1)-ter und (s-}2)-ter Stufe wegschafit und
alle von s-ter Stufe durch ihre Werte aus (2) ersetzt.

Man bezeichne:

— P
4 q)jx~--jkik+1---!'s_(I)ii,...

Durch Ausfithrung der Operationen f,, f, auf die Gleichungen F;=0
(k=1, 2... ¢) und nachherige Elimination der Differentialoperationen_s-ter
Stufe bekommt man die Gleichungen:

ik

2s—2

2s—1
SF ] oF (s—2 aFk (s_
[ But 535 Watoo. . +2 aW-(“g)' - s oy oU

07

1
(5) ] 95—2 9s—1
2 F; . OF L 2F 's
l Fis S PP Yl —{—2' ol R 2‘+Z k H_o

) W - 2 Wi(s—Z) - 2 W(s 1)
= e
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Nach der Voraussetzung sind die Gleichungen (5) eine Folge von
F,=0(k=1,..., g}r). Bezeichnet man:

9s—2 9s—1
of e e °f
Qlf:fl—l_Wl.f*—‘—..."l_ ¢ I/V;‘(l . s_*—‘“ ¢ Oy — AT
oW Z oW Z aWS D
(9) 2
98— 28——
— we gy, B
ENES A A N + 20 7 - z,+2 Sy

so sind die Gleichungen
Q,F=0, QFR=0 =1, ... %)

nach der Voraussetzung eine Folge von F; =0,..., Fo,=0.

Die beiden infinitesimalen Transformationen (6) fithren die Relationen
dritter bis (s —2)-ter Stufe unter den Relationen: Fyy; =0,...., Fyqur, =0 in
gewisse Relationen iiber, welche unter den Relationen vierter bis (s—1)-ter
Stufe enthalten sind. Die Relationen (s—1)-ter Stufe werden in gewisse un-
ter den Relationen (3) fibergefithrt. Die letzteren bestehen identisch vermoge
der Gleichungen F' = 0; dasselbe gilt auch fiir die Relationen, welche sich
aus (3) durch Ausfithrung der infinitesimalen Transformationen Q,f, Q,f er-
geben. Da die Relationen (3) eine Folge der Gleichungen F,=0, ..., F¢;,=0
sind, so kann man mit Riicksicht auf das Vorhergehende sagen, dass das
ganze Gleichungensystem: F; =0,...., F,., =0 die beiden infinitesimalen
Transformationen €, f, Q,f gestattet.

Fiihrt man andererseits die Operationen f,, f, auf die Gleichungen
W = @ aus und eliminiert sodann alle Differentialoperationen s-ter Stufe,
so bekommt man:

) W =9, (®);  WH =g, (@)

Aus diesen Gleichungen sind jetzt noch alle Differentialoperationen
(s+1)-ter Stufe wegzuschaffen. Dazu muss man die zwischen den Differen-
tialoperationen (s-f-1)-ter Stufe WY bestehenden Relationen benutzen. Es
kommen aber dabei nur die folgengen Relationen in Betracht:

(s—2) (s—2) (s—2)
I VV-lm + szll =2 Wzsl‘>1 ’
(8) l (s—2) (t—2) 5 —2)
W422I —|_ Ws 122 =2 Wl2l‘7 X
Die iibrigen Relationen liefern nichts neues, weil sie nur solche Glei-
chungen zwischen den x, ¥, ¥/, ...., W&=1 ergeben, welche aus den Glei-
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chungen (3) durch Ausfithrung der infinitesimalen Transformationen ,f,
Q, f folgen.

Setzt man nun die Ausdriicke (7) in die Relationen (8) ein, so bekommt
man die Gleichungen:

£ [ 2 (@) + @ (@F7) =29, (DY),
| o, (@52) + 0, @!5?) = 20, (@&,

G=1,2,..., 2.

Dieselben miissen nach der Voraussetzung vermoge der Gleichungen
F =0 identisch bestehen.

Es bleibt noch iibrig, diejenigen Relationen zwischen den
z, Y, Yy, W, ...., WeD aufzustellen, welche sich aus (2') durch zweima-
lige Ausfithrung der Operationen f,, f, und Elimination der Operationen
s-ter, (s-1)-ter und (s4-2)-ter Stufe ergeben.

Dabei liefern die Gleichungen F =0 nichts neues. Die Gleichungen:

QFf=0, QF=0 (=1,..,q+7

bestehen identisch vermége der Gleichungen F, =0, ..., Fy, = 0 und das-
selbe gilt von den Gleichungen, welche sich aus den obigen durch Ausfithrung
der beiden infinitesimalen Transformationen (6) ergeben.

Durch Ausfithrung der Operationen f,, f, auf die Gleichungen (7) und
nachherige Elimination der Differentialoperationen s-ter Stufe bekommt man
die Gleichungen:

() B Iy . g o s)
o) el (@); W=, (@ (@)
Wio =2 (2 (DP);  W=12,(Q, (D).
Aus diesen Gleichungen sind jetzt alle Differentialoperationen (s4-2)-ter
Stufe wegzuschaffen. Dazu muss man die zwischen den Differentialoperatio-
nen (s4-2)-ter Stufe W**® bestehenden Relationen benutzen. Es kommen

analog wie vorhin, nur die folgenden Relationen in Betracht:

1112 1211 1121 2

] =1 > W _ 9 W=D
() l (s—=1) (s—1) (s=1)
Wion + Wiiee =2 Wi -
Die iibrigen Relationen (s-}-2)-ter Stufe liefern nichts neues, weil sie nur
solche Gleichungen zwischen den z, y, ¥, W,..., W=D ergeben, welche
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aus den Gleichungen (3) und (9) durch zweimalige bzw. einmalige Ausfithrung
der infinitesimalen Transformationen 2, f, Q,f folgen.

Setzt man nun die Ausdriicke (10) in die Relationen (11) ein, so be-
kommt man die Gleichungen:
] Qy (2, (D7) 4 €4 (@, (D)5) =29, (2, (7)),
(12)
| 0, @, @57 42, (@ (@l ) =2, @, @)

2
G=1,9,...., 2.

Dieselben miissen nach der Voraussetzung ebenfalls vermoge der Glei-
chungen F, =0,..., F,, =0 identisch bestehen.

Die in der Einleitung geforderten Eigenschaften des Systems (2') kann
man also analytisch folgendermassen formulieren:

1) das Gleichungensystem F; =0,...., F,;, =0 gestattet die beiden
infinitesimalen Transformationen ,f, Q,f;

2) die Gleichungen (3), (9), (12) bestehen vermdge der Gleichungen
_Fyl =O, .oy Fq+r=0-

Es mége nun irgend eine Losung

W =9 (@yy)

der Differentialgleichungen (2’) vorgelegt sein. Sie ist dann auch die Losung
des Systems (2).

Durch Ausfiihrung der Operationen f,, f, erhdlt man die W®, W® ..
... WG&-b als Funktionen von z, ¥, 9’ dargestellt:

W= gy . 0. W= @yy)
Gis AR A L0

und wenn man diese Ausdriicke sowie den Ausdruck fiir W in die Gleichun-
gen (2) einsetzt, so bekommt man lauter Identitaten.

Hieraus geht hervor, dass die Gleichungen F;=0,...., Fp;, =0
ihrerseits bei der Substitution:

13) W=yg@yy), W= (@yy);. .. . W )=o) (eyy)

ig—1

sich in Identititen verwandeln. Das kann man auch folgendermassen aus-
driicken: das Gleichungensystem (13) umfasst die Gleichungen:

FIZO,..., Fq+,:0
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Es ldasst sich ferner beweisen, dass das Gleichungensystem (13) die

beiden oben besprochenen infinitesimalen Transformationen .7, @, f ge-
stattet. :

In der Tat, es verschwinden zunichst alle Ausdriicke:
G~ 9) =T ol

QW — ) =W, —q..,

9y (s—2) _  (s—2)\ __ (s—2) __  (—2)
SR i W e

ig—2, v Tig2 y
v=1,2; 4=1,2,..., 2%, k=1,.., s—2)

vermoge (13), denn die Gleichungen (13) sind aus W — ¢ — 0 durch Aus-

fithrung der Operationen f;, f, hervorgegangen. Aber auch die Ausdriicke
: ()l Gt S le—]) (s—1)
. (Wis-1 Pi,_1 i

l—1, v oF (Pis—l, v
(e, 20 s sty g L Ly
verschwinden vermoége (13), denn die Gleichungen:

(=1) = (s—1)

f9—1,. 5—1, v

v=1, 2)
werden, wie schon auf S. 147 (13) gesagt, durch die Substitution:
W — o W(l) et '\F(l) W(s) ey (P(S)
’ o T 7 e I o e
identisch befriedigt.

Damit ist die oben aufgestellte Behauptung bewiesen.

Es moge jetzt umgekehrt ein Gleichungensystem von der Form (13)
vorliegen, {iber welches man weiter nichts weiss, als dass es die infini-
tesimalen Transformationen Q,f, Q,f gestattet, und die Gleichungen
F, =0, ...., F;=0 umfasst. Das vorgelegte System muss dann auch die
infinitesimale Transformation (2, Q,) gestatten. Die Gleichungen (13) ent-

stehen alle aus der Gleichung W = ¢ (zy¥’) durch Ausfithrung der Opera-

tionen f,, f,. Da ausserdem unter den gemachten Voraussetzungen die
Gleichungen

Sy b L L

Pk

eine Folge von (13) sind und die Gleichungen F, =0, ..., F,;,— 0 ebenfalls,
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so wird das Gleichungensystem (2) identisch befriedigt, wenn man die Sub-
stitution (13) darauf ausfithrt und sodann noch setzt:

s—1 (s—1
W:s_lfv — cpl,s_lf : =1, 2).

Die Gleichung W=o (zyy') stellt also eine Losung des Systems
(2) oder (2) dar. Man ersieht daraus: jede Losung W =g (zyy’') der
Differentialgleichungen (2) liefert ein ganz bestimmtes Gleichungensystem
von der Form (13), welches die infinitesimalen Transformationen 7, Q, f
gestattet und -die Gleichungen F, =0, ...., F,, =0 umfasst. Umgekehrt
liefert jedes Gleichungensystem von der Form (13), welches die eben angege-
benen Eigenschaften besitzt, eine ganz bestimmte Losung der Differential-
gleichungen (2). Folglich ist das Problem, alle Losungen der Differential-
gleichungen (2) zu bestimmen, &dquivalent mit dem Problem, alle Glei-
chungensysteme von der Form (13) zu finden, welche die infinitesimalen
Transformationen Q,f, Q,f gestatten und ausserdem die Gleichungen
F,=0,..., Fiy,— 0 umfassen. Kennt man die allgemeinste Losung des
einen dleser beiden Probleme, so ist zugleich die allgemeinste Losung des
anderen gegeben.

Dieses neue Problem ldsst sich auf Grund der Entwickelungen in Kap. 7,
S. 118 ff. des ersten Abschnitts der ,,Transformatlonsgruppen sofort er-
ledigen.

Jedes der gesuchten Gleichungensysteme gestattet mit Q, £, €,/ zugleich
auch die infinitesimale Transformation: g

o

9 s [=(2, )= f3+(W12 W) .- W+ —Q—Z (W(s‘3) *—3))

112 12l

) W(S——")
9s—1 9s—1

s (s—2) (s— s—
+2 (DD O-2). aW“‘” +2 (2, (D) — @, (@) e o

Zundchst ist hervorzuheben, dass die infinitesimalen Transformationen
Q. f, Qf, Q,f voneinander linear unabhéngig sind, weil die Operationen
fi, f., f; voneinander unabhingig sind.

Durch Ausrechnung ergibt sich ferner:

(2,9) = o — fon + Wizt — Wars — Wogg — W] 204

gs—+4

EeY & —4 (s—4) ( 3f
+2 VVz(sl"l) ;{;11)’ (W —Wia ]

112 121 —
i i 2 Wi(s 4)



elope ey Wt. Gasiorowski. (16)

i211 Q112 i121 T (3—3)

95—
+2 [DU=9 _ @Y _ (@f® — ooy of
il

aW e
g5—2
+ 340, @15° - 9l 19, ) — A @
el

_+jg{g[g(®Wﬂ) Q, (D) —(2,9,) 9. ﬂW@IV

Die Koeffizienten von aanV, 10 aAI/Ii—(]:_:"T verschwinden identisch in-

folge der Relationen zwischen den Operationen dritter bis (s—1)-ter Stufe.
Die Koeffizienten der drei letzten Summen verschwinden vermoége der Glei-
chungen F,=0, ..., F4,=0, wie die Gleichungen (3), (9), (12) zeigen.

Folglich besteht fiir die Wertsysteme x, y, ¢/, W,..., W& des Gleichun-
gensystems F, =0, ..., F,,=0 die Relation
(2,9,) = 0.

Ganz analog kann man sich {iberzeugen, dass fiir die Wertsysteme

z,y,y, W,..., WeD des Gleichungensystems F, =0, . s vy Haipa ®
die Relation

(2,9,) =0

besteht. Ausserdem besteht die Relation

Qf 4 (19,) =0
identisch.

Man hat hier also den speziellen Fall, dessen Erledigung durch das The-
orem 19 in Kap. 7, S. 132 gegeben ist. Mit Hilfe dieses Theorems kann man
iiberhaupt alle Gleichungensysteme aufstellen, welche Q,f, Q,f, Q,/ ge-
statten und die Gleichungen F;, =0, ..., Fy;, =0 umfassen. Es hat keine
Schwierigkeit darunter diejenigen Gleichungensysteme anzugeben, welche
die Form (13) erhalten konnen.

Setzt man nun weiter die Untersuchung genau in derselben Weise fort,

wie es in den ,Transformationsgruppen® (erster Abschnitt; Kap. 10, S. 176 ff)
geschieht, so gelangt man zu dem folgenden Satze:

Cheorem 1.

Besitzt ein System von partiellen Differentialgleichun-
gen ster Stufe
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Fy (ww Y, y,’ W(l)w AL A3 W(a)) =0
(FE=tls 2 )

die Eigenschaft, dass alle unabhdngigen Differentialopera-
tionen s-ter Stufe Wi(s) durch die Differentialoperationen nie-

drigerer Stufen, durch W und =z, y, ¥y ausgedriicki werden
konnen, wahrend das entsprechende jedenfalls nicht fiir alle
unabhidngigen Differentialoperationen (s—1)-ter Stufe gilt,
liefert ausserdem das vorgelegte System bei einmaliger und
bei zweimaliger Ausfithrung der Operationen f,, f, nur sol-
che Relationen zwischen z, y, ', W und den Differentialope-
rationen erster bis (s— 1)-ter Stufe, welche aus dem Systeme
selbst folgen, so enthdlt die allgemeinste Lésung: W=o(xyy')
des betreffenden Systems von Differentialgleichungen nur
eine endliche Anzahl von willkiirlichen Konstanten.
Die Zahl dieser willkiirlichen Konstanten ist gleich:

eo+€1+92+""+e"‘l_q’

wo mit & die Zahl der unabhidngigen Differentialoperatio-
nen k-ter Stufe bezeichnet ist und mit ¢ die Anzahl der un-
abhingigen Relationen, welche das betreffende System zwi-
schen z, ¥, ¥ und den Differentialoperationen erster bis
(s—1)-ter Stufe liefert.

Die allgemeinste Léosung W=g¢ (xyy’) selbst findet man
durchlIntegration eines dreigliedrigen vollstdandigen Systems

in
3—g+1+e+e4... 48
unabhdngigen Verdnderlichen.

Ebenso kann man, ohne eine Kleinigkeit 4ndern zu miissen, die Analoga
zu den beiden folgenden Sitzen des zitierten Kap. 10 (S. 183) beweisen.
Die entsprechenden Sitze lauten:

Satz 1:
Ist W eine gegebene Funktion der Verdnderlichen z, ¥, 9/
und einer endlichen Anzahl von Parametern a,, ..., a:

W=¢@yya ... a),

so gibt es stets ein integrables System von partiellen Diffe-
rentialgleichungen W, WO, W@, ... welches W als Funktion

Prace mat.-fiz., t. XXVI. 17
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von z,y,y bestimmt und dessen allgemeinste Lésung eben
durch die Gleichung W=g¢ (xy¥y'a,... a,) dargestellt wird.

Verbindet man diesen Satz mit dem Theorem I, so erhdlt man sofort den

Satz 2.
Ist ein integrables System von partiellen Differential-

gleichungen
Fo(xy 9y ¢, W, WO, 00 iFR=—10 a=12...)

so beschaffen, dass seine allgemeinste L6sung nur von einer
endlichen Anzahl willkiirlicher Konstanten abhidngt, so ldsst
es sich stets durch Ausfiihrung der Operationen f;, f, und
durch Eliminationen auf eine Form bringen, welche die fol-
genden beiden Eigenschaften besitzt:

Erstens sind alle unabhidngigen Differentialoperationen
von einer gewissen, etwa von der s-ten Stufe durch die von
niedrigerer Stufe und durch W, «, y, ¥/ ausgedriickt, wiahrend
das entsprechende jedenfalls nicht fiir alle unabhédngigen
Differentialoperationen (s—1)-ter Stufe gilt.

Zweitens ergeben sich durch einmalige und durch zwei-
malige Ausfiihrung der Operationen /|, f, nur solche Relatio-
nen zwischen den x, y, %', W und den Differentialoperationen
erster bis (s—1)-ter Stufe, welche bereits ohne Differentiation
aus den vorhandenen Gleichungen folgen.

§ 3. Verallgemeinerung der bisherigen Betrachtungen.

Die Betrachtungen der beiden ersten Paragraphen lassen sich sofort ver-
allgemeinern.

Es moge eine Funktion f der 2n -+ 1 Verdnderlichen:
(1) ) SR VI e D

vorliegen.

An Stelle der partiellen Ableitungen mdgen folgende Differentialopera-
tionen:

Jiih i ] ap AAAE, St ]

(2) f(i)—éi;+p"eﬁ’ f(?)_apv’ fs=7>

eingef iihrt werden. Ferner bezeichne man:

ke )



(19) Uber die Definitionsgleichungen u. s. w, 153

Dann bestehen die Relationen:

'Ma=@w;%@=@w

5 o A

. flz)=f(21), v = .

. Ve
Mit Ausnahme von f(l), f<2), wo v dieselbe Zahl in beiden Operatio-
nen bedeutet, sind alle Operationen (2) vertauschbar, d. h. ihre Reihenfolge
gleichgiiltig.

Man kann ferner analog, wie im § 1. beweisen, dass alle Relationen
zwischen den Operationen:
Tt .-,) ;
(V’V"',' Vg

wobei 4,,...,% Zahlen aus der Reihe 1,2 und v,,...,v, Zahlen aus der Reihe
1,2,..., n bedeuten, aus folgenden Relationen:

f(lz —f(21> (»==v),
4) f(uz) == f(zu) = 2f(121) )

Yy, yvy yyy,

f(221)+f(122 —‘2f212 )

yyy. VV\' yvy

allein durch Ausfiihrung der Operationen f(l), f(g) abgeleit werden konnen.

Die letzteren mogen wie vorhin die Differentialoperationen erster Stufe ge-

nannt werden. Dann wird man die Operationen f< T -‘;) in denen die ¢ die Zah-

Vyeeo Vg 7
len 1, 2 und die v Zahlen 1, 2,... n reprasentieren, als die Differentialope-
rationen s-ter Stufe bezeichnen miissen.

Nach diesen Vorbereitungen kann man ohne Weiteres den folgenden
Satz aussprechen:

Theorem la.

Besitzt ein System von partiellen Differentialgleichun-
gen s-ter Stufe:

F]‘((l}]-.. Tny Py v Pny 2, Wa W(l),"' W(”):O
(oi="1, 2,.. 9
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die Eigenschaft, dass alle unabhingigen Differentialopera-
tionen s-ter Stufe W® durch die Differentialoperationen nie-
drigerer Stufe 'und durch W, x,..! Tn, 2; 9;... purausgedriickt
werden kénnen, wihrend das entsprechende jedenfalls nicht
fiir alle unabhidngigen Differentialoperationen (s—1)-ter Stufe
gilt, —liefert ausserdem das vorgelegte System bei einmali-
ger sowie bei zweimaliger Ausfiihrung der Operationen f(vl),

f(z) nur solche Relationen zwischen ;... ®u, Bp--- Pu, 2 und

den Differentialoperationen erster bis (s—1)-ter Stufe, welche
aus dem Systeme selbst folgen, so enthdlt die allgemeinste
Loésung:

W= ... 05 2;Ppsi Py

des betreffenden Systems von Differentialgleichungen nur
eine endliche Anzahl von willkiirlichen Konstanten. Die Zahl
dieser willkiirlichen Konstanten ist gleich

oteateu+...+ea—gq,

wo mit ¢, die Zahl der unabhdngigen Differentialoperationen
k-ter Stufe bezeichnet ist und mit ¢ die Anzahl der unabhin-
gigen Relationen, welche das betreffende System zwischen
Liwrnis v Dpiss Dy e e vndE dllen ¥ B itfetentialoperationen
erster bis (s—1)-ter Stufe liefert. Die allgemeinste Lésung
W=9 @, ... Tupy ... p3) selbstfindet man durch Integration
eines (2n - 1)-gliedrigen vollstdndigen Systems in

2n4+1—q+ e +¢ + - ..+ 8

unabhidngigen Verdnderlichen.

Der Beweis dieses Satzes ist fast identisch mit dem Beweise des ent-
sprechenden Satzes im Falle dreier Verdnderlichen x. ¥, . Am zweck-
méssigsten ist es dabei, nicht nur die unabhangigen, sondern alle Differen-
tialoperationen mitzunehmen und zu dem gegebenen System von Differential-
gleichungen die Relationen zwischen den Differentialoperationen, welche den
Relationen (11) in § 1 entsprechen, hinzuzufiigen.

Schliesslich sei noch bemerkt, dass der oben ausgesprochene Satz sich
auch auf den Fall tibertragen lasst, wo nicht nur eine unbekannte Funktion,
sondern mehrere unbekannte Funktionen U, V, W,... der Verdnderlichen

2, Xy... Tu, Py... P in dem gegebenen Systeme von Differentialgleichun-
gen vorkommen.
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Diese weitere Verallgemeinerung wird aber im Folgenden nicht benutzt,
da man nur mit einer einzigen Funktion zu tun haben wird, namlich der s. g.
charakteristischen Funktion der infinitesimalen Berithrungstransformationen.

§ 4. Relationen zwischen den Ableitungen der durch eine
Beriihrungstransformation transformierten Verdnderlichen.

Es sei eine beliebige Berlihrungstransformation in der Ebene vorgelegt:
(1) r=X(@yy); y="Y@yy); v =P @yy).

Die Forderung der Invarianz der Pfaff’schen Gleichung dy—y'.dx=0
zieht bekanntlich die folgenden Relationen nach sich:

Y oX

Famlaku ] pr b B 2 S !
3o P'I«)x— e 4%
Y oX
ey =P
oY 2X
ay,'—P.a—y,—-’—-O.

Eliminiert man den Faktor p, so bekommt man:
(2) S e CREEE S o

Berechnet man ferner die Differentialoperationen dritter Stufe von ¥
und setzt die erhaltenen Werte in die Relationen

Y112 —’r‘ qu =2 Ym:
Y221 + Y122 =2 Y:)w,

ein, so ergeben sich die folgenden Relationen zwischen den Ableitungen von
X P rallem:

P11X2+P12X1+2P1X21:X11P2+X12P1+2X1P21,
AR AL AgE il e G ol B A D B N

3)

Analog ergeben sich aus den Gleichungen (2) mit Riicksicht auf die
Identitdten vierter Stufe (Formeln (9) in § 1.) die Relationen:
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QP Xt (Pia 8P X 2 P @ N e X )
=2Xyy; . P+ Xy — 3Xn) - P+ 2K, . 3 Py — Poy),

Poy X, Poa L, - Py X -2 P
e Ky o Xk Xos o/ Pocle O L s

P, X (P NP Y X, PP
=2 X P A (K- 3Ky Py - 28 8P i)

(4) -3

Die 4 Ableitungen erster Stufe der X, P sind unabhingig. Unter den
8 Ableitungen zweiter Stufe der X, P sind nur 6 unabhingig, unter den 12
Ableitungen dritter Stufe der X, P sind nur 9 unabhingig, — also so viele,
wie es Ableitungen dritter bzw. vierter Stufe einer einzigen Funktion der Ve-
randerlichen xz, y, ¥ gibt.

Diese Bemerkung ldsst sich verallgemeinern; man kann némlich den fol-
genden allgemeinen Satz beweisen:

Satz 3.
Bestimmen die Gleichungen

=X @yy); vw=Y@yy); uw' =Pyy)

“die allgemeinste Be rihrungstransformation in der Ebene,
so sind unter den Ableitungen s-ter Stufe der beiden Funk-.
tionen X (zyy) und P(xyy') genau ey und nicht mehr durch
keine Relation verkntpft, wenn &, die Zahl der unabhdngi-
gen Ableitungen (s-1)-ter Stufe einer beliebigen Funktion
der Verdnderlichen z, v, ' bedeutet.

Die Richtigkeit dieses Satzes wurde vorhin fiir s =2 und s =3 unmit-
telbar verifiziert. Es ist ndmlich in der Tat ¢, =6, ¢,=29.

Der Satz gilt zunédchst, wie man sich unmittelbar iiberzeugen kann, fiir
eine infinitesimale Beriihrungstransformation. In der Tat lassen sich dann
samtliche Ableitungen s-ter Stufe der beiden Funktionen X und P durch die
Ableitungen (s4-1) ter Stufe einer einzigen Funktion, ndmlich der charakteri-
stischen Funktion, die zu der infinitesimalen Transformation gehort, aus-
driicken.

Fiir die allgemeinste endliche Beriihrungstransformation kann es somit
unter den Ableitungen s-ter Stufe der beiden Funktionen X und £ jedenfalls
nicht weniger als ¢4 solche geben, die durch keine Relation verkniipft sind.

Um nun den Satz ganz allgemein zu beweisen, bemerke man, dass die
Relationen, welche man aus (2) durch aufeinanderfolgende Ausfiihrung der
Operationen f,, f, bekommt, die folgende Gestalt haben:
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® Vot — Py = D 0. X0+ PO 4 B,
1

Darin bedeuten die X”, P¥ die Ableitungen s-ter Stufe von X, P;

T, & bedeuten die Ableitungen P,, P,; X,, X, multipliziert mit gewissen
Zahlenkoeffizienten, welche nicht sdmtlich verschwinden; ®; ;... i1 ist eine

Summe von isobaren Produkten je zweier'der Ableitungen zweiter bis (s —1)-ter
Stufe der X, P. Das gemeinsame Gewicht dieser Produkte betragt (s-}1).

In den Gleichungen (5) treten alle 2¢+! Ableitungen s-ter Stufe von

X, P auf. Zwischen den auf der linken Seite stehenden 2st! Differenzen

Yoot cin
bestehen gewisse 7,41 Relationen, deren Zahl in § 1 bestimmt worden ist.
Diese Relationen liefern 7,4 Relationen zwischen den 2s+! Ableitungen s-ter
Stufe von X, P und den Ableitungen niedrigerer Stufe.

Gelingt es nun zu beweisen, dass diese Relationen zwischen den Ablei-
tungen von X, P, die man der Kiirze halber als ,Relationen s-ter Stufe“ be-
zeichnen moge, nach 7,4, unter den Ableitungen s-ter Stufe von X, P auf-
16sbar sind, so wird damit gezeigt, dass die Zahl der unabhdngigen Ableitun.
gen s-ter Stufe von X, P gleich ist:

24 — My = &qa
und dass sich die iibrigen Ableitungen s-ter Stufe von X, P durch die letz-
teren und durch die Ableitungen niedrigerer Stufe ausdriicken lassen. Damit
wire also der Beweis des Satzes geliefert. ¢

Im Falle einer infinitesimalen Beriihrungstransformation miissen die
Tst+1 ,Relationen s-ter Stufe“ nach 7,4, unter den Ableitungen s-ter Stufe
von X und P auflosbar sein, weil in diesen Relationen alle Ableitungen s-ter
Stufe auftreten und weil es von vornherein sicher ist, dass unter diesen Ab-
leitungen genau e,4; = 2°+! — mey; durch keine Relation verkniipft sind.

Daraus folgt aber, dass ,die Relationen s ter Stufe“ auch im Falle der
allgemeinsten endlichen Beriihrungstransformation nach %,4: unter den Ab-
leitungen s-ter Stufe der beiden Funktionen X und P auflésbar sein miissen
und damit ist der Beweis geliefert.

Der Satz 3 sagt zugleich aus, dass zwischen den 2¢, unabhangxgen Ab-
leitungen s-ter Stufe von X, P gerade (2¢,—¢,41) Relationen bestehen. Man
kann sich ferner iiberzeugen, dass alle diese Relationen aus den Relationen
(3) allein durch Ausfiihrung der Operationen f,, f, abgeleitet werden kénnen.
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Die Idehtitéten, welche zwischen den Differentialoperationen einer be-
liebigen Stufe bestehen, kdnnen (wie in § 1 gezeigt wurde) aus den Identita-
ten dritter Stufe allein abgeleitet werden und zwar durch Ausfithrung der Ope-
rationen f,, f, und andererseits durch Bildung dieser Identitdten fiir f,, 7,.
Die so erhaltenen Identitdten der zweiten Art sind dadurch gekennzeichnet,
dass alle drei in ihnen vorkommenden Diiferentialoperationen denselben er-
sten Index haben. Diese Identititen liefern keine neuen Relationen zwischen
den Ableitungen von X, P (ausser den bereits fiir jede Funktion der Verén-
derlichen «, y, ¥’ bestehenden), weil die in ihnen vorkommenden Ausdriicke
Y; . .., derselben der Gleichungen (2) entnommen sind. Sie sind also ver-
moge der bestehenden Relationen identisch erfiillt und es bleiben nur dieje-
nigen {ibrig, welche aus den Identitaten drltter Stufe durch Ausfiihrung der
Operationen f,, f, folgen.

Damit ist die vorhin ausgesprochene Behauptung bewiesen.

§ 5. Die Differentialinvarianten und Definitionsgleichungen einer
Gruppe von Beriihrungstransformationen in der Ebene.

Der Untersuchung der Differentialinvarianten muss man einige Bemer-
kungen tiber infinitesimale Transformationen, welche aus einer infinitesimalen
Beriihrungstransformation durch Erweiterung entstehen, vorausschicken.

In den Veranderlichen r, vy, vy’ sei eine infinitesimale Beriihrungstrans-
formation vorgelegt:

) .
(1) Bf:&(xnl)')-af+'ﬂ(xl)lJ') ~z§+&(ll)l)') : aa—g,.

Nach dem Theorem 39, S. 253 des zweiten Abschnittes _der , Transfor-
mationsgruppen® existiert eine Funktion W (ryy’), die s. g. charakteristiche
Funktion, von solcher Beschaffenheit, dass

: oW ow ; C:_(aW oW

1, 4 T . co £ A T PRl
= 3y} 11_1).91), T ~+- 9. 3y )"

Bei Benutzung der in § 1 eingefithrten Bezeichnungen kann man also
schreiben

@ Br=W,; By=vy.W,—W; By=—W,.

Die Verdnderlichen y, v, v mégen nun als Funktionen der durch die
Transformation (1) nicht transformierten Veranderlichen «, ¥, ¥’ betrachtet
werden und zwar sollen die Gleichungen, welche die Verdnderlichen r, y, v/
als Funktionen von xz, y, y' darstellen, wieder eine Beriihrungstransforma-
tion bestimmen, d. h. es soll sein:



(25) Uber die Definitionsgleichungen u. s. w. 159

3) ay —y .dr=p.(dy — vy .dx).
Es mogen ferner die Bezeichnungen:

o

or
Ly = 3z >

.a_z‘/’

or T
= 13:@

!
+y 5y

eingefiihrt werden. Das widerspricht nicht den analogen Bezeichnungen fiir
die Funktion W (xyy’), denn man kann sich die Indices 1, 2, 3 mit dem
* charakteristischen Symbol der Funktion fest verbunden denken, also unter
fi, fs, [ die entsprechenden Operationen in bezug auf die in f vorkommen-
den Veranderlichen verstehen.

Die Bedingung (3) ergibt bekanntlich:
4) D=y .x; 9 =9 .15.

Die infinitesimale Beriihrungstransformation (1) kann man nun erweitern
durch Mitnahme aller Ableitungen 1)1,' Yy, 9., ¥/,... bis zu einer gewissen
Stufe N. Die Ableitungen von y braucht man bei dieser Erweiterung nicht
hinzuzufiigen, da sie sich auf Grund der Formeln (4) durch die Ableitungen
von ¢ und v’ ausdriicken lassen.

Ist ¢ eine beliebige Funktion der Verdnderlichen «, ¥, %/, so kann
man schreiben:

(5) do=1¢,.4x+ ¢, .dy" 4 ¢ . (dy — y' dx).

Die infinitesimalen Transformationen, welche durch Erweiterung aus (1)
entstehen, sind dadurch definiert, dass sie das System der Pfaff'schen Glei-
chungen:

adr — 1 A% — Y dyt — 15, (dy — y'dx) =0,

ay'—y/dx—y/dy' —y,/.(dy — y' dx) =0,

invariant lassen sollen. . Man bekommt z. B. aus der ersten der obigen Glei-
chungen, wenn man darauf die Transformation Bf ausfiihrt und sodann setzt

ot f I £ TR AR 71 =% |
die folgende Relation:

dBy — [By;.dx 4+ Br,.dy' + Br;.(dy — y'dx)] = 0.
Sie lautet ausfiihrlich geschrieben:

Prace mat.-fiz., t. XXVI. 1%
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op 0%k B Gy -+ 6 Ady s gl dd)

SW 1 f} !
i 81)'2 v/ dx + v, dy' vy (dy — ¢ . dw)]

IW.
e

=Br,.dx + Bry,.dy' + Bry.(dy — y'. dx).

y.dx +9,.dy' +vs. (Ady — Y . d2)]

Daraus ergibt sich mit Riicksicht auf die Relationen (4):

(6) Bry= Wy .t1+ Way. 15 Brg= Wy .1, + Wy,
In derselben Weise bekommt man:
(6a) By, =— (Wi .11+ Wiy 0)5 By = — (Wit + Wip-9y).

Das System der Pfaff'schen Gleichungen:
ar,=1ry.8x+1,.dy +15. Ay —y' . dT)
Ary =1y .8T +13. Y +-155 . (Ady — ¥' . d )
adyy'=1y,"-dx+ 9. dy' 4+ 9. dy —y' . dx)
AYy'= 9y, AT 495" AY' + 5’ (AY — ¥’ - d2)

liefert die Formeln fiir die Erweiterungen zweiter Stufe der infinitesimalen
Beriihrungstransformation (1). Diese Formeln lauten:

Bryy= Wy, - 124 (Wais+ Wiast) - 249"+ Wass 9.+ Wiy 11 Wiy .91

Bris= Wy, . 118+ Warz 11 95"+ Wasy - 1291+ Wang . 01" 95"+ W 1p+ Wi .91,

By =Wy -t1te+ Wosa . 13 0+ Wazs - 219+ Wogs . 91" 9’ + Wy 11+ Wiy - 1./,
Bryy =Wy 1> H( Wyt Wasr) - X2 92"+ Wagy . 9>+ Wy 1ag+Wasy . 95,

Byy/=— Wy 10+ (Wiar+Wisg) - 0y 01+ Wigg 01 Wiy v+ Wip. 9440,
BYyy'= — [Wini+ 0 it Wagg 119 Waay 829/~ Wiag 940/ Wy o xygtWis 05,
BYyy'= — [Wys- 21 Xyt Wins - ¥ 03"+ Wy X008+ Waag 09+ Wiy vy Wia 9],
BYyy'= — [Wyy - 52 (Wit Win) 12 9"~ Wana 05"+ Wiy - 1y - Wiy 99'].

(7)
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Ebenso kann man die Erweiterungen hoherer Stufen bilden und es
leuchtet ein, dass sich die aus der infinitesimalen Beriihrungstransformation
(1) abgeleiteten Transformationen der Ableitungen N-ter Stufe von r, v’ linear
und homogen durch die Ableitungen der charakteristischen Funktion bis zur
(N--1)-ten Stufe mit Koeffizienten, die von den Ableitungen von 1, y' bis zur
N-ten Stufe abhingen, ausdriicken werden.

Die infinitesimale Transformation:

B oL g iy AR VBT ot g gl g 187
T . w, 3 15y ] ot B At
welche aus der infinitesimalen Beriihrungstransformation Bf durch Erweite-
rung entsteht, kann daher in der folgenden Gestalt dargestellt werden:

BV W Af LD wO U WO A
1 1
(8) EN EN+1
i e + Z‘t W‘.(N). AiN f+ 2“ W‘,(.\Y_‘—” . Ai, N+1 f
1 1

Darin bedeuten Af, A;:f ganz bestimmte infinitesimale Transformationen
in den Verdnderlichen, ¢, 9, 9 'x;, & 08 L.

Von nun an moge vorausgesetzt werden, dass man unter diesen Verin-
derlichen irgend ein System von solchen ausgew#hlt hat, die unabhingig von-
einander sind und dass man die iibrigen durch diese ausgedriickt hat und
nachher aus der infinitesimalen Transformation wegldsst. Dann wird die Zahl
der unabhangigen Verdnderlichen betragen:

L e T iR R ol R

wobei ¢, die Zahl der unabhangigen Ableitungen k-ter Stufe einer Funktion
v (zyy') bezeichnet.

Die Zahl der infinitesimalen Transformationen Af, 4;,f ist auch gleich
- der Summe 1-+¢ ... 4 exp1.

Nun mége ein Satz {iber die Gestalt der Definitionsgleichungen der in-
finitesimalen Transformationen einer Gruppe von Beriihrungstransformatio-
nen erwahnt werden.

Einer jeden r-gliedrigen Gruppe von Beriihrungstransformationen ent-
spricht bekanntlich eine Funktion, die s. g. charakteristische Funktion der in-
finitesimalen Transformationen, welche r willkiirliche Konstanten enthilt und
durch welche die allgemeine infinitesimale Transformation der Gruppe be-
stimmt ist. Aus dem Satz 1 in § 2 folgt also ohne Weiteres der



162 W1. Gasiorowski. : (28)

Satz 4.

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Trans-
formationen einer Gruppe von Beriihrungstransformationen
kann man immer auf solche Form bringen, dass sie ein inte-
grables System von linearen homogenen partiellen Differen-
tialgleichungen zwischen W und den Operationen W®, W@, -
W® ... darstellen. Dabei bedeutet W die charakteristiche
Funktion der allgemeinen infinitesimalen Transformation
der vorgelegten Gruppe.

Ausserdem kann man auf Grund des Theorems [ den folgenden wichti-
gen Satz aussprechen:

Satz 5.

Jedes System von linearen homogenen partiellen Diffe-
rentialgleichungen, welches ausser den im Theorem I (§ 2)
ausgesprochenen noch die folgende Eigenschaft besitzt:

Sind U(zyy), V(ryy') irgend zwei Losungen, so ist auch
die Funktion
R ot

| gUV;‘.—:[UV]—'(U L

)=U1.V2—U2.V1~ UV, - VU,)

eine Losung dieses Systems—definiert die charakteristische
Funktion der allgemeinen infinitesimalen Transformation
einer gewissen Gruppe von Beriihrungstransformationen der
Ebene.

Es wird sich spéter Gelegenheit finden, diesen wichtigen Satz als Teil
eines Theorems noch einmal auszusprechen.

Nun sei eine beliebige endliche Gruppe von Beriihrungstransformatio-
nen in der Ebene gegeben und zwar durch die Definitionsgleichungen ihrer
infinitesimalen Transformationen. Es wird im Folgenden immer vorausge-
setzt, dass diese Definitionsgleichungen als Definitionsgleichungen fiir die
charakteristische Funktion der allgemeinen infinitesimalen Transformation der
Gruppe vorliegen. (Das Folgende liesse sich leicht auf unendliche Gruppen
von Beriihrungstransformationen iibertragen).

Nach dem Satze 4 miissen diese Definitionsgleichungen die folgende
Form haben:

(9) Ok (Il)l)') B W—-l— 2‘ Okil (xt)tj') > Wi(l) —[— L s _l._ Zt s (It)l)') ! W.-(S) 0
1 1

==als 220 gl
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(Man braucht nicht vorauszusetzen, dass in dem obigen Gleichungen-
systeme nur die unabhingigen Operationen vorkommen; will man alle Opera-
tionen zulassen, so muss man zu diesem Gleichungensysteme die in § 1 be-
sprochenen Relationen zwischen den Operationen hinzufiigen, wie bei dem
Beweise des Theorems I in § 2 gemacht worden ist).

Ist das Gleichungensystem (9) von der s-ten Stufe, so muss man vor-

aussetzen, dass alle Operationen s-ter Stufe W," durch die Operationen nie-
drigerer Stufe, durch W und r, vy, vy ausgedriickt werden kénnen, wihrend
das entsprechende jedenfalls nicht fiir alle Operationen (s—1)-ter Stufe gilt,
dass ausserdem das vorgelegte System bei einmaliger und zweimaliger Aus-
fithrung der Operationen f,, f, nur solche Relationen zwischen r, v, v/, W
und den Operationen erster bis (s—1)-ter Stufe liefert, welche aus dem Syste-
me selbst ohne Differentiation folgen.

Ist die vorgelegte Gruppe 7- glledng, so wird die allgemeinste Losung
des Systems (9) von:

r=14¢+&4...0460—1¢q
willkiirlichen Konstanten abhangen.

Ferner sei N irgend eine positive ganze Zahl, die auch grosser als s
sein kann. Ist N>s, so muss man zu (9) alle durch Ausfithrung der Ope-

rationen f,, f, entstehenden Gleichungen (s-+1)-ter, ..., N-ter Stufe hinzu-
figen. Das erhaltene System mége man sich dann aufgeldst denken nach je
My, My, .... my von den Ableitungen erster bis N-ter Stufe und zwar so,

dass jedesmal m, von den e, Ableitungen v-ter Stufe durch die e, — m, {ibri-
gen und durch solche von niederer Stufe ausgedriickt sind. Es ist offenbar:

ViSRS te

Nunmehr betrachte man r, y, v’ als Funktionen von gewissen Verin-
derlichen «, y, ¥/, die gar nicht transformiert werden und setze voraus, dass
die folgende Bedingung:

dy—vy.dr=p.(dy—y'dx)

erfilllt ist. Es werden alle Funktionen von r, v, v/, v,, r,, v/, v./,.... ge-
sucht, die bei allen durch (9) definierten infinitesimalen Transformationen in-
variant bleiben.

Man erweitere die infinitesimale Beruhrungstransformatxon Bf durch
Mitnahme aller Ableitungen r;, 1., 9, ¥,/,.... bis zur N-ten Stufe. Dann
bekommt man die infinitesimale Transformation von der Form (8). In dieser
infinitesimalen Transformation B® f driicke man jetzt vermoge (9) jedesmal
m, Ableitungen v-ter Stufe von W durch die ¢, — m, Ubrigen und durch die
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von niederer Stufe aus; dann bekommt man eine verkiirzte infinitesimale
Transformation:

g, —m, Es—1"Mg—1

(10) BP—=W. Af 4 D W A F+ AWV AL,
1 1

in welcher iiberhaupt von den Ableitungen v-ter Stufe von W nur noch

e,—m, vorkommen. Die Af, 4;:f sind dann linear und homogen aus den
Af, Aixf zusammengesetzt mit Koeffizienten, welche nur von r, vy, y ab-
hangen. Man kann also schreiben:

(11) Aif = Aif -+ Z¢i, (r0Y) . Aif - (n = k)
Setzt man:

(12) r=x, Y=Y, U':?/’,

so wird:

(13) =Rt 0 e — O e =SSt (S = (PR

Um einzusehen, welche Werte dann die 4;;f annehmen, fiihre man die
Substitution (12) und (13) auf die Koeffizienten von B® f aus. Deutet man
diese Substitution durch Einschliessung in die Klammer () an, so bekommt
man zundchst aus den Formeln (6) und (7): :

(Br)) = Wy; (Br)= Wy; (By)=—W,; By))=— W,,;
(Bri) = W5 (Bryg) = Wyys (Bry) = Wag;  (Biyy) = Wy,
By )=—Wy15 (By)=— Wy, (BYy)=— Wyy; (BYy)=—Wp,.
Man kann beweisen, dass allgemein wird:
[ (th-,ez.... it) = W2¢.f,... i
(14)
l (Bl)'i,-;,... fl) — A iy -

Der Beweis ist sehr einfach. Man kann ihn natiirlich nur mit Hilfe der In-
duktion durchfiihren.
Fiir ¢=1 und ¢=2 verifiziert man die Formeln (14) unmittelbar.
Es moge vorausgesetzt werden, dass (14) auch noch fiir alle Werte von
t, welche der Ungleichung:
t<k (=280

geniigen, bewiesen sei (in dieser Ungleichung bedeutet % eine bestimmte po-
sitive ganze Zahl),
Dann kann man schreiben:
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e l -BI.',.;...;',‘=W2.‘,i,...ik-rr'- 1)'2"—{—--..
l Bl = Wiis, &* I;L. l)lzv—{- e

Darin bedeuten m, n, p, v gewisse positive, ganze Zahlen, auf deren
Werte es gar nicht ankommt, welche auch (allerdings nicht alle) gleich Null
sein kénnen. Die fortgelassenen Glieder verschwinden alle bei der Substitu-
tion (13) und liefern bei der Ausfithrung der Operationen f;, f, lauter solche
Glieder, welche bei der Substitution (13) ebenfalls siamtlich verschwinden.

Die Erweiterungen Bx.-,.-g,,_,.-k.-Hl sind nun durch das identische Be
stehen der folgenden Pfaff'schen Gleichung bestimmt:

l 8B .4 —[Bri..on188 - Bl,.... 42 0y
(16)
l + Brij,.... 43 -(dy — y'dx)] =0.
Auf Grund der Formeln (4) und (5) kann man schreiben:
d B % (Bxi,'ig.... ik)l -, dx ‘I‘ (BI:',... ik)l <Ly ay'

CFBrige- O dz 4y dY)

(17)

Die weggelassenen Glieder haben den gemeinsamen Faktor (dy—y'dx),
kommen also hier nicht in Betracht. Die Pfaff'sche Gleichung (16) liefert
mit Riicksicht auf (17):

] Briy 1 =(Br...e )1 21 (Br... a9
(18)
T T AR

(Hier bedeutet natiirlich die Einschliessung in Klammer nicht die Substitu-
tion, sondern die Ausfithrung der Operationen f; bzw. f, auf den in Klam-
mer eingeschlossenen Ausdruck).

Aus den Formeln (18) folgt nun:
(19) (BIi ..... i i,‘H) = ([BL', ik]ik+1)-

Dabei bedeutet die eckige Klammer die Ausfithrung der Operation
[y (ki1 =1, 2); die runde Klammer dagegen die Substitution (13). Ver-
gleicht man endlich die Formeln (15) und (19) miteinander, so bekommt man
sofort: ~
(Bris,.... "7‘+1) = Wai.i,... 1
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Damit ist die Richtigkeit der ersten der Formeln (14) bewiesen. Den
Beweis fiir die zweite dieser Formeln bekommt man, indem man einfach in
den Formeln (16), (17), (18), (19) iiberall v/;,... ;, an Stelle von ..., schreibt.

Nun kehre man zu den Formeln (10) zuriick. In den (4ix[) treten, wie
die Formeln (14) zeigen, an der ersten Stelle die Ableitungen

of of
CH i ¢ at)'.',ig. voiy
auf mit dem Koeffizienten +1 bzw. —1. Da nach der Voraussetzung die in
B f auftretenden Ableitungen 1.4, V..., voneinander unabhingig sind,
so sind auch die infinitesimalen Transformationen (4::f) und also auch
(4ixf) voneinander unabhingig.
Die gesuchten Differentialinvarianten sind nun offenbar die gemeinsa-

men Losungen der 1 +¢, — my + ... 4 e—1— m,_, linearen partiellen Dii-
ferentialgleichungen:

(20) A_fzo, A.‘llf:O,..., A,-s_],s-lf=0. (ik:1,2...€k——mk)

Da die Gleichungen (9) eine Gruppe definieren sollen, so miissen die
Gleichungen (20) ein vollstindiges System bilden. Bedeutet ndmlich W die
allgemeinste Losung von (19), so stellt der Ausdruck B@¥) f die allgemeinste
infinitesimale Transformation dar, die eine gewisse Gruppe in den Veridnder-
lichen: .z, v, ¥, ¥, ra,-... erzeugt. ' Sind daher:

w2 e e
ka=&k(xnn)-~9—f+m(rnn)-7§+ G (mn)-rg, (k=1,2)
irgend zwei infinitesimale Transformationen der durch (9) definierten Gruppe

und setzt man:
(B;B,) =Cf,

so stehen die drei infinitesimalen Transformationen:

Bl BT 00
in der Beziehung:

B"f, BNH=0"f.

Mit anderen Worten: der Inbegriff aller linearen partiellen Differential-
gleichungen, die man erhélt, wenn man sich in:

B™7—0

|
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fiir W alle Losungen von (9) eingesetzt denkt, bildet ein vollstdndiges Sy-
stem in den Verinderlichen r, v, v/, 1y, 15, v/,...
Da aber die Operationen
Wo W0 Wit D, Gy n—m)

diein BWY) f vorkommen, durch keine lineare homogene Relation verkniipft
sein konnen, solange W eine beliebige Losung von (9) ist, so miissen sich
die Ausdriicke s B Ti I

(A1 A’ik)’ (Ail“ Af")

samtlich linear und homogen durch die Af, Aif ausdriicken lassen mit
Koeffizienten, die Funktionen der Verdnderlichen r, v, v/, r,.... sind. Das
heisst aber nichts anderes als: die Gleichungen (20) bilden ein vollstidndiges
System, das hochstens (1 —+4e, —m;, -+ .... 4 &1 — m,_1) — gliedrig ist.
Die Gleichungen (20) sind iiberdies, wie vorhin gezeigt wurde, voneinander
unabhdngig, also bilden sie ein (1 4¢, — m; 4 .... 4 &1 — m,_1) — glied-
riges vollstindiges System und da sie (1 ¢, -+ ¢, ....—-4exy41) unabhin-
gige Verdanderliche enthalten, so haben sie gerade (m, 4. ... myy1) un-
abhingige Losungen gemein. Es ist offenbar:

Ms=—=¢6s, Msy1=—E¢Est1, -.. Myy1 —Ex41.

Das Gesagte gilt fiir jeden Wert von N, also besitzt die vorgelegte
Gruppe die folgenden Differentialinvarianten von der verlangten Beschaf-
fenheit:

Gerade (m, =0, 1, 2) also hochstens zwei Differentialinvarianten null-
ter Stufe:

YO @), ®=0,... m,)

gerade m, voneinander und von den Y’ unabhingige Differentialinvarian-
ten erster Stufe:
1
Y oy ney/y), (@=1,2...m,)

{iberhaupt my;, Differentialinvarianten N-ter Stufe, die voneinander und von
denen niedrigerer Stufe unabhingig sind.

Die besprochenen Differentialinvarianten besitzen folgende Eigen-
schaften:

[. Man kann aus jeder von ihnen durch Ausfithrung der Operationen
fi, . beliebig viele neue Differentialinvarianten von hoherer Stufe ableiten.

II. Zweitens kann man, sobald alle Differentialinvarianten (s —1)-ter
Stufe gegeben sind, {iberhaupt alle Differentialinvarianten s-ter und hoherer
Stufe durch Ausfithrung der Operationen f;, f, herstellen.

Prace mat.-fiz., t. XXVI. 18
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I[II. Der Inbegriff aller Differentialinvarianten nullter bis (s—1)-ter und
hoherer Stufe bleibt nur bei den durch das System (9) definierten, sonst aber
bei keinen infinitesimalen Transformationen in den Veridnderlichen x, y, ¥’
invariant.

Das erste lasst sich folgendermassen einsehen. Ist

DNy rivy - 5

irgend eine Differentialinvariante (N —1)-ter Stufe von der angegeben Be-
schaffenheit, so geniigt I als Funktion von z, y, 3’ der Pfaff-schen Glei-
chung:

ol . o N AN
Es ist ferner:
o ol 9y Y oy oI 3;1
dx = o1 a"§+axj':~>7;+ag ax+ z T
oI 3l oy oI Y oI 31) 3I e }
oy —ox oy T oy ey Tay ey Tar ey T
daher:
Lol e oy oI A
gg“f‘y'-afy:g’r41‘[‘@)‘1)1+§;)’/-‘)1'—+—3£;-111+-~-

Auf Grund der Gleichungen (4) bekommt man ferner:

oI oI oI
?+y’.é§ :Il.rl—+—12.l)l’+ 511111-—*—,

o1 o1 o1 ol
é'?7=é‘x“fz+%-‘)z+9?-l)z'+---~
oI
=II.I2—{—I2.I)2’——{—ét—1.r|2—{— ..... ’
oI o1
=% 3+3n ey
=L .15+ 5.9+ L. (9 —-59/) 4. ..
und daher:
I= (53 +V 5)) - dot om dy+ 33 . @y — v/ do)
(21) =(Il-x1+I2-I)1,)-dw+(Il-1°2+I2-1)2')-d?/’

+ Ly 4+ L9+ L.y — 690 (dy - ydx)4-.. ..
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Ist nun Bf eine beliebige infinitesimale Transformation der durch (9)

definierten Gruppe, so ist B®) I = 0 und ebenso:

ol

2} 2
B T ST ’<‘>(ay1)—o

(¥)
. (Sac oy

denn BW f muss das aus der Gleichung (21) und den Gleichungen

ady=n1,0x+4 1,4y +13. (dy — y' dx)
Adyy=1, 82+ 1,8Y +15. (By — y' d2),

gebildete System von Pfaff'schen Gleichungen invariant lassen. Demnach
sind

oI i [P e

sz Yy’ oy

wirklich Differentialinvarianten N-ter Stufe.
Man bezeichne:
e ite g Sl R T

L B L S AR
e s s AR A e
af L (3f i, Of R
fr= ay’ ( it A 9)I2+ )2+ '112+"-

Dann gilt der folgende Satz:

Satz 6:

Ist I(ryy'ryr,y,’....) irgend eine Differentialinvariante
(N—1)-ter Stufe von der vorhin angegebenen Beschaffenheit,
so sind die Funktionen I;, Iy, die man aus I durch Ausfiih-
rung der Operationen f1, fu bekommt, ebenfalls Differential-
invarianten und zwar von der N-ten Stule.

Die beiden anderen Eigenschaften kann man genau in derselben Weise
begriinden, wie es in der Abhandlung Lie’s (Die Grundlagen fir die Theorie
der unendlichen continuierlichen Transformationsgruppen II; Leipz. Ber. Bd.
43, 1891; S. 383 ff.) im Falle einer unendlichen Gruppe von infinitesimalen
Transformationen geschieht.

Die gefundenen Differentialinvarianten kann man nun dazu benutzen,
die Definitionsgleichungen der endlichen Beriihrungstransformationen der
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durch (9) bestimmten Gruppe aufzustellen. Man gelangt dann zum folgen-
den Satze, welcher dem Theorem VII. S. 391 der zitierten Abhandlung ent-
spricht:

Cheorem II.

Es sei ein System von ¢ unabhédngigen linearen homo-
genen partiellen Differentialgleichungen vorgelegt:

D) o (r9y) - W D orin (t9y) . WO 4.+ D owea (). WO =0
1 il

k=1,2... g

das die folgenden Eigenschaften besitzt: es soll von der
s-ten Stufe sein und soll zundchst den im Theorem I ausge-
sprochenen Bedingungen geniigen; dann hidngt seine allge-
meinste L6sung von einer endlichen Anzahl » willkiirlicher

Konstanten ab. Ferner soll stets, wenn U und V zwei Lésun-
gen von (D) sind, auch:

U Va—U, . Vi—(U.V,—V.Uy)
seine Losung sein.

Unter diesen Voraussetzungen definiert das System (D)
die charakteristische Funktion W der allgemeinen infinite-
simalen Beriihrungstransformation Bf einer gewissen r-glie-
drigen Gruppe in der Ebene. Die endlichen Transformatio-
nen dieser Gruppe sind bestimmt durch

g=m, +my-+....4+m,

unabhidngige partielle Differentialgleichungen (s—l)-tér
Stufe von der Form

(I) Ik(?“)l)'r,xz ---- ):ak(wyy’), (k:l, 20 o Q)

welche bei der Substitution: r=g, y=y, ¥=¢/ injanter Iden-

titdten ibergehen. Die Funktionen I; haben die Eigenschaft.
bei einer Bertihrungstransformation:

T=Flyy); §=dyy), =40y

@ R aE gLl Rpacyl

(T)

dann und nur dann sdmtlich invariant zu bleiben, wenn diese
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S T YRR A
Transformation der betreffenden Gruppe angehért. Sind die
Gleichungen (D) gegeben, so kann man die Gleichungen (I)
durch Integration eines vollstdndigen Systems finden. Die

Zahl g ist so gross, dass jede Funktion von ¢, 9, v, x,... x?’),
welche bei allen Beriihrungstransformationen (T) der betref-
fenden Gruppe invariant bleibt, als Funktion von I, L,,..., I,

allein darstellbar ist.

Endlich bleibt das Gleichungensystem (I) bei einer (end-
lichen oder infinitesimalen) Beriihrungstransformation von
der Form:

et LIS GO L
t=1yy); U—=v@uy); v =dyy)

invariant ebenfalls dann und nur dann, wenn die letztere
Transformation der betreffenden Gruppe angehort.

§ 6. Die Definitiosgleichungen der infinitesimalen Transformationen
aller mit einer ‘vorgelegten Gruppe von Beriihrungstransformationen
in der Ebene vermdge einer Briihrungstransformation dhnlichen Gruppen.

In diesem Paragraphen wird fiir die Gruppen von Berithrungstransfor-
mationen eine Untersuchung angestellt, welche ein Analogon zu den vom Prof.
Engel in den Leipziger Berichten (Bd. 46, 1894, S. 25 ff.) unter dem Titel:
,Die Definitionsgleichungen der continuirlichen Transformationsgruppen*
veroffentlichten Betrachtungen bildet.

Den Ausgangspunkt bildet diese Form der Definitionsgleichungen der
endlichen Transformationen einer continuirlichen Gruppe von Beriihrungs-
transformationen, in welcher sie im letzten Theorem als Gleichungen (I) auf-
treten.

Es sei nun:

) )
W or=mG@yy). L neuy).) trwyn. ]
eine ganz beliebige infinitesimale Berithrungstransformation; M (zyy’) moge
ihre charakteristische Funktion bedeuten, so dass also:

2 m=Cex=M,; n=Cy=y.M,—M; p=Cy=—M,

ist. Mit C®f moge ferner diejenige infinitesimale Transformation bezeichnet
werden, die méan erhidlt, wenn man Cf durch Hinzunahme der unabhangigen
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Ableitungen von r (zy¥'); v (xyy’) erster bis mit s-ter Stufe erweitert. Da
nun die infinitesimale Transformation Cf die r, y, v’ nicht transformiert
S0 ist:-

3) Or=0, " "0p="0; " Uh ==
Man kann schreiben:
Cdy—ydx)y=—M,.(dy—vy'.dx),
do=¢dx+¢,dy | ¢ .(dYy —y'd2),

und durch Anwendung der letzteren Formel auf ¢, v/, 1y, 1,, v,/, v,’ ergeben
sich die folgenden Formeln fiir die gewiinschten Erweiterungen:

(4)

l 01'1:—~I1.M21—|—x2,Mn; C‘)l':—lh'-Mm-i-Uz’-Mn,

)
l Cry=—1 .My+1;,. Myy; Cy'=—y' My, .M.
Cry=—2ry,. M, (o +151) - My — 1y - Moy 15 - Myyy,

©) Orip=—111 Myytryy . (Myp— My) + 19 - My — ¥, Mypp 15 M5

Cryy = —1y Myy 415y - (Myy — Myy) 1oy Myy— vy - Moy ~15 - My,
Cryy = — (tigtrar) - Myy - 2155 - Myy — 1y - Moy ~+ 1y - My,

Allgemein ist die Erweiterung Cu,,,... 4 OYy...4, eine lineare homo-

gene Funktion der Ableitungen zweiter bis mit (s-1)-ter Stufe der charakte-
ristichen Funktion M mit Koeffizienten, welche ebenfalls lineare und homo-
gene Funktionen der Ableitungen von r resp. y’ sind und zwar erster bis

mit s-ter Stufe. Die Ausdriicke Cx%, Cy"¥ sind isobar, weil alle in ihnen
auftretenden Glieder das gemeinsame Gewicht (s+2) haben.
Es sei nun:

Bf =&y JLH ey 3 v F

irgend eine infinitesimale Beriihrungstransformation der durch die Gleichun-
gen (I) definierten Gruppe und B®f die zu ihr gehorige erweiterte Trans-
formation. Unter diesen Voraussetzungen ist zunichst:

BOL=0 (k=1 2..., 0

Fiihrt man nun in I, und B® f die neuen Verdnderlichen vermoge der
infinitesimalen Transformation C® f ein, so muss die Funktion, in welche
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dann I, iibergeht, bei der infinitesimalen Transformation, in welche zugleich
C@® f iibergeht, invariant bleiben. Daraus ergibt sich die Identitét:

@) BYCOT, = (E=1,2,.... 9.

Die infinitesimale Transformation C® I, muss man jetzt ausfiihrlich hin-
schreiben; es ist:

a1 ¥A o1 .
c<s>1k:5;1i. 0x1+—97;“.0x2+...-. Vgl 57"—0;

1 .13
was man offenbar auch folgendermassen schreiben kann:

€

& Ss+1
00 h= S w0y Sou® wh g Sy we
1 1 1
darin bedeutet, wie gewodhnlich ¢; die Zahl der unabhidngigen Ableitungen
j-ter Stufe einer Funktion f(zyy'); M” reprasentiert die Ableitungen j-ter

Stufe der charakteristischen Funktion M und ¥;; sind gewisse Funktionen
der Merfindetlichen: x, 9, ¥, ;5 L, 9/ ...

Man kann auch kurz schreiben:

s+1 &

®) 0O L= D¢ DiuP. v,
1 1

Da nun B@f die x, y, i gar nicht transformiert, so kann die Iden-
titat (7) nur dann bestehen, wenn alle

(8) ) __
(9) B U =0

identisch verschwinden. Das gilt, welche infinitesimale Transformation der
durch (1) definierten Gruppe auch Bf sein mag, also miissen sich die W{"

als Funktionen von I,, I,,..., I, allein ausdriicken lassen, das heisst, es
wird:
s+1 &

(10) 0O L, =3 Ny (7, 1, 2 L
1 &

bei ganz beliebiger Wahl der Funktion M (xyy/').

Die Gleichung (10) gibt an, wie I,,..., I, bei einer beliebigen infinite-
simalen Berithrungstransformation Cf transformiert werden. Denkt man sich
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daher Cf als die allgemeine infinitesimale Transformation der unendlichen
Gruppe aller Beriihrungstransformationen der Ebene und setzt zur Abkiirzung:

q

)
2" a;’;) 1 Sy —a*Ié- =4 f,

so stellt der Ausdruck:
oY

(11) Of+ Dy Df M. A f

die allgemeine infinitesimale Transformation einer unendlichen Gruppe in den
Veranderlichen =, y, ¢/, I;,...., I, dar.

Es sei nun eine bestimmte Gruppe von Beriihrungstransformationen
durch die Definitionsgleichungen (I) gegeben; will man die Differentialglei-
chungen aufstellen, in welchen alle mit der durch (I) definierten #hnlichen
Gruppen stecken, so braucht man nur alle diejenigen infinitesimalen Trans-
formationen der Gruppe (11) aufzusuchen, welche das Gleichungensystem:

Ik:mk(xyy') (k:l, o q)

invariant lassen. Diese infinitesimalen Transformationen, die sicher die infi-
" nitesimalen Transformationen einer continuirlichen Gruppe sind, werden
durch die Differentialgleichungen

s+1 & A
; ; i ( Wy
ZJ Z‘ MS” (wyy’).a’.j) (OO S s wq)=M2.5§
i 1

(12) B

2o
F @ My — M)t My =My (o) My (o) — M (o)

(e="11225 i)

definiert und da in (12) die Verdnderlichen I, ..., I, nicht mehr vorkommen,
so miissen die Differentialgleichungen (12) zugleich die infinitesimalen Be-
rithrungstransformationen einer gewissen Gruppe von Beriihrungstransforma-
tionen in den Verdnderlichen 2, y, ¥’ allein definieren. In den Gleichungen
(12) stecken die Definitionsgleichungen aller Gruppen, welche mit der durch
die Gleichungen I = w; bestimmten Gruppe vermoge einer Beriithrungs-
transformation dhnlich sind. Diese Gruppen ergeben sich aus (12) fiir spe-
zielle Wahl der Funktionen w.

Die Gleichungen (12) sind im Allgemeinen nach den in ihnen vorkom-

menden Ableitungen (s-+1)-ter Stufe Mf“"'” auflosbar. Fiihrt man diese Auf-
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l6sung wirklich aus, wendet dann die Operationen f,, f, zweimal aufeinan-
der an und benutzt die Relationen, welche zwischen den MEH"Z) und den Mf+3)
bestehen, so bekommt man die Integrabilitdtsbedingungen, denen die Funk-
tionen o geniigen miissen.

Wihlt man in den Gleichungen (12) als o die in den Gleichungen (I)
auftretenden Funktionen o, so werden die Gleichungen (12) zu Definitions-
gleichungen der durch () definierten Gruppe.

Die infinitesimale Beriihrungstransformation Cf gehért ndmlich dann
und nur dann der durch (I) definierten Gruppe an, wenn sie als Transforma-
tion in den Verdnderlichen z, y, ¥/, r, v, vy aufgefasst, das Gleichungen-
system (I) invariant lasst. Dazu ist aber notwendig und hinreichend, dass
die Funktion M den Differentialgleichungen (12) geniigt, also sind die Glei-
chungen (12) wirklich die Definitionsgleichungen fiir die charakteristische
Funktion der allgemeinen infinitesimalen Transformation der Gruppe, deren
endliche Gleichungen durch (I) definiert werden.

§ 7. Die Differentialinvarianien und Definitionsgleichungen der linearen
Gruppe, aufgefasst als einer Gruppe von Beriihrungstransformationen.

Die charakteristische Funktion der allgemeinen infinitesimalen Trans-
formation der linearen Gruppe lautet:

W=a-+br+cy—+dy +ery +fyy.

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen sind
daher: :
Wu=0, W,=0,

(1) W111 o W112 T qu By W221 1408 Ol ees 0,
W1111 :an ey :anz =W2211 =Wy = W2221 =W122z:W2222 =0.

Fiir die lineare Gruppe sind alle Ableitungen vierter Stufe der charakteristi-
schen Funktion bestimmt; es ist also:

Si=rd = g =t =Dy B iy a0
Die samtlichen Definitionsgleichungen (1) kénnen aus den folgenden:
(1) w,=0, Wy=0, Wy =0

durch Ausfithrung der Operationen f;, f, abgeleitet werden.
Die Ableitungen von r, vy, welche als Funktionen von z, ¥, ¥ zu be-
trachten sind, werden mit Riicksicht auf (1) folgendermassen transformiert:
Prace mat.fiz., t. XXVIL 19
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Bri= Waa B0 "B, - Byy'= W 5 W 00,
Bryg= Wy . 119+ Wy - 113, By,'= — (Wiae 9/ %' +Wis . 91d)
By = Wz 1+ War Xz, Byg/'=— (Wyp0,' 9"+ Wiy . 05,),
Bryy = Waia - 139,'+ Wiy . 155, Byy,'=— (W . 9, + Wy, . 05)),

By = Ways ! @ B9 51901") + Wy - 2144

Brus = Wiz - (t11 - 95415 - 951 - 90) + War - Bria

Bty = Wais - Q821 - 9/+15910) +War - Tout,

B W (U il Loy YLl s pi

Bragy = Waga - (a1 - Va2 - 91" 42 - 920) + Wa - Fa

Brysg = Waga - (232 - Yo'~15 - 9a3/) 4 Way - 190,

By = — (W3- 39,90+ Wiy - 0441

By’ = — [Wiss - (291 924910 - 95) + Wiz - 0101,
By’ = — Wiz - Ont - 9429, - 921) + Wiz - 95111,
BYyyy' = — [Wia - (29, . 912" +920" - 9) + Wiy 9401
BYyay' = — [Wias - (29 . 9291 92) + Wiz - 921,
By’ = — (Wi . 39, . Yag'+ W5 . 052').

Nach der allgemeinen, in beiden vorhergehenden Paragraphen auseinan-

dergesetzten Methode miisste man nun unter den 1, y® sechs unabhingi-

ge, unter den xfa), t);(?’) neun unabhdngige wéhlen und die {ibrigen unter den

1, 9@, 19y @ durch die ausgewihlten vermoge der Relationen (3) und (4)
in § 4 ausdriicken. Es ist aber zweckmissiger die Grossen p;, v/ zundchst
als voneinander unabhdngig zu betrachten, d. h. alle mitzunehmen. Das

Gleichungensystem (20) in § 5 @ndert dann nicht seine Gliederzahl und bleibt
auch ein vollstandiges System, liefert aber mehrere Losungen, da es nun
mehrere Verdanderliche enthdlt. Zwischen diesen Losungen, welche die ge-

suchten Differentialinvarianten vorstellen, bestehen dann gewisse Relationen,
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welche man leicht mit Hilfe der Relationen zwischen den Ableitungen von
r, v (s. Relationen (3) u. (4) in § 4) finden kann. Man braucht nur unter
den Ableitungen.von r, y' so viele als moglich durch die gefundenen Diffe-
rentialinvarianten auszudriicken und nachher in die genannten Relationen
einzusetzen. Dies gelingt besonders leicht, wenn man die Hauptl6sungen des
Gleichungensystems (20) in § 5 als Differentialinvarianten angenommen hat.

Fiir die in Frage kommende erweiterte infinitesimale Transformation
bekommt man im Falle der linearen Gruppe mit Riicksicht auf die jetzt be-
stehende Relation Wi,, = 2 W,,, den folgenden Ausdruck:

b L ( )__ . au VV'EZ—%‘WSI(“'GI i -

Y or,

8 o i 3f
by - 9?5 +112 3)3 +r21 oty - g3 - oty + 1 - BEIL, + Fus -5y

of of of af)
Log1s 57 Yio3 o5 Kooy simm ot kogs ainoe
+ 211 315211 —|_ 122 ax122 _I_ 221 ax221 + 222 8x222

, of of of
— Wiss (1 "3y, "‘Uz +1)11 . 911'+912"W+I)21,.W21’

' af of of of
T+ aa’ - ’+ b - ETT T e’ Z9‘)112,—{“ Dot gy + ' CR Yy

of | of of of
+U221"m+nm= ), )+W21z lh‘h’-a*f*&‘h'-m—l—le)n'-m—m

. Sf 12 8]" ! ( ) 2 if_]

"|‘3z‘)2’-37.2—2_ ‘[1)1 .éUn,_‘_Ul \ay, '—l—a‘h T 13y
2 )

+ vy 1) §‘_f‘ + (P19 Hr 1 11 91) - 3 4
Fina Y112

: , . ‘ )

+ 215194+ £2941") - a—f T @ o't Vae) . 50—

Ta11 Y122

‘Jf‘ (Fa1 - Vo' Xa0 - V' T2 - Yoy ) _|‘ (2125 - Vo'15 . gy )
L [391' Dy /+( 91 9+ 91 . 0) - ,‘l‘(‘)u vy'+2y,’ 1)21) ST

of
+ (295955492 l)1’) ;+(202 Yos' 4, 1)22’) ,"|‘302 Vo' - 31)222’]}
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Die gewiinschten Differentialinvarianten ergeben sich aus dem vollstéin-
digen System, welches man durch Nullsetzen der Koeffizienten von W, W,
Wy, Wy, Wie, Wy, in B® f bekommt. Dieses vollstindige System moge
kurz in der folgenden Form geschrieben werden:

Ajf==0, Aif=0, Af=0, A,f=0; dif=0, A,f=0

Die drei ersten Gleichungen lauten:

LA ) of of
—x—i—n .%zo, 3—1),_——0, 9—:0
und sagen aus, dass es keine Invariante nullter Stufe gibt, was mit der Tatsa-
che m; =0 auf Grund der allgemeinen Theorie iibereinstimmt.
Die zwei nédchstfolgenden Gleichungen beweisen, dass die gesuchten
Differentialinvarianten die Verhaltnisse der Veranderlichen r;, v, ..., 13,/
als Argumente enthalten. Fiihrt man die folgenden Bezeichnungen ein:

=

r r r
&2 — f ) 511 ——— %11 g els E222 = 7;?’2" 3
v/ i Y1t 5 Y225’
M1 1)2’ y Tt [)21 y +ocee Tagg 92’ ’
so lautet die Gleichung 4,/ =0:
L b [ Ui ( fLus o1
¢ a“51 +3‘¢= o 3& +&2 &y, 2| 3"]1 37’112_*—‘9"121)

+g’+@mm+mo% G b ) e

(28,0, 000) - qu + (28154 M30) - 521%2 + CartE2 82 121) - %

2 ] )
+ (28,1 &,1my) - 9527022——2' 3 My My - aq—il—i“@ N1 T2~ 7’111)-5{—12

2 ] )
—+ (11210 m3) - 9—1511 + (2 M2+ M) - %2 + (202 + M1 - M29) - 37']2f21

+ 31y, - a.(:_f] 0.

Ausserdem ergeben die Relationen (3) und (4) in § 4:
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S oM+ 2% =My & M 204 8545

9 €a9 - My o1 F2M19 - &5 = Moy + Moy - &2+ 26195
26101+ 0 - Brro— 3851y) 261 - (B — 110
=24y + &+ M1 — 3Ny + 211y . (&5 —&10) 5
@) €aa1 - M1 — E112F 822 - My + 285 . Mo
== Tga1 — Ti19 : 83 Tag - 811 2815 - Moy 5
28595 - My (Ba91 — 3&190) + 2855 - (BN — Ma1)
= 21995 + &5« (Mo — 3My92) + 2795 - (BE15 — &51).
Die Gleichungen 4,f=0, 4,f=0, A,f =0 sind nach den Diiferen-
tialquotienten i D31 a—f auflosbar und die Koeffizienten der aufgel-

or,” 2y’ Ay,
sten Gleichungen verhalten sich reguldr in der Umgebung des Wertsystems:
r,=1,9'=1, 1, =0. Als unabhingige Invarianten kann man daher die
Hauptlosungen des vorhin besprochenen vollstindigen Systems in bezug auf
dieses Wertsystem annehmen. Sie haben die folgende Form:

1. Stufe: e i) =,

2. Stufe: 2'22) =& — mépy, 7;(22) =& — &1 E1as
7’.(32) =&, — &6, 7"(42) =1 2”’1? €12
i = 2mbe, ) =2k,

7,.&2, b 7122"l‘ 2&,.
3. Stufe:

i(la) =& — & - Q&) iga) = €112 — &1 - (1111 E1aF20),
By =&y — Eip . 2E Myt Me)y B = E1oo — E1p - (26510,
i?) = Eay— Erp o (Bar Epatfaan)s 00 = Biap — £13 L (2 8as €50,
i(f) =N +6m & - (“’h1+"ﬁ €1)5 i? = My1a 2615 - (212373 &1,
) = Mo +21s - (b2 o t-316), 60 = e +281 - (1 ey F2 0 H37,610),

7';31) = Nya1 12815 - (M1 Naa 2 N1 +3 14 £12), ii? = Nage 16815 . (M3 4E12)-
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Auf Grund der allgemeinen Theorie weiss man von vornherein, dass es
m, = 2 unabhéingige Differentialinvarianten erster Stufe geben muss, ferner
m, = 5 Differentialinvarianten zweiter Stufe, die voneinander und von denen
erster Stufe unabhingig sind, endlich m, =9 Differentialinvarianten dritter
Stufe, welche voneinander und von denen niedrigerer Stufe unabhingig sind.
Die oben aufgestellen Differentialinvarianten erster Stufe zm i sind

unabhingig. i

Zwischen den Differentialinvarianten zweiter Stufe 47, ..., 4 miissen
zwei Relationnen bestehen. Diese Relationen findet man unmlttelbar mit
Hilfe der Relationen (2). Sie haben die folgende Form:

7;(2) (l) + 1(2) + 271(2) ] (1) (2) + 9 7/’2)
(4) ) (2 L) (2) (1) 1(2) SE O
e b i 287 8

Zwischen den 12 Differentialinvarianten dritter Stufe 4, ..., ¢ miis-

sen drei Relationen bestehen. Diese Relationen findet man ebenfalls sehr
leicht mit Hilfe der Relationen (2) und (3). Sie lauten:

(3 .(1) 3) 3 2 (2 (2
267 i L (19 —3iQ) + 240 . (349 — i)
aos 21(11) ] i?) + iz(as) (3) + 61/(2) (2)
(5) ,igl) ZEBNL (3) + l(z) (2) _l_ 21/(2) (2) ?,(3) (3) ! (1) + Z(2) ¢(72) ;

(3) (1) i 2(3) 3’1;23) L 22.;2; : <3 i{(f) LB ’i(2)>

6

A 1g 5(8) 1) (3 +(3) (2)  (2)
21, —l—z ( = Vg =28

Fiir das Wertsystem: r;, =1, y,/=1, r;,, =0 nehmen die gefundenen
Differentialinvatianten die Wette: 5., 9/, Fi45 Figs »o: Eadns Dir's Dig's - wig Dagy’ -
Die Relationen (4) und (5) ebenso wie die Relationen (2) und (3) nehmen
dann die Form an, welche sich aus den Relationen (3) bzw. (4) in § 4 ergibt.

Nunvistfilr y =@, =9, 'y =y

n=1 9'=1, =0 y'=0; ry=r,=.... 9/ =0.

Um z. B. die Definitionsgleichungen der endlichen Transformationen
der linearen Gruppe zu bekommen, muss man die Gleichungen:

= )
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ausfstellen. Darin bedeuten die a;; diejenigen Funktionen, in welche die i;.")

vermoge der Substitution: r =z, y =y’, y =y iibergehen. Man bekommt
also die folgenden Definitionsgleichungen:

x2=0’ 1)1,=
(6) =0, =0, 1,,=0
Y’ =0, 9y .14 21, .9,'=0.

Alle Ableitungen dritter Stufe sind gleich Null mit Ausnahme von y,,,/,
fiir die sich ergibt:
Yogo' - £ — 6, . 1,2 =0.

Die Gleichungen dritter Stufe gehen also aus den Gleichungen zweiter
Stufe durch Ausfiihrung der Operationen f;, f, hervor.

Die Richtigkeit der Definitionsgleichungen (6) kann man unmittelbar
verifizieren. Die endlichen Gleichungen der linearen Gruppe aufgefasst als
Gruppe von Berithrungstransformationen lauten namlich:

r—atbotoy; y=d-testfy; y=21Y

a8 T bfey
aner:
= bifcy; n,=c
g, el ed\ AN L0 Tii2e (b — cd)
=Gty T BFey)
M__ Dk __2x12
A e LR i
oder: :

UZZI -0 —‘(_2;[12 -t)2’=0.

Man kann ferner die gefundenen Differentialinvarianten dazu benutzen,
um nach der Methode des letzten Paragraphen gewisse Differentialgleichun-
gen aufzustellen, in welchen die Definitionsgleichungen aller mit der linearen
Gruppe vermoge einer Berithrungstransformation #hnlichen Gruppen stecken.
Zu diesem Zwecke braucht man aber nicht alle vorhin aufgestellten Differen-
tialinvarianten zu berticksichtigen. Durch Ausfiihrung der Operationen fi, fu
auf die Differentialinvarianten erster Stufe bekommt man nimlich vier vonei-
nander unabhingige Differentialinvarianten zweiter Stufe; durch Ausfiihrung
der Operationen fi, fu auf ‘die Differentialinvarianten zweiter Stufe kann
man schon simtliche Differentialinvarianten dritter Stufe bekommen. Man
braucht also nur die beiden Differentialinvarianten erster Stufe und diejenige
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der fiinf unabhéngigen zweiter Stufe zu beriicksichtigen, welche sich aus de-
nen erster Stufe durch Ausfithrung der Operationen fi, fi nicht ableiten l4sst.
Mit Riicksicht auf die nachher durchzufithrenden Rechnungen mogen aber
ausser der genannten noch zwei andere einfachste Differentialinvarianten
zweiter Stufe mitgenommen werden.

Man bezeichne:

' !
=1 5=,

I G,
. . Y, . by My koY g s Yy
3 R LU s g paie el et e e e p e e e e
r | SRR P Ly Lo, ry unon

Mit Hilfe der Formeln (5), (6) in § 6 kann man nun die Ausdriicke
COIL (k=1, 2, 3) berechnen. Es ergibt sich:

COIL =1 .(M,+ M,)—I1,>. M,;, — M,,
COL,=—1, (M,-+M,,)-+ L2 M,,+ M,,
COIL,=M,. (I,—I1,.I,—I,.1,)— M, . I
4 Myp. I, . Iy + My . Iy — Moyy — L. (M2 Ity — M)
Andererseits hat man:
Eo= s S B o Xys ) T Gy
Iy =o® (xyy"), (k=1, 2, 3)

Setzt man nun:

so bilden die Differentialgleichungen:

[CO Llimud = M,. 0" — M, .0l — M. o¥ k=1, 2, 3)

3

das gewiinschte System, in dem alle mit der linearen Gruppe vermoge einer
Beriihrungstransformation dhnlichen Gruppen stecken. Dieses System lautet:

— oW, My 4-o®. (My,+M, ) — My, = M. 00 —M, .0 —M . o

i 0@, Myy—0®. (My+My)+ M,y = M,.0P—M,.0? — M.o?,
(0 —0f).0®). My,— o®. M,, +0®.0®. Myt o®. My, — My,
—o® (M. 00— M, )=M,. 0P — M, of —M.0P.

Die Definitionsgleichungen der linearen Gruppe ergeben sich aus (1)
wenn man darin: o) =0® =0®=0 setzt, in der Form:

M, =0, M, =0, M,y,=0.
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Man muss dann noch alle Gleichungen dritter und vierter Stufe hinzu-
ftigen, welche aus den obigen durch Ausfithrung der Operationen f,, f, fol-
gen. Uberhaupt bekommt man durch Ausfithrung der Operationen f,, f,
auf die beiden ersten der Gleichungen (I) vier Gleichungen dritter Stufe.
Sie miissen voneinander unabhingig sein, weil sie unmittelbar nach den vier
voneinander unabhingigen Differentialoperationen: M,,,, M5, Myyy, M,y
auflosbar sind. Es leuchtet ein, dass sich die dritte der Gleichungen (I)
durch Ausfithrung der Operationen f;, f, aus den beiden ersten nicht ableiten
lasst. Wire es ndmlich der Fall, dann miisste dasselbe fiir 0= 0®=n®=0
gelten; dies ist aber nicht moglich, da die Gleichung M,;,=—0 aus den bei-
den M,,=0, M,,=0 sich durch Ausfithrung der Operationen f;, f, nicht
ableiten l4sst.

Jeder Gruppe von Berithrungstransformationen, welche mit der linearen
Gruppe vermoge einer Beriihrungstransformation dhnlich ist, entspricht ein
System von drei Funktionen o®, o®, o®, das in (I) eingesetzt die Defini-
tionsgleichungen der betreffenden Gruppe liefert.

§ 8. Die Definitionsgleichungen aller mit der allgemeinen projektiven
Gruppe vermdge einer Beriihrungsiransformation dhnlichen Gruppen.

Die charakteristische Funktion der allgemeinen infinitesimalen Trans-
formation der projektiven Gruppe lautet:

(1) W=a+tbztcy'+dytexy+fyy+gz. @y —y)+hy (@y'—y).

Alle Definitionsgleichungen, welche diese Funktion bestimmen, lassen
sich aus den beiden folgenden:

(2) Wy =0, Wy=0

durch Ausfithrung der Operationen f;, f, ableiten.

Dieses Ergebnis kann man unmittelbar verifizieren. Man kann sich
ferner Uiberzeugen, dass es mit den Eigenschaften der projektiven Gruppe,
betrachtet als Gruppe von Punkttransformationen iibereinstimmt.

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen der
letzteren lauten:

3 €20 =2%Mey;  Cy=0; Ma=0; -7y, =28&,.

Alle Ableitungen dritter Ordnung sind gleich Null; dies ergibt sich durch
Differentiation der Gleichungen (3). Alle Definitionsgleichungen der infini-
tesimalen Transformationen der projektiven Gruppe, aufgefasst als Gruppe
von Punkttransformationen, lassen sich also aus den Gleichungen (3) allein
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durch Differentiation ableiten. Ist also die obige Bemerkung richtig, so miis-
sen in den Gleichungen (2) alle Gleichungen (3) stecken.
Es ist in der Tat:

W=y .8—n,
Wi=—Mea+ ¥ « (oo — 2M0y) + " 28y —Myy) — Y . &y,
Wy =20.

Die Gleichungen (2) und (3) sind vollstindig gleichbedeutend. Aus der
Tatsache, dass sich alle Definitionsgleichungen der allgemeinen projektiven
Gruppe, aufgefasst als Gruppe von Beriihrungstransformationen, aus den bei-
den Gleichungen (2) durch Differentiation ableiten lassen, folgt ohne Weite-
res, dass die projektive Gruppe zwei Differentialinvarianten erster Stufe in den
Verdnderlichen r, vy, r,, r,,.... besitzt und dass alle Differentialinvarianten
hoherer Stufe aus den beiden letzteren durch Ausfithrung der Operationen
fi, f, abgeleitet werden konnen.

Auf Grund dieser Bemerkung kann man die Definitionsgleichungen der
infinitesimalen Transformationen aller mit der allgemeinen projektiven Grup-
pe vermoge einer Beriihrungstransformation dhnlichen Gruppen noch einfa-
cher, als im Falle der linearen Gruppe, aufstellen.

Zunachst kann man sich leicht iiberzeugen, dass die vorhin gefundenen
Differentialinvarianten I,, I, erster Stufe der linearen Gruppe zugleich Diffe-
rentialinvarianten der projektiven Gruppe sind. Man braucht dazu bloss die
Invarianz der genannten Ausdriicke:

Yy Y,/
I == I, = 2.
: Ty . Y’
gegeniiber denjenigen infinitesimalen Beriihrungstransformationen B, f, B,f
zu beweisen, welche den beiden charakteristischen Funktionen
Wh=r.(xy—y); WO=y.(@y—y).
geniigen.
Mit Riicksicht auf die Formeln (6) in § 5 ist allgemein: .

T 1
BI1 o 'x'fz i (W21 ¥1+W22 t)1,) i i '(W91I2+W2? [)2’);

’
BI,= % c(Wira+Wian,') — ‘I)l_, (Win—+ Wieyy).
Da nun: : y
Wi =Wy = Wiil=Wg =0
ist, so ist auch:
Bl =0, B s, Bl 2t Baly==,



(51) Uber die Definitionsgleichungen u. s. w. 185

wenn man mit B, f, B,f die den charakteristischen Funktionen W®) k6K W®
entsprechenden infinitesimalen Beriihrungstransformationen bezeichnet.

Entnimmt man dem Systeme (I) der Definitionsgleichungen die, bei-
den ersten:

00 My — 00 (Mygt-My)+- Myt My 0" — (M - 0,"+M - 0”) =0,
(I ;
W@ Myy— 0@ (Myy+My )M, — M,. “’(12) + M, .w(22)+M. "’;2) =0,

so stecken in den Gleichungen (II) die Definitionsgleichungen der infinitesi-
malen Transformationen aller Gruppen, welche mit der allgemeinen projekti-
ven Gruppe der Ebene, aufgefasst als Gruppe von Berithrungstransformatio-
nen, vermoge einer Beriihrungstransformation dhnlich sind. Die letzteren er-
geben sich fiir
o) =0, o®@=0
in der Form:
My =0 1 Mey=0.

Um nun die Integrabilititsbedingungen zu finden, denen die in den
Gleichungen (II) auftretenden Funktionen o®, o® geniigen sollen, miisste
man durch Ausfithrung der Operationen f;, f, die Gleichungen fiinfter Stufe
aufstellen, dieselben nach den Operationen fiinfter Stufe auflosen, sodann
noch zweimal die Operationen f;, f, ausfithren und die zwischen den Opera-
tionen sechster und siebenter Stufe bestehenden Identititen benutzen. Die
dazu notwendigen Rechnungen sind aber praktisch schwer durchfiithrbar. Die
gewiinschten Integrabilitdtsbedingungen lassen sich trotzdem aufstellen, aller-
dings auf anderem Wege.

Die projektive Gruppe der Ebene ldsst bekantlich die Gesamtheit der
Punkte und die Gesamtheit der Geraden der Ebene invariant und diese Ei-
genschaft ist fiir die projektive Gruppe charakteristisch.

Fiihrt man nun vermoge einer Berlihrungstransformation neue Verén-
derliche ein, so geht die projektive Gruppe in eine Gruppe von Beriithrungs-
transformationen iiber, die diejenigen beiden Kurvenscharen der Ebene:

(4) Y'=a(, y, y/); U’,:B(x’ Y, ")’)

invariant l4sst, in welche jene Beriihrungstransformation die Punkte und die
Geraden der Ebene iiberfiihrt.

Die Aufgabe, die Integrabilitdtsbedingungen fiir die Gleichungen (II) zu
finden, ist also mit der folgenden Aufgabe gleichbedeutend:

Die Bedingungen zu finden, denen die Funktionen a (zy¥’); B (xyy’)
geniigen miissen, damit es eine Beriihrungstransformation gibt, welche die
eine der beiden durch die Differentialgleichungen: 3""=a., y’=f bestimmten
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- Kurvenscharen in die Geraden und zu gleicher Zeit die andere in die Punkte
der Ebene iiberfiihrt, oder, analytisch ausgedriickt, die eine der Differential-
gleichungen (4) auf die Form: =0 und gleichzeitig die andere auf die
Form: y'’=oco bringt.

Denkt man sich die Differentialgleichungen (4) integriert, so stellen die
Gleichungen

(5) y—_-f(x,a,b); I)ZCP(x,C(, B)

die in Rede stehenden Kurvenscharen dar.

Jeder Kurve der ersten Kurvenschar entsprechen oo! Kurven der zwei-
ten Kurvenschar, welche die erstere beriihren. Die Berlihrungsbedingung ist
eine Gleichung von der Form:

(6) o(@; b, @,00) =10

Da nun die gegebenen Kurvenscharen durch eine Beriihrungstransfor-
mation in die Punkte und die Geraden {iibergefiihrt werden sollen, so muss
die Berithrungsbedingung (6) durch geeignete Wahl der Parameter @, b und
der Parameter a, b die folgende Form erhalten k6énnen:

) b=a.a4b

und zwar ist die letztere Bedingung notwendig und hinreichend dafiir, dass
diese Uberfiihrung méglich ist.

In der Tat: die eine der beiden gegebenen Kurvenscharen, z. B. die
erste y =f(r, a, b) kann immer durch eine Beriihrungstransformation in
die Schar der Punkte x = a, y = b iibergefiihrt werden. Die Beriihrungs-
transformation, welche diese Uberfiihrung vollzieht, ist durch folgende Glei-
chung:

Q@ y, x, y)=y— [, =, y)=0,

als aequatio directrix, bestimmt. Dabei geht zugleich die zweite Kurvenschar
in eine gewisse Kurvenschar {iber, welche durch die folgende Gleichung:

) = ; (Iv a, b)
bestimmt sein moge. = Die Beriihrungsbedingung lautet jetzt:
b=o9(a, a, b).

Ist es nun moglich durch Transformation der Parameter @, & und a, b
diese Bedingung auf die Form zu bringen:

by =a,0, + b
o=y (a,b), b =4¢(@,Dd)

wobei:
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ist, so kann man die Gleichung der zweiten Kurvenschar folgendermassen

darstellen:
b@, y)+oa.x (@, y)=D0.

Mit anderen Worten: die zweite Kurvenschar geht bei der vorhin erwéhn-
ten Beriihrungstransformation in eine Kurvenschar iiber, die durch Punkt-
transformation in die Geraden der Ebene iibergefiihrt werden kann.

Die Aufgabe kommt somit darauf hinaus, zu untersuchen, wann die Be-
rithrungsbedingung (6) durch geeignete Transformation der Parameter a, b
und a, b auf die Form (7) zuriickgefiihrt werden kann.

In der Gleichung (6) mégen die @, b als Parameter, die a, b als Ve-
randerliche betrachtet werden. Dann bestimmt diese Gleichung die Verdn-
derliche b als Funktion der Verdnderlichen a und diese Funktion wird durch
eine gewisse Differentialgleichung zweiter Ordnung definiert:

(8) 07 = 7 (abb’).

Die Parametertransformation, welche die Berithrungsbedingung (6) auf
die Form (7) bringt, muss zugleich die Differentialgleichung (8) auf die Form
0" =0 zurfickfiihren.

Nun kann man natiirlich die Rollen der beiden Parameterpaare a, b;
@, b vertauschen. Man kann ndmlich in der Gleichung (b) die @, & als Ve-
randerliche und die a, b als Parameter betrachten. Dann definiert diese
Gleichung eine der Verdnderlichen @ und & als Funktion der anderen, z. B. &
als Funktion von @ und diese Funktion wird durch eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung:

9) V'=g(a, 0, 0)

bestimmt. Die Parametertransformation, welche die Berithrungsbedingung
(6) auf die Form (7) und zugleich die Differentialgleichung (8) auf die Form
b"” =0 bringt, muss also ausserdem noch die Differentialgleichung (9) auf
die Form 0" =0 zuriickfiihren.

In seiner Inaugural Dissertation: ,Zur Invariantentheorie der gewdéhnli-
chen Differentialgleichungen zweiter Ordnung“ (Greifswald, 1905) hat Herr
Alfred Koppisch den folgenden Satz bewiesen (S. 17):

Soll sich eine Differentialgleichung y"” = (xyy’) durch eine Punkt-
transformation auf die Form y” =0 bringen lassen, so ist notwendig und
hinreichend, dass sie die Form:

Y'=0,—30,.y +30,.y'* — o,.y'?

hat und dass ausserdem, wenn y =Y (z, a, 0) die allgemeine Losung der
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Differentialgleichung ¢’ = w ist, b als Funktion von @ betrachtet einer Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung von eben dieser Form geniigt.

Die Differentialgleichung 0” =y (ab0’) muss also entsprechend die fol-
gende Form haben:

(10) "+, (a, )49 (a, b). 5 4o, (a, b). 52+ (a, 5).62 =0,
und die Differentialgleichung 8" = ¢ (a b 9’) analoge Form:

(A1) 8"+ (@, b))+, (@, 0). 0" +¢; (@, 0) .02 +¢; (a, ). 0" =0.

Es geniigt natiirlich, eine der beiden Differentialgleichungen (10) und
(11) zu betrachten. Die Bedingungen fiir die Funktionen «, B, welche man
etwa aus der Untersuchung der Gleichung (10) bekommt, werden sich durch
Vertauschung von o und g unmittelbar in die entsprechenden Bedingungen
verwandeln, die aus der Betrachtung der Gleichung (11) hervorgehen.

Die Gleichung (10) kann man auch folgendermassen schreiben:

da.d?b —db.d?a-to,(a, b).dad + o, (a, B)da>.db
+ 9, (0, ) da.db? g, (a, B).dE =0,

wodurch die Parameter a, b als gleichberechtigt erscheinen.

Im Folgenden wird eine von Prof. Engel angegebene Methode ver-
folgt.

Es moge namlich die folgende Operation eingefiihrt werden:

(12)

(13) 5f@ﬂ®=g£da+§gd5=ﬂ4h+4ydb

Die Beriihrungsbedingung (6) geht aus den beiden Gleichungen:
(14) gl g5 Y Ty =0

durch Elimination der Verdnderlichen x hervor, wobei y = f(z, @, &) und
y=19 (x, a, b) zu setzen ist.

Durch Differentiation der Gleichungen (14) ergibt sich, wenn man , a, b
als Verdnderliche und @, & als Parameter auffasst:

@ —v)dw—8y=0,
oy=0,
l [« (YY) — B @yy)] dz — 3y =0,
3y .dx 4 8%y =0.

(15)
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Eliminiert man dz aus den beiden letzten der Gleichungen (15), so be-
kommt man:

(16) [
\ [« @yy) — B @yy)] . o7y 22 =0.

Nun ist auf Grund der Bezeichnung (13):
dy=y,.da+}ys.db,
l oy'=vy/.da-+tvy.db,
Yy =1, .da2+2Yy,5.da. db4-yg5. dD2y. . d?a+-ys . 420,
32y'=1,.". da?+21,5". da. A0+ vy d02 1,/ d?atyy'. d2b.

dy=20

b

(17)

Lost man die Gleichungen (17) nach da, db, d?a, d?b auf und setzt

die erhaltenen Ausdriicke in die linke Seite der Gleichung (12) ein, so be-
kommt man:

da.d?b —db.d?a+, (a, b) da®+¢, (a, b) da®.db+ ¢, (a, b) da.db?
(18) + 5 (1, b).db®=1.(8y.0%y'—2&%y. 0y ) +p,. 09" +-p,. 8y 3y
+1,.89.3Y2+-ps. 8y,

worin A, w,, #q, iy, ps gewisse Funktionen von x, a, b bedeuten. Die
linke Seite der Relation (18) enthalt die Verdnderliche = nicht, wéhrend sie
auf der rechten Seite scheinbar vorkommt. Differenziert man also die Rela-
tion (18) nach x, so bekommt man identisch Null, d. h. es miissen alle Koef-
fizienten einzeln verschwinden.

Diese Differentiation ergibt:
A.(By.02B—8B.0%)+ N (Oy.28%y —a%y.3y )+ 3p,.0y2. 8y
20,8989 4 1y 595 BB, (1. 897 20,875y + 3y 39?)

+ /. 093 Fp, . 092 8y u, . Oy . Oy 24/ 8y =0,
Setzt man in diese Identitdt die folgenden Ausdriicke:
0B =By-0y+-By. 3y
02 = Byy. 097 +2Byy. 5989 + Byy. 392 By . 82y By . %y

ein, so ergibt sich:



190 . Wt Gasiorowski. L TBh)

.89 . (Byy- S92 2Byy . 8. 8 +Byy. 52

o+ (0B V). (B 87— 31 82) - . 5P (Bpot-y') - 892 B
(- 20) 3. 392 (o) By

- B89 Bu- ). (0 - 892+ 2.3y . B/ Bpy . By'?) = 0.

Da die Koeffizienten von (3y.3%y/ —3dy’.8%y), dy3, dy2.3y/, dy.dy'?, oy’
einzeln verschwinden miissen, so zerfallt die obige Identitat in fiinf Differen-
tialgleichungen, welche die Funktionen X, p,, »,, v,, ps bestimmen. Diese
Differentialgleichungen lauten:

N h.By =0,

A By + g By 1’ =0,

(19) 20 Byy 4wy Byt 20 By £ 0t/ + 300 =0,
M Byy + 20 By 130 By -1/ 2, =0,

3. By g’ 4+ 1y =0.

Ausserdem ergibt sich noch eine endliche Gleichung. Aus (12) und (18)
folgt namlich fiir oy =0:

— 187y 4y 8y2 =0
und daraus bekommt man mit Riicksicht auf die zweite der Gleichungen (16):
(20) (@—B) . ws +1=0.

Die Gleichungen (19) kann man mit Riicksicht auf die Bezeichnungen
des § 1 folgendermassen schreiben:

l,+k'p2:0;
Ao Bys f v By’ =0
(19 bis) 2N By g Bot 200 - By 1/ + 30, =0,

AoBas 20 B30 B + 2 =0,
3ps- By 4y’ 41, =0.
Der Kiirze halber moge die folgende Bezeichnung eingefiihrt werden.
af@yy)__of \ ., °f | w of _ = fI
@) l a0 —5£+U-95+U-W—f1+3-f2~f

a(zyy)—B (@yy) =1.
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Mit Hilfe der endlichen Gleichung (20) kann man alle Funktioneni
A, o, > Py durch die letzte p, ausdriicken. Dazu braucht man nur die
fortschreitende Differentiation der Gleichung (20) und der weiteren Relatio-
nen, welche dadurch entstehen und die Elimination von ./, w,/. .. mit Hilfe
der Gleichungen (19) anzuwenden. Es ergibt sich auf diese Weise:

A=—1.p4
Ty = (V'— 27B,) . s
(D)3 27 pa=—17- (" 437" 82) + 77 [BBs — 2 (By"+-B)] — 73 Bap — 277} 1
6% po=16 1" —6 11 ("L o) -7 [Y" -3 1™ By (B B2 B> —T7 Bs))]
A3 (385" —2 (B 4285 Bo) 88, Byl -1t (4Bys — Bay) s

Nochmalige Differentiation und Elimination ergibt die gesuchte Bedin-
gung fiir die Funktionen o, :

TV 2% (1 By — 4 v 02 [8 B, — (B," 1 108s)]
1295 B —1By)} — 6 4™ T [T B3 B, - B'—10. (B5' -5, - Bs)
(22)  —2B,% +24".v*. (108, — 8B, B,") + 124" (. B, — 27)
Tt [B 8" — 2(By" 4By - Bo" - 2B,") 458y - By" 1485 BT - 48,7 By
—Bs- (285" F9B)]H7. [3 - (Bs - Baa—2Bss) 14 - (Bos™— By - Bas) 12 - Ba'— Pap"]=0.

Diese Gleichung ldsst sich einfacher schreiben. Doch ehe man dazu
iibergeht, moge eine Bemerkung eingeschaltet werden.

Setzt man die Ausdriicke (21) in die aus der Beriihrungsbedingung fol-
gende Gleichung:

@3) . (3y- 28y — B 22) 4 o B0t py O O g 8. )7 pg B0

ein und beriicksichtigt man noch die Formeln (17), so bekommt man die
Gleichung von der Form (12), wo die Verdnderliche « gar nicht auftritt.
Fiihrt man ferner statt a, b die Anfangswerte y,, y,/ fiir © =2, ein, indem
man setzt:

. (l))x=9€o = (l),)xx gt IJ 3
so ergibt sich:

61)o'_——d?/o: 51)0’=dy0', 621)0__—_d2y0, 5290’ﬁd2y0’.

Betrachtet man in der Relation (6) den Parameter & als Funktion von a,

Prace mat.-fiz,, t. XXVI. 20
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so ist diese Funktion auch durch eine Differentialgleichung von der Form (9)
bestimmt. Fiihrt man ferner anstatt (13) die Operation:

3f(x, a, b)="Ff..da-t+fo.db

ein, und benutzt dieselbe Methode, wie vorhin, so bekommt man die zweite
Bedingung fiir die Funktionen o, 8, welche aus (22) durch Vertauschung
von o, B hervorgeht.

Es moge nun ein System von zwei Funktionen o, B vorliegen, welche
diesen beiden Bedingungen geniigen. Man benutze ferner bei der Integration
von y""=oa, y'=@ die Anfangswerte y,, ¥,, ¥, ¥’ von y, ¥’; vy, vy fiir
x =1, als Integrationskonstanten. Dann enthilt die Gleichung (23) die Ver-
inderliche 2 nicht und man kann sie fiir  =— «, hinschreiben. Benutzt man
also die Anfangswerte ¥,, ¥,; Vo, V.’ als Integrationskonstanten @, &; a, b,
so lassen sich die Differentialgleichungen (8) und (9) die aus der Berﬁhrungs
bedingung folgen, auch ohne Integration der Differentialgleichungen ¢” = a

y’=§ hinschreiben.

In der vorhin erwahnten Dissertation hat Herr Koppisch den folgen-
den Satz bewiesen:

,S0l1l die zu einer gewodhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung
y'" = (xyy') gehorige Differentialgleichung 6" = ¢ (ab0’) die Form:

W' =a,(a, b) — 30, (@, b).0' +3a,(a, b).b2— a,(a, b). b

haben, so ist notwendig und hinreichend, dass o der partiellen Differential-
gleichung vierter Ordnung:

dmyy

(24) — : m"’y Al s Bt —%yl+4wyyr +3w,.0,,=0
geniigt”.

Ist diese Bedingung erfiillt, so ldsst sich die Differentialgleichung
b =¢ (ab?d’) auf die Form 4" = 0 bringen, es gibt also eine Puukttransfor-
mation, welche die Differentialgleichung 4" = o (xyy’) auf die Form y”"=0
bringt.

Die Bedingung (24) muss sich aus (22) fiir o = oo ergeben, denn in
diesem Falle stellt die Differentialgleichung %"= « die Punkte der Ebe-
ne dar.

Um dies einzusehen, braucht man nur die Relation (22) durch ¥® zu di-
vidieren und sodann o =oco, 1 =oco zu setzen. Auf diese Weise bekommt

mar:
3. (B3 . 322—’2333) + 4 -(623[—Bz~323) + @2-[3221— an = 0’

was mit (24) vollkommen iibereinstimmt.
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Um nun die Bedingung (22) einfacher zu schreiben, mége man
setzen:

A4 =By —A4B;3, B=8,.By — 2By3,
C=38—2.G+b), D=B,.bs,

My =85, — (8,” + 108,),

Ny =T78,"+ 38, . By' — 10. (8" 4B, - B) — 2627,
Pp=C"—8,.C'-—3py.C+8(D'— B, . D),
Qp=3B-}B,.4— A4,

(29)

T —292 =7y, (Fl=1.1%—3q.qD),

17 —37.y1=1.

Dann bekommt die Bedingung (22) die folgende einfachere Form:
TV — 270 By AT AT ) — 2444 28,7 12y My 1. N

+1*. Pe+1°. 6 = 0.

Die Ausdriicke Mg, N3, P, () sind nur von 3 abhdngig und enthalten
die Funktion « nicht.

Vertauscht man nun o und § miteinander, so geht:

(26)

, el e B R
iiber in:

e ¢ il e B
Die zweite Bedingung fiir die Funktionen o, § lautet daher:
TV — 2. (3. YU 44t 4) — 24414 2a2.7.?—l— 12.7. M.~413.4". N,
—+1t. P10 =0.

Es sei nun eine beliebige infinitesimale Beriithrungstransformation Bf
durch ihre charakteristische Funktion M (xy%’) gegeben. Dann ist:

(27)

By =M, By = — My, By=y . M — M,
By' =— [M,; +y". (Mg, + M) + 9" My,]
Bo(@yy)=M,. ¢, — (Mo; + M, .9,) .

Soll diese infinitesimale Beriihrungstransformation die beiden Differen-
tialgleichungen %" = a (xy¥’); v/ =8 (ryy’) invariant lassen, so muss sein:



194 Wt. Gasiorowski. (60)

B@y" ~a)=0, B@E'—F=10

vermoge ¥y’ —o bzw. y””=p. Die Definitionsgleichungen dieser infinitesi-
malen Transformationen lauten daher:

[ M o . (My+M,) 402 Myy+ oy My — (23 M40, M;) =0,
l M +8. (Mg~ My)+ 82 Moy + 6, M, — (Bs M 4B, M) =0.

Sie bestimmen eine achtgliedrige Gruppe von Beriihrungstransformatio-
nen, welche mit der allgemeinen projektiven Gruppe vermoge einer Beriih-
rungstransformation dhnlich ist. Jedem System von zwei Funktionen o, B,
welche den Bedingungen (26), (27) geniigen, entspricht eine Gruppe von Be-
rithrungstransformationen.

Setzt man:

(29) o= —

(28)

61(7)’ Pl

so gehen die Gleichungen (28) in die Definitionsgleichungen (II) der acht-
gliedrigen, mit der allgemeinen projektiven Gruppe dhnlichen Gruppen iiber.
Die Gleichungen (26), (27) liefern bei der Substitution (29) die Integrabilitéts-
bedingungen fiir die in den Definitionsgleichungen (II) auftretenden Funktio-
nen o, o®. Fiir jedes System von zwei Funktionen o®, o®, welche den
letzteren Integrabilitdtsbedingungen gentigen, liefern die Gleichungen (II) die
Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen einer mit der
projektiven Gruppe dhnlichen Gruppe. Die letztere kann auch definiert wer-

den als Gruppe von Bertihrungstransformationen, welche die beiden Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung

(30) V't 5 =0, y4e®=0

invariant lassen. Die Beriihrungstransformation, welche dann die Differen-
tialgleichungen (30) auf die Form 3"’ =0, 3'"=oco bringt, fiihrt die entspre-
chende Gruppe von Bertihrungstransformationen in die allgemeine projektive
Gruppe tiber.

§ 9. Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen
aller irreducibeln Gruppen von Beriihrungstransformationen der Ebene.

Nach dem Theorem 69 des zweiten Abschnitts (S. 433) der , Transforma-
tionsgruppen® ist jede continuirliche irreducible Gruppe von Beriihrungs-
transformationen der Ebene «, y entweder sechs — oder sieben— oder zehn-
gliedrig und sie ist durch eine Bertihrungstransformation der Ebene z, y
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mit einer der drei Gruppen 4hnlich, deren charakteristische Funktionen der
infinitesimalen Transformationen lauten:

I 1.3 o L Rl g e

l

(1) H Loy gt ek eyl ot wyl sy

b, @y M=yt e ot

. (y—izy), y-@—tzy), Y—izy)

III

L
Die charakteristische Funktion der allgemeinen infinitesimalen Trans-
formation der ersten Gruppe lautet:

W=a+ br+cy | dr* +er.y+ f.y%

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen haben

folgende Form:
Wiy — Wy =0,

@) Wiy = Wie = Woyy = Wipe = Wy = Wy =0,
Wy ="05 2=t iamm, vl - (8 ==3,
Die Differentialinvarianten gibt die folgende Tabelle an:
Jr=19 — 1.y
(3) ) =1 0 =0 Kas  Js= a0 Vi Kes Je e W Yy s J5 = Kaa Vs 00 s,
Je=9" 0= 05 Jr=00 a5 S Ve a5 Js=Yas ¥y —Tsa Y,/

Unter den Differentialinvarianten zweiter Stufe sind nur sechs voneinan-
der unabhingig. Es bestehen namlich die Relationen:

4) Ja—Ji +2s=0; 2y — s gy = 0.

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen aller
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sechsgliedrigen irreducibeln Gruppen von Beriihrungstransformationen der
Ebene lauten:

o.(M,y—M,)=M,0,— (M, 0,+Ma,),

oMy, =M, . (1484 (M,,—2M,,).B+M,, .6 — M,B,+ M, B,-+ MB,,
oMy =M, e ©2M,,— M,)).1+2 Myyq— My, M, v, M,

(B) § aMyy =M, .e+(2M,;—M,).5+ M,,.(q—B) — M, 3, -+ M, 8, M5,
Mgy =3.(Myye — Myy) — Mye, -+ M, e, M &4,

oM, =3.(My t— M, m)+ M, L, — (M, t+ M§,),

oMy =2 M, 4+ @My —M,,). q4-+M,y. 0 Myn, — (M, 1, Mr,).

Durch einmalige Ausfithrung der Operationen f;, f, auf die Gleichun-

gen (5) ergeben sich zunichst folgende Integrabilitdtsbedingungen fiir die
Funktionen «, 8, 1, 8, ¢, ¢, 1:

o =pf+mn, H=0—r1,
(G)I 23— +5.(0—37+e {E—m+a. 6 F1—28) =0,
| C.B1—2)—3f. (B+m) — 216+ 2. 28,31, —C) =0,
U3 () 27— B2 Byt-0, —27) =0

Die Gruppe (I) ergibt sich aus den Gleichungen (5) fir o =1,
B=71—8=e=(=175=0 in der Form:

M, — M, =0; M =M, =My, =M;;,=M;y; = M,,,=0.

Die Definitionsgleichungen der endlichen Transformationen der Gruppe
(I) lauten:

0 — 50 =15 19— =0, ..., 1Y —1ry,y =0
II.
Im zweiten Falle lautet die allgemeinste charakteristische Funktion:
W=a-br+4cy +-d@—4iry)+ter’+rFry gy

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen sind
dann:
Wiy = W= Wy = Wipy=Wyy = W,y =0,

iy =0, my=U, "m0 § —3
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Die Differentialinvarianten haben die Form:

i _}111)2 Y541y P LY — 't o B0y — 9y,

s S

1Y —u'r, . 1Y —v,'1, fore 1Y —u'r,

Tl — 'y i WA 0 i LS oy Vip' — 0 1ys

T T R S R it R b A

b Yor' — 91/ 2oy o B Yoz’ — Yy Loy
s R A e ’ T
Ty 9y D1 Ty Yy — Yy by

Zwischen ihnen bestehen die folgenden Relationen:
4, —ig+24, =0; 24, — i, + 14, =0.

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen aller sieben-

gliedrigen irreducibeln Gruppen von Beruhrungstransformatlonen der Ebene
haben die folgende Form:

R R OE 0 R i YA e ey S NG W T B
Myo =My e+ My -1+ 2Myy . n— My, + M1y + M,

My, =M, .e+M,.6-+M,.(q—B)— M8 + M, Ms,,
My = (2My + M) .e —3M,, .71 — Mye, + M, e, -+ Me,,

My, == - 2 M)A 6 3 MG (MG, - M),
Moy =2M,; 7+ My~ Myy 8+ Myny — (Myn, + M)

Die 8, v, ¢, e, £,  sind Funktionen von x, y, ¥, welche zunachst
folgenden Integrabilitdtsbedingungen geniigen miissen:

l P — 4784 84 28e+te, +1,— 25, =0,
®) l2C-(27—3)+3ﬂ2—32+2@1+3n1—Cz=0,
e.C—B.7—3.(3n+B) 4B+ 5 —2y, =0.

Da die Differentialinvarianten 7, ..., ¢ zugleich Differentialinvarianten
der sechsgliedrigen Gruppe (I) sind, so kann man die Gleichungen (7) als
Definitionsgleichungen dritter Stufe aller sechsgliedrigen irreducibeln Grup-
pen betrachten. Man braucht dann nur die erste der Gleichungen (5) hinzu-
zufiigen, um das System sdmtlicher Definitionsgleichungen der irreducibeln
sechsgliedrigen Gruppen zu bekommen. Das Entsprechende gilt fiir die Inte-
grabilitdtsbedingungen. Diese Folgerung kann man auch analytisch verifi-

(7)
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zieren. Setzt man ndmlich in die Gleichungen (5) und (6) an Stelle der Fun-
ktionen B, v, 9, e, &, % iiberall die Produkte: a8, oy, a8, ae, af, oy, SO
bekommt man (abgesehen von der ersten der Gleichungen (5) und der ersten

der Gleichungen (6)) genau die Gleichungen (7) und (8). Auf diese Weise er-
reicht man zugleich eine Rechnungsprobe.

Die Gleichungen (7) und (8) kann man noch etwas iibersichtlicher

schreiben, indem man 38— 27 an Stelle von B einfiihrt, d. h. 2% als neues
B benutzt. Mit Riicksicht auf die Relation

M,=2M, —M,;,
kankn man dann das Gleichungensystem (7) durch das folgende ersetzen:
M ,=M,.B1—0)+M,y .8+ M, .CH M,B, — M, B, — M8,
M, =M,.30—B)+M,,. 0+ M, .e— M3, M, 8,4 M3,
My o,=M, .e+M,.74+2Myy.v— My, + My, + My,
My =My, .C+M,, . q-+2M,, . v+Myn, — M,y — Mn;,
My,—=CM,,+M,,).e—3Myy.1— Mye, M, e, Meg,
M,=0CM,+M,).0—3M,,.1-+M,{, —MZL—MC.

Die Gleichungen (7 bis) zerfallen in drei Paare, die so beschaffen sind,
dass jede Gleichung eines jeden Paares aus der zweiten Gleichung desselben
Paares durch Vertauschung der Indizes 1, 2 und gleichzeitige Vertauschung
der Funktionen 8, vy, ¢ mit bzw. J, v, C hervorgeht. Dabei ist zu beachten,

dass die Operation f,=f;,—/,; bei Vertauschung der Indizes 1, 2 in die
Operation — f; tibergeht.

Die Integrabilitdtsbedingungen (8) nehmen jetzt die folgende Form an:
I (=28 —2[18+e@n— Pl+e+1,—28=0,

(=8P —2[B+CCr—O+ L+ —28, =0,
@nr4-Ce—3B) — Br+10)+B+9 —2(n+-1) =0.

Man sieht sofort, dass die beiden ersten der Gleichungen (8 bis) bei der
vorhin besprochenen Vertauschung ineinander iibergehen, die letzte dagegen
in sich selbst.

Fiigt man nun zu dem System (7 bis) die Gleichung:

(7 bis)

(8 bis)

a. (M,—My) = Myo, — (M, 05—+ May)
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hinzu, so bekommt man das System der Definitionsgleichungen der sechs-
gliedrigen irreducibeln Gruppen. Um die entsprechenden Integrabilitatsbe-
dingungen zu erhalten, braucht man nur zu dem Systeme (8 bis) die beiden

Gleichungen:
(loga) =f—1, (loga),=20—7

hinzuzufiigen, die bei der erwdhnten Vertauschung ebenfalls ineinander iiber-
gehen. ;

Unter denjenigen Integrabilitdtsbedingungen der sechs- und siebenglie-
drigen irreducibeln Gruppen, welche durch zweimalige Ausfiihrung der Ope-
rationen f,, f, aus den Gleichungen (7 bis) folgen und sich aus den Integra-
bilitdtsbedingungen (8 bis) durch Ausfiihrung der Operationen f;, f, nicht
ableiten lassen, haben die drei ersten die folgende Form:

Bor— g [1 (20— B)li 3,6 — (B, 8+ 3, 1+, 0) +-2C. (e +78) - ({4-19) - (n —B)=0,
T Bt 0 —B) @ —B) 8. (0 +-3) -+ L B —1) — 184217 —e. L4-370L=0,
T+ Bra— 41+ 127 — 8 2n—B)l, — €& —45,0)+38 . [, —Bi +1(n—F)]
+38. [8:+2704-¢ (31 —B)]=0.

Die drei iibrigen ergeben sich aus den hingeschriebenen durch Vertauschung
der Indizes 1,2 und gleichzeitige Vertauschung der Funktiondn @, v, ¢ mit
bzw. &, 5, €

1L
Im dritten Falle lautet die allgemeinste charakteristische Funktion:
W=a+-br+cy'+-d @y —iry)+er’+fry' +gy?
+he QO —5ry) Ay .0 —§ry) 1. (0 — $ry)*.

Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen sind:
Waii=Wisi—=Wais =Wy =0;

(Wit Wy =0, W,y + W,5,=0),
) § W W s = W == Wises == Wgsi = Wi, =0,
Wiiss+ Way1e=0, Wi+ Wy =0,

Wi,i,isilif.:O (2'1’ i?’ Z.37 1;4) 1;5:17 2)'

Prace mat.-fiz., t. XXV1 20%*
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Es ist also:
my =0, =0 imy=4, m, =8, 9k —=125 =0

Mit Hilfe der Relationen zwischen den Operationen vierter und fiinfter
Stufe lasst es sich beweisen, dass sich die Definitionsgleichungen vierter und
fiinfter Stufe aus den Gleichungen dritter Stufe allein durch Ausfithrung der
Operationen f,, f, ableiten lassen.

Die Differentialinvarianten zweiter Stufe lauten:

4 — F120' — 1" re i Faa 0 a1y
; TR T : tY — /1,
N Y — 91y . BT
LR S ’ T / ! &
LYy — Yy by LYy — Yy Ly

Die Differentialinvarianten hoherer Stufe lassen sich aus den letzteren
durch Ausfithrung der Operationen f,, f, ableiten.

Die Definitionsgleichungen dritter Stufe der infinitesimalen Transforma-
tionen aller zehngliedrigen irreducibeln Gruppen von Berithrungstransforma-
tionen der Ebene haben folgende Gestalt (s. (7))

My, =M, .e+M,.1+2Myn— Myv, -+ M, v+ My,
Myp—(2M,,+M,y).e —3Myy— Mye,+ M ey+ Me,,
M, =M,+2M,).0—3M, -+ M,{ — (M, L+ MCy),
M, =2M 1+ My .9+ My, .C+ My — (M, my -+ M)

Die Definitionsgleichungen vierter und fiinfter Stufe ergeben sich aus
denjenigen dritter Stufe durch Ausfiihrung der Operationen f,, f,. Die
Gleichungen (10) liefern die zehngliedrige Gruppe (IIl) fiir y=e=0=7%n=0
imider Form Mg,,=Mqo==M ;.= M, =—0.

Um die Integrabilitatsbedingungen auf unmittelbarem Wege zu finden,
miisste man die Definitionsgleichungen vierter und fiinfter Stufe hinschreiben,
sodann noch zweimal die Operationen f;, f, ausfilhren und die Identitaten
zwischen den Operationen sechster und siebenter Stufe benutzen.

Wie im Falle der allgemeinen projektiven Gruppe, kann man auch hier
einen anderen Weg einschlagen, der wenigstens angedeutet werden moge.

Nach dem Theorem 71 (S. 439) des zweiten Abschnitts der ,Transfor-
mationsgruppen ist die zehngliedrige Gruppe (III) die grésste continuirliche
Gruppe von Beriithrungstransformationen der Ebene x, v, welche die ge-
wohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung %"’ =0 invariant lasst,

(10)
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Wenn man nun in die Gleichungen, welche die Transformationen der Gruppe
(IIT) vorstellen, die neuen Verdnderlichen durch eine Beriihrungstransforma-
tion einfiihrt, so ergibt sich eine mit der Gruppe (IIl) dhnliche zehngliedrige
irreducible Gruppe, welche dadurch definiert werden kann, dass sie eine ge-
wohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung von der Form:

(11)  y'"=a(xyy)+B@yy). ¥ +1(@yy).y"? 48 (xyy).y"*

invariant ldsst. Bezeichnet man also mit Bf eine beliebige infinitesimale

Beriihrungstransiormation, welche der letzteren Gruppe angehért, so muss
sein:

(12) B[y — (a+By" 19"+ 2y =0,

vermoge der Gleichung (11). Jede zehngliedrige irreducible Gruppe von Be-
rithrungstransformationen der Ebene x, y ldsst eine gewisse Differential-
gleichung von der Form (11) invariant. Die letztere Bedingung (12) muss
also die Definitionsgleichungen der /infinitesimalen Transformationen aller
zehngliedrigen irreducibeln Gruppen ergeben. Es ist in der Tat:

(13) By" — — (Wi +3Y" Wia  +3Y". Wyo+y""8. Was,
9" Wiy 2 Wiy 39" 4 W)
Die Bedingung (12) ergibt also:
Wi 39" Wio+3y"%. Wy +1y"3. Wyge+ (W2 Wy
+ 3y W) . (a4-By"+1y"?+oy"*) 4o, Wy—ay, W,—oay. W
9" G Wy —B Wy — B W)y, Wy— 1, Wy — 15 W)
+ "0 Wy =8, W, — 8, W) —(B+21y" 4-30y").[Wy,
4y (Wogt W) +y" . Wys] =O0.

Die Gleichung muss fiir alle %" identisch bestehen; sie zerfillt also in
die vier folgenden Gleichungen:

Wi to (W +2W,)—B. Wy +o, Wy —(0g Wy +03 W)=0,
3Wig+30. Wy 8. Wy —29. Wy +8, Wo— (B W, 48 W) =0
3Wya+28. Wyy— . W, —38. W, 41, Wo— (s Wi+15- W)=0,
Wags=+1. Was—08.(2 W+ Wy) -+, W, — (0, Wy 40,. W)=0.

(14) '
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Schreibt man in den Gleichungen (14) an Stelle von a, 8, 1, & bzw.
—¢t, — 37, 37, ¢, so bekommt man genau die vorhin gefundenen Gleichun-
gen (10). Die durch die Gleichungen (10) bestimmte zehngliedrige Gruppe
lasst also die folgende Differentialgleichung:

Y+ ey y) 31 @yy). ¥ — 31 (@yy) .y —< (xyy) .y =0
invariant.

Die vorstehenden Entwickelungen zeigen zugleich, dass die Aufgabe,
die Integrabilitatsbedingungen fiir die Gleichungen (10) zu finden, auf die fol-
gende Aufgabe hinauskommt:

Die Bedingungen zu finden, denen die Funktionen o, 8, 7, ¢ der Ver-
dnderlichen x, y, y' geniigen missen, damit es eine Beriihrungstransforma-
tion gibt, welche die Differentialgleichung:

yll’:a_'_g.yll_l_Yyllz_l_g_leS

auf die Form /" =0 zurtickfiihrt.

In Anschluss daran m6ége erwdhnt werden, dass Herr Karl Wiinsch-
mann in seiner Inaugural-Dissertation: .Uber Beriihrungsbedingungen bei
Integralkurven von Differentialgleichungen* (Greifswald, 1905) den folgenden
Satz ohne Beweis ausgesprochen hat (S. 13):

»Eine Differentialgleichung dritter Ordnung lasst sich dann und nur
dann auf die Form ¢/"’—=0 bringen (durch Bertihrungstransformation), wenn
y'" eine ganze Funktion dritten Grades von ¢" ist, also die Form hat:

Y" =% @yy)+3x @yy).y"+3% @yy) .y +xs @yy).y'",

und wenn zugleich die Bedingung fiir die Berithrung zweier benachbarter In-
tegralkurven eine Monge’'sche Gleichung zweiten Grades ist“.
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