2 PODSTAW GEOMETRYI RZUTOWE]

NAPISAL

A, HOBORSKI

WARSZAWA
WYDAWNICTWO REDAKCYI
PRAC MATEMATYCZNO-FIZYCZNYCH.

1918.




3 , , ‘Osobne odbicie -z-:.tOm'u.)Q(IX-go =

. ,PRAC MATEMATYCZNO-FIZYCZNYCH-. o

Za pozwoleniem Cenzury Niemieckicj. T

€l

AN

b K iw ki w War

2




A. HOBORSKI.

Z podstaw (Geometryi rzutowe;.

Ueber die Grundlagen der projektiven Geometrie.

§ 1. Na innem miejscu V) odroznitem miedzy Geometryq rzutowa spe-
cyalng a og6lna, o ile chodzi o Geometrye rzutows, uzyskana na drodze syn-
tetycznej. Specyalng dali nam v. Staudt (Geometrie der Lage 1847)
i M. Pasch (Vorlesungen iiber neuere Geometrie 1882, drug. wyd zr. 1912).
Kiedy pierwszy z nich przyjat aksyomat o réwnolegtych w postaci nastgpu-
jacej: ,przez kazdy punkt plaszczyzny, nie lezacy na prostej (I) tej ptaszczy-
zny, mozna poprowadzi¢ jedna i tylko jedna prosta, wspoiplaszczyznowa
z prosta (I) i prostej (I) nie przecinajacg“, i przez to rozwazania swoje znacz-
nie uproscit, M. Pasch zbudowal Geometrye rzutowg wolng od wszelkiego
aksyomatu o réwnolegtych (poglad, ze Geometrya rzutowa daje sig rozwingé
bez aksyomatéw o réwnolegltych—zdaje sig— wypowiedziat pierwszy F.Klein
(Uber die sog. Nicht-Euklidische Geometrie. Math. Annalen, tom 6-ty, 1873);
obydwaj, tak v. Staudt, jak i Pasch sg zmuszeni do odr6znienia punktow,
prostych i ptaszczyzn t. zw. wlasciwych od niewtasciwych (Pasch), czy nie-
skoriczenie odleglych (v. Staudt). Ogdlna Geometrya rzutowa (Pieri:
I principii della geometria di posizione, composti in sistema logico deduttivo
druk. w Memorie della Reale Accademia delle Scienze di Torino, tom 48,
r. 1899; K. Th. Vahlen: Abstrakte Geometrie, 1905) przyjmuje za$ swe pod-
stawowe zdania i pojecia w ten sposéb, ze moéwi o punktach, prostych i pta-
szczyznach, nie dzielgc ich na dwie klasy, nadto czyni to w ten sposéb, ze

) A. Hoborski, Bemerkungen iiber die Grundlagen der Geometrie. Anzeiger der
Akademie der Wissenschaften in Krakau, Styczen r. 1917.

Prace mat.-fiz., t. XXIX. 6
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taki podzial elementow geometrycznych na wtasciwe i niewtasciwe nie tylko
nie jest potrzebny, ale jest wrgcz niemozliwy. Specyalna Geometrya rzutowa
jest jedng z mozliwych interpretacyj ogolnej Geometryi rzutowej; to wiasnie
cechuje wzajemny stosunek obu Geometryj do siebie, a ze stanowiska wyma-
gan Logiki mozna specyalng Geometryg rzutowg uwazac za pewnego rodzaju
dowod, ze aksyomaty ogdlnej Geometryi rzutowej nie sg ze sobg sprzeczne.

Ta wtasnie okoliczno$¢ nadaje wielka wage specyalnej Geometryi rzu-
towej tak, ze nie pomijamy jej milczeniem, mimo istnienia teoryi ogolnej.
Owszem, ta wilasnie okoliczno$¢ natury logicznej powoduje, ze specyalna
Geometrya rzutowa bedzie wyprzedzata teorye ogélng w kazdem przedsta-
wieniu rzeczy, ktére pragnie wymaganiom Logiki uczyni¢ zados¢.

§ 2. Wyobrazmy sobie, ze budujemy specyalng Geometryg rzutowa
sposobem syntetycznym, przyjmujac za jej aksyomaty np. pierwsza i druga
grupe aksyomatéw geometrycznych Hilberta (Grundlagen der Geometrie)
i pewien aksyomat ciagtosci np. w formie, nadanej mu przez Enriquesa
(Wyktady Geometryi rzutowej, Warszawa 1916), oczywiscie, ze dla ostatniego
aksyomatu trzeba rozwing¢ juz kilka rozdzialéw Geometryi rzutowej; zarzutu
z tego robi¢ nie mozna, bo aksyomatéw nie trzeba jednym tchem wypo-
wiadac.

Poniewaz ogélna Geometrya rzutowa wyraza grupe aksyomatéw upo-
rzadkowania (punktéw na prostej) przy pomocy (zwykle pierwotnego) pojecia
rozdzielenia, ktére moze byloby odpowiedniej nazwac pojeciem przeplatania,
tedy w specyalnej Geometryi rzutowej, o ktérej w obecnym paragrafie mowa,
jezeli sig okresli pojecie przeplatania (punktéw na prostej) o niem nalezy
okaza¢ twierdzenia, ktére w ogdlnej Geometryi rzutowej obiera¢ si¢ zwykto
za aksyomaty uporzadkowania.

W niniejszym artykule, przyjawszy aksyomaty, zestawione ponizej
w § 3, podaje (w systematyczng ujgtgq catos¢) definicyg Pascha przeplatania
dla czterech punktéw na prostej, czterech prostych wzgl. ptaszczyzn w peku,
ograniczajac sig¢ do przypadku, gdy te utwory geometryczne sq wlasciwe; na-
stepnie podaje artykut kilka twierdzefi. W pewnych szczegétach rzecz poniz-
sza nie bedzie sig roznita od rozwazafi danych przez M. Pascha (aksyomaty
sq jednakowoz odmienne); jedno za$ twierdzenie giéwne artykutu (tw. 18)
jest bezwzglednie rzeczg nowgq i samg przez sig interesujaca.

Metoda rozumowania, ktérej uzyto w tym artykule, takze zastuguje na
wzmianke. Zdaje sig, ze stale w Matematyce—a zwlaszcza w badaniach, do-
tyczacych podstaw Geometryi--dowody twierdzenn s tem S$cislejsze, im sg
blizsze tej formy, ktdra prof. Sleszynski nazywa postacia dowodu zupel-
nego; podawanie w calosci dowodéw zupelnych czynitoby wyklad rozwle-
ktym, ale mozna dowody podawa¢ tak, by czytelnik z tatwosciag moégt od-
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nale$¢ dowody zupelne. I tej wtasnie wskazéwki metodycznej pilnie prze-
strzegatem. D

§ 3. Wyslowimy aksyomaty, z ktérych jedenascie pierwszych tworzy
grupe zasad potgczenia, pozostale — grupe zasad uporzadkowania. 2

Punkty, proste i ptaszczyzny uwazamy za przedmioty, podlegajace na-
stepujacym zwigzkom:

A. [. Istniejg conajmniej dwa, r6zne od siebie, punkty.

A. II. Dwa rézne od siebie punkty okre$lajq jedng i tylko jedng prosra.

A. IlIl. Jezeli punkty A, B okreslaja prostg a, ktorg takze okreslaja
punkty C, D i jezeli punkty 4, C sg od siebie r6zne, to punkty 4, C okre-
$lajg takze prosta @, czyli dwa dowolne a rézne punkty prostej okreslajg te
prosta. ¥

O punkcie 4 powiemy bowiem, ze lezy na prostej @, lub ze jest pun-
ktem prostej a, albo tez, ze prosta @ przechodzi przez punkt 4, w tem zna-
czeniu, ze istnieje punkt B rozny od punktu A i taki, ze punkty 4, B okre-
$lajag prosta a.

Trzy lub wiecej punktéw, lezacych na jednej prostej, nazywamy wspét-
liniowemi.

A. IV. Na kazdej prostej leza conajmniej dwa rézne punkty.

A. V. Jezeli a oznacza prosta, to istnieje co najmniej jeden punkt,
ktory nie lezy na prostej a.

A. VI. Trzy punkty niewspétliniowe okreslaja jedng i tylko jedng pta-
szczyzng.

A. VII. Na kazdej plaszczyZnie lezg przynajmniej trzy punkty nie-
wspotliniowe.

Moéwimy bowiem, ze punkt A4 lezy na plaszczyznie a w tem znaczeniu,
ze istnieja punkty B i C takie, ze punkty 4, B, C sa niewspéiliniowe i ze
okre$laja wtasnie ptaszczyzng o.

1) Przy kilku twierdzeniach podatem numery aksyomatéw, ktérych wynikiem lo-
gicznym sa owe twierdzenia.

) Ponizej podajemy aksyomaty Hilberta (grupy I i II) z matemi zmianami.

3) Ten aksyomat Hilberta wystowit G. B. Halsted (Géometrie rationnelle, ttém.
z angielskiego Barbarin, 1911; str. 2) w sposéb nastepujacy: A. Ill'. Jezeli punkty 4, B
okre$laja prosta a, ktora okreslaja takze punkty A4, C i jezeli punkty B, C s3 od siebie
rézne, to punkty B i C okreslaja takze prosta a@. Widocznie, ze z aks. Il i Il wynikaja
aks. Il i III', ale nie odwrotnie, jak to. mi udowodnit stuchacz filozofii p. Wazewski
w bardzo prosty sposob. Przez ,prosta @ okreslona przez rézne punkty A, B’ do$¢ rozu-
mie¢ prosta symetralng odcinka A4 B, jezeli przez ,punkty* rozumiemy punkty okreslonej
ptaszczyzny. Wtedy aks. I i III’ sg prawdziwe (aks. III’ dlatego, bo jego zatozenie jest
fatszywe), kiedy aks. III nie jest prawdziwy.
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A. VIII. Trzy punkty niewspoétliniowe, ktére leza nu plaszczyznie a.,
okreslajg tg ptaszczyzne, t. zn. jezeli punkty A, B, C okreslaja ptaszczyzng a,
jezeli jg okresSlajq punkty A’, B/, ', jezeli ja jeszcze okreslaja punkty
A", B", C" i jezeli wreszcie punkty A, A’, A” nie sg wspotliniowe, to
punkty A4, A’, A" okreS$lajq takze ptaszczyzne a.

A. 1X. Jezeli dwa rézne punkty prostej @ leza na plaszczyznie a, to
kazdy punkt prostej a lezy na ptaszczyznie ..

A. X. Jezeli punkt 4 lezy na dwoch ptaszczyznach a, § czyli gdy jest
im wspélny, to istnieje przynajmniej jeden punkt B, rézny od punktu A,
ktéry tym ptaszczyznom jest takze wspdlny.

A. XI. Jezeli o oznacza plaszczyzng, to istnieje przynajmniej jeden
punkt, ktéry nie lezy na ptaszczyznie o.

Stosunek migdzy trzema punktami 4, B, C wspotliniowemi, wyrazony
zdaniem: ,punkt B lezy miedzy punktami 4 i C*, bgdziemy uwazali za po-
jecie pierwotne, ktére spetnia¢ ma nastgpujgce warunki:

A. XII. Jezeli punkt B lezy miedzy punktami 4 i C, to te punkty sg
od siebie rézne i wspotliniowe.

A. XIII. Jezeli punkty 4, B, C sa wspélliniowe i jezeli punkt B lezy
miedzy punktami 4 i C, to punkt B lezy takze migdzy punktami C' i A.

A. XIV. Jezeli punkty 4 i B sa od siebie r6znemi punktami prostej a,
to na prostej a lezy conajmniej jeden punkt X migdzy punktami 4 i B i co-
najmniej jeden punkt Y taki, ze punkt B lezy migdzy punktami 41i Y.

A. XV. Jezeli 4, B, C oznaczajg trzy rozne i wspoétliniowe punkty,
to zachodzi jedna i tylko jedna z nastgpujacych ewentualnosci:

() punkt 4 lezy miedzy punktami Bi C;

() punkt B lezy miedzy punktami 4 i C;

(v) punkt C lezy migdzy punktami 4 i B.

Ta zasada jest krétkiem wyrazeniem trzech zasad nastgpujacych:

A. XV. 1. Jezeli nie zachodzi ani ewentualno$¢ () ani ewentualnos¢
(B), to zachodzi ewentualnos¢ ()

A. XV. 2. Jezeli zachodzi ewentualnos$¢ (y), to nie zachodzi ani ewen-
tualnos$¢ (=) ani ewentualnosc¢ (f).

A. XV. 3. Jezeli zachodzi ewentualno$¢ (a), to nie zachodzi ewentu-
alnos¢ (B).

A. XVI.D Niech 4, B, C oznaczaja punkty niewspoéiliniowe i niech
wszystkie punkty prostej a lezq na plaszczyznie, okreslonej przez punkty

) Ten aksyomat nazywa si¢ zwykle aksyomatem Pascha (Pasch, loc. cit. IV
Grundsatz, str. 21; wyd. z r. 1912). Zarazem wyraznie zaznaczam, Ze nie twierdze, iz po-
dane aksyomaty sa od siebie niezalezne.
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A, B, C; jezeli prosta a nie przechodzi przez zaden z punktéw 4, B, C
i jezeli ma z prosta, okreslong przez punkty 4, B punkt wspélny polozony
migdzy punktami 4 i B, to ta prosta @ ma albo z prosta, okreslong przez
punkty A, C punkt wspélny, potozony miedzy punktami A i C albo tez z pro-
sta, okreSlong przez punkty B, C punkt wspélny, potozony miedzy punktami
BiC.Y

§ 4 Stosunek, okreslony przyimkiem ,miedzy“, nie jest pojgciem
Geometryi rzutowej; jezeli bowiem punkt B lezy miedzy punktami 4 i C, to
przez rzutowanie punktow A, B, O ze Srodka M, nie lezacego na prostej a,
na ktdrej leza punkty 4, B, ¢ mozna otrzyma¢ punkty A/, B/, C' ze sobg
wspotliniowe, rdézne i takie, ze punkt B’ nie lezy migdzy punktami 4’ i C';
nadto proste a, b, ¢ peku prostych maija te wiasnos¢, ze kazda z prostych
@, b, ¢ mozna uwazac za potozong migdzy dwiema pozostatemi; innemi sto-
wy brak tu analogii miedzy szeregiem punktowym a pegkiem prostych.
Wreszcie stosunek, okreslony stowem ,miedzy“, nie odnosi si¢ do punktéw
niewlasciwych, o ile takie punkty na prostej istniejg. To sa powody, dla kt6-
rych ogdlna Geometrya rzutowa postuguje si¢ innem pojgciem porzadkuja-
cem, a mianowicie pojeciem rozdzielenia czyli przeplatania. Kiedy to pojgcie
jest dla ogélnej Geometryi rzutowej zwykle pojeciem pierwotnem, jest ono
pojeciem pochodnem (definiowanem) w specyalnej Geometryi rzutowej.
Okresleniem tego pojecia i kilku jego wlasnosciami zajmujg si¢ nastgpujace
paragrafy niniejszego artykutu.

§ 5. Dla krétkosci pisma uzywaé bedziemy symbolu 4/BC na ozna-
czenie, ze punkt A lezy miedzy punktami B1i C, zaprzeczenie tego faktu bg-
dziemy oznaczali znakiem A4 ~ /BC.

Tw. 1. Jezeli A,, 4,,..., A, oznaczaja n (n>3) réznych pun-
ktéow wspotliniowych, to proste, okreslone przez punkty 4;, 4, gdzie
i, k=1,2,...,m, ik, sa ze soba identyczne.

Skoro punkty A4,, 4,,.... 4, (n > 3) sa wspoélliniowe, tedy mozna
znale$¢ takie punkty A,/, 4,,..., 4./, ze punkt 4/ (¢=1, 2,..., n) jest
rézny od punktu A, i proste, okres$lone przez punkty 4;, 4/ (j=l1, 2,.., n)
sq ze sobg identyczne; tedy punkty 4, 4/ i punkty Ai A (¢, k=1, 2,... n)
okreslajq te samg prostg a; poniewaz wedtug zatozenia punkty 4;, 4; sg od
siebie rozne, jezeli jest ¢==k, wigc na mocy A. Ill. punkty A4;, 4
(i, k=1, 2,..., n; i == k) okreslajq tez prosta a (Ten dowdd positkuje sig
zasadami A. Il i III).

) Ze wszystkie trzy ewentualno$ci wyrazone w poprzedniku i nastepniku tej zasady
zachodzi¢ nie moga, znajdzie czytelnik u B. G. Halsteda (Géométrie rationnelle, 1911,
str. 7) udowodnione (zob. ponizej tw. 9).
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Tw 2. Jezeli 4, B, C, D oznaczajg rozne i wspotliniowe punkty i je-
zeli jest C/AB i B/AD, to jest takze B/CD."

Twierdzenie to udowodnit R. L. Moore; dowod umieszczony w cyto-
wanej juz ksigzce Halsteda (str. 269) positkuje si¢ zasadami A. II, III, V,
VI, IX, XII, XIII, XIV, XV, XVI.

Def. 1. Ze punkty C, D przeplatajg punkty 4, B, znaczy, ze punkty
4, B, C, D sa od siebie rozne i wspolliniowe i ze z punktéow ¢, D jeden
lezy migdzy punktami 4 i B, drugi nie (zob. Pasch, loc. cit. str. 3).

Tw. 3. Jezeli punkty C, D przeplatajg punkty 4, B, to punkty D, C
tez przeplatajg punkty 4, B.

Dowdéd bezposrednio wynika z Def. 1.

Tw. 4. Jezeli 4, B, C, D oznaczajg rézne i wspétliniowe punkty i je-
zeli jest C/AB i D~ |AB, to stad wynika, ze jest 4/CD albo B/CD.

Na mocy zalozenia i A. XV zdanie D~ /AB jest rownowazne zdaniu:
albo jest 4/BD albo jest B/AD. Przeto tw. 4 ma jedno z dwoch zalozen:

() A4, B, O, D oznaczaja r6zne i wspotliniowe punkty; C/AB; A/BD.

(8) 4, B, C, D oznaczajq rozne i wspoétliniowe punkty; C/4AB; B/AD.

Otéz tw. 2 [4, B, C, D— B, A, C, D|? pozwala napisa¢ zwigzek:

z C/AB, A/BD wynika A/CD.
W przypadku (B) tw. 2 wprost daje zwigzek:
z C|AB, B/AD wynika B/CD.

Twierdzenie wiec jest w zupelnosci udowodnione. (W dowodzie uzyto
A. XV itw. 2)9.

Tw. 5. Jezeli 4, B, C, D oznaczajg r6zne i wspotliniowe punkty i je-
zeli jest C/AB, D~ /AB i A/CD, to stad wynika, ze jest B~ /CD.

Udowodnimy to twierdzenie w ten spos6b, ze wykazemy, iz zdania:
punkty 4, B, C, D, sg od siebie r6zne i wspétliniowe, jest C/AB, jest
D~ |AB, jest A/CD, jest B/CD — sg ze sobg sprzeczne.

Poniewaz na mocy A. XV zdanie: punkty 4, B, D sg rozne i wspotli-
niowe i jest D~/AB — jest rownowazne ze zdaniem: jest albo 4/BD albo
B/AD. Wykazemy tedy, ze kazdy z dwu nastepujacych uktadéw zdan:

Uktad I: (o) punkty 4, B, C, D sg rézne i wspotliniowe;

) Pasch loc. cit. Lehrsatz 13 str. 10 1912).

) Tw.2 [4, B, C, D ->B, 4, C, D] znaczy, ze za litery 4, B, C, D zachodzace
w wystowieniu tw. 2-go nalezy podstawi¢ odpowiednio litery B, 4, C, D.

3) Pasch, loc. cit. str. 13 (1912).
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(8) jest C/AB;
(1) A/BD;
(¢) 4/CD;
(¢) B/CD;
Uktad II: (o) punkty 4, B, C, D sg rézne i wspoiliniowe;
(B) jest C/AB;
(1) B/AD;
(®) 4/CD;
(¢) B/CD;
jest uktadem zdan ze sobg sprzecznych.
Zdania (@), (7) i (¢) dajg na mocy tw. 2 [4, B, C, D— D, B, 4, C]
zwigzek
B/AC
ktory jest sprzeczny ze zwigzkiem (8) na mocy A. XV.
Podobnie zdania (a), (1') i (3) daja na mocy tw. 2[4, B, C,D—> D, A, B, C]
zwigzek A/BC, co tez jest sprzeczne ze zdaniem B na mocy A. XV,
Tem samem udowodniono, ze uktady Iill sa uktadami zdan ze sobg
sprzecznych. (PostugiwaliSmy sie zasadg A. XV i tw. 2).
Tw. 6. Jezeli 4, B, C, D oznaczajg rézne i wspétliniowe punkty i je-
zeli: jest C/AB, D~ [AB, B/CD, to stad wynika, ze jest A~/CD .
Twierdzenie to wynika wprost z tw. 5 na mocy znanego prawa Logiki.
Tw. 7. Jezeli A, B, C, D oznaczajgq rozne i wspoétliniowe punkty i je-
zeli jest C/AB, D~/AB, to stad wynika, Ze zachodzi jedna i tylko jedna
z nastgpujgcych ewentualno$ci:

albo jest A/CD i zarazem B~.|/CD,
albo jest B/CD i zarazem A/CD.

Twierdzenie to wynika wprost z tw. 4, 5 i 6.

Tw. 8. Jezeli punkty C, D przeplatajg punkty 4, B, to i naodwrét
punkty A4, B przeplatajq punkty C, D.

Na mocy Def. 1 jest wtasnie tw. 7 rownowazne tw. 8.

§ 6. Pojecie przeplatania okreslone definicyg Def. 1 jedynie dla pun-
ktow prostej, okres$limy dla prostych peku prostych i dla plaszczyzn peku
ptaszczyzn; wymagac to bedzie catego szeregu rozumowan, miedzy innemi
i twierdzenia (18), ktére w obecnym paragrafie udowodnimy.

) Pasch, loc cit. str. 16, Lehrsatz 23 (wyd. z r. 1912).
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Tw. 9. 4, B, C oznaczajg trzy punkty wspolliniowe, a, b, ¢ proste,
skreslone odpowiednio przez punkty: B, C, wzgl. C, 4, wzgl. 4, B, to nie
istnieje prosta I, ktéraby réwnoczesnie miata z prostemi a, b, ¢ punkty
wspélne D, E, F o wiasnosciach D/BC, E/C4 i F/AB.Y

Dowdd tego twierdzenia moze czytelnik znales¢ w cytowanej ksigzce
Halsteda (na str. 7); polega on na zasadach: II, XV i XVI i na tw. 1.

Tw.10. Jezelied, B, C, E oznaczajg cztery rézne i wspétliniowe pun-
kty, to zwiazki

C/AB, C/AE, C/BE

sq ze sobg sprzeczne i rownoczesnie zachodzi¢ nie mogg.

Zalézmy, ze te zwigzki réwnocze$nie zachodzg. Oznaczmy przez [ prosta,
na ktérej lezq punkty 4, B, C, E. Na mocy zasady A. V. obieram punkt M,
nie lezgcy na prostej 7; on jest rézny od punktéw B, E; oznaczmy przez
b i e proste okre$lone przez punkty B, M, wzgl. £, M (A.IlI). Na prostej b
obierzmy punkt N tak, aby bylo M/BN (A. XIV). Punkty M, B, E okre-
Slaja ptaszczyzng (A. VI), ktorg oznaczmy przez «; na niej lezg punkty C, N
(A. IX); poniewaz punkty te sg od siebie rézne (A. II, Ill), przeto okreslaja
prosta, ktérg oznaczmy literg c; ona lezy takze na plaszczyznie o, nie prze-
chodzi przez zaden z punktéw B, E, M (A 11, Ill). Do punktéw B, E, M
i prostej ¢ stosujmy zasade A. XVI. Poniewaz jest M/BN, wigc jest N~./BM
(A. XV), nadto jest C/BE; tedy istnieje punkt F' na prostych e i c i taki, ze
jest F/ME. Punkty 41 M, jako r6zne, okreslajq prosta, ktéra oznaczymy
przez a. Do punktéw 4, B, M i prostej ¢ stosujmy znéw zasade A. XVI.
Poniewaz prosta ¢ przez punkty 4, B, M nie przechodzi (A. Il IlI), nadto
punkt 4 lezy na plaszczyznie « (A.IX) i poniewaz jest N-~./BM, C/AB,
wigc istnieje punkt G wspolny prostym a i ¢ tak, ze jest G/AM. Uwazajmy
punkty 4, E, M i prosta ¢, otéz prosta ¢ przecina proste /, a, e plaszczy-
zny o w punktach C, F, G tak, ze jest C/AE, F/EM i G/AM, co wedlug
tw. 9 zachodzi¢ nie moze. (Dowdd opiera si¢ na zasadach II. III, V| VI IX|
XV, XVI i na tw. 9).

Tw. 1l. Jezeli 4, B, C, D oznaczajg rozne i wspolliniowe punkty
i jezeli jest B/AC i C/AD, to jest takze B/AD.?

Dowdd tego twierdzenia, udowodnionego tez przez Moore’a, znajdzie
czytelnik w cytowanej ksigzce Halsteda (str. 270); polega na zasadach
I, III, XIV, XV, XVI i na tw 2.

) Pasch, loc. cit. str. 25, tw. 11 (wyd. z r. 1912).
?) Pasch, loc. cit. str. 10, tw. 12 (wyd. z r. 1912).
3) Pasch, loc. cit. str. 10, tw. 10 (wyd. z r. 1912).
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Tw. 12. Jezeli 4, B, C, E oznaczajg r6zne, wspotliniowe punkty i je-
zeli jest C/AE i B/AE, to jest takze E~/BC.

Dowdd. Oznaczmy przez a prosta, na ktdrej lezg punkty 4, B, C, E
i przez I’ punkt, ktéry nie lezy na prostej @ (A. V). Oznaczmy przez a, b, ¢
proste, okre§lone odpowiednio przez punkty AF, BF, CF (A.1l), one s3 od
siebie rozne (tw. 1); na prostej @ obierzmy punkt M tak, aby bylo M/AF
(A. XIV). Ptaszczyzne, okreslong przez punkty 4, B, F' (A. VI), oznaczmy
przez o, na niej lezy punkt E i kazdy punkt prostej e, okreslonej przez
punkty E, M (A. IX). Prosta e nie przechodzi przez zaden z punktéw 4, B, F'
(A. XII, 10).

Do punktéw A4, B, F' i prostej e stosujemy zasade XVI; poniewaz jest
M/AF i E~|AB (A. XV), wiec istnieje punkt H, wspélny prostym bie
tak, ze H/BF. Do punktow 4, O, F (A. IX, XII, II) i prostej e stosujemy
znéw zasade XVI; tedy zwiazki M/AF i E~/AC (XV) wykazujg istnienie
punktu K, wspolnego prostym c i e tak, ze jest K/CF. Do punktéw B, C, I
(VII) i prostej e stosujemy znéw zasadg XVI. Ze zwigzkéw H/BF i K/CF
otrzymujemy, ze jest E~/BC c. b. d u.

(Dowod opiera sie na zasadach II, V) VI, VIII. IX, XII, XIV, XV, XVI
itw. 1).

Tw. 13. Jezeli 4, B, C, E oznaczaja rézne i wspotliniowe punkty i je-
zeli jest C/AB i B/CE, to jest tez C/AE. D

Zatozmy, ze tak nie jest, ale, ze jest C~/AE, co wobec zasady XV, po-
ciaga za sobgq mozliwos¢ 4/CE albo mozliwos¢ E/AC.

Mamy wigc do odrdznienia dwa odrebne uktady zatozen:

(a) C/AB, BJCE, A|CE;
® C/AB, B/CE, EJAC.

W przypadku (o) na mocy tw. 12 [4, B, (', E— E, B, A, C] ze zwiaz-
kéw A4/CE i B/CE otrzymujemy C~/AB, co jest sprzeczne z przypadkiem
(2) — tedy przypadek (o) nie moze zachodzi¢. W przypadku (B) ze zwigzkow
B/CE i EJ/AC otrzymujemy na mocy tw. 11 [4 B C D— C, B, E, A]
zwigzek B/AC, ktéry, na mocy zasady XV, jest sprzeczny ze zwigzkiem C/AB;
i przypadek (3) nie moze zachodzi¢. Tedy zalozenie C~/AE jest falszywe,
prawda jest, ze jest O/AE. (Dowdd opiera si¢ na zasadzie XV i tw. 11 i 12).

Tw. 14. Jezeli 4, B, M oznaczajq punkty niewspoétliniowe, @ oznacza
prosta, okreslong przez punkty 4, M, & prosta, okreslong przez punkty B, M,
m prosta, okreslong przez punkty A, B, = plaszczyzne, okre$long przez pun-

) Pasch loc. cit. str. 11 (Lehrsatz 16) (1912).
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kty 4, B, M, ¢ prosta, r6zng od prostych @, b, przechodzacg przez punkt
M i lezacq na plaszczyznie, i jezeli prosta ¢ ma nadto te wlasnosé, ze istnieje
conajmniej jeden punkt X na prostej m, potozony miedzy punktami 4 i B
i conajmniej jeden punkt Y prostej ¢, rozny od punktéw M i X i taki, ze
na prostej 2, okreslonej przez punkty X, Y, nie ma/miedzy punktami Xi Y
ani punktu prostej a ani punktu prostej &, to stgd wynika, ze proste ¢ i m
majg punkt wspélny U, ktéry lezy miedzy punktami A4 i B.

Dowdd. Albo punkt Y lezy na prostej m, albo punkt Y nie lezy na
prostej m.

Zajmijmy sie najpierw pierwszym przypadkiem. Wtedy Y jest punktem
wspolnym prostych ¢ i m. Poniewaz punkty X, Y, 4, B lezg na prostej m,
tedy na mocy tw. 1 [4,, 4,, 4;, 4, — X, Y, 4, B] prosta z jest identyczna
z prostg m, ktéra ma z prostemi @, b punkty wspélne 4, wzgl. B; na mocy

zatozenia jest wiec:
Ao /XY, Bo /XY, X/AB,

stad na mocy A. XV otrzymujemy do rozwazenia cztery przypadki:
1. X/AY, X/BY, X/AB, co jest niemozliwe na mocy tw. 10.
94 Y/AX, X|BY, X/AB,
3. X/AY, Y/BX, X/BA,
4. Y/AX, Y/BX, X/.IB.

W przypadku 2-im ze zwigzkéow Y/AX, X/AB otrzymujemy na mocy
tw. 11 [4, B, ¢, D— A, Y, X, B] zwiazek Y/AB o kt6ry chodzilo.

W przypadku 3-cim ze zwigzkoéw Y/BX, X/AY otrzymujemy na mocy
tw. 13 [4, B, C, E— B, X, Y, 4] znéw Y/AB (A. XIII), o co chodzito.

W przypadku 4-ym ze zwiazkéow Y/BX, X/AD otrzymujemy na mocy
tw. 2 [4, B, C, D— B, X, Y, 4] zwigzek X/YA4, ktéry jest sprzeczny
z zwigzkiem Y/AX (A. XV). Innemi stowy twierdzenie w pierwszym glow-
nym przypadku jest udowodnione.

Zatézmy teraz, ze punkt Y nie lezy na prostej m; wtedy proste i m
nie sg identyczne. Prosta 2 nie przechodzi przez punkty 4, B (A.II). Albo
prosta # przechodzi przez punkt M. albo tak nie jest.

Gdy prosta z przechodzi przez punkt M, wtedy (A. II) proste ciz sg
identyczne, wtedy punkt X lezy takze na prostej ¢; w tym przypadku twier-
dzenie jest w zupetnosci udowodnione.

Niech prosta z nie przechodzi przez M. Prosta z lezy na plaszczyznie
= (A. 1X). Do punktéw A, B, M i prostej z stosujemy zasad¢ XVI. Ponie-
waz jest X/AB, wigc istnieje albo punkt Z’, wsp6lny prostym a i 2 i taki, ze
Z'|AM, albo istnieje punkt Z”, wspdlny prostym 0 iz i taki, ze Z"”/BM.
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Wystarczy zajac si¢ pierwszym przypadkiem. Punkty X, ¥, Z’ sa od
siebie rézne (A. II) i wspétliniowe, przeto (XV) albo jest X/YZ’ albo Y/XZ'
albo Z'/XY. Ostatni zwigzek jest niemozliwy, bo sprzeciwia si¢ zatozeniu,
ze na prostej @ migdzy punktami X i ¥ niema zadnego punktu prostej a.

Zalézmy wiec najpierw, ze jest X/YZ'. Prosta m nie przechodzi przez
punkty M, Y, Z' (A. 1I), ktére nie sg wspétliniowe (XII). Do punktow
M, Y, Z' iprostej m stosujemy zasade XVI; poniewaz jest A~/MZ' (XV),
X/Z'Y, tedy istnieje punkt U, wspélny prostym m i ¢ o wiasnosci: U/MY,
Twierdzg, ze jest tez U/AB.

Zalézmy, ze tak nie jest, ze jest U~/AB, wtedy (XV) jest albo B/AU
albo A/BU, bo punkt U nie schodzi si¢ ani z punktem 4 ani B (1I). Gdy
jest B/AU, to stad i ze zwigzku X/AB otrzymujemy zwigzek B/XU na mocy
tw.2 [4, B, C, D— A, B, X, U]. Punkty X, U, Y nie sag wspotliniowe
(II, IlT), prosta & nie przechodzi przez punkty X, U, Y (Il, XIll). Do pun-
ktow X, U, Y i prostej b stosujmy zasade XVI. Poniewaz jest B/XU
i M~/UY (XV), wiec istnieje punkt W wspélny prostym b i z tak, ze
W|XY, co jednakowoz by¢ nie moze, bo sprzeciwia sig¢ zatozeniu twierdzenia.
Jest wigc B~/AU. Przestawiajac litery 4, B na B, A, otrzymamy tez, Ze
jest A~/BU. Jest wigc (XV) U/AB, o co chodzito.

Zatozmy teraz, ze jest Y/XZ'. Punkty 4, Z/, X sa niewspoétliniowe
(II, XIII). Prosta ¢ nie przechodzi przez punkty 4, X, Z’ (II). Do punktéow
A, X, 7' i prostej ¢ stosujemy A. XVI. Poniewaz jest M~/AZ' (XV), Y/XZ',
przeto istnieje punkt U, wspélny prostym c i m tak, ze U/4AX.

Poniewaz punkty U, X, 4, B sa od siebie rozne (XIII, XV) i wspolli-
niowe, przeto ze zwigzkéw UJ/AX, X/AB wynika na mocy tw. 11 [4, B, C, D
— A, U, X, B] zwiazek U/AB, o ktéry chodzi.

Podobnie zupelnie zatatwia sie przypadek, kiedy istnieje punkt Z”,
wspoélny prostym 0 i 2z tak, ze jest Z'//BM.

(Dowdd opiera sie na zasadach: II, III, IX, XII, XIII, XV, XVI i na tw.
1, 2,10, 11, 13).

Tw.15. O punktach 4, B, M, X, prostych @, b, m i ptaszczyznie =
zaktadamy to samo, co w tw. 14; o prostej ¢ réwniez zaktadamy, Ze lezy na
plaszczyznie = i przechodzi przez punkt M; niech punkt Y bedzie rézny
od punktéw M, X i niech lezy na prostej c.

Jezeli z oznacza prosta, okreslona przez punkty X, Y, to na prostej 2
ma leze¢ jeden punkt U prostej a i jeden punkt V prostej & o wlasnosciach
U/XY, V/XY. Wtedy prosta ¢ ma punkt W wspdlny z prostg m taki, ze
jest W/AB. ¢

Dowdd. Albo prosta ¢ przechodzi przez punkt X, albo tak nie jest.

W pierwszym przypadku twierdzenie jest udowodnione.
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W drugim przypadku obierzmy (A. XIV) na prostej ¢ punktu Y’ tak, ze
M/YY'. Punkty X, Y, Y’ sa od siebie rézne (A. XII) i niewspdtliniowe
(A. 11, Il) i leza na ptaszczyznie = (IX); przez 2’ oznaczmy prosta, okreslong
przez punkty X, Y’ (II), ktéra takze lezy na ptaszczyznie = (IX). Proste
a i b nie przechodza przez punkty X, ¥, Y’ (I, XII). Do punktéw X, ¥, Y’
i prostej a stosujmy tw. 9; ze zwiagzkow M/YY’, U/XY wynika, ze nie ist-
nieje punkt, wspdlny prostym @ i 2z' i potozony miedzy punktami X i Y.

Podobnie, stosujac tw. 9 do punktow XYY’ i prostej b, otrzymujemy
ze zwiagzkéw M/YY’, V/XY, ze nie istnieje punkt, wspélny prostym b i 2'
i potozony miedzy punktami X i Y”’. Przeto na mocy tw. 14 (Y—Y") istnieje
punkt W, wspolny prostym m i ¢ taki, ze jest W/BA. (Dowod opiera sig na
zasadach II, III, IX, XII, XIV i tw. 9, 14).

Def 2. ,Punkt W jest punktem przeciecia sie¢ prostych a, b* znaczy
to samo, co: ,proste @, & sa od siebie rézne i punkt W jest im wspolny*“.

Tw. 16. Jezeli @, &, ¢ oznaczajg rozne proste, lezace na ptaszczyznie =
i przecinajace si¢ w punkcie M, to przez kazdy punkt A prostej a, rozny
od punktu M, przechodzi conajmniej jedna prosta I, ktéra nie przechodzi
przez punkt M i przecina proste a, 0, c.

Dowdéd. Obieramy (A.IV) na prostej @ punkt 4, na prostej b punkt
B, oba rozne od punktu M; punkty 4, B sg od siebie rozne (II); przez m
oznaczmy prostg (II), okreslong przez punkty 4 i B. Prosta m nie przechodzi
(I, IlI) przez punkt M i przeto proste m i ¢ sg od siebie rézne. Albo proste
m i ¢ przecinajg sie, albo tak nie jest.

W pierwszym przypadku twierdzenie jest udowodnione.

W drugim przypadku obierzmy na prostej ¢ punkt C, r6zny od punktu
M (A.1V), i punkt X na prostej m tak, ze jest X/AB (XIV).

Punkty X i C sa od siebie r6zne i oznaczmy przez z prostg (II), okre-
§long przez punkty Ci X. Prosta 2z jest rézna od prostych a, b, ¢. Na
mocy tw. 14 i 15 i zasady Il istnieje na prostej 2 jeden punkt prostej a, albo
jeden punkt prostej b, potozony miedzy punktami Ci X; z tych alternatyw
tylko jedna zachodzi. Zajmiemy sie¢ przypadkiem, gdy na prostej z lezy
punkt X' prostej 4 tak, ze X’/CX i nie istnieje punkt prostej @ taki, zeby
lezal migdzy punktami i X.

Poniewaz punkt C jest rézny od punktu A4, tedy okreslg (II) prosta,
ktorg oznaczymy przez I. Prosta [ jest rozna od prostej a i ¢, tedy prosta !
przecina je w punktach 4 wzgl. C. Prosta [ jest takze odmienna od pro-
stej b; okazemy; ze ja przecina. Punkty A, C, X sg od siebie rézne i nie-
wspotliniowe; prosta & przez nie nie przechodzi (I, XII); te punkty lezg takze
na plaszczyznie = (IX). Do punktéw 4, O, X i prostej & stosujmy zasadg
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XVI; poniewaz jest B~/AX (XV), X’/XC, tedy istnieje punkt H, wspdlny
prostym b il taki, ze jest H/AC.

W tym przypadku twierdzenie jest udowodnione.

Zalézmy, ze na prostej # lezy punkt X’ prostej @ tak, ze X"/CX i nie
istnieje punkt prostej & taki, zeby lezal miedzy punktami Ci X. W tym
przypadku obierzmy na prostej ¢ punkt C' tak, aby byto M/CC’' (A. XIV).
Punkty O, (", X sg od siebie rozne i niewspoétliniowe; prosta @ nie przecho-
dzi przez punkty C, ', X. Do punktéw O, ¢’, X i do prostej a stosujmy
tw. 9; poniewaz jest M/C(', X"/XC, tedy nie istnieje na prostej &', okreslo-
nej przez punkty €', X (A. II) zaden punkt prostej @, polozony miedzy pun-
ktami O’ i X, a ze proste ¢ i m sig¢ nie przecinaja, wiec na mocy tw. 141 15
istnieje punkt X’ prostej b, potozony miedzy punktami €’ i X; tem samem
obecnie rozwazany przypadek zostal sprowadzony do poprzedniego. Gdy
wigc prosta ¢ nie przecina prostej m, to istnieje przez A przechodzgca pro-
sta 7, ktdra przecina proste 6, ¢ w punktach H wzgl. C tak, ze jest H/AC,
(Dowéd postuguje sie zasadami II, III, 1V, IX, XII, XIV, XV, XVI i tw. 9,
14, 15).

Tw. 17. Jezeli przyjmiemy zalozenia poprzedniego twierdzenia, jak
i oznaczenia jego dowodu, i jezeli proste ¢ i m si¢ nie przecinaja, to jest takze
H/MB.

Dowdd. Punkty H, M, B sq wspolliniowe i r6zne od siebie. Przyjmij-
my, ze jest H~/MB, tedy na mocy zasady XV otrzymamy, ze jest albo
M/BH albo B/MH.

Niech bedzie M/BH. Do punktéw 4, B, H niewspétliniowych i pro-
stej ¢, ktéra nie przechodzi przez punkty 4. B, H (Il) i lezy z niemi na
plaszczyznie = (IX), stosujemy zasad¢ XVI. Ze zwiazkéw M/BH i C~/AH
(XV i tw. 16) wynika, ze istnieje punkt 7, wspdlny prostvm c i m taki, ze
T/AB, kiedy proste ¢ i m sie nie przecinajq. Jest wigc M~/BH.

Niech wiec bedzie B/MH. Do punktéw M, C, H niewspdtliniowych
i prostej m, ktéra przez punkty M, C, H nie przechodzi (II, Ill), stosujemy
zasade XVI; ze zwigzkéw B/MH i A~|CH (XV i tw. 16) wynika, ze istnieje
punkt 7, wspolny prostym c i m tak, ze jest T/MC. co znéw jest niemozli-
we. Jest wiec tez B~/MH, tedy (XV) jest H/MB c. b. d. u. (Dowdéd opiera
sie na zasadach II, II[, IX, XV, XVI i tw. 16).

Tw. 18. Na ptaszczyznie = dane cztery rézne proste a, b, ¢, d prze-
chodzace przez punkt M. Wtedy przez kazdy punkt A prostej @, rézny od
punktu 3/, mozna poprowadzi¢ przynajmniej jedng prostg I, nie przechodza-
cq przez punkt M, ktdra przecina proste a, b, ¢, d.

Dowoéd. Na mocy tw. 17 moze przyja¢ istnienie prostej m przecinajg-
cej proste a, 0, ¢ w punktach 4, B, C réznych od punktu M, przyczem
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oznaczenia b, ¢, B, (' mozemy zawsze tak przyjac, ze jest B/AC. Albowiem
oznaczenia te mozna w kazdym razie (XV) przyjac¢ tak, ze jest albo B/AC
albo 4/BC. Gdy jest 4/BC, to na prostej b przyjmujemy punkt B’ tak, by
byto M/BB' (XIV); poniewaz punkty 4, B’ sg od siebie rozne (II), tedy okre-
$laja (Il) prosta, ktéra oznaczmy przez m’. Do punktéw M, B, C nie wspot-
liniowych i prostej m’, ktéra lezy na ptaszczyznie = (IX) i nie przechodzi przez
zaden z punktéw M, B, C (II), stosujemy zasade XVI, ze zwiazkow B ~/MB
(XV) i A4/BC wynika, ze istnieje punkt €' wspdlny prostym c i m’ i taki, ze
jest O'/MC. Do punktow 4, B, B’ niewspo6lliniowych (II) i prostej ¢, ktora
nie przechodzi przez punkty 4, B, B' (ll), stosujemy znowu zasade XVI i ze
zwiazkéw M/BB' i O~/AB (XV) otrzymujemy, ze jest C'/AB’; tem samem
wykazaliSmy, ze mozemy oznaczenia tak wybra¢, ze jest B/AC.

Mozemy powiedzie¢, ze albo prosta d przecina prostg m, albo tak nie
jest. W pierwszym przypadku twierdzenie jest prawdziwe.

Zajmijmy si¢ drugim przypadkiem. Obierzmy na prostej d punkt D
(IV), rézny od punktu M. Punkty Bi D sa od siebie rézne (II) i okreslaja
prosta (II), ktérg oznaczymy przez z. Na mocy tw. 14115 i zasady II lezy
na prostej & migdzy punktami BD) albo jeden punkt X prostej @ albo punkt
Y prostej ¢, przyczem alternatywy te si¢ wykluczajg. Zajmijmy si¢ przypad-
kiem istnienia punktu Y, wspélnego prostym c iz i takiego, ze jest Y/BD.
Punkty 4 i D, jako rézne od siebie (II), okreslajg prosta, ktorg oznaczymy
przez I. Na mocy tw. 16 i 17 prosta [ przecina prosta ¢ w punkcie C'
o wiasnosci C’'/MC. Do punktéw 4, C, C', réznych od siebie (II, XIII)
i niewspotliniowych i prostej b, ktéra przez te punkty nie przechodzi (II), sto-
sujemy zasadg XVI. Ze zwigzkéw M~/CC' (XV)i B/AC wynika, ze istnieje
punkt B' wspélny prostym & il taki, ze jest B//A(C’; tem samem twierdze-
uie w rozwazanym przypadku jest udowodnione.

Gdy za$ na prostej 2 lezy punkt X prostej a o wtasnosci X/BD i tem
samem poprzednio rozwazany punkt Y nie istnieje, to obieramy punkt D’
na prostej d tak, ze jest M/DD" (XIV) i zamiast prostej & rozwazamy pro-
sta 2/, okreslong (II) przez dwa od siebie r6zne punkty B i D’ (II).

Do punktéw B, D, D', réznych i niewspotliniowych (Il), i prostej a,
ktora nie przechodzi przez punkty B, D, D' (1), stosujemy tw. 9: skoro bo-
wiem jest M/DD"i X/BD, wigc nie istnieje punkt X’ prostej @ na prostej 2’
o wilasnosci X’'/BD', tedy na mocy tw. 141 15 lezy punkt ¥’ prostej ¢ na
prostej 2’ o wlasnosci Y'/BD'; tem samem ten przypadek jest sprowadzony
do poprzedniego.

Twierdzenie przeto w catosci zostato udowodnione. (Dowdéd polega na
zasadach II, 1V, IX, XIII, XIV, XV, XVI i tw. 9, 14, 15, 16, 17).

Uwaga. Jezeli uwzglednimy zasady, na ktérych opieraja si¢ dowody
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twierdzen 9, 14, 15, 16, 17, 18 jak i innych, ktdre sa dla tych pomocniczemi,
to powiemy:

twierdzenie 18 jest logiczng konsekwencya nastgpuja-
cych zasad: II, IIl, IV, V, VI, VIII, IX, XII, XIII, XIV, XV i XVIL.

§ 7. Pojecie przeplatania, dotad okreslone tylko dla punktow prostej,
okreslimy dla czterech prostych peku prostych, t.zn. dla czterech prostych
(réznych), wspotptaszczyznowych i przechodzacych przez jeden punkt. Taka
definicya, jaka bedzie podana, wymaga pewnego usprawiedliwienia przez
twierdzenie 21.

Tw. 19. Jezeli 4, B, C, D oznaczaja cztery rézne i wspotliniowe pun-
kty, mozna je zawsze tak oznaczy¢, ze punkty C, D przeplataja punkty 4, B.

Dowéd. Uwazajmy trzy punkty z tych, o ktérych mowa w zatozeniu;
mozna je (XV) tak oznaczyé¢, iz jest C/AB i albo jesttez D/AB, albo tak nie
jest; w tym drugim przypadku twierdzenie jest udowodnione. Zajmijmy sie
pierwszym przypadkiem. Z zatozen D/AB i C/AB otrzymujemy na podsta-
wie tw. 12 [4, B, C, E— A, C, D, B], ze jest B~/CD, tedy na podstawie
zasady XV mamy, ze jest albo C/BD albo D/BC. Mamy wigc do zbadania
dwa przypadki:

1. D/AB, C/AB, C/BD,
2, D/AB, CJAB, D/BC.

W pierwszym przypadku z zalozen C/BD i D/AB otrzymujemy na pod-
stawie tw.2 [4, B, C, D— B, D, C, A]. ze jest D/CA, nadto ze zwigzku
C/AB wynika (XV), ze jest B~/CA. Mamy wi¢c D/EA i B~ /CA, tedy
oznaczenia A, B, C, D trzeba zmieni¢ na 4, C, B, D.

W drugim przypadku z C/AB otrzymujemy (XV) A~/BC, co ze zwigz-
kiem D/BC potwierdza prawdziwos$¢ twierdzenia, jezeli np. zmienimy ozna-
czenia A4, B, C, D na oznaczenia C, A, B, D.

(Dowéd polega na zasadzie XV i tw. 2, 12).

Tw. 20. Jezeli punkty C, D przeplataja punkty 4, B, to punkty B, D
nie przeplatajg punktéw 4, C ani punkty B, C nie przeplataja punktow
AT RY

Dowdd. Zalézmy, ze punkty 4, B, C, D sa od siebie rézne i wspotli-
niowe i ze jest albo C/AB i D~/AB albo C~/AB i D/AB. Okazemy, ze
punkty B, D nie przeplatajq punktéw A4, C. Zalézmy, ze takze punkty B, D
przeplatajgq punkty 4, C, ze jest tez:

albo B/AC i D~/AC albo B~/AC i DJAC.

Y Tw. 19 i 20 zob. Pasch, loc. cit,, str. 15, Lehrsatz 19 (wyd. z r. 1912).
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Wskutek tego musimy odrézni¢ cztery przypadki:

(2) C/AB,  D~/AB,  BJAC, D~/AC;
®) C/AB,  D~JAB,  B-'AC, DJAC;
“) C~/AB, D/AB, BJAC,  D~JAC;
©) O~|AB, D/AB, B~J/AC, DJAC.

Przypadek («) jest niemozliwy wobec zwigzkéw C/AB i B/AC (XV).

W przypadku (B) ze zwiazkow D/AC i C/AB otrzymujemy na mocy
tw. 11 [4, B, C, D— A, D, C, B] zwiazek D/AB, sprzeczny (XV) z przy-
padkiem (B).

Przypadek y przechodzi w przypadek B przez przestawienie liter B, C
na O, B, awiec i przypadek (y) zachodzi¢ nie moze.

W przypadku (0) ze zwigzkéw C~/AB i B~[AC wynika na mocy zasady
XV zwiazek A/BC, a stad i ze zwigzku D/AB na mocy tw. 2 [4, B, C, D
~— B, A, D, C] wynika, ze jest A/CD, co jest sprzeczne (XV) ze zwiazkiem
D/AC. Zaden wigc z przypadkéw (), (), (7), (8) zachodzi¢ nie moze i wsku-
tek tego udowodniliSmy pierwsza cze$¢ twierdzenia. Poniewaz z zalozenia wy-
nika tez (tw. 3), ze punkty D, C przeplatajq punkty 4, B, tedy na podstawie
pierwszej cze¢sci obecnie rozwazanego twierdzenia (4, B, C, D — 4, B, D, (]
wynika i druga czes¢ twierdzenia. (Dowdd polega na zasadzie XV itw. 2, 3,11).

Tw. 2L Jezeli a, b, ¢, d oznaczajq cztery rozne proste, ktére lezg na
plaszczyznie = i przechodzg przez punkt M, jezeli je przetniemy dwiema
réznemi prostemi /il', ktére nie przechodza przez punkt M, jezeli punkty
przecigcia prostych a, b, ¢, d z prosta I oznaczymy odpowiednio przez A,
B, C, D, punkty zas$ przecigcia z prostg I' przez 4', B, ', D' i jezeli punkty
C, D przeplataja punkty A4, B, to punkty ', D’ przeplataja punkty A’, B'. D

Dowdd. Punkty 4, B, C, D sa od siebie r6zne (II), punkty 4’, B/,
', D' takze sa od siebie rdzne. Jezeli punkty C, D przeplataja punkty
A, B, to jest albo C/AB i D~/AB albo D/AB i C~/AB; jezeliby zacho-
dzita druga alternatywa, to zmiana oznaczen C, D na D, C sprowadza jg do
alternatywy pierwszej. Z tego powodu wystarczy zajac sie przypadkiem, kie-
dy jest C/AB i zarazem D~/AB.

Twierdzimy, ze jest C'/4'B' i D'~/A'B', albo C'~/A'B' i D'|A'B'.

Punkt M jest rézny od punktéw A i A’ (I) i albo punkty 4 i A" sg
od siebie rozne, albo tak nie jest. Zajmiemy sig¢ dluzszy czas przypadkiem
pierwszym.

Skoro punkty M, 4, A’ sg wspdtliniowe i od siebie rozne, tedy (XV)
jest albo M/AA' albo A'/MA albo A/MA’. Zalézmy tedy najpierw, ze jest

(1) M/AA".

) Pasch, loc. cit. str. 62 (wyd. z r. 1912)..
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Punkt B nie lezy na prostej a (II, lII), tedy punkty 4, 4’, B s3 nie-
wspolliniowe, prosta d nie przechodzi przez nie (II); do punktéw tych i tej
prostej stosujemy zasadg XVI; tedy, poniewaz jest

D~ [AB.M/AA’,

wigc istnieje punkt F, wspolny prostym d i [A’B] Y (ll), tak ze F/A’'B.
O punktach Bi B’ mozna zatozy¢, ze albo sg od siebie rézne albo tez
schodzg sig. Zalozymy najpierw, ze

(1,1) punkty B i B" sg od siebie rozne.

Do punktéw A’, B, B’ od siebie roznych (II) i niewspétliniowych (tw. 1)
i prostej d stosujemy zasade XVI i tw. 9; t. zn. ze zwigzku F/A’B wynika, ze
albo jest M/BB' i D'~/A'B’' albo M~|BB' i D'~/A'B.
Zaktadamy dalej, ze jest
(1,1,1) M/BB;

jest tedy tez D'~/A'B’. Do punktéw A4, A’, B', od siebie réznych (Il) i nie-
wspotliniowych (tw. 1), i prostej ¢ stosujemy zasade XVI; poniewaz jest
M/AA' jest tedy albo (’/A’B’, albo istnieje punkt K wspdlny prostym c¢
i [ADB'] (1I) taki, ze jest K/AB’. Okazemy, ze zwigzek K/AB' jest nieprawdzi-
wy. Przyjmijmy, ze jest prawdziwy, wtedy na mocy tw. 9 jest takze C'~/A'B'.
Do punktéw 4, B, B', od siebie roznych i niewspoétliniowych (II, III), i prostej
¢, ktora przez te punkty nie przechodzi (I, Ill), stosujmy tw. 9; ze zwigzkow
K/AB' i M/BB' wynika, ze jest C~/AB, wbrew zatozeniu. Jest wigc prawda
C'JA'B'.  Tem samem dokonczylismy dowodu twierdzenia przy zatozeniach
(1), (1, 1), (1, 1, 1). Zr6ébmy znéw zatozenia (1) i (1, 1) i zamiast zatozenia
(1, 1, 1) zrébmy zatozenie:
(1, 1) 2) MN/BBly

jesttedy D'/A’B'. Do punktéw A, A’, B', od siebie réznych (II) i niewspdtli-
niowych (tw. 1), i prostej ¢, ktéra przez nie nie przechodzi (I, IlI), stosujemy
zasade XVI; ze zwigzku M/AA’ wynika, ze jest ('/A'B' albo tez, gdy jest
C'~/A'B', istnieje na prostej ¢ i prostej [4B’] (II) punkt K wspélny i taki, ze
jest K/AB'. Okazemy, ze zwigzek C'/A’'B' zachodzi¢ nie moze. Zalozmy
bowiem, ze jest C'/A’B'. Do punktéw A’, B, B', od siebie réznych (II) i nie-
wspoétliniowych (tw. 1), i prostej ¢, ktéra przez nie nie przechodzi (II, III), sto-
sujemy zasade XVI: tedy ze zwiazkéw C’/A'B’' i M~|BB’ wynika, ze istnieje
punkt L, wspolny prostym ¢ i[A'B] (II) i taki, ze jest L/A'B. Do punktéow

) Symbol [XY] oznacza prosta, okre$long przez punkty X, Y; symbol ma wigc
znaczenie wtedy i tylko wtedy, gdy punkty X, Y s3 od siebie rézne. Uzycie tego sym-
bolu przyjmuje jako przeslanke zasade IL

Prace mat.-fiz., t. XXIX. 7
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4,4', B, od siebie ré6znych (II) i niewspotliniowych (Il, 1II), i prostej ¢ stosu-
jemy tw. O: tedy ze zwiazkow L/A’Bi M'A4’ wynika, ze jest C~/AD, co jest
przeciwne zatozeniu. Jest wigc ('~/A’B’. Udowodnilismy tedy twierdzenie
przy zatozeniach (1), (1, 1) i (1, 1, 2) i tem samem dokorficzyliSmy dowodu przy
zalozeniach (1) i (1, 1).

Robimy teraz znéw zatozenie (1) i zamiast (1, 1) przyjmujemy, ze

(1, 2) punkt B schodzi sig¢ z punktem B'.

Do punktéw A, 4’, B i prostej ¢ stosujemy tw. 9: ze zwigzkow C/4B
i M/A 4" wynika C'~/A'B’. Do punktéw A, 4/, B i prostej d, ktéra przez
te punkty nie przechodzi (II, Ill), stosujemy znéw zasade XVI: ze zwigzkéw
D~/AB i M/AA' wynika, ze jest D'/A'B czyli D//A'B'.

Twierdzenie jest wigc udowodnione przy zatozeniach (1)i (1, 2), wo-
bec tedy poprzedniego wyniku — przy zatozeniu (1).

Przyjmiemy teraz, ze jest

(2) A'/AM.

Do punktéw 4, 4’, B i prostej ¢, ktéra przez nie nie przechodzi (II, III),
stosujemy zasade XVI: ze zwigzkéw M~/AA' (XV) i C/AB otrzymujemy,
ze istnieje punkt ¥, wspélny prostym ¢ i [4’B] (II) i taki, ze jest F/A'B.
(XII). Zatézmy, ze jest

(2, 1) punkt B’ jest r6zny od punktu B.

Do punktéw 4’, B, B’ i prostej ¢, ktora przez nie nie przechodzi (II, IiI),
stosujemy tw. 9: ze zwigzku F/A’B wynika, ze jest albo M/BB' i C'~/A'B,
albo M~/BB’' i C/A'B'. Zalézmy tedy, ze jest:

@, 1,1) M~/BB';

jest tedy tez C'/A’B'. Twierdzimy, ze jest D''~[A'IY. Zalézmy bowiem, ze
jest D'/A'B’. Do punktéw A’, B, B/, réznych i niewspétliniowych (II, III), i do
prostej d, ktora przez te punkty nie przechodzi (II, IlI), stosujmy zasade XVI:
ze zwigzkow M~/BB' i D'|A’B’ wynika, ze istnieje punkt K., wspdlny
prostym d i [A’B] (Il) taki, ze jest K/A’B. Do punktéw 4, A’, B i prostej d
stosujemy znow zasadg XVI: ze zwigzkow D~/AB i M~/44’ wynika, ze
albo nie istnieje punkt wspélny prostym d i [4"B] (II), albo istnieje taki punkt
(K), nie potozony migdzy A’, B, co jest sprzeczne z poprzednim wynikiem.
Jest wigc D'~/A’B’. Twierdzenie jest wiec udowodnione w$réd zatozefi (2),
2, V)i 1, 1).
Zatézmy obok (2) i (2, 1) jeszcze, ze jest
(2, 1,2) M/BB,

wtedy jest tez ¢'~/4'B'. Do punktéw 4, B, B’ i prostej d stosujmy zasa-
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de XVI: ze zwiazkow M/BB' i D~/AB otrzymujemy, ze istnieje punkt F,
wspolny prostym d i [AB'] taki, ze jest F/ADB'.

Do punktéw A, A', B’ i prostej d stosujemy zasadg XVI: ze zwigzkéw
M~ /44" i F/AB' wynika, ze jest D'/A'B'.

Twierdzenie zostato tedy udowodnione przy zatozeniach (2), (2, 1)
i(2,1,2), wiec wobec poprzedniego wyniku jest ono prawdziwe przy zaloze-
niach (2) i (2, 1).

Oprécz zatozenia (2) zrébmy jeszcze zalozenie. ze

(2, 2) punkt B’ schodzi sig¢ z punktem B.

Do punktow A, 4’, B, od siebie réznych i niewspétliniowych (II, III),
okreslajacych ptaszczyzng = (VI, VIII), i do prostej ¢, ktéra lezy na ptaszczy-
Znie = i przez punkty 4, A’, B nie przechodzi, stosujmy zasadg XVI: ze zwiaz-
kéw M~/A44’ i C/AB wynika, ze jest ("/A'B, czyli C'/A’B’. Do punktéw
AA’B i prostej d stosujmy zasade XVI: ze zwigzkéw M~/AA’' i D~/AB
wynika, ze jest tez D'~/A'B, czyli D'~/A’'B'. Twierdzenie jest wigc prawdzi-
we przy zatozeniach (2) i (2, 2), tedy wobec poprzednich wynikéw jest praw-
dziwe przy zalozeniu (2).

Zatozmy wreszcie, ze zachodzi zwigzek:

(3) A/MA’.

Na mocy tw. 3, 19 i 20 zachodzi jedna i tylko jedna z nast¢pujacych

ewentualnosci:

albo punkty €', D' przeplatajg punkty 4’, B’; (a)’
albo punkty D', B’ przeplatajg punkty 4’, C; ®
albo punkty B, (' przeplatajg punkty A/, D'. (0

Na mocy obecnie rozwazanego twierdzenia, udowodnionego przy zato-
zeniu (2), wynika, ze:

w przypadku (§) punkty D, B przeplataja punkty 4, C, co jest wobec
tw. 20 sprzeczne z zalozeniem, ze punkty C, D przeplataja punkty 4, B;

w przypadku (y) punkty B, C przeplataja punkty 4, D, co znéw wobec
tw. 20 jest sprzeczne z tem samem zatozeniem. Prawdziwym jest wiec tylko
zwiazek (), czyli twierdzenie 21 jest prawdziwe i przy zatozeniu (3).

Wreszcie przyjmijmy, ze )

(4) punkt A4 schodzi sie z punktem A’'.

Poniewaz proste (/) i (/) sa od siebie rézne, wigc (II) punkt B jest roz-
ny od punktu B’, ¢'od ', D od D'. Wobec tego, ze takze (tw. 3, 8) punkty
C, D przeplatajg punkty B, A, mozemy cale dotychczasowe rozumowanie,
kiedy punkty A4 i A’ sg od siebie rézne, powtérzy¢, podstawiajac litery A4, A,
B, B' za litery B, B/, 4, A'. Tem samem twierdzenie jest w zuipetnosci udo-
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wodnione. (Dowod opiera sie na zasadach II, III, VI, VIII, XIII, XV, XVI i na
tw. 1, 3, 8, 9, 19, 20; jezeli uwzglednimy zasady, na ktorych polega dowdd
pomocniczych twierdzeri, to ostatecznie spostrzegamy, ze dowdd tw. 21 po-
stuguje sig¢ zasadami: II, III; V, VI, VIII, IX, XII, XIII, XIV, XV i XVI).

Tw. 21 dowodzi, ze nastepujace okreslenie jest jednoznaczne i po-
prawne.

Def. 3. Niech a, b, ¢, d oznaczaja cztery rozne proste wspotplaszezy-
znowe i przechodzace przez jeden punkt M. Zdanie: ,proste ¢, d przeplataja
proste @, b“ uwaza¢ bedziemy za rownowazne zdaniu: ,istnieje co najmniej
jedna prosta, ktora, nie przechodzgc przez punkt M, przecina proste a, b, ¢, d
odpowiednio w punktach 4, B, C, D tak, ze punkty C, D przeplatajaq punkty
4, B.

Pozostawiamy czytelnikowi wycigganie wnioskéw dalszych.

§ 7. Pojecie przeplatania trzeba jeszcze okresli¢ dla ptaszczyzn peku
ptaszczyzn; wymaga to znéw pewnego twierdzenia, ktérego dowdd opiera sie
na calym szeregu twierdzen pomocniczych. Niniejszy paragraf zawiera¢ be-
dzie odnos$ne rozumowania.

Def. 4. Zdanie: ,ptaszczyzna = przechodzi przez prosta I ma by¢
rownowazne zdaniu: ,kazdy punkt prostej / lezy na plaszczyznie z“.

Def. 5. ,Prosta [ przecina plaszczyzng = w punkcie 4“ ma znaczy¢
to samo co: ,punkt A jest punktem wspélnym prostej I i plaszczyzny =,
przyczem plaszczyzna = nie przechodzi przez prostg 1.

Tw. 22. Jezeli ptaszczyzna = nie przechodzi przez prostg [, to istnieje
co najwyzej jeden punkt przecigcia si¢ prostej 7 i ptaszczyzny =.

Dowdd, jako tatwy pomijam, opiera si¢ on na zasadzie IX.

Tw. 23. Jezeli dwie od siebie rézne plaszczyzny o i maja punkt
wspdlny A, to wszystkie punkty wspélne leza na jednej prostej, przechodza-
cej przez punkt 4.

Dowod pomijamy; opiera si¢ na zasadach VI IX i X.

Def. 6. ,Plaszczyzny a, B przecinaja si¢ wzdluz prostej /“ znaczyc ma
to samo, co zdanie: ,plaszczyzny «, 3 sa od siebie rézne i punkty wspolne
tych ptaszczyzn lezg na prostej 1¢.

Def. 7. Niech punkty 4, Bi prosta @ lezg na plaszczyznie a. Zdanie:
»punkty A4, B leza po tej samej stronie prostej a“ ma by¢ réwnowazne zda-
niu: ,punkty 4, B sg od siebie rézne i nie leza na prostej a i zaden punkt
prostej @ nie lezy na prostej [4, B] migdzy punktami 4, B“.

Def. 8. Niech punkty 4, Bi prosta a leza na plaszczyznie o. Zdanie
~punkty 4, B lezg po przeciwnych stronach prostej a“ ma znaczy¢ to samo,
co zdanie ,punkty 4, B sg od siebie rézne i nie lezq na prostej a i istnieje
punkt C wspélny prostym a i [AB] i taki, ze C/AB¢.
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Def. 9. ,Punkty 4, B leza po tej samej stronie plaszczyzny «“ ma
znaczy¢ to samo, co zdanie: ,punkty A4, B sg od siebie rézne i nie lezgq na
plaszczyznie a i z aden punkt ptaszczyzny o nie lezy na prostej [4, B] migdzy
punktami 4 i B“.

Def. 10. Zdanie ,punkty 4 i B lezg po przeciwnych stronach ptaszczy-
zny o/” ma by¢ rownowazne zdaniu: ,punkty 4, B sg od siebie rézne i nie
lezg na ptaszczyznie « i istnieje punkt C wspdlny prostej [4, B] i ptaszczy-
Znie o i taki, ze C/AB*“.

Tw. 24. Jezeli punkty 4, B nie lezg na ptaszczyznie o i sg od siebie
odmienne, to albo lezg po tej samej stronie ptaszczyzny o, albo po jej stro-
nach przeciwnych. ¥

Dowdd. Z zatozenia punkty A, B okre$laja prostg [4, B] (II), przez
ktorg ptaszczyzna o nie przechodzi. Na mocy tw. 22 prosta [AB] i plaszczy-
zna 2 nie maja punktu wspélnego (wtedy punkty A, B leza po tej samej
stronie ptaszczyzny o), albo majg punkt wspdlny C, ktoéry jest odmienny od
punktéw 4, B. Wtedy (XV) jest albo 4/BC albo B/AC albo C/AB; w pierw-
szych dwéch przypadkach jest C~/AB, czyli punkty A, B lezg po tej samej
stronie plaszczyzny o; w ostatnim przypadku jest C/AB i wtedy punkty 4, B
leza po przeciwnych stronach ptaszczyzny «. (Dowod opiera sie na zasadach
II, XV i na tw. 22).

Tw. 25. Jezeli punkty 4, B leza po tej samej stronie ptaszczyzny a
i punkty B, C lezg tez po tej samej stronie ptaszczyzny «, to takze punkty
A, C lezg po tej samej stronie ptaszczyzny o, o ile tylko nie sg identyczne,

Dowéd. Albo punkty 4, B, C' sq wspotliniowe, albo tak nie jest.

W pierwszym przypadku albo prosta [4B] przecina ptaszczyzng o, albo
nie (tw. 22). Jezeli prosta [4DB] (Il) ptaszczyzny o nie przecina, to twierdzenie
jest prawdziwe. Zalézmy teraz, ze punkty 4, B, C' s3 wspotliniowe i Ze pro-
sta [4 B] przecina plaszczyzng « w punkcie D, ktéry oczywiscie jest odmien-
ny od punktéw 4, B, C. Z zatozefi wynika, ze jest D~/4AB i D~/BC.
Okazemy, ze jest tez D~/AC. Przyjmijmy bowiem, ze jest D/AC. Ze zwigz-
ku D~/AB wynika (XV), ze jest B/AD albo 4/BD. Rozwazmy wiec dwa
przypadki:

1) DJ/AC, B/AD, D~|BC;

2) DJAC, A/BD, D~/|BC.

W przypadku 1 ze zwiazkow B/AD i D/AC na mocy tw. 2 [4, B, C, D—
A, D, B, O] otrzymujemy zwigzek D/BC, sprzeczny wilasnie z tym przy-
padkiem.

W przypadku 2 ze zwiazkow D/AC' i A/BD na mocy tw. 13 [4, B, C, E—

) Pasch, loc. cit. str. 30 (wyd. z r. 1912).
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G, 4, D, B] wynika zwigzek D/CB, a wiec (XIII) D/BC, znéw sprzeczny
z przypadkiem 2. Innemi stowy w tym przypadku twierdzenie jest udowod-
nione.

Zajmijmy sig teraz przypadkiem, kiedy punkty 4, B, C nie sq wspol-
liniowe; wtedy (VIII) okreslaja ptaszczyzne, ktéra oznaczymy przez 3. Prosta
[AC] (II) nie lezy na ptaszczyznie o, wtedy albo ma z nig jeden punkt D
wspoélny, albo tak nie jest; w drugim przypadku twierdzenie jest prawdziwe.
W pierwszym przypadku zauwazymy, ze punkt D lezy tez na plaszczyZnie
(IX), wobec tego (tw. 23) punkty wspélne ptaszczyzn o i 3 leza na prostej,
ktérgq oznaczymy przez I. Prosta [ nie przechodzi przez punkty 4, B, C; na
mocy zasady XVI jest D~/4C, o co chodzito. (Dowdd opiera sig¢ na zasa-
dach II, VIII, IX, XIII, XV, XVI i na tw. 2, 13, 22, 23).

Tw. 26. Jezeli punkty Y, X leza po przeciwnych stronach plaszczyzny
©, jezeli o oznacza jedna z ptaszczyzn przechodzacych przez prosty [XY]
i jezeli m oznacza prosta przeciecia sie plaszczyzn =i, to punkty X, ¥V
lezg na plaszczyznie s po przeciwnych stronach prostej m.

Dowdd. Jezeli punkty X, Y leza po przeciwnych stronach ptaszczyzny
=, to sg od siebie rézne, okreslaja (II) wigc prosta [XY], na ktdrej lezy punkt
Z plaszczyzny = taki, ze jest Z/XY. Na mocy zasady V obierzmy punkt 7,
ktory nie lezy na prostej [XY]; punkty X V7' okreslaja plaszczyzne s (VI);
na niej (IX) lezy punkt Z, tedy (tw. 22) plaszczyzny = i s przecinajq si¢ wzdtuz
prostej m, ktéra przechodzi przez punkt Z. Prosta m nie przechodzi przez
punkty X, Y. Tem samem twierdzenie jest udowodnione. (Dow6d polega na
zasadach II, V, VI, IX i na tw. 22).

Tw. 27. Jezeli punkty 4, B leza po przeciwnych stronach plaszczy-
zny o, za$ punkty B, C po tej samej stronie ptaszczyzny o, to punkty 4, C
leza po przeciwnych stronach tej ptaszczyzny.

Dowdd. Wiasnosci, okreslone definicyami Def. 9, 10, wylgczajq sie wza-
jemnie; punkty A i C sa tedy od siebie r6zne, przeto na mocy tw. 24 albo
lezg po przeciwnych stronach plaszczyzny o, albo po tej samej stronie. Dos¢
wykazac, ze drugi przypadek jest niemozliwy. Rzeczywiscie z zalozenia, iz
punkty B, C wzgl. C, A lezq po tej samej stronie plaszczyzny o, i z uwagi, ze
punkty 4, B nie schodzg sie, wynikaloby na mocy tw. 25, ze i punkty 4 i B

lezg po tej samej stronie plaszczyzny 1, wbrew zatozeniu. (Dowdd polega na
w. 24 i 25).

Tw. 28. Jezeli 4, B, C, D oznaczajq rézne i wspotliniowe punkty i je-
zeli jest C/AB i D~/AB, to albo jest B/AD i C/AD, albo A/BD i C/BD."

') Pasch, loc. cit. str. 11, tw. 17.
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Dowdd. Otoz zwiazek D~/AB jest réwnowazny (XV) zwigzkowi
A/BD lub B/AD. Musimy wiec odrézni¢ dwa przypadki:

(o) C/AB, A/BD;

(®) 0/AB, BIAD.

W przypadku (=) otrzymujemy na mocy tw. 11 [4,B,C,D — B, C. 4. D]
zwigzek C/BD. W przypadku (8) otrzymujemy na mocy tw. 11 [4, B, C,D—
A, C, B, D] zwiazek C/AD. [Dow6d opiera si¢ na zasadzie XV i tw. 11].

Tw. 29. Jezeli H, X, Y, Z, U oznaczajg rézne i wspétliniowe punkty,
to ze zwigzkow Y/XU, Z/XU, H~|XU wynikajg zwiazki:

H— /XY, H~|XZ, H~|YZ, H~|YU, H~|ZU.

Dowdéd. Mamy wigc udowodnic¢ twierdzenia: Zwiazki

(2) Y/XU, Z/XU, H~/XU daja H~/|XY;
®) Y/XU, Z/XU, H~/XU daja H~/XZ
1) Y/XU, Z/XU, H~/XU daja H~/YZ
@) Y/XU, Z/XU, H~/XU daja H~|YU;
() Y/XU, Z/XU, H~/XU daja H~/ZU.

Jezeli przyjmiemy, ze tw. («) jest prawdziwe, to przestawienie w niem
liter X, U na U, X, daje (XIII) nam prawdziwos¢ tw. (¢); przestawienie zas liter
Y, Z na Z, Y wtw. () daje nam tw. (§); a jezeli w tw. (§) przestawimy ze so-
bg litery X, U, to otrzymamy tw. (¢). Wskutek tego wystarczy nam udowod-
nié tw. (o) i (7).

Dowod tw. (). Przyjmijmy, ze jest H/XY; w takim razie ze zwigzkow
H/XY i Y/XU wynika, na mocy tw. 11 [4, B, C, D— X, H, Y, U], zwigzek
H/XU sprzeczny z zatozeniem; tem samem tw. (=) jest prawdziwe.

Dowod tw. (7). Ze zwigzkéw Y/XU i Z/XU otrzymujemy na podsta-
wie tw. 12 [4, B,C, E— U, Y, Z, X] zwiazek X~/YZ, réwnowazny (XV),
albo zwigzkowi Y/XZ albo zwigzkowi Z/XY. Przyjmijmy, ze zachodzi zwig-
zek H/YZ. Na mocy tw. 11 [4, B, C, D— Z, H, Y, X] i zasady XIII
ze zwiazkow H/YZ i Y/XZ wynika zwigzek H/ZX (4'); znéw na mocy tw. 11
|4, B, C, D— X, H, Z, U] i zasady XIIl ze zwigzkéw H/ZX i Z|XU wy-
nika zwigzek H/XU (1"), co jest sprzeczne z zalozeniem. Przestawiajac lite-
ry Y, Z na Z, Y w zdaniach (1) i (v), otrzymujemy (XIII), ze takze zdania:
H|YZ, Z)XY, Y|XU powoduja sprzeczno$¢. Tem samem twierdzenie zostato
udowodnione. N

(Dowdd polega na zasadach XIII, XV i tw. 11, 12).

Tw. 30. Prosta i punkt na niej nie lezacy okreslaja jedna i tylko jedng
plaszczyzne, ktora przez tg prostg i punkt przechodzi.

Dowod, jako fatwy pomijamy, opiera sig na zasadach III, IV, VI, VIII, IX.
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Tw. 31. Jezeli A, B, C, D, E oznacza pie¢ roznych i wspétliniowych
punktéw, to istnieje co najmniej jeden punkt F na prostej [4B] taki, ze jest
F~|AB, F~JAC, F~|AD, F~|AE, F~/BC, F~|BD, F~|BE, F~/C0D,
F~/CE, F~|DE.

Dowdd. Oznaczenia A, B, €' wybieram tak, iz (XV) jest B/AC i wte-
dy albo D/AC albo D~/AC; w drugim przypadku na mocy tw. 28
[4, B, C, D—A, C, B, D] wynika, ze jest albo B/AD i C/AD, albo 4/CD
i B/OD. W kazdym wiec razie mozna punkty A, B, C, D tak oznaczy¢ przez
X, Y, Z U, iz jest Y/XU i Z/XU. Piaty punkt ma albo wlasno$¢ E/XU
albo E~/XU. W drugim przypadku (XV) jest albo X/EU albo U/XE; ma-
my do odréznienia dwa przypadki:

(=) Y/XU, Z/XU, X/EU;
(8) Y/XU, Z/XU, U/XE.

Ot6z ze zwigzkéw Y/XU i X/EU, na mocy tw. 11 (4, B, C, D—
U, 7Y, X, E], otrzzymujemy Y/EU; przez zamiang Y na Z otrzymujemy Z/EU,
czyli w przypadku («) otrzymujemy zwigzki:
(o) X/EU, Y|EU, Z|EU.
Przestawiajac litery X, U na U, X, widzimy, ze przypadek («) przecho-
dzi w przypadek {, tedy 3 daje nam zwiazki
®" U/EX, Y/EX, Z|EX,
otrzymane z (¢/). W kazdym razie (XIII) pie¢ punktow A, B, C, D, I/ mo-
zemy tak oznaczy¢ literami X, Y, Z, T, U, iz jest
YIXU, Z/XU, T|XU.
Istnieje (XIV) punkt 7 na prostej [4B] rézny od punktéw 4, B C, D, E tak, ze
jest U/VX. Jest wigc (XV) V~/UX. Jezeli przez M oznaczymy jeden z pun-
ktow Y, Z, T, to ze zwigzkéw M/XU i U/VX otrzymujemy na mocy tw. 11
(4, B, C, D—X, M, U, V] i zasady XIlI. ze jest M/VX stad V~/MX (XV)
lub V~/XM (XIII).
Okazalis$my wiec, ze jest
V~|XY, V~|XZ, V~/XT, V~/XU.
Jezeli przez M, N oznaczymy dwa rézne z punktow Y, Z, T, to otrzy-
mujemy, jak wyzej, M/XV, N/XV, przeto na mocy tw. 12 [4, B, C, E—
X, M, N, V], ze jest V~/YN jest wigc:
V~|YZ, V~|YT, V~|ZT.
Oznaczmy Z, Y, T przez M; tedy ze zwigzkéw M/XU i U/VX na mocy
tw.2 [4, B, C, D-—X, U, M, V)] zwiazek U/MV, stad (XV): V~/MU, przeto



(25) Z podstaw Geometryi rzutowej. 7 101

jest
VYU, V~[ZU, V~|TU.
Tem samem twierdzenie w zupelnosci udowodnione. (Dowdd opiera sig
na zasadach XIII, XIV, XV i na tw. 2, 11, 12, 28).

Tw. 32. Niech a, B, 1, ¢ oznaczajg cztery plaszczyzny, ktére przecho-
dzg przez prosta «; niech prosta I, nie przecinajgc prostej x, przecina te
plaszczyzny odpowiednio w punktach 4, B, C, D, prosta I! w punktach
A', B', (!, D, tez nie przecinajac prostej x.

Jezeli punkty O, D przeplataja punkty A, B, to takze punkty (', D’
przeplataja punkty A’, B'.

Dowdd. Najpierw zajmiemy si¢ kolejno dwoma szczegélnemi przypad-
kami, a potem og6lny przypadek do drugiego sprowadzimy.

1) Zalézmy, ze proste I, ! leza na jednej plaszczyznie =, kt6ra ma
z prosta « wspélny punkt M. Plaszczyzna = nie przechodzi przez prostg .
Zal6zmy bowiem, ze plaszczyzna = przechodzi przez prosta =; punkt 4 nie
lezy na prostej z i lezy, jak prosta x, na ptaszczyznach o im, tedy (tw. 30)
plaszczyzny o i = sg identyczne; punkty B, C, D, jako lezace na pro-
stej ¢, a wigc i na ptaszczyznie =, leza tez na plaszczyznie a; przeto punkt
B, jako wspélny ptaszczyznom a i § (tw. 23), lezy na prostej x, co jest prze-
ciwne zatozeniu, ze prosta ! nie przecina prostej x. Plaszczyzna tedy = nie
przechodzi przez prosta x. Stad wynika, ze pary plaszczyzn o=, =z, y=n, d=n
sg parami réznych ptaszczyzn; kazda z tych par ma punkt wspolny M; (tw. 23)
pary te majg przeto odpowiednio wspdlne proste a, b, ¢, d, przechodzace
przez punkt M, lezace na plaszczyznie =, rozne od prostej x i od siebie
ré6zne. Na mocy tw. 23 punkty 4, A4’ lezq na prostej a; B, B’ na b; C, ('
na ¢; D, D' na d. Innemi stowy: cztery r6zne proste a, o, c, d, ktére leza
na plaszczyznie = i przechodzg przez punkt M, przecigte sg réznemi proste-
mi Lil, ktére przez punkt M nie przechodza; na mocy wigc tw. 21 z faktu,
ze punkty C, D) przeplataja punkty A, B, wynika takze, ze punkty (7, D'
przeplataja punkty A’, B’

2) Rozwazmy drugi przypadek szczegélny: przez prostg / przechodzi
plaszczyzna =, przecinajgca o$ « w punkcie M i taka, iz punkty 4’, B!, C', D'
lezq wszystkie po jednej stronie ptaszczyzny =. Plaszczyzna = przez prosta x
nie przechodzi.

Na prostej « obieramy punkty N i P tak (IV, XIV) tak, ze M/NP;
punkty N, P nie leza na ptaszczyznie =, bo w przeciwnym razie (Il, III, IX)
prosta = lezataby na plaszczyznie =; punkty N, P lezg po przeciwnych stro-
nach plaszczyzny =; punkty N, P sa rézne od punktéw 4’, B', (', D’; albo
tedy punkty N i A’ lezg po przeciwnych stronach plaszczyzny =, albo po tej
samej stronie (tw. 24). W pierwszym przypadku (tw. 27) punkt N lezy po

Prace mat.-fiz., t. XXIX, T
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przeciwnej stronie ptaszczyzny =, niz punkty A’, B, (', D'; w drugim przy-
padku (tw. 25 i 27) punkt P lezy po przeciwnej stronie ptaszczyzny =, niz
punkty 4’, B/, (!,, D'; w tym przypadku zmienimy oznaczenia N, P na
P, N tak, iz w obu przypadkach punkt N lezy po przeciwnej stronie ptasz-
czyzny =, niz punkty A’, B, (’, D'. Punkt N nie lezy na prostej /; prosta
! i punkt N okreslajg (tw. 30) ptaszczyzne s, na ktorej leza. Na prostej
[NA’) (I) lezy punkt 4" ptaszczyzny = i taki, ze jest A”/NA', nadto (IX) punkt
A" lezy tez na plaszczyznie s, ptaszczyzny = i s przecinajg sig tedy (tw. 23)
wzdluz prostej I’, przechodzacej przez punkt A”7. Poniewaz punkty N i 4’
lezg na ptaszczyznie o, przeto (IX) i punkt A” lezy na ptaszczyznie o; punkt
A" nie lezy na prostej x (XII, II). Zupelnie analogicznie wykazuje sig istnie-
nie punktéw B, . D' na prostej /" i odpowiednio ptaszczyznach B, v, o.
Punkty wspdélne ptaszczyzn = ia (tw. 23) lezg na prostej @ przez punkt M,
punkt A" przeto lezy tez na prostej a. Podobnie wykaze si¢ istnienie prostych
b, ¢, d. Tez tw. 23 pozwoli uzasadni¢ istnienie pgku prostych [NA’], |NB],
[NC'|, [ND']. Na mocy tw. 21, jezeli punkty C, D przeplatajq punkty A4, B,
to punkty C”, D' przeplataja punkty 4”, B”, a wtedy tez punkty C', D/
przeplataja punkty 4’, B

3) W ogélnym przypadku udowodnimy twierdzenie w sposéb nastgpu-
jacy. Na mocy tw. 28 i 29 A. XIV, XV obieramy na prostej / punkt F, rézny
od punktow 4, B, C, D taki, aby byto E~/AB, E~|AC, E~[AD, E~|BC,
E~|BD, E~/CD; punkt E nie lezy na prostej . Przez e oznaczymy
ptaszczyzng, przechodzacy (tw. 30) przez punkt K i prosta x. plaszczyzna =
przez prosta ! nie przechodzi, bo (jak okazatem w przypadku 1), przechodzac
przez prostg I, nie moglaby przechodzi¢ przez prosta x; podobniez przez
prosta I nie przechodzi. Plaszczyzna ¢ (tw. 22) albo prosta /' przecina
w punkcie ' albo jej nie przecina.

W pierwszym przypadku obieramy punkt K rézny od punktow 4/, B’
C', D', E' na prostej I’ tak, iz jest (tw. 31) K~/4A'B', K~/A'C', K~/A'D',
K~/A'E', K~/B'(C', K~|B'D', K~|/BE', K~|C'D', K~|C'E, K~|D'E'.

W drugim przypadku obieramy punkt K, r6zny od 4’, B, C', D' na
prostej ! (tw. 28, 29) tak, iz jest K~/A'B!, K~|A'C'", K~|A'D', K~|B'C'.
K~|B'D', K~[C'D'. Na prostej  (IV) obieramy punkt L. Punkty FE, K, L
s od siebie rozne i niewspétliniowe. Gdyby bowiem punkty L, E, K byly
wspoétliniowe, to, poniewaz punkty L i E leza na plaszczyznie =, wtedyby
i punkt K lezal (IX) na niej, kiedy plaszczyzna e albo prostej I’ nie przeci-
na, albo ja przecina w punkcie E' réznym od K (tw. 22 A. XII). Punkty
E, K, L okreSlajg (VI) plaszczyzne 5. Plaszczyzna s nie przechodzi przez
prosta ., bo w przeciwnym razie przechodzitaby przez punkt E’, alboby pro-
stej I’ nie przecinata.

Plaszczyzna s albo 1) przechodzi przez proste [ i I/, albo 2) przechodzi
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przez jedng z nich, nie przechodzgc przez druga, albo 3) nie przechodzi przez
zadng z nich. Przypadek 1) juz widocznie zatatwiony. Gdy ptaszczyzna o
przechodzi przez prosta !, nie przechodzgc przez prosta I/, to punkty A4’, B,
', D' lezg po jednej stronie plaszczyzny s i w tym przypadku twierdzenie
jest juz udowodnione.

Jezeli ptaszczyzna s przechodzi przez prosta I, a przez prosta ! nie
przechodzi, to dla czterech punktéw A4’, B, C', D', jako réznych i wspotli-
niowych, mozemy (tw. 19) mie¢ tylko jeden z nastepujacych zwiazkow.

(=) punkty C’, D' przeplataja punkty 4', B;
® punkty B’, (" przeplataja punkty A/, D',
() punkty B', D’ przeplatajg punkty A4’, C'.

W przypadku (B) otrzymalibySmy na mocy przypadku 2), ze punkty
B, C przeplatajq punkty 4, D, co by¢ nie moze (tw. 20); podobnie i przypa-
dek () zachodzi¢ nie moze. W tym wigc przypadku twierdzenie udowod-
niono.

Zalézmy wreszcie, ze ptaszczyzna o nie przechodzi przez proste 71/
wtedy punkty 4, B, C, D leza po jednej stronie plaszczyzny o; to samo
mozna powiedzie¢ o punktach 4’, B’) C', D'. Albo punkty 4i A’ leza po
tej samej stronie ptaszczyzny o; albo po jej przeciwnych stronach (tw. 24).
W pierwszym przypadku wszystkie punkty 4, B, C, D, A', B, ', D' (tw.
25) leza po tej samej stronie ptaszczyzny 5. Jak w przypadku 2), mozna
okaza¢, ze mozna na prostej x obra¢ punkt N, ktéry lezy po przeciwnej
stronie ptaszczyzny s, niz punkty 4, B, C, D, A’, B', (', D'. Zresztg po-
stepujemy, jak wiasnie w przypadku 2).

Jezeli za§ punkty A, A’ leza po przeciwnych stronach plaszczyzny s,
to obieramy na prostej = punkt N po stronie przeciwnej niz punkt A i punkt
P tak, iz L/PN (XIV). Wtedy (tw. 27) punkt N lezy po przeciwnej stronie
ptaszczyzny s, niz punkty 4, B, C, D, punkt P lezy tez po przeciwnej stro-
nie tej plaszczyzny niz punkty 4', B, C', D'. Punkt P i prosta I’ okreslajg
plaszczyzne p’, punkt N i prosta [ okreslaja (tw. 30) ptaszczyzng p. Przez
rozwazanie ptaszczyzn (ps) i plaszczyzn (p’, s) sprowadzamy przypadek
obecny do przypadku 2).

Twierdzenie wigc jest w zupeinosci udowodnione.

(Dowdd opiera sie na zasadach: II, III, IV, VIJ IX, XII, XIV, XV i na tw.
19, 20, 21, 22,23, 24, 25, 27, 28, 29, 30, 31. Uwzgledniajac zasady, na ktorych
pomocnicze twierdzenia si¢ opieraja, otrzymujemy, ze dowoéd tw. 32 postu-
guje sie zasadami: II, III, IV, V, VI, VIII; IX, X, XIi, XIII, XIV, XV, XVI).

Def. 11. Zbior wszystkich plaszczyzn, majqcych prosta 2 wspdlng, na-
zywac bedziemy pekiem plaszczyzn o osi &.



104 A, Hoborski. (28)

Def. 12. 1 Jezeli o, 3, 7, 0 oznaczajg cztery rozne plaszczyzny pegku
plaszczyzn o osi «, jezeli prosta /, nie przecinajgc osi «, przecina je odpo-
wiednio w punktach réznych 4, B, C, D, to zdanie: ,ptaszczyzny 7, & prze-
plataja plaszczyzny o, B uwaza¢ bedziemy za réwnowazne zdaniu: ,punkty
C, D przeplataja punkty 4, B“.

§ 9. Dla uzupetnienia dotychczasowych twierdzen podamy jeszcze dwa,
z ktorych pierwsze udowodnimy, drugiego zas twierdzenia dowod pominiemy.

Tw. 33.2 Jezeli o, B, 7, 3 oznaczajg cztery rozne plaszczyzny peku
ptaszczyzn o osi = i jezeli = ia’ oznaczaja dwie plaszczyzny, przecinajgce
o$ xz w punktach M wzgl. M, jezeli a, b, ¢, d oznaczaja cztery rézne pro-
ste pgku prostych o wierzchotku M, wzdtuz ktorych ptaszczyzna = przecina
plaszczyzny o, 3, 1, 9, jezeli &/, V', ¢/, d' oznaczajg cztery rézne proste
peku prostych o wierzchotku M’, wzdtuz ktérych ptaszczyzna =’ przecina
plaszczyzny o, [, 1, 0 i jezeli proste ¢, d przeplatajg proste a, b, to pro-
ste ¢, d' przeplatajg proste a’, .9

Dowdd. Skoro ptaszczyzna = przecina o§ x w punkcie M, wiec ma
ten punkt wspdlny z plaszczyzna o; poniewaz sg tez ptaszczyzny =ia od
siebie rozne, (tw. 23) przecinajq sie tedy wzdtuz prostej @; zupetnie podobnie
uzasadni sig istnienie prostych b, ¢, d, &', ¥, ¢, d'.

Prosta @ jest r6zna od prostej &, w przeciwnym bowiem razie bytaby
prosta wspdélna ptaszczyznom «, B, na mocy tedy tw. 23 prosta a bylaby
identyczna z osig x, czyli prosta x lezataby na ptaszczyznie =, wbrew zalo-
zeniu i zupelnie podobnie wykaze sie, ze proste a, b, ¢, d sq od siebie rozne,
a na mocy tw. 23 wynika, ze naleza do peku prostych o wierzchotku M. Po-
dobnie wykaze sig, ze proste a', b/, ¢/, d’ sq czterema, od siebie réznemi
prostemi peku prostych o wierzchotku M’. Skoro wedlug zalozenia proste
¢, d przeplatajq proste a, b, wigc istnieje prosta I, nie przechodzgca przez
punkt M i przecinajgca proste @, b, ¢, d odpowiednio w punktach 4. B,
(', D réznych migdzy sobg i takich, ze punkty C, D przeplatajg punkty 4, B.
Wedtug tw. 18 istnieje prosta !, kt6éra nie przechodzi przez punkt M’ i prze-
cina proste a/, o', ¢/, d’ odpowiednio w punktach A’, B, C', D' miedzy
soba roznych. Prosta I nie jest identyczna z osig z, ani jej nie przecina; gdy-
by bowiem prosta ! miata z osig « wspélny punkt &, to poniewaz punkty
Ni A4 sq od siebie rozne i lezg na prostej ¢, wigc ja (Ill) okreslaja, przeto
prosta ! lezy na ptaszczyznie a (IX), a ze lezy (IX) tez na plaszczyznie =,

1) Pasch, loc. cit. str. 63. 64 (wyd. z r. 1912).

H ' Pasch, loc. cit. str., 32,

%) Def. 13. Zbior wszystkich prostych ptaszczyzny =, przechodzacych przez punkt
M tej ptaszczyzny zowiemy pekiem prostych o wierzchotku M (w plaszczyzZnie =).
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wigc bytaby identyczna z prosta @ (tw. 23), przechodzitaby wigc przez punkt
M wbrew zatozeniu. Podobnie i prosta / nie ma punktu wspélnego z osig z.
Prosta I nie lezy na plaszczyinie o, inaczejby punkt B ptaszczyzny 8, le-
zacy na prostej I, byl tez punktem plaszczyzny o i przeto lezatby (tw. 23)
na osi x item samem prosta ! miataby punkt wspdlny B z osig . Podob-
nie dowodzi si¢ nastepujacych dwoéch zdan: prosta [ przecina ptaszczyzny
a, B, 1, & odpowiednio w punktach 4, B, C, D, nie majgc zadnego punktu
wspélnego z osig x; prosta I/ przecina plaszczyzny «, B, ¥, & odpowied-
nio w punktach 4’, B', (!, D', nie majac zadnego punktu wspoélnego z osig z.
Na mocy przeto tw. 32, jezeli punkty C, D przeplataja punkty 4, B, to takze
punkty C', D' przeplatajg punkty 4’, B/, wtedy na mocy Def. 3 proste ¢'d’
przeplataja proste a’, b'.

(Dowod opiera sie na zasadach III, IX i na tw. 18, 23, 32).

Tw 34.Y Jezeli 4, B, O, D oznaczaja cztery, r6zne punkty prostej /,
zas M i M' dwa punkty, nie lezace na prostej ! i jezeli proste [MC], [MD)
przeplataja proste [MA], [MB], to proste [M'C], [M'D] przeplataja proste
[M’'4], (M'B].

Dow6d domijamy 2.

Dodatek do twierdzenia 18-go.

Aksyomaty, wyliczone w § 3, pozwalajg na to, aby tw. 18 uogdélni¢ w po-
staci nastepujacej:

Tw. 18 bis. Jezeli zachowamy zatozenia i oznaczenia tw. 18, to przez
kazdy punkt 4 prostej @, rozny od punktu M, istnieje nieskoficzenie wiele
réznych prostych przecinajacych proste a, b6, ¢, d.

Aby dowdd tego twierdzenia uprosci¢, wprowadzamy nowe pojgcie:

Def. 14. Jezeli X,, X, .., X, oznaczaja n (n> 4) punktéw wspotli-
niowych i réznych od siebie i jezeli jest X,~/X; X, dla kazdych liczb ¢, %,
spelniajacych warunki ¢=2, 3,..., n; k=2,3,..., n; i==k, to punkt
X, nazwiemy punktem zewngtrznym w szeregu do punktéow X,, X, ..., Xu;
w szczegolnosci, gdy n =4, to X, nazwiemy punktem zewngtrznym czworki
punktéw X,, X,, X,;, X,.

Tw. (A). Gdy dane sg cztery punkty 4, B, C, D, rozne od siebie

) Pasch, loc. cit. str. 54.

?) Czytelnik z tatwoscig zauwazy, ze nie postugiwaliSmy sie ani razu zasada I; bez
niej twierdzenia 1 — 34 sa prawdziwe. Zasada | zapewnia nas o tem, ze klasa punktow,
a wskutek zasad II, V i VI takze klasy prostych i ptaszczyzn nie sg pustemi.
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i wspotliniowe, to doktadnie dwa z nich sa punktami zewnetrznemi tej
czworki.

Dowoéd. Gdy dane cztery rozne i wspéiliniowe punkty 4, B, C, D,
to wedtug tw. 19 mozna obrac¢ ich oznaczenia tak, ze jest B/AC i D~/AC.
Na mocy A. XV mamy wiec:

albo  (a) BJAC i A4/CD;
albo  (f) B/AC i CJAD.

W przypadku (o) okazemy, ze punkty C, D i tylko te sg punktami ze-
wnetrznemi, w przypadku (B), Zze punkty 4, D sa punktami zewnetrznemi
czworki punktow 4, B, C, D.

W przypadku () na mocy definicyi ani punkt 4, ani punkt B nie sg
punktami zewnetrznymi; zat6zmy, ze tez punkt C nie jest zewngtrznym t. zn.
ze oprocz zwigzkow (=) zachodzi jeszcze najmniej jeden z nastgpujgcych:

(a) C/AB, albo (o) C/AD, albo (a;) C/BD.

Ale zwigzki (a,) i (2,) sq niezgodne ze zwigzkami (o) na mocy A. XV.
Okazemy, ze tez zwigzek (a,) jest niezgodny ze zwiazkami (a). Przyjmijmy
bowiem, ze jest

BJAC, A/CD, C|BD.

Ale na mocy tw. 2[4, B, C, D— C, A, B, D] otrzymujemy, ze zwigz-
kéow B/AC, A/CD zwigzek A/BD; ze zwigzkéw A/BD i C/BD otrzymujemy
na mocy tw. 12 [4, B, C, E-— D, A, C, B] zwigzek B~|AC, sprzeczny
z jednym ze zwigzkoéw (a). Stad wynika, ze punkt C jest punktem zewngtrz-
nym. I punkt D jest tez punktem zewngtrznym; gdyby bowiem nim nie byt,
to, procz zwigzkow (o) i zwigzku stad wyprowadzonego, t. j. précz zwigzkow:

(2,) BJAC, A/CD,  AIBD,
musiatby zachodzi¢ jeden ze zwigzkow:
(') DJ/AB, albo (/) DJAC, albo (o) D/BC.

Zwiazki (o) 1 (") sq niezgodne ze zwigzkami (2,) na mocy A. XV.
Takze zwigzek (2"") nie moze zachodzi¢. Z tw. 11 [4, B, C, D — B, 4, D, C]
wynika bowiem, ze zwigzki A/BD i D/BC prowadza do zwiazku A/BC, nie-
zgodnego ze zwigzkami (2). Przeto i punkt D jest punktem zewnetrznym
czworki punktéw 4, B, C, D. Tem samem tw. (A) w przypadku (a) jest
udowodnione.

Zauwazmy dalej, ze przypadek (a) przechodzi w przypadek (B) przez
przestawienie liter [4, B, C, D-— (', B, A, D]. Twierdzenie (A) jest wiec
w catoéci udowodnione. Dowdéd oparty na A. XIII. XV, tw. 2, 11, 12, 19.
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Tw. (B). Jezeli zachowamy oznaczenia i zalozenia tw. 18 co do liter
@, b, c,d A, M i jezeli (I) oznacza prosta przechodzaca przez punkt A4
i przecinajacg proste (a, b, ¢, d), to mozna znale$¢ prosta (I'), r6zna od pro-
stej (1), przechodzaca przez punkt A4 i tez przecinajacg proste (a, b, ¢, d).

Dowéd. Oznaczmy przez A, B, C, D punkty, w ktérych prosta 7 prze-
cina proste a, b, ¢, d; te punkty sg od siebie r6zne; na mocy przeto tw. (A)
istnieja w czworce punktéow 4, B, C, D dwa i tylko dwa punkty zewnetrzne
tej czworki i albo A jest punktem zewnetrznym albo nie.

() Niech 4 bedzie punktem zewngtrznym czwdrki punktéow 4, B,
C, D; oznaczenia mozemy tak wybraé¢, ze drugim punktem zewnegtrznym tej
czworki jest punkt D. Stad nie moze by¢ ani 4/CD ani D/AC, wiec bedzie
(A. XV) ('/AD; podobnie otrzymuje si¢ zwigzek B/A4D. Obieramy punkt D’
(A. XIV) tak, ze jest D'/MD. Punkty 4, D, D' nie sa wspétliniowe (A. II, III).
Na mocy A.IXi VIl wolno do punktéow A, D, D' i prostej b wzgl. ¢ sto-
sowa¢ A. XVI, aby otrzyma¢, ze proste & wzgl. ¢ maja po punkcie wspélnym
z prostg (I'), okreslona (A. I) przez punkty B i D'. W tym wiec przypadku
twierdzenie (B) jest prawdziwe.

(B) Niech punkt 4 nie bedzie punktem zewnetrznym czwoérki 4, B,
C, D i niech punkty ', D beda punktami zewngtrznemi tej czwérki punktow.
Jest, jak tatwo wykaza¢, 4/CD. Na prostej d obieramy punkt D’ (A. XIV)
tak, ze jest D/MD'. Oznaczmy przez (') prosta okreslong przez punkty
41D (A 1I, Ill). Do punktéw M, C, D i prostej () stosujemy A. XVI;
ze zwiazkow 4/CD i D'~/MD wynika, ze istnieje punkt C' wspdlny pro-
stym (') i (¢). Poniewaz jest D~/AB, wi¢c na mocy A. XV jest albo
BJ/AD albo 4A/BID). Gdy jest B/AD, to do punktéw A4, D, D' i prostej b
stosuje A. XVI; gdy zas 4/BD, to do punktéw M, B, D i prostej (I') sto-
suj¢ ten sam aksyomat; w obu przypadkach otrzymujemy, ze proste b i (V)
sie przecinajg. W obu przypadkach (=) i (B) proste (/) i (') sq od siebie roz-
ne (II, XII).

Twierdzenie (B) tem samem jest w zupelnosci udowodnione. Dowod
oparty na zasadach A. II, IlI, VIII, IX; XIV, XV, XVI i tw. (A).

Aby teraz udowodni¢ tw. 18 bis, to dos$¢ wskazac¢ na to, ze tw. 18 za-
pewnia istnienie co najmniej jednej prostej (f), o ktérej mowa w zatozeniu
tw. (B). Nadto z tatwoscig mozna udowodni¢, ze na prostej («) istnieje nie-
skonczenie wiele punktéow (D) od siebie réznych, o ktérych mowa w dowo-
dzie tw. B (zobacz G. B. Halsted, Géométrie rationnelle, tt6m. na jezyk
francuski, 1911, str. 272). Tem samem nalezy uwaza¢ tw. 18 bis za praw-
dziwe.
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RESUME.

Die zwei ersten geometrischen Axiomgruppen des Hilbertschen Sy-
stems (mit unwesentlichen Veridnderungen) als Grundsitze einer projektiven
Geometrie annehmend, entwickelt der Verfasser den Begriff des Trennens
fiir eigentliche Elemente nach dem Muster des Herrn M. Pasch. Unter Ande-
rem beweist er folgenden Satz: Bezeichnen a, b, ¢, d vier (eigentliche), ver-
schiedene Geraden eines eigentlichen Strahlenbiischels vom Scheitel M, so
lasst sich durch jeden Punkt 4 der Geraden @, der von M verschieden ist,
wenigstens eine Gerade ziehen, die, ohne durch den Punkt M zu gehen,
auch die Geraden b, ¢, d in eigentlichen Punkten schneidet. Dieser Satz
wird als logische Folgerung aus den angefiihrten Grundsétzen abgeleitet.

In methodischer Hinsicht ist noch zu bemerken, dass bei jedem Beweise
die Satze angegeben wurden, aus welchen er abgeleitet wird.
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