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Wstep

Rewolucja naukowo-techniczna, rozumiana jako proces wielkich przemian w technice,
produkcji oraz nauce zapoczatkowana zostata w latach 50. XX wieku i trwa do dnia dzisiejszego.
Jednymi z najwazniejszych jej elementow sq komputeryzacja i automatyzacja proceséw pracy.
Komputery staly sie nieodzownymi narzedziami wykorzystywanymi niemal we wszystkich
dziedzinach nauki. Réwnolegle z dynamicznie postepujacym wzrostem ich wydajnosci,
opracowywane byly coraz to nowsze metody pozwalajace na rozwigzywanie problemow
obliczeniowych stawianych przez nauke. Metody te nazywane sa metodami numerycznymi.

Metoda numeryczng jest kazda metoda obliczeniowa sprowadzalna do operacji dodawania,
odejmowania, mnozenia i dzielenia. Dopdki byly one nieskomplikowane, dawaly sie rozwigzywac
analitycznie, z uzyciem pewnych przeksztalcen prowadzacych do otrzymania Scistych rozwiazan.
Z biegiem czasu powstawaly jednak coraz to bardziej spomplikowane teorie opisujace réznego
rodzaju zjawiska, powodujac znaczacy wzrost ztozonosci problemoéw, tak, ze ich Sciste rozwiazanie
bylo zbyt czasochlonne lub wrecz niemozliwe. Stworzone zostaly wiec algorytmy numeryczne,
pozwalajace na znajdowanie przyblizonych rozwigzan z zadana dokladnoscia.

Rozwigzywanie ukladow réwnan liniowych to jeden z najczeSciej spotykanych problemow
algebraicznych w zagadnieniach fizyki'". Pojawia sie on miedzy innymi w takich zagadnieniach jak
diagonalizacja metoda iteracji odwrotnej, charakterystyka ukladu wielu czastek opisanego
funkcjami Greena czy konstrukcja bazy funkcji ksztaltu wyzszych rzedow w metodzie elementéw
skonczonych.

Ukltad réwnan liniowych mozna przedstawi¢ w postaci rownania macierzowego

A-x=b = x=A""b (1)
Niezbedne wiec byto opracowanie aparatu analizy rowniez w formie wektorowej i macierzowe;j.
Podejscie analityczne sprowadzajgce sie do wyznaczenia macierzy odwrotnej okazywalo sie czesto
zbyt czasochtonne, a rozwigzania przyblizone na ogot spelialy kryteria dokladnosci stad
opracowany zostat szereg algorytmow zmniejszajacych iloSc niezbednych zasobow (sprzetowych,
czasowych) koniecznych do uzyskania wyniku.

Macierz A z rownania (1) w szczegélnym przypadku moze w wiekszosci skladac sie
z elementow zerowych. Taka macierz nazywamy rzadka. NajczeSciej odpowiada ona ukladom
o bardzo duzej liczbie stopni swobody, z ktorych kazdy wiaze sie bezposrednio z niewielka iloScia
innych stopni swobody. Macierze rzadkie znajdujq szczeg6lne zastosowanie w teorii grafow oraz

dyscyplinach pochodnych, np. teorii sieci. Dzieki zastosowaniu specjalnych struktur danych,



przechowywanie i operacje na macierzach rzadkich wiaza sie z duzo mniejszym zuzyciem pamieci
operacyjnej niz w przypadku macierzy gestych.

W ponizszej pracy przedstawiona zostala procedura implementacji pieciu algorytmow
numerycznych stuzacych do rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych: sprzezonego gradientu
(CG), kwadratowego sprzezonego gradientu (CGS), stabilizowanego gradientu bisprzezonego
(BICGSTAB), kwazi-najmniejszego residuum bez transpozycji macierzy (TFQMR)
oraz uogolnionej metody najmniejszego residuum (GMRES) dla macierzy rzadkich. W rozdziale
pierwszym, stanowigcym wstep teoretyczny, opisano podstawy kazdej z tych metod oraz stojacy
za nimi aparat matematyczny. Wymienione zostaly rdGwniez réznice pomiedzy algorytmami a takze
zakresy ich stosowalno$ci. W rozdziale drugim przedstawiona zostanie krotka charakterystyka
programu oraz zaperezentowane zostang, za pomoca pseudokodu, zaimplementowane algorytmy.
Rozdzial poswiecony jest rowniez testom aplikacyjnym, mianowicie algorytmy implemetujace
wymienione wyzej metody sa badane pod katem rozwigzywalnosci uktadu réwnan i szybkosci
zbieznosci. Testowanie wykonano na zestawie macierzy rzadkich znajdujacych sie w kolekcjach
Matrix Market, ktore najczeSciej wystepuja w benchmarkach dedykowanych metodom iteracyjnym
dla macierzy rzadkich. Dzieki takiemu podejsciu, takie zestandaryzowane benchmarki pozwalaja
obiektywnie okresli¢ wydajno$¢ poszczegdlnych algorytméw i metod. Dolaczony zostat réwniez
dodatek zawierajacy deklaracje zaimplementowanych procedur oraz wyjasniajacy znaczenie

zwracanych komunikatow zwrotnych.



1. WYBRANE METODY ITERACYJNEGO ROZWIAZYWANIA
UKEADOW ROWNAN LINIOWYCH

Pierwszymi metodami iteracyjnymi stosowanymi do rozwigzywania duzych ukladow
rownan liniowych byty metody stacjonarne'?, dla ktérych kolejne przyblizenia wektora rozwigzan
mozna wyrazi¢ w postaci

Xe =X+ M1y (2)
Do metod stacjonarnych zaliczane sa m.in. metoda Jacobiego czy Gaussa-Seidela. Mechanizm ich
dzialania rozpoczyna sie od przyjecia pewnego startowego wektora rozwigzan, a nastepnie
modyfikacji jego elementéw w ustalonej kolejnosci az do osiagniecia zbieznosci. Modyfikacje te
ukierunkowane sa na wyeliminowaniu kolejnych komponentow wektora reszt. Wspotczesnie
metody stacjonarne sg rzadko stosowane ze wzgledu na ich wolng zbieznos¢. Pomimo préb
poprawy ich szybkosci poprzez wprowadzenie nadrelaksacji zostaty one w znacznej mierze wyparte
przez metody oparte na wykorzystaniu podprzestrzeni Krylowa, opisane w kolejnych punktach tego

rozdziatu.

1.1 Metoda sprzezonego gradientu

Algorytm sprzezonego gradientu (Conjugate Gradient) jest jedna z najbardziej znanych
technik iteracyjnych stuzacych do rozwiazywania algebraicznych ukladow rownan z symetryczna,
dodatniookreslong macierza rzadkg. Zostal on opracowany przez Magnusa Hestenesa oraz Eduarda
Stiefela®®. Postugujac sie formalizmem matematycznym metode sprzezonego gradientu mozna
przedstawiC jako projekcje ortogonalng na podprzestrzen Krylowa Ky, (1o, A).

Zakladajac, ze {px} jest ciagiem n liniowo niezaleznych wektoréw w R", opisuja one
kierunki wzajemnie sprzezone. W bazie tej rozwigzanie réwnania (1) mozemy przedstawic

w postaci kombinacyjnej:

x:Z &; p; (3)
i=1
Algorytm CG wyprowadzony zostal jako sposob poszukiwania wartosci minimalnej formy
kwadratowej:
gb(x):%xTAx—be 4)

gdzie rozwiagzanie x minimalizuje te forme. Wartos¢ fromy (4) dla x # xq.k jest dodatnia ze wzgledu

na dodatniookreslonos¢ macierzy A. Jako pierwszy wektor bazowy p: nalezy wybra¢ gradient ¢



dla wektora startowego Xo, ktéry wynosi Ax, — b. Pozostale wektory w bazie beda sprzezone
do gradientu.
Przyjmujac ry jako residuum w k-tym kroku:
r.=b—Ax, (5)

dazymy do tego, aby <xx | > = 0 (=) @ = 0. Ze wzgledu na zalozenie wzajemnej sprzezonosci
kierunkow px wybierany jest kierunek najblizszy do rx pod warunkiem sprzezonosci. Jako kolejny
wektor bazowy pk+1 przyjmujemy ry, z ktérego usuwamy wktad (informacje) pochodzacy od p«
_PiAn

P;f Ap,

gdzie p"«Ark jest iloczynem macierzowym a p'kApx okre§la norme wektora px. Dzieki tej

Py (6)

| T

modyfikacji wektory pi+11 pkstaja sie A-sprzezone.

Ponizej zamieszczono algorytm sprzezonego gradientu w notacji pseudokodu.

Algorytm 1. Sprzezony gradient
Obliczry:=b—AX,, py:=r,
For j=0,1,..., Do:
a;:=(r;,r;)/(Ap;,p;)
Xjs1:=X;+Q;p;
Fj.g.=rj—a;Ap;
ﬁj::(rj+1)rj+1)/(rj)rj)
Pjr1:=Tjat B p;
EndDo

N A W

W algorytmie tym wystepuje pojedyncze mnozenie wektor-macierz, a w pamieci przechowywane
sq cztery wektory (X, p, Ap oraz r). Za X, przyjety zostal wektor zerowy. Zakonczenie algorytmu

nastepuje, gdy norma z wektora reszt ||rj:1|| jest mniejsza od arbitralnie przyjetej wartosci «.



1.2 Metody gradientow bisprzezonych oraz kwadratowego gradientu

sprzezonego

Na podstawie algorytmu sprzezonego gradientu opracowany zostal szereg metod
pochodnych, w ktorych zastosowane modyfikacje pozwalaja na szybsze osiagniecie zbieznosci
lub znosza warunki narzucone na macierz A w rownaniu (1). Pierwsza z tych metod jest
opracowana w 1952 r. przez Corneliusa Lanczosa metoda gradientow bisprzezonych (Biconjugate
Gradient). Pozwala ona na uzyskanie rozwigzania nie tylko oryginalnego réwnania (1) ale
rowniez rownania dualnego z macierza transponowana:

A"x'=b" (7)

Wada tego algorytmu jest konieczno$¢ wykonywania kosztownych operacji mnozenia wektora
przez macierz A oraz A" w kazdej iteracji. Podjete zostaty wiec préby wyeliminowania odwolania
do macierzy transponowanej z algorytmu, zmniejszajac w ten sposob wymagany naklad
obliczeniowy. Doprowadzilo to do opracowania w 1984 r. przez Pietera Sonnevelda metody
kwadratowego gradientu sprzezonego (Conjugate Gradient Squared)™. CGS pozwala na szybsze
osiggniecie zbieznosci niz BCG kosztem podobnego nakladu obliczeniowego.
W algorytmie BCG wektor reszt w j-tej iteracji spelnia zaleznosc:

ri=¢;(A)ry (8)
Gdzie @; jest pewnym wielomianem macierzowym stopnia j spelniajacym warunek ¢;(0) = 1.
Podobnie, kierunek kolejnych gradientow zadany jest przez:

pi=m(A)r, )
Gdzie m; rowniez jest wielomianem stopnia j. W celu wyliczenia wspotczynnikow skalarnych
potrzebnych do wyznaczenia kolejnych przyblizen wektora x konieczne jest zadzialanie
powyzszymi wielomianami nie tylko na pierwotng macierz A, ale réwniez na A", co bardzo czesto
komplikuje i spowalnia proces iteracji. Dokonujac przeksztalcen matematycznych uzyskujemy
wzOr na wspotczynniki skalarne, gdzie zamiast wielomianow ¢; i m; zastosowane sg ich kwadraty.
Tak zrodzit sie pomyst algorytmu kwadratowego sprzezonego gradientu, gdzie kolejne wektory
reszt spetniajg zaleznosc:

rj=¢jz-(A)r0 (10)
Jak wspomniano wyzej, przeksztalcenia prowadzace do metody CGS sg czysto matematyczne.
Przewagg metody CGS w stosunku do BCG jest pozbycie sie mnozenia wektora przez A’.
Algorytm CGS sprawdza sie w wielu przypadkach, jednakze ze wzgledu na kwadratowa postac¢
wielomianow btedy zaokraglen staja sie wieksze w poréwnaniu do BCG.

Ponizej zamieszczono algorytm kwadratowego gradientu sprzezonego w notacji pseudokodu.



Algorytm 2. Kwadratowy sprzezony gradient

—_

Obliczry:=b—Ax,, r,*dowolne

Oblicz py:=u,:=r,

For j=0,1,2,..., Do:
aj:<rj)r0*)/(Apj:r0*)
q;=u;—a;Ap,

X =X;+a;(u;+q;)
F=r= @ Alu;+q))
ﬁj:<rj+1’r0*>/<rj’r0*)
uj+1:rj+1+/3jq]-
pj+1:uj+l+ﬂj(qj+[jjpj)

EndDo

LN AW
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W kazdej iteracji wykonywane sa dwa mnozenia wektor-macierz (Ap; i A(u; + q;)) oraz trzy
iloczyny skalarne a w pamieci przechowywanych jest sze$¢ wektorow. Za x, przyjety zostat wektor
Zerowy a ro generowany jest w sposob losowy. Ze wzgledu na brak konieczno$ci mnozenia
wektoréw przez macierz A" spodziewana jest dwukrotnie szybsza zbiezno$¢ algorytmu w stosunku

do BCG.

1.3 BICGSTAB

Algorytm CGS polega na zastosowaniu kwadratow wielomianow resztowych i w przypadku
nieregularnej zbieznoSci, moze prowadzi¢ do stopniowego narastania bledow zaokraglen
lub nawet do przepehienia. Algorytm stabilizowanego gradientu bisprzezonego jest wariantem
CGS opracowanym w celu ograniczenia skutkow tych problemow. Zamiast poszukiwania
wektorow reszt okreslonych rownaniem (9) BICGSTAB okre$la je zaleznoScia:

r;=y;(A)¢;(A)r, (11)
gdzie @;(t) jest wielomianem resztowym stosowanym w algorytmie BCG a yj(t) jest nowym
wielomianem zastosowanym w celu ustabilizowania zbieznosci oryginalnego algorytmu.
W szczegolnosci, Pj(t) moze by¢ zadane poprzez prosta rekurencje:

P (0)=(1- a0t 0 (12)
w ktorej nalezy wyznaczy¢ skalarng wielko$¢ w; nazywang parametrem stabilizujgcym. W podobny
sposoOb obliczane sq wektory bazy:

pi=wi(A)m;(A)r, (13)
gdzie wielomian m(t) rowniez zaczerpniety zostat z algorytmu BCG. Oba wielomiany, o;(t)

oraz T;(t) spelniaja zaleznos¢ rekurencyjna:



¢j+1(t):¢j<t)_ajtﬂj(t) (14)

Znajac wartosci tych wielomianéw w kolejnych iteracjach jesteSmy w stanie wyznaczy¢ wektory
Pk+10razZ Yy
rin=(I—w;A)(rj—a;Ap;) (15)
Pin=Ti+Bi(I-w;A)p;
Parametry o oraz 3, obecne w powyzszych wzorach, nie moga zosta¢ obliczone w sposéb podobny
do BCG, poniewaz zaden z wektorow @;(A)ro, @;(A")r" czy ¢;(A)*ronie jest dostepny. Z tego powodu

wprowadzony zostal parametr P, = (rj, r*,) za pomoca ktérego wyrazi¢ mozna oba parametry o

oraz [3
Tj‘+1 o
Bi= =%
P (16)
b

o. =<
! (Apj,ro)

Algorytm BICGSTAB jest w wielu przypadkach znacznie mniej kosztowny niz BCG. Ponizej

zamieszczono algorytm BICGSTAB w notacji pseudokodu.

Algorytm 3. BICGSTAB
1. Obliczry,=b— Ax,, r,*dowolne
2. Oblicz p,=r,
3. For j=0,1,2,..., Do:
4. a;=(r;,ry*)/(Ap;,re*)
6. w;=(As;,s;)/(As;,As;)
7. Xjn=X;+o;p;+w;s;
8. ri.,=s;—m;As;
3 p=timnle) &

(rj’ r0 ) J

10. pj+1:rj+1+ﬁj(pj_ijpj)
11. EndDo

Podobnie jak w algorytmie CGS, wykonywane sa dwie operacje mnozenia wektor-macierz
(Apj, As;j), jednak liczba iloryczynéw skalarnych wynosi pie¢. W pamieci przechowywanych jest

szes¢ wektorow.



1.4 QMR i TFQMR

Metoda Lanczosa'® jest bezposrednim algorytmem wyznaczania m najbardziej uzytecznych
(zmierzajacych do maksymalnych badz minimalnych) wartosSci i wektorow wiasnych
n-wymiarowej kwadratowej macierzy hermitowskiej, gdzie m jest czesto znacznie mniejsze od
rozmiaru tej macierzy. Generowana jest ortogonalna baza V,, bedaca kombinacja liniowa wektoréw
przestrzeni Krylowa, w taki sposéb, aby przetransformowana macierz A miala postac
trojdiagonalnej macierzy T,

AV, =V, T, (17)

m+1
Macierz Vi, zbudowana jest z m n-wymiarowych wektorow kolumnowych, macierz V., tworzona
jest z macierzy Vi, poprzez dobudowanie do niej dodatkowej kolumny. Biortogonalizacja Lanczosa
jest rozszerzeniem metody Lanczosa znoszacym warunek symetryczno$ci macierzy A. W jego
wyniku otrzymywane sg dwie biortogonalne bazy dla dwoch podprzestrzeni Krytowa : Vi, oraz Wi,

W wyniku biortogonalizacji Lanczosa otrzymujemy baze V., oraz macierz T, za pomoca
ktérych mozna wyrazi¢ wektor residualny dla x = xo + V,y poprzez:

rn=b—Ax,=V,. (fe;~T,y) (18)
gdzie y jest dowolnym wektorem a parametr 3 spelnia zaleznos¢ vy = B-r;. Minimalizowana jest
nastepnie warto$¢ ||fe; — Tny|], a rozwigzanie x = X + Vy,y jest tzw. rozwigzaniem o kwasi-
minimalnym residuum na ktérym opiera sie metoda QMR.

Algorytm TFQMR to kolejna z metod powstalych na bazie CGS. Zamiast wyznaczania
kolejnych przyblizen poszukiwanego wektora x w jednym kroku w kazdej iteracji, robione jest to
w dwéch etapach:

Xjp=X;+tau; (19)

Xjn =Xt ®;q;
Gdzie parametr o; oraz wektory u; i q; zdefiniowane sa w analogiczny sposéb jak w metodzie CGS:

aj:(rj ,r;)/(A Pj:r;)
Q=r*bi 14,1~ AP (20)

u;=r;+f;_,q;
W standardowej metodzie QMR macierz transponowana A" pojawia sie jedynie w réwnaniu
rekurencyjnym dla wektorow wjz bazy Wy, Wektory te sa konieczne do wyznacznia macierzy T,
jednak nie biorg jawnego udzialu w obliczaniu kolejnych przyblizen wektora x. Metoda TFQMR
zaklada, ze zawsze jest mozliwym wyeliminowanie transpozycji macierzy poprzez dobor
wlasciwego wektora startowego w;. Ponizej zamieszczono algorytm TFQMR w notacji

pseudokodu.
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Algorytm 4. TFQMR

Obliczw,=uy=r,=b—AXx,, v,=Au,, d,=0
Oblicz 7y=|[ryll,, 6,=1,=0

Ustalr ,* takie , aby p,=(r,* ,r,)#0
Form=0,1,2,..., Do:

If m%2=_0then:
Ape1= am:pm/(vm’ro*)
u,,,=u,—a.v,
EndIf
W, =w,—a,Au,
dm+1:um+(0§1lam) 7/]mdm

1
Orni1 =W ! T Cm+1:(1+63n+1) ?
Toe1= T Ona1 Conaets 77m+1:Cr2n+105m
Xie1= X Ny d
If m% 2=1then
Pos1=(Wins15T0*)5 B s=Ppir! O

m+1

um+1:Wm+1+ mflum
V1= Al + mfl(Aum-l-/))mflV —1)
EndIf
EndDo

W algorytmie TFQMR mnozenie wektor-macierz wykonywane jest dwukrotnie, jednakze jedno

z nich pojawia sie tylko w iteracjach z m nieparzystym. Nalezy zauwazy¢, ze obliczenia w petli

z warunkiem na nieparzyste m wykonywane sa dla wartosci z m parzystym. Liczone sq trzy

iloczyny skalarne a przechowywanych w pamieci jest osiem wektorow.



1.5 GMRES

Metoda GMRES zostata opracowana w 1986 r. przez Yousefa Saada i Martina Schultza i jest
ona kolejng z serii metod bazujacych na podprzestrzeni Krylowa. Zostala uznana za standardowa
metode przy rozwigzywaniu réwnan macierzowych z niesymetryczng macierza A"”'. Metoda
GMRES sprowadza sie do skonstruowania ortonormalnych wektoré6w bazowych w podprzestrzeni
Krylowa i wyznaczania za ich pomoca kolejnych przyblizen wektora x, tak, aby norma z wektora
reszt byla jak najmniejsza.

Podobnie, jak w przypadku metody TFQMR wyznaczana jest baza wektorow ortogonalnych
V. oraz macierz trdjdiagonalna Tn. Nastepnie rozwigzywany jest problem najmniejszych
kwadratow'®':

min||f —A[x,+z]||[=min|/r,— Az|| (21)
Zakladajac, ze z = Vny, gdzie y jest dowolnym wektorem, mozemy rozpatrywac¢ minimalizowang

norme jako funkcje y

J(y)=lBvi=AV,yl (22)
gdzie 3 = ||ro||. Wykorzystujac zaleznos¢ (17) otrzymujemy
J(Y)=IV ol per=Toyll (23)

Wektor e; jest pierwsza kolumna macierzy jednostkowej o wymiarach (m+1) X (m+1).

Ortonormalnos$¢ wektoréw bazy Vi« skutkuje upraszczeniem réwnania (23) do postaci:

J(y)=llBe;=T,yll (24)
Wtedy rozwigzanie problemu najmniejszych kwadratéw wyraza sie nastepujaco
X, =Xg+V,.y; (25)

gdzie y; minimalizuje funkcje J(y).

Stosowalnos$¢ metody dla rownan macierzowych z niesymetryczng macierza A zwigzana jest
z konieczno$cia zapamietywania peilnej bazy wektoréw podprzestrzeni Krylowa, co oznacza,
ze wraz ze wzrostem liczby iteracji zwieksza sie liczba wektorow przechowywanych w pamieci.
To sprawia, ze uzytecznos¢ GMRES determinowana jest szybkoscia, z jakg osigga ona zbieznosc.
Ponizej zamieszczono algorytm GMRES (dla zmodyfikowanej metody, w ktorej dodatkowo

nastepuje jej restart - co m iteracji — zapobiegajacy generowaniu duzej bazy) w notacji pseudokodu.



Algorytm 5. GMRES

1. Obliczr=b—AX,

2. For j=0,1,...

3. p=IIr|l,v’=r!p,b=pe'

4. Fori=0,1,...,m

5. w=Av

6. Fork=0,.

7. hy  =(V" )*w w=w—h, v

8. End For k

9. hi+1,i_”W||2; _W/h1+11

10. Fork=1,...,i

11. y=hc,;

12. hy_ i =c o y+s by

13. hy ==s, y+e i hy

14. End Fork

15. O=\VR A1y 5 e =hy /85 5=y ]

16. h, ;=c;h; ;+s;h;,, ;

17. b,,,=—s,b,; 3: b,

18. :||bi+1||

19. if p odpowiednio mate then

20. n.=i;goto SOL

21. End Fori

22. n.=m; ynr:Bnr/hnr,nr

23. SOL:Fork=nr—1,...,0

24. yk:(gk_'gl hk,iyi)/hk,k

25. End For k

26. x:x+z yivi,' if p odpowiednio mate quit
i=0

27. r=b—Ax

28. End For j

W algorytmie GMRES obecne s dwie petle: j — zewnetrzna, okresSlajaca liczbe powtorzen
oraz i — wewnetrzna, do konstrukcji bazy. Rezerwowana jest pamie¢ na m wektoréw bazy.
W przypadku, gdy warunek stopu nie zostanie spelniony, obliczenia sa powtarzane. Liczba iteracji
w algorytmie GMRES dla zadanego problemu macierzowego moze by¢ regulowana poprzez
odpowiednie dobranie wymiaru bazy V.. W liniach 10-17 zastosowana zostata rotacja Givensa,
majaca na celu doprowadzenie macierzy H do postaci tréjkatnej. Dzieki temu wektor y stanowiacy
rozwigzanie ukladu rownian znajdujemy stosujac ,postepowanie odwrotne”. Aby zapewnic
stabilno$¢ algorytmu przeprowadzona jest réwniez ortogonalizacja Grama-Schmidta, jednak

odbywa sie to kosztem wydajnosci.



2. Biblioteka numeryczna

2.1 Opis programu

Celem niniejszej pracy byla implementacja wybranych algorytméw do rozwigzywania
algebraicznych ukladéw réwnan liniowych i zawarcie ich w jednym pakiecie w postaci biblioteki
numerycznej. Biblioteka zostala napisana w jezyku C. Zimplementowano pie¢ algorytmow
numerycznych (metode sprzezonego gradientu CG, metode kwadratowego gradientu sprzezonego
CGS, BICGSTAB, TFQMR oraz GMRES) dzialajacych na ciele liczb rzeczywistych oraz
zespolonych.

Macierze, dla ktérych wykonano testowanie procedur numerycznych, zostaly pobrane
z serwisu Matrix Market” a nastepnie przekonwertowane poprzez zaimplementowang procedure
do formatu CSR, ktéry jest formatem natywnym biblioteki. Format CSR (compressed sparse row)
przedstawia macierz M w postaci trzech jednowymiarowych tablic. Pierwsza z nich zawiera
wartosci niezerowych elementdw, druga - indeksy kolumn a trzecia numery elementéw (indeksy
tabeli z warto$ciami), stanowigcymi pierwsze niezerowe elementy w danym wierszu (okreslonym
poprzez indeks tabeli wierszy).

Testowe wyniki otrzymane w wyniku wywolania odpowiednich procedur zostaty
zweryfikowane poprzez wyznaczenie normy z wektora reszt, ktéra — jak oczekujemy — granicznie
maleje do zera w kolejnych iteracjach, aczkolwiek nie jest to gwarantowane w metodach

iteracyjnych.

2.2 Badania zbieznosci i wydajnosci

Uzytecznos¢ zaimplementowanych algorytmow zostala przetestowana na pieciu wybranych
macierzach pobranych z witryny MatrixMarket. Macierze roznia sie wlasciwosciami tak, aby testy
objely jak najszerszy zakres przypadkow. Na podstawie uzyskanych danych naszkicowane zostaty
wykresy zaleznosci logarytmu dzisietnego z normy wektora reszt od kolejnych iteracji. Obrazuja
one sposob oraz szybko$¢ osiggania zbiezno$ci. Algorytmy konczyly dzialanie, gdy warto$¢ normy
stawata sie mniejsza od arbitralnie ustalonej warto$ci 10°. Nalezy mie¢ na uwadze, ze liczba iteracji
nie jest rownoznaczna z czasem wykonywania sie algorytmu — w zaleznoSci od zastosowanej
metody ilos¢ i rodzaj wykonywanych operacji jest r6zny. W Tabeli 1 przedstawiona jest krétka

charakterystyka testowych macierzy.



Tabela 1. Charakterystyka macierzy.

Nazwa N NNZ Typ Rodzaj elementéw
besstk27 1224 56126 symetryczna, dodatniookreslona rzeczywiste
fs_760_1 760 5976 niesymetryczna rzeczywiste
sherman4 1104 3786 niesymetryczna rzeczywiste
dwg961b 961 10591 symetryczna zespolone

qc324 324 26730 symetryczna zespolone

Pierwsza z testowanych macierzy byla symetryczna macierz o nazwie bcsstk27
z elementami rzeczywistymi. Kazdy z pieciu algorytmow okazat sie zbiezny. Najmniejszq liczbe
iteracji potrzebowat algorytm BICGSTAB, najwieksza — GMRES. Norma z wektora reszt dazyla
monotonicznie do zera dla kazdego z algorytmow z wyjatkiem CGS. Tutaj wykres jest szeroki

1 poszarpany.

Rysunek 1. Wizualizacja niezerowych elementow macierzy bcsstk27.

Zrédlo: MatrixMarket
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Wykres 1. Norma wektora reszt w kolejnych iteracjach dla macierzy bcsstk27.

Nastepnie algorytmy wywotane zostalty na macierzy fs_760_1 zawierajacej dane uzyskane
z pomiarow kinetyki reakcji chemicznej. fs_760_1 réwniez skladala sie z elementow
rzeczywistych. Ze wzgledu na brak symetrycznosci algorytm CG, zgodnie z przewidywaniami nie
osiggnal zbieznosci. Kazdy z pozostalych algorytmow zwrocit wynik z zadang dokladnoscia.
Ponownie, najmniejsza liczbe iteracji wymagaly algorytmy CGS i BICGSTAB, a najwieksza
GMRES.
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Rysunek 2. Wizualizacja niezerowych elementow macierzy fs_760_1.

Zrédlo: MatrixMarket.
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Wykres 2. Norma wektora reszt w kolejnych iteracjach dla macierzy fs_760_1.

Kolejng z macierzy byla macierz sherman4 uzyskana w wyniku symulacji przeptywu cieczy
lepkiej. Pomimo braku symetrycznosci macierzy, algorytm gradientu sprzezonego okazal sie
zbiezny w niewielkiej liczbie iteracji. Najszybciej zbiegajacym sie algorytmem pozostat

BICGSTAB.

Rysunek 3. Wizualizacja niezerowych elementow macierzy sherman4.

Zrédlo: MatrixMarket.
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Wykres 3. Norma wektora reszt w kolejnych iteracjach dla macierzy sherman4.

Pozostate dwie macierze (dwg961b i qc324) skladaly sie z elementéw zespolonych. Dla obu

z nich algorytmy CG i BICGSTAB nie osiggnely zbieznosci. Najmniejszg liczbe iteracji wymagat

algorytm CGS, a przebieg wykresu dla algorytmu GMRES byt liniowy.

Rysunek 4. Wizualizacja niezerowych elementéw macierzy dwg961b.

Zrédto: MatrixMarket.
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Wykres 4. Norma wektora reszt w kolejnych iteracjach dla macierzy dwg961b (algorytm
BICGSTAB niezbiezny).

Rysunek 5. Wizualizacja niezerowych elementéw macierzy qc324.

Zrédto: MatrixMarket.
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Wykres 5. Norma wektora reszt w kolejnych iteracjach dla macierzy qc324 (algorytm BICGSTAB

niezbiezny).

2.3 Whnioski

Celem niniejszej pracy byla implementacja algorytméw numerycznych stuzacych
do rozwigzywania ukladéw rownan liniowych dla macierzy rzadkich. Cel ten zostal zrealizowany
zarowno dla macierzy o elementach rzeczywistych jak i zespolonych. Zaimplementowanych zostato
piec algorytmow, ktorych poprawno$¢ zostata sprawdzona na pieciu testowych macierzach.

W wyniku przeprowadzonych benchmarkéw stwierdzono, ze najszybsza z testowanych
metod jest CGS. Zastosowanie kwadratowych wielomianéw macierzowych skutkowato znacznym
wzrostem wydajnosci, jednak kosztem dokladnosci algorytmu. Najwolniej zbiezng metoda okazat
sie GMRES. Przypuszcza sie, ze przeprowadzenie optymalizacji polegajacej na doborze
najkorzystniejszej liczby wektoro6w bazowych (parametr m) mogloby w znacznym stopniu
poprawi¢ wydajnos¢ metody. Pozostate dwie metody (BICGSTAB i TFQMR) charakteryzowaty sie
Srednia wydajnosScia. Analizujac dane z Tabeli 1 zauwazy¢ mozna, ze liczba iteracji wzrasta wraz
z rozmiarem macierzy i jest ona determinowana zaréwno liczba wierszy jak i elementow
niezerowych.

Wykresy 4 oraz 5 obrazujq dzialanie algorytmoéw na macierzach o elementach zespolonych.
Zaimplementowane metody, za wyjatkiem BICGSTAB, okazaly sie rownie skuteczne co
w przypadku macierzy rzeczywistych. BICGSTAB nie doprowadzit do osiggniecia zbieznosci.

Stworzona biblioteka jest intuicyjna w uzyciu. Znaczna cze$¢ zaimplementowanych
mechanizmow jest transparentna dla uzytkownika. Parametry przyjmowane przez kazda z metod sg

niemal identyczne (wyjatek stanowi GMRES), ustandaryzowane zostaly tez zwracane przez



procedury kody btedéw. Biblioteka nie wymaga instalacji dodatkowych rozszerzen, jest w pelni

gotowa do uzytku w programach napisanych w jezyku C.
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Dodatek

Ponizej zamieszczono definicje zaimplementowanych procedur.

int CG(const int * const rows, const int * const columns, const double * const
values, const int ntot, const int nnz, double * const b, double * const x, const
double err, const int maxIter, int * const mess);

int CGS(const int * const rows, const int * const columns, const double * const
values, const int ntot, const int nnz, const double * const b, double * const x,

const double err, const int maxIter, int * const mess);

int BICGSTAB(const int * const rows, const int * const columns, const double *
const values, const int ntot, const int nnz, const double * const b, double *

const x, const double err, const int maxIter, int * const mess);

int TFQMR(const int * const rows, const int * const columns, const double *
const values, const int ntot, const int nnz, const double * const b, double *
const x, const double err, const int maxIter, int * const mess);

int GMRES(const int * const rows, const int * const columns, const double *
const values, const int ntot, const int nnz, const double * const b, double *

const x, const double err, const int m, const int maxIter, int * const mess);

int CGComplex(const int * const rows, const int * const columns, const complex
double * const values, const int ntot, const int nnz, const double complex const
* b, double complex * const x, const double err, const int maxIter, int * const

mess);

int CGSComplex(const int * const rows, const int * const columns, const complex
double * const values, const int ntot, const int nnz, const double complex const
* b, double complex * const x, const double err, const int maxIter, int * const

mess);

int BICGSTABComplex(const int * const rows, const int * const columns, const
complex double * const values, const int ntot, const int nnz, const double
complex const * b, double complex * const x, const double err, const int
maxIter, int * const mess);



int TFQMRComplex(const int * const rows, const int * const columns, const
complex double * const values, const int ntot, const int nnz, const double
complex const * b, double complex * const x, const double err, const int

maxIter, int * const mess);

int GMRESComplex(const int * const rows, const int * const columns, const
complex double * const values, const int ntot, const int nnz, const double
complex const * b, double complex * const x, const double err, const int m,

const int maxIter, int * const mess);

Gdzie:

rows — tablica wierszy w formacie CSR,

columns — tablica kolumn w formacie CSR,

values — tablica wartosci w formacie CSR,

ntot — rozmiar macierzy (liczba wierszy/kolumn),

nnz — liczba niezerowych elementow,

b — wektor wyrazéw wolnych,

x — szukany wektor,

err — warto$¢ normy okreslajaca zakonczenie procedury,
maxIter — maksymalna liczba iteracji, po przekroczeniu tej wartosci procedura konczy dzialanie,
mess — komunikat zwrotny,

m — liczba wektoréw bazy w algorytmie GMRES.

Znaczenie komunikatéw zwracanych poprzez parametr mess:

0 — wywolanie prawidlowe,

1 — nieprawidlowe wartosci w tablicy wierszy,

2 — nieprawidtowe wartosci w tabeli kolumn,

3 — nieprawidlowe elementy w tabeli wartoSci (NAN lub INFINITY),
4 — nieprawidlowy parametr maxIter,

5 — przekroczono maksymalng liczbe iteracji,

6 — obliczana norma otrzymata warto$¢ NAN lub INFINITY.



