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Niech bedzie dana krzywa C przez réwnania:

(1) x=f1), y=2g(@), 2= h(1),
przyczem funkcje
2 @), g(®), h(®)

maja spelnia¢ nastepujace warunki:

) majg by¢ ciagle w przedziale (a, b), przyczem jest a << b;

II) majag mie¢ ciagte pochodne az do rzgdu v-go wlacznie
wewnatrz . przedzialu (a, b), przyczem jest v=3;

III) wewnatrz przedzialu (a, b) majg "pierwsze pochodne spel-
nia¢ nieréwnos¢:

(&) SO+ 120141 H®) |2=0;

IV) wewnatrz przedzialu (a, b) macierz pierwszych i drugich
pochodnych

4)

r@), £@), k@) “
' 4 ”(t), g't), h(1)

ma by¢ stale rzedu 2-go.

Przy tych zalozeniach krzywa (C), jak wiadomo, posiada
w kazdym wewnetrznym punkcie przedzialu okreslong styczna,
normalng gi6éwng, binormalna, krzywizne pierwszg % i druga 'T
jak i luk:

©) s=[ VPO 20+ e d

fa=iil, < b, a<t<b) ktéry mozna przyjqc za parametr wtedy
wazne s3 tez wzory Serreta-Freneta.
Jezeli przez

(6) - a) B’ Y; al 7 ) ‘j Y

oznaczymy dostawy kierunkowe stycznej, normalnej gléwnej i bi-
normalnej krzywej C, wtedy przy pomocy zasady indukcji zupel-
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nej dowodzi sie, ze istniejg okres§lone funkcje P, Q. R, fuku s
takie, iz jest
u :
o =Pt Qur - S ;,—,,—Pns+Qns-+snﬁ--;
(7) drz
ds® = Pny + QnY - Sav"; n<v.

Funkcje Pn, Qa, S. maja pochodne rzedu (v—n)-go wzgle-
dem luku s. Z tatwoscig otrzymujemy, ze jest

dP; i dQrty P T8y
Py ==t Q ; Qi = dcs? TRt
® i .
S,~+1=id‘:—'——%; Py

Ponadto jest:
; P,=1, Q,=0, S,=0;

P‘zZO,‘Qz:;é’ S, =o;

TR 1 dR _____l_

P R O —Pids S, RT"
Przy pomocy zasady indukcji zupelnej wykazuje si¢ nastepujacy
szereg twierdzef, w ktérych dla prostoty ktadziemy: 11? IT V.

) Jezeli m=6, to jest

e gy m (m—>5) dm—Sy
P = —(m— Vg + [ G2 wt G+ P

przyczem P, zawiera pochodne funkcyj u, v nizszego rzedu, niz
(m—3), wzgl. (m—D5). :
II) Jezeli m=5, to jest:

dm—2y dit—4ty -
Qm=W~—(mﬁ2)qu,—Jr Qm,

przyczem am zawiera pocﬁodne funkcyj u, v nizszego rzedu, niz
(m—2), wzgl. (m— 4).
: 1) Jezeli m =4, to jest

d™3u dm—3y

: Sm:—(m—Z)vdsm_g.—udsm. —k
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przyczem S, zawiera pochodne funkcyj u, v rzedu nizszego, niz
{m—3).
1V) Funkcje P, Qmn, Sm sa sumami o skladnikach postaci

dl l Vm dk "k
(9 au, v) ]I(d;) H(‘KZ) (liz=o0, nk=0)

=1
i ewentualnie skfadnika:
(10) w(u, v)

nie zawierajacego pochodnych funkcyj (z, v); skladnik ten nazy-
wac bedziemy wyrazem wolnym.

Funkcje a(u, v) sg wielomianami calkowitymi wzgledem
(u, v), a wiec sg sumami o skladnikach

(11) b . ux véo

gdzie b oznacza wspolczynnik liczebny, «,, B, liczby cale bez-
wzgledne. W dalszych twierdzeniach odgrywa role rzad wyrazu
(9), ktéry okreslimy, jako liczbe
on Vm
(12) r= 3l + Ykn;
A =t k=1
jest to liczba naturalna.
V) Dla funkcji P, jest

(13) . hm=m—4, yp =m—6;
dla funkcji Qm jest
(14) )\,n:m—B, Ym :m—"5;

dla funkcji Sn jest
(15) )nm:m—_4, Ym :m—4.

Zauwazy¢ nalezy, ze warto$¢ zero dla liczby %, lub v, ozna-
cza brak odno$nej pochodne;j.

VI) Dla funkcji Pan 0 wskazniku parzystym, o ile n>>3, jest
rzad r wyrazéw ksztattu (9) kazda z liczb nieparzystych 1, 3, ...
2n—3 [ale nie koniecznie kazdy rozktad tych liczb na sume
ksztaltu (12)]; nadto o, <<2n-—3, B, <<2n—4; funkcja Ps wy-
razu wolnego nie posiada.



. s

VII) Dla funkcji Qan, gdy n=>3, jest r kazda z liczb parzy-
styeh: 2, 4, ... 2n—4; nadto jest «,<<2n—4, 3,<<2n—4; wy-
raz wolny jest réwny:

(16) Gy AT e el e

VIII) Dla funkcji Sz, gdy n>>3, jest r kazda z liczb 1, 3,...
2n—3; nadto jest «y,<<2n—3, 3, <<2n—3; wyrazu wolnego
nie ma.

IX) Dla funkcji P2.y1 o wskazniku nieparzystym, gdy jest
n=3, jest r kazdg z liczb 2, 4, ... 2n— 2; nadto jest a, <<2n — 3,
B, <X2n—4, a wyraz wolny réwna sie:

(17 e ipatincs-p)est.

X) Dla funkcji Qant1, gdy n>=3, jest rzad r kazda z liczb
1,3, .., 2n— 3; nadto jest o, < 2n—2, 3, <<2n—2; wyrazu wol-
nego nie ma wecale.

XI) Dla funkcji Szaqi, gdy n>>3, jest rzad r kazda z liczb
2,4, .., 2n—2; nadto jest o, < 2n— 3, B, <<2n— 3, a wyraz wolny
réwna sie:

(18) (— D™y (u* + v*)r—1.

Uwaga. Powyzsze twierdzenia majg zastosowanie w teorji
styczno$ci dwéch krzywych przestrzennych, gdy sie pragnie jej
nada¢ posta¢ dedukcji?).

') Zob. A. Hoborski: Geometrja rézniczkowa Cz. l. Teorja krzywych,
str. 351 i nast. Litografowany kurs uniwersytecki. 1924.



RESUME.

Soit C une courbe donnée par les équations (1), ot les
fonctions (2) sont continues dans lintervalle (@, b) et ayant des
dérivées jusqu’ a lordre v—=3.

Dans lintérieur de lintervalle (a, b) les dérivées premieres
satisfont a l'inegalité (3) et la matrice (4) des dérivées premieres
et secondes est d’ordre 2.

Dans ces conditions la courbe C posséde dans lintérieur
de lPintervalle (a, b) une tangente, une normale principale et une
binormale. Soient (6) les cosinus directeurs de ces axes et s soit
Parc de la courbe defini par (5).

On démontre par linduction mathématique les formules (7).

Les coefficients P, Q. Sn ont des proprietés, qui font
I'objet des théoremes [—XI.

Dans les théoremes I—IIl je donne la forme des fonctions
L Qny Sm Ol je pose:

: =1u —l—v
s
lﬁ, %.étant la courbure et la torsion de la courbe C.

Les fonctions Pm, Qm, Sn sont des sommes des termes de
la forme (9) et d'un terme (10) qui ne contient aucune dérivée.

Le coefficient a(u, v) est une somme des termes de la
forme (11), out b est un coefficient numérique et «,, {3, designent
des nombres entiers non négatifs. Nous appelons le rang d’un
terme (9) le nombre (12). 7

Pour les fonctions Pn, Qm, Sm on obtient les formules (13),
(14) et (15).

Pour la fonction P, d’'un indice pair on démontre que le
rang de leurs termes (9) est chaque nombre impair 1, 3, ....
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2n—3; on a aussi a,<<2n—3, $,<<2n—4; le terme (10)
est égal a zéro.

Pour la fonction Q. le rang r est chaque nombre pair
2,4, ..2n—4; on a ay<2n—4, B,<<2n—4 et le terme (10)
est égal a la fonction (16).

5 _On démontre des pareilles théoremes pour les fonctions
S2n, Poat1, Qont1, Sontt.

Ces théoremes sur les fonctions Pn, Qm, Sm sont applica-

bles dans la théorie de contact des courbes en espace.



















BIBLIOTEKA
GLOWN a

AKADEMI
GORNICZO
HUTNICZEJD

Nie
wypozycza Ssie




