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Oswiadczenie studenta

Uprzedzony(-a) o odpowiedzialno$ci karnej na podstawie art. 115 ust. 1 i 2 ustawy z
dnia 4 lutego 1994 r. o prawie autorskim i prawach pokrewnych (t.j. Dz.U. z 2018
r. poz. 1191 z pézn. zm.): ,Kto przywlaszcza sobie autorstwo albo wprowadza w blgd
co do autorstwa catosci lub cze$ci cudzego utworu albo artystycznego wykonania, pod-
lega grzywnie, karze ograniczenia wolnosci albo pozbawienia wolnosci do lat 3. Tej
samej karze podlega, kto rozpowszechnia bez podania nazwiska lub pseudonimu tworcy
cudzy utwor w wersji oryginalne; albo w postaci opracowania, artystyczne wykonanie
albo publicznie znieksztalca taki utwor, artystyczne wykonanie, fonogram, wideogram
lub nadanie.”, a takze uprzedzony(-a) o odpowiedzialnosci dyscyplinarnej na podstawie
art. 307 ust. 1 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce
(Dz. U. z 2018 r. poz. 1668 z péin. zm.) ,Student podlega odpowiedzialnosci dyscy-
plinarnej za naruszenie przepisow obowigzujgcych w uczelni oraz za czyn uchybiajgcy
godnosci studenta.”, oswiadczam, Ze niniejszq prace dyplomowq wykonatem(-am) oso-
biscie i samodzielnie i nie korzystalem(-am) ze Zrédet innych niz wymienione w pracy.
Jednoczesnie Uczelnia informuge, ze zgodnie z art. 15a ww. ustawy o prawie autorskim
1 prawach pokrewnych Uczelni przystuguje pierwszenstwo w opublikowaniu pracy dy-
plomowej studenta. Jezeli Uczelnia nie opublikowala pracy dyplomowej w terminie 6
miesiecy od dnia jej obrony, autor moze jg opublikowac, chyba zZe praca jest czescig
utworu zbiorowego. Ponadto Uczelnia jako podmiot, o ktérym mowa w art. 7 ust. 1 pkt
1 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. — Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z
2018 r. poz. 1668 z péin. zm.), moze korzystacé bez wynagrodzenia i bez koniecznosci
uzyskania zgody autora z utworu stworzonego przez studenta w wyniku wykonywania
obowigzkow zwigzanych z odbywaniem studiow, udostepniaé utwor ministrow: wiasci-
wemu do spraw szkolnictwa wyzszego i nauki oraz korzystac z utworow znajdujgcych
sie w prowadzonych przez niego bazach danych, w celu sprawdzania z wykorzystaniem
systemu antyplagiatowego. Minister wtasciwy do spraw szkolnictwa wyzszego i nauki
moze korzystac z prac dyplomowych znajdujgcych sie w prowadzonych przez niego ba-
zach danych w zakresie niezbednym do zapewnienia prawidtowego utrzymania © rozwoju
tych baz oraz wspolpracujgcych z nimi systemow informatycznych.

(Podpis czytelny studenta)

Oswiadczenie promotora

Oswiadczam, Ze praca spetnia wymogi stawiane pracom magisterskim.

(Podpis promotora)
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Streszczenie

Gtownym celem pracy byto zaprezentowanie praktycznego zastosowania klasycz-
nego twierdzenia Naimarka w pewnych aspektach mechaniki kwantowej. Praca sktada
sie¢ z czterech rozdzialow, gdzie w pierwszych trzech rozdziatach przedstawilem na-
rzedzia teoretyczne, ktore sg nastepnie wykorzystywane do prezentacji zastosowan
w rozdziale 4. W rozdziale pierwszym wprowadzitem oznaczenia uzywane w pracy
oraz kilka podstawowych definicji dotyczacych krat oraz teorii operatorow. Drugi roz-
dzial poswiecitem w calosci na omowienie i udowodnienie klasycznego twierdzenie
Naimarka na podstawie oryginalnej pracy autora z 1940 roku. W rozdziale trzecim
zaprezentowatem twierdzenie Naimarka w jezyku krat Parsevala, ktérego dowdd opie-
ra si¢ na klasycznej wersji tego twierdzenia. Dodatkowo w tym rozdziale pokazalem
w jaki sposéb mozna rozszerzyé¢ krate Parsevala do bazy ortonormalnej w wiekszej
przestrzeni Hilberta. Rozdzial czwarty poswiecitem na przedstawienie praktycznego
sposobu wyznaczania wartosci wlasnych operatora Hamiltona. Dzieki temu otrzymu-
jemy narzedzie, ktére pozwala nam znajdowaé¢ wartosci energii jakie moze przyjac
rozwazany uktad kwantowy. Sposob ten opiera sie w duzej mierze na wykorzystaniu
rezultatéw przedstawionych w poprzednich rozdziatach. W tym rozdziale przedstawi-
tem réwniez krate Mercedesa i omawianym sposobem wyznaczytem wektory i wartosci
wlasne hamiltonianu generowanego przez ta krate.

Stowa kluczowe

przestrzen Hilberta, krata Parsevala, rozktad jednosci, uogélniony rozktad jedno-
Sci, operator Hamiltona, krata Mercedesa, macierz Grama



Abstract

The main purpose of this paper was to present practical application of the classical
Naimark‘s theorem in certain aspects of quantum mechanics. Paper consists of four
chapters, where first three of them present theoretial tools, which are then used to
present application in chapter 4. In the chapter 1 I introduced symbols used in this
paper and basic definitions regarding frames and operator theory. In second chapter I
discussed and proved classical Naimark‘s theorem based on the author‘s orginal paper
from 1940. In the third chapter I presented Naimark‘s theorem with regard to Parseval
frames, which proof based on classic version of this theorem. In addition, in this
chapter I show how to extend Parseval frame to orthonormal basis in bigger Hilbert
space. Fourth chapter is about practical tool, which allow us to obtain eigenvalues of
Hamilton operator. In that way we can find all states of energy in considered quantum
system. That tool based on findings from previous chapters. In this chapter I presented
also Mercedes frame and evaluated eigenvectors and eigenvalues corresponding to
Hamilton operator generated by this frame.

Keywords

Hilbert space, Parseval frame, resolution of identity, generalized resolution of iden-
tity, Hamiltonian, Mercedes frame, Gram matrix



Wstep

Pod koniec XIX wieku uwazano, ze fizyka jest najbardziej kompletna z nauk Sci-
stych. Wraz z nastaniem XX wieku poglad ten zostal zachwiany za sprawg badan
i odkry¢ wielu znamienitych fizykéw ( Max Planck, Albert Einstein, Niels Bohr ).
Badania te daty poczatek nowej dziedzinie fizyki, mianowicie mechanice kwantowej.
Jest to nauka zajmujaca sie opisem ruchu w $wiecie mikroskopowym, w przypadku
gdzie narzedzia mechaniki klasycznej zawodza.

Z matematycznego punktu widzenia w mechanice kwantowej kazda wielko$¢ fizyczna
jest reprezentowana przez operator liniowy dziatajacy w pewnej przestrzeni Hilberta.
W przypadku gdy omawiana wielkoscia fizyczng jest energia uktadu to operator ten
nazywany jest operatorem Hamiltona. Widmo punktowe tego operatora, czyli zbiér
jego wartosci wlasnych, okresla nam jakie wartosci energii moze przyjac¢ badany uktad.
W pracy tej przedstawie koncepcje wyznaczania widma takiego operatora przy po-
mocy krat Parsevala. Pojecie kraty Parsevala jest uogélnieniem bazy ortonormalnej
okreslonej na przestrzeni Hilberta. Za punkt wyjsciowy postuzy mi klasyczne twier-
dzenia Naimarka z 1940 roku [1]. Nastepnie pokaze w jaki sposéb mozna zapisaé
to twierdzenie w jezyku krat Parsevala, by finalnie otrzymaé¢ wygodne narzedzie do
wyznaczania wartosci wtasnych hamiltonianu generowanego przez krate Parsevala.



Rozdziat 1

Podstawowe pojecia i definicje

1.1. Symbole i oznaczenia

Na poczatku przedstawie oznaczenia i symbole matematyczne, ktérych bede
uzywal w dalszej czesci pracy.

Zbiér liczb naturalnych oznacze jako N = {1,2,3,...} oraz Ny = NU {0}.
W pracy symbol J bedzie oznaczat przeliczalny lub skonczony zbiér indeksow.

Przestrzen Hilberta bede oznaczal jako H, natomiast skojarzony z ta przestrzenia
iloczyn skalarny oznacze jako (-, -).

1.2. Podstawowe definicje

Definicja 1.2.1. Przestrzen liniowqg V' nazywamy przestrzenig Hilberta, gdy jest ona
zupelna oraz okreslony jest na niej iloczyn skalarny o wartoSciach w ciele liczb ze-
spolonych. W dalszej czeSci pracy bede ja oznaczac przez (H, (-, -)) lub skrétowo przez
H.

Definicja 1.2.2. Niech Hi i Hs bedq przestrzeniami Hilberta oraz T : Hi — Hs.
Operatorem sprzezonym do T nazwiemy operator T : Hy — H1, gdy dla dowolnych
x € Hi,y € Hy zachodzi (Tx,y) = (x, T*y).

Definicja 1.2.3. Niech ‘H bedzie przestrzenig Hilberta oraz T: H — H. Operator T
nazwiemy samosprzezonym, gdy dla dowolnych x,y € H zachodzi (Tx,y) = (z,Ty).

Definicja 1.2.4. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta. Operator P : H — H nazy-
wamy projekcjg ortogonalng, jezeli zachodzi:

P = P2 P =P
Definicja 1.2.5. Niech T: H — H bedzie operatorem w przestrzeni Hilberta H, w
ktorej operator identycznosciowy oznaczymy przez I. Widmem operatora T nazwiemy

zbior tych N € C, takich ze operator T' — Al nie ma dobrze okreslonego elementu
odwrotnego w algebrze operatorow liniowych ograniczonych na przestrzeni H.

6



1.2. Podstawowe definicje 7

Definicja 1.2.6. Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta. Bazg ortonormalng w tej prze-
strzeni nazywamy zbior wektorow E taki, Ze:

1. FE jest bazq przestrzeni H,
2. (e1,e3) =0 dla dowolnych e, e € E,
3. |le||* = (e,e) = 1 dla dowolnego e € E.

Definicja 1.2.7. Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta z iloczynem skalarnym (-, -).
Kratg nazwiemy rodzine wektoréw {f,} spelniajgcg ponizszq nieréwnosé

AlAIP <N BIP < BIAPE,  feH,

nelJ

dla statych 0 < A < B < o0, ktore nazywamy granicami kraty.

Definicja 1.2.8. Niech {f,} bedzie kratg w przestrzeni Hilberta H z ograniczeniami
A, B. Krate tg nazwiemy Scistq gdy A = B.

Definicja 1.2.9. Niech {f,} bedzie kratq Scistq w przestrzeni Hilberta H z ogra-
niczeniami A, B. Krate tg nazwiemy kratg Parsevala, gdy A = B = 1, czyli gdy
If11* = Enes I(f, f) .

Obserwacja 1. Jezeli zbior wektorow {f,} jest bazqg ortonorming w przestrzeni
Hilberta H to spetnia on toisamosé Parsevala tj. dla kazdego f € H zachodzi ||f]|? =
Sney |(fs fa)2- Znaczy to, ze kazda baza ortonormalna jest kratq Parsevala.

Definicja 1.2.10. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta, a F = {f;} kratqg w tej
przestrzeni. Operator S : H — H zdefiniowany jako:

Sf:Z(f7fj)fj7 fEHa
jel
nazwiemy kratowym skojarzonym z kratg F.

Definicja 1.2.11. Niech {f;} bedzie kratq w przestrzeni Hilberta H. Krate {g;} na-
zwiemy kanoniczng kratq dualna dla kraty {f;}, gdy zachodzi

f:Z<f7gj)fj7 feH.

Jjel



Rozdzial 2

Klasyczne twierdzenia Naimarka

W niniejszym rozdziale przedstawie podstawowe twierdzenie, ktérego bede uzywat
w dalszej czedci pracy. Mowa tu o twierdzeniu Naimarka, znanego takze pod nazwg
dylatacyjnego twierdzenia Naimarka. Autorem tego twierdzenia jest dwudziestowiecz-
ny radziecki matematyk Mark Aronovich Naimark, ktory opublikowal to twierdzenie
w swojej pracy z 1940 roku. Dowdd, ktory zaprezentuje ponizej wykorzysta rezultaty i
pomyst z [1]. Zanim przejde do wypowiedzi twierdzenia przedstawie kilka niezbednych
definicji i faktéw z teorii operatorow.

Definicja 2.1. Niech A € R. Jednoparametrowq rodzine operatoréw projekcji { Ey}
dziatajgca na przestrzeni Hilberta H nazywamy rozkladem jednosci, jezeli:

1. En = E\, — E\, jest operatorem ograniczonym i dodatnio okreslonym dla
A = (A, Ag),

2. limy__oo Exf =0 orazlimy_,oo Exf = f dla f € H,

3. E)\+0f = E)\f dla f S H,

4. ExE, = E,E\ = E;, gdzie t =min{p, \}.

Na podstawie [4] wiadomo, ze z kazda rodzing operatoréw { F)} bedaca rozktadem
jednosci na przestrzeni Hilberta H mozemy utozsami¢ operator samosprzezony A,
ktorego dziedzina bedzie zbior:

D(A) ={f € H: [Z, Nd(Ex], f) < oo}
oraz dla f € D(A) zachodzi:
Af = [ NENf.

W analogiczny sposéb majgc operator samosprzezony A mozemy utozsamié¢ z nim
rozkltad jednosci {E,}.

Definicja 2.2. Niech A € R. Jednoparametrowq rodzine operatoréw {F\} dzialajgca
na przestrzeni Hilberta H nazywamy uogdlnionym rozkladem jednosci, jezeli:

1. Fa = F\, — F)\, jest operatorem ograniczonym i dodatnio okreslonym dla
A= ()\17 )\2)7

2. limy_, oo F5f =0 orazlimy oo I\f = f dla f € H,

3. F,\+0f = F>\f dla f € H,
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Przejde teraz do sformutowania i udowodnienia twierdzenia Naimarka.

Twierdzenie 2.1 (Twierdzenie Naimarka). Niech A € R oraz H bedzie przestrze-
nig Hilberta. Jezeli {F\} jest uogolnionym rozkladem jednosci dla przestrzeni H, to
istnieje wieksza ((w sensie inkluzji ) przestrzen Hilberta H oraz ortogonalny rozklad
jednosci Ey dla przestrzeni H* taki, ze dla f € H

F)\f:PE)\fv

gdzie P jest operatorem ortogonalnej projekcji na przestrzen H.

Dowdd. Dowdd bedzie sktadat sie z dwoch gtéwnych czesci. Pierwsza z nich bedzie
pokazanie konstrukcji przestrzeni Hilberta H™, natomiast druga cze$¢ bedzie dowo-
dem samego twierdzenia Naimarka wykorzystujaca taka konstrukcje.

Zacznijmy od zdefiniowania tzw. funkcji dodatnio okreslone;j.

Definicja 2.3. Niech R bedzie dowolnym zbiorem. Funkcje ¢ : R x R — C nazwiemy
funkcjqg dodatnio okreslong, gdy:

1. ¢(f,9) = ¢(g, f) dla f,g € R, -
2. forma kwadratowa 37"y, ¢(fs, fr)&ilk jest niewjemna, dla fi,..., f, € R.

Pokazemy teraz, ze dowolny zbiér R, na ktérym okreslona jest funkcja dodatnio
okreslona ¢, mozna uzupehi¢ do przestrzeni Hilberta. Innymi stowy, zbiér R mozna
zanurzy¢ w przestrzeni Hilberta H™, w ktérej iloczyn skalarny definiujemy jako

(f,9)=o(f9)

Aby skonstruowaé przestrzenn H uzupelnimy najpierw zbiér R do przestrzeni liniowej
R, w ktérej okreslimy skonczone sumy

f=>¢f,
=1

dla dowolnych f; € R oraz skalaréw &;. Dla dowolnych elementow f' =yr.& T
g = > 11 Mkgr ze zbioru R definiujemy nastepujacy iloczyn skalarny

n

(f.9) = o(fi.gn)ém

ik=1

Oznaczmy przez < nastepujacy zbior:

/\ A

={/:(.hH=0f= Z&ﬁ
Niech Rt = R /5 begdme przestrzem@ ilorazowa, ktérej elementami bedg zbiory § €
R, takie ze jezeli fy € &, to § sklada sie z wszystkich f = fy + §, gdzie § jest

dowolnym elementem przestrzeni <
loczyn skalarny elementéw §, ® € RT zdefiniujmy jako
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(§,6) = (/,9),
gdzie f € 5,9 € &.
Otrzymana w ten sposob przestrzen R™ jest przestrzenig Hilberta, ktora oznaczy-
my przez HT. W ten sposéb skonstruowaliSmy przestrzenn H*, ktéra bedzie wyko-

rzystywana w dowodzie twierdzenia Naimarka. Przejdzmy zatem do dowodu samego
twierdzenia.

Rozwazmy zbiér R, ktorego elementami beda wszystkie pary p = {A, f}, gdzie A
jest przedzialem na osi rzeczywistej a f jest elementem przestrzeni H. Przyjmijmy
nastepujace oznaczenie A;A; = A; N A;. Zdefiniujmy tez funkcje ¢ : R x R — C
okreslong nastepujacym wzorem:

d(p1,p2) = (Fa,n.f1, f2), pi = {A:, fi} i=1,2.

Pokazemy teraz, ze ¢ jest funkcja dodatnio okreslona.
Zauwazmy, ze

¢(p17p2) = (FﬁlAzflqu) = (flaFA1A2f2) = (FA1A2f2>f1) = ¢(p27p1)

Rozwazmy teraz n punktow p; postaci p; = {4, f;}. Z definicji funkcji ¢ otrzy-
mujemy, ze
S o(fis fr)&&e = D (Faafin fi)&e (2.1)

ik=1 ik=1

W pierwszym przypadku zatézmy, ze przedziaty A; sa parami roztaczne, to znaczy
ANA;j=0dlai#7 (4,5=1,...,n), to wéwczas

> (Faafis fo)&ilr = Z(FAifu Fl&? =0 (2.2)
i,k=1 i=1
Zalézmy teraz, ze przedzialy A; sa parami roztaczne dla ¢ = 3, ..., n, a przedzialy

Ay, Ay maja niepusta cze$¢ wspélna. Wowcezas prawa strona réwnosci (2.1) rozbije sie
na dwie czesci. Jedna bedzie zawierata indeksy od 3 do n i bedzie to przypadek jak
w réwnosci (2.2). Dla ¢ = 1,2 prawa strone réwnania (2.1) zapiszemy w nastepujacy
sposob

2

2 2 2
> (Faafio )&k = Y (Fa,fis [i)&& = (Fa, D& fi > &fi) =0

1,k=1 i,k=1 i=1 k—1

Przypadek gdy wiecej przedziatéw ma niepusta czes¢ wspolna dowodzi sie analo-
gicznie stosujac podzial sumy z réwnania (2.1) na wieksza ilo$¢ czesci, a nastepnie
kazda czes¢ rozwaza osobno z pomoca powyzszej rOWNosci.

Udowodniliémy zatem, ze funkcja ¢ jest dodatnio okreslona na zbiorze 3.
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Stosujac konstrukcje pokazana na poczatku dowodu rozszerzamy zbiér R do prze-
strzeni Hilberta H*. W tej przestrzeni iloczyn skalarny bedziemy oznaczaé jako (-, )+
i bedzie on dany wzorem (py, p2)+ = ¢(p1,p2).

Wygodniej bedzie nam utozsamiaé¢ element {R, f} € H* z elementem f € H. Ta-
ka identyfikacja bedzie jednoznaczna, gdyz ({R, f},{R,¢9})+ = (Frf,9) = (f,9).
Podobnie z elementem Y7, &{R, fi} z przestrzeni H™ mozemy utozsamiaé element
>ohey &k fr 7 przestrzeni H. Otrzymujemy zatem, ze H jest podprzestrzenia przestrzeni
HT.

Rozwazmy teraz element {A, f} € H*'. Bedziemy teraz szukaé projekeji tego ele-
mentu na przestrzen H. Oznaczmy szukana projekcje przez {R, g}. Zauwazmy ze dla
dowolnego elementu h € H zachodzi ({A, f} — {R, g}, {R, h}); = 0. Rozpisujac lewa
strone tej réwnosci i korzystajac z liniowosci iloczynu skalarnego otrzymamy, ze

({Av f}7 {R7 h}>+ - <{Rvg}7 {R, h})-i- = (FAf7 h) - <g7h) = (FAf -9 h) =0

Otrzymujemy z tego, ze szukang projekcja jest ¢ = Faf, co mozna zapisaé jako
P{A, f} ={R,Faf}. /

Zdefiniujmy teraz operator Ex, ktéry dla dowolnego elementu {A', f} € H*, przed-
stawia si¢ wzorem

EA{A/af}:{AmAlvf} (23)

Twierdzenie Naimarka ( twierdzenie 2.1 ) zostanie udowodnione, gdy pokazemy ze
powyzsze operatory EX sa ortogonalnym rozktadem jednosci dla przestrzeni HT.
Wprost widaé¢, ze Ea jest operatorem addytywnym dla przedziatéw. Zauwazmy tez,
ze

(Ea) A, f} = Ea{ANA f} ={AnANA, f} = (Ea){A, f}

oraz

(EA{Alaf}a {A/,7g})+ =({AN A/; I} {Aﬁug},’/)Jr = (FAA'A”f7 g)= (FA/AA”fa g9) =
({A 7f}7 EA{A 79})+

Powyzsze dwie nierownosci implikuja fakt, ze Fa jest operatorem projekcji. Dodat-
kowo zachodzi Fr{A', f} = {RNA', f} ={A", f}.

7 powyzszych faktéw oraz z tego, ze rodzina elementéw postaci {A, f} jest gesta w
przestrzeni Ht otrzymujemy, ze rozszerzenie do przestrzeni Ht przez cigglo$é ope-
ratora Fa jest ortogonalnym rozkladem jednosci dla przestrzeni H*. Otrzymujemy
zatem, ze dla dowolnegof € H

PEAf:PEA{Raf}:P{Aﬂva}:P{Amf}:{RaFAf}:FAf

Z powyzszego ciagu rownosci otrzymujemy teze klasycznego twierdzenia Naimarka.
O

Uwaga 1. Pozytywng cechq klasycznego twierdzenia Naimarka jest fakt, Ze poza
samym istnieniem rozktadu jednosci Ey dostajemy tez doktadng postac tego rozktadu
jednosci ( patrz wzor (2.3) ).
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Ponizej pokaze jeszcze jedna pozytywna ceche, ktéra wynika bezposrednio z dowo-
du twierdzenia Naimarka, mianowicie minimalnos$¢ rozktadu jednosci F). Zacznijmy
od definicji.

Definicja 2.4. Niech H oraz H* bedq przestrzeniami Hilberta. Niech Fy bedzie uogdl-
nionym rozktadem jednodci dzialajgcym w przestrzeni H, a przestrzert H' bedzie taka,
jak dla rozszerzenia uogélnionego rozktadu jednosci F. Ortogonalny rozktad jednosci
E\ dzialajgcy w przestrzeni HT nazwiemy minimalnym rozszerzeniem uogdlnionego
rozktadu jednodci Fy, gdy nie istnieje podprzestrzen Ho C HTOH taka, ze zaciesnienie
E\|y, jest ortogonalnym rozktadem jednosci na Hy.

Lemat 2.1. Niech E) bedzie ortogonalnym rozkladem jednosci dziatajgcym w prze-

strzeni Hilberta H*t. Zbior \| E\H bedziemy rozumied jako domkniecie wszystkich
AER
kombinacji lintowych wektorow postaci E\f, gdzie f € H oraz A € R. Zaciesniajgc

E\ do przestrzeni

Hmin = \/ E)\H

AER

otrzymujemy minimalny ortogonalny rozklad jednosci EY"™ = E,
przestrzent Hpin .

Dowdd. Niech f € HT © Hopin. Wowcezas dla kazdego g € Hpin zachodzi

(Eufy 9) = (fa EuQ) =0,

poniewaz E,, : Humin — Hmin. W zwiazku z tym zacie$nienie E)|y+o3,,,, bedzie
ortogonalnym rozktadem jednosci.

... dziatajgcy w

O

Dowdd klasycznego twierdzenia Naimarka dostarcza nam prostej konstrukeji or-
togonalnego rozktadu jednosci F). Bedziemy uzywaé tego rozktadu jednosci dziataja-
cego w przestrzeni H, ktéra pokrywa sie z domknieciem powloki liniowej elementéw

{A, f} znorma |[{A, fH[* = (Faf, f)-

Whniosek 2.1. Ortogonalny rozktad jednosci E\ wystepujocy w dowodzie klasycz-
nego twierdzenia Naimarka jest minimalnym rozszerzeniem uogdolnionego rozktadu jed-
nosci F).

Dowaod. 7 dowodu klasycznego twierdzenia Naimarka wiemy, ze powtoka liniowa ele-
mentéw {A, f} (f € H, A - przedzial na osi rzeczywistej) jest gesta w HT. Co wiecej
elementy f € H mozemy utozsamic¢ z {R, f} oraz zachodzi relacja EA{R, f} = {A, f}.
Z tego otrzymujemy, ze Hoin = HT.

]



Rozdziat 3

Twierdzenie Naimarka w odniesieniu do
krat Parsevala

Celem niniejszego rozdziatu jest przedstawienie twierdzenia Naimarka w odniesie-
niu do krat Parsevala. Dowdd tego twierdzenia oparty jest na klasycznym twierdzeniu
Naimarka. Istnieja réwniez inne dowody tego twierdzenia ( min. w [5] i [6] ), ktére
nie wykorzystuja jednak rezultatéw z klasycznego twierdzenia Naimarka. Przejdzmy
zatem do wypowiedzi twierdzenia.

Stwierdzenie 1. Niech {e,} bedzie kratg Parsevala w przestrzeni H. Wowczas
istnieje przestrzen Hilberta HT D H oraz baza ortonormalna {é,} w przestrzeni H*
taka, Ze Pé, = e,.

3.1. Uogdlniony rozktad jednosci generowany przez krate
Parsevala

Rozwazmy krate Parsevala, ktéra oznaczymy jako {e,}, gdzie n € J = N. Niech
F\ bedzie operatorem w przestrzeni Hilberta H zdefiniowanym nastepujaco:

n

R Zedn Achntdl g0 oy (3.1)

0, A& (—o0,1]

Oznaczmy A = (A1, \g) oraz Fa := F), — F),.

Obserwacja 2. Dla powyziszej rodziny operatorow F) zachodzq nastepujgce wia-
snosci:

1. FA=0, gdy ANN=0
2. Faf = (f,en)en gdy neA, |Al<1

Dowdd. ad.1) Jezeli ANN = () to znaczy, ze n < \; < Ay < n+ 1. Z tego wynika, ze
F)\l = F)\2, Czyli FA =0.

ad.2) Jezeli |A| < 1 to istnieje tylko jedno n € A, czyli Ay < n < \y. Zatem
FAf = ZZ:I(f7 ek’)ek’ - ZZ;%(fa ek)ek - (fa en)en' U

13
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Lemat 3.1. Rodzina operatorow Fy zdefiniowana powyzej jest uogolniony rozkla-
dem jednosci.

Dowod. Warunki 2 i 3 definicji uogdélnionego rozktadu jednosci wynikaja wprost z
definicji operatorow F oraz z cigglosci tych operatoréw. Musimy pokazacé, ze forma
kwadratowa (Fa f, f) jest nieujemna.

(FAf7f>:Z(f)ek)(ekaf):Z'(f?ek>|2>0
k=m k=m
jezeli m,m + 1...n naleza do A. n

Na mocy klasycznego twierdzenia Naimarka istnieje wigksza w sensie inkluzji prze-
strzen Hilberta H ™ zawierajaca przestrzen H oraz okreslony na niej ortogonalny roz-
ktad jednosci E) taki, ze dla f € ‘H zachodzi F\f = PE\f.

Lemat 3.2. Jezeli A jest przedziatem na osi rzeczywistej takim, ze Fa = 0, to
wtedy Ea = 0.

Dowdéd. Skorzystamy tutaj ze wzoru (2.3) z dowodu klasycznego twierdzenia Naimar-
ka. Wéwcezas otrzymamy, ze

0 < |[Ea{A, [} = IHA VA fH+ = (Fanarf, f) < (Faf, f) =0.
O

Zdefiniujemy teraz pewng rodzine elementéw z przestrzeni H*. Oznaczmy A, =
n—e,n+e), gdzie 0 < € < 1, n € Nirozwazmy elementy z przestrzeni H™
g y y

1
én = {An, Wen}, neN . (32)

Lemat 3.3. Niech é, bedzie zdefiniowane tak jak w (3.2). Wowczas nastepujgce
fakty sq prawdziwe:

1. Wektory é,, nie zalezqg od wyboru ¢.

Rodzina elementow {é,} jest ortonormalna w H™.

Pé, = ey, gdzie P jest ortogonalng projekcjq w przestrzeni Ht na H.

Jezeli ||e,|| = 1, to wéwezas e, = é,.

Jezeli f € H to f € V,en€n, gdzie ey €n bedziemy rozumiec jako domkniecie
wszystkich kombinacji liniowych wektorow é,.

Dowéd. ad.1) Wezmy dwa rézne elementy é), €2. Zatézmy, ze Al C A2, Wtedy otrzy-

n» -n*
mujemy, ze €, < 5. Wowczas:

. R 1
HB}L - en“2 = H‘f H4 [(FA}LBTH €n) + (FA%em en) - Z(FA}lﬁAiem en)] =
1 1
= 7”6””4[(}%%6”, en) — (Faren, en)] = 7”6””4[(6”, en)? — (en,en)?] =0

1

l[en

ad.2) Zauwazmy, ze ||é,||* = H4<FAn€m en) = 1H4 (en,en)? =1

llen
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oraz dla (n # m) zachodzi

o 1
(enu em) = He H4(FAnﬁAmen7em) = O,
n

poniewaz A, NA,, = 0.
ad.3) Skorzystamy tutaj z obserwacji 2 oraz z dowodu klasycznego twierdzenia Na-
imarka. Wtedy otrzymamy, ze:

1
pPé, = {R, TP ||2FAnen} ={R,e,} = e,.
en
ad.4) Skorzystamy tutaj z faktu, ze jezeli ||e,|| = 1 to krata Parsevala jest baza

ortonormalna, czyli w szczegdlnosci (e, e,,) = 0, dla wszystkich n # m. Otrzymamy
wtedy, ze:

”{Anv en} - {R> 6n}||2 = (Fa,én, en) + ”en”2 —2(Fa,én,en) = 0.

ad.5) Niech f € H. Wéwczas f = {R, f} oraz (f,é,) = ||ei||2(FAnf’ en) = (f,en).
Korzystajac z definicji kraty Parsevala dostaniemy, ze

KR, £ = ILA17 = D2 [(f ea)* = 3 I(F, én)l”.

neN neN
Otrzymujemy z tego, ze f = >, cn(f, én)én. O

Korzystajac z powyzszego lematu otrzymujemy, ze przestrzen Hilberta ey €,
zawiera ‘H jako podzbiér oraz rodzina {é,} jest baza ortonormalna w tej przestrzeni.
Zatem operator

n

F\f = kz::l(f’ék)ék Aemntl] fe\é, neN (3.3)

0 e (—o0,1] neN

tworzy ortogonalny rozktad jednosci w V,ey €,. Dodatkowo dla kazdego f € H za-
chodzi

n

PﬁAf = Pi(f, ék)ék = Z(f, ek)ek = F,\f
k=1

k=1
Z tego wynika, ze F\ jest rozszerzeniem F do ortogonalnego rozktadu jednosci.
Lemat 3.4. Operatory F\ oraz E, pokrywajg sie na zbiorze \/ ey €n.

Dowadd. Zauwazmy, ze F’Aén = ¢, dla A\ > n oraz F’Aén = 0 dla A < n. Ustalmy teraz,
ze A = (—o00, \). Wowcezas

1 IN
Exén = Eax{A,, b= {ANA, — e} = { én A>n

—5€
len]l*™ lenll? 0 Asn
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Lemat 3.4 oraz wniosek 2.1 implikujg fakt, ze Huim = HT = Voen En-

Podsumowujac, dostaliémy dowod stwierdzenia 1, ktéry bazuje na klasycznym twier-
dzeniu Naimarka.

Konkluzja z powyzszego rozdziatu jest fakt, ze kazda krate Parsevala mozna otrzy-
mac poprzez zacieSnienie bazy ortonormalnej w wiekszej przestrzeni Hilberta, jak réow-
niez krate Parsevala mozna rozszerzy¢ do bazy ortonormalnej w wickszej przestrzeni
Hilberta.

Druga cze$é¢ powyzszej konkluzji mozna zapisa¢ w postaci twierdzenia, ktore przyda
sie w rozdziale 4.

Twierdzenie 3.1. Niech {e;,j € I} bedzie kratq Parsevala w przestrzeni Hilberta
H. Wowczas istnieje przestrzen Hilberta M oraz okreslona w niej krata Parsevala
{&;,7 €I}, taka ze

{éj :Bj@éj,j GJ}
jest bazq ortonormalng w przestrzeni Hilberta H™ = H & M.
Uwaga 2. Z kazda kratq Parsevala {e;}jey okreslong w przestrzeni Hilberta H

mozemy zwigzaé operator analizy ( analysis operator ) 0. : H — €5(J) :

0.(f) ={(frej)}jer [ EH, (3.4)

ktory jest izometrig. Obraz tego operatora ( oznaczany jako R(0.) ) jest podzbiorem
05(J) i na mocy twierdzenia 3.1 zachodzi

l>(J) = R(be) ® R(6z), (3.5)

gdzie operator analizy 0z : M — lo(J) zwigzany jest z kratq Parsevala {é;};ey 2
twierdzenia 3.1.



Rozdzial 4

Hamiltoniany okreslone przez kraty
Parsevala

4.1. Wstep

W niniejszym podrozdziale przedstawie koncepcje w jaki sposéb mozna definiowaé
operatory Hamiltona ( w skrécie hamiltoniany ) za pomoca kraty Parsevala.
W mechanice kwantowej o dynamice zamknietego uktadu mozemy wnioskowaé na
podstawie samosprzezonego operatora Hamiltona H, ktéry jest definiowany jako su-
ma energii potencjalnej i kinetycznej wszystkich czastek danego uktadu. Operator ten
jest podstawowym skladnikiem w réwnaniu Schrodingera dla funkcji falowej pewnego
uktadu S. Réwnanie Schrodingera mozemy zapisa¢ symbolicznie jako ¥ (t) = HU(t),
gdzie U(t) jest wektorem stanu uktadu S.

Waznym aspektem zwigzanym z operatorem H jest zbiér jego wektorow i wartosci
wlasnych. Jezeli widmo tego operatora jest dyskretne to wartosSci wltasne E; beda
liczbami rzeczywistymi, a zbiér wektorow wtasnych odpowiadajacy réznym wektorom
wlasnym bedzie ortogonalny. Przy zatozeniu, ze wszystkie wektory wtasne sa pojedyn-
cze otrzymamy, ze znormalizowany zbiér tych wektoréow wilasnych {€;};cy jest baza
ortonormalng w przestrzeni Hilberta H*. Wéwcezas wszystkie wektory stanéw uktadu
S bedg wyrazone jako kombinacja liniowa wektorow {é;}ey.

Moze sie jednak zdarzy¢, ze nie wszystkie wektory stanow przestrzeni H beda istotne
w badanym przez nas ukladzie S ( np. gdy chcemy, aby energia uktadu nie osiaggata
zbyt duzych wartosci ). Wéwcezas rozsadnie jest rozwazaé fizyczna przestrzen wek-
torowa Hpp, ktora jest podprzestrzenig przestrzeni Hilberta H, na ktoérej uktad &
jest zdefiniowany. Fizyczna przestrzen Hilberta H,, moze by¢ skonstruowana przez
dziatanie ortogonalnego operatora projekcji P na przestrzen H*, tj. Hy, = PH™T.
Zatem jezeli H jest operatorem na H oraz f,g € H,p, to

(f,Hg) = (Pf,HPg) = (Pf,(PHP)Pg) = (Pf, HynPyg),
gdzie H,, = PHP jest fizyczng czeicia operatora H dzialajaca w H,p.

Rozwazmy teraz zbior {é,,n = 0,1,2,..., N} znormalizowanych wektoréw wtasnych
operatora H ( zakladamy, ze jest to baza ortonormalna w H* ) oraz zbiér od-

17
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powiadajacych im rzeczywistych wartosci wiasnych {E,,n = 0,1,2,..., N}, gdzie
N = dimH* < co. Wéwcezas dla hamiltonianu H zachodzi:

N

n=0
ktérego dziedzina to D(H) = {g € H : SN E.(g,é,)é, € H}. Odnoszac sie do
wzoru (4.1) fizyczna czedcia operatora H przyjmie forme:

N N N

PHPg = Z E,.(Pg,é,)e, = Z E,.(Pg, Pé,)e, = Z E.(f,en)en,
n=0 n=0 n=0

gdzie f = Pg oraz e, = Pé,. Z tego powodu operator Hy,, = PHP dziala w podprze-

strzeni H,, C H* oraz zachodzi:

N
Honf = Z E.(f,en)en, [ € D(Hpy)=PD(H). (4.2)
n=0

W ogélnym przypadku zbiér wektoréw {e, = Pé,,n = 0,1,2,..., N} przestaje by¢
baza ortonormalna, jednakze okazuje sie, ze zbior ten jest krata Parsevala w przestrze-
ni Hppn. Z tego powodu operator H.(= H,p,) ze wzoru (4.2) bedziemy rozumieé¢ jako
hamiltonian generowany przez krate Parsevala {e,}. Ciekawa obserwacja jest fakt,
ze projekcja z przestrzeni H' na podprzestrzein H,;, zazwyczaj nie zachowuje warto-
sci wlasnych dla hamiltonianu H.. W kolejnych dwéch podrozdziatach zaprezentuje
twierdzenia utatwiajace znajdowanie wartosci wtasnych hamiltonianu H, oraz pokaze
praktyczny przyktad ich wykorzystania.

Przejde teraz do szczegdltowego omoédwienia wspomnianego hamiltonianu w przy-
padku operatorow ograniczonych i dla skonczonych macierzy.

W rozwazanym przypadku zatozymy, ze krata Parsevala {e;};c; okredlona jest w
przestrzeni Hilberta H. Dodatkowo zalozymy, ze zbiér liczb rzeczywistych { E;} ;5 po-
siada kres dolny i gérny, to znaczy ze istnieja Epn = infjeyll; oraz By = supjerl;
takie, ze —00 < Epin < E; < Epgpy < 00 dla kazdego j € J. Woéwcezas hamiltonian
generowany przez krate Parsevala {e;};ey i zbior liczb {E;}jer:

Hef =) Ei(f.ej)ej, feH (4.3)

jel
jest ograniczonym operatorem samosprzezonym w przestrzeni H. Wynika to ze stwier-
dzenia 1 z poprzedniego rozdziatu, gdyz istnieje baza ortonormalna {é;} w wiekszej

przestrzeni Hilberta H*, taka ze Pé; = e; ( gdzie P jest operatorem projekeji z
przestrzeni H' na H ). Korzystajac z tego faktu wnioskujemy, ze H, = PH,P, gdzie
Heg =) Ei(g.¢;)¢;, ge€M’ (4.4)

j€J

jest ograniczonym operatorem samosprzezonym w przestrzeni Ht z warto$ciami wtla-
snymi {E;}jey 1 odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi {e;};ej.
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4.2. Widmo punktowe operatoréw okreslonych przez kraty
Parsevala

Zgodnie z tym co zostalo wspomniane we wstepie do tego rozdziatu moze zdarzy¢
sie sytuacja ze widmo punktowe operatora H. nie pokrywa si¢ z widmem punkto-
wym operatora Hs. W tym podrozdziale zaprezentuje techniki wykorzystywane do
znajdowania wartosci wlasnych hamiltonianu H.. Zacznijmy jednak od pewnego po-
mocniczego lematu.

Lemat 4.1. Niech {c;};ey € (2(J) oraz {e;};ecy bedzie kratq Parsevala w prze-
strzeni Hilberta H. Wowczas 3y cie; = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy {c;}je5 € R(6e),
gdzie R(0z) jest obrazem operatora 0z ( skojarzonego z kratq Parsevala {é;,j € I} 2
twierdzenia 3.1 ).

Dowdd. Jezeli 3 jcpcie; = 0, to wowezas [ = Y icpci€; = Yiejciej + 2 ey €6y,
na mocy twierdzenia 3.1. Znaczy to, ze f € M oraz ¢; = (f,é;) = (f,€;). Zatem
0:(f) = {¢;}-
Natomiast jezeli {c;};e; € R(6z), to znaczy ze istnieje f € M takie, ze ¢; = (f, €;) =
(f,&;). Wowezas f = 35;c5¢i€5 = Yjepcjej + ey ¢j€5. Z faktu, ze f € M otrzymu-
jemy, ze 3 cpcie; = 0.

0

Zalézmy teraz, ze H.f = pf dla niezerowych f € H. Poniewaz {e;};cy jest krata
Parsevala, to f = >2;c5(f, ej)e;. Wowezas réwnosé (4.3) przyjmuje forme:

> (Ej—p)(ej, fle; =0 (4.5)

Jjel

Z punktu widzenia lematu 4.1 réwnosé¢ (4.5) jest réwnowazna warunkowi {(E; —
pcit € R(0:), gdzie {¢; = (f,e;)} € R(f.). Podsumowujac powyzsze rozwazania
otrzymujemy warunek konieczny i wystarczajacy na znajdowanie warto$ci wlasnych
hamiltonianu H.. Ponizsze twierdzenie pochodzi z [2].

Twierdzenie 4.1. Niech {e;};e; bedzie kratq Parsevala w przestrzeni Hilberta H.
Dodatkowo niech { E;} jey bedzie zbiorem liczb rzeczywistych. Operator H, zdefiniowany
jak w (4.3) posiada wartosé wiasng p wtedy i tylko wtedy gdy istnieje cigg {c;} € R(6.)
taki, ze {(E;j—p)c;} € R(6;), gdzie R(0.) i R(6z) sq obrazami operatorow skojarzonych
z kratq {e;}jey 1 jej kratq dualna {€;};ey. Dodatkowo odpowiadajgcy jej wektor wiasny
jest postaci 3 ey cje;.

Definicja 4.2.1. Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta, a {e;}j € I bedzie okreslo-
ng w tej przestrzeni kratq Parsevala. Macierzg Grama zwigzang z {e;}jey nazwiemy
nastepujgco zdefiniowang macierz kwadratowq:

Ge = [(ei7 €j>]ij€«ﬂ‘

Lemat 4.2. Niech G. = [(e;, €j)]ijey bedzie macierzq Grama dla kraty Parsevala
{e;}jes. Wowczas macierz ta okresla ograniczony operator samosprzezony, ktory jest
operatorem ortogonalnej projekcji z przestrzeni €y na R(0e).
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Lemat 4.2 pozwala wprowadzi¢ pewng modyfikacje twierdzenia 4.1, ktéra jest
wygodniejsza przy obliczaniu wartosci wlasnych operatoréw H,. Dla macierzy Grama
Ge = [(€iy€))]ijers Ge = [(€:,€))]i jey zdefiniujmy funkcje o wartosciach macierzowych
Be(p) = [bij(1)ijey oraz De(p) = [dij (1)) jer, gdzie

bij() = Y (Ex — p)(eiren) (e, €5),  dij(p)) = (E; — p)(ei, e5). (4.6)
kel

Ponizszy lemat réwniez pochodzi z [2].

Lemat 4.3. Niech H, bedzie operatorem okreslonym przez krate Parsevala {e;};ecy.
Wowczas nastepujgce warunki sq réownowazne:

1. p € R jest wartoscig wtasng operatora H.,
2. istnieje cigg {c;} € la(J) taki, ze Ge{c;} # 0 oraz B.(p){c;} =0,
3. istniejq ciggi {c;},{¢;} € la(J) takie, Ze Ge{cj} # 0 oraz D.(pu){c;} = G&{¢;}.

Dowdéd. Niech {é; = e; @ €;}ecy bedzie bazg ortonormalna w przestrzeni H™* taka jak
w twierdzeniu 3.1. Dodatkowo niech odpowiadajacy jej operator

0c = {(9,¢))}jer, g€MH” (4.7)

bedzie operatorem analizy ( analysis operator ) przeksztalcajacym przestrzen H* w
05(J). Biorac pod uwage réwnosé (4.4) otrzymamy, ze 0:(Hzg) = E0:(g), gdzie £ jest
ograniczonym operatorem w przestrzeni {o(J), takim ze:

ey ={Ejc;r, D(E) = b(J). (4.8)

Zauwazmy, ze jezeli f € H to 0:(f) = {(f,é;) = (f, Pé;) = (f,e;)} = 0.(f), gdzie
P jest ortogonalng projekcja z przestrzeni H* na przestrzen H i 0 jest zdefiniowa-
ny jak w (4.7). Dodajac do tego uwage 2 z poprzedniego rozdzialu otrzymamy, ze
0; przeksztalca przestrzen H na R(6.). Biorac takze pod uwage, ze H., = PH;P
otrzymujemy, ze H, jest réwnowazny operatorowi &, dzialajacemu w R(6.) takiemu,
ze:

E =PEP, D(&)="R(0.) =Pl(), (4.9)
gdzie P = 0. PO, jest ortogonalng projekcja z £5(J) na R(6,)

(1) < (2) Z punktu widzenia (4.9) p jest wartoscia wlasna operatora H, wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje ¢; € lo(J) taki, ze P{c;} # 0 oraz P(€ — ul)P{c;} = 0. Na mocy
lematu 4.2 wiemy, ze operator P pokrywa sie z operatorem G.. Wéwczas pierwszy
warunek przyjmie forme G.{c;} # 0, natomiast drugi G.(€ — ul)Ge{c;} = Be(p){c;}.

(1) & (3) W réwnowazny sposéb zapisujemy warunek P(E — pl)P{c;} = 0 jako
(E—)P{c;} € R(0:). Korzystajac z identycznego rozumowania jak w poprzedniej réw-
nowaznosci oraz dodatkowo zauwazajac, ze G¢ jest ortogonalng projekcja na R(6;) a
(€ — ul)P{c;} = D.(u){c;} otrzymujemy teze.

0
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Przyktad 4.1. Niech H* = C?, a H = H,, = spanf lg?ﬁ g] }. Bazg ortonormalng

ol o-f)

Operator ortogonalnej projekcji P z przestrzeni H' na przestrzen Hpy, bedzie dziatal
dla f € HT nastepujgco:

w HT bedg wektory:

Pf=(fpp p= [

COoS (v
sin o

Wowczas hamiltonian Hg bedzie postaci: Hof = Eq(f,é1)é1 + Ea(f,é2)éa, a kratg
Parsevala w Hyy, bedg wektory:

ey = Pé; = cos(a)p ey = Péy = sin(a)p

Skorzystamy z podpunktu 2 lematu 4.3 w celu wyznaczenia warto$ci wiasnych hamil-
tonianu generowanego przez wektory ey, es. Zauwaimy, zZe ||p||* = 1 zatem macierz
Grama G bedzie postaci:

| cosa  cosasina
€ sinacosa  sinfa |’

natomiast macierz Be(p) bedzie miala postac:

3

(Ey — p)cos* a+ (Ey — p)cos?asina (E; — p) cos® asina + (Fy — p) cos asin®
Ey — ) cos® 3

Be() = ( asina + (Fy —p)cosasin®a (E; — p) cos® asin® a + (Ey — p) sin®
Aby wyznaczyé wartosci wiasne musimy z warunku Be(p){c;} = 0 wyznaczyé p dla
niezerowych cj. Poniewaz mamy macierz symetryczng wymiaru 2x2 to mozemy wy-

znaczyé p z warunku c;bij(pn) = 0. W tym przypadku do rozwigzania bedg 3 rownania

z 1 niewiadomgq.

Dla elementu by trzeba rozwigzaé réwnanie ¢y ((Ey—p) cos* a+(Ey—p) cos? asin® a) =

0. Po zastosowaniu prostych przeksztatcen algebraicznych otrzymamy, ze

w=FE cos® o + By sin® «

Rozpatrujgc w podobny sposob dwa pozostate rownania otrzymamy identyczne wartosci
i, zatem jedyng wartoscig wilasng hamiltonianu H, jest p = E cos? a + Eysin? av.

4.3. Krata Mercedesa

W ponizszym rozdziale zaprezentuje przyktad kraty Parsevala, mianowicie tzw.
krate Mercedesa. Dodatkowo uzyje twierdzenie 4.1, aby wyznaczy¢ wektory i wartosci
wtlasne hamiltonianu generowanego przez krate Mercedesa.
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Rozwazmy przestrzenn Hilberta H* = C?® oraz okredlong w niej baze ortonormalng

{é;,7 € I}, gdzie J = {1, 2,3} gdzie

1 _1 _1

2 2 2 2 2

1 = — O — — @ Eoq = - _ﬁ
€1 \/; 1 ) €2 \/; % ) €3 3 12
V2 V2 V2

Stosujac ortogonalng projekcje tej bazy ortonormalnej na podprzestrzen H = C2
otrzymamy krate Parsevala {e;,j € J}, gdzie

! s -}
2 2 2
€1 = g 0 ’ €2 = g ? ) €3 = g _§
0 0 0

Powyzej zdefiniowana krata Parsevala jest nazywana krata Mercedesa, gdyz graficzna
interpretacja ( przedstawiona ponizej ) przypomina logo niemieckiej marki samocho-

déw.

©2

Zbior wektoréw {ey, e, e3} tworzacy krate Mercedesa

Krata dualna do {e;} ey sktada si¢ z wektoréw

IR )
GL=&=8&=\/3 g
V2
Obrazy operatoréw 60,, 0: sa podprzestrzeniami C3.
214 T3
R(0:) =4 |—21 +V3x2| ;21,2 € Cy, R(0:) =1 |a3| ,23 € C

—T1 — \/§I2 T3
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Majac powyzsze informacje mozemy przejs¢ do wyznaczenia wektoréw i wartosci wta-
snych dla hamiltonianu He = >7_, E;(f, e;)e;.

Niech Ei, Fs, E5 beda liczbami rzeczywistymi. Wowczas na mocy twierdzenia 4.1 p
jest wartoscig wtasna dla hamiltonianu H, wtedy i tylko wtedy gdy ponizszy uktad
posiada niezerowe rozwiazanie ze wzgledu na x, xo, 3.

2<E1 —,LL)ZL‘l = T3
(B> — ) (—21 + V3a2) = 3
(Bs — ) (=21 — V/312) = 3

Stosujac elementarne przeksztalcenia powyzszego uktadu otrzymujemy, ze u jest war-
toscig wtasng hamiltonianu H, gdy spetniona jest ponizsza réwnosé

(B — ) (Ey — ) + (Ey — p) (B3 — p) + (B3 — p)(Ey — p) =0

Rozwiazujac powyzsze rownanie kwadratowe otrzymujemy, ze warto$ciami wtasnymi
hamiltonianu generowanego przez krate Mercedesa sa:

1
=SBy + By + By + \/E} 4 B3 + B} — E\Ey — Byy — By E),

1
m:§a+&+&—¢W+@+%—&@—@%—@&)

Odpowiadajace im wektory wtasne to

o — ¢y | 72E1+ Byt By —\JE} + B} + E} — E\Ey — By — By
_ V3(Ey — By) |’

v — C, | 2B+ Bt By +\[E} &+ F} + B3 — E\By — ByB — By
I V3(E, — Es) |

gdzie C, Cy jest stalg normalizujaca, taka aby ||vi|| = ||va]| = 1.

Powyzsze rozwazania pokazuja dodatkowo, ze w ogdélnym przypadku skalary F, Es, Fs3
nie sa wartosciami wlasnymi hamiltonianu H..

Przyjmijmy teraz, ze £y = 1, Fy = 2 oraz E5 = 3. Korzystaja z powyzszych wzoréow
na wektory i warto$ci wtasne dla kraty Mercedesa otrzymujemy, ze
V3 V3

M1:2+?7 po=2——

m:qﬁvﬁ,wzgfigm

oraz
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W celu wyznaczenia statych C; i Cy znormalizujemy Wektory vy 1 ve. Stosujac
norme euklidesowa otrzymamy wéwcezas, ze C; = (15 — 6y/3)” 2 oraz Cy = (15 +
6\/5)’%. Zatem wektory odpowiadajace wartosciom wlasnym pq, po dla hamiltonianu
generowanego przez krate Parsevala dla zadanych Fy, Ey, E5 wynosza:

= (15— 6/3)" [ f—l 15+6\f)é[ f3

t\‘)
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