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Streszczenie

Przedmiotem rozprawy jest nawias Poissona pary wielomianéw, ktéry moze byé
rozumiany jako nastepujaca suma [f, 9] = Yi1<icjcn (g;i%gj — %8%) [z, 2] . W ce-
lu podania formalnej definicji rozwazanego nawiasu Poissona, przedstawiona zostata
rowniez konstrukcja wolnej algebry Poissona o wolnym zbiorze generatorow.

W niniejszej dysertacji zajmujemy sie pokrotce podstawowymi wlasnosciami na-
wiasu Poissona pary wielomianéw, ale gléwny nacisk jest potozony na jego zasto-
sowania. Inspiracja do rozwazan nad tym obiektem byly prace [27], 28] oraz teoria
Shestakova-Umirbaeva [29, B0, 31], w ktérej istotna role odgrywa stopiefi nawiasu
Poissona pary wielomianoéw, a takze rozwazania dotyczace badania wielostopni auto-
morfizméw wielomianowych przestrzeni k* [15].

Wykorzystujac przedstawione wlasnosci podajemy petny opis zbioru rozwigzan
réwnania [L7, Pi| = [P, L§] dla danych form liniowych Ly, Ly € k[zy,...,z,] oraz
r,s € Nj.

Waznym z punktu widzenia zastosowan nawiasu Poissona jest podanie jawnych
wzoréw na sktadowe jednorodne wielomianu G przy pomocy sktadowych jednorodnych
wielomianu F' przy zalozeniu, ze stopien nawiasu Poissona pary F,G jest odpowied-
nio niski. Prezentujemy réwniez relacje pomiedzy sktadowymi jednorodnymi stopni
deg ' — 1 oraz deg F' — 2 wielomianu F, jak i pewne wyniki dotyczace podzielnosci
sktadowej jednorodnej stopnia deg ' — 1 przez pewien wielomian zwigzany z formami
wiodgcymi wielomianéw F' i G.

Kolejnym waznym aspektem, jest zastosowanie nawiasu Poissona w badaniu wie-
lostopni automorfizméw wielomianowych. W tym kontekscie, uwage poswiecilismy
kwestii istnienia hipotetycznego automorfizmu typu tame o wielostopniu (7, 8,12), co
zwiazane jest z ewentualng prawdziwoscia tak zwanej p-hipotezy dla p = 7. Dowodzi-
my rowniez, ze p-hipoteza nie jest prawdziwa, gdy p jest liczba ztozona.

Stowa kluczowe

nawias Poissona pary wielomianéw, stopien nawiasu Poissona, pierscien wielomia-
néw, automorfizm wielomianowy, automorfizm typu tame, automorfizm typu wild,
teoria Shestakova-Umirbaeva, wielostopien, algebra Poissona, algebra Liego



Abstract

The subject of the dissertation is the Poisson bracket of a pair of polynomials, which
can be understood as the following sum [f, g] = > 1<, j<n (gyﬁ_ 6679]_ — %6%) [, xj]. In
order to provide a formal definition of the considered Poisson bracket, the construction
of a free Poisson algebra on a free set of generators is presented.

In this dissertation, we briefly deal with basic properties of the Poisson brac-
ket of a pair of polynomials, but the main emphasis is placed on its applications.
The inspiration for considering this object were the works [27, 28] and the theory of
Shestakov—Umirbaev [29, 30, [3T], in which the degree of the Poisson bracket of a pair
of polynomials plays an essential role, as well as considerations regarding the study
of the multidegrees of polynomial automorphisms of the space k3 [15].

Using these properties, we give a complete description of the set of all the solutions
of the equation [L}, Pi| = [P,, L§] for given linear forms L, Ly € k[zy,...,z,] and
r,s € Nj.

An important aspect from the point of view of applications of the Poisson brac-
ket is to provide explicit formulas for the homogeneous components of the polyno-
mial G using homogeneous components of polynomial F', under the assumption that
the degree of the Poisson bracket of the pair F,G is sufficiently low. We also pre-
sent, relationships between the homogeneous components of degrees deg F' — 1 and
deg F' — 2 of the polynomial F', as well as certain results concerning the divisibility of
the homogeneous component of degree deg F' — 1 by a certain polynomial associated
with the leading forms of the polynomials F and G.

Another important aspect is the application of the Poisson bracket in the study of
multidegrees of polynomial automorphisms. In this context, we focus on the issue of
the existence of a hypothetical tame automorphism with multidegree (7,8, 12), which
is related to the possible truth of the so-called p-hypothesis for p = 7. We also prove
that the p-hypothesis is not true when p is a composite number.

Keywords

Poisson bracket of a pair of polynomials, degree of Poisson bracket, polynomial
ring, polynomial automorphism, tame automorphism, wild automorphism, Shestakov
-Umirbaev theory, multidegree, Poisson algebra, Lie algebra



Wstep

Rozwazania zawarte w rozprawie koncentrujg sie wokot nawiasu Poissona rozpa-
trywanego dla pary wielomiandéw. Obiekt ten wywodzi sie z teorii dotyczacej algebr
Liego i algebr Poissona, ale moze tez by¢ zdefiniowany jako nastepujaca suma

B of 99 Of dg

1<i<j<n

gdzie [z;,z;] dla i,j € {1,...,n} traktujemy jako wyrazenie formalne spelniajace
warunek antysymetrycznosci [z;, z;] = — [z, z;] dla dowolnych i, j.

Nawias Poissona pary wielomianow jest pozytecznym narzedziem miedzy innymi
w badaniu automorfizméw wielomianowych. W stynnej Ksiedze Szkockiej [23], Mazur
i Orlicz postawili pytanie (Problem 79) dotyczace postaci odwracalnego odwzorowania
wielomianowego i zwigzku ze stopniami jego sktadowych. Doktadniej mozna je wy-
razi¢ w nastepujacy sposob: czy kazdy automorfizm wielomianowy F' przestrzeni C"
ma wielostopien mdeg F' = (1,...,1)? Oczywiscie wiemy, ze odpowiedZ na powyzsze
pytanie jest negatywna, gdy n > 1 oraz pozytywna dla n = 1. Co wiecej, w Ksiedze
Szkockiej mozna znalezé¢ przyktad automorfizmu, ktérego wielostopien nie jest ciagiem
ztozonym z samych jedynek.

Z twierdzenia Junga i van der Kulka uzyskujemy informacje, ze wszystkie auto-
morfizmy wielomianowe przestrzeni k? sg tak zwanymi automorfizmami typu tame.
Natomiast w teorii Shestakova-Umirbaeva, pojawia sie twierdzenie dotyczace charak-
teryzacji automorfizméw typu tame przestrzeni k3. Przedstawili oni réwniez dowod, ze
automorfizm Nagaty nie jest automorfizmem typu tame. Do dzisiaj nic nie wiadomo
na temat istnienia automorfizmoéow, ktére nie sg typu tame, przestrzeni k", gdzie n > 4.

Niniejsza rozprawa jest zredagowana w nastepujacy sposob. Rozdziaty [1]i[2| maja
charakter przygotowawczy. Rozdziat [2| zamieszczamy tylko i wylacznie po to, zeby
przedstawi¢ konstrukcje wolnej algebry Poissona, w ktérej mozna zanurzy¢ pierscien
wielomianéw i formalnie zdefiniowa¢ nawias Poissona pary wielomianow.

W podrozdziale 3.1 pokazujemy, ze nawias Poissona pary wielomianéw mozna roz-
patrywac bez koniecznosci zagtebiania si¢ w material z rozdziatu [2 oraz podajemy jego
pewne wiasnoéci uzyteczne w dalszych cze$ciach pracy. Nastepnie, w podrozdziale



ktérego wyniki pochodza z pracy [6], przechodzimy do zastosowania przedstawionych
wlasnosci w celu podania petnego opisu zbioru rozwigzan réwnania

(L1, PA] = [P, L],

gdzie Ly, Ly € k[xy, ..., ,] sa danymi formami liniowymi, r, s € N, danymi statymi,
a (P, P,) € klxy,...,2,]* poszukiwang parg wielomianéw. Dalej uogdlniamy powyz-
sze wyniki opisujac zbiér rozwiazan rownania [f], Pi| = [P, f5] dla pary (fi, f2), ktéra
jest dwuwymiarowym systemem zmiennych w k[zy,...,z,|. Rozwazania te byly za-
inspirowane praca Nowickiego [27], w ktérej rozpatrywane jest réwnanie [f,g] = 0,
gdzie f,g € k[xy, z2].

Rozdzial [ jest gléwnym rozdzialem rozprawy. Sktada sie z trzech podrozdziatéw.
Wyniki w nim zawarte pochodza z pracy [7]. Majac dane dwa wielomiany F,G €
klxi,...,2,] zmiennych xq,...,z, nad cialem algebraicznie domknietym charaktery-
styki zero, w podrozdziale [4.1], przedstawiamy zwiazki miedzy F i G, gdy ich nawias
Poissona ma odpowiednio niski stopien. Okazuje si¢, ze przy tym zatozeniu istnieja
silne zaleznosci pomiedzy sktadowymi jednorodnymi wielomianéw F'i G (patrz twier-
dzenia i . Wyniki te uogdlniaja wyniki z pracy [28]. Co wiecej, w podrozdziale
4.2, uzyskujemy informacje o podzielnosci sktadowej jednorodnej stopnia deg F' — 1
wielomianu F' przez pewien wielomian jednorodny h, lub jego potege, gdzie h jest taki,
ze formy wiodace wielomianéw F' i G sg z doktadno$cig do czynnika stalego potegami
h (patrz twierdzenia i . [stnienie takiego wielomianu A wynika z zatozenia,
ze deg|F, G] < deg F' + deg G. W przypadku, gdy degh > 1, analogiczne wyniki uzy-
skujemy przy zalozeniu, ze wielomian h jest bezkwadratowy (patrz twierdzenie .
Nastepnie w podrozdziale |4.3| prezentujemy zwiazki miedzy sktadowymi jednorodnymi
wielomianu F stopni deg F' — 1 i deg F' — 2 (patrz twierdzenia i[4.22)).

Ostatnim rozdzialem rozprawy jest rozdzial b, w ktérym pokrétce przypomina-
my teorie Shestakova-Umirbaeva dotyczacg automorfizméw typu tame przestrzeni k3.
Nastepnie przedstawiamy wyniki dotyczace zagadnienia, czy pewne uporzadkowane
tréjki sg realizowane jako wielostopnie automorfizméw typu tame. W tym kontekscie,
przywotujemy réowniez tak zwana p-hipoteze (patrz hipoteza . W wynikach tych
korzystamy z wyzej wspomnianej teorii, w ktorej zasadniczg role petni nawias Poisso-
na pary wielomianéw. Na zakonczenie przedstawiamy rozwazania dotyczace istnienia
hipotetycznego automorfizmu typu tame o wielostopniu (7,8,12), co zwiazane jest
z ewentualng prawdziwoscia p-hipotezy dla p = 7 (patrz twierdzenie . Prezen-
tujemy réwniez twierdzenia pokazujace, ze p-hipoteza nie jest prawdziwa, gdy p jest

liczba ztozona (patrz twierdzenia i[5.25)).



Rozdziat 1

Preliminaria

1.1. Oznaczenia

Zaczniemy od wprowadzenia podstawowych oznaczen, ktérymi bedziemy si¢ po-
shugiwa¢ w dalszej czesci pracy. Standardowo przez N bedziemy oznaczaé zbior liczb
naturalnych wraz z zerem, przez Z - zbior liczb catkowitych, natomiast przez C - ciato
liczb zespolonych. Przyjmujemy rowniez, ze:

k — cialo (zazwyczaj charakterystyki zero),

k* — grupa elementéw odwracalnych ciata k,

k" — n wymiarowa przestrzen liniowa nad ciatem k (iloczyn kar-
tezjanski n kopii zbioru k),

X — zestaw zmiennych xy, ..., 2, (z wyjatkiem rozdziatu ,

k[X]| = k[xy,...,z,] — pierSciefi wielomianéw n zmiennych o wspétezynnikach

z ciata k, gdy n = 2 lub n = 3 czasami bedziemy pisac
k[z,y] lub klz,y, 2],
kE(X)=k(xy,...,x,) — ciato funkcji wymiernych,

ki, ..., 2n)a — zbior {h € klzi,...,2,] | degh = d, h — wielomian
jednorodny} U {0},

fa — (zazwyczaj) sktadowa jednorodna stopnia d wielomianu f,

f — (zazwyczaj) sktadowa jednorodna najwyzszego stopnia lub
inaczej forma wiodaca wielomianu f,

supp f — nos$nik wielomianu f = Y cnn aa®, to znaczy zbior
{OZEN”’CLQ%O}7

deg f — standardowy stopien wielomianu f,

deg,. f — stopien wielomianu f ze wzgledu na zmienng z;,

deg,, f — stopien wagowy wielomianu f,

trdeg, k (f1,...,fr) — stopien transcendentny k (f1,..., f,) nad k,

mdeg I — wielostopien odwzorowania wielomianowego F

Endg(L) — zbidr wszystkich endomorfizméw k-liniowych przestrzeni L,

Dery(A) — zbior wszystkich k-rézniczkowan k-algebry A,
nwd(a, b) — mnajwickszy wspdlny dzielnik liczb a,b € Z,
nww(a, najmniejsza wspolna wielokrotnosé liczb a, b € Z,

=y
~~
\
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a=b( mod d) — a przystaje do b modulo d, to znaczy, ze d | (a — b), gdzie
a,b,d € Z,

aZb( mod d) — a nie przystaje do b modulo d, to znaczy, ze d 1 (a — b),
gdzie a,b,d € 7,

M(n,m; R) — zbiér macierzy wymiaru n X m o wyrazach z pierscienia R,

()0 — wektor, macierz transponowana,

rz | — rzad macierzy [ |,

det[ | — wyznacznik macierzy | |,

#S — liczba elementow zbioru S.

1.2. Kilka podstawowych pojecé

W tym podrozdziale pokrotce postaramy si¢ przypomnie¢ elementarne pojecia,
przydatne w dalszej czedci pracy. Standardowo dla f = 3, an)enn Gy’ - 20",
gdzie tylko skonczenie wiele a, jest niezerowych przyjmujemy deg f := max{a; +
o+ a, | 0# a, € k} oraz deg f 1= —o0, gdy f = 0. Ponadto wielomian f €
klxy,...,x,], bedziemy nazywaé wielomianem jednorodnym, jesli wszystkie jego jedno-
miany a,zit - x0" a, # 0, sa tego samego stopnia. Pierscien wielomianéw
klxy,..., 2z, dzieki funkcji stopnia mozna wyposazy¢ w gradacje: klzi,...,x,] =
Bacn k1, - - - xnla, gdzie k[xy, ..., x,]q jest przestrzenig liniowa nad ciatem k ge-
nerowana przez jednomiany postaci 1" - - 25", aq,...,a, € Nyag + -+, = d.

Niech TI' bedzie zbiorem liczb catkowitych lub rzeczywistych oraz niech
w = (wy,...,w,) € I gdzie w; > 0 dla i = 1,...,n. PierScien wielomianéw
klxy,..., 2, nad cialem k mozna réwniez wyposazy¢ w gradacje wagowa w naste-
pujacy sposob:

klxy, ...z, = @k[ml, ey Ty

vyel
gdzie k[zi,...,x,], jest przestrzenia liniowg nad cialem k generowana przez jed-
nomiany postaci xi"---x0", aq,...,a, € N, aqwy + -+ + aw, = 7. Dla wie-

lomianu f = > cr fy, gdzie f, € k[zy,...,2,], jest skltadowa jednorodng stop-
nia v tego wielomianu, przez deg, f bedziemy oznaczaé stopien wagowy f, czyli
deg,, f = max{y € I' | f, # 0}. Ponadto, tak samo jak w przypadku standardowego
stopnia przyjmujemy, ze deg, f := —oo, gdy f = 0. Warto zwréci¢ uwage, ze jesli
w = (1,...,1), to stopien wagowy odpowiada standardowemu stopniowi wielomianu.

Ponizej przypominamy kilka poje¢ z zakresu algebry i geometrii algebraicznej,
ktorymi bedziemy postugiwac si¢ w dalszej czesci pracy.

Definicja 1.1 (odwzorowanie wielomianowe nad cialem k). Niech k& be-
dzie cialem charakterystyki zero i niech k[z1, ..., x,] bedzie pier§cieniem wielomianéw
n zmiennych z1, ..., x, nad cialem k. Odwzorowaniem wielomianowym bedziemy na-
zywaé¢ odwzorowanie F' = (Fy, ..., F,) : k™ — k™ postaci

(1, .y xn) = (Fi(xy, o @), Fo(Tn, . 20)),

gdzie F; € klxy,...,x,| dla kazdego i = 1,... n.
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Definicja 1.2 (stopien (wielostopien) odwzorowania wielomianowego).
Niech F' = (Fy,..., F,) : k™ — k™ bedzie odwzorowaniem wielomianowym. Stopniem
odwzorowania wielomianowego F' bedziemy nazywac liczbe:

deg F' = max{deg Fi, ... ,deg F,,}.
Wielostopniem odwzorowania wielomianowego F nazywamy ciag liczb:
mdeg F' = (deg I, ...,deg F},).

Definicja 1.3 (odwracalne odwzorowanie wielomianowe nad ciatem k).
Odwzorowanie wielomianowe F' : k™ — k™ nazywamy odwracalnym (automorfizmem
wielomianowym), jezeli istnieje takie odwzorowanie wielomianowe G : k™ — k™, ze

GOF:FOG:Idkn.

Definicja 1.4 (uklad wspélrzednych k[zy,...,z,|, wspllrzedna). Jedli
F k" — k™ jest odwracalnym odwzorowaniem wielomianowym, to zbiér ztozony
z jego sktadowych nazywamy ukladem wspélrzednych pierscienia k|xy, . .., z,]. Ponad-
to wielomian f € k[xy,...,x,] nazywamy wspdirzedng jesli istnieja takie Fy, ..., F,
€ klzy,...,x,], ze f, Fy, ..., F, jest ukladem wspéhrzednych klxy, ..., z,].

Majac dowolne odwzorowanie wielomianowe F' : k™ — k™ mozemy rozwazaé
k-endomorfizm F* : k[zy,...,x,] = k[z1,. .., x,] zdefiniowany w nastepujacy sposéb

F*:klxy,...,xn) D h = hoF € k[xy,... 1z,

Na odwrét, majac dany k-endomorfizm ® : k[xy, ..., z,| — k[xy, ..., z,] mozemy
rozwazaé¢ odwzorowanie wielomianowe ®, : k™ — k™

O, k"> (z1,...,2,) = (Fi(x1, ..., 20), ..., Fy(x1,. .., x)) € K",

Mozna sprawdzié, ze powyzej opisane odwzorowania F' +— F* oraz ® — &, zada-
ja wzajemnie odwrotne bijekcje pomiedzy zbiorami automorfizméw wielomianowych
przestrzeni k" oraz k-automorfizméw pierscienia wielomianéw k[zy,...,x,]. Dzieki
temu, bedziemy mogli utozsamia¢ automorfizmy wielomianowe z odpowiadajacymi
im k-automorfizmami pierscienia wielomianow.

Zbiér wszystkich automorfizmow wielomianowych przestrzeni k" wraz z dziata-
niem skladania tworzy grupe. Bedziemy ja oznaczaé przez Aut(k™). Wyrdzniamy kilka
szczegblnych podgrup/podzbioréw tej grupy:

» podgrupa afiniczna (Aff(k")) sktadajaca si¢ z takich automorfizméw F, ze sto-
pien kazdej sktadowej wynosi 1, czyli dla kazdego+ = 1, ..., n mamy, ze deg F; = 1,

» podgrupa liniowa (GL,(k)), czyli podgrupa sktadajaca si¢ z takich automorfi-
zméw afinicznych, ze F(0) = 0,

« podzbiér automorfizméw elementarnych (EI(k")), to znaczy automorfizméw
postaci

F(xlw"axn) = (mla"wxi—hxi+f($17"'axi—1axi+17'"al‘n)al‘i—i—lv"'?xn)v

gdzie i € {1,...,n} oraz f € k[zy,...,Ti_1,Tit1, ..., Ty,
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« podgrupa automorfizméw tréjkatnych (Tr(£")), czyli odwzorowan postaci

T I
T To + T

F:E"> ,2 — .2 fil@) € k",
Tp :En—l—fn—l (xla'”?xn—l)

gdzie f; € k[zq,...,x;)dlal <i<n—1,
« podgrupa automorfizméw typu de Jonquiéres (Jon (k")) sktadajaca sie z wszy-
stkich automorfizméw F' postaci

1 a1z1 + fo
) asxs + f1 (21

F: k"> . — (1) € k",
T anxn+fn—1 (xla-"axn—l)

gdzie a; € k*, f; € k[zy,...,x;],dlal <i<n—1oraz fy €k,

« podgrupa automorfizméw typu tame (Tame(k")), to znaczy podgrupa gene-
rowana przez automorfizmy afiniczne i elementarne. Innymi stowy, dowolny ele-
ment tej podgrupy jest ztozeniem skonczonej liczby automorfizmoéw afinicznych
i tréjkatnych (afinicznych i typu de Jonquieres). Automorfizmy nalezace do tej
podgrupy sa czesto nazywane rowniez automorfizmami rozktadalnymi lub auto-
morfizmami oswojonymi.

Ponadto rozrézniamy jeszcze automorfizmy typu wild, zwane czesto automorfi-
zmami dzikimi. Sg to odwzorowania, ktore nie sg automorfizmami typu tame.

Definicja 1.5 (R-modut (wolny), [I]). Niech R bedzie pierscieniem z jedynka.
Lewostronnym modutem nad R (lewostronnym R-modulem) nazywamy pare (M, p),
gdzie M wraz z dzialaniem dodawania (+) jest grupa abelowa, a u odwzorowaniem
okreslonym na iloczynie kartezjanskim pierscienia R i zbioru M, o wartos$ciach w M,
ktére dowolnym elementom r € R oraz x € M przypisuje wynik dzialania (-) zwanego
mnozeniem przez skalar (- : Rx M — M), czyli u(r, z) = r-x oraz spelia nastepujace
warunki

() r-(e+y)=r-zt+r-y,
(2) (r+s)-z=r-z+s-x,
(3) (rs)-x=r-(s-x),

4) 1-z=x

dla wszystkich elementow r,s € R oraz z,y € M.
R-modut nazywamy wolnym, gdy posiada baze nad R, to znaczy zbior generujacy,
ktory jest liniowo niezalezny nad R.

Definicja 1.6 (rézniczkowanie, R-rézniczkowanie, [22]). Niech A bedzie pier-
Scieniem przemiennym z jedynka, oraz niech M bedzie A-modutem. Odwzorowanie
D : A — M nazywamy rozniczkowaniem jesli:

(a) D(a+b) = D(a)+ D(b) dla kazdych a,b € A (addytywnosc),
(b) D(ab) = aD(b) + bD(a) dla kazdych a,b € A (requla Leibniza).



Jesli ponadto R jest podpierscieniem pierécienia A, to wtedy roézniczkowanie A — M,
ktorego warto$¢ wynosi zero dla kazdego elementu pierécienia R nazywamy rdéznicz-
kowaniem nad R lub krocej R-rozZniczkowaniem.

Uwaga 1.7. Zbior wszystkich rézniczkowan z A (pierScienia przemiennego z je-
dynkq) w A-modul M bedziemy oznaczaé przez Der(A; M). Natomiast zbior wszyst-
kich R-rézniczkowan bedzie oznaczany przez Derg(A; M). W przypadku, gdy dziedzina
1 przeciwdziedzina rozpatrywanych rozniczkowan pokrywajq sie, tzn. gdy M = A, be-
dziemy pisaé Der(A) zamiast Der(A; A) oraz Derg(A) zamiast Derg(A; A).

Definicja 1.8 (element bezkwadratowy). Niech R bedzie pier§cieniem prze-
miennym z jedynka, a R* zbiorem elementéw odwracalnych pierscienia R. Element
a € R nazywamy bezkwadratowym, gdy nie da sic go zapisaé¢ jako a = b?c, gdzie
b,c € Roraz b ¢ R*.



Rozdzial 2

Algebry Liego i algebry Poissona

W tym rozdziale przedstawiamy wybrane pojecia i fakty zwigzane z algebrami
Liego i algebrami Poissona. Zamieszczamy go w pracy tylko i wylacznie w celu za-
prezentowania konstrukeji wolnej algebry Poissona PL(x1,...,x,) i w konsekwencji
zdefiniowania nawiasu Poissona pary wielomianéw. Nie jest on niezbedny dla wyni-
kéw przedstawionych w rozprawie, gdyz jak pokazemy w kolejnym rozdziale, mozna
postawi¢ poprawng definicje i postugiwaé¢ sie nawiasem Poissona pary wielomianéw
bez konieczno$ci podpierania sie teorig dotyczaca algebr Liego i Poissona. Niemniej
jednak, ze wzgledu na wygode Czytelnika, chcieliSmy przedstawi¢ mozliwie elemen-
tarna konstrukcje algebry PL(z1,...,x,). Material zawarty w tym rozdziale oparty
zostal gtéwnie na [10] [19, [9].

2.1. Algebry Liego

Zanim przystapimy do opisu pelnej konstrukcji wolnej algebry Liego o zbiorze
wolnych generatoréw, a w konsekwencji wolnej algebry Poissona, w tym podrozdziale
postaramy sie przyblizy¢ pojecia algebry Liego i nawiasu Liego - podamy ich definicje
oraz zobrazujemy kilkoma przyktadami.

Bedziemy zaktadac, ze k jest ciatem charakterystyki zero. Co prawda mozna zaj-
mowac si¢ ogolniejsza sytuacja, ale to zatozenie jest niezbedne w rozwazaniach zawar-
tych w kolejnych rozdziatach.

Definicja 2.1 (algebra Liego, nawias Liego). Niech k bedzie cialem charak-
terystyki zero. Przestrzen liniowg V nad k nazywamy algebrg Liego, gdy jest w niej
okreslona dwuliniowa operacja

[—,—]: V xV 3(a,b)— a,b] €V,

ktora spetnia warunki:

(a) [a,b] = —[b,a] dla kazdych a,b € V' (antysymetrycznosc),
(b) [a,[b,c]] + [b, [c,a]] + [e, [a,b]] = 0 dla kazdych a,b,c € V' (tozsamosé Jacobiego).

Operacje [—, —| spetiajaca warunki [(a)] i [(b)] nazywamy nawiasem Liego (lub iloczy-
nem Liego) w algebrze V.
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Najprostszy przyktad algebry Liego dostajemy, gdy odwzorowanie [—, —] : V x
V = V okredlimy jako tozsamosciowo réwne zero. Warunki @ i @ z definicji
sa wtedy spelnione w sposéb oczywisty. Jest to jednak mato ciekawa sytuacja. Alge-
bre tego typu bedziemy nazywac trywialng algebra Liego. Ponizej prezentujemy pare
ciekawszych (chociaz weciaz niezbyt skomplikowanych) przyktadéw.

Przyktad 2.2 (algebra Liego endomorfizméw liniowych). Niech L bedzie dowolna
przestrzenia liniowa nad ciatem k, a V' = Endy (L) zbiorem wszystkich endomorfizméw
k-liniowych przestrzeni L. Zbiér V wraz z operacjami

+: VXV 3 (p,p2) o1t p eV,
kX Va(a,@)—apelV,

gdzie

1+ w2 Loam pi(a) + pa(a) € L,
ap:L3a— apa) € L,

jest przestrzenia liniowa nad k. Gdy dodatkowo wyposazymy ja w operacje
[ =]V XV 3 (pr.p2) = props—propr €V

staje sie algebra Liego. Istotnie, operacja [—, —] jest antysymetryczna, co wynika
wprost z definicji. Ponadto dla dowolnych @1, 2, 3 € V mamy

(1, [@2, 3]] = @1 0 [pa, @3] — [@2, p3] © 1 (2.1)
=10 (P20 03— P30Pa) — (P20 Y3 — P30 P) 0Py
= (10 P20 P3 — Y1 0P30 Py — P30 P30 P+ P30 P30 P1.

Dokonujac w powyzszej rownosci permutacji indekséw 1 +— 2 +— 3 +— 1 otrzymujemy

(02, [03, 1]] = P20 P30 @1 — P2 01 0P — Y301 0P+ P10 P30 Py (2.2)

oraz
(3, [01, Pa]] = @301 0@y — P30 Pa 01 — P10 Yy 0 P3+ P2 0P 0 P3. (2.3)
Dodajac stronami réwnosci (2.1)) - (2.3) dostajemy

[p1, 2, p3]] + (@2, 3, eal] + (@3, [1, pa]] = 0.

Zatem spetniona jest tozsamo$¢ Jacobiego, a przestrzen endomorfizméw liniowych
wraz z [—, —|, jak juz wspomnieli$my, jest algebra Liego.

Przyktad 2.3 (algebra Liego k-rézniczkowarni). Niech A bedzie dowolng k-algebra
(niekoniecznie przemienng) E| Mozemy jg traktowaé jako przestrzen liniowg nad k
w nastepujacy, naturalny sposob. Mnozenie przez skalary - : k x A — A definiujemy

1. W tym miejscu A nazywamy k-algebra, gdy A jest pierécieniem (niekoniecznie przemiennym)
zawierajacym ciato k.
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jako restrykcje mnozenia - : A x A — A. Stad wynika, ze mozemy rozpatrywac
algebre Liego endomorfizméw liniowych Endy(A). Mozemy réwniez rozpatrywaé zbior
Dery(A) wszystkich k-rézniczkowan k-algebry A. Poniewaz Derg(A) C Endy(A), wiec
mozemy rozwazy¢ nastepujace restrykcje odwzorowan zdefiniowanych w poprzednim
przyktadzie:

+ : Derg(A) x Derg(A) — Endg(A),
 k x Derg(A) — Endg(A),
[—,—] : Derg(A) x Der(A) — Endy(A).

Poniewaz dowolna kombinacja liniowa (nad k) k-rézniczkowan w A jest k-rézniczko-
waniem w A, wiec pierwsze dwa z powyzszych odwzorowan mozemy traktowac jako
odwzorowania o warto$ciach w Derg(A). Podobnie fakt, ze [Dy, D3] € Derg(A) dla
dowolnych Dy, Dy € Deri(A) oznacza, ze trzecie z powyzszych odwzorowan réwniez
mozemy traktowaé jako odwzorowanie o wartoéciach w Dery(A).

Z poprzedniego przyktadu wynika, ze [—, —] okre$lone w Dery(A) spetnia warunki
[(a)]i[(D)] definicji[2.1} a zatem Dery,(A) z wyzej okreslonym odwzorowaniem [—, —] jest

algebra Liego. Jest to réwniez przyktad podalgebry Liego.

Definicja 2.4 (podalgebra (Liego) algebry Liego). Niech V wraz z odwzo-
rowaniami: +:V xV =V, - :kxV =V, [—,—] : V x V — V bedzie algebra Liego
nad ciatem k. Podprzestrzen k-liniowa W przestrzeni V' nazywamy podalgebrq Liego
algebry Liego V, gdy [a,b] € W dla kazdych a,b € W.

Teraz mozemy formalnie stwierdzi¢, ze Dery(A) (z przyktadu jest podalgebra
Liego algebry Liego Endy(A).
Odnotujmy réwniez nastepujace spostrzezenie.

Uwaga 2.5. Dowolna podalgebra Liego algebry Liego jest algebrg Liego.

Kolejny przyktad pokazuje, ze z algebrami Liego spotykamy si¢ znacznie wczesniej,
niz to sie moze wydawac.

Przyktad 2.6. Rozwazmy V = R3 jako przestrzeni liniowa nad R ze standardo-
wym dodawaniem wektoréw i mnozeniem przez skalary:

+ RO X R 3 (21,29, 23), (Y1, Y2, 93)) = (21 + Y1, T2 + o, 73 + y3) € R,
R xR 3 (o, (21, 79, 73)) = (a1, s, ar3) € R?,

Odwzorowanie [—, —| : R® x R? — R? zdefiniujemy jako powszechnie znany iloczyn
wektorowy, tzn. [u,v] = u X v dla dowolnych u,v € R3.
Niech e; = (1,0,0),es = (0,1,0), e3 = (0,0, 1) bedzie standardowa baza w R® nad
R. Zauwazmy, ze
e1 X ep=eyXeg=¢e3xXe3=0

oraz

e1 X ey = €3, ey X €1 = —eg,
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€9 X €3 = €1, €3 X €y = —e€q,

ez X €1 = €9, €1 X €3 = —e€9.

Z dwuliniowosci iloczynu wektorowego dla dowolnych (w1, z2, z3), (y1, y2, y3) € R? do-
stajemy

(w1, T2, 23) X (Y1, Y2, Y3) = (T1€1 + T2€2 + T3€3) X (Y11 + Y262 + Y3€3)
3

= Z TiY;€; X €; = Z (ZL‘Zy] — xjyi)ei X €;

3,j=1 1<i<j<3
= ($2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — $2y1)
[ 1T2 Y2 1 Y| |1 Y1
— ,— , .
T3 Y3 T3 Ys3| |T2 Y2

Teraz dla dowolnych = = (z1, T2, 23),y = (Y1, Y2, ¥3), 2 = (21, 22, 23) € R? mamy:

T X (y X z) = (21,2, T3) X (Y223 — Y322, Y321 — Y123, Y122 — Y221)
= (72 (Y122 — y221) — 3 (Y321 — Y123) ,
T3 (Yaz3 — Y3z2) — 1 (Y122 — Y221),
z1 (Y321 — Y123) — T2 (Y223 — Y322))
= (Tay120 — ToYoz1 — T3Y321 + T3Y123,
T3Y223 — T3Y322 — T1Y122 + T1Y221,

T1Y321 — T1Y123 — ToY223 + TaysZa) .

Analogicznie
Y X (2 X 1) = (Y2212 — Y22221 — Y323%1 + Y32123,
Y322T3 — Y323%T2 — Y121T2 + Y122T1,
V12301 — Y1210 — Ya2ol3 + Yo23T2)
oraz

zZ X ([B X y) = (nglyg — Z29X2Y1 — Z3X3Y1 + Z2321Ys3,
Z3T2Y3 — 23T3Y2 — Z1T1Y2 + 21T291,

21 T3Y1 — Z1T1Y3 — ZaT2Ys + 29T3Y2) .

Dodajac stronami powyzsze trzy rownosci dostajemy
rXx (yxz)+yx(zxz)+zx(xxy) =0.

Sprawdzilismy zatem, ze iloczyn wektorowy spelnia tozsamos¢ Jacobiego, a tym sa-
mym, ze przestrzen R3 wraz z iloczynem wektorowym jest algebra Liego.
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2.2. Grupoid wolny o danym zbiorze generatoréw

W kolejnych podrozdziatach przedstawimy konstrukcje wolnej algebry Liego o da-
nym zbiorze wolnych generatoréw. W tym celu potrzebowaé¢ bedziemy grupoidu wol-
nego o zadanym zbiorze wolnych generatoréw. Konstrukeji wspomnianego grupoidu
poswigcony jest obecny podrozdzial.

Definicja 2.7 (grupoid). Zbiér niepusty G wraz z dowolnym dziataniem dwuar-
gumentowym

o:GxG>(ab)—~aebedG
nazywamy grupoidem.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze od dzialania e w grupoidzie G nie zada sie, aby spetniato
jakiekolwiek wlasnosci. W szczegdlnosci dziatanie e nie musi by¢ taczne, przemien-
ne, nie musi posiadac¢ elementu neutralnego, ani tym bardziej elementu odwrotnego.
Zatem grupoid to jedna z najubozszych struktur algebraicznych. W dalszym ciggu
interesowa¢ nas beda tzw. wolne grupoidy o zadanym zbiorze wolnych generatorow.
Jednak aby zdefiniowaé pojecie grupoidu wolnego potrzebujemy pojecia homomorfi-
zmu grupoidéow.

Definicja 2.8 (homomorfizm grupoidéw). Niech (Gp,e) oraz (Gs,*) beda
dwoma grupoidami. Odwzorowanie ¢ : G; — G nazywamy homomorfizmem grupo-
tdow, gdy dla kazdych a,b € G zachodzi réwnosé

p(aeb) = p(a)*p(b).
Teraz mozemy podaé definicje grupoidu wolnego.

Definicja 2.9 (grupoid wolny). Niech (G, e) bedzie grupoidem, a X C G nie-
pustym podzbiorem zbioru G. Méwimy, ze (G, e) jest grupoidem wolnym o zbiorze
wolnych generatoréw X, gdy dla dowolnego grupoidu (H, x) oraz dowolnego odwzoro-
wania ¢ : X — H istnieje doktadnie jeden homomorfizm grupoidéw @ : G — H taki,

ze Plx = .
Ponizej przedstawimy konstrukcje grupoidu wolnego o zadanym zbiorze wolnych
generatorow.

Konstrukcja 2.10. Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Ktadziemy
['1(X) = X oraz dla dowolnego n > 2 :

Fn(X) = {(U)('U) ’ ke {17 RN 1} (S Fk(X)a CS ank<X)}7
tzn. ', (X)) jest zbiorem napiséw postaci ,,(u)(v)”. Ostatecznie przyjmujemy

LX) = U Tu(X)

neNL
oraz definiujemy dziatanie (mnozenia) w I'(X) nastepujaco

(X)) xT'(X) 2 (u,v) = (u)(v) € T'(X).
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Przy czym w sytuacji, gdy uw € I'1(X) (i/lub v € I'1(X)) opuszczamy nawias wokét u
(i/lub v). Na elementy zbioru I'(X) mozemy patrzeé¢ jak na napisy utworzone z ele-
mentow ,alfabetu” X oraz nawiasow. Dwa rézne napisy, tzn. roznigce si¢ chociazby
rozktadem nawiaséw uznajemy, z definicji, za rézne elementy zbioru I'(X).

Przyktad 2.11. Niech X = {a,b}. Wtedy:

Dy(X) = {a, b,
'y (X) = {aa, ab, ba, bb},
['3(X) = {a(aa), a(ab), a(ba), a(bb), b(aa),b(ab), b(ba), b(bb),
(aa)a, (ab)a, (ba)a, (bb)a, (aa)b, (ab)b, (ba)b, (bb)b},
LX) ={u(v) |uel(X),vels(X)}
U{(u)(v) [u,v € To(X)}
U{(u)v | ueTl3(X),vel(X)}.

W szczegdlnosei elementami zbioru I'y(X) sa np.:

a(a(aa)), a((aa)a), (aa)(aa), (a(aa))a, ((aa)a)a

i sa to rézne elementy tego zbioru. Warto tu podkresli¢, ze elementy wymienione
w zbiorze I'3(X) tez sa r6znymi elementami tego zbioru. Fakt, ze np. a(ba) # (ab)a
wystawiamy méwiac, ze elementy zbioru I'(X) sa nietacznymi jednomianami (unitar-
nymi) ,zmiennych” a,b (zmiennych ze zbioru X).

Odnotujmy nastepujaca prosta konsekwencje zalozen przyjetych w konstrukeji
210

Uwaga 2.12. Dowolny element zbioru I'(X) mozna uzyskaé na dokladnie jeden
sposéb (chodzi o kolejnosé wykonywania dzialan) przy pomocy elementéw ze zbioru
X. W szezegdlnoscei, gdy uy, us, vi,vs € I'(X) oraz (ug)(v1) = (u2)(ve), wtedy u; = ug
oraz vy = vs.

Korzystajac z powyzszej uwagi mozna udowodni¢ nastepujacy fakt.

Lemat 2.13. Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Zbiér I'(X) wraz
z dziataniem - opisanym w konstrukcji [2.10 tworzy grupoid wolny o zbiorze wolnych
generatorow X .

Dowdd. Niech (H,x) bedzie dowolnym grupoidem, a ¢ : X — H dowolnym odwzoro-
waniem. Poniewaz I'1(X) = X, wiec p (rozszerzenie ¢ do homomorfizmu grupoidéw
I'(X) — H) na I')(X) musi by¢ réwne ¢. Zalézmy teraz, ze P mamy juz okre-
Slone na Uy, ['x(X) dla pewnego n > 2. Dowolny element z I',(X) jednoznacznie
przedstawia sie¢ w postaci (u)(v), gdzie u,v € U<, [e(X). W tej sytuacji ktadziemy
?((u)(v)) = p(u) *p(v). W ten sposéb mamy @ okreslone na I',,(X) i dalej mozemy
postepowaé indukcyjnie, okreslajac @ na catym I'(X).

Z poprzedzajacej uwagi wynika, ze ® w powyzsze]j konstrukeji jest okreslone jedno-
znacznie i poprawnie. Fakt, ze © jest homomorfizmem grupoidéw jest oczywisty. [
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Zdefiniujemy obecnie dwie przydatne funkcje okreslone na I'(X). Niech
d:T'(X)—N

bedzie jedynym homomorfizmem grupoidéw (zbiér N wraz z dzialaniem dodawania
jest grupoidem) takim, ze d(x) = 1 dla kazdego = € X. Mozna sprawdzi¢, np. przez
indukcje wzgledem n, ze dla kazdego n € N, oraz u € I',(X) mamy d(u) = n.
Zachodzi réwniez implikacja w przeciwnym kierunku. Istotnie, niech v € T'(X) oraz
d(u) = n. Niech m € N, bedzie takie, ze u € T',,(X). Gdyby m byto rézne od n,
wtedy mieliby$my d(u) = n # m = d(u), a zatem m musi by¢ réwne n. Z powyzszych
rozwazan wynika nastepujgca rownosé

DW(X) = {u € T(X) | d(u) = n}

dla dowolnego n € N, .
W celu zdefiniowania drugiej funkcji rozwazamy grupoid NX wszystkich funkcji
z X do N wraz ze standardowym dziataniem

+:N¥ < NY¥ 3 (f,9) — f+g €N,
gdzie (f + g)(x) = f(z) + g(z) dla kazdego = € X. Dalej niech
m:T(X) — N¥

bedzie jedynym homomorfizmem grupoidéw takim, ze m(x) = a, dla dowolnego
r € X, gdzie a, € N¥ jest funkcja taka, ze a,(z) = 1 oraz a,(y) = 0 dla y # z.
Przyktadowo, gdy a,b € X, a # b mamy d(((ab)b)(ab)) = 5 oraz m(((ab)b)(ab)) =
20, + 3ap. W sytuacji, gdy zbiér X jest skoniczony, powiedzmy X = {xi,...,z,}
wtedy zwyczajowo zamiast i, + - -+ + Lo, piszemy (Iy, ..., 1,).
Zauwazmy, ze dla dowolnego u € I'(X) funkcja m(u) € N¥ ma skoticzony nosnik,
gdzie dla o € N¥ noénik supp o funkeji o zdefiniowany jest nastepujaco:

suppa = {z € X | a(x) # 0}.
Niech ® = {a € N¥ | #suppa < +oo} oraz dla dowolnego o € ® niech:
Fo(X) ={uel(X) | mu)=al.
Mozna zauwazy¢, ze dla kazdego av € ® mamy ', (X) # () oraz

N(X) = |J Iu(X).

acd

Ponadto, gdy dla a € ® potozymy |a| = 3 ,cx a(z), wtedy zachodzi réwnosé

Fn(X): L‘J FQ(X)J
la|=n

dla kazdego n € N,..
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2.3. Algebra wolna o danym zbiorze generatorow

Celem niniejszego podrozdziatu jest zaprezentowanie kolejnego kroku w kierunku
konstrukeji wolnej algebry Liego o danym zbiorze generatoréw. Krokiem tym jest kon-
strukcja algebry wolnej zadanej przez z goéry narzucony zbioér generatorow. Zaczniemy
jednak od przypomnienia niezbednych definicji.

Definicja 2.14 (algebra (nad cialem)). Niech k bedzie ciatem charakterystyki
zero. Przestrzen liniowa V' nad k nazywamy algebrg, gdy jest w niej okreslona dwuli-
niowa (nad k) operacja

2V xVs(a,b)—a-beV.

Operacje - zazwyczaj nazywa sie mnoZeniem w algebrze V. Ponadto, gdy operacja
mnozenia:

(a) jest przemienna, tzn. gdy a-b = b-a dla kazdych a,b € V, wtedy algebre nazywamy
przemienng,

(b) jest taczna, tzn. a-(b-c¢) = (a-b)-c dla kazdych a, b, ¢ € V, wtedy algebre nazywamy
tgczng,

(c) posiada element neutralny, tzn. taki element e € V| ze a-e = e-a = a dla kazdego
a € V, wtedy V nazywamy algebrg z jedynkq (wzglednie algebrg z jednoscig).

Algebre, ktéra nie jest przemienna, nazywac bedziemy nieprzemienng, a algebre, ktora
nie jest taczna nielgczng.

Uwaga 2.15. Kazda nietrywialna algebra Liego jest algebrq nieprzemienng.

Warto w tym miejscu doda¢, ze kazda algebra taczna w naturalny sposob indukuje
pewng algebre Liego. Méwi o tym nastepujacy lemat.

Lemat 2.16. Niech A wraz z dziataniem - : A x A — A bedzie algebrg tgczng nad
ctatem k. Przestrzen wektorowa A wraz z dziataniem

[—,—]:AxA>(a,b)—~a-b—b-ac A
jest algebrqg Liego.

Dowdd. batwo sprawdzié, ze [—, —| jest operacja dwuliniowa. Istotnie, dla dowolnych
ai,as,b € A oraz aq, s € k na mocy dwuliniowoéci dziatania - mamy

[oqal + od9, b] = (oqal + OCQCLQ)b — b(Oél(ll + OéQCLg) = Oélalb + agagb - Oélb(ll — OéQbCLQ
= ozl(alb — b&l) + CYQ(GQb — ba2) = ozl[al, b] —+ ag[ag, b}
Podobnie sprawdzamy, ze [b, a1a1 + asas] = aq[b, a1] + aslb, as].

Antysymetryczno$é dziatania [—, —| jest oczywista. Przejdzmy zatem do sprawdze-
nia, ze [—, —] spekia tozsamosé Jacobiego. Na podstawie tacznosci i dwuliniowosci
dzialania -, dla dowolnych a,b,c € A, mamy

la,[b,c]] =a-[bc]—[bc]-a=a-(b-c—c-b)—(b-c—c-b)-a (2.4)

=a-b-c—a-c-b—b-c-a+c-b-a,
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przy czym w ostatniej linii mogliémy opusci¢ nawiasy, gdyz dzieki tacznosci dziatania
-mamy: (a-b)-c=a-(b-¢),...,(c-b)-a=c-(b-a), dlatego tez nie ma znaczenia
jak bylyby dopisane nawiasy w tej linii réwnosci ([2.4)). Analogicznie dostajemy

b,[c,a]] =b-c-a—b-a-c—c-a-b+a-c-b (2.5)
oraz
le,[a,b]] =c-a-b—c-b-a—a-b-c+b-a-c. (2.6)
Sumujac stronami - uzyskujemy
la, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0.
0

Zauwazmy, ze w przypadku, gdy A wraz z dzialaniem - jest przemienna algebra
laczna, wtedy nawias Liego [—, —| zdefiniowany jako komutator a - b — b - a dzialania
- jest tozsamosciowo rowny zero. Dlatego ciekawe przyklady, w oparciu o powyzsza
konstrukcje, dostajemy tylko wtedy, gdy A jest nieprzemienng algebra taczng.

Przejdzmy teraz do konstrukcji algebry wolnej o zadanym zbiorze generatorow.
W tym celu bedziemy potrzebowali nastepujacych pojec.

Definicja 2.17 (homomorfizm algebr nad cialem). Niech A wraz z dziala-
niem - oraz B wraz z dziataniem o beda dwoma algebrami nad tym samym ciatem k.
Odwzorowanie liniowe f : A — B nazywamy homomorfizmem algebr (nad k), gdy

flay - az) = f(a1) o f(a) dla kazdych aq,ay € A.

Definicja 2.18 (algebra wolna o zbiorze wolnych generatoréw). Niech A
(wraz z dzialaniem -) bedzie algebra nad cialem k, a X C A zbiorem niepustym.
Méwimy, ze A jest algebrg wolng o zbiorze wolnych generatoréw X, gdy dla kazdej
algebry B nad k (wraz z dzialaniem o) oraz dowolnego odwzorowania ¢ : X — B
istnieje doktadnie jeden homomorfizm algebr (nad k) @ : A — B taki, ze p|x = .

Uwaga 2.19.

(1) Jesli w powyzszej definicji zalozymy, ze A jest algebrg lgczng, a od B bedziemy
zgdaé, aby byto dowolng algebrqg lgczng, to uzyskamy definicje tgcznej algebry wol-
nej. Analogiczne modyfikacje dajg definicje przemiennej algebry wolnej; tgcznej,
przemiennej algebry wolnej; wolnej algebry Liego etc.

(2) A priori {gczna (przemienna) algebra wolna nie musi byé algebrg wolng, gdyz
w przypadku algebry wolnej warunek o rozszerzaniu musi by¢ spetniony dla wickszej
klasy algebr B niz dla np. lgcznej algebry wolne;.

PrzejdZzmy obecnie do, wspomnianej wyzej, konstrukcji algebry wolnej.

Konstrukcja 2.20. Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym, a I'(X) grupo-
idem wolnym skonstruowanym w poprzednim podrozdziale (patrz konstrukcja [2.10)).
Niech teraz

FX)={f:T(X) = k| #supp f < +o0}
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wraz ze standardowymi dziataniami dodawania funkcji i mnozenia funkcji przez ele-
ment z ciata. Dla dowolnego p € I'(X) przez e, oznacza¢ bedziemy funkcje e, :

['(X) — k taka, ze
L w=p,
eulu) = {

0 u#pu.

Rodzina {e, | p € I'(X)} stanowi baze F'(X) jako przestrzeni liniowej nad k. Innymi
stowy
@ k-ep.
pel(X

Ze wzgledu na powyzsza rownosé elementy przestrzeni F(X) bedziemy zapisywaé
W postaci X,er(x) A - €y, gdzie A, € k, pamigtajac przy tym, ze tylko skonczenie
wiele wspotezynnikow A\, moze by¢ réznych od zera.

Wprowadzmy operacje mnozenia w przestrzeni F'(X) w nastepujacy sposéb. Dla
f= Douer(X) Quu OTaz g = > cp(x) bu€y, gdzie ay, b, € k, przyjmujemy

frg="> (au-b)ewn-
u,vel(X)

Fakt, ze tak zdefiniowane dziatanie jest dwuliniowe nad k, jest tatwy do sprawdze-
nia. Warto jednak odnotowaé, ze nie jest ono taczne ani przemienne. Istotnie, dla
dowolnych u, v, w € I'(X) mamy

(6u . ev) Cw = 6 (v))(w) 7é u)( =€y (ev : 6111)

oraz dla dowolnego x € X zachodm

€rx * €x = €(za)x 7é €x(zz) = €z * Cxx-

To, co dla nas istotne, to fakt ze F'(X) jest algebra wolna o wolnym zbiorze genera-
toréw X. Mowi o tym nastepujacy lemat.

Lemat 2.21. Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym, a F(X) przestrzeniq
lintowq z konstrukcji|2.20. Przestrzen F(X) wraz z operacjg mnozenia zdefiniowang
w konstrukeji [2.20 jest algebrq wolng o wolnym zbiorze generatordw X.

Dowdd. Na poczatek zauwazmy, ze zbior {e, | u € I'(X)} wraz z dzialaniem mnozenia
okreslonym w F'(X) jest grupoidem izomorficznym z I'(X).

Niech B (wraz z dzialaniem o) bedzie dowolna algebra nad ciatem k, a ¢ : X — B
dowolnym odwzorowaniem. Kazdy element f algebry F(X) daje sie jednoznacznie
przedstawi¢ w nastepujacy sposob

> fuew,

uel(X)
gdzie f, € k, przy czym tylko skonczenie wiele f, jest réznych od zera. Ewentualny

homomorfizm @ : F(X) — B bedacy rozszerzeniem odwzorowania ¢ : X — B,
w szczegblnosci musi by¢ odwzorowaniem liniowym. Zatem musi by¢ on dany formuta

( Z fueu) Z quD eu
uel(X) wel(X)

2. Piszac te réwno$é utozsamiamy element u € I'(X) z funkcja e,,.
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gdzie ¢ : I'(X) — B jest jedynym rozszerzeniem odwzorowania ¢ : X — B do ho-
momorfizmu grupoidéw I'(X) — B (I'(X) jest grupoidem wolnym o wolnym zbiorze
generatoréow X, a B wraz z dzialaniem o mozemy traktowaé jako grupoid). Ponie-
waz zbiér {e, | v € I'(X)} jest baza (nad k) przestrzeni liniowej F(X), wiec na
podstawie powyzszych rozwazan istnieje doktadnie jedno rozszerzenie odwzorowania
¢+ X — B[] do odwzorowania liniowego (nad k) @ : F(X) — B. Wystarczy teraz
sprawdzi¢, ze jest ono homomorfizmem algebr. Wezmy zatem dowolne dwa elementy
f, g algebry F(X) i zapiszmy je w postaci

f: Z fu€u7 g = Z Gv€u,

uer(X) veD(X)

gdzie f,, g, € k i tylko skonczenie wiele z nich jest réznych od zera. W tej sytuacji
mamy

SO(f'g):SO( Z (fu'gv>€(u)(v)> = Z (fu gv) (eu 61}) (27)

u,vel(X) u,wel(X)
= Z (fu - gu)Plew) o Pley)
u,vel(X)
oraz
?(f)oplg) = ( > fuplen ) ( > guple ) (2.8)
uGF(X) vel(X
= fu v 95 O 90 ev
quF(X)

Na podstawie (2.7) oraz (2.8) dostajemy, ze @(f - g) = @(f) o P(g), a to oznacza, ze
© jest homomorfizmem algebr. O]

Przypomnijmy teraz pojecie ideatu oraz algebry ilorazowej. Pojecia te przydatne
beda przy konstrukeji miedzy innymi przemiennej algebry wolnej, tacznej algebry
wolnej, czy wolnej algebry Liego.

Definicja 2.22 (ideal lewostronny (prawostronny)). Niech A bedzie algebra
nad ciatem k. Podzbiér L C A nazywamy ideatem lewostronnym w algebrze A (algebry

A), gdy:

(a) L jest podprzestrzenig liniowa (nad k) przestrzeni A,
(b) dla kazdych a € A,z € L mamy ax € L.

Podzbiér L C A nazywamy ideatem prawostronnym algebry A, gdy spelia powyzszy
warunek @ oraz nastepujacy warunek
(b") dla kazdych a € A, € L mamy za € L.

Podzbiér L C A nazywamy ideatem dwustronnym algebry A, gdy jest jednoczesnie
ideatem lewostronnym i prawostronnym.

Uwaga 2.23. Gdy algebra A jest algebrg przemienng, wtedy wszystkie trzy pojecia
ideatu sqg sobie toZsame.

3. Zbiér X utozsamiamy ze zbiorem funkcji e,, gdzie z € X.
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Bezposrednio z definicji wynika, ze przeciecie dowolnej rodziny ideatéw lewostron-
nych (odpowiednio prawostronnych, dwustronnych) jest idealem lewostronnym (od-
powiednio prawostronnym, dwustronnym). Poniewaz jednoczesnie cala algebra jest
ideatem lewostronnym (odpowiednio prawostronnym, dwustronnym) mozemy posta-
wi¢ nastepujaca definicje.

Definicja 2.24 (ideal generowany lewostronny (prawostronny, dwustron-
ny)). Niech A bedzie algebra nad k, a S C A dowolnym zbiorem niepustym. Ideafem
lewostronnym (wzglednie prawostronnym lub dwustronnym) generowanym przez zbidr
S nazywamy przeciecie rodziny wszystkich ideatéw lewostronnych (wzglednie prawo-
stronnych lub dwustronnych) zawierajacych S.

Uwaga 2.25. Mozna sprawdzié, zZe ideal (lewostronny, prawostronny, dwustronny)
generowany przez S, to najmniejszy w sensie inkluzji ideal (lewostronny, prawostron-
ny, dwustronny) zawierajgcy S.

Warto zwréci¢ uwage, ze jadro dowolnego homomorfizmu algebr jest ideatem dwu-
stronnym.

Uwaga 2.26. Niech A; wraz z dziataniem o;, dla i = 1,2, bedg algebrami nad
ciatem k, a ¢ : Ay — Ay homomorfizmem algebr. Wtedy ker ¢ = {a € Ay | p(a) =0}
jest ideatem dwustronnym algebry A;.

Dowdd. Poniewaz ¢ jest odwzorowaniem liniowym, wiec ker ¢ jest podprzestrzenia
liniowa przestrzeni A;. Ponadto dla dowolnych a € A, x € ker o mamy

plaorz) = p(a)oyp(r) =¢(a) o0 =0

oraz

p(x o1 a) = p(x) o2 p(a) = 003 p(a) =0,
czyli a oy x, x 01 a € ker . O
Istotnos¢ ideatow dwustronnych wynika z nastepujacego lematu.

Lemat 2.27. Niech A wraz z dziataniem - bedzie algebrg nad ciatem k, a I C A
ideatem dwustronnym algebry A. Przestrzen ilorazowa A/I (jako przestrzen liniowa
nad k) wraz z dzialaniem

o: AJI x AJI>(a+1,b+I)—a-b+1€ A/l

jest algebrg nad k.
Ponadto, gdy A jest przemienna (lgczna), wtedy réwniez AJI jest przemienna

(taczna).

Dowod. Sprawdzmy na poczatek, czy dzialanie o jest dobrze okreslone, tzn. ze nie
zalezy od wyboru reprezentantéw warstw. Wezmy zatem aq, as, by, by takie, ze

a1+]:a2+], b1+]:bg+j
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W tej sytuacji mamy a; — ag, by — by € 1. Zatem
a1b1 — agbg = a1b1 — albz + a1b2 — a,gbg == al(bl — bg) + (a1 — ag)bg.

Z faktu, ze I jest idealem lewostronnym dostajemy, ze a;(b; — by) € I, a z faktu, ze I
jest ideatem prawostronnym dostajemy (a; — az)by € I. Ostatecznie a;by — agby € I,
czyli

a1b1+I:CL2b2+[,

a to oznacza, ze dziatanie o jest dobrze okreslone. Fakt, Ze wtasnosci takie jak dwulinio-
wos¢, przemienno$cé, tacznosé przenosza sie z dziatania - na dziatanie o wynika z tego,
ze dziatanie dotyczace warstw (wzgledem ideatu I) wykonywane jest tak naprawde
na ich reprezentantach. O

Algebre skonstruowang w powyzszym lemacie nazywacé bedziemy algebrg ilorazowa
(algebry A wzgledem idealtu ).

Zanim przejdziemy dalej, warto zwréci¢ uwage na fakt, ze przyporzadkowanie ele-
mentowi algebry A jego warstwy (wzgledem dowolnego idealu dwustronnego) jest
homomorfizmem algebr.

Lemat 2.28. Niech A wraz z dzialaniem - bedzie algebrg, a A/I wraz z dzialaniem
o algebrg ilorazowq opisang w poprzednim lemacie. Odwzorowanie

m:A3a—a+1€ A/l

jest surjektywnym homomorfizmem algebr, nazywanym epimorfizmem kanonicznym.

Dowod. Wiemy, ze odwzorowanie 7 jest surjektywnym odwzorowaniem liniowym prze-
strzeni liniowych nad &k (innymi stowy jest surjektywnym homomorfizmem w kategorii
przestrzeni liniowych). Ponadto, dla dowolnych a,b € A mamy:

m(a-b)=(a-b)+1=(a+1)o(b+1)=m(a)on(b),

czyli 7 jest homomorfizmem algebr. O

Do przeprowadzenia konstrukcji np. przemiennej algebry wolnej potrzebowaé be-
dziemy nastepujacego lematu.

Lemat 2.29. Niech ¢ : A — B bedzie homomorfizmem algebr nad ciatem k,
al C A ideatem dwustronnym algebry A takim, ze I C ker . Wtedy istnieje doktadnie
jeden homomorfizm algebr @ : A/I — B taki, ze nastepujacy diagram jest przemienny:

A—* B

Wl % (2.9)

Innymi stowy p = P om.
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Dowdd. Traktujac ¢ : A — B jako odwzorowanie liniowe miedzy dwiema przestrze-
niami liniowymi (nad k) mamy, ze istnieje dokladnie jedno odwzorowanie liniowe
p : A/I — B takie, ze diagram jest przemienny. Ponadto na podstawie prze-
miennosci diagramu oraz konstrukcji A/I oraz w, dla dowolnych ay,ay € A
mamy

P((ar+1)o(ag+ 1)) =P(ar-ax + 1) = P(r(ar - az)) = p(a1 - az) = p(a1) - p(az)

(m(a1)) - @(7(az)) = P(ar + 1) - (az + I).
Zatem P jest homomorfizmem algebr. O]
Zaprezentujemy teraz konstrukcje przemiennej algebry wolnej.

Lemat 2.30. Niech X bedzie zbiorem niepustym, F(X) algebrg wolng z konstrukcji
a I C F(X) idealem dwustronnym generowanym przez zbidr

{eww) = ewyw | u,v € T(X)}.

Algebra ilorazowa F(X)/I jest przemienng algebrg wolng o zbiorze wolnych generato-
row X.

Dowdd. Na poczatek sprawdzimy, ze F(X)/I jest algebra przemienna. Niech f,g €
F(X) beda dowolne, powiedzmy, ze

J= Z Juu, g = Z Gv€o,

uwel(X) vel'(X)

gdzie f,, g, € k i tylko skonczenie wiele z nich jest r6znych od zera. W tej sytuacji

u,vel(X)
oraz
g-F= 2 (furg)eww-
u,vel(X)
Zatem

fra—g-f= Y (furg)(eww — eww) € 1.

u,vel(X)

Na podstawie powyzszych rozwazan dostajemy

(f+D)-(g+D)=f-g+1=g-f+I=(g+I)-(f+1I).

Pokazalismy zatem, ze F'(X)/I jest algebra przemienna.

Rozwazmy teraz dowolna algebre przemienna B oraz dowolne odwzorowanie
¢ : X — B. Poniewaz F(X) jest algebra wolna o zbiorze wolnych generatoréw X,
wiec istnieje dokladnie jeden homomorfizm algebr ¢ : FI(X) — B, taki, ze ¢|x = ¢.
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Zauwazmy, ze I C ker @. Istotnie, dla dowolnych u,v € I'(X'), na mocy przemiennosci
algebry B, mamy

Pleww) = Plew - ) = lew) - Plen) = Plew) - Plew) = Pley - eu) = Pleqwyw))-

Zatem e(y)v) — e@w)w) € ker ¢ dla kazdych u,v € I'(X). Poniewaz ker ¢ jest idealem
dwustronnym zawierajacym zbiér generujacy I, wiec I C ker ¢. Na podstawie lematu
2.29|istnieje doktadnie jeden homomorfizm algebr @ : F/(X)/I — B taki, ze pom = §,
gdzie 7 : F(X) — F(X)/I jest epimorfizmem kanonicznym.

Oczywiscie w tym kontekscie element x € X utozsamiamy z warstwa e, + I ele-
mentu e, € F(X). Z przeprowadzonej konstrukeji jest jasne, ze dla kazdego x € X
mamy

Plex +1) = ¢lew) = (). (2.10)

Pokazemy teraz, ze @ jest jedynym homomorfizmem F(X)/I — B bedacym rozsze-
rzeniem odwzorowania . Zalézmy, wiec ze ¢ : F(X)/I — B jest homomorfizmem
takim, ze (e, + I) = o(z) dla kazdego 2 € X. Kladac ¢) = ¢ o 7w dostaliby$my
homomorfizm F(X) — B taki, ze )(e,) = ¥(e, + 1) = @(z), = € X. Z faktu, ze
F(X) jest algebra wolna dostaliby$my IZJ = ¢. Zatem na mocy lematu zachodzi
rOwnosé ¢ = . ]

W podobny sposéb dowodzimy nastepujace lematy:

Lemat 2.31. Niech X bedzie zbiorem niepustym, F(X) algebrg wolng z konstrukcji
a I C F(X) idealem dwustronnym generowanym przez zbidr

{ew) (@) — e w)w) | wv,w € T(X)}.

Algebra ilorazowa F(X)/I jest laczng algebrg wolng o zbiorze wolnych generatoréw
X.

Lemat 2.32. Niech X bedzie zbiorem niepustym, F(X) algebrg wolng z konstrukcji
a I C F(X) ideatem dwustronnym generowanym przez zbior

{e@ — @) | v € DX} ULew@w) — e@e)w) | v v,w e X))
Algebra ilorazowa F(X)/I jest przemienng, lgczng algebrg wolng o zbiorze wolnych
generatorow X.

2.4. Konstrukcja algebry Liego

W niniejszym podrozdziale mozemy dokonczy¢ konstrukcje wolnej algebry Liego
o danym zbiorze generatorow.

Lemat 2.33. Niech X bedzie zbiorem niepustym, F(X) algebrg wolng z konstrukcji
a I C F(X) idealem dwustronnym generowanym przez zbior

{ew@) T eww | uv € LX)} U{ew)ww) + eww)w) + ew) @) | wv,w e (X))}

Algebra ilorazowa F(X)/I jest wolng algebrg Liego o zbiorze wolnych generatoréw X.
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Dowdd. W tym dowodzie dla dowolnych f, g € F(X) zamiast pisa¢ (f+1)o(g+1) jak
w lemacie 2.27] bedziemy pisa¢ [f + I, g+ I]. W szczegélnosci [f + I, g + 1] z definicji
réwny jest f - g+ I. Sprawdzmy najpierw, ze F(X)/I jest algebra Liego. Wezmy
dowolne f,g,h € F(X). Mamy

[ = Z Julu, 9= Z gveva Z hyew,

uel(X) vel(X wel'(X)

gdzie fu, g, hw € k przy czym tylko skonczenie wiele z nich jest roznych od zera.
W tej sytuacji mamy

fog+g-F= D (fugo)lew-ev+ey-ey)

u,vel(X)

= Y (fugo)leww) +eww) € I
u,v€el(X)
Zatem [f+1,9+1]+[g+1I, f+I] = 0dla dowolnych f, g € F(X), czyli odwzorowanie
[—, —] jest antysymetryczne.
Analogicznie mamy

f-lg-h)+g-(h-f)+h-(f-9)

= > (fugohw)(Cy@) @) T Cw)@)w) T Cw)ww)) € I
u,v,wel(X)

Zatem [f + I, g+ ,h+ 1|+ g+ L, [h+ 1, f+I]+[h+I[f+1,g+1I]] =0da
dowolnych f,g,h € F(X), czyli odwzorowanie [—, —] spelia tozsamosé Jacobiego.
SprawdziliSmy wiec, ze algebra ilorazowa F'(X)/I jest algebra Liego.

Poniewaz dalsza cze$¢ dowodu przebiega analogicznie jak dowdd lematu [2.30], ogra-
niczymy sie do sprawdzenia, ze ideal I zawiera sie w jadrze homomorfizmu pomoc-
niczego wystepujacego w dowodzie wspomnianego lematu [2.30} Niech zatem B wraz
z iloczynem [—, —]5 bedzie dowolng algebra Liego, a ¢ : F(X) — B homomorfizmem
algebr analogicznym jak w dowodzie lematu [2.30}

Pokazemy, ze I C ker ¢. Dla dowolnych u, v, w € I'(X), z faktu, ze B jest algebra
Liego, dostajemy

@(e(u)(v) + e(v)(U)) = Pley - ) + Pley - en) = [Plew), Plev)]a + [Pley), Plew)]a =0
oraz
o(e E(w)((v)(w)) T ) ((w)(w) T E(w)( U)(v)))

(v) (
= @(ew)()w)) + Plew)(w)w)) T D) (w®))
= [P(ew), [90(6@)7 Plew)]ole + [P(ew), [Plew), Plew)lala + [Plew), [Plew), Plen)]a]2 = 0.

SprawdziliSémy wiec, ze zbiér generujacy ideal (dwustronny) I zawiera sie w ker @,
a stad wnioskujemy, ze I C ker . O]

Wolng algebre Liego skonstruowana w powyzszym lemacie bedziemy oznaczac
przez L(X). Ponadto przez I'(X) bedziemy oznacza¢ nastepujacy podzbior L(X):

{ew+1|uel(X), e, &1}.
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Z przeprowadzonej konstrukeji algebry L(X) jasne jest, ze dowolny element tej algebry
jest kombinacja liniowa elementéw ze zbioru I'(X). Okazuje sie, ze nie wszystkie

elementy zbioru I'(X) sa potrzebne do wygenerowania L(X) jako przestrzeni liniowej
nad k.

Lemat 2.34. Kazdy element algebry Liego L(X) mozna zapisaé w postaci kombi-
nacji lintowej (nad k) elementow postaci

w1, [ye, [+ [Wa-1,9a) - -], (2.11)

gdzie d € N omzyl,...,ydeXﬂ

Zanim przejdziemy do dowodu powyzszego lematu wprowadzimy gradacje w alge-
brze L(X). W tym celu rozwazymy najpierw gradacje w algebrze F'(X) :

F(X) = @ FuX), (2.12)

gdzie Fd(X) = @uGFd(X) k- €u-

Z faktu, ze kazdy element zbioru generujacego ideal I z lematu[2.33]jest elementem
jednorodnym wzgledem gradacji (2.12]), wynika, ze ideat ten jest jednorodny. Zatem
dla dowolnych u,v € I'(X) prawdziwa jest nastepujaca implikacja:

ey — €y, € I = d(u) =d(v) lub ey, e, € I.

Pozwala to przeniesé funkcje d okreslong na zbiorze I'(X) na zbiér I'(X), a nastepnie
przy jej pomocy zdefiniowaé funkcje stopnia w L(X), ktéra zadaje gradacje:

LX) = € La(X),

gdzie
Lo(X)= > k-f

fela(X)
oraz Tg(X) = {e, + I | ueTy(X), e, & I}.

Dowdéd. (lematu Poniewaz dowolny element algebry Liego L(X) jest kombina-
cja liniowg elementéw ze zbioru I'(X), wystarczy wiec pokazac, ze dowolny element
ze zbioru I'(X) jest kombinacja liniowa elementéw postaci @ .
Dowéd przeprowadzimy ze wzgledu na stopieni ¢ elementu f z I'(X). Przypadek,
gdy t =1 lub t = 2, nie wymaga dowodu. Natomiast dla t = 3 mamy dwa przypadki:
(1) f = [y, [y2, y3]] lub (2) f = [[y1,y2],ys]. W pierwszym przypadku element f jest
juz zadanej postaci, natomiast w drugim mamy f = —[ys, [y1, y2]]. N
Zatézmy teraz, ze dla pewnego t > 3 wiemy juz, ze dowolny element z I'(X)
stopnia mniejszego lub réwnego t jest kombinacja liniowa elementéw postaci .
Wezmy dowolny element z T'(X) stopnia ¢ + 1. Z definicji zbioru I'(X) element ten

jest postaci [u,v], gdzie u,v € T'(X) sa elementami stopni, odpowiednio, t1,t, < t.

4. 7Zbiér X utozsamiamy ze zbiorem warstw e, + I, gdzie € X, czyli ze zbiorem fl(X ).
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7, zatozenia indukcyjnego u oraz v sa kombinacjami liniowymi elementéw postaci
, oczywiscie odpowiednio stopni t1,%s. Ze wzgledu na dwuliniowos¢ nawiasu
Liego mozemy zalozy¢, ze juz u i v sq elementami postaci (2.11)). Poniewaz [u,v] =
—[v, u], mozemy zalozyé, ze t; < ts.

Dalsza cze$é¢ rozumowania bedzie przez indukcje ze wzgledu na t;. W przypadku
gdy t; = 1, element [u,v] jest juz postaci (2.11)). Zalézmy zatem, ze ty > t; > 1.
Wtedy

u= [y, 7], v=I[v2,7)
gdzie y1,y2 € I'(X), ¥y € T'4,—1(X), Yy € 'y,—1(X), przy czym y,, Y, sa postaci -
Korzystajac teraz z antysymetryczno$ci nawiasu Liego oraz z tozsamosci Jacobiego
dostajemy:

[u,v] = —[v,u] = —[[y2, Do, [y1, Tl = w1, [T1, (Y2, Doll] + W1 (Y2, Dol n]]. - (2.13)

Poniewaz stopien elementu [7, [y2, s]] jest réwny ¢, wiec jest on kombinacja liniowa
elementow postaci i tym samym pierwszy sktadnik sumy jest kombinacja
liniowa takich elementéw.

Elementy [y1, [y2, ¥]] oraz 7, sa juz postaci (2.11), a ponadto stopieri elementu 7,
wynosi t; — 1, wiec mozemy skorzysta¢ z zatozenia indukcyjnego (ze wzgledu na t;)
dostajac, ze réwniez drugi sktadnik sumy jest kombinacja liniowa elementéw

postaci ([2.11]). O]
Przyjmijmy teraz, ze zbior X = {xy,...,x,} jest zbiorem skoriczonym oraz roz-
wazmy zbiory:
Ba(X) = {[ys [y, [ [, ma] - ]| (91, ma) € X} € Tu(X) U{0}.

Do zbioréw tych naleza réwniez elementy zerowe, np. [1, 71] € By(X), czy [x1, [22, ]|
€ B3(X). Z poprzedniego lematu wynika, ze zbior:

BX) = U Bux)

generuje L(X) jako przestrzen liniowa. Dla kazdego d = 1,2, ... w zbiorze X¢ mozemy
rozwazy¢ porzadek leksykograficzny (w X! = X mamy x; < 7o < ... < x,). Obecnie
dlad =1,2,... utworzymy zbiér By(X) C éd(X) w nastepujacy sposob. Startujac od
zbioru pustego, jako poczatkowa wartosé zbioru By(X), bedziemy brali w kolejnosci
leksykograficznej elementy zbioru X¢ i odpowiadajace im elementy zbioru éd(X ).
Gdy wybrany w ten sposéb element nie jest kombinacja liniowa wczesniej dotaczo-
nych elementéw do zbioru By(X), to réwniez go dotaczamy do tego zbioru. Poniewaz
zbiér X? jest skoniczony, to po skoniczonej liczbie krokéw mamy w pelni zdefiniowany
zbiér By(X). Z konstrukeji zbioru By(X) wynika, ze jest to zbiér liniowo niezalezny,
a ponadto generuje te samg podprzestrzeni liniowa w L(X) co By(X). Z powyzszych
rozwazan wynika, ze zbior

BX) = U BuX)

jest baza L(X) rozpatrywanej jako przestrzen liniowa.
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Od tej pory, gdy bedziemy postugiwaé sie baza przestrzeni liniowej L(X), to be-
dziemy korzysta¢ z wyzej skonstruowanej bazy B(X). Dodatkowo w zbiorze B(X)
bedziemy rozwazaé kolejnos¢ elementow ze wzgledu na stopien, tzn. elementy zbioru
By, (X) poprzedzaja elementy zbioru By, (X) dla d; < ds, natomiast wewnatrz zbioréw
By(X) zgodnie z kolejnoscia dotaczania do zbioru By(X), odpowiadajaca kolejnosci
leksykograficznej w X¢. W szczegélnoéci mamy:

Bi(X) =A{x1,...,z,},

By (X) = {[x1, za], [x1, 23], . . ., [21, T4),
[To, 23], ..., [T2, Ty
[Tn—1,Zn]},

przy czym elementy wystepujace po prawej stronie powyzszych réwnosci wymienione
sg zgodnie z kolejnoscig opisang we wczesniejszych rozwazaniach.

2.5. Konstrukcja algebry Poissona

Celem niniejszego podrozdziatu jest zaprezentowanie ostatniego kroku konstrukeji
wolnej algebry Poissona o danym zbiorze wolnych generatoréw X. Przyjmowac be-
dziemy tutaj, ze zbioér X jest przeliczalny, chociaz interesuje nas przypadek, gdy zbiér
X jest zbiorem skoniczonym. Zaczniemy od przypomnienia pojecia algebry Poissona.

Definicja 2.35 (algebra Poissona, nawias Poissona). Niech V' bedzie prze-
strzenia wektorows nad ciatem k wyposazong w dwie dwuliniowe operacje: mnozenia
-2V xV 3 (a,b) = ab € V oraz nawiasu Liego [—,—] : V x V 3 (a,b) — [a,b] € V.
Przestrzen V wraz z wyzej wymienionymi dwoma operacjami nazywamy algebrg Po-
issona jesli jest ona taczng algebra przemienng ze wzgledu na mnozenie -, jest algebra
Liego ze wzgledu na [—, —| oraz spelia warunek Leibniza [ab, c| = [a, ¢|b + a[b, ¢] dla
kazdych a,b,c € V. W sytuacji, gdy wiadomo, w jakie operacje dwuliniowe wyposazo-
na jest przestrzen V, to przestrzen V bedziemy po prostu nazywac algebra Poissona.
Gdy V jest algebra Poissona, nawias Liego jest nazywany nawiasem Poissona.

Uwaga 2.36. Nawias Poissona spetnia requle Leibniza rowniez ze wzgledu na

drugg zmienng, tzn. |a,bc] = [a, blc + bla, c].
Dowdd. Zauwazmy, ze [a,bc] = —[bc,a] = —([b,alc + blc,a]) = —[b,alc — blc,a] =
la, blc + bla, . O

Aby zdefiniowa¢ pojecie wolnej algebry Poissona potrzebujemy pojecia homomor-
fizmu algebr Poissona.

Definicja 2.37 (homomorfizm algebr Poissona). Niech P wraz z dzialaniami
-i[—, —]p oraz B wraz z dzialaniami o i [—, —] g beda dwiema algebrami Poissona nad
tym samym ciatem k. Odwzorowanie k-liniowe f : P — B nazywamy homomorfizmem
algebr Poissona, gdy dodatkowo spetnia dwa warunki:

(a) f(p1-p2) = f(p1) o f(p2) dlakazdych pi,ps € P,
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(b) f(lpr,p2)p) = [f(p1), f(p2)]p dla kazdych py,p; € P.

Mozemy teraz przedstawi¢ definicje wolnej algebry Poissona.

Definicja 2.38 (wolna algebra Poissona). Niech P bedzie algebra Poissona,
a X C P zbiorem niepustym. Mdéwimy, ze P jest wolng algebra Poissona o zbiorze
wolnych generatoréw X, gdy dla dowolnej algebry Poissona B oraz dowolnego odwzo-
rowania ¢ : X — B istnieje doktadnie jeden homomorfizm algebr Poissona @ : P — B
taki, ze P|x = ¢.

Teraz mozemy przejs¢ do konstrukeji wolnej algebry Poissona o danym zbiorze
wolnych generatoréw X. Konstrukcja ta bedzie przebiega¢ w nastepujacy sposob.
Najpierw majac dany zbior przeliczalny X, konstruujemy wolna algebre Liego L(X)
o danym zbiorze wolnych generatorow X. Nastepnie dokonujemy rozszerzenia alge-
bry Liego L(X) do algebry Poissona, ktéra to okaze sie by¢ wolna algebra Poissona
o zbiorze wolnych generator6w X. Poniewaz konstrukcje wolnej algebry Liego L(X)
przedstawiliémy w podrozdziale [2.4] wiec zostala do zaprezentowania konstrukcja
rozszerzenia L(X) do algebry Poissona i wykazanie, ze to rozszerzenie jest wlasnie
szukana wolng algebra Poissona o zbiorze wolnych generatorow X.

Konstrukcje wspomnianego wyzej rozszerzenia do algebry Poissona zaprezentuje-
my w nieco ogdlniejszym kontekscie, a mianowicie dla dowolnej algebry Liego, ktora
jako przestrzen liniowa nad k posiada baze przeliczalna. Oczywiscie w tej sytuacji
uzyskana algebra Poissona nie musi by¢ wolng algebra Poissona. W przypadku, gdy
rozszerzana algebra Liego bedzie wolna algebra Liego L(X') o zbiorze wolnych genera-
toréw X, wtedy uzyskana algebra Poissona bedzie wolna algebra Poissona (o zbiorze
wolnych generatoréw X).

Konstrukcja 2.39. Zatézmy, ze L jest taka algebra Liego nad ciatem k, ze L jako
przestrzen liniowa nad k posiada baze przeliczalna [y,ls,.... Przez P(L) bedziemy
oznaczaé pierscien wielomianow przeliczalnej liczby zmiennych [y, 5, ..., tzn.:

P(L) = Gk[ll,...,ln].

Zbiér P(L) jest oczywiscie przestrzenia liniowa nad k, gdzie dodawanie wektoréw
to dodawanie wielomianow, a mnozenie wektorow przez skalary to restrykcja mnoze-
nia wielomianéow do przypadku, gdy pierwszy z czynnikéw jest wielomianem statym
(elementem ciata k). Przestrzen liniowa P(L) wraz z mnozeniem wielomianéw jest
zatem algebra przemienng nad cialem k. Jednoczeénie L = @;°, kl,, C P(L) jest
podprzestrzenia liniowa P(L). Zatem P(L) jest rozszerzeniem przestrzeni liniowej L.
Obecnie zajmiemy sie rozszerzeniem nawiasu Liego [—, —] : L X L — L do przestrzeni
P(L) tak, aby otrzymane rozszerzenie [—, —|p : P(L) x P(L) — P(L) byto nawiasem
Poissona.

WeZzmy dowolne f, g € P(L). Poniewaz dowolny wielomian z P(L) jest wielomia-
nem skonczonej liczby zmiennych, wiec mozemy zatozyé, ze f,g € k[ly,...,l] dla
pewnego r € N. Niech

f: Z foa(lla---alr)aa

a€eN"
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g= Z gs(ly, ... ,lr)ﬁ,
BENT

gdzie dla v = (y,...,7%) € N" przez (ly,...,1,)? oznaczamy [{*---1). Oczywiscie
w powyzszych sumach tylko skonczenie wiele f,,gs € k jest réznych od zera. Innymi
stowy, powyzsze sumy sa skonczone. Zatézmy, ze [—, —|p : P(L) x P(L) — P(L)
jest rozszerzeniem nawiasu Liego [—, —] : L x L — L, ktére jest nawiasem Poissona
w P(L). W szczegdlnosci [—, —|p jest odwzorowaniem dwuliniowym (nad k), wiec

[fag]P: Z fagﬁ [(llw--7lr)a><l1>---7lr)ﬁ}P (2'14)

a,BENT

Ponadto [f, g|p spelnia regute Leibniza, wiec:

[(zl, ) (L, ,zr)ﬁ}P = gai(ll, L) [z (i, ..., zr)ﬂ}P (2.15)

= > @Bl L) 1]
ij=1
gdzie e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1). Zauwazmy, ze w powyzszej sumie, gdy

a;3; # 0, wtedy kazda sktadowa wielowskaznika o + 8 — e; — e; jest nieujemna.

Na podstawie (2.14)) i (2.15]) dostajemy

(foglp = D2 3 fagsaiBi(ly, .. L) =50 I, 1) (2.16)

a,BeNT 4,j=1
Z powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli [—, —|p : P(L) x P(L) — P(L) jest
rozszerzeniem nawiasu Liego [—, —], bedacym nawiasem Poissona, to musi by¢ dany

formuty (2.16). Zauwazmy ponadto, ze gdy s € N,s > r oraz f,g potraktujemy
jako wielomiany z k[ly,...,ls] D k[li,...,l.], oraz zastosujemy formute (2.16) dla

k[ly,...,ls] to uzyskamy taka sama wartosé [f, g|p.
Latwo sprawdzié, ze odwzorowanie [—, —|p okreslone formuta (2.16)) jest odwzoro-
waniem dwuliniowym (nad k). Sprawdzmy teraz, ze [—, —]p spelnia regute Leibniza.

WeZzmy zatem dowolne f, g, h € P(L). Mozemy zalozyé¢, ze f,g,h € k[ly,...,l,] oraz
f: Z fala7 g: Z g3l67 h: Z h’ylfyu

aenr BeNT ~ENT
gdzie [* dla o = (o, ..., ) oznacza (I, ..., 0[)* =1 - 1%,
Korzystajac z dwuliniowoéci [—, —]p mamy
[fg:hlp =3 fagshy 1°0°,0] (2.17)
«,B,yeENT
oraz
flo.hle+9lf ke = 30 fagshy (107000 + 120, 00,) . (2.18)

a,B,yeEN"
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Ponadto, na podstawie formuty ([2.16)), mamy

0], =], = ZT: (i + By)ysletPHmeme [1;, 1) (2.19)

ij=1

oraz

08, 0]p + 1P 10 p = S0 1By P (1, ] + 3 Py o (1, 1]
i,j=1 i,j=1
(2.20)

T

= > (i + Byl Pree 1, 1)

3,j=1

Z réwnosci (2.17) - (2.20) dostajemy, ze [fg,hlp = flg,hlp + g[f, h]p. Pokazali$émy

zatem, ze [—, —|p spelnia regute Leibniza.

PrzejdZzmy do wykazania, ze odwzorowanie [—, —|p spelnia tozsamos$é Jacobiego,
przy czym od teraz bedziemy pisaé [—, —] zamiast [—, —|p. W tym celu rozwazmy
odwzorowanie

J: P(L) x P(L) x P(L) > (f,9,h) = J(f,g,h) € P(L),

gdzie
J(f,g,h) = [f,1g, Rl + [g, [h, f]] + [, [, g]]-

Pokazemy, ze odwzorowanie J jest tozsamosciowo réwne zero, co bedzie oznaczad,
ze [—,—| spemia tozsamosé Jacobiego. Z faktu, ze [—, —] jest odwzorowaniem dwu-
liniowym wynika, ze J jest odwzorowaniem tréjliniowym. Zatem aby pokazac, ze
J =0, wystarczy sprawdzié¢, ze J(f, g,h) = 0, gdzie f, g, h sa jednomianami (unitar-
nymi) zmiennych [y, Iy, . ... Dalej, dla dowolnego ciagu a = («ay, ag,...) o wyrazach
naturalnych takiego, ze |a| = >7°, a; < oo, przez [* bedziemy oznaczaé iloczyn

<, 17" € P(L). Poniewaz |a| < oo, wiec powyzszy iloczyn jest dobrze okreslonym
iloczynem skoniczonej liczby czynnikéw.

Wezmy dowolne «, 8,7 € NV takie, ze |a|,|B],|y] < oo. Chcemy pokazaé, ze
J(1%,1°,1") = 0. Na poczatek zauwazmy, ze mozemy zalozyé, ze |al,|8],|y| > 0.
Istotnie, gdyby na przyktad |a| = 0, wtedy I* = 1, a [1, P] = 0 dla kazdego P € P(L),
gdyz [1, P] = [1-1, P] = 11, P|+1[1, P]. Z powyzszego wynika, ze kazdy ze sktadnikow
definiujacych J(1%,1°,17) jest réwny zero.

Teraz zatézmy, ze |a|, ||, |y] > 0. Dowdéd w tym przypadku przeprowadzimy przez
indukcje ze wzgledu na |a|+|8|+|v|. Gdy |a|+|8|+]|7| = 3, wtedy |a| = |8] = |y] =1
i tym samym istnieja takie 4,7,k € N, ze [* = [;, I® = l;, |7 = l;. Poniewaz w tej
sytuacji [, 1,17 € L, wiec J(I1%,1°,17) = 0, gdyz L jest algebra Liego.

Wezmy teraz dowolne «, 8, € NN takie, ze |a|+|8|+|y| = d > 3, d < oo i zatézmy,
ze dla dowolnych @, 5,5 € NN takich, ze |a| + 8| + |§| < d mamy J(I*,1°,17) = 0.
Poniewaz J(1%,1°,17) = J(1°,17,1%) = J(I7,1%,1°), wigc mozemy zatozy¢, ze |a| > 1.
Istnieje zatem takie i € N, ze a = @ +e¢;, gdzie @, e; € NV oraz e; ma jedynke na i-tym
miejscu i zera na pozostalych. W tej sytuacji

T 08,0) = T, 00,0 = (W7 0P, 0] + 12, [0, 6] + [0 [, 0°]]) . (2.21)
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Z faktu, ze [—, —| spelnia regute Leibniza, dostajemy

(L=, 17, 17|

L (17, 08,0 + 0 [, 18,07 (2.22)

2, [0, 6P| = [0, 000, 1) + P04 = 1P, G 7]+ [0 0 ) (2.23)
l;

1, [0, ) + [0, 108 1)+ 1 (12 0, 1)) + [0, 1] 1,

0 [ P)] = [0 000+ 10, 1P = (000,00 + [ 00, 1] (2.24)

=1 [, 1%, 00)] 07, 000 1)+ 07 [0, [0, 1°)] + [0, )00, 1),

Dodajac stronami ([2.22))-(2.24)) i korzystajac z (2.21) dostajemy:
JA P07 = LI 0°,00) + 12 J (15,1°,17). (2.25)

Poniewaz [a| + |8] + 7], |e:| + 8] + || < d, wiec J(I%,1°,17) = 0 oraz J(1%,1°,17) = 0.
Podstawiajac powyzsze réwnoéci do (2.25) dostajemy, ze J(I%,1°,17) = 0. Konczy to
dowdd faktu, ze J = 0 i calg konstrukcje.

Lemat 2.40. Niech L wraz z iloczynem Liego [—, —|L bedzie algebrg Liego o przeli-
czalnej bazie Iy, ly, . .., a B wraz z iloczynem - oraz iloczynem Poissona [—, —|p bedzie
algebrg Poissona. Poniewaz B wraz z |[—, —|p jest algebrq Liego, wiec mozemy roz-
wazy¢ homomorfizm algebr Liego ¢ : L — B. W tej sytuacji istnieje doktadnie jeden
homomorfizm algebr Poissona p : P(L) — B taki, Ze p|; = ¢, gdzie P(L) jest algebrg
Poissona z konstrukcji[2.39

Dowdd. Dla dowolnego wielomianu f € P(L) istnieje takie r € N, ze f € k[ly,... 1]

Wtedy Z
f = fala>

aeN”

gdzie f, € k i tylko skonczenie wiele z nich jest réznych od zera. Wartosé¢ odwzoro-
wania @(f) definiujemy formuty

= > fap(L)™ - o) (2.26)

aeN"

Oczywiscie wartosé @(f) dana wzorem ([2.26)) nie zalezy od tego czy f potraktujemy
jako element k[ly,... 1], czy k[l1,...,l5] dla s > r.

Poniewaz dla dowolnych f,g € P(L) istnieje takie r € N, ze f,g € k[ly,...,l],
mozna wiec sprawdzié, ze odwzorowanie @ : P(L) — B jest liniowe oraz spelnia
warunek

?(fg) =2(f)pg) (2.27)

dla dowolnych f,g € P(L). Ponadto zadanie, aby % byto liniowe i spelniato (2.27)
powoduje, ze P musi by¢ zadane formuty (2.26]).
Sprawdzmy teraz, ze P spetnia rowniez warunek

@ (f:91p) = [2(f), P(9)] 5



dla dowolnych f,g € P(L). W tym celu wezmy takie r € N, ze f, g € k[ly,...,l,] oraz
zapiszmy wielomiany f, g w postaci

f=2 flo, 9= gl

a€eN" BENT

gdzie f,,gs € k i tylko skoniczenie wiele z nich jest réznych od zera. Na podstawie
(2.27)), liniowosci @ oraz formuly definiujacej [—, —|p (patrz wzér (2.16))) dostajemy

?([f.9lp) =9 ( > i fagpouB10tP e [li7lj]L)

a,BeNT 4,j=1

=YY fagsaiBoll) o) (],

Oé,ﬁENT 7'7]:1

a poniewaz ¢ : L. — B jest homomorfizmem algebr Liego, wigc ostatecznie dostajemy:

o(lfglp) = D ZT:fagﬁoéiﬁj(@(ll)w~-790(lr))a+5*6i*6j [o(l), eUi)lp - (2:28)

a,B€NT 4,5=1
Podobnie, korzystajac z reguty Leibniza dla [—, —] g, uzyskujemy:
(). 2@]p = > > facuile(la), -, (1) [0(l:), 8(9)] (2.29)
aeN" =1
= > > fagsiBi(e(l), - o) P [o(l), (1)) g -
a,BENT i,j=1

Na podstawie i mamy
@ ([f glp) = [2(f), 2(9)]5 -

SprawdziliSmy zatem, ze @ : P(L) — B jest homomorfizmem algebr Poissona. O]

Obecnie mozemy zaprezentowa¢ gtéwny wynik tego podrozdziatu. W tym celu
rozwazmy dowolny niepusty zbiér przeliczalny X (lub skoriczony) oraz wolna algebre
Liego L(X) dang konstrukcja z podrozdzialu. Poniewaz w tej sytuacji zbior I'(X)
jest przeliczalny, wiec mozemy z niego wybraé¢ baze, ktéra réwniez jest przeliczalna.
W oparciu o te baze konstruujemy (jak w konstrukeji[2.39) algebre Poissona P(L(X)),
ktora bedziemy oznaczaé¢ PL(X). Okazuje sie, ze jest ona wolna algebra Poissona.

Lemat 2.41. Algebra PL(X) jest wolng algebrg Poissona o zbiorze wolnych ge-
neratorow X.

Dowdd. Wynika z faktu, ze L(X) jest wolna algebra Liego o zbiorze wolnych genera-

toréw X oraz z lematu 2.40 O
Zatézmy teraz, ze zbiér X = {x1,...,x,} jest zbiorem skoriczonym oraz wy-

bierzmy taka baze li,ls,... w L(X), ze l; = x1,...,l, = x, (na przyktad baza
B(X) skonstruowana na koncu poprzedniego podrozdziatlu). W tej sytuacji pier-
scien wielomianéw zmiennych zq, ..., z, mozemy traktowac¢ jako podalgebre algebry
PL(zy,...,2,) = PL({x1,...,2,}). Majac dane dwa wielomiany f,g € k[z1,...,x,]
mozemy rozpatrywac ich nawias Poissona (zdefiniowany w PL(z1, ..., x,)). Obiektem
tym bedziemy sie zajmowaé w dalszej czesci pracy.



Rozdziat 3

Nawias Poissona pary wielomianéw

W tym rozdziale bedziemy zaktadac, ze k jest cialem charakterystyki zero.

3.1. Wlasnosci nawiasu Poissona pary wielomianéw

W pierwszym podrozdziale przedstawimy podstawowe wtasnosci nawiasu Poissona
pary wielomianéw. W tym celu ustalmy pierscieri wielomianéw k[z1, ..., x,] zmien-
nych x4, ..., x, nad ciatem k charakterystyki zero oraz rozwazmy wolng algebre Pois-
sona PL(z1,...,x,) o zbiorze wolnych generatoréw z, ..., x,. Wiemy, z poprzedniego
rozdziatu, ze k[zq, ..., x,] mozemy traktowaé jako podalgebre algebry PL(x1,. .., x,).
Tym samym mozemy rozpatrywaé¢ odwzorowanie:

[_7_] : k[xla"-7$n]2 > (f?g) = [fag] € C?

gdzie
C= @ k..., zn)lzi,z)]
1<i<j<n
jest k[z1,...,x,]-podmodutem PL(zy,...,x,) generowanym przez elementy postaci
[f,q], gdzie f, g € k[xy,...,x,] (mozna sprawdzié, ze PL(x1, ..., x,) jest klxy, ..., x,]-
modutem).

Dwie najbardziej podstawowe wtasnosci nawiasu Poissona pary wielomianéw wy-
nikaja bezposrednio z definicji algebry Poissona.

Lemat 3.1.
(1) Odwzorowanie [—,—] : k[z1,...,z,]* — C jest dwuliniowe nad k.
(2) Odwzorowanie [—,—| : k[z1,...,z,]* — C spelnia requle Leibniza, tzn. [fg,h] =

flg, |+ glf, h] oraz [h, fg] = f[h, g]+ g[h, f] dla dowolnych f, g, h € k[z1,..., x,].

Kolejna wtasnos¢ moze by¢ takze traktowana jako definicja nawiasu Poissona pary
wielomianéw w sytuacji, gdybysmy chcieli bada¢ nawias Poissona bez wprowadzania
algebry Poissona PL(x1,...,x,).

Lemat 3.2. Dla dowolnych f, g € klz1, ..., x,] zachodzi réuwnosé
af 9y af dg
B dz;  Ox; i T3] 3.1
Lf, 9] K;@ (axi dr; Oz O, [z, ;] (3.1)
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Dowdd. Niech f,g € klzy,...,z,]. Na mocy regulty Leibniza zastosowanej najpierw
do pierwszego, p6zniej do drugiego argumentu nawiasu Poissona dostajemy réwnosé

= 0f 09 0f 99\,
B 1<;<n (aafz (91:] 8% 81.1) [:C’Law]] .

O
Definiujac nawias Poissona pary wielomianéw formutly (3.1), nawias [z;,z;] dla
i,7 € {1,...,n} traktujemy jako obiekt formalny spelniajacy warunek antysyme-
trycznosci:
[z, x;] = — [z;,2;] dla kazdego 1, j.

Zauwazmy, ze wtasnosci podane w lemacie implikujg, ze odwzorowania Dy _ :
g — [f,g] oraz Di_ g : g — [g, f] sa k-rézniczkowaniami. Fakt ten mozna réwniez
wyprowadzi¢ z formuty , gdy potraktujemy ja jako definicje nawiasu Poissona
pary wielomianéw.

Propozycja 3.3. Dla dowolnego f € k[xy, ..., x,] odwzorowania
Dygy:kley, .. a0 39— [fg] € C
oraz
D[_yf] : k[a:l, e ,Jin] 24g [g,f] eC
sq k-rozniczkowaniami, innymi stowy Dyy_y, Di_ 5 € Dery(k[X]; C).
Dowod. Korzystajac z wtasnosci pochodnej czastkowej mamy

5 (af dg+h) Of 8(g+h)> .

1<i<j<n 8:@ 8xj a[Ej 8:171

= of (09  Oh\ Of (09  On\\
= Z <8=’Ui <8$j+8xj> &Ej <6l‘i+axi>>[%’x]]

1<i<j<n

_ 0f 99 _0f 99\
- Z (3% 81‘]' 8xj 8xz> [I“m]]

1<i<j<n

+ <8f8h_8f(9h> [z, ;]

1<i<j<n (‘3&:1 8@- 8xj (91:1

= [f,9] +[f.h] = Dy,-1(9) + Dy (R)

Dy y(g+h)=1[f,g+h]=

oraz

Diyy(gh) = [f,gh] = > <g§i a(;i?) —gjj aéi?) 21, 2]

1<i<j<n

e (axi (al’jh—i_gal’j) Ox; <8xih+gaxz>> o 23]

1<i<j<n
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_ 0f 99 _ 9L 99\,
=h Z <85DL 81‘]' 8@- (91,'2) [x“ xj]

1<i<j<n
af oh af 8h>
Wy (B aay,
1<§<n 8:62 891:]- (9$j 8.’13'1 [ ]]
= hlf, 9]+ glf, h] = hDyy—)(9) + gDy, (h).

Ponadto tatwo sprawdzi¢, ze dla dowolnego elementu g € k zachodzi Dy _j(g9) =

[f,g] = 0.

Sprawdzenie w drugim przypadku jest analogiczne. O]

Kolejne wlasnosci dotyczy¢ beda zwiazku wartosci nawiasu Poissona z algebraiczna
zaleznoscig pary wielomianow. Zaczniemy jednak od zaprezentowania nastepujacego
faktu.

Lemat 3.4 ([30,20]). Dila dowolnych elementow f1, ..., f, nalezgcych do k-algebry

klxy, ..., ), gdzie r < nﬂ nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) fi,..., fr sq algebraicznie zaleine nad k,
(2) wektory (g—ﬁ, cee %) T, <g—£, e ng;) sq liniowo zalezne nad pierscieniem k[xy,
i ’xn )
T T
(3) wektory (g—ﬁ, cee %) R, (grﬁ’ cee gg;) sq liniowo zalezne nad pierscieniem
k[l'l, c. ,{En].

Dowdd. Warunki i sa W sposOb oczywisty réwnowazne, gdyz sa to tak na
prawde dwie formy zapisu jednego i tego samego warunku.
Przejdziemy teraz do pokazania réwnowaznosci Warunku z warunkami i (3)]

Zatézmy najpierw, ze fi, ..., f. sa algebraicznie zalezne nad k i niech P € k[yy, ..., y,]
bedzie niezerowym wielomianem zmiennych yy, ..., y,. minimalnego stopnia takim, ze
P(fi,...,fr)=0. (3.2)
Stosujac rézniczkowanie 8%1-’ dlai=1,...,n, do rownosci 1} dostajemy
0P dfr oP af,
— (f1, s fr + 4 N =0. 3.3
i (f1 fr) oz, ., (f1 ) oz, (3.3)
Powyzszy uklad réwnosci (dla ¢ = 1,...,7n) mozna zapisa¢ nastepujaco w postaci
macierzowej:
oP . 0 .
(i d) | [t | =] 6
Y1 AfL Yr Bfr 0
Oxn, Oxn
Zauwazmy, ze przynajmniej jeden ze wspodlczynnikow g—; (frsoo s fr)senn,
ng« (fi,..., fr) jest rézny od zera. Istotnie z faktu, ze P # 0 oraz, ze cialo k jest

1. Dla r > n teza lematu jest w sposob oczywisty prawdziwa. Jednak jest to mato interesujacy
przypadek.



3.1. Wtlasnosci nawiasu Poissona pary wielomianow 40

charakterystyki zero wynika, ze istnieje ig € {1,...,7} takie, ze z—P # 0. Jednocze-
$nie wielomian -2 a— jest istotnie mniejszego stopnia niz deg P, wigc z minimalnosci P
z

dostajemy, ze =— ( fi,---, fr) # 0. Zatem po lewej stronie mamy nietrywialng

ar \T T
kombinacje hnlovv@ wektorow (g—f;ll, cee %) . (gg’; . gﬂ{;) , ktéra jest rowna
zero. Poniewaz wspétezynniki tej kombinacji sa wielomianami z k[zy,...,z,], wiec
T T
wektory (g—ﬁ, e %) , (gﬁ; e Sg;) sa liniowo zalezne nad k[xy, ..., z,].
Zatozmy teraz, ze wielomiany fi, ..., f, sa algebraicznie niezalezne nad k. Ponie-
waz fi,...,fr € klxy,...,x,] C k(zq,...,2,) oraz trdeg, k (x1,...,2,) = n, wiec
istnieja elementy f,y1,..., fn € k(z1,...,2,) takie, ze uklad fi,..., f, jest algebra-
icznie niezalezny nad k. Ustalmy dowolne j € {1,...,n}. Poniewaz fi,..., fo,x; €
k(xq,...,x,), trdeg, k (21, ...,2,) =noraz #{f1,..., fu,x;} > n, wiec uklad fi,...,
fn,x; jest algebraicznie zalezny nad k. Niech G; € k[yi, ..., Ynt1] bedzie niezerowym
wielomianem zmiennych yi, . .. , yn41, minimalnego stopnia takim, ze G;(f1, ..., fu, z;)
= 0. Stosujac % do powyzszej réwnosci, dla ¢ = 1,...,n, dostajemy:
" 0G, afk Oz,
z_:ai fl,...7fn7 j) ayn+1 (fl""’fn’xj)%zo' (35)
Powyzszy uktad réwnosci (dla i = 1,...,n) mozemy zapisa¢ nastepujaco:
Of Oz 0
n G oz oG oz
ZT fla"‘?f?%xj) a (fla"'vfn7xj) = ’ (36)
k=1 Bfy Yn+1 dxj 0
Ozn Ozn,
dla 7 € {1,...,n}. Z dowolnoéci j € {1,...,n} mamy n réwnosci postaci (3.6) dla
kazdego j € {1,...,n}. Zbiorczo te réwnosci mozemy zapisa¢ w postaci
d Ofn oG 9Gn 7
TQ Ti: Wll(flv"'afnaxl) T o (fla"')fnaxn)
R oo : : (3.7)
% % 8G1 (flw"afnaml) 8Gn(f17"'7fnaxn)_
825?1 (fla"'?fnaxl)% 8yn+1(f17"'7fn7xn)%07?_ 0O --- 0
+ : : =1 : oo
(9?in1 (fla" fnaxl)gil ayn+1 (fla"'?fnyxn)%_ 0 --- 0

Zauwazmy, ze ostatnia macierz po lewej stronie rownosci (3.7)) jest macierza dia-
gonalng o nastepujacych wyrazach wzdtuz gléwnej przek@tnej BGl ( fiyeoos fa, 1),

8?/541 (fla---vfmx2)7"'78?/n+1 (f17"'7f”7xn>' Ponadto 8 1 7& 0 dlaj - 17...,71

Istotnie gdyby dla pewnego jo € {1,...,n} zachodzita réwnosé % = 0, wtedy
z zalozenia, ze char k = 0 mielibySmy, ze wielomian G, nie zalezy od zmiennej ¥, 1,
a to dawatoby algebraiczng zaleznosé nad k elementow fi,..., f,, wbhrew ich wybo-

rowi. Teraz korzystajayc z faktu, ze deg a s ayG 75 0 oraz minimalnosci

(fl, . .,fn,x]) #0 dla j =1,...,n. Zatem ostatnia macierz

G; dostajemy, ze ay -

po lewej stronie réwnosci (3.7)) jest macierza diagonalna, ktérej wszystkie wyrazy
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na gtéwnej przekatnej sg rozne od zera. Oznacza to, ze ta macierz jest odwracalna
nad cialem k(zy,...,z,). Odwracalne (nad k(zi,...,x,)) sa zatem pozostate dwie
macierze po lewej stronie réwnosci (3.7). W szczegdlnoscei dostajemy, ze

of .. Ofa
811 81171
det | oo # 0.
ofi ... Ofn
OTn OTn

Oznacza to, ze zaréwno kolumny, jak i wiersze powyzszej macierzy sa liniowo niezalez-
ne nad k(xy,...,x,) i tym bardziej nad k[xy,...,z,]. W szczegblnosci, r pierwszych
kolumn powyzszej macierzy jest liniowo niezaleznych nad k[z1, ..., x,]. O

Przejdzmy do odnotowania wnioskéw z powyzszego lematu.

Wnhniosek 3.5 ([30], wn. 1). Elementy fi,..., f. nalezgce do algebry k[xq, ..., z,),
gdzie r < n, sq algebraicznie zalezne nad k wtedy i tylko wtedy, gdy

ofh .. 9fr
Ox1 Ox1
|/ : T : <.
oh ... Ofr
Oxn 0zn

Wnhniosek 3.6 ([30], wn. 2). Elementy f,g € klx1,...,x,| sq algebraicznie zalezne
wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzqg réownosci

of dg  dg of _
Oxi Qmj 81‘, 8xj B

0 dia 1<i<j<n.

Wniosek 3.7 ([30], wn. 3). Elementy f,g € k[x1,...,x,] sq algebraicznie zalezne
wtedy i tylko wtedy, gdy [f,g] = 0.

W sytuacji, gdy f,g € k[x1,...,x,] spelniaja réwnanie [f, g| = 0, okazuje sie, ze
mozna powiedzie¢ nieco wiecej niz tylko to, ze sa one algebraicznie zalezne.

Lemat 3.8 ([33], lem. 2). Wielomiany f,g € k[xy,...,x,] spelniajg réwnanie
[f, 9] = 0 wtedy @ tylko wtedy, gdy istnieje taki wielomian h € klzy,...,x,], Ze f,g €
k[h.

W przypadku, gdy f, g sa wielomianami jednorodnymi, uzyskujemy doktadniejsza
informacje o ich postaci.

Lemat 3.9 ([30], lem. 3). Jesli wielomiany jednorodne f,g € k[x1,...,x,]| spel-
niajq réwnanie [f,g] = 0, to istnieje taki wielomian h € klxy, ..., x,], ze f = ah®,
g =bh®, gdzie a,b €k, di,dy > 0.

Kolejna wtasnosé, przedstawiona w ponizszym lemacie, jest jednym z podstawo-
wych narzedzi, jakich bedziemy uzywaé¢ w dalszej czesci pracy. Tym razem dodatko-
wo zakladamy, ze ciato k jest algebraicznie domkniete. Podobnie zaktada¢ bedziemy

w uwadze B.1111 wniosku B.12
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Lemat 3.10 (metoda H-redukcji, [7], lem. 2.2). Niech H € k[xq,...,x,] be-
dzie niestatym wielomianem jednorodnym, ktory nie jest potegq wielomianu niZszego
stopnia oraz niech P € kl[xy,...,x,] bedzie wielomianem jednorodnym, dla ktérego
zachodzi

[H, P] = 0.
Wtedy istniejq takie a € k i d € N, ze
P =aH"

Ponadto, jesli deg H t deg P, to P = 0.

Dowdd. Wielomiany H i P sa algebraicznie zalezne, poniewaz [H, P| = 0 (patrz wnio-
sek . Na podstawie lematu istnieja elementy a, b z ciata k, dy, ds € N oraz taki
wielomian jednorodny h, ze

P = ah™ i H = bh®.

Poniewaz k jest algebraicznie domkniete, istnieje b € k takie, ze H = (Bh) * . Korzy-
stajac z zalozenia, ze H nie jest potega wielomianu nizszego stopnia, mamy dy = 1.
Mozemy zatem przyjac, ze h = H. Je$li P # 0, czyli a # 0, to deg P jest podzielny
przez deg H. ]

Uwaga 3.11. W szczegdlnosci powyzszy lemat zachodzi dla wielomianu H, ktory
jest bezkwadratowy.

Wniosek 3.12 ([7], wn. 2.3). Niech H € k[zy,...,x,] bedzie niestalym wielo-
mianem jednorodnym, ktory nie jest potegq wielomianu nizszego stopnia oraz niech
P € klzy,...,x,] bedzie wielomianem, dla ktérego zachodzi

[H, P] = 0.

Wtedy P € k[H].

Dowdd. Roztézmy P na sume sktadowych jednorodnych P = Fy + --- + P,;, gdzie
d = deg P. Korzystajac z zalozenia [H, P] = 0, otrzymujemy

(H,Py)|+[H, P +---+[H, Py =0.

Poniewaz jednak [H, P;| sa sktadnikami jednorodnymi réznych stopni (patrz lemat
m ponizej i rozwazania go poprzedzajace), wiec

[H,P]=0 dla i=0,....d. (3.8)

Z faktu, ze Py # 0 oraz [H, P;| = 0, wynika, ze d = rdeg H dla pewnego r € N. Na
podstawie (3.8)) i lematu istniejg takie ag,...,a, € k, a, # 0, ze

PldegH:a/[Hl dla ZZO,...,’I“

oraz P,=0dlai ¢ {0,deg H,2deg H,...,rdeg H}. a
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Kolejne wtasnosci, jakie zaprezentujemy, zwigzane sa ze stopniem nawiasu Poisso-
na pary wielomianéw. Stopien ten definiowaé¢ bedziemy w nastepujacy sposéb:

deg[f?.g] = max deg{<afag - ﬁ ag) [xiaxj]}a

1<i<j<n Ox; Or;  Ow; Ox;

gdzie przyjmujemy, ze
deg [z;, z;] =2 dla kazdego i # j oraz deg0 = —o0.

Poniewaz 2 — co = —o00, wiec mamy rowniez

deg[f,g] =2+ max deg

1<i<j<n

8!@' 0xj a{L‘j 8@

<Bf dg af 89)

Powyzej zdefiniowany stopien nawiasu Poissona pozwala nam wprowadzié¢

w C = @1<icjcn k[T1, . ., 2] 21, 2] cod w rodzaju gradacji:
C =&,
d=0
gdzie

o - Bicicjcn Flr1, - wp)azzi, 5],  dlad>2
7o, dlad=0,1

oraz klxy,...,x,); = {h € k[z1,...,2,] | degh =1, h—wielomian jednorodny}U{0}.
Elementy z Cy; nazywa¢ bedziemy jednorodnymi stopnia d. Przy tak zdefiniowanej
,eradacji” w C' zachodzi nastepujacy lemat.

Lemat 3.13. Jezeli f, g € k[xy, ..., x,] sq¢ wielomianami jednorodnymi, to

[f7 g] € Cdegf—i—degg'

Dowdd. Ze wzgledu na definicje Cqeg f+deg g Oraz formute

_ of dg  Of dg
[f, g] B légén (8% 8$j 8:(:j 81’1 [x“ x]] ’
wynika to z faktu, ze 6% € klx1,...,Tp)deg f—1 Oraz (%qj € klz1,...,Tp)degg—1 dla

kazdego 1, j. Innymi stowy

<8f dg af dg

(%Z- 8Ij 6mj aZL‘Z

) € klx1, ..., Tnldeg frdegg—2 dla kazdego 1 < i < j < n.

Ponizsza propozycja przedstawia zwiazek deg|f, g] z deg f i degg.
Propozycja 3.14. Niech f,g € k[xy,...,xz,|. Wtedy:
(a) deg[f, g] < deg f +degy,
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(b) deg[f,g] = deg f + deg g wtedy i tylko wtedy, gdy formy wiodgce f,g wielomiandw
f, g saq algebraicznie niezalezne (nad k).

Dowaod. Nieréwnosé @ wynika z faktu, ze

axi al'j alll'j le

deg[f,g] =2+ max deg

1<i<j<n

(af dg  Of ag>

oraz degg—jl <degf—1 ideg% <degg—1,dlal=1,...,n.
Dla dowodu punktu @ przyjmijmy, ze d = deg f, m = deg g oraz przedstawmy
te wielomiany w postaci:

f=lh+th+ -+ s (3.9)
g=go+ g1+ "+ Gm,

gdzie f;, g; sa sktadowymi jednorodnymi stopnia, odpowiednio, ¢ oraz j wielomianéw

fig. Poniewaz d = deg f, m = deg g, mamy f; # 0, g,, # 0. Na podstawie (3.9) oraz
lematu [3.13| mamy:

d+m—1
[fag]: Z Z [fi?gj]+[fd7gm]>
=2 i+j=l
przy czym
Z [fi,95] € C
itj=l

dla kazdego | = 2,3,...,d+m — 1 oraz

[fd?.gm] S Cd+m-

Zatem deg|f,g] = d + m wtedy i tylko wtedy, gdy [fs, gm] # 0. Natomiast to jest
rownowazne z faktem, ze f; = f oraz g,, = g sa algebraicznie niezalezne nad k. [

Kolejng wtasnosé nawiasu Poissona i jego stopnia podaje nastepujacy uzyteczny
lemat.

Lemat 3.15 ([15], lem. 3.20). Zaldozmy, ze f,g € Clzy,...,x,] s¢ postaci

f=a1+fot -+ ]i, g=x2t g2+ " gm,
gdzie fi,g; sa formami jednorodnymi stopnia i oraz deg[f,g] = 2. Wtedy f,g €
C[xl,l'g].

Na zakonczenie przedstawimy wtasnos¢ niezmienniczosci stopnia nawiasu Poissona
wzgledem liniowej zmiany uktadu wspétrzednych.

Lemat 3.16 ([15], lem. 2.8). Zaldzmy, ze f, g € k|xy, ..., x,], oraz Ze L € GL, (k).
Wtedy

deg[L*(f), L™ (g)] = deglf, 9],
gdzie L*(h) = ho L dla dowolnego h € k[xy, ..., x,].
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3.2. Zbiér rozwigzan réwnania [f], Pi| = [P, f5]

W niniejszym podrozdziale przedstawimy zastosowanie omowionych wezesniej wia-
snosci nawiasu Poissona do pelnego opisu zbioru rozwiazan réwnania [L], Pi] = [P, L3)].
Podrozdzial ten oparty jest w cato$ci na wynikach pochodzacych z pracy [6].

3.2.1. Zbiér rozwigzan réwnania [L], P|| = [P, Lj] dla danych form
liniowych Ly, L,

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ poszukiwaniem rozwigzan rownania

(L1, PA] = [P, L), (3.10)
gdzie Ly, Ly € k[xy, ..., z,] sa danymi formami liniowymi, r, s € N, danymi statymi,
a (P, P,) € k[xy,...,2,]? poszukiwang para wielomianéw. Nasze rozwazania beda

podzielone na podanie przyktadéw rozwiazan (patrz lematy i oraz pokaza-
nie, ze przyklady podane w lematach i wyczerpujg pelny zbior rozwigzan
(patrz twierdzenia i . W obrebie tego podziatu bedziemy réwnolegle rozpa-
trywac¢ przypadki, gdy Lq, Lo sa liniowo zaleznymi lub liniowo niezaleznymi forma-
mi liniowymi. Przejdzmy do lematu, ktéry prezentuje rodzine przyktadow rozwigzan
w przypadku, gdy Li, Ly sg liniowo zaleznymi formami liniowymi.

Lemat 3.17. Niech Ly, Ly € k[z1,...,x,] \ {0} beda liniowo zaleznymi formami
lintowymi, czyli Ly = ALy dla pewnego X € k \ {0}, oraz niech r,s € Ny. Jesli

r<sorazPp=1 (G(Ll) — uL‘i_TPg) : (3.11)
gdzie p = s\°, a Py € klz1,...,x,] i G € k[t] s¢ dowolne;
lub
r>s oraz Py = i (G(Ll) - TL{_SPl) : (3.12)
gdzie p = s\°, a Py € k[z1,...,x,] i G € k[t] sq dowolne,
to zachodzi rowno$é [Ly, Pi] = [Py, L3).

Dowéd. Przypomnijmy, ze odwzorowania Dip_) : Q — [P,Q], Di_ pj : Q — [Q, P] sa
k-rézniczkowaniami (patrz lemat lub propozycja. Warto jeszcze odnotowac, ze
Ly € ker Dyz, -y (Ly € ker Di_ 1,,7). Doktadniej, [Ly, L] = 0, jak réwniez [F(Ly), L] =
Ly, F'(Ly)] = 0 dla dowolnego wielomianu F jednej zmiennej.

Zgodnie z wypowiedzia lematu bedziemy rozwazaé¢ dwa przypadki (ze wzgledu na
relacje jaka wystepuje pomiedzy wyktadnikami stojacymi przy L; i Lo):

1. dla » < s mamy

(L5, P = rLi (Lo, P = rLy Loy} (G(Ly) = pLy " P | (3.13)
= —pLi Ly, Pyl
oraz
[Py, L3) = [Py, (AL1)*] = sAN°Li [Py, L] = —puLi Y [Ly, Py, (3.14)

a wige 7 (3-13) i (B-14) otrzymujemy [L}, Pi] = [Py, L3];



3.2. Zbiér rozwiazan réwnania [f], Pi] = [Pa, f3] 46

2. dla r > s zachodzg réwnosci:

(L}, Py =L ' [Ly, )
oraz

[P, L3) = [L (G(Ly) = rLi°Py)  (ALy)*| = 2N L7 [G(Ly) — r L Py, Ly
= —rL7 P, L] = rLy YLy, P,

na podstawie ktorych réwniez [L], Py| = [Py, Lj).
[l

Kolejny lemat przedstawia rodzing przyktadéw rozwiazan w przypadku, gdy Ly, Lo
s liniowo niezaleznymi formami liniowymi.

Lemat 3.18. Niech Ly, Ly € k[xy,..., 2, bedg liniowo niezaleinymi formami
lintowymi oraz niech r,s € N,. Jesli

oG

Py = L3yGo(L1, Lo) + 1L Ly o O (L1, Ly) + Gy (Ly), (3.15)
dG,

= LiGo(L, Lo) + 1L Ly 5 (L1, Ly) + Go(Ly), (3.16)

gdzie wielomiany Go € klz,y|, G1, G2 € k[t] sq dowolne, to
[Lg, Pl} = [P27L§]'

Dowdd. Korzystajac z faktu, ze Di_ p), Dip—) € Dery(k[X];C), [L1,Li] = 0 oraz
z (3.15)) dostajemy ponizszy ciag réwnosci:

(L3, ] = rLi~ Ly, P (3.17)

0Gy
= TLg_l [Ll,L§G0<L1,L2) 1L1LS 8 (Ll,LQ) +G1( )]

0G
=rL 1{3L5 'Go(Ly, Ly)[Ly, L) + Ly —— ay ®(L1, L) [Ly, L]

0 G() 82 GO

+ f[qL;*lW (L1, L) [Ly, Lo] + L L28 ay (L1, Lo) [, LQ]}

= {TSL{IL“;lGo(Ll, L2> + T’LT ILS 8G (Ll, Lz)

Jy
2

oG 892G,
+sL{L§‘18—;(L1,L2) LiLso—o 3

(L17 LQ)}[Lh LQ]
Argumentujgc analogicznie jak powyzej uzyskujemy:

[P27 L;] - SLS_I[P27 LQ] (318)

9G,
= s[5! [LqGO(Ll,LQH lrrp,=—0 5 (L1, L) + Go(Ly), L ]
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. 0Gy

e —— (L1, Lo)[L1, Lo]

= SLgl{ Lr 1G0(L1, LQ)[Ll, LQ] + L

0G 0%G
+ I L ay“ (L1, Lo) [Ly, Lo] + L L Lo a“ (Ly, Ly) [L, LZ]}
= {7”5LZILSIGQ(I47 LQ) + SL;L; ! aaGO (Ll, LQ)

2

Gy %Gy
rLi L2 (L, Lo) + L L (LI,LQ)}[Ll,LQ].

dy 20xdy
Z réwnosci (3.17)) oraz (3.18) otrzymujemy teze. O
Teraz przejdziemy do pelnego opisu zbioru rozwiazan réwnania [L}, Pi| = [Pa, L3].

Pokazemy, ze innych rozwiazan niz te, ktére zostaly podane w lematach [3.17)1 [3.18]
nie ma. Naturalnie, jak poprzednio, bedziemy rozpatrywac¢ dwa przypadki: gdy Ly, Lo
sg liniowo zaleznymi lub liniowo niezaleznymi formami liniowymi. Nastepujace twier-
dzenie dotyczy pierwszego z nich.

Twierdzenie 3.19. Niech Ly, Ly € k[zy,...,x,] \ {0} bedg liniowo zaleznymi
formami liniowymi, czyli Ly = ALy dla pewnego X € k\ {0}, oraz niech r,s € N,.
Zaldzimy ponadto, ze wielomiany Py, Py € klxy,...,x,| spelniajg réwnosé [Ly, Py] =
[P27 Lg}

e Jedlir <s, to P =1 (G(Ll) — LS*TP2) dla pewnego G € k[t] oraz pu = sA®.
e Jeslir > s, to Py = (G(Ll) —rLi 3P1) dla pewnego G € k[t] oraz = sA°.

Dowdd. Korzystajac z wtasnosci nawiasu Poissona mamy:

(L], Pi) =rLi ' [Ly, Py) = [Ly,r L7 Py, (3.19)
[PQ, Lg] = [PQ, ()\Ll)s] = S)\sLiil[PQ, Ll] = [II,LLTilPQ, Ll] (320)
Nastepnie z zatozenia [L}, Pi] = [P, L], antysymetrycznosci nawiasu Poissona oraz

(3.19) i (3.20) dostajemy réwnosé

[Ll, Lr 1P1] [Ll, /LL 71P2]

lub réwnowaznie

[Ll, T‘L;ilpl + ,LLLT71P2] =0.
Na podstawie wniosku istnicje G € k[t] taki, ze:

rLi P 4 pli T Py = G(Ly). (3.21)

Lewa strona réwnosci 1) jest podzielna przez me{r b= 1}, a wiec odpowiednia
podzielno$¢ musi zachodzié¢ dla strony prawej, zatem rozpatrujemy dwa przypadki:

1. gdy r < s, wtedy

G(L . G(Ly
P = % ( L(’{ll) — uLi_TP2> , gdzie L(T 1) € k[L];
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2. gdy r > s, wtedy

iy (G0 . s O o

I :
0J

Zanim przejdziemy do twierdzenia dotyczacego opisu petnego zbioru rozwiazan
w przypadku, gdy Li, Ly sa liniowo niezaleznymi formami liniowymi (twierdzenie
, podamy narzedzia, ktére beda wykorzystywane w jego dowodzie. Na poczatek
przeanalizujmy przyktad, ktory przedstawia idee dowodu twierdzenia (3.24]

Przyktad 3.20. Rozwazmy P, Q € k[z,y|, dla ktérych zachodzi réwnosé
[z, P] = [Q,y]. (3.22)

Jest to szczegblny przypadek réwnosci [LY, Pi] = [P, L§]. Rozpisujac wprost z definicji
nawiasu Poissona otrzymujemy

0P = (5250 = 520 bl = Gl

37:16873/ B (97/ ox dy
Y= Or 0y 0Oy Ox Y= gy Y
Zatem
opr _ 0@
oy Oz’
a wiec mozemy skorzystaé z lematu Poincarégo dla k[z, y| (lemat ponizej). Na jego
podstawie istnieje taki wielomian G € k[x,y], ze P = %—g oraz () = %. Podsumowujac,

wszystkie rozwiazania (3.22) sa postaci

gdzie G € k[z,y| jest dowolnym wielomianem.
Przypomnijmy wypowiedz lematu Poincarégo.

Lemat 3.21 (lemat Poincarégo - wersja algebraiczna, [3], lem. 1.3.53). Niech

R bedzie Q-algebrg oraz niech by, ..., b, € R[xy,...,x,] bedg takimi wielomianami, Ze
dla kazdych 1,7 mamy gij = %‘ Wtedy istnieje taki wielomian f € Rxy, ..., x,)], Ze

b; = % dla kazdego 1.

Przejdzmy do lematow, z ktérych bedziemy korzysta¢ w dowodzie twierdzenia
Pierwszy z nich méwi, ze wszystkie rozwigzania réwnania (3.10]) sa tzw. rozwiazaniami
wewnetrznymi tj. P, Py € k[Ly, Lo] C k[zq, ..., x,).

Lemat 3.22. Niech Ly, Ly € k[xy,...,x,] bedg liniowo niezaleznymi formami
liniowymi oraz niech r,s € Ny. Jesli wielomiany Py, Py € klxy,...,z,]| spelniajq
réwnosé [LY, Pi| = [Py, L], to istniejq takie Hy, Hy € k[z,y], Ze

P1 :Hl(Ll,LQ) oraz PQZHQ(Ll,LQ).
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Dowdd. Dobieramy formy liniowe Ls, ..., L, € k[xy,...,z,] w taki sposéb, by wraz
z Ly, Ly tworzyty uktad liniowo niezalezny. Wtedy k[L1, ..., L,] = k[z1, ..., x,]. Tak
wiec istnieja takie wielomiany Hy, Hy € k[z1, ..., x,], Ze

P =Hy(Ly,...,L,) dlai=1,2.

Naszym celem jest pokazanie, ze wielomiany H; oraz H, nie zaleza od zmiennych

3, ..., Ty W zwiazku z tym przyjrzyjmy sie nastepujacym réwnosciom:
(L], P = 7“er1 (L1, P1] = 7"quﬂ71 (L1, Hi(Ly, ..., Ly)] (3.23)
H
—Z rLh- 18 “(Ly, ..., L) [Ly, L]
8H1 " _,0H;
=Lt Ly,...,L,) Ly, L LY== (Ly,..., L) [L1, L;
rLy 8x2<1’ , Ln) [ Ly, 2]+;T1 az,i(l, , L) [Ly, Li]
oraz
s s—1 s— 18H2
[Py, L] = sLi ™ [Py, Lo] = Z sL; o (L1, ...y Ln) [Ls, Lo] (3.24)
i=1
OH. OH
= 5Ly o= “2(Ly, .., Ly) [Ly, Lo] — Z Ly 2(Ly, ..., Ly) [La, L) .
T i=3 L
Elementy postaci [L;, L;],1 < i < j < n tworza baze¢ k[xy,...,z,]-modulu wolnego

{Zihlfe gl | b, g0 € k[Ly, ..., Ln] }. Z zalozenia mamy [LY, Pi] = [P, L3], wiec
musi zachodzi¢ réwnos¢ wspotczynnikow stojacych przy odpowiednich elementach ba-
zowych w wyrazeniach stojacych po prawej stronie réwnosci (3.23) i (3.24]). Poniewaz
sktadniki zawierajace wyrazenia [Ly1, L;], dlai > 3, po prawej stronie ([3.24]) wystepuja
ze wspolczynnikami rownymi zero, wigc i wspotezynniki przy tych elementach w ((3.23))

muszg sie zerowacé. Zatem %Zl =0, dla kazdego i > 3, a to znaczy, ze Hy € k[xy,xs).
Podobnie argumentujac uzyskUJemy, ze réwniez Hy € k[zy, x]. O
Lemat 3.23. Niech Li,Ls € k[zy,...,z,] bedqg liniowo niezaleznymi formami
lintowymi. Zalozmy, ze Py, Py € klxy,...,x,] spetniajg réwnosé [Ly, P] = [Ps, Lo].
Wtedy
oG oG
P1 = %(Lla Lg) oraz P2 ay <L17 L2>

dla pewnego G € k[z,y].

Dowod. Na podstawie lematu |3.22) wiemy, ze
P17 P2 € k[LhLZ} C k[xh s 71;71]’

Formy liniowe Lq, Ly sa liniowo niezalezne (nad k), zatem sa réwniez algebraicznie
niezalezne (nad k) i tym samym k[Lq, Lo] = k[x, y]. W takim razie mamy sytuacje jak
w przyktadzie [3.20 gdzie L, i Ly petnia role x i y. 0

Nastepujace twierdzenie wspolnie z lematem podaje opis petnego zbioru roz-
wigzan, gdy Li, Ly sg liniowo niezaleznymi formami liniowymi.
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Twierdzenie 3.24. Niech Ly, Ly € k[xq,...,x,] bedq liniowo niezaleznymi for-
mami liniowymi oraz niech r,s € Ny. Zalozmy, ze Py, Py € kl[xq,...,x,] spelniajq
rowno$é LY, P] = [Py, L3]. Wtedy

0G

oz

oG
Py = L}Go(Ly, Ly) + 1L Ly ayo

P = L5Go(Ly, Lo) + 1L Ls—— (L1, Ls) + G1(Ly),

(L1, La) + Ga(Ly),

dla pewnych Gy € k[x,y] oraz G1, Gy € kl[t].

Dowaod. Korzystajac z faktu, ze nawias Poissona jest rozniczkowaniem zaréwno ze
wzgledu na pierwszy, jak i na drugi argument, uzyskujemy réwnosci:

(L7, P] =rLi YLy, P]| = [Ly,r L P,
[PQ,L ] _SLS I[PQ,LQ] [SL _1P2,L2]

Z powyzszych réwnosci wynika, ze zbior rozwiazan réwnania [L], P] = [Py, Lj] jest
réwny zbiorowi rozwigzan réwnania [Ly, L] ' P,] = [sLy ' P,, Ly]. Na podstawie le-
matu istnieje taki wielomian G € k[Ly, Lo| (L1, Lo sa algebraicznie niezalezne
nad k, wiec moga by¢ traktowane jako zmienne), ze

,, oG . oG
rLy P = oL, oraz sLy'Py = oL, (3.25)
Zatem oG
Lr 1 Ls 1
| oL oraz | OLa

Zauwazmy, ze wielomian G € k[Lq, Ly] moze by¢ jednoznacznie przedstawiony w na-
stepujacy sposéb

G - LgL;Go(Ll, Lg) + Lgél(Ll, Lg) + LSGQ<L1, LQ) + ég(Ll, LQ),

gdzie deg;, Gi(Ly, L) < s, deg;, Go(Ly, Ls) < r, natomiast deg;, Gs(Ly,Ly) < r
oraz deg;, G3(L1, Lo) < s.
Policzmy pochodng czastkowa z G wzgledem pierwszej zmienne;j:

oG . en . G,
oL, rLy L§Go(Ly, Ly) 4+ L Ly —— oL, (L1, Ly) + 1Ly Gi (L, Lo) + L L, (Ly, Ly)
OGo 0G,
+ L2 3L, 2(Ly, Ly) + == 3L (L1, Ly). (3.26)

7 poprzednich rozwazan wiemy, ze L} ! 80 Poniewaz L7 ™' dzieli kazdy z pierwszych
czterech sktadnikow praweJ strony - wiec musi dzieli¢ réwniez sume dwoch po-

zostatych. Ponadto deg LQ < deg;, G5 < s, wiec supp ( L3 ggz) N supp (aa;) — 0.
Oznacza to, ze te skladmkl mozemy rozwazaé oddzielnie, w nastepujacym sensie

oGy 0G4 OG- dG
L’I’ 1 Lsi il Lr 1 L Lr 1
| ( 29L, 8L1> T TR
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Poniewaz degy, <L§ g(L;?) < r — 1 oraz degp, aGS < r — 1, wiec zadane podzielnosci
zachodzg, gdy 5 8G2 =0 oraz % = 0. Wnioskujemy stad, ze Gy, G5 € k[Ls].

Nastepnie pohczmy pochodn@ czastkowsg wzgledem drugiej zmiennej:

oG ;e oG A
L= LtsLy ' Go(Ly, Ls) + LT LS 8L§ (Ly, Lo) + L} GL; (L1, Ly) + sL ' Go(Ls)
G- G
LS L L
+ 2 8[/2 ( 2) aL2 ( 2)

Argumentujz%c analogicznie, jak poprzednio, otrzymujemy, ze G, G5 nie zaleza od Ls.
Reasumujac, Gy € k[L4], Gy € k[Ls) oraz Gs € k. W tym momencie wiemy wiecej
o postaci wielomianu G, a mianowicie

G = LL3Go(Ly, Ly) + LiG1(Ly) + L3Ga(Ls) + Gs. (3.27)

Na podstawie (3.27) pochodne czastkowe wzgledem pierwszej i drugiej zmiennej
mozemy teraz zapisa¢ w nastepujacy sposob:

oG 1l s 0Gy G,

aiLl = TLl ! [LQG()(Ll, Lg) + %LlLQ 6[/1 (Lh LZ) + GI(LI) + Ll 8L1 (Ll):|7

oG - .. 0G ~ oG

o1, = °Ls ! {LlGO(Ll,LQ) +17L, aLs (L1, Ly) + Go(Ls) + 1Ly 8L22 (Lg)}
Korzystajac z réwnosci (3.25) oraz przyjmujac Gy(L,) = G1(Ly) + 10,55 8G, L(Ly) oraz
Ga(Ly) = Gy(Ly) + 1L, 8GQ(LQ) dostajemy teze. O
3.2.2. Zbiér rozwigzan réwnania [f], P|| = [P, f5] dla dwuwymiarowego

systemu zmiennych

Przypomnimy kilka pojec¢ i faktow z algebry liniowej, ktére beda istotne w dalszych
rozwazaniach.
Dla danej macierzy C' wymiaru n x m o wyrazach z pierScienia przemiennego

Ci1 + Cim
R, czyli C' = oo, € M(n,m;R), i dwoch ciagéw liczb catkowitych
Cn1  Cnm
1< <...<i.<noraz 1 < j; <...<j <m,gdzie r < min{n,m}, przez
Cﬁ ;T bedziemy oznacza¢ minor stopnia r macierzy C', o wyrazach z wierszy iy, ..., 1,
i kolumn 7jy,...,7,, a wiec
Civji " Cigy
010 .
Ciir = det
Cipji " Ciggr

Ponizszy lemat, przedstawiajacy minory iloczynu macierzy A i B przy pomocy
minoréw macierzy A oraz B, bedzie potrzebny w dalszych rozwazaniach.
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Lemat 3.25 ([25], str. 160). Dla dowolnych macierzy A € M(l,n;R), B €
M(n,m; R) oraz dwéch ciggow silnie rosngeych 1 < i; < ... < i, < [, 1 < j; <
oo < Jr <my gdzie r < min{l,n,m}, zachodzi réwnosé

(A-B)r = > Ay B

Jiewdir 1o
1<h<..<lr<n

Pojecie czedciowego systemu zmiennych mozna znalezé w [5], rozdziat 3.1]. Ponizej
zdefiniowane pojecie r-wymiarowego systemu zmiennych jest jego nieznaczng mody-
fikacja.

Definicja 3.26 (r-wymiarowy system zmiennych). Niech 1 < r < n oraz
niech k[X| = kl[zy,...,z,). Uktad (f1,...,f.) € k[X]" nazywamy r-wymiarowym
systemem zmiennych w k[X], gdy istnieja fri1,...,fn € k[X] takie, ze (f1,..., fn)
jest k-automorfizmem k[X].

Uwaga 3.27. Uktad (f1,...,[f;) € k[X]" jest r-wymiarowym systemem zmien-
nych, jezeli daje sie go dopemié¢ do pelnego systemu zmiennych. Zatem f; jest jedno-
wymiarowym systemem zmiennych w k[X]| wtedy i tylko wtedy, gdy fi jest zmien-
na w k[X]. Jak réwniez uktad (fi,..., fn) jest n-wymiarowym systemem zmiennych
w k[X] wtedy i tylko wtedy, gdy jest on uktadem wspo6trzednych.

W kolejnym lemacie, jak rowniez w dalszych rozwazaniach, bedziemy uzywac¢ na-
stepujacego oznaczenia dla zbioru rozwiazan réwnania [hy, P] = [P, ho| danego przez
dowolng pare wielomianéw hy, hy € k[X] :

SOISGt(hl,hQ) = {(Pl,PQ) € k’[X]Q ‘ [hl,Pl] = [Pg,hz]} .

Lemat 3.28. Dia dowolnej pary wielomiandw (hy, he) € k[X]? oraz dowolnego
automorfizmu F przestrzeni k™ zachodzi réuwnos$c

(I)F (SolSet(hl, h2)) = SolSet ((I)F<h1, hg)) s
gdzie @ jest odwzorowaniem zdefiniowanym nastepujgco
(I)F . k[X]Z > (Gl, Gg) — (Gl ¢ Fﬁl,GQ 9] Fﬁl) S k[X]z

Dowad. Zacznijmy od spostrzezenia, ze nawias Poissona mozemy zapisa¢ przy pomocy
minoréw stopnia dwa z macierzy Jacobiego pary wielomianéw f, g € k[X]:

[f9l= > (Jac(f.9));] - [wi )], (3.28)
1<i<j<n
gdzie
of ... Of
et = 5 7 % |
ox1 Oxn

jest macierza Jacobiego odwzorowania (f,g) : k™ — k?. W pierwszej kolejnosci zaj-
miemy si¢ zawieraniem ®p (SolSet(hy, he)) D SolSet (Pp(hi, he)). Zanim udowodni-
my te inkluzje, zauwazmy, ze odwzorowanie ®p : k[X]|* — k[X]? jest bijektywne
oraz (&p)"! = ®p1. Biorac dowolne (P, P5) € k[X]? i zakladajac, ze (P, P,) =
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Pp(Pr, ) € SOIS@t(%ﬁz% gdzie (711,%2) = ®p(hy, hy), mamy [Elvﬁl] = []52aﬁ2]
i dalej na podstawie (3.28]) dostajemy

~ ~ 12 ~ o~ 12
(Jac(hl,Pl))ij = (Jac(PZ,hg))U (3.29)
dla kazdych 1 < i < j < n. Poniewaz
Po=PoF oraz hi=hoF dlai=12, (3.30)
wiec na podstawie otrzymujemy
i, B)=[lo F,BioFl= Y (Jac((hu, Bi) o F));? s ), (3.31)

1<i<j<n

dla [ = 1,2. Przyjrzyjmy sie pojedynczemu wspoétczynnikowi powyzszej sumy przy

ustalonych 7, j. Stosujac regulte tancuchowa, lemat (dla Il = 2,m = n oraz

R = k[X]), a nastepnie réwnosé ([3.29) mamy
12

(Jac((hs, 1) o F)) = (Jac(hy, Py)(F) - Jac F))

12
ij .

(3.32)

N

= Y (Jac(h, P)(F)),, - (JacF)i3"
1<l <l2<n "

= Y (Jac(Poha)(F)) - (JacF)L
1<l <la<n 12

= (Jac((f’g, hy) o F))Zl]2

Na podstawie réwnosci , ktora zachodzi dla kazdych 1 < ¢ < j < n, oraz réw-

nosci dostajemy [hy, P1| = [P2, ho]. Tak wiec (P, P») € SolSet(hy, hs), a zatem

O (P, Py) € ®p(SolSet(hy, hy)). Z dowolnosci wyboru pary (P, P,) € k[X]? oraz

bijektywnosci odwzorowania @ otrzymujemy zadane zawieranie.

W celu uzyskania przeciwnej inkluzji postuzymy si¢ podobna argumentacja dla
odwzorowania ®p-1. Poniewaz ®p(hy, hy) = (hy o F7' hyo F7') = (hy, hs), wiec
&5t (hi, hy) = (hyo F hyo F) = (hy, hy). Korzystajac z udowodnionej inkluzji, ale dla
Pp1 = &5, mamy:

SolSet(hy, hy) = SolSet(®5! (hy, hy)) C B! (SolSet(hy, hy)) = @7 (SolSet(Pp(hy, hs))).
Stosujac ®r do powyzszej inkluzji dostajemy

(I)F(SOISet(hl, hg)) C SOISGt(@F(hh hg))

Teraz mozemy przedstawi¢ gtowne twierdzenie tego podrozdziatu.

Twierdzenie 3.29. Niech (fi, f2) € k[X]? bedzie dwuwymiarowym systemem
zmiennych. Para (Py, Py) € k[X]? jest rozwigzaniem réwnania

T, P = [Py, £5]



wtedy 1 tylko wtedy, gdy

= [5Go(f1, f2) + flfz aaGO (f1, f2) + G1(f1),

= RGolfi, f) + L 50 (i o)+ Galf).

gdzie Gy € k[z,y] oraz G1, G2 € kl[t].

Dowdd. 7 definicji dwuwymiarowego systemu zmiennych istnieja fs,..., f, € k[X]
takie, ze F' = (fi, fa, ..., fn) jest automorfizmem przestrzeni k™. Teraz dla odwzoro-

wania @ mamy Pr(f7, f3) = (27, 23). Z twierdzenia oraz lematu , w ktorym
przyjmujemy L, = r; oraz Ly = 1, otrzymujemy pelny opis zbioru SolSet(fl) (1, 13)),

a mianowicie (P, P;) € SolSet(®p(f7, f3)) wtedy i tylko wtedy, gdy

- oG
P = 3G (1, 25) + ;xlx;a?o (21, 22) + G1(x1), (3.33)

Go
aiy (.’ﬂl, ZEQ) -+ GQ(.TQ) (334)

D r 1,.r
PQ = Z’lGQ(.I'l, 1'2) + gxl.il?g

dla Gy € k[z,y| oraz Gy, G € k[t]. W szczegblnoscei dostajemy

SolSet(®r(f], f3)) C k[z1, z2]*. (3.35)

Na podstawie lematu [3.28 oraz ([3.35]) otrzymujemy

SolSet(f7. f5) = {(P.. Py) € k[X)* | @x(P1, P2) € SolSet(®r(ff, /3))}
{Cb Pl,PQ ‘ Pl,PQ)GSOISet (I)F fl?fQ))}
={0p (P, By) | (P1, o) € SolSet(Pr(f], £3))}

= {(Pi(f1, £2), Pa(fr, 2)) | (P1, P) € SolSet(®r(f], f3))} -

Z powyzszej rownosci oraz z (3.33)) i (3.34]) dostajemy teze. ]



Rozdziat 4

Pary wielomianéw o niskim stopniu
nawiasu Poissona

Materiat znajdujacy sie w tym rozdziale w catosci zostat opracowany na podstawie
wynikéw zawartych w pracy [7]. Wyniki te sformulowane sa dla ciata C, niemniej
jednak prawdziwe sg dla dowolnego ciata algebraicznie domknigtego charakterystyki
zZero.

Zatézmy, ze mamy dwa wielomiany n zmiennych F' i G odpowiednio stopnia d
i N, gdzie d < N. Mozemy je jednoznacznie przedstawi¢ jako sume wielomianow
jednorodnych nazywanych sktadowymi jednorodnymi:

F:F1+—|—Fd oraz G:G1++GN

Sktadowa jednorodna Fy jak i Gy pomijamy, gdyz w naszych rozwazaniach bedziemy
zaktadaé, ze sa one réwne zero (nawias Poissona nie zalezy od wyrazéw wolnych).

W dalszych rozwazaniach bedziemy zakladaé, ze stopien nawiasu Poissona tej
pary wielomianéw jest odpowiednio niski. W szczegélnosci bedziemy zaktadaé, ze
deg[F,G] < d+ N (to znaczy nie osiaga swojej maksymalnej wartosci, czyli nie jest
réwny sumie stopni wielomianéw F' i G). To implikuje, ze sktadowa jednorodna stop-
nia d + N nawiasu Poissona pary F,G, czyli [Fy, Gy] jest réwna zero. Zatem na
mocy lematu istnieja takie a,b € C*, ki, ko € N i wielomian jednorodny h, ze
Fy = ah® oraz Gy = bh*2. Innymi stowy, formy wiodace wielomianéw F' i G mozemy
zapisa¢ przy pomocy jednego i tego samego wielomianu jednorodnego h. Bez straty
0g0lnosci mozemy zalozy¢, ze h jest wielomianem jednorodnym, ktory nie jest potega
zadnego innego wielomianu istotnie nizszego stopnia niz t = deg h, oraz korzystajac
z algebraicznej domknietosci ciata C, ze a = 1. Wtedy forma jednorodna najwyzszego
stopnia wielomianu F' ma posta¢ F; = h%, natomiast dla wielomianu G: Gy = a Nh¥7
gdzie dla wygody zapisu b = an € C*. Oczywiscie stopien wielomianu h musi dzieli¢
zaréwno stopien F) jak i stopien G. Ze wzgledu na wygode Czytelnika wyniki zawarte
w caltym tym rozdziale beda najpierw formutowane i dowodzone w przypadku ¢ = 1,
a nastepnie uogolniane dla dowolnego ¢t > 1. Ponadto, w przypadku ¢t > 1 wyniki
podrozdziatéw i wymagaja dodatkowego zalozenia, ze h jest wielomianem
bezkwadratowym.
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4.1. Zaleznos$¢ pomiedzy sktadowymi jednorodnymi pary
wielomianéw o niskim stopniu nawiasu Poissona

Ten podrozdziat zaczniemy od przedstawienia lematow przygotowawczych, o cha-
rakterze technicznym, ktére wykorzystamy w dalszych obliczeniach. Podamy teraz
lemat, ktory pozwala w pewnych sytuacjach przedstawi¢ sume kilku nawiaséw Pois-
sona w postaci jednego nawiasu Poissona.

Lemat 4.1. Zaléimy, ze dla v = 1,...,i + s — 1 wielomiany G, € C[X] mozna
przedstawic¢ przy pomocy wielomianow Fy, ..., Fs, h € C[X] w nastepujgcy sposdb:
G, = > cW oL, . paspao, (4.1)

a=(ao,...,ats) ELXN*

gdzie cg‘) € C, s =d—1. Zatozmy ponadto, Ze dla kazdych k il takich, ze 1 < k,l < s,
oraz dla dowolnego wielowskaznika o € Z x N* wspdlczynniki W spetniajg waruneck
(C1) (o + Ve, = (o + Vg™,

gdzie e = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ..., es = (0,...,0,1) sg wektorami bazy
standardowej w R¥TL. Wtedy

[Fy, Gi] + [Fs_1,Giza| + -+ + [F1, Girs_1]

_ @ (i+5—1) al |, [e % ao—l
- > arCamey VT FR (4.2)
Q€ZXNL xNs—1
ag (1+5=2) pas aspao—1

a€Zx{0}xN; xNs—2

+ Y aocl) Foshee™t

a€Zx{(0,...,0)} xN e
Dowdd. Na podstawie propozycji dostajemy
[}, Fo1 ... FOpo0] = qF%1 ... Fospoo=L[fy ] 4 g FO-1foe ... pospoo [ o]
4+ 4 asFlal . Fs(ljl_ngs_lhao [F’“ FS]

S
= aoF" - PR Fy b + Y agFf - FF R [F, F).
j=1
Nastepnie stosujac zatozenie o postaci wielomianéw G, liniowo$¢ nawiasu Poisso-

na oraz powyzsza rownosé, otrzymujemy, ze

[Fs, Gi] + [Fs—1, Giza] + -+ - + [F1, Gigs—1]

S S

=Y IR, Gipad) = Y[, > D PO b
=1 =1 a=(ag,...,os ) EZXN?®
=YY (e NagE e Feeheo (R A

=1 a=(ao,...,0s ) EZXN*
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n Z CSJ“S_Z)O%F{M .. FgSFl;lho‘O [, Fk])

k=1
— > St gyt Feoh® [F, B
a=(ao,...,as)EZXN® [=1 L (43)
+ > oD et FRF R, By

a=(ag,...,as ) EZXN?® =1 k=1

Pokazemy teraz, ze drugi ze sktadnikow w powyzszej sumie wynosi zero. W tym ce-
lu skorzystamy z antysymetrycznosci nawiasu Poissona oraz z warunku . W pierw-
szej kolejnosci zauwazmy, ze na mocy antysymetrycznosci wszystkie sktadniki z £ = (
sg réwne zero. Zatem

> D> e FRE [,

a=(ag,...,as)EZXN?® =1 k=1

= X (X A BRI, F
a=(ag,...,as ) ELZXN®  1<k<I<s
+ ¥ Cgﬂfl)oékplal...ngF,glhao[E,Fk])
1<I<k<s
= 3 S (it F [, By

fe
a=(ag,...,as) EZXN® 1<k<IL<s

Grupujac odpowiadajace sobie wyrazy, powyzszg sume mozemy zapisa¢ nastepujaco:

) S (D e+ DER - FO R R, R

a=(ag,...,as) EZXN? 1<k<I<s

+ e o+ DEP - Foh*[Fy, F).

Wystarczy teraz skorzysta¢ z antysymetrycznosci nawiasu Poissona oraz warunku
(C1)), aby zauwazy¢, ze
e (g + 1) FPL - FO RO [Fy, Fy] + s (g + 1) Fer - F2h[Fy, F]

a+-ep a+-e;

= [cSfe Mo+ 1) = 8 (+ 1) P Fohe [, By = 0.

a+e;

Zajmijmy sie w takim razie pierwszym skladnikiem sumy (4.3)), czyli

> Y apePTUER - FRh T [, . (4.4)

a€ZXxNS [=1

Ze wzgledu na wygode zapisu przyjmujemy, ze dla dowolnego u wspotczynnik
wystepujacy w przedstawieniu G, czyli C(ZO’M,QS) jest rowny zero, gdy o; < 0, dla
pewnego [ = 1,...,s. Zatem przenumerowujac sume (w obrebie kazdego sktad-
nika sumy wewnetrznej z osobna) mozemy ja zapisa¢ nastepujaco:
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> ool TVEN  FR T [Fy A
a€ZXNs
+ > eI FX by, b
QEZLXNS
et Z aocg)Flal ... Fsashozofl[Fs’ h]
aEZXNs
= > agh® (T VEM R - PRy B (4.5)
aE€ZxNs

+e 5;*; DFMFge T g FO[Fy, B
4. (z) Fa1~~~Fas 1Fas 1[Fs,h])

Jezeli oy # 0 dla pewnego [ € {1,..., s}, to korzystajac z faktu, ze nawias Poissona
jest C-rézniczkowaniem, zachodzi ponizsza réwnosé

1 (i+s=1) FOé1

[alca o o FOs h] _ oy its— l)Fo‘l 1F°‘2

OT; a—e; e FuS [Fh h] (46)
+ a2 fj+§, DER Ry Fgs ... FO [ Fy, B
+...+%c(l+s V-

o, Ca—e 'Fas 1Fas_1[Fsah]
_ g+§1 I)Fa1 lFocg . FOcs [Flv h]
+ ((;-I—; 2)Fa1Fa2 1Fa3 . ng [FQ, h]
4+ 4 C&)_esplon e Ffflef‘s_l[Fs, h]
gdzie drugg z powyzszych rownosci mozemy uzasadni¢ w nastepujacy sposéb. Miano-
wicie dla [ € {1,..., s} warunek (C1]) zastosowany do oo — ¢; — e}, daje réwnosé

[(ay — 1) + 1] = [(ag — 1) + 1]cltFeR)

(a—ej—ex)tex (a—ej—ep)+ep?

lub réwnowaznie

(g =1)+1 (i+s—1) _ (its—k)
(=141 “(a—e—ep)+er — “(a—ei—eg)+er’
ap (i+s=l) _  (i+s—k)
o ba—er T Ca—ey

Zauwazmy réwniez, ze dla g = 0 Wspolczynmk C(a+8el )ek) Lo, Jest rowny zero, poniewaz

(—e;—ep)+e ¢ ZxN°. Zatem z i (4.6) wynika, ze sume mozemy zapisaé
w nastepujacy sposéb:

Z hoo— 104(;0((124-:[ 1) FOél .. .ng ’ hi .

a€ZxNS

Dalej odpowiednio grupujac sktadniki w powyzszej sumie otrzymujemy teze O]

Przedstawimy teraz dwa lematy, ktére tacznie pozwola nam w dalszej czesci na
przeprowadzenie pewnego rodzaju indukcji.
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Lemat 4.2. Niech h bedzie wielomianem jednorodnym, ktory nie jest potegq wie-
lomianu niZszego stopnia. Ponadto niech wielomiany Gy, ..., Giis 1 majg postac jak
w lemacie oraz spetniajq warunek . Jesli dla pewnego r € N i wielomianu
Gi_1 jest spelnione réwnanie [h", G;_1] + [Fs,G;] + -+ - + [F1, Girs-1] = 0, to

Gifl _ Z C((Xifl)Floq . Fsocshom’

a=(ao,...,as) ELXN?

gdzie ¢~V € C. Ponadto, dla kazdego o = (g, ..., ) € Z x N°* orazl € {1,...,s},
jesli oy > 0, to zachodzi rownosé
(=1) _ ap (i+s=))
(PJ) ca—reo - fozca—el .

Dowdd. Korzystajac najpierw z faktu, ze nawias Poissona jest rézniczkowaniem ze
wzgledu na pierwszy argument, a potem, ze jest rézniczkowaniem ze wzgledu na drugi
argument (patrz propozycjal3.3|) oraz antysymetrycznosci nawiasu Poissona dostajemy

[hr, Gifl] = Thril[h, Gifl] = [h, T’hrilGifl] = [—ThrilGifl, h] (47)
Na podstawie zatozen lematu, réwnosci (4.7)) i lematu mamy

0=[h",Gia] + [Fs,Gi] + - + [F1, Gigs1]

G S sd R

a€ZxNy xNs—1

A el

ay
a€Zx{0}xN; xNs—2

D DR T S 1
aGZx{(O,...,O)}XN+

a zatem z wniosku [3.12] istnieje taki wielomian P jednej zmiennej, ze

P(h) _ —T’hr_lGi_l + Z aoc(z—i—s 1)Fa1 L Fsashao—l

ay Ca—el
CMGZXN+XNS 1

+ > ag (IT52) ppaz ., o pao=1

g Ca—e2
a€Zx{0}xNL xNs—2

f S md e
a€Zx{(0,...,0)} x N4

Rozwiazujac powyzsza rownosé ze wzgledu na G;_; dostajemy

1
Gioi = ( S R e (438)
rh a€ZxN4 xNs—1
f T e e

a€Zx{0}xNj xNs—2
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+ > ancl) | Foaheo! — P(h)) .

a€Zx{(0,...,0)} x N4

Pokazalismy zatem, ze wielomian G;_; ma stosowne przedstawienie.

Przejdziemy teraz do dowodu warunku . Jezeli | = 1, to jest on bezposrednia
konsekwencja . Istotnie, w tym przypadku interesuja nas tylko wspétczynniki
sktadnikow wystepujacych w pierwszej sumie po prawej stronie réwnosci , wie-
lomian h wystepuje w potedze oy — r, wiec wspotczynniki cgjgo wielomianu G;_4
spetniaja réwnos¢ z warunku . Zatézmy zatem, ze [ > 11 oy > 0. Jesli dla
ustalonego | poprzedzajace wyktadniki oy = ... = ;1 = 0, to jak wyzej réwnosé
w warunku (P1)) wynika z . W przeciwnym przypadku mozemy zatozy¢, ze istnieje
liczba naturalna dodatnia k < [, dla ktérej oy > 0 oraz zachodzi rownosé

(1-1) __ oy (its—k)
a—rep T poy €k

W szczegdlno$ci mozemy wzig¢ najmniejsze k, dla ktorego ap > 0, a to na mocy
wczedniejszego rozumowania daje nam gwarancje, ze zachodzi powyzsza réwnosé. Wy-
starczy teraz skorzysta¢ z warunku zastosowanego do o — e; — e, z ktorego
dostajemy

(g — 1) + 1] D = [(og — 1) + 1] P

(a—er—ex)+ex (a—ej—eg)+ep

lub réwnowaznie

(i+s—1) (i+s—k)
Oékcafel - CVlcozfek )

co w konsekwencji daje
rag Q—€l T oray, Y€k

i konczy dowod. O

Lemat 4.3. Niech r € N, oraz niech h bedzie wielomianem jednorodnym, ktory
nie jest potegq wielomianu nizszego stopnia. Ponadto niech wielomiany Gy, ..., Givs1
majq postaé jak w lemacie oraz spetniajg warunek , a wraz z wielomia-
nem Giis, Towniez postaci jak w lemacie dla kazdego 1 < | < k < sia =
(g, .. .,a5) € Z x N° spelniajg warunek

(C2) D = a0 SR 1y 00 S 0,

a—reg rag CO—ek
Jesli ponadto dla wielomianu G;_1 zachodzi [h", Gi—1|+|[Fs, Gi|++ - -+ [F1,Gits-1] = 0,
to

(a) wielomiany G;_1,G;, ..., Giys_o spelniajg warunek ,
(b) wielomiany G;_1, G, ...,Girs1 spelniajq warunek (C3),

przy czym zastepujemy ¢ przez i — 1, a r pozostaje to samo.

Dowdd. W pierwszej kolejnosci udowodnimy podpunkt @ W takim razie niech
1<I<k<s,a=(a,...,as) € Z xN° oraz a > 0. Jedli | = 1, to podpunkt
@ wynika z wlasnosci (P1)), w ktérej za [ nalezy podstawi¢ k. Natomiast dla [ > 2,
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na podstawie warunku (C2)), ktéry zachodzi dla pakietu wielomianéw G;, ..., Gy,
otrzymujemy

(G=D+-1) _  @+0-1)-1) _ ap (G+(0-1+s=k) _ o ((i—1)+i+s—k)

a—reg a—req ray “O—€k T ray, C0—eg :

Zatem wielomiany G;_1, ..., G;1s_1 spetniaja warunek (C2)).
Przejdzmy teraz do dowodu podpunktu[(a)] Niech 1 < k,1 < soraz a = (o, . . . , o)
€ Z xN*. Dodatkowo ze wzgledu na symetrie warunku (C1|) mozemy zatozy¢, ze | < k.
i

Przyjrzyjmy sie wyrazeniu (al+1)c§§i;}>+s*k) = (al—l—l)cwéf*k)*l). Tak wiec dla k = s
mozemy skorzystaé z wlasnosci (P1)) otrzymujac
i+ (s—k)—1 i—1 i—1
(al + 1)0&-&-6(1 = (al + 1>C<(1+ez) = (Oq + 1)Cga+e)l+reo)*reo
an—+r i+s—1 ap—+r i+(s—k)+s—I
=+ 1)t el ey oy = (u+ 1) et ),
W przypadku, gdy k£ < s, postuzymy sie warunkiem (C2)), ktéry wiemy z zalozenia,
ze jest spelniony dla pakietu wielomianéw G, ..., G, a stad
(i+(s—k)—1) (i+(s—k)~1) ag+r (i+(s—k)+s—1)
(Oél + 1)Ca+els = (al + 1)C(a+61+7'60)—7’60 = (al + 1)7"(0?1—:1) 0¢+7"ZO e
Reasumujac,
i— s—k i+(s—k)— r i+(s—k)+s—I
(1 4+ 1eble ™™ = (r + Vel {7 = (o + 1) et (4)

Postepujac analogicznie, jak powyzej, otrzymujemy

(ax + Db ™™ = (o + Vel ™Y = (g + 1) ;208505070 (400)

Poniewaz prawe strony rownosci (4.9) i (4.10)) sa takie same, wiec dostajemy zadana
rownosé

(Oél + 1)0((1'71)4’5*]6) — (Oék- + 1)6((’i*1)+57l)'

a+eg a+-ep

]

Powyzszy lemat pozwala stosowaé¢ indukcje ze wzgledu na przesuwajacy sie pa-
kiet wielomianéw. Potrzebny jednak bedzie lemat, ktory pozwoli wystartowaé z ta
indukcja.

Lemat 4.4. Niech h bedzie wielomianem jednorodnym, ktérego stopien dzieli N,

N
oraz niech Gy = ayhder  natomiast Gyy1 = ... = Gnys = 0. Wtedy

(a) wielomiany Gy, Gny1,. .., Gniso1 spelniaje warunek (C1)),
(b) wielomiany Gn,Gn41, - .., Gnis Spelniajg warunek dla dowolnego r € N,

gdzie w miejsce 1 nalezy podstawic N.

Celem dwoch ponizszych twierdzen jest podanie wzoru na sktadowe jednorodne
wielomianu G stopni ¢, 4+ 1 oraz wyzszych przy pomocy sktadowych jednorodnych
wielomianu F, gdy stopnien nawiasu Poissona pary tych wielomianéw jest odpowied-
nio niski (deg|F, G] < deg F'+ ). Dowody tych twierdzeni beda oparte na powyzszych
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lematach. Zanim jednak przejdziemy do wypowiedzi i petnego dowodu pierwszego ze
wspomnianych twierdzen, przedstawimy jego idee.

Przypomnijmy, ze mamy dwa wielomiany wyrazone jako sumy sktadowych jedno-
rodnych F = Fi+-- -+ F,+ F;i G = Gy +- -+ Gy, gdzie F; = h? oraz Gy = ayh™.
Gdy zakladamy, ze deg[F, G| < d4+N —1, wtedy sktadowa jednorodna stopnia d+N —1
tego nawiasu Poissona jest réwna zero, tzn.:

[Fu, Gnoa] + [Fs,Gy] = 0.
Poniewaz

[Fd7 GN—I] + [FS7 GN] - [hda GN—I] + [FS7 aNhN} - dhd_l[ha GN—I] - NaNhN_l[h/7 FS]
= [h,dh G-y — Nayh™ 7 'F,],

wigc ostatecznie dostajemy
[h,dh"'Gn_1 — Nayh™'F,] = 0.

Zauwazmy, ze dh?®'Gy_; — Nayh™ 1F, jest wielomianem jednorodnym stopnia
d+ N — 2 lub zerowym. Zatem na podstawie lematu [3.10] otrzymujemy réwnosé

dh4'GNn_1 — NayhV'E, = an_1hN 2

dla pewnego ay_1 € C, z ktorej mozemy wyliczy¢ sktadows jednorodna G :

N an_
GN—l = CLN_th_l + 7§NhN_dF5, gdzie anN—1 = a]\éi 1.

Jezeli wiemy troche wiecej, a mianowicie, ze deg|F, G| < d + N — 2, to w szcze-
gélnodei (tak jak poprzednio) sktadowa jednorodna stopnia d + N — 2 tego nawiasu
Poissona jest rowna zero. Postepujac analogicznie jak w powyzszym rozumowaniu
oraz podstawiajac juz wyliczong sktadowa Gy _1, mamy

0= [Fy, GN_a] + [Fs, Gn_1] + [Fs-1, GN]
NCLN

— (1%, Gy o] + [F ay b+ SINAE] (B k)

= dh*'[h,Gn_o] + an_1(N — 1)hWN2[F,, h]

N 1
C‘;N (N = )N S F2 )+ Naxh™ " [Foa, B]

_ [ — AR Gy + an1 (N — )RV 2E,

NCLN
d

Zatem dla pewnego ay_o € C, mamy

1
(N — d)hN‘d‘1§Ff + NayhN'EF,_y, h|.

Gy o= — D2pnN=2  INL (N )pN—d-1F,

d d
N 1, N
d‘;N (N — N2 F? + ;LN WV-E, .
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W kolejnym kroku mogliby$Smy uzyskaé¢ formute na sktadows jednorodna Gy _3
wielomianu G i tak dalej.

Teraz podamy wypowiedz i dowdd twierdzenia, z ktérego idea zapoznaliSmy sie
pOWYyZej.

Twierdzenie 4.5. Niech F = Fi\ + ---+ Fs+ F; i G = Gy + --- + Gn bedg

elementami pierscienia wielomiandw Clxy, ..., x|, dla ktérych odpowiednio F; i G,
sq wielomianami jednorodnymi stopni ¢ oraz j. Dodatkowo zalozimy, ze

F; = h? oraz Gy = anh”,

gdzie h € Clzy, ..., x,] jest wielomianem jednorodnym stopnia 1 oraz ay € C*. Jesli
deg[F, G| < d+ i dla pewnego i € {1,..., N}, to istniejg takie a;,...,ay_1 € C, Ze
dla 5 =1,94+1,..., N, mamy

G, = > O et fospoo, (4.11)
a=(ao,...,0ts) ELXN*
aotart2az+-tsas=j
ootd(ar+-Fas) KN

gdzie wspdtczynniki ) dane sq wzorem
atetas (o + dk)

C<(xj = )aao+d(a1+---+as)' (4.12)

(I din) -+ (TT3, di

Dowaod. Po pierwsze zauwazmy, ze sktadowa jednorodna Gy wielomianu G daje sie
przedstawi¢ wzorami i ([4.12). Istotnie, jesli (av, ..., o) € N*\{(0,...,0)} oraz
ap+ai+2as+- -+ sas = N (zatozenie dotyczace stopnia sktadowej jednorodnej), to
ap+d(ag+---+ag) > N. Wnioskujemy wiec, ze w formule na Gy, w sumie @ wy-
stepuje tylko jeden sktadnik, mianowicie axh” . Co wiecej zauwazmy, ze formuty @
i zachodza réwniez dla sktadowych jednorodnych Gyi1 = ... = Gyis = 0 (ze-
rowa liczba sktadnikéw wystepujacych w sumie ) Ponadto na podstawie lematu
4.4 wielomiany Gy, ..., Gyis_1 spetniaja warunek , a wielomiany Gy, ..., Gnos
spetniaja warunek .

Przejdzmy do przedstawienia kroku indukcyjnego. Zatézmy wiec, ze sktadowe jed-
norodne odpowiednio stopni m,...,m + s wielomianu G, czyli G,,,...,Gnys, dla
m € {i+1,i+2,..., N} spetiaja formutly i oraz dla G, ..., Gpis 1
zachodzi warunek , adla G,,,...,Gys zachodzi warunek . Z zatozen twier-
dzenia i wyboru m wiemy, ze deg[F,G] < d+i < d+ (m — 1), a stad skladowa
jednorodna stopnia d + m — 1 nawiasu Poissona pary wielomianéw F, G jest réwna
zero, czyli [h?, G1] +[Fs, Gon] ++ - -+ [F1, Gmys—1] = 0. Zatem spelnione sa wszystkie
zatozenia lematu 4.2] na ktorego podstawie sktadowa jednorodna stopnia m — 1 daje
sie przedstawi¢ w nastepujacy sposob

Gmfl — Z C((lmfl) Flal .. Fsas heo
a=(ag,...,as ) ELXN?®
ag+a1+2az+-+sas=m—1
oraz spetnione sg zaleznosci (P1)). Odpowiednio grupujac sktadniki (ze wzgledu na
pierwszy niezerowy wyktadnik, ktory wystepuje przy sktadowej jednorodnej wielomia-
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nu F oraz gdy wszystkie ay, ..., sa réwne zero) powyzsze przedstawienie mozemy
zapisaé
Gm-1 = Gy K™ (4.13)
+ > ORI ARRY O

a=(ag,...,as) EZXN; xN5~1
apta+2az+-+sas=m—1
(m—1) Qo s oo
+ Z C(a070,04270437---7045)F2 o F h
a=(ag,...,as)EZX {0} x N xN5—2
aotar+2az+-+sas=m—1

(m_l) Qs o

+ Z C(ao,O,..‘,O,as)Fs h%.
a=(ag,...,as)EZX{(0,...,0) } x N4
apta1+2az+---+sas=m—1

Wiedzac, ze kazdy ze wspétezynnikéw wystepujacy w (4.13)) z wyjatkiem a,, 1 (po-

niewaz oy = ag = ... = a, = 0) spetnia zaleznosé¢ (P1)), otrzymujemy
Gmfl = C’/mflhmi1
ao+d (m+871) ar . Qs 1,00
+ Z day C(ao+d,a171,a2,...,as)Fl FS h

a=(ag,...,as)ELXNL xN5~1
apt+ai+2ag+--+sas=m—1
agtd (m+s—2) a2 | 0 1o
+ Z dag C(a0+d,0,042*1,0437~~-»045)F2 FS h
a=(Q,...,as)ELX {0} x N xN5—2
apt+al+2az+-+sas=m—1

ag+d (m+s—s) as 100

+ Z das C(ao—l-d,O,...,O,as—l)Fs hoe.
a=(a0,...,as) EZX{(0,...,0) } x N
agtal+2as+-+sas=m—1

(m+s—1)
(ap+d,a1—1,a2,...,a

ctag) = aptd+d(ag—1+as+- - -+a,) < N. Podobnie mamy dla cg

.. ,cggoisdfé)wo,as_l). Zatem w (4.13) mozemy dotozy¢ ograniczenie o + d(ay + -+ - +

as) < N. Przyjrzyjmy sie wspolczynnikom wystepujacym w sumie zawierajacej sktad-
niki, w ktérych ay > 0. Ze wzgledu na zaleznosé¢ (P1)) oraz zatozenie indukcyjne mamy

Zauwazmy, ze ¢ ,) moze by¢ rézne od zera tylko wtedy, gdy ag + d(aq +
m+s—2)

ao+d,0,a2—1,a3,...,as)”

(m—1) _ ag+d (m+s—1)

agyars) doy Clao+d,ar—1,as,....as)
= gotd [T (a0 + d) + dk)a
o (H?ﬁ:—f d’il) e (HZS=1 dis) (c0+d)+d((a1—1)+ag+-+as)
[T+ (a0 + dk)
(I din) -+ (TT0, di
W zwigzku z powyzszym wspotczynniki wystepujace we wspomnianej sumie wyrazaja
sie wzorem (4.12]).

Podobnie sprawdzamy w przypadku wspétczynnikow wystepujacych w sumie, gdzie
a1 =0, a as > 0, mianowicie:

) Qoag+d(on +oo++as).

D) g (mts-2)
(@0,--yas) — dag “(ao+d,0,a2—1,a3,...,c5)
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_ a;+d H2i11+a3+m+as((a0 + d) + dk) a(cx +d)+d((az—1)+az+tas)
o g — . g . 0 2= s s
2572+ (o + )

(T3, dia) - - (T1¢, dhi

) Qag+d(az+as++as):

Dokonujac analogicznych obliczen w pozostatych przypadkach, czylidlaa; = ... =
oy = 01y > 0, dla wszystkich ¢ = 2, ..., s—1, wspolezynniki wystepujace w przed-
stawieniu daja sie wyrazi¢ wzorem (4.12). Z powyzszych rozwazan wynika, ze
sktadowa jednorodna stopnia m — 1 wielomianu G daje si¢ przedstawi¢ formutami
i . Korzystajac z lematu otrzymujemy réwniez, ze sktadowe jednorod-
ne Gp,_1, ..., Gnis o speliaja warunek , aGm_1,.-.,Gnis 1 Spelniaja warunek
(C2)). Zatem mozemy kontynuowaé indukcje. m

Ponizsze twierdzenie jest uogélnieniem twierdzenia

Twierdzenie 4.6. Niech FF = Fi1+ -+ F;+ F; i G = Gy + --- 4+ Gn bedg
elementami pierscienia wielomianéw Clxy, ..., x,], dla ktérych odpowiednio F; i G,
sq wielomianami jednorodnymi stopni i oraz j. Zalozmy, ze h € Clxy,. .., x,] jest wie-
lomianem jednorodnym stopnia t, ktory nie jest potegq wielomianu nizszego stopnia,
oraz ze degh | nwd(d, N), gdzie

Fd _ hd/degh i GN — CLNhN/degh

dla pewnego ay € C*. Oznaczmy przez r = ﬁ. Jesli deg[F, G| < d + i dla pewnego
i€ {l,...,N}, to istniejq takie a;,...,an_1 € C, Ze dla j =4,i+ 1,..., N mamy

Gj = > V) e fos poo (4.14)
a=(ag,...,ats) EZXN?
tapg+oar+2a2+--+sas=j
tap+d(a1+-Fas) KN

gdzie wspdtczynniki ) dane sq wzorem

atetas (ag + k)

. )atao+d(a1+---+as)' (4'15)

Ponadto, jesli degh t j, to a; = 0.

Dowaod. Dowdd tego twierdzenia przebiega analogicznie do dowodu twierdzenia [4.5
Jedynie czes¢ kroku indukcyjnego wymaga niewielkiej modyfikacji zwiazanej z faktem,
ze deg h = t oraz, ze do uzyskania informacji o G,,_; zamiast réwnosci [h?, G,,_1] +
[Fs,Gp) + -+ [F1, Gas—1] = 0 postugujemy sie réwnoscia [h", Go1] + [Fs, G +
"’+[F1,Gm+5_1]:0. D

4.2. Podzielno$é sktadowej F

W tym podrozdziale pokazemy, ze jezeli stopienn nawiasu Poissona pary wielomia-
néw F, G jest wystarczajaco niski, to sktadowa jednorodna Fj stopnia s = d — 1, gdzie
d = deg F' > 2, jest podzielna przez wielomian jednorodny h lub jego potege.
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Nasze rozwazania podzielimy na dwa przypadki: pierwszy, gdy degh = 1 oraz
drugi, gdy degh > 1. W drugim przypadku zakltadamy, ze wielomian A jest bezkwa-
dratowy.

Twierdzenie 4.7. Niech F,G i h spelniajg zaloZenia twierdzenia [{.5 Jesli
N # 0( mod d) oraz deg[F, G| < d + i dla pewnego i < 5N = d%‘llN, to F jest
podzielne przez h.

W celu zwiekszenia przejrzystosci dalszych obliczen wprowadzmy oznaczenia jak
W ponizszej uwadze.

Uwaga 4.8. Teza powyzszego twierdzenia mowi, Ze istnieje taki wielomian jedno-
rodny Fss_1 stopnia s — 1, ze Fy = Fs ;1 h.

Chcac udowodni¢ powyzsze twierdzenie bedziemy potrzebowaé¢ pewnego lematu.
Ponizej przedstawimy tylko jego wypowiedz, poniewaz dowdd zaprezentujemy w ogol-
niejszym przypadku (patrz lemat 4.11).

Lemat 4.9. Dia kazdej liczby catkowitej j z przedziatu 1 < 7 < N, warto$é

min{ ag | (g, ..., as) € Z X N° o + oy + 20 + -+ + s = 7,
o +d(og+---+ao,) <N}

wynosi dj — sN i jest osiggana dokladnie w jednym punkcie (dj — sN,0,...,0, N — 7).

Dowdéd. (twierdzenial4.7|) Wielomiany F'i G spetniaja zalozenia twierdzenia4.5|oraz
zachodzi nieréwnosé¢ deg|F, G| < d + i. Zatem i-ta sktadowa jednorodna wielomianu
G mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob

G, = 3 O Fer... pospoo, (4.16)
a=(ag,...,as) ELXN?®

aptai+2az+-tsas=i
aotd(ar+-~+as) KN

Z lematu wynika, ze wszystkie sktadniki wystepujace w (4.16) z wyjatkiem

cE?FSN’OW.’O’Nﬂ.)st\’_ihdi_SN, zawieraja h*, dla ktérych u > di — sN. Natomiast z zato-

zenia, ze 1 < N, mamy di —sN < 0. Przemnazajac obustronnie przez RN =4 réwnosé

(4.16)) otrzymujemy

WG, :ngi)i—sN,O,...,O,N—i) PN (4.17)

S

+ Z Cg)Floél . Fsocs hao-l-sN—di'

a=(ao,...,as) ELXN*\{(di—sN.,0,...,0,N—i)}
apt+al+2aa+-+sas=t
agtd(ar+-+as) KN

Zaréwno po lewej, jak i prawej stronie réwnosci (4.17)) wielomian h wystepuje w do-
datniej potedze, z wyjatkiem sktadnika CEZ)Z._S NO...0, N_i)F V=i Zatem Wnioskujemy, ze
h dzieli ten sktadnik. Teraz pokazemy, ze wspotezynnik stojacy przy FN~¢ jest nieze-
rowy. Biorac pod uwage, ze N # 0( mod d), mamy réwniez, ze —sN # 0( mod d), co

. N—1 i—s .
w konsekwencji daje ngl)i_sz O,N—i) = k:ﬁ(fjli ;j+dk) an # 0, wigc h | FN=%. Uzysku-
ig=1""%

jemy rowniez podzielno$é h | Fy, poniewaz h jest wielomianem nierozktadalnym. [
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Warto przywolaé¢ ponizszy wniosek bedacy konsekwencja twierdzen [4.5] oraz

Whiosek 4.10. Niech wielomiany F' i G spelniajq zaloZenia twierdzenialf.5. Jesli
N # 0( mod d) oraz zachodzi deg[F,G]| < d + i dla pewnego i < 5N, to sktadowa

jednorodna wielomianu G stopnia j dla j =1i,9+1,..., N jest rowna
Gj = Z Cg)Flal e F;—Silﬁsé—lha0+as-

a=(ao,...,0s) EZXN?
aptor+2ar+tsas=j
agtd(ar+-+as) KN

Wespétczynniki ¢ dane sq formulg , natomiast Fs,s,l jest wielomianem jedno-
rodnym stopnia s — 1 takim, ze Fy = Fs,_1h.

W tym miejscu zaprezentujemy kolejny techniczny lemat, ktory pozwoli nam udo-
wodni¢ podzielnoéé sktadowej jednorodnej F, przez wielomian h¥*!, k € N.

Lemat 4.11. Dla kazdej liczby naturalnej k takiej, ze 2k < d oraz dla kazdego
je{1,2,...,N — 1} wartosé

min{ ag + kag | (040, e ,045) S Zj,N,d}

wynosi (d—k)j—(s—k)N i jest osiggana dokladnie w jednym punkcie (dj—sN,0,...,0,
N —j), gdzie Z;ng = {(ao,...,a5) € Zx N°|ag+ oq + 200 + -+ + 505 = 7,
ap+d(og + -+ a;) <N

Dowadd. Dowdd przeprowadzimy w przypadku, gdy s > 1. W przypadku, gdy s = 1,
co implikuje, ze k = 0, dowdd jest prostszy. Odejmujac stronami warunki okreslajace
zbiér Z; y 4, dostajemy

sog+ (s —Dag+ -+ 20,1 +a; <N — (4.18)

(a w szczegblnosci nieréwnosé oy < N — j). Przenoszac wszystkie, poza ostatnim,
sktadniki sumy znajdujacej sie po lewej stronie (4.18)) na prawa strone, a nastepnie
przemnazajac obustronnie przez s — k, otrzymujemy

(s —k)as < (s—k)(N—j)—(s—k)(sar + (s —Dag + -+ 205_1) . (4.19)

Zauwazmy, ze j— (o +kas) = a; + 209+ -+ (s — 1)as_1 + sas — ka. Zatem dodajac
do obydwu stron nieréwnosci (4.19) wyrazenie o + 2 + -+ -+ (s — 1)as_1 dostajemy

J = (a0 + kas) <(s = k)(N = 7) = [(s = k)s — Hay — [(s = k)(s = 1) = 2]y
——=[(s—k)-2—(s—=1)]as_1.

Powyzsza nieréwnos¢ mozemy zapisa¢ rownowaznie

ap+kas =j—(s—k)(N—75)+[(s—k)s—1ar +[(s —k)(s — 1) —2]ay  (4.20)
+-F[(s—k)-2—(s—1)]as_1.

Nasze rozwazania podzielimy na trzy przypadki. W pierwszym z nich zaktadamy;,
ze (aq,...,a5-1) # (0,...,0) € N*°1. Wtedy dla (ag,...,as) € Zjna korzystajac
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z szacowania oraz nastepujacych nieréwnosci (s —k)s—1 > (s—k)(s—1)—2 >

> (s—k)-2—(s—1)=s—(2k—1) =d— 2k > 0, dostajemy, ze ag + kas >
j—(s—=k)(N —j) = (d—k)j— (s—k)N. W drugim przypadku zakladamy, ze
(ar,...,as1) =(0,...,0) € N ! oraz ay < N —j. Wtedy ap+kas = j— (s—k)a, >
j—(s=k)(N—j) = (d—k)j—(s—k)N. Pozostal przypadek, w ktérym (aq,...,a5_1) =
(0,...,0) € N°7! oraz ay = N — j. Przy tych zalozeniach, g+ kas = j — (s — k), =
J—(s—k)(N—j)=(d—k)j—(s—k)N. W ten sposéb udowodnilismy, ze najmniejsza
wartos¢ wyrazenia ag + ko, na zbiorze Zj n 4 wynosi (d—k)j—(s—k)N i jest osiggana
doktadnie w jednym punkcie, a mianowicie w (dj — sN,0,...,0, N — j), poniewaz

:(d—k:)j—(s—k:)N—k:(N—j):dj—kj—sN+kN—kN+kj—dj—sN. O]

Uzywajac powyzszego lematu (patrz réwniez wniosek [4.10) mozemy kilka razy
powtorzy¢ rozumowanie z dowodu twierdzenia uzyskujac nastepujacy fakt.

Twierdzenie 4.12. Niech F,G i h spelniajq zalozenia twierdzenia [{.5 Jesli
N # 0( mod d) oraz deg[F, G| SN, gdzie 2k < d, to
F, jest podzielny przez h*+1.

Na podstawie twierdzen [4.5] oraz mozemy sformulowaé nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.13. Niech F i G spelniajq zaloZenia twierdzenia [{.5. Jesli
N # 0( mod d) oraz deg[F,G] < d + i dla pewnego i < %N, gdzie 2k < d, wtedy

sktadowa jednorodna wielomianu G stopnia j dla 7 =1,i+1,..., N, jest rowna
G = > D Fp ES oot e

a=(ag,...,0s) ELXN?
aptar+2ae+-tsas=j
aptd(ar+--+as ) KN
Wespétczynniki ¢ majg postaé jak w twierdzeniu a Fys_p—1 jest wielomianem
jednorodnym stopnia s — k — 1 takim, Ze Fs = Fsvs_k_lhk“.

Od tego miejsca bedziemy sie zajmowaé przypadkiem, gdy degh > 1. Zaczniemy

od lematu, ktéry wskaze nam najmniejszg warto$¢ wyrazenia ag + kas.

Lemat 4.14. Dila d,t i N opisanych w twierdzeniu[.6, dla kazdego k € N takiego,
ze 2kt < d oraz dla kazdej liczby catkowitej z przedziatu 1 < j < N, wartosc

min{ ag + kas | (ap, .. ., « )GZ(Nd}

wynosi %[(d—kt)j—(s—k’t)N] i jest osiggana dokladnie w jednym punkcie

(%(dj —sN),0,...,0,N — j), gdzie zbior Z(])Vd zdefintowany jest nastepujgco:

Z0a= (a0, ..., a5) € LXN* : tag+ay + 209 + - + sa, = J,
tag +d(oy + - + o) < N}

Dowdd. Rozwazymy tylko przy adek dla s > 1, gdyz w sytuacji s = 1, mamy d = 2,
k = 0 oraz z definicji zbioru ZJNd, wynika, ze o = = 4, gdzie oy < N — j, a stad
otrzymujemy teze.

Analogicznie jak w dowodzie lematu zachodzi

(s —kt)as < (s —kt)(N —j) — (s —kt) (saq + (s — Dag + -+ - + 2a5_1) .
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Z powyzszej nieré6wnosci uzyskujemy o + 2ag + -+ + (s — Va1 + (s — kt)as <
(s—kt)(N—7)—[(s—kt)s—1]a;—[(s—kt)(s—1)=2]lag—---—[(s—kt)-2—(s—1)]avs_;.
Pamigtajac o tym, ze ag = 7 [j — (o + 205 + - - - + say)], otrzymujemy

ktog
t
L= (a4 200+ + (s — Doy + (s — kt) o))
%{j —(s—kt)(N —j)+ [(s — kt)s — 1]y
+(s—kt)(s—1) =2ag+ -+ [(s —kt)2 — (s — 1)]as_1}.

ap+kay, = - (a1 4204+ sag)] +

WV

Dzigki zalozeniu d > 2kt wiemy, ze (s —kt)s —1 > (s —kt)(s —1) —2 > ... >
(s—kt)-2—(s—1) = s — (2kt — 1) > 0. W takim razie dla (ag,...,a) € Z\% .
jesli (an, ..., as-1) # (0,...,0) € N1 to ag + kg > ${(d—kt)j — (s — kt)N}.
Natomiast jesli (ag,0,...,0,a5) € Z](-f])w, gdzie g < N — 7, to wartos¢ ag + kay =
= (s=kt)a} > 1{j — (s =kt)(N —j)} = {{(d—kt)j — (s — kt)N}. To koii-
czy dowdd lematu, gdyz dla (ap,0,...,0,a,) = (%(dj —sN),0,...,0, N — j) wartos¢
oo + ka, wynosi 1 [(d — kt)j — (s — kt)N]. O

Teraz mozemy przejs¢ do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 4.15. Niech wielomiany F, G oraz h spelniajq zalozenia twierdzenia
. Zatézmy dodatkowo, zZe wielomian h jest bezkwadratowy. Jesli N # 0( mod d)

oraz deg[F, G] < d+i dla pewnego i < fl:ﬁN, gdzie 2kt < d, to Fy jest podzielne przez

hk—i—l

Dowaod. Korzystajac z twierdzenia 4.6} sktadows jednorodng GG; mozemy zapisa¢ w po-
staci
G; = 3 DR . Fospo, (4.21)
a=(ag,...,as) ELXN?®

tap+al+2aa+-+sas=1
tao+d(on++as) KN

Dalsza cze$¢ dowodu twierdzenia ma charakter indukcyjny, przebiega w k + 1 po-
wtarzajacych sie¢ krokach. Przedstawimy szczegétowy opis dwédch pierwszych kro-
kéw. Pozostate zachodzg w analogiczny sposéb. Na podstawie lematu 4.14, w kto-
rym przyjmujemy k = 0, wszystkie sktadniki wystepujace w , z wyjatkiem

CE?(di—sN)O ON_i)ng_ih%(di_SN), zawierajg h", gdzie u > 1(di — sN). Zauwazmy,
t LA

ze z zatozenia ¢ < SN, mamy ;(di — sN) < 0. Tak wiec przemnazajac obustronnie

rownoscé (4.21)) przez h%(SN‘di), uzyskujemy, ze h dzieli Cgi%)(di—sN),o,...,o,N—i)FsN_i' Korzy-

stajac z zatozenia N #Z 0 ( mod d), widzimy, ze rowniez —sN # 0( mod d), a zatem
0 B l]i;i(%(di—sN)+rl) .

(1(di—sN)0,....0,N i) IIh ris N T1Y_; dis
uzyskujemy podzielnogé h | FN~% Poniewaz h jest wielomianem bezkwadratowym,
wiec takze h | Fi.

N—i,,.
— wcw # 0. W taki sposéb
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Uwzgledniajac powyzsze rozwazania, sktadowa jednorodng stopnia ¢ wielomianu
G mozemy zapisa¢ jako

i) o as—1 (Fs\Y% 7 agtas
G = 3 Do Fpt (5) pootes, (4.22)
a=(ag,...,s ) EZLXNS
tap+ay+2an+--+sas=1
tag+d(on+-Fas) KN
gdzie wyrazenie % jest wielomianem jednorodnym stopnia s — t.

W drugim kroku uzyjemy lematu dla £ = 1. Na jego podstawie wszystkie

, N—i .
sktadniki |4.22| z wyjatkiem cg(dFSN)’O"“’QN%) (%) h%[(d—t)z—(s—t)N]7 zawieraja hY,

gdzie u > $[(d — t)i — (s — t)N]. Podobnie jak poprzednio, z zalozenia
! 1(d — t)i — (s — t)N] < 0. Przemnazajac obydwie strony

: s b .
i < =N, widzimy, ze 5

. , N—i

1.22) przez hils=ON=(=Di Jostajemy, ze h dzieli Cg(dz‘—sN),o,...,o,N—i) (%) . Jak
G N—i | . ) .

wyzej, CE%)(di—sN),O,...,O,N—i) # 0, a stad h | (%) i dalej h | % W zwiazku z tym

postac sktadowej jednorodnej wielomianu G jest nastepujaca

G = > DFp - Fot (5)™ oot (4.23)
a=(ao,...,0ts) EZXN*
top+a1 20+ +sas=1
tag+d(on+-Fas) <N
gdzie 5—2 jest wielomianem jednorodnym stopnia s — 2.
Powtarzajac powyzszy tok rozumowania odpowiednig liczbe razy, otrzymujemy
teze. O

Whiosek 4.16. Niech F i G spelniajg zalozenia twierdzenia [{.6. Ponadto niech
h bedzie wielomianem bezkwadratowym. Jesli N # 0( mod d) oraz deg|F,G] < d +i

dla pewnego 1 < Z:ZEN, gdzie 2kt < d, to sktadowa jednorodna wielomianu G stopnia
g, dla g =1,14+1,..., N, jest rowna
G = 2 CDFM  FOT R gh® 0 (4.24)

a=(ag,...,0s ) ELXN?
tag+oag+2an+-+sas=7
tag+d(ar+-+as)<KN

Wspotczynniki cfj) dane sq formulqg , natomziast ﬁs,s,t(kﬂ) jest wielomianem
jednorodnym stopnia s — t(k + 1) takim, ze Fy = Fs7s_t(k+1)hk+1.

4.3. Zwiazek skladowych F; i F;

Niniejszy podrozdzial poswiecony jest relacji pomiedzy sktadowymi jednorodnymi
stopnia s oraz s — 1 wielomianu F' przy zalozeniu, ze deg[F, G| jest odpowiednio niski.
Bedziemy tutaj zaktadaé, ze d = 2d,, gdzie d; = nwd(d, N) € N\ {0, 1}. W tej sytuacji
N = di(2k + 1) dla pewnego k € N, (przypomnijmy, ze N > d).

Dwa kolejne lematy beda wykorzystywane w pozniejszych rozwazaniach.

Lemat 4.17. Dla danych dodatnich liczb catkowitych j, N, d,t spelniajgcych nie-
rownosci j < N, d < N i podzielnosé t | nwd(d, N') oraz dla zbioréw

Zj,N,d = {(010,...,015) € 7Z x N°

a0+2lal:j,a0+d2al<N},

=1 =1
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Z](’tj)vyd = {(a077a3) G Z X NS

tOéo+Zlel :j,tC(o—i—dZOél gN},

=1 =1

Ajnag = {(al, o 0) € R,

i(d—l)al <N—j},

=1
zachodzq nastepujgce stwierdzenia:

(a) Odwzorowanie ¢ : AjnaNN° 3 (aq,...,a5) = (J — Xl an,...,a5) € ZjNa
jest bijektywne.

(b) Odwzorowanie v : Zjna N (1Z x N°) 5 (g, 1, ..., as) = (92, a1, ..., ) € ZJ(»f])\,’d
jest bijektywne.

(¢) Zbior A; n a4 jest sympleksem o wierzchotkach: (0,...,0), %el, ]:__1] €9y %65_1
oraz (N — j)es, gdzie e; = (1,0,...,0),..., es = (0,...,0,1) s¢g wektorami bazy
standardowej R®. Innymi stowy, zbior wz’erzchoikow sympleksu Ajna sktada sie
z punktu (0, ...,0) oraz punktéw postaci —el dlal=1,.

(d) Dia funkcji fa,. .5, @ Djna D (ou,.. ozs) = — lel( Bl)ozl € R, gdzie
(Bi,...,Bs) € N°| zachodzqg réwnosci fgl,__”gs((), ...,0) =7 oraz fﬁh_._’ﬁs(%el) =
j—ﬂ(N—j) dlal=1,...,s

(e) Jesli 2B, < d, to wartos¢ minimalna funkcji fo o, na zbiorze A;nq wynosi
Jj— (s = Bs)(N —j) i jest osiggana dokladnie w jednym punkcie (0,...,0, N — j).

(f) Jeélz' 2Bs = d, to wartosé¢ minimalna funkcji fo. o, na zbiorze A] N.d WYnost

—(s—B5)(N—j) i jest osiagana na odcinku o koricach w punktach (0, . .., 0, %L, 0)
Z(O,...,O,N 7).

Dowaod. Punkty @, @ i nie wymagaja dowodu, a punkt @ wynika wprost
z podstawienia do wzoru i prostego przeliczenia.

W celu udowodnienia punktéw @ i zauwazmy, ze Ajn g jest wieloScianem
wypuklym, a funkcja fo o4, jest liniowa z dokladnoscia do sktadnika statego, wiec
wystarczy zbada¢ wartodci funkcji w wierzchotkach zbioru A; v 4. Na podstawie po-
wyzszego, punktu @ oraz faktu, ze N — 7 > 0, znalezienie minimalnej wartosci

funkcji fo,.. o0, jest rownowazne znalezieniu maksymalnej wartosci utamka % po
[ = 1,...,5. Biorac pod uwage, ze /1 = ... = (51 = 0, wartosci % dla
l=1,. — 1 tworzag nastepujacy ciag ﬁ < ﬁ < ... < d;22 = 5_1 Natomiast
dla (s 7& O mamy - *35 = 5 — fBs. W przypadku, gdy 253, < d, czyli s < 7, zachodzi
% =35 — g < 5 — BS, a to oznacza, ze nauwugksza@ warto$é¢ utamka —Bl dostajemy
tylko dla [ = s. Gdy 20, = d, otrzymujemy *5 2 — fBs, a to oznacza, ze najwieksza
warto$¢ utamka % dostajemy dla [ = s oraz [ = s — 1. O]

Lemat 4.18. Niech d = 2dy i N = dy(2k + 1) dla pewnego k € N, oraz
dy € N\ {0, 1}. Wtedy

(a) min{ oy + dras|(,...,5) € Zjna} wynosi (d — dy)j — (s — di)N =
dij — (di — 1)N i jest osiggane doktadnie w punktach naleigcych do zbioru
{(dj —sN +4dl,0,...,0,l,N —j—21) e ZxN° |02l <N —j}.

(b) Ponadto niech t bedzie takg liczbg calkowitq, ze t | dy oraz niech r = 4 i7 = 4

(w szczegdlno$ci wiee v = 27 ). Wtedy min{ ag +7as | (o, - .., ) € Z Nd} wynosi
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7§ — (dy — 1)7(2k + 1) @ jest osiggane dokladanie w punktach nalezgcych do zbioru
{(rj—sr(2k+1)4+7rl,0,...,0,,N —j—20) e Zx N |0<20<N—j}.

Dowdd. Rozwazmy zbior Ajya = {(a,...a0) € REy| Ty (d — Doy < N — j}
i funkcje fo 0a (a1, . a5) = j — 271l — disdy)ay, gdzie 0;s oznacza delte Kro-
neckera. Zbiory Z; v 4 oraz ¢(A; x4 N N®) sa sobie réwne, poniewaz odwzorowanie ¢
jest bijektywne (lemat @[) Dla (a1, ...,0s) € Aj yaNN® oraz (ag, aq, ..., 0,) =
olan, ... as), mamy fo o4 (0, ...,q5) =j—o—20s—--—(s—1)as_1—(s—dy)as =
aptdiag, czyli fo, o0.a (0, - .., as) jest rtéwne wyrazeniu, dla ktorego szukamy wartosci
minimalnej. Z powyzszych rozwazan oraz lematu i|(f)| wiemy, ze najmniejsza
warto$¢ funkeji na zbiorze Z; n 4 wynosi j—(s—di)(N—j) = j—(s—di)N+(s—dy)j =
(d—dy)j—(s—di)N = dyj—(dy —1)N i jest osiagana w punktach kratowych odcinka
o koncach go(O,...,O,%,O) = (dj—sN—i—d%,O,...,O,%,O)icp(O,...,O,N—j) =
(dj — sN,0,...,0, N — j). Teraz wystarczy zauwazy¢, ze zbior punktéw kratowych
odcinka o koncach (dj — sN,0,...,0,N — j) oraz (dj — sN + d%,o, ..., 0, %,O)
pokrywa sie ze zbiorem opisanym w punkcie @

Z lematu {4.17 wiemy, ze (ag,aq,...,q5) € Z;f])vyd wtedy i tylko wtedy, gdy
(Go,a1,...,05) = (tag,aq,...,05) € Zjna N (tZ x N°). Z drugiej strony szukanie
punktéw, w ktorych wyrazenie ag + 7o, przyjmuje najmniejsza wartoS¢ na zbiorze
Z J(t])v 4 jest réwnowazne szukaniu punktow, dla ktérych wartosé wyrazenia t(ag+7as) =
&o + diay jest najmniejsza na zbiorze Zjng N (1Z x N*). Poniewaz {(dj — sN +
dl,0,...,0,l,N—7—=21) e ZxXN°|0<20 < N—j} CtZxN* gdyzt|dit]| N,

wiec korzystajac z @ otrzymujemy teze. O

Dalsze rozwazania, tak jak poprzednio, podzielimy na dwa przypadki, gdy stopien
wielomianu jednorodnego h réwna sie 1, oraz gdy stopien tego wielomianu jest wigk-
szy od 1. Przypomnijmy, ze dla degh = 1 mamy F = F} +--- + F,_; + F, + h? oraz
G = G1 + -+ GN—l + CLNhN, gdzie d = 2d1, d1 €N \ {0,1}, N = d1(2]€ + 1),
gdzie k € N,. W dowodzie twierdzenia traktujacego o zaleznosci sktadowych jedno-
rodnych stopnia s — 1 oraz s wielomianu F' (patrz twierdzenie ponizej) bedziemy
potrzebowaé nastepujacego lematu.

Lemat 4.19. Niech d = 2d; dla pewnego dy € N\ {0,1}, N = 2d1k + d; dla
pewnego k € Ny oraz niech deg[F,G] < d+ N — 2k — 2. Zalézmy ponadto, e Fy = h?
i Gy = anh’, gdzie h jest wielomianem jednorodnym stopnia 1, a ay € C*. Wtedy
dla kazdego 1 € {0,1,...,k+ 1} zachodzi

(N—2k—2) B (k1Y (v_2k—2)
C(—2dy k—3dy+2d11,0,...,0,0,2k+2—21) — (—4) ( I )C(—lek—Sdl,0,...,0,0,2k+2)' (4.25)

Dowaod. Przy powyzszych zatozeniach dotyczacych nawiasu Poissona pary wielomia-
now oraz formy jednorodnej najwyzszego stopnia, sktadowa jednorodna wielomianu
G stopnia N — 2k — 2 jest postaci (poréwnaj z (4.11)) oraz (4.12))

GN_opo = Z c<N_2k_2)Ff” R A

fo"
a=(ag,...,ats) EZXN?
aptal;+2a0+-+sas=N—2k—2
ao+2d1 (a1 +-+oas) KN
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gdzie
o(N=2k-2) _ T2 (e + 2dsi)
. (18 2daiy ) - -+ (TI9, 24
Korzystajac z formuty dla o = (=2dik — 3dy + 2d:(I + 1),0,...,0,1 + 1,
2k +2—-2(l+1)) mamy

(N—2k—2)
C(—2d1 k—3dy+2d1 (141),0,...,0,1-+1,2k+2—2(1+1))

Y (—2dyk — 3dy 4+ 2dy (14 1) + 2d1i)
N

o I+1 ; 2k+2—2(1+1) .
Hi571:1 2dyis 1 - Hiszl 2dyi

Aap+2dy (1 +++as) - (426)

Z tej samej formuly (4.26|) zastosowanej dla o = (—2dik — 3dy + 2d41,0,...,0,1,
2k + 2 — 2l) otrzymujemy

(N—2k—2) _ [1#727(—2dyk — 3dy + 2d,1 + 2d,1) .
(—2d1 k—3d1+2d11,0,...,0,1,2k+2—21) Hés,1:1 21 - H?f;rlg,gl 2dyi, N

dla dowolnego | = 0,1, ..., k. Z powyzszego wynika, ze

(N—2k—2)
C(—2d1k—3dy+2dy (141),0,...,0,1+1,2k+2—2(1+1))

2dy (2k + 1 —20)2d,(2k + 2 — 21) (n—2k—2)
= c
24, (1 + 1)(—2dvk — dy + 2dy1) (~2d1k=3d1+2d10,0,...0.,2k-+2-21)

(k+1—=101)(—4) (nv-a2r—2)
= 11 C(—2dyk—3dy+2d11,0,...,0,,2k+2—21)* (4.27)

W szczegdlnosci dla | = 0 dostajemy

(N—2k—2) (k+1)(—=4) (N—26-2)

C(—2d1k—d, ,0,...,0,1,2k) 1 C(—2d1k—3dy,0,...,0,0,2k+2)
 (—4) kE+1 (N=2k-2)
= 1 (—2d1k—3d,,0,...,0,0,2k+2) "

Natomiast dla [ = 1 mamy

(N—2k—2) (k1 =1)(—4) (v-2m-2)
C(—2d1k+dy,0,...,0,2,2k—2) — 111 C(—2d1k—dy ,0,...,0,1,2k)
(k4 DE(—4)* (v—2m-2)
= 1.9 C(—2d1k—3d,,0,...,0,0,2k+2)
k+1 Cop_
_ 2 (N—2k-2)
= (—4) ( 9 )C(—zdlkz—sdl,0,...,0,0,2k+2)-
Kontynuujac obliczenia indukcyjnie otrzymujemy teze. O

Twierdzenie 4.20. Niech d = 2d; dla pewnego d; € N\ {0,1}, N = 2d1k + dy,
gdzie k € N, oraz niech deg[F,G] < d + N — 2k — 2. Ponadto zalézmy, e Fy = h?
i Gy = axh? dla pewnego wiclomianu jednorodnego h stopnia 1 oraz ay € C*. Wtedy
istnieje taki wielomian jednorodny F._y stopnia s — 2, zZe

Fs—l = %(del—l + th—2)7

gdzie Fy 4,1 spetnia rownos¢ Fy = h Fsa,-1.
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Dowod. Na poczatek zauwazmy, ze spehnone sa zalozenia twierdzenia [4.12| dla

t =N — 2k — 2 oraz k = dy — 1. Istotnie, Ele B = dldil > dld La wiec 7= EL%N =

ddjrlN > 4= 1N i~ 1(2d1k’ +dy) = N — 2k — 1. Ponadto na podstaw1e zalozenia
deg[F G] < d + N — Qk — 2. Zatem mozemy skorzystaé¢ z twierdzenia uzyskujac
podzielnoéé F; przez h®. W zwigzku z tym istnieje taki wielomian Jednorodny F&d1 1
stopnia d; — 1, ze Fy = h% F, 4, ;.

Z przeprowadzonych do tej pory rozwazan, zatozenia dotyczacego stopnia nawiasu
Poissona oraz z wniosku [£.13] w ktérym przyjmujemy d = 2d;, s = 2d; — 1 oraz
7 =N — 2k — 2, otrzymujemy

Groop o = Z c((lN—Zk—Q)FIOq . Fajl_l ~g§1_1hao+d1a3‘ (428)

s
a=(ag,...,s ) EZLXNS
apta;+2a+-+sas=N—2k—2
ap+d(ar+~as)<N

Na mocy lematu @ warto$¢ minimalna wyrazenia g + dya rozwazanego na
zbiorze Z; v 4, gdzie j = N =2k —2, N = 2d1k+d;,d = 2dy, wynosi dyj — (dy —1)N =
di(N =2k —2)—(dy —1)N = N = 2d1k — 2dy = N — (2d1k + dy) — dy = —d; 1 jest
osiagana na zbiorze { (dj —sN +dl,0,...,0,[, N—j—21) e ZxN* |0 <20 < N—j} =
{(=2d1k — 3dy + 2d;41,0,...,0,1,2k+2—2]) € ZxN*|1=0,1,...,k+1}. Istotnie,
dj—sN+dl = d(N—-2k—2)—sN+dl = —2dk—2d+ N +dl = —2(2d,)k—4d, 4+ 2d1 k+
d1+2d1l: —2d1k’—3d1+2d1l oraz N — j—QZ N — N+2/€—|—2 2[—2]{4—2 21.
W konsekwencji wszystkie sktadniki wielomianu Gy _9_2 z wyjatkiem wystepujacych
W sumie

k+1

(N—2k—2) I 2k+2-207 —dy
ZC(delk73d1+2dll,0,...,0,l,2k+2f2l)Fs g s17h (4.29)
1=0

zawieraja h* z u > —d;. Korzystajac z lematu sume z (4.29) mozemy zapisaé
nastepujaco

(N—2k—2) i R (k1 F2k+2-21

C(—2d1k:—3d170,...,0,2k+2)h ! Z ( I )(—4) F a1
1=0

_(N-2k-2) > bl

= C(—zdlk—:adl,o,...,o,2k+2)h H(F: 1 — 4F )"

Wréémy do réwnosci i przemnézmy ja obustronnie przez h®. Z powstatej

N—2k-2 = :
réwnosci wynika, ze h musi dzieli¢ CE iy 3)d1 0..02kr2) (Foa—1 — 4F;1)"*". Ponie-

Sy
(N—2k—2) T (—2dik— 3di-+2d1i)

WaZ C(_ogk—3dy 0,..02k+2) = T2 agdik+d, # 0, bo 2dik +dy = N,

wiec h | (2 cd1 — AFs 1)¥+L. Korzystajac z faktu, ze h jako wielomian jednorodny
stopnia 1 jest nierozkladalny, dostajemy, ze h | ( w41 — 4Fs_1). Z tej podzielno-

Sci wnioskujemy istnienie takiego wielomianu jednorodnego F._, stopnia s — 2, ze
—hE,_, = delfl 4F, ;. Wyliczajac F,_; uzyskujemy teze. O

Teraz zajmiemy si¢ przypadkiem, gdy degh > 1. W tej sytuacji F' = F; + --- +
Fs+h% oraz G = G1+-- -—i—GN_l—i-aNh%, gdzie t = deg h i ay € C*. Jak poprzednio,
zakladamy, ze d = 2d;, dy € N\ {0,1} oraz N = d,(2k+ 1), k € N,. Poniewaz ¢ dzieli
zaréwno d jak i N, wiec t dzieli dy = nwd(d, N).
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Lemat 4.21. Niech d, N i deg[F,G] spelniajq zalozenia lematu [{.19 Ponadto
zatozimy, ze Fy = ht i Gy = aNh¥ dla pewnego bezkwadratowego jednorodnego wielo-
mianu h stopniat > 1 oraz ay € C*. Wtedy dla kazdego | € {0,1,..., k+1} zachodzi
rownosé

N—2k—2 (R + 1\ (vok—2
CE(—2k—3+)2l)F,0,...,0,l,2k+2—2l) = (—4) < I >C((—2k—3);,o,...,0,0,2k+2)7

d1

gdzie T = .

Dowdd. Analogicznie jak w dowodzie lematu dla j=N—-2k—2, N = 2d,k+d;,

d=2d,is=2d; —1orazr = %, mamy (poréwnaj z |D oraz 1)

N—-2k—2 @ Qs 1,
GN*2k72: Z C(()é )Fll...FSSh 0’
oa=(ag,...,ats) ELXN?
tagtar+2as+-+sas=N—-2k—2
tag+2dy (a1 +-+as) SN
gdzie

a1tta :

(N—2k-2) _ [T:2] (g + 1)

(0% . .
(H?‘le 7“21) E (H?jzl ri

) Atap+2d1 (a1t +as)-
s

W szczegdlnosci

(N—2k—2) _ (N—2k-2)
Cl(~2k—342(141))7,0,...,0,1+1,2k+2—2(1+1)) — C(—2d1k—3d1+2d1(l+1) 0
t 9

,...,0,l+172k+272(l+1)>

1—[2k+2— (l+1) —2d1k—3d1+2d1 (l+1)+2d1i
i=1 t

= - a
[+ 2oy [2E42-20FD) 24 N
is—1=1 t is=1 t

A2 (2dy k — 3dy + 2dy (1 + 1) + 2d43) .
N

T1 2 2dyiey - TE2 0 24y,

is=1
oraz
(N=2k-2) TP (—2dik — 3dy + 2dq 1+ 2d44) .
—k— 7.0.... —_ - . — . N
((—2k—3420)7,0,...,0,1,2k+2—21) Hés,1:1 i,y - H?Skif T,
dlal=0,1,..., k. Dalsza czes¢ dowodu jest powtérzeniem rozumowania przedstawio-
nego w dowodzie lematu [4.19] O

Twierdzenie 4.22. Zaloimy, Ze d = 2dy, N = 2d1k + d; dlda pewnego dy €
N
N\ {0,1} oraz k € N;. Niech deg[F,G] < d+ N —2k -2, F; =ht i Gy = ayh™®
dla pewnego bezkwadratowego wielomianu jednorodnego stopnia t > 1 oraz ay € C*.
Ponadto przyjmijmy, Ze 7 = ‘i—l. Wtedy istnieje taki wielomian jednorodny Fy_; 4
stopnia s —t — 1, zZe
Fs—l = i(F%dl_l + th—t—1)>

S

gdzie Fs 4,1 spetnia rownosc Fy = hfFS,dl_l.



Dowdd. Podzielnoéé F przez wielomian h™ uzyskujemy na podstawie twierdzeniam
Mianowicie deg[F, G| < d+ N — 2k — 2 natomiast dlat = N —2k —2 oraz k =7 — 1

d d
s=(F=1t _ s—(D-Dt _ 2di—1—(di—t) _ dy—14¢ -1

_ _ _ di-1 o wiee =Dt
d*(f*l)t d—(dTl—l)t lef(dlft) dy+t dy Q d—(dTl—l)t

da—:l]\f = N — 2k — 1. Ze wzgledu na uzyskana podzielnos¢ istnieje taki wielomian

zachodzi N >

>

jednorodny F’sydl,l stopnia dy — 1, ze F, = h’zﬁ’sydl,l. 7, powyzszych rozwazan oraz
wniosku (dla d = 2dy,s =2dy —1loraz j = N —2k—21ir = d—tl), wielomian
G n_2k_2 mozemy zapisaé

_ N—2k—2) o Qs—1 1o ao+To
Gn_oko = > ! VPPt FETES et (4.30)
a=(ao,-..,0s) EZXN*
tapt+oan +2ag+-+sas=j
tao+d(ar+-+as ) KN

Zgodnie z lematem u@ wartos¢ minimalna wyrazenia oy + o rozwazanego na
zbiorze Z Nag Wynosi 7j — (dp — 1)F(2k + 1) = #(N — 2k — 2) — (dy — 1)7(2k + 1) =

(N — 2k —2) —7(N — 2k — 1) = —7 i jest osiagana na zbiorze {((—2k — 3 +
2007,0,...,0,1,2k+2—-21) e Zx N* |l =0,1,...,k+1}. Zatem wszystkie sktadniki
wielomianu Gy _9,_2 poza wystepujacymi w sumie

k+1
(N—2k-2) Fok+2-21p —F
Z C((=2k—3+20)70,...,0,l,2k+2— 21)F F dj_ 1 h (4.31)
1=0
zawieraja h" z u > —7. Stosujac lemat 4.21], sume (4.31)) mozemy przedstawi¢ w na-
stepujacy sposob:
k+1 k 1
(N—2k—2) + ! k+2-21
C((—2k—3)70,...,0,2k+2) h" Z ( ) ) FL 1F52d1+21 ?
N—-2k—2 k
= CE(—zk—3)2 0,...,0 2k+2)h (F2d1 | —AF )M

Dalsza czes¢ dowodu przebiega analogicznie do dowodu twierdzenia [4.20], z wyko-
rzystaniem faktu, ze h jest bezkwadratowym wielomianem jednorodnym. O]



Rozdziat 5

Z.astosowanie nawiasu Poissona w badaniu
automorfizméw wielomianowych

Celem niniejszego rozdziatu jest zaprezentowanie zastosowania nawiasu Poissona
pary wielomianéw w badaniu automorfizméw wielomianowych. Kluczem do tych za-
stosowan okazuje si¢ teoria Shestakova-Umirbaeva, w ktorej zasadniczym narzedziem
jest wtasnie nawias Poissona i jego stopien. Inspiracja do powstania tej teorii byt
klasyczny problem zwigzany z grupa automorfizmoéw wielomianowych przestrzeni k™.
Jeszcze w latach 40-tych i 50-tych ubiegltego wieku najpierw Jung w charakterystyce
zero [11], a nastepnie van der Kulk dla cial dowolnej charakterystyki [17] udowodnili,
ze kazdy automorfizm k? jest tzw. automorfizmem typu tame. Pytanie, czy podob-
nie jest w wyzszych wymiarach, nie uzyskato do dzisiaj petnej odpowiedzi. Nawet
w wymiarze n = 3 potrzeba bylo, liczac od pracy Junga, kolejnych 60 lat, pomimo
tego, ze przyktady potencjalnych kontrprzyktadow pojawialy sie na przestrzeni lat
50-tych (przyktad Anicka [32]) i 70-tych. Najbardziej znanym jest przyklad Nagaty
[26] pochodzacy z 1972 roku. Niemniej jednak dopiero w latach 2003 - 2004 Shestakov
i Umirbaev [29, B0, BI] pokazali, ze stynny przyktad Nagaty istotnie jest tzw. auto-
morfizmem typu wild (nie jest typu tame). W wymiarze n > 4 ciagle nic na ten temat
nie wiadomo.

Dwa gtéwne wyniki teorii Shestakova i Umirbaeva dotycza charakteryzacji au-
tomorfizméw typu tame (twierdzenie oraz oszacowania od dotu stopnia wielo-
mianéw nalezacych do podalgebry pierScienia k[xi,...,z,| generowanej przez dwa
wielomiany (twierdzenie [5.11)). W obu przypadkach nawias Poissona pary wielomia-
now odgrywa wazng role. Mianowicie, w przypadku charakteryzacji automorfizméow
typu tame ingeruje juz na poziomie definicji tzw. redukcji typu I — I'V (definicje
- . Natomiast w przypadku oszacowania wystepuje wprost w tzw. nierownosci
Shestakova-Umirbaeva (twierdzenie [5.11]).

Teoria Shestakova i Umirbaeva, a zatem rowniez i nawias Poissona pary wielomia-
now, okazaly sie tez uzytecznymi narzedziami w badaniu wielostopni automorfizméow
typu tame przestrzeni k3, gdzie k jest cialem charakterstyki zero. Zagadnieniu temu
poswiecimy podrozdzial
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5.1. Teoria Shestakova i Umirbaeva

Niniejszy podrozdzial zostal opracowany na podstawie pozycji [311, 30}, 29] 21, [15].
Przedstawimy w nim pokrotce teorie Shestakova-Umirbaeva. Ograniczymy si¢ tutaj
do zaprezentowania dwéch wspomnianych powyzej wynikéw (twierdzenia i twier-
dzenia oraz niektorych wnioskow z twierdzenia W celu przedstawienia twier-
dzenia charakteryzujacego automorfizmy typu tame (twierdzenie potrzebujemy
definicji redukcji elementarnej oraz czterech typéw redukcji wprowadzonych przez
Shestakova i Umirbaeva. Przypomnijmy réwniez, ze automorfizmy wielomianowe prze-
strzeni k" odpowiadaja k-automorfizmom pierécienia wielomianéw k|[xy, ..., z,| (patrz
str. . W zwiazku z tym, bedziemy si¢ nimi wymiennie postugiwac.

Definicja 5.1 (zredukowana (x-zredukowana) para wielomianéw). Pare
wielomianéw f, g € k[xy, ..., z,], ktéra spetnia nastepujace warunki:

(1) f,g sa algebraicznie zalezne, gdzie f oznacza sktadowa jednorodna najwyzszego
stopnia wielomianu f,
(2) f, g sa algebraicznie niezalezne,

(3) f ¢ klg] oraz g ¢ k[f],

nazywamy parg *-zredukowang. Natomiast pare wielomianéw f, g spetniajgcych wa-
runek nazywamy zredukowang parg wielomianow.

Jezeli w powyzszej definicji dodamy zatozenie dotyczace stopni wielomianéw f i g
oraz wprowadzimy pewng stata, to otrzymamy pojecie p-zredukowanej pary wielomia-
now.

Definicja 5.2 (p-zredukowana para wielomianéw). Niech f, g € k[z1,...,x,]
bedzie taka x-zredukowana para wielomianéw, ze degf < degg oraz niech
p = %' Pare f,g, dla ktorej zachodza powyzsze zalezno$ci, nazywamy

p-zredukowang parg wielomianow.

Teraz przedstawimy pojecie redukceji elementarnej automorfizmu oraz redukeji ty-
pu I — IV wprowadzonych przez Shestakova i Umirbaeva [31].

Definicja 5.3 (redukcja elementarna). Méwimy, ze automorfizm ¢ =
(f1,..., fn) k-algebry klxq, ..., x,| dopuszcza redukcje elementarng, gdy istnieje ta-
ki automorfizm elementarny 7 : kfz1,...,x,] — k[x1,...,2,], ze dla automorfizmu
¥ =1(g1,...,9n) = T 0 p zachodzi

mdeg 1) < mdeg ¢.

Innymi stowy, dla kazdego ¢ = 1,...,n zachodzi degg; < deg f; oraz dla pewnego
1 mamy deg g; < deg f;. Czasami zamiast méwic¢, ze ¢ dopuszcza redukcje elementarna,
moéwimy, ze 1 jest redukeja elementarng .

Definicja 5.4 (redukcja typu I). Niech ¢ = (fi, fa, f3) bedzie takim automor-
fizmem k[z,vy, 2], ze deg fi = 2d dla pewnego d € N, , deg fo = ds, gdzie s > 3 jest
liczba nieparzysta, oraz 2d < deg f3 < ds, f5 & k[f,, fo]. Zatézmy, ze istnieje takie
0 # a € k, ze wielomiany g; = f1, go = fo — af3 spelniaja nastepujace warunki:

(1) g1, 92 jest 2-zredukowana para wielomianéw oraz deg g; = deg f1, deg go = deg fs,



5.1. Teoria Shestakova i Umirbaeva 79

(2) automorfizm (g, g2, f3) dopuszcza redukcje elementarna (g, g2, g3), dla ktorej
deg[g1, gs] < deg go + deg[g1, ga]-

Wtedy méwimy, ze ¢ dopuszcza redukcje (g1,92,93) typu I albo ze automorfizm
(91, 92, g3) jest redukcja typu I automorfizmu .

Definicja 5.5 (redukcja typu I7). Niech ¢ = (fi, fo, f3) bedzie takim automor-
fizmem k[z,y, z], ze deg fi = 2d dla pewnego d € Ny, deg fo = 3d, 3 < deg f3 < 2d

oraz fi, f5 sa liniowo niezalezne. Ponadto zalézmy, ze istnieja takie o, 3 € k, gdzie
(e, B) # (0,0), ze wielomiany g1 = f; — afs oraz go = fo — [ f3 spelniaja warunki
i definicji . Wtedy méwimy, ze ¢ dopuszcza redukcje (g1, ga, g3) typu I1.

Definicja 5.6 (redukcje typu 11 i IV). Niech ¢ = (f1, fo, f3) bedzie takim
automorfizmem k[z,y, z], ze deg fi = 2d dla pewnego d € N, oraz deg f, = 3d
id<degfs; < %d albo %d < deg fy, < 3didegf; = %d. Ponadto zatézmy, ze istnieja
takie o, 3,y € k, ze wielomiany g, = f1—[f3, g2 = fo—7f3—af? spelniaja nastepujace
warunki:

(1) g1, 92 jest para 2-zredukowana oraz deg g; = 2d, deg g» = 3d,
(2) istnieje wielomian g3 postaci g3 = ofs + g, gdzie 0 # o € k, g € k[g1, go] taki, ze
deg g3 < %, deg[g1, 3] < 3d + deg|g, go]-

Jezeli ponadto (a, 8,7) # (0,0,0) oraz deg g3 < d+deg[g1, g2], to bedziemy mdwié,
ze automorfizm ¢ dopuszcza redukcje (g1, g2, 93) typu I11.

Natomiast jeli istnieje takie 0 # p € k, ze deg(go —pg2) < 2d, to bedziemy moéwié,
ze @ dopuszeza redukcje (g1, go — 193, g3) typu IV.

Bedziemy réwniez méwié, ze automorfizm (f1, fa, f3) dopuszeza redukcje jednego
z typéw I — IV, gdy dla pewnej permutacji o zbioru {1,2,3} automorfizm
(fo) fo2)s for3)) dopuszeza redukcje odpowiedniego typu.

Teraz mozemy poda¢ wypowiedz twierdzenia dajacego charakteryzacje automor-
fizmoéw typu tame.

Twierdzenie 5.7 ([29], tw. 3). Zaldzmy, Ze ¢ = (f1, fa, f3) jest automorfizmem
typu tame k-algebry k[x,y, z] nad cialem k charakterystyki zero. Jesli deg p > 3, gdzie

degp = deg f1 + deg fo + deg f3, to ¢ dopuszcza redukcje elementarng lub redukcje
typu I — IV.

Przedstawmy wnioski z powyzszego twierdzenia.

Whiosek 5.8 ([29], wn. 3). Niech ¢ spelnia zalozenia twierdzenia [5.7 Jesli
v = (f1, fa, f3), gdzie f3 = z, to ¢ dopuszcza redukcje elementarng.

Zanim podamy wypowiedz kolejnego wniosku, przypomnijmy posta¢ automorfi-
zmu Nagaty, ktéry jest automorfizmem kfz,y, z]:
o(z) = o+ 2y(y* + 22) — 2(y* + 22)?,
a(y) =y — 2(y* + z),

o(z) =z

Wnhniosek 5.9 ([29], wn. 4). Automorfizm Nagaty pierscienia wielomianéw trzech
zmiennych nad ciatem k charakterystyki zero jest typu wild, czyli nie jest typu tame.
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Whniosek 5.10 ([29], wn. 5). Niech k bedzie ciatem charakterystyki zero. Automor-
fizm (f,q) k[z]-algebry k|z][x,y] jest typu tame wtedy i tyko wtedy, gdy automorfizm
(f,9,2) k-algebry k[z,y, 2] jest typu tame.

Ponizsze twierdzenie, ktore przedstawia dolne ograniczenie stopni elementow po-
dalgebry k[f,g] C k[z1,...,x,] generowanej przez *-zredukowana pare wielomianéw
f, g, jest jednym z wazniejszych twierdzen Shestakova i Umirbaeva. W szacowaniu
tym istotng role odgrywa stopien nawiasu Poissona pary wielomianoéw f, g.

Twierdzenie 5.11 ([30], tw. 3). Zaldimy, ze G(x,y) € klx,y] oraz, ze f,g jest
dowolng *-zredukowang parg wielomianow n zmiennych nad ciatem k charakterystyki
zero. Ponadto niech deg f < deg g oraz

B deg f ;s degg
~ nwd(deg f, deg g) ~ nwd(deg f,degg)’

Jesli deg, (G(x,y)) = pq +r, gdzie g € N oraz 0 <r < p, to

deg(G(f,9)) = q(pdegg — deg g — deg f + deg[f, g]) + rdegg.

Natomiast jesli deg,(G(x,y)) = sq + 7, gdzie § € N oraz 0 < 7 < s, to

deg(G(f,9)) = G(sdeg f — degg — deg f + deg[f, g]) + 7 deg f.

Warto zwréci¢ uwage, ze nieréwnosci z powyzszego twierdzenia sg prawdziwe réw-
niez w sytuacji, gdy f, 7 sa algebraicznie niezalezne.

W 2008 roku ukazala si¢ praca, w ktérej Makar-Limanov oraz Yu dokonali po-
prawy szacowania stopnia z pracy Shestakova i Umirbaeva. Méwi o tym nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 5.12 ([2I], prop. 1.2). Zaldimy, ze G € klz,y| oraz Ze elementy
f,9 € k[xq,...,x,] sq algebraicznie niezalezne. Wtedy

deg(G(f,9)) = D(f,g) degy(G),
gdzie

nwd(deg f, deg g)(deg fg — degl[f, g])

oraz w = (deg f,deg g).
Uogolnienie na wyzszy wymiar twierdzenia mozna znalez¢é w pracy [18].

5.2. Zastosowanie nawiasu Poissona w badaniu
automorfizmow typu tame
Przypomnijmy, ze z klasycznego twierdzenia Junga-van der Kulka wynika miedzy
innymi, ze dla dowolnego automorfizmu wielomianowego F' = (F, Fy) : C* — C? ma-

my deg F | deg Fy lub deg F» | deg F}. Na odwrdt, majac dane dwie liczby catkowite
dodatnie dy, dy takie, ze dy | da, to ® = &y 0 Oy, gdzie

P :C? > (z,y) — (x+y™,y) € C?,
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da
®y : C? 3 (u,v) = (u,v+ud) € C?

jest automorfizmem przestrzeni C? o wielostopniu mdeg ® = (d, dy), gdzie dla odwzo-
rowania wielomianowego F' = (Fy,..., F,,) : C" — C™ wielostopieii mdeg F' odwzo-
rowania F' definiujemy jako ciag (deg F1,...,deg F,,). W kontekscie wspomnianego
twierdzenia Junga-van der Kulka oraz powyzszego wniosku naturalne jest badanie,
dla jakich ciggéw liczb calkowitych dodatnich (dy,...,d,) € N7 istnieje automorfizm
(automorfizm typu tame) F : C" — C" taki, ze mdeg F' = (di,...,d,). Oczywi-
Scie wystarczy rozpatrywaé uporzadkowane ciggi liczb d; < dy < ... < d,. Ponizej
przedstawimy kilka wynikéw dotyczacych tego zagadnienia w przypadku n = 3. Wy-
korzystuja one jako gtéwne narzedzie teori¢ Shestakova-Umirbaeva, a w zwiazku z tym
rowniez nawias Poissona pary wielomiandw.

Historycznie pierwszym wynikiem w tym kierunku byto nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.13 ([13], tw. 4.1). Nie istnieje automorfizm F = (Fy, Fy, F3) typu
tame przestrzeni C* o wielostopniu mdeg F' = (3,4, 5).

Idea dowodu powyzszego twierdzenia (zgodnie z twierdzeniem polega na po-
kazaniu, ze hipotetyczny automorfizm typu tame o wielostopniu (3, 4, 5) nie dopuszcza
zadnej z redukeji typu I — I'V ani redukcji elementarnej. W przypadku redukeji typu
I — 1V wynika to wprost z definicji tych redukcji. Fakt, ze hipotetyczny automorfizm
typu tame F' = (Fy, Fy, F3) o wielostopniu (3,4, 5) nie dopuszcza redukeji elementar-
nej, wynika z nier6wnosci Shestakova-Umirbaeva (patrz twierdzenie oraz 7 tego,
ze dla dowolnych ¢, 5 € {1,2,3}, i # j, deg[F;, Fj| > 2. Szczegdlowe informacje znaj-
duja sie w pracy [13]. We wspomnianym artykule udowodniono réwniez, Ze nie istnieja
automorfizmy typu tame o wielostopniach (3,5,7), (4,5,7) oraz (4,5,11). Zostata tam
takze postawiona nastepujaca hipoteza.

Hipoteza 5.14 (p - hipoteza, [13], hip. 5.1). Jesli p jest liczbg pierwszq,
ds = dy = p, to (p,da,ds) jest wielostopniem automorfizmu typu tame wtedy i tylko
wtedy, gdy p | dy lub ds € pN + dyN.

Gléwny wynik pracy [14] mozna potraktowaé jako krok w kierunku odpowiedzi na
pytanie o prawdziwo$é¢ powyzszej hipotezy.

Twierdzenie 5.15 ([14], tw. 1.1). Zaldzmy, ze p1,p2 sq liczbami pierwszymi, na-
tomiast ds dowolng liczbg catkowitq oraz niech ds > py > p1 = 3. Wtedy zachodzi
nastepujgca rOwWNOWainosc:

(p1,p2,d3) € mdeg(Tame((Cg)) <~ d3 € ;1N + poN.

Podobnie jak w przypadku twierdzenia [5.13] dowdd wykorzystuje gtéwnie nieréw-
no$¢ Shestakova-Umirbaeva i fakt, ze stopien nawiasu Poissona pary wielomianéow
bedacych sktadowymi automorfizmu wielomianowego wynosi co najmniej dwa.

Czesciowej odpowiedzi dotyczacej hipotezy dostarczyla praca [12]. Udowod-
niono w niej, ze trojka liczb (3,ds, d3), gdzie d3 > dy > 3, jest wielostopniem auto-
morfizmu typu tame wtedy i tylko wtedy, gdy 3 | ds lub d3 € 3N + d3N. Réwniez

1. Mozemy uzywaé takiego zapisu, poniewaz mdeg jest odwzorowaniem ze zbioru wszystkich en-
domorfizméw wielomianowych przestrzeni C™ w zbiér N™.
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w tym przypadku, w celu udowodnienia, ze nie istnieja automorfizmy typu tame
o wielostpniu (3,ds,ds3), gdy 3 1 do oraz d3 ¢ 3N + daN wykorzystano nieréwnosé
Shestakova-Umirbaeva i nawias Poissona pary wielomianéw.

Uogolnienia twierdzenia dostarczyta praca [16], gdzie zalozenie dotyczace te-
go, ze p1,p2 s liczbami pierwszymi zostato zastapione przez zatozenie, ze di, dy sa
nieparzystymi liczbami wzglednie pierwszymi.

Twierdzenie 5.16 ([16], tw. 2.1). Zalézmy, ze dy,dy sq takimi liczbami niepa-
rzystymi, ze nwd(dy,dy) = 1 oraz d3 > dy > dy > 3. Przy tych zaloZeniach zachodzi
nastepujgca rOwWNOwWainosc:

(dy,dy, d3) € mdeg(Tame(C?)) <= ds € d,N + d,N.

Whioskiem z powyzszego twierdzenia jest fakt, ze dla dowolnego n € N, automor-
fizm N™ = N o---o N (n-krotne zlozenie automorfizmu N z samym soba) nie jest
typu tame, gdzie N jest nastepujaca nieznaczng modyfikacja automorfizmu Nagaty:

N:C* > (x,y,2)— (z,y — 2(y* + 22), 0 + 2y(y* + 22) — 2(y* + 22)?) € C>.

Dla n = 1 jest to wynik Shestakova-Umirbaeva (patrz wniosek . Dlan > 2
wystarczy zauwazy¢, ze mdeg N" = (4n — 3,4n — 1,4n + 1), nwd(4n — 3,4n — 1) =
nwd(4n —3,2) = 1 oraz, ze 4n+1 ¢ (4n — 3)N+ (4n — 1)N i skorzystac z twierdzenia
b.16

Kolejnym krokiem w kierunku rozwigzania hipotezy jest nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 5.17 ([15], tw. 7.1). Zaldzmy, Ze p jest liczbg pierwszq oraz dy, d3
sq takimi liczbami catkowitymi, Ze 2 < p < dy < d3. Ponadto zaloimy, Ze spelniony
jest przynajmniej jeden z dwoch ponizszych warunkow:

ds 4 3
(2)%:% oraz % >p-—2.

Wtedy zachodzi rownowaznosc:
(p, da, d3) € mdeg(Tame(C?)) <= p | dy lub ds € pN + dyN.

Gdy w powyzszym twierdzeniu przyjmiemy p = 5,7,11 lub 13 dostajemy naste-
pujacy wynik.

Whiosek 5.18 ([15], wn. 7.2).
(1) Zalozmy, ze (5,da,ds) # (5,6,9) oraz b < dy < d3. Witedy

(5,dy,ds) € mdeg Tame(C?)) <= 5| dy lub ds € 5N + d,N.
(2) Zatozimy, ze (7,da,ds) ¢ {(7,8,12),(7,10,15)} oraz 7 < dy < d3. Witedy

(7,dy, d3) € mdeg(Tame(C?)) <= 7| dy lub ds € TN + dyN.
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(3) Zaléimy, ze (11,dy,ds) ¢ {(11,12,18), (11,14,21), (11,16, 24), (11,18,27)} oraz

(11,ds, d3) € mdeg(Tame(C?)) <= 11| dy lub d3 € 11N + d,N.
(4) Zaloimy, ze
(13, do, d3) ¢ {(13,14,21), (13, 16, 24), (13, 18, 27), (13, 20, 30), (13, 22, 33)}
oraz 13 < dy < dz. Witedy
(13, dy, d3) € mdeg(Tame(C?)) <= 13 | dy lub d3 € 13N + d,N.

W szczegdlnosci z punktu powyzszego wniosku wynika, ze w celu udowodnienia
hipotezy dla p = 5 wystarczy pokazaé, ze nie istnieje automorfizm typu tame
o wielostopniu (5, 6,9). Fakt ten zostal udowodniony w pracy [15].

Twierdzenie 5.19 ([I5], tw. 7.3). Nie istnieje automorfizm typu tame przestrze-
ni C* o wielostopniu (5,6,9).

Dowodd powyzszego twierdzenia opiera sie na nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 5.20 ([15], tw. 315). Niech (dl,dg,dg) 7é (1,].,].), d1 < dQ < d3
bedzie ciggiem dodatnich liczb calkowitych oraz ds/dy = 3/2 lub 3 1 di. Wtedy, aby
udowodnié, ze nie istnieje automorfizm F typu tame przestrzeni C3 o mdeg F' =
(dy,da, d3), wystarczy pokazaé, ze nie istnieje taki (hipotetyczny) automorfizm dopusz-
czajgcy redukcje elementarng.

Zgodnie z powyzszym twierdzeniem wystarczy pokazac, ze hipotetyczny automor-
fizm F' = (Fy, Fy, F3) typu tame o wielostopniu (5, 6,9) nie dopuszcza redukcji elemen-
tarnej. Dosé¢ szybko, wykorzystujac nieréwnosé Shestakova-Umirbaeva, mozna poka-
zaé, ze taki automorfizm nie dopuszcza redukeji postaci (Fy, Fo — G(Fy, F3), F3), ani
redukcji elementarnej postaci (Fy, Fa, F3 — G(Fy, F3)). Dowéd faktu, ze taki automor-
fizm nie dopuszczaltby réwniez redukeji elementarnej postaci (Fy — G(Fy, F3), Fy, F3)
przebiega nastepujaco. Najpierw nalezy zauwazy¢, ze mozna zatozy¢, ze automorfizm
F jest taki, ze F'(0) = 0 oraz ze formy liniowe wielomianéw F}, Fy, F3 sa réwne odpo-
wiednio z1, z, 73 (patrz twierdzenie[5.23|ponizej). Nastepnie korzystajac z nieréwnosci
Shestakova-Umirbaeva dla deg Fy = deg G(F5, F3) dostajemy, ze deg|Fy, F3] = 2. Fakt
ten, w polaczeniu z tym, ze F; = x; +sktadniki wyzszych stopni, na mocy lematu|3.15
oznacza, ze Fy, F3 sa wielomianami dwéch zmiennych z,, 3. Zatem (Fy, F3) zadaje
odwzorowanie wielomianowe przestrzeni C?, ktére na mocy twierdzenia Moha [24]
jest automorfizmem wielomianowym. Poniewaz 6 1 9 oraz 9 1 6, wiec dostajemy w ten
sposob sprzecznosé z twierdzeniem Junga-van der Kulka.

Podobnie przebiega dowdd nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 5.21 ([I5], tw. 7.9). Niech p bedzie takq liczbg pierwszq, Ze
5 < p <35 Wtedy (p,2(p — 2),3(p — 2)) ¢ mdeg(Tame(C?)).

Na zakonczenie tego podrozdziatu odnotujmy, ze hipoteza zostata udowod-
niona dla p = 2 [13], p = 3 [12] oraz dla p = 5 [I5]. W sytuacji, gdy p = 7, jedynym
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niewiadomym przypadkiem jest (7,8,12). Jezeli p = 11, to pozostaly trzy trojki do
rozstrzygniecia (11,12, 18), (11,14, 21) oraz (11, 16, 24).

Istnieje nadzieja, ze wyniki rozdziatu [l bedzie mozna uzy¢ do rozstrzygniecia wspo-
mnianych wyzej przypadkéw. Nadzieja ta zwigzana jest z faktem, ze istnienie takiego
automorfizmu typu tame implikowatoby istnienie pary wielomianéw szczegdlnej po-
staci, dla ktorych stopien nawiasu Poissona jest bardzo niski. Daje to mozliwos¢, ze
taka para wielomianow nie istnieje. W nastepnym podrozdziale ide¢ te zobrazujemy
na przyktadzie hipotetycznego automorfizmu typu tame o wielostopniu (7, 8, 12).

5.3. Przypadek (7,8,12) i p-hipoteza

Podrozdzial ten oparty jest na wynikach zawartych w pracy [8].

Twierdzenie 5.22. JeZeli istnieje automorfizm typu tame F = (Fy, Fy, F3) prze-
strzeni C3 o wielostopniu mdeg F' = (7,8,12), to istnieje taka para wielomiandw
P,Q € Clx,y, 2], ze deg[P, Q] = 3 oraz

P=y+ P+ -+ F;, Q=2+Qs+ -+ Q12, Ps, Q12 # 0, (5.1)

gdzie P;, Q; sq sktadowymi jednorodnymi stopnia 1.
W dowodzie powyzszego twierdzenia wykorzystywacé bedziemy nastepujacy fakt.

Twierdzenie 5.23 ([15], tw. 3.18). Zaldzmy, ze (di,...,d,) # (1,...,1) bedzie
dowolnym ciggiem dodatnich liczb catkowitych. Jezeli istnieje automorfizm typu tame
F:C" — C", taki, ze F dopuszcza redukcje elementarng oraz F/(0,...,0) = (0,...,0)
i mdeg F = (dy,...,d,), to takze istnieje automorfizm typu tame F : C* — C"
taki, ze F dopuszcza redukcje elementarng oraz F(0, . . . ,0) =(0,...,0) @ mdeg F' =
(dy,...,dy), ajego cze$é liniowa jest réwna iden .

Dowéd. (twierdzenia Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze istnieje hipotetycz-
ny automorfizm typu tame F = (Fy, Fy, F3) przestrzeni C* o wielostopniu mdeg F' =
(7,8,12). Bez straty ogdlnoséci mozemy zakladaé, ze F'(0,0,0) = (0,0,0). Na postawie
twierdzenia wiemy, ze dopuszcza on redukcje elementarng, a korzystajac z twier-
dzenia [5.23] mozemy sktadowe tego hipotetycznego automorfizmu zapisa¢ w nastepu-
jacy sposob

F, = 24+ Fio+---+Fig, Fi7 #0, (5.2)
Fy = y+1Fyo+---+ Fyg, Fys # 0,
Fy = 24+ F39+ -+ F39, F512 #0,

gdzie F; ; oznacza skladowg jednorodng stopnia j wielomianu F;.

Zat6zmy, ze nasz hipotetyczny automorfizm F' = (F, Fy, F3) dopuszcza redukcje
elementarna postaci (Fy, Fo — G(F1, F3), F3), czyli gdzie przy pomocy pierwszej i trze-
ciej sktadowej redukowany jest stopien drugiej sktadowej, zatem deg (Fy — G(F}, F3)) <
deg F». W takim razie formy wiodace F, oraz G(Fy, F3) musza by¢ sobie réwne, a z tego
wynika, ze

deg G(Fl, F3) = deg FQ = 8. (55)
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Poniewaz F\, Fy sa algebraicznie niezalezne, F'y ¢ k[F3|, F3 ¢ k[F1] oraz

deg Fy B 7
nwd(deg I}, deg I3)  nwd(7,12)

p= =1,

wiec z twierdzenia [5.11] (i uwagi pod tym twierdzeniem) mamy

deg G(F1, F3) > q(pdegF3 —deg F5 — deg I} + deg|Fy, F3)) + rdeg F3 (5.6)
= q(7-12—12 — 7+ deg|F, F3)) + 12r,

gdzie deg, G(x,y) = Tq+r oraz 0 < r < 7. Poniewaz 65+ deg[[], F3] > 8 oraz 12 > 8,
wiec na podstawie i dostajemy, ze ¢ = r = 0. Wtedy deg, G(z,y) = 0,
a stad otrzymujemy, ze G(Fy, F3) = G(F}). To prowadzi do sprzecznosci, poniewaz
deg G(F)) = deg G(F7, F3) = 8 oraz deg G(F}) € TN. Zatem nasz hipotetyczny auto-
morfizm nie dopuszcza redukcji elementarnej ze wzgledu na drugg sktadows.
Zatézmy, ze nasz hipotetyczny automorfizm dopuszcza redukcje elementarng ze
wzgledu na trzecia sktadowa, czyli redukcje postaci (Fy, Fy, F5 — G(Fy, F3)). Rozumo-
wanie przebiega w podobny sposéb jak w powyzej omoéwionym przypadku. Poniewaz
deg (F3 — G(F1, F,)) < deg F3, wiec deg G(F}, Fy) = deg F3 = 12. Analogicznie jak

powyzej, dla pary Fi, Fh, mamy p = #(78) =T oraz

deg G(F1, Fy) > q(7-8—8—7+deglFy, Fy]) + 8r,

gdzie deg, G(v,y) = 7q +r oraz 0 < r < 7. Poniewaz 41 + deg[Fy, F5] > 12,
a2-8>12, wigc ¢ = 01ir < 1. Oznacza to, ze deg, G(z,y) < 1, a stad G(F1, Fy) =
go(F1) + Fag1(Fy), gdzie go, g1 sa wielomianami zaleznymi od jednej zmiennej. Wyni-
ka z tego, ze deg G(Fy, Fy) € TN U (8 + 7N), co prowadzi do sprzecznosci, poniewaz
deg G(Fy, Iy) = deg F3 =12 ¢ TNU (8 + 7N).

Teraz mozemy stwierdzi¢, ze jezeli istnieje taki hipotetyczny automorfizm typu
tame przestrzeni C* o wielostopniu mdeg F' = (7,8, 12) spetiajacy réwnosci -
, to dopuszcza on redukcje elementarng ze wzgledu na pierwszg sktadowa, czyli
redukeje postaci (Fy —G(Fy, F3), Fy, F3). Zatem deg G(Fy, F3) = deg Iy = 7. Podobnie

jak w dwoch poprzednich przypadkach, dla pary Fy, F3, mamy p = m = % =2
oraz

deg G(Fy, F3) > q(pdegF3 — deg I3 — deg Iy + deg|Fy, F3)) + rdeg F3 (5.7)
= q(2-12—-12 — 8 + deg[[h, F3)) + 12r
= q(4+ deg[F3, F3]) + 12,

gdzie deg, G(z,y) = 2q + r oraz 0 < r < 2. Poniewaz 12 > 7, wigc dostajemy r = 0.
Jezeli zatozymy, ze deg[Fy, F3| > 4, to 4+deg|Fy, F3] > 7, a to prowadzi do wniosku, ze
q = 0. Wtedy deg, G(z,y) = 0, a stad otrzymujemy, ze G(F», Fy) = G(F,). Prowadzi
to do sprzecznosci, poniewaz deg G(F3) € 8N, a 7 ¢ 8N.

Tak wiec, jezeli istniatby taki hipotetyczny automorfizm, to musiatby dodatkowo
speliaé warunek deg[Fy, F3] < 3. Skladowe F, i F3 sa algebraicznie niezalezne, za-
tem mamy do rozwazenia dwa przypadki: deg|[Fy, 5] = 2 lub deg[Fy, F3] = 3. Teraz
zajmiemy sie przypadkiem, gdy deg[Fs, F3] = 2. W takim razie ze wzgledu na po-
staé Fy, F3 oraz fakt, ze deg|[Fy, F3] = 2 mielibySmy spelnione zatozenia lematu m
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z ktorego wnioskujemy, ze Fy, F3 sa wielomianami zaleznymi od dwoch zmiennych y, 2.
Zatem para wielomianéw I, Fy zadawataby automorfizm przestrzeni C? o wielostop-
niu (8,12). To z kolei prowadzitoby do sprzecznosci z twierdzeniem Junga i van der
Kulka, poniewaz 8 1 12, a takze 12 4 8. WykluczyliSmy mozliwosé, ze deg[Fy, F3] = 2,
co konczy dowdd twierdzenia. n

Na podstawie powyzszego twierdzenia jedynym krokiem, ktéry pozostat do udo-
wodnienia tego, ze nie istnieje automorfizm typu tame o wielostopniu (7, 8,12), a w kon-
sekwencji, ze p-hipoteza jest prawdziwa takze dla p = 7, jest udowodnienie, ze para
wielomianéw P i ), o ktorej mowa w tym twierdzeniu nie istnieje.

Na zakoniczenie zaprezentujemy nastepujace dwa twierdzenia pokazujace, ze hipo-
teza [5.14] nie jest prawdziwa w sytuacji gdy d; jest liczbg ztozona.

Twierdzenie 5.24. Dla dowolnej liczby ztoZonej dy = ab, gdzie a,b > 1, istnieje
nieskoriczenie wiele takich par liczb calkowitych (dy,ds) € N2, Ze ds > dy > dy, dy 1 do,
nwd(dy, da) = a, d3 ¢ d;N + doN oraz (dy, da, d3) € mdeg(Tame(C?)).

Dowdéd. Niech m bedzie dodatnig liczba catkowita oraz niech dy = (mb + 1)a. Zatem
dy 1 dy oraz nwd(dy, dy) = nwd(ab, (mb + 1)a) = nwd(ab, mab + a) = nwd(ab,a) = a.
Zauwazmy, ze di(mb+ 1) = nww(dy, dy) = dob i rozwazmy nastepujacy wielomian

(mmHﬁHMH—@+%f

mb+1 b
_ i (mbl+ 1) (z+ Zr)l nww(dde)—ld1 _ Z (;’) yl zww(dido)—lda.

=0 1=0

Poniewaz dla [ = 0 w obydwdch powyzszych sumach uzyskujemy ten sam sktadnik
2mww(did2) wwiec mozemy napisaé

(mmHﬁQMH—@+%f

mb+1 b
S (mbl+ 1) (@ + 27! el da) =l _ 3 (ll)) Lol da)~lda.

=1 =1
Z zalozen twierdzenia mamy, ze dq,ds > 1, a zatem
b (b
deg (Z <l>ylznww(d1’d2)_ld2> < nww(dy,dy) — do + 1.
=1
Natomiast jesli wezmiemy r € {1,...,d; — 1}, to zachodzi nastepujaca nieréwnosé
mb+1
mb+ 1
deg ( Z ( ) (23 + Zr)l anw(d1,d2)—ld1> g HWW(dl,dQ) _ 2d1 +2r

1=2 l
< nww(dy,do) —dy +r

oraz

b+1
deg ((m 1+ ) (ZL‘ + Zr) anw(dhdz)—dl) — nww(dl, dz) — dl + 7.



Poniewaz dy < dy, ar > 1, wiec nww(dy, dy) —dy+r > nww(dy, dy) —da+1. Ostatecznie
dostajemy nastepujaca rownosé

mb+1 b
deg ((I—kzr—l—zdl) . (y+zd2) ) =nww(dy,dy) — dy + 1.
Teraz przyjmijmy, ze

Fi(z,y,2) = (x4 2" + 2%,y + 2%, 2)

oraz
Fy(u,v,w) = (u,v, w+ (ukarl — vb) u”) .
Wtedy
mdeg (Fy o Fy) = (dy, ds, d3),
gdzie

dg = nww(dl, dg) — d1 +r+ ndl.

Wiemy, ze a | nww(dy, ds) — dy + ndy. Zatem a t ds, wtedy i tylko wtedy, gdy a t r.
Przyktadowo, gdy r € {1,...,d; — 1} \ {qa,2a, ..., (b — 1)a} dostajemy a f d3. Wtedy
ds3 ¢ diN+d;N, bo a = nwd(dy, d) dzieli kazdy element zbioru d; N+ dyN. Zauwazmy,
ze dla réznych par liczb catkowitych m,n otrzymujemy rézne pary (ds, d3). ]

Twierdzenie 5.25. Niech di,dy bedqg dodatnimi liczbami catkowitymi, ktore nie
sq wzglednie pierwsze, oraz niech dy > dy > 1 i dy 1 dy. Wtedy zbior

mdeg (Tame(C?)) N {(dy, da, ds) | ds ¢ dyN + dpN }

ma nieskonczenie wiele elementow.

Dowdd. Niech d = nwd(dy, dy) oraz niech dy,dy beda takimi liczbami, ze d; = did
a dy = dyd. Rozwazmy nastepujacy wielomian

(z+2"+ zdl)dQ —(y+ de)Jl
_ f: <Cz> (& 4 27)} v (dda)—lds i <~> 1w (dy do)—ldz
=\ =1
oraz automorfizm wielomianowy F, o F, gdzie
Fi(z,y,2) = (x+2"+ 2% y+ 2% 2),
Fy(u,v,w) = (u,v,w + (uJQ — vdl) u”) .
Z zalozen twierdzenia wiemy, ze dy > d; > 1. Zatem analogicznie jak w dowodzie
twierdzenia uzyskujemy, ze jesli r € {1,...,d; — 1} \ {d,2d,d, — d}, to
mdeg (Fy o Fy) = (dy, do,nww(dy,dy) — dy + 7 + ndy)
oraz nww(dy, ds) — dy + r + nd; ¢ diN + dyN. Tak wiec, otrzymujemy
{(dy,dy,nww(dy,ds) — dy +r + ndy) | n € N}
C mdeg (Tame(C*)) N {(d1, da, ds) | ds ¢ AN+ d>N } .



Z.akonczenie

W rozprawie badaliSmy nawias Poissona pary wielomianéw gtéwnie pod katem
jego zastosowan. W kontekscie rozwazan dotyczacych tak zwanej p-hipotezy, ktorej
wypowiedZ pozwolimy sobie ponizej jeszcze raz przywolaé (patrz hipoteza |5.14]):

Hipoteza. Jesli p jest liczbg pierwszq, ds > dy = p, to (p,ds,ds) jest wielostop-
niem automorfizmu typu tame wtedy i tylko wtedy, gdy p | ds lub d3 € pN + dsN,

warto zwrdoci¢ uwage na wyniki dotyczace przedstawienia sktadowych jednorodnych
jednego wielomianu przy pomocy sktadowych jednorodnych drugiego z wielomianéw,
gdy stopien nawiasu Poissona tej pary jest odpowiednio niski (patrz rozdziat . Jak
wiadomo (patrz wniosek , twierdzenie i akapit ponizej), w przypadku, gdy
p = 7, pozostal do rozwazenia wielostopienn (7,8,12). Ponadto, na podstawie twier-
dzenia od udowodnienia p-hipotezy dla p = 7 dzieli nas jeden krok. Mianowicie,
wystarczy pokazac, ze nie istnieje para wielomianéw postaci 'y =y + Foo+ -+ Fog
oraz F3 =z + F372 + -+ F3712, gdzie Fg,g,Fng 7& O, dla ktéreJ deg[Fg,Fg] = 3.
Jak juz wspomnieli$émy, przydatne wydaja sie by¢ wyniki z rozdziatu 4 Dzieki nim
mozemy przedstawi¢ wszystkie sktadowe jednorodne wielomianu F3 przy pomocy skta-
dowych jednorodnych wielomianu F5. To moze okazaé si¢ pomocne przy rozstrzyganiu
istnienia hipotetycznej pary Fj, F3, o ktorej mowa wyzej. Wydaje sig, ze podobne po-
stepowanie bedzie mozna zastosowa¢ w przypadku p-hipotezy dla p = 11, gdzie jak
wiemy zostaly do rozpatrzenia nastepujace wielostopnie (11,12, 18),(11,14,21) oraz
(11,16,24).

Istnieje réwniez nadzieja, ze wyniki uzyskane w rozdziale [d] moga sie przydac w roz-
wazaniach dotyczacych istnienia hipotetycznych automorfizméw typu tame o wielo-
stopniu (4,41 + 1,41 + 2), gdzie | € N,.

Interesujace wydaje sie rowniez uogdlnienie rozwazan dotyczgcych réwnania
(L7, P] = [P, L] (patrz podrozdzial [B.2)). Poniewaz réwnanie takie réwnowazne
jest réwnaniu d(L}) A dPy = d(P,) A d(L§), wiee jednym z naturalnych kierunkéw
uogodlnienia jest rozwazanie rOwnania postaci

d(LP)Ad (L) NPy =d (L) Ad (L) AdPy,

gdzie Ly, Lo, Zl, Eg € k[X] sa danymi formami liniowymi, rq, 79, $1, 89 € N, danymi
stalymi, a (P, P) € k[X]? poszukiwang para wielomian6w.
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