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Przedmowa. 

Książka nmieJsza zawiera cz ęść moich wykładów z zakresu 
geometrji rzutowej. Omawiany materjał podzieliłem na trzy roz­
działy, których dokładną treść podaję w poniżej zamieszczonym 
spisie. W rozdziale pierwszym zestawiłem wiadomości wstępne, 
w rozdziale drugim zająłem się pe.wnemi zależnościami geome­
trycznemi, t. zw. rzutowościami, zachodzącemi pomiędzy zasad­
niczemi utworami gatunku pierwszego. Wreszcie w ostatnim 
rozdziale omówiłem szczegółowo teorj ę stożkowych. 

Dalsze wykłady, odnoszące się do rzutowości utworów za­
sadniczych gatunku drugiego i trzeciego, oraz do teorji po­
wierzchni 2-go stopnia, obejmować będzie czę~ć druga „Elemen­
tów geometrji rzutowej". 

Za pomoc w czytaniu żmudnej korekty dziękuję serdecz­
nie Panu Koledze Józefowi Wróblewskiemu, profesorowi XI. gimn. 
Panu Mieczysławowi Teliczkowi, asystentowi Politechniki Lwow­
skiej, dziękuję uprzejmie za techniczne wykonanie rysunków. 

Spełnię wreszcie miły obowiązek, jeżeli · Nakładcy wyrażę 
na tern miejscu serdeczne podziękowanie za bardzo staranne 
wydanie niniejszego podręcznika. 

We Lwowie, w styczniu 1927 r. 
Autor. 
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Wstęp. 

Zależności geometryczne, zachodzące pomiędzy punktami, 
prostemi, płaszczyznami, wielościanami, linjami krzywemi, po­
wierzchniami, ... nazywamy własnościami geometrycznemi. Wła­
sności te podzielić możemy na dwie kategorje: na w las n ości 
opisowe i na własności miarowe. - Do pierwszej kate­
gorji należą własności, odnoszące się do pojęć punktu, prostej, 
płaszczyzny i t. d. (np. kilka punktów leży na jednej prostej 
lub płaszczyźnie, kilka prostych leży na jednej płaszczyźnie 

lub przechodzi przez jeden punkt, kilka płaszczyzn przechodzi 
przez jeden punkt albo przez jedną prostą, i t. p). Natomiast 
do drugiej kategorji należą własności, odnoszące się do pojęć: 
odległości (np. odległość dwóch punktów, dwóch prostych rów­
noległych, dwóch płaszczyzn równoległych, odległość punktu 
od prostej, wzgl. od płaszczyzny), wielkości kąta (np. kąt dwóch 
prostych, dwóch płaszczyzn, kąt prostej i płaszczyzny), po­
wierzchni (np. powierzchnia wielokąta, wielościanu) i objętości 

(np. objętość wielościanu) . 

Przedmiotem badań g e o m e t r j i r z ut o w e j - zwanej 
także wyższą, nowszą, położenia lub syntetyczną - są własno­

ści opisowe utworów geometrycznych. Ponieważ jednak własno­
ści miarowe posiadają bardzo ciekawe związki z geometrją rzu­
tową, tworząc jej przedmiot zastosowań, przeto w rozważaniach 
naszych omawiać będziemy tak własności opisowe, jak i wła­

sności miarowe utworów geometrycznych. 
Jakkolwiek właściwy rozwój geometrji rzutowej przypada 

dopiero na wiek XIX, to jednak początków tej nauki doszuki­
wać się można w praktycznych konstrukcjach perspektywy. 
Badanie utworów geometrycznych z punktu widzenia perspek­
tywy umożliwia w sposób nader łatwy wyznaczenie własności 

opisowych tych utworów, oraz zawiera dwa podstawowe dzia­
łania geometrji rzutowej, a mianowicie : rzucanie i przecinanie. 
Pierwsze z tych działań odpowiada procesowi widzenia, drugie 
natomiast procesowi wyobrażania na płaszczyźnie przecięcia. 

Badanie tą drogą własności stożkowych, jako perspektywy kola 
Plamitzer, Geometrja rzutowa. 1 



2 Wstęp. 

zawdzięczamy Des ar· gu e s'o w i (1593-1662) i Pas ca l'o w i 
(1623-1662). Właściwymi twórcami geometrji rzutowej są: 

J. V. Po n ce 1 et 1), M 6 bi us 2), J. Steiner 3), M. Cha s 1 es 4) 

i K. G. Ch. von S t a u d t 5). 

Wymienić należy jeszcze dzieła następujących autorów: 
T. Reye 6), H. Schr6ter 7), W. Fiedler 8), L. Cremona 9), 

J. Thom a e 10), E. We y r 11), F. As chi er i 12), Chr. Wie n e r 13), 

R. St ur m 14), K. Ro h n u. E. Papp er i t z 15), K. D o eh 1 e­
m a n n 16), F. Enrique s 17), R. B 6 g er 18), F. Se v er i 19), 

1) Traite des Proprietes projectives des Figures, Paris 1822 (II wyd. 
1865-66). 

2) Der baryzentrische Calcul, Leipzig 1827; Gesammelte Werke, 4 Bde, 
Leipzig 1885-87. 

3) Systematische Entwicklung der Abhangigkeit geometrischer Gestal­
ten von einander, Berlin 1832; Gesammelte Werke, 2 Bde, Berlin 1881- 82. 

") Aperc;u historique sur l'Origine et le Developpement des Methodes 
en Geometrie, Bruxelles 1837 (III wyd. Paris 1889); Traite de Geometrie 
superieure, Paris 1852 (II wyd. 1880); Traite des Sections coniques, Paris 1865. 

5) Geometrie der Lage, Niirnberg 1847; Beitrage zur Geometrie der 
Lage, Niirnberg 1856- 1860; Geometria di Posizione (przełożył Segre), To­
rino 1889. 

6
) Die Geometrie der Lage, Leipzig 1866 (VI wyd. Tom I 1923, V wyd. 

Tom II i III 1923). .. 
7) Die Theorie d. Kegelschnitte, gestiitzt auf projectivische Eigenschaf­

ten (Teil II von J. Stein er s Vorlesungen iiber synthetische Geometrie), 
Leipzig 1866 (III wyd. 1898); Theorie d. Oberflachen zweiter Ordnung u. d. 
Raumkurven dritter Ordnung als Erzeugnisse projektivischer Gebilde, Leip­
zig 1880. 

8) Die darstellende Geometrie in organischer Verbindung mit d. Geo­
metrie der Lage, 3 Bde, Leipzig 1871-1883. 

9) Elementi di geometria projettiva, Milano 1872 (przekład franc. De­
wu l f'a i niem. Tra utvettera). 

10) Ebene geometrische Gebilde vom Standpunkte d. Geometrie d. Lage 
betrachtet, Halle 1873; Die Kegelschnitte in rein projektiver Behandlung, 
Halle 1894. 

11 ) Elemente d. projektiv. Geometrie, 2 Bd, Wien 1883-87. 
12) Geometria projettiva, Milano 1884 (II wyd. 1888). 
13) Lehrbuch d. darstellenden Geometrie, 2 Bde, Leipzig 1884- 87. 
u) Die Gebilde ersten u. zweiten Grades d. Liniengeometrie in syn­

thetischer Behandlung, 3 Bde, Leipzig 1892-- 97 ; Die Lehre von d. geome­
trischen Verwandtschaften, 4 Bde, Leipzig u. Berlin 1908. 

15) Lehrbuch d. darstellenden Geometrie, 2 Bde, Leipzig 1893- 96. 
16) Projektive Geometrie in synthetischer Behandlung 1898, Sammlung 

Goschen (V wyd. Tom I i II 1924). 
17) Lezioni di geometria projettiva, Bologna 1898 (przekład niem. F 1 ei­

scher a i polski Włodarskie go z III-go wyd. włoskiego, Warszawa 1917). 
18) Ebene Geometrie d. Lage, Leipzig 1900. · 
19) Complementi di geometria projettiva, Bologna 1906. 



Wstęp. 3 

E. Dup or c q 1), M. Gr os s ma n n 2), E. Ba lly :-3), G. Sc he f­
f er s 4) i M. D'O ca g n e 5). 

Również i w naszej literaturze naukowej, poza specjalnemi 
rozprawami polskich autorów, posiadamy kilka podręczników 
z zakresu geometrji rzutowej. Należą tu prace: G. H. N ie wę­
g low ski ego 6), Juljana Bayera 7), Stanisława Ziem­
bi f1 s ki e go 8), Dr. M ar j a n a A. B ar a n i e ck i e go 9), A I fr e­
d a L e we nb erg a 10), Dr. M. F e I db I u m a 11), prof. Dr. Mi e­
c zys ław a Łazarskiego 12), prof. Dr. Kazimierz a Bar­
tł a 13), F. Enrique s'a (przekład Dr. Fr an cis z ka Wł od ar­
ski ego) 14), prof. Stanisława Garlickiego 15), Dr. A. Pla­
m i t zer a 16) i Dr. Stef a n a Kw ie tnie wskiego 17). 

1) Premiers principes de geometrie moderne (Deuxieme edition revue 
et augmentee par R. B ri car d), Paris 1912. 

2
) Darstellende Geometrie, Leipzig u. Berlin 1915 (II wyd. 1921). 

3) Principes et premiers developpements de geometrie generale syn­
thetique moderne, Paris 1922. 

4
) Lehrbuch d. darstellenden Geometrie, 2 Bde, Berlin 1919-1920 

(II wyd. 1922). 
5) Notions sommaires de geometrie projective, Paris 1924. 
6

) Geometrja, Paryż 1854 (Il wyd. Paryż-Lwów, Tom I 1868, Tom II 1869). 
7

) Pierwsze początki geometrji wyższej (kurs litografowany), Warszawa 
1867 (wedle pracy Michała Rembacza: ,,Krótko zebrana historja geo­
metrji wykreślnej" Część I i IL Stanisławów 1890- 91). 

8) Składnia wykreślna (geometrja położenia) podług T. Rey e'g o, 
Lwów 1877. 

9) Początkowy wykład syntetyczny własności przecięć stożkowych, War-
szawa 1885. 

10
) Geometrja rzutowa tworów pierwiastkowych, Warszawa 1~02. 

11) Geometrja wykreślna, Warszawa 1902. 
12

) Zasady geometrji wykreślnej, Tom I i II, Lwów 1903-6. 
13

) Geometrja wykreślna (kurs litografowany); Lwów 1913- 14; Geo-
metrja wykreślna, Lwów 1919 (II wyd. 1922). 

1') Wykłady geometrji rzutowej, Warszawa 1917. 
15

) Kurs geo_metrji wykreślnej (litografowany), Warszawa 1921. 
16) Elementy płaskiej geometrji rzutowej (litografowane), Lwów 1921 

(II wyd. 1922). 
17) Geometrja rzutowa (kurs litografowany), Warszawa 1923. 

* 



ROZDZIAŁ I. 

Wiadomości wstępne. 

1. Elementy właściwe i niewłaściwe 1) . Oznaczenia. Punkty, 
proste i płaszczyzny nazywamy elementami zasadni'czemi. Wia­
domo nam, że dwie proste, leżące na jednej płaszczyźnie i nie 
mające punktu wspólnego, są p r o s te mi r ó w n o 1 e g l e m i. 
Skoro przyjmiemy 2) dowolną prostą a i punkt B, nie leżący 
na owej prostej, to wówczas przez punkt B przechodzi j e dna 
i ty 1 ko j e dna prosta c, rów n o 1 e gł a do danej prostej a 
(postulat Euclidesa). Zamiast mówić, że „dwie proste są równo­
legle", powiemy, że owe proste „posiadają jeden i ten sam kie­
runek" lub też, że one „posiadają wspólny kierunek" . Bę­

dziemy też mówili, że „prosta należy do swego kierunku". 
Powiadamy, że: prosta i płaszczyzna są do siebie r ó lV­

n o 1 e g le, jeżeli owe elementy nie mają ani jednego punktu 
wspólnego. 

Dwie płaszczyzny, nie mające żadnych punktów wspólnych, 
nazywamy plas z czy z n ami r ó wn ole gł emi. Zamiast mó­
wić, że „dwie płaszczyzny są równolegle", powiemy, że owe 
płaszczyzny „posiadają jedno i to samo ustawienie", albo też, 

że „posiadają wspólne ustawienie". Będziemy też mówili, że 

,,płaszczy~na należy do swego ustawienia". 
Korzystając z nowo wprowadzonych wyrazen „kierunek" 

i „ustawienie", możemy ustalić pomiędzy elementami zasadni­
czerni następujące zależności : 

1) Porównaj Federigo Enriques: Wykłady geometrji rzutowej. War­
szawa 1917 (przekład Fr. Włodarskiego), str. 8. 

Dr. Emil Miiller: Lehrbuch d. darstellenden Geometrie f. techn. Hoch­
schulen. Leipzig u. Berlin 1908. Bd. I. S. 8. 

2) Umówmy się, że punkty oznaczać będziemy dużemi literami alfabetu 
łacińskiego lub cyframi arabskiemi, proste oznaczać będziemy małemi lite­
rami alfabetu łacińskiego lub cyframi rzymskiemi, płaszczyzny zaś małemi 
literami alfabetu greckiego. 



1. Elementy właściwe i niewłaściwe. Oznaczenia. 5 

a) Dwa punkty (różne od siebie) określają (wyznaczają) 

j e dną i ty 1 k o "j e dną prostą, należącą do nich (i do której 
one należą). 

b) Dwie (różne od siebie) płaszczyzny określają (wyzna­
czają) jedną i ty 1 ko jedną prostą, należącą do nich (t. zw. 
krawędź przecięcia się), lub też j e d n o i ty 1 ko j e d n o usta­
wienie, należące do nich (gdy płaszczyzny są równolegle). 

c) Punkt i kierunek określają jedną i tylko jedną 
prostą, do której należą (t. zn. prostą, przechodzącą przez dany 
punkt i równoległą do danej prostej). 

d) Dwa różne kierunki określają jedno i ty 1 ko jedno 
ustawienie, do którego należą (t. zn. istnieje nieograniczona 
iłość płaszczyzn, równoległych do dwóch danych prostych o róż­
nych kierunkach, i wszystkie te płaszczyzny są względem siebie 
równolegle). 

e) Trzy (różne) punkty, nie należące do jednej prostej, 
określają jedną i tylko jedną płaszczyznę, należącą do 
nich (i do której one należą). 

f) Trzy (różne) płaszczyzny, nie przechodzące przez jedną 
i tę samą prostą, oraz nie posiadające wspólnego ustawienia, 
określają jeden i tylko jeden punkt albo też jeden i tyl­
ko j eden kierunek (gdy są równoległe do tej samej prostej). 

g) Dwa punkty i dowolny kierunek (różny od kierunku 
prostej, wyznaczonej dwoma danemi punktami), określają je d­
ną i ty 1 ko j e dną płaszczyznę (która przechodzi przez owe 
dwa punkty i jest równoległa do danej prostej). 

h) Punkt i dwa kierunki określają j e d n ą i ty 1 k o j e d n ą 
płaszczyznę, do której należą (t. zn. przez punkt przechodzi 
jedna tylko płaszczyzna, równoległa do dwóch danych prostych 
o dwóch różnych kierunkach). 

Z łatwością zauważymy, że w powyższych związkach a) ... h) 
wyraz „kierunek" zastępuje w wielu przypadkach wyraz „punkt" 
i wyraz „ustawienie" zastępuje wyraz „prosta". Nasuwa się myśl, 
aby zdefinjować kierunek prostej jako „punkt", a ustawie­
nie płaszczyzny jako nprostą". Celem odróżnienia „punktu" 
w znaczeniu zwykłem (dotychczasowem) od nowo wprowadzo­
nego „punktu" (zamiast „kierunku") nazywać będziemy: pierw­
szy z tych elementów punktem właściwym, a drugi ele­
ment punktem niewłaściwym (punktem nieskończenie da­
lekim albo punktem w nieskończoności). Podobnie „prostą" 

w znaczeniu zwykłem naz,viemy prostą właściwą, a nowo 
wprowadzony element „prostą" w znaczeniu zastępującem „usta-
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wienie", nazwiemy prostą niewłaściwą (prostą nieskończe­

nie daleką albo prostą w nieskończoności). Elementy niewła­

ściwe oznaczać będziemy symbolem oo, pisząc np. A00 (qzytaj : 
punkt niewłaściwy A), b00 (czytaj: prosta niewłaściwa b). - Sto­
sując wprowadzone wyrażenia, powiemy: 

Każda prosta wlaści.wa 

posiada nieograniczoną ilość 

punktów właściwych, oraz j e­
d e n i t y 1 k o j e d e n punkt 
niewłaściwy (swój kierunek). 

Każda płaszczyzna wła­

ściwa posiada nieograniczoną 
ilość prostych właściwych, oraz 
j e d n ą i ty 1 k o j e d n ą pro­
stą niewłaściwą (swoje usta­
wienie). 

a danej płaszczyźnie c niechaj leżą proste właściwe a, b, c, ... 
oraz prosta niewłaściwa e 00

• Każdy punkt prostej a, a zatem 
i punkt niewłaściwy A00 (kierunek prostej a), leży na płaszczy-
źnie c. Podobnie punkty niewłaściwe B 00

, C X>, ••• prostych b, c, ... , 
przynależą też do płaszczyzny c. Pary prostych: a i b, a i c, ... , 
b i c, ... , wyznaczają (określają) jedną i tę samą płaszczyznę E. 

Natomiast .,,kierunki" uważanych par prostych, t. zn. pary punk­
tów niewłaściwych: A00 i B 00

, A00 i C 00
, ••• , B 00 i C 00

, ••• określają 
„ustawienie" płaszczyzny c czyli prostą nie~laściwą e00 tejże 
płaszczyzny. Jeżeli punkty A00 i B 00 określają prostą e00

, to 
owe punkty . należą (przynależą) do prostej e 00 lub leżą na owej 
prostej; prosta e 00 należy (przynależy) do punktów A00 i B 00 

lub przechodzi przez owe punkty. Wnosimy stąd, że: 

Prosta niewłaściwa e 00 dowolnej płaszczyzny wła­
ściwej c jest miejscem geometrycznem wszystkich 
punktów niewłaściwych, które leżą na owej płaszczy­
źnie E. 

O prostych równoległych możemy powiedzieć, że: ,,dwie 
proste równolegle n ie przecinaj ą się w punkcie właści­

wym" albo też, że: ,,dwie proste równolegle przecinają się 
w jednym i tylko jednym punkcie niewłaściwym". Zamiast mó­
wić, że „dwie płaszczyzny równolegle n ie przecinaj ą si ę 

w prostej właściwej", powiemy: ,,dwie płaszczyzny równolegle 
przecinaj ą się w jednej i tylko jednej prostej niewłaściwej". 

Zaj:i;niemy się teraz z badaniem zależności, jaka zachodzi 
pomiędzy dwiema dowolnemi prostemi niewlaściwemi. W tym 
celu weźmy pod uwagę dwie dowoln~ płaszczyzny a i (J, które 
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nie są do siebie równolegle i przecinają się w prostej właści­
wej (krawędzi) c. Oznaczmy przez C 00 punkt niewłaściwy pro­
stej c (jej kierunek), przez a 00 prostą niewłaściwą płaszczyzny a 
(jej ustawienie) i przez b 00 prostą niewłaściwą płaszczyzny (J. 
Każdy punkt (a zatem również i punkt niewłaściwy C 00

) kra­
wędzi c przynależy równocześnie do płaszczyzny a i do pła­
szczyzny (J. Element C 00

, jako punkt płaszczyzny a, leży na 
prostej niewłaściwej a 00

, a nadto, jako punkt płaszczyzny (J, 
leży też i na prostej niewłaściwej b 00

• Wnosimy stąd, że: 
Dwie dowolne (różne od siebie) proste niewłaściwe posia­

dają (przechodzą przez, przecinają się) jeden i tylko jeden 
wspólny punkt niewłaściwy. 

Wiadomo 1), że: ogół prostych właściwych a, b, c, ... , z któ­
rych każde dwie przecinają się, lecz nie wszystkie przechodzą 
przez jeden i ten sam punkt, przynależy do jednej i tylko 
jednej płaszczyzny. Ponieważ każde dwie proste niewłaściwe 
przecinają się, ale wszystkie nie muszą równocześnie przecho­
dzić przez jeden i ten sam punkt niewłaściwy C 00

, (bo ogół 

płaszczyzn a, (J, y, ... nie musi być równoległy do jednej i tej 
amej prostej właściwej c) - przeto nasuwa się myśl zdefinjo­

wania ogółu prostych niewłaściwych (a tern samem i ogółu punk­
tów niewłaściwych) jako „płaszczyzny". Celem . odróżnienia „pła­

szczyzny" w znaczeniu dotychczasowem (zwykłem) od nowo 
zdefinjowanej „płaszczyzny", nazywać będziemy: pierwszą z nich 
p l a s z c z y z n ą właściwą, a drugą p ł a s z c z y z n ą· niewła­
ściwą (płaszczyzną nieskończenie daleką, płaszczyzną w nie­
skończoności). 

Korzystając z dotychczasowych rozważań, ująć możemy 
podane poprzednio zależności a) ... h) w następującą formę: 

Dwa (różne od siebie) 
punkty określają jednq i tylko 
jedną prostą, do której należą. 

Dwie (różne) płaszczyzny 
określają jedną i tylko · jedną 

prostą, do której należą. 

1) Przynajmniej jedna z prostych danych, np. prosta c, nie przechodzi 
przez punkt P przecięcia się prostych a i b. Oznaczmy przez A i B punkty 
przecięcia się prostej c z prostemi a i b, a przez s płaszczyznę, określoną 
punktami A, B i P. Na płaszczyźnie s leżą proste a, bi c, gdyż każda z nich 
ma dwa punkty wspólne z płaszczyzną s. Każda inna prosta d, należąca do 
przyjętego ogółu prostych, przecinać musi proste a, b i c, ale nie może prze­
chodzić równocześnie przez punkty A, B i P. Jeżeli d nie przechodzi np. 
przez punkt A, to musi leżeć na płaszczyźnie s, gdyż punkty, w których d 
przecina proste a i c, leżą na s. A zatem wszystkie proste a, b, c ... leżą na 
jednej i tylko jednej płaszczyźnie s. 
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Trzy (różne) punkty, nie 
należące do jednej prostej, o­
kreślają jedną i tylko jedną 
płaszczyznę, do której należą. 

Trzy (różne) płaszczyzny, 
nie należące do jednej prostej, 
określają jeden i tylko jeden 
punkt, do którego należą. 

W powyżśzych twierdzeniach nie czynimy żadnej różnicy po­
między elementami wlaściwemi a elementami niewlaściwemi. Zła­
twością stwierdzimy też prawdziwość twierdzeń następujących: 

.,,. Punkt i prosta, nie nale­
żące do siebie, określają jedną 
i tylko jedną płaszczyznę, do 
której należą. 

Dwie (różne) proste, prze­
cinające się w punkcie, okre­
ślają jedną i tylko jedną pła­
szczyznę, do której należą. 

Płaszczyzna i prosta, nie 
należące do siebie, określają 

jeden i tylko jeden punki, do 
którego należą. 

Dwie (różne) proste, le­
żące na płaszczyinie, określają 
jeden i tylko jeden punkt, do 
którego należą. 

Aby oznaczyć, że prosta l określona jest punktami A i B, 
posługiwać się będziemy symbolem: l = AB. Podobnie symbol 
l = a/3 oznacza prostą (krawędź) l, określoną płaszczyznami 
a i (3. Symbol c = ABC oznacza płaszczyznę E, określoną punk­
tami A, B i C. Analogicznie zapomocą symbolu P = a(3y ozna­
czamy punkt P, określony trzema płaszczyznami a, {3 i y. Punkt A 
i dowolna prosta b określają płaszczyznę y = Ab, a płaszczy­
zna a i dowolna prosta b określają punkt (przebicia się) C = ab. 
Symbole s = ab i E = ab oznaczają płaszczyznę s określoną 
(względnie punkt E określony) przez dwie proste a i b. Chcąc 
zaznaczyć, że element omawiany jest n ie w la ś ci wym, uży­
wamy symbolu: oo, pisząc: A00 lub A oo, b 00

, b oo , c 00
, wzgl. c oo . 

2. Utwory zasadnicze. W geometrji rzutowej występują 
pewne utwory zasadnicze, a mianowicie: 

Szereg punktów, t. j. ogól (zbiór) wszystkich punktów, na­
leżących do pewnej prostej p. Poszczególne punkty A, B, C, ... 
tej prostej nazywamy e 1 em enta mi szeregu, a prostą p pod­
st a wą uważanego szeregu. Szereg punktów o podstawie p 
i o elementach A, B, C, ... oznaczamy symbolem: p (A, B, C, .. . ) 
albo symbolem (p). Jeżeli podstawą szeregu jest prosta wła­
ściwa p (ryc. 1), to szereg (p) posiada nieograniczoną ilość punk­
tów właściwych, oraz j eden i ty 1 k o j e de n punkt niewła­
ściwy N 00

• W przypadku, gdy podstawą szeregu jest prosta 
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niewłaściwa p 00
, to elementami owego szeregu p 00 (A00

, B 00
, ••• ) 

są wyłącznie tylko punkty niewłaściwe k '° , B 00
, ... Szereg (p 00

) 

nazywać będziemy: ,,niewłaściwym szeregiem punktów" albo 
,,szeregiem punktów nie-
właściwych" lub „szeregiem t(x, 1 ę 
punktów o podstawie nie­
właściwej". 

Pęk prostych, t. j. zbiór 
wszystkich prostych a, b, 
c, ... , przechodzących przez 
dowolny punkt W i leżą­
cych na dowolnej pła­

szczyźnie w. Proste a, b, ... 
są elementami uważa­

nego pęku, punkt W jest 
jego w i e r z c h o l ki e m 1 ub 

Ryc. 1. 

środkiem, a płaszczyzna w jest jego płaszczyzną pod­
st a w ową. Symbolami W (a, b, c, ... )w i (W)w albo W (a, b, c, .. . ) 
i ( W) oznaczać będziemy pęk prostych. Jeżeli wierzchołek W 
pęku jest punktem właściwym, to (ryc. 1) elementami tego pęku 
są proste właściwe. W przypadku, gdy płaszczyzna podstawowa 
w pęku prostych jest elementem właściwym, a wierzchołek punk­
tem niewłaściwym 111 00

, to (ryc. 1) elementami tego pęku są pro­
ste właściwe a1 /I b1 l i c1 li ... o wspólnym kierunku, oraz jedna 
i ty 1 ko j e cl n a prosta niewłaściwa n~, przynależna do pod­
stawy w. Pęk prostych (W 00)w nazywać będziemy: ,,pękiem pro­
stych ró,vnoleglych" lub „pękiem prostych o wierzchołku nie­
właściwym". - Wreszcie pęk prostych W 00 (a 00

, b 00
, ••• ), którego 

wierzchołkiem jest punkt niewłaściwy W 00
, płaszczyzną pod­

stawową jest płaszczyzna niewłaściwa w 00
, a elementami wyłącz­

nie tylko proste niewłaściwe a 00
, b 00

, ••• , nazywać będziemy: 
,,niewłaściwym pękiem prostych" lub „pękiem prostych niewła­
ściwych". 

Pęk płaszczyzn, t. j. zbiór wszystkich płaszczyzn a, µ, y, . .. , 
przechodzących przez dowolną prostą l. Prosta l jest os i ą, 
a płaszczyzny a, µ,... są elementami pęku płaszczyzn; 

ten pęk oznaczać będziemy symbolami l (a,µ, y, .. . ) lub (l). Na 
ryc. 1 podany jest pęk płaszczyzn, którego osią jest prosta wła­
ściwa l, a elementami wyłącznie tylko płaszczyzny właściwe 
a, µ, ... Przyjmując płaszczyzny równolegle (o wspólnem usta­
wieniu): a1 /I µ1 li y1 /I ... , otrzymamy (ryc. 1) pęk o osi niewła­
ściwej l 00

• Taki pęk (L 00
), którego elementem jest również i pła-
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szczyzna niewłaściwa w 00
, nazywać będziemy: ,,niewłaściwym 

pękiem płaszczyzn", ,,pękiem płaszczyzn o osi niewłaściwej" 

lub „pękiem płaszczyzn równoległych". 
Układ płaski, t. j. zbiór wszystkich punktów i wszystkich 

prostych, przynależnych do (leżących na) dowolnej płaszczyzny c. 
Plaszczyznęcnazywamy podstawą lub plas.zczyzną pod­
st a w ową układu płaskiego. Elementami układu o podstawie 
właściwej c są (ryc. 4) wszystkie punkty właściwe i proste wła­
ściwe płaszczyzny E, oraz prosta niewłaściwa e 00 i zbiór jej 
punktów niewłaściwych, przynależnych do płaszczyzny E. Ten 
układ plaski oznaczać będziemy symbolami e (A, B, C, ... , l, m, n, ... ) 
lub (s). Jeżeli podstawą układu płaskiego jest płaszczyzna nie­
właściwa w 00, to otrzymujemy „niewlaści wy układ plaski", 
którego elementami jest zbiór wszystkich prostych niewłaści­

wych i wszystkich punktów niewłaściwych. - Skoro za elementy 
układu płaskiego (e) uważać będziemy wyłącznie tylko zbiór 
wszystkich punktów, leżących na płaszczyźnie s, to uważany 
utwór podstawowy nazywamy „płaskim układem punktów". Po­
dobnie, przyjmując za elementy układu (s) wyłącznie tylko pro­
ste, (leżące oczywiście na płaszczyźnie e), otrzymujemy t. zw. 
,,plaski układ prostych". 

Wiązka (wzgl. wiązka środkowa), t. j. zbiór wszystkich 
prostych i wszystkich płaszczyzn, przechodzących przez do­
wolny punkt W. Element W nazywamy wierzch o l kie m albo 
śr o d kie m wiązki. Wiązkę tę oznaczać będziemy symbolem 
W (a, b, c, ... , 2, µ, v, .. . ) lub (W). Jeżeli środek wiązki (W) jest 
punktem właściwym (ryc. 4) to elementami tej wiązki są \Vy­
łącznie tylko proste właściwe i płaszczyzny właściwe. Przyjmu­
jąc punkt niewłaściwy S 00 za środek wiązki (S 00

), to elementami 
jej są: proste równolegle a I I b I I c / / ... ( o wspólnym kierunku S 00

) , 

płaszczyzny właściwe a, (3, y, ... , przechodzące przez punkt S 00
, 

płaszczyzna niewłaściwa w 00 i pęk prostych niewłaściwych 

S 00 (a 00
, b 00

, ••• ), o podstawie w 00
• Utwór zasadniczy (S 00

) nazywać 

będziemy wiązką n ie w la ś ci wą lub „ wiązką o wierzchołku 

niewłaściwym". - Skoro za elementy wiązki ( W) uważać bę­
dziemy wyłącznie tylko proste, wzgl. tylko płaszczyzny, prze­
chodzące przez punkt W, to wówczas otrzymamy: wiązk ę 
prostych, wzgl. wiązkę plas z czy z n. Niewłaściwą wiązkę 
prostych (S 00

) nazywać możemy też „wiązką prostych równo­
ległych". 

Przestrzeń, t. j. zbiór (ogól) wszystkich punktów, pła­

szczyzn i prostych. Przyjmując za elementy przestrzeni tylko 
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punkty, otrzymujemy przestr·zeń punktów. Podobnie na­
zywamy prze str z en i ą plas z czy z n, wzgl. przestrzenią 

_prostych taką przestrzeń, której elementami są · wyłącznie 
tylko płaszczyzny, wzgl. wyłącznie tylko proste. 

Szereg punktów, pęk prostych i pęk płaszczyzn nazywa­
my utworami zasadniczemi gatunku pier:wszego. 
Układ plaski i wiązka są utworami zasadniczemi gatunku 
drug ie go, a przestrzeń jest utworem zasadniczym gatunku 
t r z e c i e go. · 

Układ plaski i wiązka zawierają w sobie nieskończenie 

wiele utworów zasadniczych gatunku 1-go. Każdy bowiem punkt 
układu płaskiego (a) jest wierzchołkiem pęku prostych, leżą­

cych na płaszczyźnie a; podobnie każda prosta układu (a) jest 
podstawą szeregu punktów. Każda prosta wiązki ( W) jest osią 

pęku płaszczyzn, przyczem elementy (t. zn. płaszczyzny) tego 
pęku są zarazem elementami wiązki ( W). Analogicznie każda 
płaszczyzna e wiązki ( W) jest podstawą pęku prostych (W)e 
o wierzchołku W, przyczem elementy (t. zn. proste) owego pęku 
są też elementami i wiązki ( W). 

Wkońcu przestrzeń zawiera w sobie nieskończenie wiele 
utworów zasadniczych gatunku 1-go i 2-go. Każdy punkt prze­
strzeni może być uważany za wierzchołek wiązki, wzgl. pęku 
prostych, każda płaszczyzna przestrzeni za podstawę układu 
płaskiego, a każda prosta przestrzeni za oś pęku płaszczyzn, 

wzgl. za podstawę szeregu punktów. Elementy wymienionych 
utworów zasadniczych gatunku 1-go i 2-go są zarazem elemen­
tami przestrzeni. 

3. Rzuty i przecięcia. W geometrji rzutowej występują 
dwa podstawowe działania 1), a mianowicie rzuca n ie i prze­
c i n a n ie. 

Dany szereg punktów 
p (A, B, C, . .. ) r z u c i ć z do­
wolnego punktu E, nie leżą­

cego (ryc. 2) na . podstawie p 
tego szeregu, znaczy: skon­
struować proste a=EA, b · EB, 
C =EC, ... ' n= EN 00

, ••• ' łą­
czące dany punkt E z po-

Dany pęk płaszczyzn 

p ( a, (3, y, .. . ) p r z e ciąć dowol­
ną płaszczyzną e, nie prze­
chodzącą (ryc. 3) przez oś p 
tego pęku, znaczy: skonstru­
ować proste a = ea, b = e/3, 
c = ey, ... , przecięcia się da­
nej płaszczyzny e z poszcze-

1) Porównaj F. Enriques, 1. c. str. 14. 
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szczególnemi punktami A, B, 
C, ... , N 00

, ••• , szeregu (p). 
Rzucając dany szereg 

punktów p (A, B, C, ... ) z punk­
tu E, otrzymujemy na pła­

szczyźnie n= Ep pęk prostych 
E(a, b, e, ... )n, 

gólnemi płaszczyznami a, (3, 
y,... pęku (p ). 

Przecinając dany pęk 

płaszczyzn p (a, (3, y, .. . ) pła­

szczyzną s, otrzymujemy pęk 
prostych P ( a, b, e, .. . )e o wierz­
chołku P = sp, 

przyczem pomiędzy elementami tych dwóch utworów za­
sadniczych gatunku 1-go zachodzi następująca zależność: · 

Każda prosta a= EA pę­
ku (E)n jest podporządkowa­
na jednemu i tylko je d­
nem u punktowi A szeregu(p) 
i naodwrót, każdy punkt A te­
go szeregu podporządkowany 
jest jednej i tylko jed­
nej prostej a = EA pęku (E)n. 

Każda prosta a = ca pę­
ku (P)e jest podporządkowa­
na jednej i tylko jed­
nej płaszczyźnie a pęku (p), 
i naodwrót, każda płaszczy­

zna a tego pęku (p) pod po­
rządkowana jest jednej 
i ty 1 ko jednej prostej 
a= ca pęku (P)e. 

Do tej samej zależności dojdziemy, skoro pęki prostych 
(E)n i (P)e uważać będziemy za utwory dane. W istocie bowiem 

dany pęk prostych E(a,b,e, ... )n 
przeciąć prostą p, leżącą 

na płaszczyźnie podstawowej 
n i nie przechodzącą (ryc. 2) 
przez wierzchołek E danego 
pęku (E)n, znaczy: skonstru­
ować punkty A = pa, B = pb, 
C =pe,.. . przecięcia się pro­
stej p z poszczególnemi pro­
stemi a, b, c, . . . pęku (E)n. 

Podobnie dany pęk pro­
stych E (a, b, e, ... )n przeciąć 
dowolną płaszczyznę s, nie 
przechodzącą (ryc. 2) przez 
wierzchołek E, znaczy: skon­
struować punkty A= ca, B = sb, 
C =ce,... przebicia się pła­

szczyzny s z poszczególnemi 
prostemi a, b, c, ... pęku (E)n. 

dany pęk prostych P (a,b,c, ... )e 
rzucić z prostej p, przecho­
dzącej przez wierzchołek P, 
a nie leżącej na pfaszczyźnie 
podstawowej s (ryc. 3) danego 
pęku (P)e, znaczy: skonstru­
ować płaszczyzny a = pa, 
(3=pb, y=pe, ... , przechodzące 
przez prostą pi przez poszcze­
gólne proste a, b, c, ... pęku (P) e. 

Podobnie dany pęk pro­
stych P(a,b,c, ... )e rzucić 
z dowolnego punktu E, nie le­
żącego (ryc. 3) na płaszczyźnie 
podstawowej s, znaczy: skon­
struować płaszczyzny a= Ea, 
(3 = Eb, y =Ee, ... , łączące da­
ny punkt E z poszczególnemi 
prostemi a, b, e,. . . pęku (P) 13. 
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Przecinając dany pęk 

prostych E (a, b, c, ... )n prostą 
p (wzgl. płaszczyzną s), otrzy­
mujemy na prostej p (wzgl. 
na prostej p = en) szereg punk­
tów p (A., B, C, ... ), 

Rzucając dany pęk pro­
stych P (a, b, c, ... )e z prostej p 
(wzgl. z punktu E), otrzyma­
my o osi p (wzgl. o osi p = EP) 
pęk pl~szczyzn p ( a, (J, y, .. . ), 

przyczem pomiędzy elementami tych dwóch różnoimien­

nych utworów zadniczych gatunku 1-go zachodzi znowu wypi­
sana powyżej zależność: 

Każdy punkt A = pa Każda płaszczyzna a . pa 
(wzgl. A= m) szeregu (p) pod- (wzgl. a= Ea) pęku (p) pod-
porządkowany jest j e d n ej porządkowana jest j e d n ej 
i ty 1 ko j e d n e j prostej a i ty 1 k o j e d n ej prostej a 
pęku (E)n , i naodwrót, każdej pęku (P)c, i naodwrót, każdej 
prostej a pęku (E)n podpo- prostej a pęku · (P)c podpo-
rządkowany jest jeden i tył- rządkowana jest jedna i tyl-
ko jeden punkt A= pa (wzgl. koje dna płaszczyzna a= pa 
A.= w) szeregu (p). Elemen- (wzgl. a= Ea) pęku (p). Ele-
ty podporządkowane A i a menty podporządkowane a i a 

• p r z y n a 1 e ż ą d o s i e b i e, p r z y n a 1 e ż ą d o s i e b i e, 

gdyż punkt A leży na prostej a, prosta a przechodzi przez· 
punkt A., oraz płaszczyzna a przechodzi przez prostą a, prosta a 
leży na płaszczyźnie a. 

nyc . 2. Ryc. 3. 

Taką zależność geometryczną, zachodzącą pomiędzy pod­
porządkowanemi sobie elementami: a) szeregu punktów (p) 
i pęku prostych (E)n , b) pęku płaszczyzn (p) i pęku prostych 
(P)e, nazywamy „zależnością perspektywiczną" lub wprost per­
spektywicznością. 
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W powyższych przypadkach mówimy, że: 

szereg punktów (p) i pęk pro­
stych (E)n są od n ie si o n e 
do siebie perspekty­
wicznie alboteż,że są per­
s p e k t y w i c z n e. Mówimy 
też, że pęk prostych (E)n jest 
rzutem szeregu punktów (p) 
albo też, że szereg punktów 
(p) jest przecięciem pę­
ku prostych (E)n. 

Dany szereg punkt6w 
s (A, B, C, ... ) rzucić z dowol­
wolnej prostej p, nie przeci­
nającej (ryc. 3) podstawy s 
tego szeregu, znaczy: skon­
struować płaszczyzny a= pA, 
(J = pB, y = pC, ... , przecho­
dzące przez prostą pi przez 
poszczególne punkty A, B, C, ... 
szeregu (s). Rzucając dany 
szereg punktów s (A, B, C, ... ) 
z prostej p, otrzymujemy pęk 
płaszczyzn p (a, (J, y, .. . ) o osi p, 

pęk płaszczyzn (p) i pęk pro­
stych (P)e są o d n i es i o n e 
do siebie perspekty­
wicznie, albo też, że są per­
sp e k t y w i c z n e. Mówimy 
też, że pęk prostych (P)e jest 
przecięciem pęku pła­

szczyzn (p) albo też, że pęk 

płaszczyzn (p) jest rzutem 
pęku prostych (P)e. 

Dany pęk płaszczyzn 

p ( a, {J, y, .. . ) przeciąć dowol­
ną prostą s, nie przecinającą 
(ryc. 3) osi p tego pęku, zna­
czy: skonstruować punkty 
A =sa, B = s(J, C = sy, ... , prze­
bicia się prostej s z poszcze­
gólnemi płaszczyznami a, (J, 
y, ... pęku (p). Przecinając da­
ny pęk płaszczyzn p ( a, (J, y, .. . ) 
prostą s, otrzymujemy szereg 
punktów s(A,B,C, ... ) o pod­
stawie s, 

przyczem pomiędzy elementami tych dwóch roznonmen­
nych utworów zasadniczych gatunku 1-go zachodzi następu­
jąca zależność: 

Każda płaszczyzna a= pA pęku (p) podporządkowana jest 
jednemu i ty 1 ko jednemu punktowi A szer-egu (s), i na­
odwrót, każdy punkt A= sa szeregu (s) podporządkowany jest 
jednej i ty 1 ko jednej płaszczyźnie a pęku (p). Elementy 
podporządkowane a i A p r z y n a 1 e ż ą do siebie, gdyż a 
przechodzi przez punkt A, punkt A leży na płaszczyźnie a. 

Taką zależność geometryczną, zachodzącą pomiędzy pod­
porządkowanemi sobie elementami: A i a, B i (J, C i y, ... sze­
regu punktów (s) i pęku płaszczyzn (p), nazywamy „zależnością 
perspektywiczną" lub p er sp e k ty w i c z n o ś ci ą. W danym 
przypadku mówimy, że: szereg punktów (s) i pęk ·praszczyzn(p) 
są od n ie si o n e do siebie perspektywicznie, albo też, 
że są perspektywiczne. Mówimy też, że pęk płaszczyzn (p) 
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jest rzut em szeregu punktów (s) albo też, że szereg punktów 
(s) jest przecięciem pęku płaszczyzn (p). 

Z dotychczasowych rozważań naszych wynika, że zapomocą 
rzucania i przecinania przejść 
można od każdego utworu 
zasadniczego gatunku 1-go 
do dwu pozostałych utworów 
zasadniczych gatunku 1-go. 

Dwa podstawowe działa­
nia geometrji rzutowej, t. j. 
rzucanie i przecinanie, zasto­
sujmy teraz do utworów za­
sadniczych gatunku 2-go, t. zn. 
do układu płaskiego j wiązki. 

Dany układ płaski c (A, 
B, C, ... , l, m, n, ... ) rzucić 
z dowolnego punktu W, nie 
leżącego (ryc. 4) na płaszczyź­
nie podstawowej E uważane­

go układu płaskiego (E), zna­
czy: skonstruować proste a = 
=WA, b=WB, c=WC, ... , 
oraz płaszczyzny).,= Wł, µ = 
= }Vm, v = lVn, ... , przecho­
dzące przez dany punkt W 
i przez poszczególne punkty 
A, B, C, ... , oraz przez poszcze­
gólne proste l, m, n, ... układu 
płaskiego ( E ). 

Rzucając dany układ pła­
ski E (A, B, C, ... , l, m, n, ... ) 
z punktu W, otrzymujemy 
wiązkę vV ( a, b, c, ... , 2, µ, i•, ... ) 
o wierzchołku W, 

r 

Ryc. 4. 

Daną wiązkę środkową 

W (a, b, c, ... , 2, µ, v, .. . ) prze­
e i ą ć dowolną płaszczyzną (s), 
nie przechodzącą (ryc. 4) przez 
wierzchołek (środek) W uwa­
żanej wiązki ( W), znaczy : 
skonstruować punkty A = w, 
B = Eb, C = EC, ••• , oraz pro-

. ste l = EA, m = Eµ, n = Ev, ... , 

przecięcia się danej płaszczy­
zny E z poszc?:ególnemi pro­
stemi a, b, c, ... , oraz z po­
szczególnemi płaszczyznami 

2, µ, v, . . . wiązki ( W). 

Przecinając daną wiązkę 

W (a, b, c, ... , 2, µ, v, ... ) pła­

szczyzną E, otrzymujemy u­
kład płaski E (A, B, C, ... , l, m, 
n, ... ) o płaszczyźnie podsta­
wmvej E, 

przyczem pomiędzy elementami A i a, Bib, C i c, ... , li 2, 
m i µ, n i v, ... tych dwóch różnoimiennych utworów zasadni­
czych gatunku 2-go zachodzi następująca zależność: 

Każda prosta a= WA wiązki (W) podporządkowana jest 
je dnem u i tylko jednemu punktowi A układu (s), i na-
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odwrót każdy punkt . .A= ca układu (c) podporządkowany jest 
jednej i ty 1 k o jednej prostej a wiązki ( W). Podobnie 
każda płaszczyzna 2 = Wł wiązki (W) podporządkowana jest 
jednej i ty 1 ko jednej prostej l układu (c), i naodwrót, każda 
prosta l = d, układu (c) podporządkowana jest jednej i ty 1-
k o jednej płaszczyźnie 2 wiązki ( W). Elementy podporząd­
kowane a i A oraz 2 i l p r z y n al e ż ą d o si e bi e, gdyż pro­
sta a przechodzi przez A, punkt .11 leży na prostej l, oraz pła­
szczyzna 2 przechodzi przez l, prosta zaś l leży na płaszczyź­
nie 2. 

Taką zależność geometryczną, zachodzącą pomiędzy ele­
mentarni A i a, .. . , l i 2, . . . układ u płaskiego ( t') i wiązki ( WJ, 
nazywamy „zależnością perspektywiczną" lub wprost per­
sp e k t y w i cz n o ś ci ą. W danym przypadku mówimy, że układ 
plaski (c) i wiązka ( W) są odniesione do siebie per­
spektywicznie albo też, że są perspektywiczne. Mó­
wimy też, wiązka (W) jest rzutem układu płaskiego (c) albo 
też, że układ plaski (c) jest przecięciem wiązki (W). 

Skoro układ plaski (e) i wiązka ( W) są perspektywiczne, to z łatwo­
ścią stwierdzimy, że: 

każdemu szeregowi punktów l (A, 
B, .. . )8 , należącemu (ryc. 4) do ukła­
du płaskiego (e), podporządkowany 
jest w wiązce (W) perspekty­
wiczny do niego pęk prostych 
W ( a, b, ... ) ;i,, o wierzchołku W i pła-
szczyźnie podstawowej ;i,= Wł, i na­
od wrót, każdemu pękowi prostych 
W (a, b, .. . ) ;i,, należącemu do wiązki 
(W), podporządkowany jest w ukła­
dzie płaskim (e) pers p ektywi cz­
ny do niego szereg punktów l (A, 
B, .. . )8 o podstawie l = d, leżącej 
na płaszczyźnie e·. 

każdemu pękowi płaszczyzn c (a, 
fi, ... ) w, należącemu (ryc. 4) do wiąz­
ki (W), podporządkowany jest w u­
kładzie płaskim (e) pers pe k ty­
wi cz ny do niego pęk prostych 
C (a, b, ... )8 , o wierzchołku C = eC 

i płaszczyźnie podstawowej e, i na­
odwrót, każdemu pękowi prostych 
C (a, b, .. . )8 , należącemu do układu 
płaskiego (e), podporządkowany jest 
w wiązce (W) perspektywiczny 
do niego pęk płaszczyzn c (a, fi, .. ) li' 
o osi c = WC, przechodzącej przez 
wierzchołek W. 

Z rozważa11 naszych wynika tedy, że zapomocą rzucania 
i przecinania przejść można od jednego utworu zasadniczego 
gatunku 2-go do drugiego utworu zasadniczego gatunku 2-go. 

Wkońcu zauważyć _musimy, że w rozważaniach ust. 3-go 
nie czyniliśmy żadnej różnicy pomiędzy elementarni w l a ś ci­
we mi i n ie właściwe mi. Utwory zasadnicze gatunku 1-go 
i 2-go - które mogą być (ust. 2) utworami „wlaściwemi" lub 
„niewlaściwemi" - rzucać możemy z punktu właściwego lub 
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niewłaściwego, wzgl. z prostej właściwej lub niewłaściwej, oraz 
przecinać możemy prostą (wzgl. płaszczyzną) właściwą lub 
niewłaściwą. 

4. Pewnik ciągłości. Na prostej p (ryc. 1) uwaza]my od­
cinek ABC, przyczem uwzględniać będziemy zbiór punktów tego 
odcinka, a nie jego długość. Punkt ruchomy opisać może ów 
odcinek w dwojaki sposób: 1) Wychodząc z położenia początko­
wego A i poruszając się. w stałym kierunku ,ABC, albo też 2) wy­
chodząc z położenia początkowego C i poruszając się w stałym, 
ale wprost przeciwnym do poprzedniego, kierunku CBA. Uwa­
żany odcinek ABC podzielić możemy punktem B na dwie czę­

ści, które posiadają następujące własności: a) Każdy punkt 
odcinka ABC należy do jednej z tych części; b) Element B na­
leżeć może (wedle założenia) do jednej lub do drugiej części; 

c) Każdy punkt pierwszej części wyprzedza każdy punkt czę­

ści drugiej, a każdy element części drugiej następuje po każ­

dym punkcie części pierwszej. 
Teraz wprowadzimy pe w n i k ciąg ł o ś ci Dedekinda : 

Jeżeli odcinek AC prostej p podzielony jest na 
dwie części w ten sposób, że: 1) każdy punkt odcin­
ka AC należy do jednej z tych części; 2) punkt A na­
leży do pierwszej części, a punkt C do drugiej części; 
3) każdy punkt części pierwszej wyprzedza każdy 

punkt części drugiej, - to wówczas istnieje jeden 
i ty 1 ko j e de n punkt B odcinka AC (który może 
należeć do części pierwszej albo też do części drugiej) 
tego rodzaju, że każdy punkt odcinka AC, wyprze­
dzający B, należy do części pierwszej, każdy zaś punkt 
odcinka AC, następujący po elemencie B, należy do 
części drugiej w ustanowionym podziale. 

Punkt B nazywamy wówczas przekrojem uważanego 
odcinka AC. Stosując powyższy pewnik do każdego odcinka 
prostej podstawowej p, ustalamy tern samem ciągłość s ze­
re gu punktów p (A, B, C, ... ). Ponieważ każdy pęk prostych 
i każdy pęk płaszczyzn odnieść możemy perspektywicznie (ust. 3) 
do pomocniczego szeregu punktów (p ), przeto z ciągłości sze­
regu (p) wynika bezpośrednio ciągłość pęk u pros ty eh 
i p ę k u p ł a s z c z y z n. 

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 2 
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Układ plaski jest ciągły ze względu na swoje punkty 
i proste, gdyż wszystkie jego szeregi punktów i wszystkie jego 
pęki prostych są ciągle. Ponieważ każdą wiązkę odnieść mo­
żemy perspektywicznie do pomocniczego układu płaskiego (n), 
przeto z ciągłości układu płaskiego (n) wynika ciąg l ość wiąz­
ki. Przestrzeń jest również ci ągla, gdyż zawarte w niej wszyst­
kie utwory zasadnicze gatunku 1-go i 2-go są utworami ciąglemi. 

5. Zasady biegunowej dwoistości. W ustępie 1-szym wy­
pisaliśmy obok siebie cztery pary twierdzeń, odnoszących się 

do zasadniczych elementów (właściwych i niewłaściwych). Skoro 
w twierdzeniach, wypisanych po lewej stronie (linji pionowej), 
zastąpimy wyraz „punkt" wyrazem „płaszczyzna" i odwrotnie 
wyraz „płaszczyzna" wyrazem „punkt", a nadto pozostawimy 
bez zmiany wyraz „prosta", - to otrzymamy wówczas twier­
dzenia, wypisane po stronie prawej. Przez przemianę elemen­
tów „punkt" i „płaszczyzna" na elementy „płaszczyzna" i „punkt" 
podporządkowaliśmy każdemu · twierdzeniu z lewej strony inne 
twierdzenie, wypisane po stronie prawej. Dwa w ten sposób 
podporządkowane sobie twierdzenia nazywać będziemy twier­
dzeniami dwoistemi lub wzaj emnemi. 

Podamy teraz kilka przykładów, w których występują 

utwory geometryczne podporządkowane sobie „wzajemnie", 
a mianowicie : 

Szereg punktów p (A, B, 
c, ... ). 

y, .. . ). 
Pęk płaszczyzn l t_a, ~' 

Układ plaski punktów. 
Układ plaski prostych. 
Układ plaski (w). 
Wiązka (S). 
Przestrzeń punktów A, 

B, C, ... i płaszczyzn ó, c, <p, . •• 

Pęk płaszczyzn p ( a, ~' 
y, .. . ). 

Szereg punktów l (A., B, 
c, ... ). 

Wiązka płaszczyzn. 

Wiązka prostych. 
Wiązka (W). 
Układ plaski (a). 
Przestrzeń płaszczyzn a, 

~' y,... i punktów D, E, F, ... 

Z rozważań ust. 3. wynika, że dwa zasadnicze działania 

geometryczne: rzucanie i przecinanie również podporządko­

wane są sobie dwoiście. 
Powyższe przykłady pouczają nas, że skoro „punkt" i „pła­

szczyznę" uważać będziemy za elementy odpowiadające sobie 
dwoiście (wzajemnie), - to wówczas każdemu utworowi geo-
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metrycznemu (/)1 podporządkować możemy inny utwór geome­
tryczny (/)2 • Każda własność opisowa utworu (/)2 wyprowadza 
się z własności opisowej utworu (/)1 przez p r ze mi a n ę ele­
mentów: punkt i płaszczyzna, na elementy: płaszczyzna i punkt. 
Wystarczy dowieść prawdziwości pewnego twierdzenia, odno­
szącego się do własności opisowych 1) utworu geometrycznego 
(/)1, a następnie, stosując pqznaną przemianę elementó"v: punkt 
i płaszczyzna, wypowiedzieć wprost twierdzenie dwoiste (wza­
jemne) dla utworu geometrycznego (1)2• Uzyskane w ten sposób 
twierdzenia geometrji rzutowej połączone są w pary według 
pewnej zasady, zwanej zasadą biegunowej dwoistości. 
Stosowanie tej zasady ułatwia w znacznej mierze studjum geo­
metrji rzutowej, gdyż dzieli odnośny materjal naukowy na 
dwie części. 

W rozważaniach naszych posługiwać się będziemy stale 
zasadą biegunowej dwoistości, ale często - dla tern silniej­
szego uwypuklenia - przeprowadzać będziemy równocześnie 

obydwa dowody dla twierdzeń, podporządkowanych sobie wza­
jemnie. Prawdziwości tej zasady dowiódł Poncelet, a odno­
śne dowody przeprowadzimy w części II-ej niniejszego pod­
ręcznika. 

iechaj dany będzie pewien plaski utwór geometryczny (1) 1, 

leżący na dowolnej płaszczyźnie w. Stosując poznaną zasadę 

biegunowej dwoistości, podporządkujemy płaszczyźnie podsta­
wowej w układu płaskiego (w) wierzchołek W wiązki (W). Po­
nieważ utwór geometryczny (/)1 przynależy do układu płaskiego 
(w), przeto dwoiście (wzajemnie) odpowiadający mu utwór geo­
metryczny (/)2 należeć będzie do wiązki ( W). Każdej własności 

opisowej utworu płaskiego (/) 1 podporządkowana będzie - na 
mocy zasady biegunowej dwoistości - inna własność opisowa 
utworu (/)2 , należącego do wiązki (W). 

Oprócz tej zasady biegunowej dwoistości istnieją jeszcze 
dwie inne zasady biegunowej dwoistości, które pozwalają: a) każ­
demu utworowi geometrycznemu (1) 1, należącemu do układu pła­
skiego ( w), podporządkować inny utwór plaski (1)2, należący 

również do tego samego układu (w); b) każdemu utworowi ge­
ometrycznemu lJ/11 przynależnemu do wiązki (W), podporząd­
kować inny utwór geometryczny IJ!2, należący również do tej 
samej wiązki (W). Celem odróżnienia tych zasad, nazywać bę-

1) Własności miarowe (z wyjątkiem t. zw. miarowo-rzutowych, p. ust. 41) 
nie podlegają prawu biegunowej dwoistości. 

* 
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dziemy zasadę omówioną poprzednio „z as ad ą biegunowej 
dwoistości w przestrzeni", a dwie dalsze „zasadą biegu­
nowej dwoistości n a plas z czy z·n ie" i „zasadą biegunowej 
dwoistości w wiązce". 

W myśl zasady biegunowej dwoistości na płaszczyźnie -
elementy: ,,punkt" i _,,prostą" uważać będziemy za elementy 
podporządkowane sobie wzajemnie. Oto kilka przykładów: 

Punkt A. 
Prosta l = AB, określona 

punktami A i B. 
Szereg punktów p (A, B, 

c, ... )w. 
Pęk prostych W(a,b,c, ... )w. 

Trzy punkty A, B i C, 
układu płaskiego w, wyznacza­
ją trójkąt (ABC). 

Cztery punkty A, B, C i D 
układu płaskiego (w), z któ­
rych żadne trzy nie leżą na 
jednej prostej, wyznaczają 
c z w or o kąt z up el ny. Wie­
lokąt ten (ryc. 17) posiada 
cztery wierzchołki: A, B, Ci D, 
oraz sześć boków (proste) : 
AB i CD, AC i BD, AD i BC. 

Plaski n - k ą t z up e l n y 
posiada n wierzchołków ( z któ­
rych żadne trzy nie leżą na 
jednej prostej) i -½- n (n-1) bo­
ków, określonych przez każde 
dwa z pośród n danych wierz­
chołków. 

Prosta a. 
Punkt L = ab, określony 

prostemi a i b. · 
Pęk prostych P(a,b,c, ... )w. 

Szereg punktów w (A, B, 
c, ... )w. 

Trzy proste a, b i c, ukła­
du płaskiego w, wyznaczają 

trójbok (abc). 
Cztery proste a, b, c i d 

układu płaskiego (w), z któ­
rych żadne trzy nie przecho­
dzą przez jeden punkt, wyzna­
cz aj ą c z w o r o b o k z u p e l­
ny. Wielobok ten (ryc. 18) po­
siada cztery boki: a, b, c i d, 
oraz sześć wierzcholków(punk-

. ty): ab i cd, ac i bd, ad i be. 
Plaski n - b o k z u p el ny 

posiada n boków (z których 
żadne trzy nie przechodzą 

przez jeden punkt) i -}n(n-1) 
wierzchołków, określonych 

przez każde dwa z pośród n 
danych boków. 

W myśl zasady biegunowej dwoistości w wiązce - ele­
menty: ,,prostą" i „plas z czy z n ę" uważać będziemy za ele­
menty podpor~ądkowane sobie dwoiście. Podamy kilka przy­
kładów: 

Prosta a. 
Płaszczyzna s = ab, okre­

ślona_ dwiema _prostemi a i b. 

Płaszczyzna a. 
Prosta e = a(3, określona 

dwiema płaszczyznami a i (3. 
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Pęk prostych W(a,b,c, ... )e 
o płaszczyźnie podstawowej s, 
przechodzącej przez wierz­
chołek W wiązki. 

Pęk płaszczyzn p ( a1, {11 

y1, ••• ) w przynależnych do wiąz­
ki (W). 

Trzy proste a, bi c wiąz­
ki (W), nie leżące w jednej 
płaszczyźnie, określają trój­
kr a wędź. Proste a, b, c są 

krawędziami, a płaszczyzny 

ab, be i ca są ścianami trój­
krawędzi. 

Cztery proste a, b, c i d 
wiązki ( W), z których żadne 
trzy nie leżą na jednej pła­

szczyźnie, określają czworo­
kr a wędź zupełną. Posia­
da ona cztery krawędzie: a, 
b, c i d, oraz sześć ścian: ab 
i cd, ac i bd, ad i be. N pro­
stych wiązki ( W), z których 
żadne trzy nie leżą na jednej 
płaszczyźnie, określają n-kra­
w ę d ź zup el n ą. Posiada ona 
½ n (n-1) ścian, określonych 
przez każde dwie z pośród n 
danych krawędzi. 

Pęk płaszczyzn e (a, {J, 
y, .. . ) w o osi e, przechodzącej 

przez wierzchołek W wiązki. 

Pęk prostych W (a11 b1, 

c1, .. . )n przynależnych do wiąz­
ki (W). 

Trzy płaszczyzny a, fJ i y 
wiązki ( W), nie przechodzące 
przez jedną prostą, określają 
kąt trój ścienny. Płaszczy­
zny a, fJ i y są ścianami, a pro­
ste a(J, {Jy i ya są kra wędzia­
mi kąta trójściennego. 

Cztery płaszczyzny a, {J, 
y i o wiązki ( W), z których 
żadne trzy nie przechodzą 

przez jedną prostą, określają 
kąt czworościenny zu­
pełny. Posiada on cztery 
ściany: a, {J, y i o, oraz sześć 
krawędzi: a(J i yo, ay i {Jo, ao i /3r· 
N płaszczyzn wiązki ( W), z któ­
rych żadne trzy nie przechodzą 
przez jedną prostą, określają 
kąt n-ścienny zupełny. 

Posiada on ½ n (n-1) kra·wę­
dzi, określonych przez każde 
dwie z pośród n danych ścian. 

W rozważaniach naszych stosować będziemy zasady bie­
gunowej dwoistości na płaszczyźnie i w wiązce, gdyż uzyskamy 
wówczas ogromną przejrzystość w układzie materjału. Wystarczy . 
bowiem udowodnić pewne tv,:ierdzenia dla utworów geometrycz­
nych, przynależnych do układu płaskiego (w), wzgl. do wiązki 

(W), a następnie, stosując przemianę elementów: punkt i prosta, 
lub prosta i płaszczyzna, wypowiedzieć wprost twierdzenia dwo­
iste (wzajemne) dla innych utworów geometrycznych, należących 
do tego samego układu płaskiego (w), wzgl. do tej samej wiązki 
( W). Prawdziwości tych zasad biegunowej dwoistości (na pła­
szczyźnie i w wiązce) dowiódł Poncelet, a odnośnemi dowodami 
zajmiemy się w ust. 41-ym i w części II-ej niniejszego podręcznika. • 



ROZDZIAŁ II. 

Rzutowości pomiędzy utworami zasadniczemi 
gatunku pierwszego. 

6. Perspektywiczność utworów zasadniczych gatunku 1-go. 
Dwa zasadnicze działania geometrji rzutowej, t. j. rzucanie 
i przecinanie, pozwoliły nam (ust. 3) ustanowić pers pe k ty­
w i cz no ść pomiędzy dwoma „różnoimiennemi" utworami za­
sadniczemi gatunku 1-go, a mianowicie pomiędzy: a) szeregiem 
punktów (p) i pękiem prostych (E )n, b) szeregiem punktów (s) 
i pękiem płaszczyzn (p), c) pękiem prostych (P)e i pękiem pła­
szczyzn (p ). 

Dwa takie różnoimienne utwory ·zasadnicze gatunku 1-go 
zdefin j owaliśmy j ako perspektywiczne wówczas, 
skoro : 

1) każdemu elementowi jednego utworu podpo­
rządkowany był jeden i ty 1 ko jeden element 
utworu drugiego, i naodwrót, każdemu elementowi 
utworu drugiego podporządkowany był jeden i ty 1-
k o_ jeden element w utworze pierwszym; 

2) każde dwa podporządkowane sobie elementy 
p r z y n a 1 e ż a ł y d o s i e b i e. 

Celem oznaczenia, że dwa utwory geometryczne są per­
spektywiczne, używać będziemy symbolu A . W rozważanych 
trzech przypadkach napiszemy: 

a) p (A, B, C, ... ) A E (a, b, c, .. . )n lub w formie skróconej 
(p) A (E)n, 

[czytaj: szereg punktów (p) perspektywiczny do pęku prostych (E)ff ]. 

b) s (A, B, C, . .. ) A p (a, (3, y, .. . ) lub : (s) A (p), 
[czytaj : szereg punktów (s) perspektywiczny do pęku płaszczyzn (p)] 
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c) P (a, b, c, ... )e /\ p (a, (3, y, .. . ) lub: (P)e /\ (p), 
[czytaj: p'ęk prostych (P)1; perspektywiczny do pęku płaszczyzn (p.)]. 

W tych trzech przypadkach elementami podporządkowa-
nemi są : a) punkt A. i prosta a, b) punkt A i płaszczyzna a, 
c) prosta a i płaszczyzna a. Takie elementy podporządkowane 
sobie w owych utworach perspektywicznych nazywać też bę­

dziemy „elementami odpowiadającemi sobie" lub „elementami 
homologicznemi". 

Skoro szereg punktów (p) jest perspektywiczny do pęku 
prostych (E)n, to mówimy też (ust. 3), że: szereg (p) jest prze­
cięciem pęku (E)n, a pęk (E)n jest rzutem szeregu (p). Po­
dobnie gdy s (A, ... ) /\ p (a, ... ), to mówimy, że: szereg punktów 
(s) jest przecięciem pęku płaszczyzn (p), a pęk płaszczyzn 
(p) jest rzutem szeregu (s). Wreszcie celem oznaczenia utw9-
rów P (a, ... ) /\ p (a, ... ) używać będziemy też zwrotów: pęk pro­
stych (P) jest przecięci em pęku płaszczyzn (p ), oraz pęk 
płaszczyzn (p) jest rzutem pęku prostych (P). 

Ryc. 5. Ryc. 6. 

Dotychczas omawialiśmy perspektywiczność dwóch „różno­
imiennych" utworó,y zasadniczych gatunku 1-go. Obecnie zdefi­
nj ujemy perspektywiczność 
dwóch „jednoimiennych" u­
tworów zasadniczych ga­
tunku 1-go, a mianowicie : 
a) dwóch szeregów punk­
tów, b) dwóch pęków pro­
stych, oraz c) dwóch pę­

ków płaszczyzn. 

Dwa jednoimienne u­
twory zasadnicze gatunku 
1-go nazywamy perspekty- Ryc. 7. 
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wic:memi wówczas, jeżeli owe utwory są równocześnie albo rzu­
_tami, albo t~ż równocześnie obydwa są przecięciami jednego 
.i. tego samego utworu zasadniczego gatunku 1-go. 

Perspektywicznemi są zatem takie : 

a) dwa szeregi punktów 
Pi (A1, B1, · · .) i P2 (A2, B2, · · .), 
które są p r z e ci ę ci am i pę-
ku prostych (ryc. 5) P (a, b, .. . ) 
lub . pęku płaszczyzn (ryc. 9) 

_li (a1,f3v ··· .). 

b) dwa pęki płaszczyzn 

l1 (a1 (31, •• • ) i l2 (a~, (32, ... ), które 
są (ryc. 8) rzutami pęku 

_ prostych P ( a, b, .. . )e lub sze­
regu punktów Pi (A1, B1 .. . ) . 

c) dwa pęki prostych P1 (ai, b11 •• • ) i P 2 (a2, b2 , •• • ) , 

które są (ryc. 6 i ryc. 7) rzutami szeregu punktów 
p (A, B, .. . ) lub też ·(ryc. 7) przecięci am i pęku pła­
szczyzn l ( a, (3, .. . ). 

Ryc. 8. Ryc. 9. 

Ponieważ dwa różnoimienne utwory zasadnicze gatunku 1-go, 
z których pierwszy jest np. rzutem drugiego, a tern samem drugi 
utwór jest przecięciem pierwszego, nazwaliś;my poprzednio per­
spektywicznemi, przeto prawdziwe są związki następujące: 

a) Dwa szeregi punktów 
Pi (Ai, B1, .. . ) i P2 (A2, B2, .. . ) są 
perspektywiczne wówczas, je­
żeli są one perspektywiczne 
albo do jednego, i tego samego 

b) Dwa pęki płaszczyzn 
l1 ( ai, (31, •• • ) i l2 ( a2 , (32, ••• ) są 

perspektywiczne wówczas, je­
żeli są one perspektywiczne 
albo do jednego i tego samego 
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pęku prostych P (a, b, .. . ), · al­
bo też do pęku płaszczyzn 

l1 ( a1, f3v ... ). 

pęku prostych P (a, b, .. . ), al­
bo też do szeregu punktów 
Pi (A1, B1 .. . ). 

c) Dwa pęki pro'stych P1 (a1, b1, •• • ) i P2 (a2, b2,. .. ) 

są perspektywiczne wówczas, jeśli są one perspekty­
wiczne albo do jednego i tego samego szeregu punk­
tów p (A, B, .. . ), albo też do pęku płaszczyzn l ( a, (3, .. . ). 

Uwaga: Skoro dwa jednoimienne utwory zasadnicze gatunku 1-go są 

perspektywiczne do jednoimiennego z niemi trzeciego utworu zasadni­
czego gatunku 1-go, to owe dwa utwory (patrz ust. 7) mogą być, ale nie 
m u s z ą koniecznie być, utworami perspektywicznemi ! 

Ustalone powyżej zależności wypisać możemy w następu­
jącej formie symbolicznej : 

Skoro spełnione są związki 

Pi (A1, B 1, ••• ) /\ P(a, b, ... ) /\ p2 (A2, 

B2, ••• ) lub Pi (Ai, B1, •• • ) /\ l1 ( a, 
(3, • .. ) /\ P2 (A2, B2, ••• ) to wówczas 
jest Pi (A1, Bv··-) ./\ P2 (A2 , B2, ... ). 

Podobnie ze związków 

l1 (a1, (Ji, ... ) /\ P (a, b, .. . ) /\ l2 (a2 

(32, ••• ) lub 11 (ai, f3v .. . ) /\ Pi (Ai, 
_Bi, ... ) /\ l2 (a2, (32, ... ) to wówczas 
jest l1 ( a 1 (Ji, ... ) /\ l2 ( a 2, (J2, ••• ). 

P1 (ai, b1, ••. ) /\ p (.A, B, ... ) /\ P2 (a2, b2, .. .) lub P1 (a1, b1, ... ) /\ l (a, (3, ... ) /\ 
/\ P2 (a2, b2, ... ) wynika zależność: P1 (a1, b1, ... ) /\ P2 (a2, b2, ... ). 

Skoro pęki prostych 
P1 (ai, b1, ••• ) /\ P 2 (a2, b2, ••• ) są 
(ryc. 6 i 7) rzutami szere­
gu punktów p (A, B, .. . ), to: 
1) każdej prostej a1 = P1A pę­
ku (P1) podporządkowana jest 
j e d n a i t y 1 k o j e d n a pro­
sta a2 = P2A w pęku (P2), i na­
odwrót, każdej prostej a2 pę­

ku (P2) podporządkowana jest 
j e d n a i t y 1 k o j e d n a pro­
sta a1 w pęku ( P1) ; 2) każ­

de dwie homologiczne proste 
a1 = P1A i a2 = P2A tych pę­
ków przechodzą przez punkt 
A. pomocniczego szeregu (p ). 

Skoro pęki prostych 
P1 (a1, bi, .. . )n /\ P2 (a2, b2, ••• )c są 
(ryc. 7) p r z e ci ę ci am i pę­

ku płaszczyzn l (a, (3, .. . ), to : 
1) każdej prostej a1 = na pę­

ku (P1)n podporządkowana 

jest jedna i ty 1 ko j e dna 
prosta a2 = ea w pęku (P2)e, 
i naodwrót, każdej prostej a2 

pęku (P2)e podporządkowana 
jest jedna i ty 1 ko jedna 
prosta a1 w pęku (P1)n; 2) każ­
de dwie homologiczne proste 
a1 = na i a2 = ea tych pęków 
leżą na płaszczyźnie a pomoc­
niczego pęku ([). 
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Analogiczne zależności zachodzą pomiędzy homologiczne­
mi punktami A1 i A2 dwóch perspektywicznych szeregów punk­
tów ( Pt) i ( p 2), oraz pomiędzy homologicznemi płaszczyznami 
a1 i a2 dwóch perspektywicznych pęków płaszczyzn (11) i ([2). 

A zatem: 
Skoro dwa jednoimienne utwory zasadnicze gatunku 1-go -

będące rzutami, wzgl. przecięciami jednego i tego samego po­
mocniczego trzeciego utworu zasadniczego gatunku 1-go - są 

perspektywiczne, to wówczas: 

1) każdemu elementowi jednego utworu podpo­
rządkowany jest jeden i ty 1 ko je d·e n element 
utworu drugiego, i naodwrót, każdemu elementowi 
utworu drugiego podporządkowany jest jeden i ty 1-
k o jeden element w utworze pierwszym; 

2) każde dwa podporządkowane sobie elementy 
tych dwóch utworów przy n a 1 e ż ą do elementu utwo­
ru trzeciego. 

Taką zależność geometryczną, zachodzącą pomiędzy pod­
porządkowanemi sobie (homologicznemi) elementami uważanych 
dwóch jednoimiennych utworów zasadniczych gatunku 1-go, na­
zywamy „zależnością perspektywiczną" lub perspektyw i cz­
n ością. 

Niechaj dane będą dwa perspektywiczne szeregi punktów 
(Pt) i (p2), które leżą (ryc. 5) na płaszczyźnie i są przekroja1ni 
pęku prostych P (a, b, .. . ). Wiadomo nam, że każda prosta a 
pęku (P) wyznacza dwa homologiczne punkty A1 = Pta i A2 = p2 a 
szeregów (Pt) /\ (p2). Również i prosta n, łącząca punkt p1p2 

z wierzchołkiem P, wyznaczy dwa homologiczne punkty N1 = p1n 
i N2 = p 2n tych szeregów. Punkt N1 = N2 = PtP2 , w którym scho­
dzą (nakrywają) się dwa podporządkowane sobie punkty sze­
regów (Pt) /\ (p2), nazywamy ich elementem „odpowiednio wspól­
nym" lub zje dno cz onym. 

Prawdziwe są zatem twierdzenia, odpowiadające sobie (ust. 5) 
w myśl zasady biegunowej dwoistości na płaszczyźnie: 

Dwa perspektywiczne sze­
reg i punktów, leżące na jed­
nej płaszczyźnie, posiadają tę 

własność, :że punki przecięcia 
się ich podstaw jest elementem 
zjednoczonym. 

Dwa perspektywiczne pęki 
prostych, leżące na jednej pła­
szczyźnie, posiadają tę wła­

sność, że prosta łącząca ich 
wierzchołki jest elementem 
zjednoczonym. 
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Stosując do powyższych twierdzeń zasadę biegunowej dwo­
istości w przestrzeni (ust. 5), otrzymamy (ryc. 8) dwa nowe 
twierdzenia: 

Dwa perspektywiczne pę­
ki płaszczyzn, których osie 
przecinają się, posiadają tę 

własność, te płaszc:yzna łą­

cząca ich osie jest elementem 
zjednoczonym. 

Dwa perspektywiczne pę­
ki prostych, których wierzchoł­
ki schodzą się w jednym punk­
cie, posiadają tę własność, te 
prosta przecięcia się ich pła­

szczyzn podstawowych jest ele­
mentem zjednoczonym. 

Z łatwością zauważymy, że te dwa ostatnie twierdzenia 
podporządkowane są sobie w myśl zasady biegunowej dwoisto­
ści w wiązce. 

7. Rzutowość utworów zasadniczych gatunku 1-go. Dwa 
zasadnicze działania geometrji rzutowej, t. j. rzucanie i prze­
cinanie, pozwoliły nam (ust. 6) ustanowić perspektywiczność 
pomiędzy utworami zasadniczemi gatunku 1-go. Wykażemy te­
raz, że te dwa działania, wykonywane kolejno, umożli vią usta­
lenie ogólniejszych zależności geometrycznych. 

W tym celu dany np. pęk prostych P 1 (a11 b11 •• • ) przetnijmy 
dowolną prostą Pi w szeregu punktów Pi (Ai, B1, .•• ) /\ (P1), a sze­
reg (Pi) rzućmy następnie z dowolnego punktu P 2, otrzymując 
pęk prostych P2 (a2, b2, ... ) /\ (Pi). W ten sam sposób na dowol­
nej prostej p 2 skonstruować możemy (ryc. 10) szereg punktów 
p2 (A2, B2, ••• ) /\ (P2), następnie pęk prostych Pa (as, bs, .. . ) /\ (p2), 

wreszcie szereg punktów Ps (As, Bs, ... ) I\ (Ps). Zauważyć musimy, 
że elementy: P 1 i Pi, Pt i P2, P 2 i Pa nie mogą przynależeć do 
siebie. 

Poszczególne pęki prostych (Pi) i szeregi punktów {pi) 
(1, = 1, 2, 3) uważać możemy za „ogniwa" łańcucha 

P1 (ai, b1, ··.) /\ Pi (Ai, B1, · · .) /\ P2 (a2, b2, · · .) /\ P2 (A2, B2, · .. ) /\ 
I\ Ps (as, bs, ··.) /\ Pa (Aa, Ba,··.) 

lub w formie skróconej 

(P1) /\ (Pi) /\ (P2) /\ (P2) /\ (Pa) /\ (Pa), 

którego każde dwa bezpośrednio po sobie następujące (,,są­
siednie".) ogniwa są utworami perspektywicznemi. Z łatwością 
jednak zauważymy, że perspektywicznemi są nietylko każde 
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dwa sąsiednie ogniwa, ale również (ust. 6) pęki prostych (P1) A (P2) 

i (P2) A (Ps), oraz szeregi punktów (p1 ) A (p2) i (p2) A (Ps). a­
tomiast ogniwa np. (P1) i ( p2), (Pi) 
i (P3), (P2) i (Ps), (P1) i (Ps) tego lań-

-\ cu-9ha nie są u tworami perspekty­

Ryc. 10. 

wicznemi. Pęk prostych (P1) i szerea 
punktów (p3), t.zn. ,,kof1cowe" ogni­
wa wypisanego łańcucha, zdefinjuje­
my jako: utwory od n ie si o n e do 
siebie rzut o w o (lub „za pomocą 
skończonej licz by rzutów i prze­
cięć"), utwory rzutowe lub jedno­
kreślne. 

Wprowadzimy obecnie następu­
jącą definicję Cremony: 

Dwa utwory zasadnicze gatun­
ku 1-go nazywamy rzulowemi (albo 
jednokreślnemi) wówczas, jeśli są one 
kolzcowemi ogniwami łańcucha utwo­

rów zasadniczych gatunku 1-go, którego każde dwa sąsiednie 

ogniwa są perspektywiczne. 

Z perspektywiczności sąsiednich ogniw wypisanego powy­
zeJ laf1cucha wynika, że: Każdej prostej a1 pęku (P1) podpo­
rządkowany jest jeden i tylko jeden punkt A1 = a1Pi szeregu 
(Pi), punktowi A1 podporządkowana jest jedna i tylko jedna 
prosta a2 = A1P 2 w pęku (P2), prostej zaś a2 odpowiada jeden 
tylko punkt A2 -= a2 p2 w szeregu (p2), punktowi A2 odpowiada 
jedna tylko prosta as = A2 Ps w pęku (Ps), wreszcie prostej as 
podporządkowany jest jeden i tylko jeden punkt As= asps 
w szeregu (p3). 

Jeżeli wykonamy teraz wymienione działania w porządku 
odwrotnym, to wychodząc od szeregu punktów (Ps) i konstru­
ując kolejno pęk prostych (P3), następnie szereg (p2), pęk (P2), 

szereg (Pi), dojdziemy wkońcu do pęku prostych (P1), t. zn. do 
pierwszego ogniwa uważanego łańcucha utworów perspekty­
wicznych. Za pośrednictwem tych działań podporządkujemy: 
punktowi As szeregu (Ps) , jedną i tylko jedną prostą as= AsPłl 
w pęku (Ps), prostej .as tylko jeden punkt A2 = asp2 w szeregu 
(p2), punktowi zaś A2 tylko jedną prostą a2 = A2P 2 w pęku (P2), 
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prostej a2 jeden tylko punkt A1 = a2Pi w szeregu (Pi) i wkońcu 
punktowi ~41 jedną i tylko jedną prostą a1 = A1P1 w pęku (P1). 

Skoro weźmiemy pod uwagę końcowe ogniwa uważanego 
łańcucha, ·t. zn. pęk prostych P1 (a1, b1, .. • ) i szereg punktów 
p 3 (A3, B3, ••• ), to wówczas: każdej prostej a1 pęku (P1) podporząd­
kowany jest - za pośrednictwem elementów A1, a2, A2 i a3 ko­
lejno po sobie następujących ogniw (Pi), (P2), (p2) i (P3) oma­
wianego łaf1eucha - jeden i tylko jeden punki A3 szeregu (p3), 

i naodwrót, każdemu punktowi A3 szeregu (p3) podporządkowana 
jest jedna i tylko jedna prosta a1 w pęku (P1). 

W łańcuchu, skonstruowanym na ryc. 10, występowały ta­
kie pęki prostych i szeregi punktów, które leżały na wspólnej 
płaszczyźnie. Uogólnimy nasze rozważania, jeżeli za pośred­

nictwem dwóch zasadniczych działaf1, wykonywanych kolejno, 
skonstruujemy np. łańcuch (ryc. 9) utworów perspektywicznych: 

P2 (A2, B2, ... ) A 11 (ai, f3v. ·.) A P1 (a1, bi,·· .)e I\ Pi (A1, B1, ··.) I\ 
I\ P2 (l:l2, b2, ... )ć A 12 (a2, ę2, · · .), 

którego ogniwami są szeregi punktów (p2) i (Pi), pęki prostych 
(P1)e i (P2)e, · oraz pęki płaszczyzn (11) i (12). Szereg punktów 
(p2) i pęk płaszczyzn (12), t. zn. końcowe ogniwa tego łaf1cucha, 
zdefinjowaliśmy jako utwory odniesione do siebie rzu­
towo, utwory rzutowe lub jednokreślne. Wówczas: każ­
demu punktowi A2 szeregu (p2) podporządkowana jest - za 
pośrednictwem elementów a11 ai, A1 i a2 poszczególnych ogniw 
{11), (P1), (Pi) i (P2) wypisanego łańcucha - jedna i ty 1 ko 
jedna płaszczyzna a2 w pęku (12) i naodwrót, każdej płaszczyź­
nie a2 pęku (12) podporządkowany jest jeden i ty 1 ko je­
de n punkt A2 w szeregu (p2). A zatem: 

Skoro dwa utwory zasadnicze gatunku 1-go - będące 

końcowemi ogniwami łańcucha perspektywicznych utworów za­
sadniczych gatunku 1-go - są rzutowe, to wówczas za po­
średnictwem sąsiednich ogniw tego łańcucha: 

każdemu elementowi jednego utworu podporząd­
kowany jest jeden i ·tylko jeden element utworu 
drugiego, i naodwrót, każdemu elementowi utworu dru­
giego podporządkowany jest jeden i ty 1 ko jeden 
element w utworze pierwszym. 

Taką zależność geometryczną nazywamy rzutowością lub 
jednokreślnością. Elementy podporządkowane sobie w utworach 
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rzutowych nazywamy elementami „odpowiadającemi sobie" lub 
homo 1 ogi cz nem i. Celem oznaczenia, że dwa utwory są 

rzutowe (lub jednokreślne), używać będziemy symbolu A· W roz­
ważanym ostatnio przykładzie napiszemy: 

P2 (A2, B2, ... ) A l2 ( a2, f32, · · .) 

co oznacza, że: szereg punktów (p2 ) jest rzutowy (wzgl. jed­
nokreślny) do pęku płaszczyzn (l2). 

Weźmy teraz pod uwagę taki łańcuch perspektywicznych 
utworów zasadniczych gatunku 1-go, który posiada tylko dwa 
ogniwa. Z wprowadzonej definicji wynika bezpośrednio : 

Każde dwa perspektywiczne utwory zasadnicze gatunku 1-go 
są zawsze utworami rzutowemi. 

Uwaga: Natomiast dwa rzutowe utwory zasadnicze gatunku 1-go 
mogą być, ale nie muszą koniecznie być, utworami perspektywicznemi. 

Z łatwością dowiedziemy prawdziwości następującego twier­
dzenia: 

Dwa utwory zasadnicze gatunku 1-go, jednokreślne do trze­
ciego utworu zasadniczego gatunku 1-go, są względem siebie rzu­
towe. Elementami homologicznemi tych dwóch utworów są takie 
elementy, które podporządkowane są jednemu i temu samemu 
elementowi utworu trzeciego. • 

W tym celu weźmy pod uwagę np. dwa rzutowe szeregi 
punktów ( Pi) A ( p2), będące końcowemi ogniwami łańcucha 

(Pi) A (P1) A (s1) A (P2) A (p2). Wychodząc z szeregu punktów (p2), 

skonstruować możemy nowy laf1euch utworów perspektywicz­
nych: (p2) A cPs) A (s2) A (P4) A (Ps), dla którego ogniwami kof1-
cowemi są jednokreślne szeregi (p2) i (PrJ Wówczas szeregi (Pi) 
i (Ps), jako ogniwa końcowe łańcucha: 

(P1) A (P1) A (s1) A (P2) A (P2) A (Ps) A (s,) A (P4) A (Ps), 

złożonego ze wszystkich ogniw dwóch poprzednich łańcuchów, 
są utworami jednokreślnemi, c. b. d. o. 

Powyższy związek możemy napisać w formie następującej : 
Jeżeli spełnione są warunki (Pi) A (p2) i (p2) A (Ps), to wówczas 
zachodzi zależność: (p1) A (p3). Lub też w innej formie: Jeżeli 

(Pi) A (p2) A (Ps), to zachodzi związek (Pi) A (Ps)- . 
Obok trzech dotychczasowych szeregów (Pi) A (p2) A (p3), 

weźmy pod uwagę czwarty szereg punktów (p4), który jest rzu-
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towy do szeregu (p3). Ponieważ spełnione są warunki: (p1) /\ (Ps) 
i ( Ps) /\ ( A), przeto - w myśl dowiedzionego twier_dzenia -
szeregi (Pt) i (p4) są jednokreślne: (p1) /\ (p4). Nasze związki 
napisać możemy w sposób następujący: Jeżeli spełnione są wa­
runki (Pi) /\ (p2) /\ (Ps) /\ (p4), to wówczas zachodzi też relacja: 
(Pt) /\ (p4). Przyjmując dalsze szeregi (Po), (p6) .i (p7), które 
spełniają warunki : (p4) /\ (p5), (Po) /\ (p6) i (A) /\ (p7) wykazać 
możemy w sposób analogiczny, że: Skoro dany jest łańcuch 
jednokreślnych szeregów punktów : 

(Pi) /\ (P2) /\ (Ps) /\ (p4) /\ (p5) /\ (p6) /\ (P1) 

to ogniwa (Pi) i (p7) są rzutowe : (Pi) /\ (p7) • 

. Wykazaliśmy tedy prawdziwość następującego twierdzenia: 

Końcowe ogniwa łańcucha utworów zasadniczych gatunku 
1-go, którego każde dwa sąsiednie ogniwa są jednokreślne, są 

utworami rzutowemi. 

8. O ruchu homologicznych elementów w rzutowych utwo­
rach zasadniczych gatunku 1-go. Uważajmy _dowolny pęk pro­
stych P (a, b, c, d, n, ... ), którego wierzchołkiem (ryc. 10 a) jest 
punkt właściwy P, a płaszczyzną podstawową element n. Do­
wolną prostą np. a tego pęku poddać możemy ruchowi obro­
towemu (w płaszczyźnie n) około stałego punktu P. Uważana 
prosta a niechaj obraca się około punktu P w stałym kie­
r u n ku od położenia a bezpośrednio do położenia b (nie prze­
kroczywszy przytem położenia c !) i od b bezpośrednio do po­
łożenia c, i t. d. Wówczas prosta a zajmować będzie kolejno po­
łożenia: b, c, d, n, ... i wkońcu zjednoczy się z pierwotnem swo­
jem położeniem a. Prosta a obracać się może jednak około 
punktu P w stal y m ale wprost przeciwnym kierunku, a mia­
nowicie: od położenia np. c bezpośrednio do położenia b i od 
b bezpośrednio do położenia a, i t. d. Wówczas owa prosta 
(ryc. 10 a) zajmować będzie kolejno położenia: c, b, a, n, d, ... 
i wkońcu zjednoczy się ze swojem pierwotnem położeniem c. 

Dowolna prosta pęku P (a, b, c, d, n, .. . )n wykonywać może 
zatem w płaszczyźnie n ruch obrotowy około punktu P w dwóch 
stałych ale wprost przeciwnych kierunkach: 1)wkie­
runku abc i 2) w kierunku cba. 

Zauważyć należy, że zgodne są między sobą kierunki: abc, 
bca i cab ruchu obrotowego około punktu P. Podobnie zgodne 
są między sobą kierunki: cba, bac i acb drugiego ruchu obro­
towego. 
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W analogiczny sposób dowolną płaszczyznę pęku płaszczyzn 
p (a, (J, y, .. . ), którego osią (ryc. 3) jest prosta właściwa p, pod­
dać możemy ruchowi obrotowemu około osi p. Uważana pła­

szczyzna wykonać może ruch obrotowy w dwóch st al y c h ale 
wprost przeciwnych kierunkach: 1) w kierunku a(Jy i 2) w kie­
runku y(3a. 

Niechaj dane będą .(ryc. 3) dwa perspektywiczne pęki 

. P (a, b, c, .. . )e j\ p (a, (3, y, .. . ). 

Skoro prosta a pęku (P) obracać się będzie (w płaszczyźnie e) 
około punktu P w stal y m kierunku abc i nakrywać się będzie 
kolejno z każdą prostą b, 0, . .. pęku (P), to równocześnie homo­

logiczna płaszczyzna a = pa 
pęku (p) nakrywać się będzie 
kolejno z każdą płaszczyzną 
(J = pb, y =pe,.. . tego pęku 
( p), a tern samem płaszczyzna 
a obracać się będzie około 

osi p też w stałym kierun­
ku a(Jy. 

Ryc. 10 a. 
Pęk prostych (P)n prze­

tnijmy (ryc. 10 a) prostą p, 
leżącą na płaszczyźnie n i rów­

noległą do dowolnej prostej n tego pęku. Uzyskamy wówczas 
dwa perspektywiczne utwory 

P (a, b, c, d, n, .. . )n /\ p (A, B, C, D, N 00
, •• • ). 

Niechaj prosta a, obracając się około punktu P w st al y m kie­
runku abc, zajmuje kolejno położenia: a, b, c, d, n,... i wkońcu 
zjednoczy się ze swojem początkowem położeniem a. Równo­
cześnie homologiczny punkt A= pa szeregu (p) poruszać się 

będzie po prostej p i zajmować będzie kolejno położenia: 

A= pa, B = pb, C = pe, D = pd, N 00 =pn, ... i wkońcu zjedno­
czy się z początkowem swem położeniem A. Uważany punkt A 
poddany został ruchowi postępowemu na prostej p w st al y m 
kierunku ABC od położenia A bezpośrednio do położenia B 
(nie przekroczywszy przytem położenia C !) i od B bezpośrednio 
do C, i t. d. 

Prosta c pęku (P)n, zamiast w kierunku abc, obracać się 

może około punktu P w stałym ale wprost przeciwnym kie­
runku cba. Skoro prosta c zajmować będzie (ryc. 10 a) kolejno 
położenia : c, b, a, n, d, . .. i wreszcie powróci do pierwotnego po-
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łożenia c, to równocześnie homologiczny punkt C = pe szeregu 
(p) zajmować będzie kolejno położenia: C = pe, B = pb, A= pa, 
N 00 = pn, D =pd, ... i wkońcu zjednoczy się z początkowem po­
łożeniem C. Uważany punkt C wykonuje ruch postępowy na 
prostej p w st al y m kierunku CBA, a mianowicie od położenia 
C bezpośrednio do położenia B (nie przekroczywszy przytem 
położenia .A!) i od B bezpośrednio do położenia A, i t. d. 

Za pośrednictwem ruchów obrotowych o stałych i wprost 
przeciwnych kierunkach abc i cba w pęku prostych (P)n /\ (p), 
ustaliliśmy dwa stałe ale wprost przeciwne kierunki 
ruchu postępowego na prostej p, a mianowicie: 1) kierunek ABC 
i 2) kierunek CBA. Ponieważ zgodne są między sobą kierunki: 

· abc, bca i cab ruchu obrotowego około punktu P, przeto zgodne 
są między sobą również i kierunki: ABC, BCA i CAB ruchu po­
tępowego na prostej p. Podobnie zgodne są też kierunki: CBA, 

RAC i ACB drugiego ruchu postępowego. 
Uważajmy wreszcie szereg punktów s (A, B, C, ... ) i perspek­

tywiczny do niego (ryc. 3) pęk płaszczyzn p ( a, (3, y, .. . ). Jeżeli 

punkt A porusz ac się będzie w stal y m kierunku ABC po pro­
stej s i nakrywać się będzie kolejno z każdym punktem B, C, ... 
prostej s, to homologiczna płaszczyzna a= pA pęku (p) obra­
cać się będzie około osi p też w stal y m kierunku a(Jy i na­
krywać ię będzie kolejno z każdą płaszczyzną (3, y,... tego 
pęku (p). 

Omówiliśmy własności dwóch perspektywicznych i różno­
imiennych utworów zadniczych gatunku 1-go. Przejdźmy teraz 
do jednoimiennych utworów. Z definicji (ust.6) perspektywiczności 

dwóch szeregów punktów 
A (A1, B1, Ci,---) /\ P2 (A2, B2, C2,---), 
które są przecięciami (ryc. 5) 
pomocniczego pęku prostych 
P (a, b, c, ... ), i z ruchu obro­
towego prostej a około punk­
tu P wynika następująca za­
leżność: 

Jeżeli punkt A1 poruszać 

się będzie w st al y m kierun­
ku A1B1C1 po prostej Pi i na­
krywać się będzie kolejno 
z każdym punktem B1, C1, •.. 

szeregu (p1), - to r6wnocze-

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 

dwóch pęków prostych 
P1 (a1, bi, c1, .. ,) /\ P2 (a2, b2,c2, ... ), 
które są rzutami (ryc. 6) po­
mocniczego szeregu punktów 
p (A, B, C, ... ), i z ruchu postę­
powego punktu A po prostej 
p wynika następująca zależ­

ność: 

Jeżeli prosta a1 obracać 

się będzie w st al y m kierun­
ku a1b1c1 około punktu P 1 i na­
krywać się będzie kolejno 
z każdą prostą b1, c1,... pęku 

(P1), - to równocześnie ho-

3 
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sme homologiczny punkt A2 

szeregu (p2) poruszać się bę­

dzie po prostej p 2 też w st a­
l y m kierunku A2B2C2, nakry­
wając się kolejno z każdym 
puntem B2, C2, ... szeregu (p2 ). 

mologiczna prosta a2 pęku(P2) 
obracać się będzie też ws ta­
ly m kierunku a2b2c2, nakry­
wając się kolejno z każdą 

prostą b2, c2, ••• pęku (P2). 

Stosując zasadę biegunowej dwoistości w przestrzeni (ust.5) 
do zależności, wypisanej po lewej stronie, otrzymujemy wprost 
związek dla dwóch perspektywicznych pęków płaszczyzn 

Pi ( a1, ~1, Y1, · · .) /\ P2 ( a2, ~2, Y2, · · .) 

w następującej formie: 
Jeżeli płaszczyznę a1 pęku (Pi) poddamy ruchowi obro­

towemu około osi Pi w s talym kierunku a 1 ~ 1 y1, to równocze­
śnie homologiczna płaszczyzna a2 pęku (p2) obracać się będzie 

też w st a l y m kierunku a2 ~ 2 y2 około osi p 2• 

Uwzględniając łańcuch perspektywicznych utworów zasad­
niczych gatunku 1-go i stosując omówione powyżej zależności 

do każdych dwóch sąsiednich ogniw tego łańcucha, otrzymamy 
np. dla pęku prostych (P1) i rzutowego względem niego (ryc.10) 
szeregu punktów (Pa), 

P1 (ai, b1, Ci, .•. ) /\ Pa (Aa, Ba, Ca, ... ) 

następujący związek : 

Jeżeli prosta a1 obracać się będzie w s tal y m 
kierunku a1 b1 c1 około punktu P 1 i nakrywać się bę­

dzie kolejno z każdą prostą b1, c11 ... pęku (P1), - to 
równocześnie homologiczny punkt Aa szeregu (Pa) po­
ruszać się będzie po prostej Pa też w stałym kie­
runku AaBsCa, nakrywając się kolejno z każdym punk­
tem Ba, Ca, ... szeregu (Pa). 

Zupełnie analogiczne zależności spełnione będą dla dwóch 
jednokreślnych a) szeregów punktów, b) pęków prostych, c) pę­
ków płaszczyzn, d) szeregu punktów i pęku płaszczyzn, e) pęku 
prostych i pęku płaszczyzn. 

Teraz zwrócimy uwagę na pewną własność rzutowych utwo­
rów zasadniczych gatunku 1-go. W tym celu niechaj prosta a 
(ryc. 10 a) obraca się w st aly m kierunku abc około punktu P 
od pierwotnego położenia a bezpośrednio do położenia b, na­
stępnie od b bezpośrednio do c i wreszcie od położenia c bez-
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pośrednio do położenia d. Skoro prostą d poddamy teraz ru­
chowi obrotowemu około punktu P w stałym kierunku, ale 
w p r os t prze ci w ny m do poprzedniego, t. zn. w kierunku 
cba, to wówczas ów element d obracać się będzie od położenia 
d bezpośrednio do c, od położenia c bezpośrednio do b i wresz­
cie od b bezpośrednio do położenia a. 

Uważane cztery proste pęku (P) połączyć możemy w nastę­
pujące pary: ab i cd ; ac i bd; ad i be. Pary prostych ab i cd 
posiadają tę własność, że: każda prosta jednej pary np. a, pod­
czas obrotu około P w s talym kierunku abc od położenia a 
do położenia b, nie przekroczy wcale położenia prostych c i d, 
należących do drugiej pary. Podobnie prosta b pierwszej pary, 
podczas obrotu w stal y m kierunku cba od położenia b do po­
łożenia a, nie przekro~zy wcale położenia c ani d. To samo 
stosuje się oczywiście do elementów c i d drugiej pary. Mó­
wimy wówczas, że para prostych ab n ie rozdz ie 1 a pary cd. 
Skoro weźmiemy pary prostych: ad i be, to z łatwością stwier­
dzimy takie same własności tych par, t. zn. że są to dwie nie 
rozdzielające się pary prostych. 

Pozostają nam jeszcze do z badania pary prostych : ac i bd. 
Każda prosta jednej pary, np. a podczas obrotu około P w st a­
l y m kierunku abc (lub w kierunku przeciwnym cba) od poło­
żenia a do położenia c, koniecznie przejść musi przez położe­
nie b (wzgl. d), należące do drugiej pary. W tym przypadku 
mówimy, że pary prostych ac i bd tworzą dwie rozdzielające 

się pary. 
Proste a, b, c i d pęku ( P) przetnijmy (ryc. 10 a) dowolną 

prostą p, nie przechodzącą przez wierzchołek P. Otrzymane 
punkty A= ap, B = bp, C = cp i D = dp połączyć możemy w na­
stępujące pary: AB i CD; AC i BD; AD i BC. Korzystając z ru­
chów o stałych kierunkach elementów homologicznych szeregu 
punktów (p) /\ (P) stwierdzimy, że: pary punktów AB i CD, 
oraz AD i BC są parami nie rozdzielającemi się; nato­
miast pary AC i BD tworzą dwie rozdz ie 1 aj ą ce si ę pary 
punktów. 

Uwzględniając łańcuch perspektywicznych utworów zasad­
niczych gatunku 1-go i stosując powyższe zależności do każ­
dych dwóch sąsiednich ogniw tego łańcucha, otrzymamy na­
stępujący związek: 

Dwa rzutowe utwory zasadnicze gatunlw 1-go posiadają tę 
własność, że dwom rozdzielającym się (wzgl. nie rozdzielającym 

* 
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się) parom elementów jednego utworu podporządkowane są w dru­
gim ulwor::e równiez dwie rozdzielające się (wzgl. nie rozdzie­
lające się) pary elementów. 

9. Stosunek podziału i dwustosunek elementów szeregu 
punktów. a dowolnej prostej p niechaj dane będą (ryc. 11) 
trzy punkty właściwe A, B i C, za pośrednictwem których usta­
lamy (ust. 8) dwa wprost przeciwne kierunki ruchu postępo­
wego na ·prostej p, a mianowicie: 1) kierunek ABC i 2) kieru­
nek CBA. Owe dwa kierunki ruchu postępowego na prostej p 
nazywać będziemy z wrotami tej prostej. Uważanej prostej p 
przypisaliśmy tedy dwa wprost przeciwne zwroty, a mianowi­
cie: 1) zwrot ABC i 2) zwrot CBA. 

Zauważyć należy (ust. 8), że zgodne są między sobą zwroty 
~4BC, BCA i CAB prostej p; podobnie zgodne są też zwroty 
(przeciwne do poprzednich), a mianowicie CBA, BAC i ACB. 

Zamiast punktu właściwego C, weźmy teraz pod uwagę 

punkt niewłaściwy N 00 (ryc. 11) prostej p. Za pośrednictwem 
punktów A, B i N 00 ustalić możemy na prostej p dwa wprost 
przeciwne zwroty, a mianowicie: 1)zwrotABN00 i2)zwrot 
BAN 00

• Jeżeli jeden z nich uważać będziemy za zwrot dodatni 
i przypiszemy mu znak +, to drugi zwrot uważać musimy wów­
czas za u j em ny i przypisać mu znak -. 

Niechaj A i B są punktami wlaściwemi prostej p, to sym­
bol AB oznaczać będzie odcinek ty 1 k o o długości skończonej, 
ograniczony punktem początkowym A i punktem końcowym B. 
Podobnie symbol BA oznaczać będzie odcinek o skończonej dłu­
gości, dla którego B jest punktem początkowym, a element A 
punktem końcowym. Umówmy się, że: dowolnemu odcinkowi 
( o długości skończonej) AB prostej p przypiszemy ten sam znak 
+ albo - , jaki posiada zwrot ABN 00 tej prostej (przyczem 
N 00 oznacza punkt niewłaściwy prostej p). 

Przypuśćmy, że zwrot ABN00 prostej p jest dodatni ( + ), 
a tern samem zwrot BAN00 jest ujemny (-), to ·wówczas odcin­
kowi AB przypisać musimy znak +, natomiast odcinkowi BA 
znak -. Gdybyśmy jednak przeciwnie zwrot ABN 00 uważali 

za ujemny(-), a więc zwrot BAN 00 za dodatni (+), to wów­
czas odcinkowi AB przypisać musielibyśmy znak -, a odcin­
kowi BA znak +. Stwierdzamy tedy, że niezależnie od tego, 
czy zwrot ABN 00 prostej p uważać będziemy za dodatni ( T ), 

czy też za ujemny (-), to zawsze: dwom odcinkom (o długości 
skończonej) AB i BA tej prostej przypisać musimy znaki przeciwne. 
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Skoro przyjm~emy pewną jednostkę długości, to wówczas 
odcinki AB i BA co do bezwzględnej długości są sobie równe, 
a ponieważ owe odcinki różnią się znakiem, przeto mamy na­
stępującą zależność: 

AB = - BA lub też AB + BA = O. 

Na prostej właściwej p (ryc. 11) obierzmy odcinek (o dłu­
gości skończonej) AB i dowolny punkt właściwy C. Ów punkt 
C leżeć może „wewnątrz" odcinka AB, albo też „zewnątrz" od­
cinka AB. W pierwszym przypadku (ryc. 11 a) odcinki (o · dłu­
gości skończonej) AB, AC i CB posiadają ten sam znak, co 
zwrot ABN 00 pr~stej p, a odcinek AB = AC + CB. Ponieważ 
jednak CB = - BC, przeto : AB = AC - BC lub ostatecznie: 

AB + BC = AC. 

a .) b.) c.) 
Jl C o B 1:/00 A B C. D N 00 C A B D , N

00 

~ ~ ~ 
d.) e.) 

D A C B N 00 A C B D N 00 

~ ~ 

f.) p p 
R Q P A ~ B E F G N 00 

p 

Ryc. 11. 

W przypadku drugim, gdy punkt C leży „zewnątrz" od­
cinka AB, to wówczas: albo punkt B (ryc. 11 b) leży „wewnątrz" 
odcinka ( o długości skończonej) AC i suma odcinków 

AB + BC = AC 

albo też punkt A (ryc. 11 c) leży „wewnątrz" odcinka (o długo­
ści skończonej) CB i suma odcinków CA+ AB = CB. Uwzględ­
niając relacje CA = -'AC i CB = - BC, wyrazić możemy ostat­
nią 1 sumę odcinków za pośrednictwem wzoru: 

- AC + AB = -BC lub też : AB + BC = AC. 

Wykazaliśmy tedy, że bez względu na położenie punktów 
właściwych A, B i C na uważanej prostej p, zachodzi zawsze 
równość: AB+ BC = AC czyli .AB + BC + CA = O. 

Obierzmy na prostej p czwarty punkt właściwy D, to dla elementów 
A, C i D mamy: AC + CD = AD, a że AC = AB + BC, więc ostatecznie 

AB + BC + CD = AD lub AH + BC + CD + DA = O. 
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Przyjmując dalsze punkty właściwe E, .... P, R na prostej p, z łatwością 

wykazać możemy prawdziwość związków : 

AB + BC + CD + DE + ... + PR = AR 
lub też 

AB + BC + CD + DE + ... + PR + RA = O. 

Dwa st ale punkty właściwe A i B prostej p, oraz dowolny 
punkt właściwy C tej prostej, wyznaczają (ryc. 11) dwa odcinki 
( o skończonej długości) AC i BC. Skoro pewien dowolny odcinek 
XZ przyjmiemy za jednostkę dl ugości, to stosunek 
AC : XZ = E nazywać będziemy 1) miarą odcinka A.C w odnie­
sieniu do jednostki XZ. Miara c jest liczbą wymierną lub nie­
wymierną, zależnie od tego, czy odcinek .AC jest czy też nie 
jest współmierny z o braną jednostką XZ. Niechaj licz by c i cp 
będą miarami odcinków AC i BC, to mamy równości: 

BC= cp. XZ 

AC C 
a stosunek --=- = - t. zn. stosunek dwóch dowolnych od-

BC <fJ 

cinków równa się ilorazowi ich mi ar (liczb), wziętych w odnie-
sieniu do dowolnej jednostki długości XZ. -- \V . rozważaniach 
naszych uwzględnić musimy też i znaki odcinków AC i BC. Je­
żeli zwroty ACN 00 i BCN 00 prostej p (gdzie N 00 oznacza punkt 
niewłaściwy prostej p) są zgodne, to obydwa odcinki AC i BC 
posiadają równocześnie ten sam znak +, albo też równocześnie 

ten sam znak - ; wówczas liczbie _!__ = 2 przypiszemy znak +. 
<p 

Jeżeli zaś zwroty „4CN 00 i BCN 00 prostej p są wprost przeciwne, 
to uważane odcinki AC i BC posiadają znaki przeciwne, a licz-

bie 2 = _!__ przypisać musimy znak -. 
<p 

Skoro trzy dowolne punkty właściwe A, B i C, leżące na 
prostej p, wyznaczają odcinki (o długości skof10zonej) AC i BC, 

to wówczas: liczbę 2 = ;~ nazywamy „stosunkiem podziału " 
owych trzech punktów A, B i C. Liczbie 2 przypiszemy znak 1 

albo - zależnie od tego, czy zwroty ACN 00 i BCN 00 prostej p są 
zgodne, czy też wprost przeciwne. 

Dla punktu C, leżącego „wewnątrz" odcinka (o długości 

skończonej) AB, stosunekt·podzialu 2 jest liczbą ujemną, gdyż 

1) F. Enrźques i U. Amaldi, Zasady geometrji elementarnej (tłumacz. 
Wł. Wojtowicza) Warszawa-Lwów, str. 238. 
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zwroty ACN 00 i BCN00 są przeciwne, a odcinkom ( o długości 

kończonej) AC i BC przypisać musimy znaki przeciwne. W szcze­
gólności dla .punktu S (ryc. 11 l), połowiącego odcinek AB, 
mamy: 

- - - . AS -BS 
AS = SB = - BS, więc As = -----=- = ----=- = -1. 

BS BS 

Natomiast dla punktu C, leżącego „zewnątrz" odcinka (o dłu­

gości skończonej) AB, stosunek podziału A= AC jest liczbą 
BG 

dodatnią, gdyż zwroty ACN= i BCN 00 są zgodne, a obydwa 
odcinki AC i BC posiadają równocześnie ten sam znak +, albo 
też równocześnie ten sam znak -. 

Skoro na prostej p (ryc. 11 f) odłożymy odcinki AB= 
=BE = EF= FG = ... , to otrzymamy wówczas następujący 
ciąg liczb A> O: 

AE 2 BE AF 3 AG 4 
AE- BE - lfE-+2,AF--:- BF - + 2' Ac= BG =+3,··· 

Skoro zaś na prostej p odłożymy odcinki BA = AP= 
= PQ = QH = ... , to otrzymamy nowy ciąg liczb 2 > O, a mia­
nowicie: 

AP AP 1 AQ 2 AR 3 
/4p= BP =2.AP= 1 2' 2

Q= BQ =+3, AR= BR =+-.r,··· 

Wartości wyrazów pierwszego ciągu liczb l > O coraz bardziej 
maleją, wartości zaś wyrazów drugiego ciągu liczb 2 > O coraz 
bardziej wzrastają; żaden jednak wyraz tych ciągów - dla ja­
kiegokolwiekbądź punktu w la ś ci we go prostej p - nie osią­
gnie wartości 2 = + 1. Nasuwa się myśl podporządkowania punk­
towi niewłaściwemu N 00 prostej p = AB wartości 2 = + 1. Sto­
sunek podziału dwóch punktów właściwych A, B i punktu nie­
właściwego N 00 dowolnej prostej p = AB zdefinjujemy jako liczbę 

AN00 

/4 = -_-_-- = T 1. 
BN 00 

Z dotychczasowych rozważań wynika tedy następująca za­
leżność: 

Każdemu punktowi C prostej p podporządkowana jest -
w odniesieniu do dwóch stałych punktów właściwych A i B pro-

stej p - jedna i tylko jedna liczba 2 = AC . 
BC 
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Dowiedziemy teraz prawdziwości twierdzenia: 

Katdej liczbie 2 = AC podporządkowany jest - w odnie­
BC 

sieniu do dwóch stałych punktów właściwych A i B prostej p -
jeden i tylko jeden punkt C na owej prostej p. 

W istocie bowiem mamy 2 = __!g___ a ponieważ AC = AB -+-, 
BC' 

+ BC, przeto 

2= AB±_BC =1+ AB czyli BC=,.4B·_, 1
1

. 
BC BC A 

Dla odcinka AC otrzymamy wówczas 
- ~ - - - 1 - 2 
AC = AB + BC = AB + AB· l-l = AB · 2_ 1 · 

Ponieważ w uzyskanych równaniach 

-· - -- 2 . - - 1 
AC = AB · - 1 BC = AB · -

/4-1 2-1 

spólczynnik AB jest wielkością stalą, więc dla każdej liczby J., 

otrzymujemy jeden odcinek AC i jeden odcinek BC, a tern sa­
mem jeden i tylko jeden punkt C (w odniesieniu do stałych 

punktów A i B), c. b. d. o. 
Na prostej właściwej p (ryc. 11) obierzmy cztery dowolne 

punkty właściwe A, B, C i D, a następnie utwórzmy stosunki 
podziału 

AD 
22=-=-. 

BD 

Liczbom 2-i i 22 przypiszemy znaki + lub - zależnie od tego, 
czy zwroty ACN 00 i BCN 00

, oraz ADN 00 i BDN 00 prostej p (gdzie 
N 00 jest punktem niewłaściwym prostej p) są zgodne, czy też 

wprost przeciwne. Liczbę 

AC AD 
µ=21:22=-=-=-----=-

BC BD 

nazywamy dwustosunkiem (stosunkiem podwójnego podziału lub 
stosunkiem anharmonicznym) czterech punktów właściwych A, 
B, C i D prostej p. Liczbie µ przypiszemy znak + albo - za­
leżnie od tego, czy znaki liczb l 1 i 22 są zgodne, czy też prze­
ciwne. Powyższy dwustosunek oznaczamy symbolem (ABCD) , 
a zatem liczba 
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AC AD 
p, = (ABCD) == -=- : --==-• 

BC BD 
Celem uzyskania prawej strony tej równości, łączymy poszczególne 

punkty symbolu (ABCD) w następującym porządku: pierwszy A z trzecim C 
i drugi B z trzecim C, a następnie pierwszy A z czwartym D i drugi B 
z czwartym D. 

Uważane punkty A, B, C i D połączyć możemy w dwie 
pary: AB i CD. Pozornie wydaje się, że para punktów A i B 

dla dwustosunku (ABCD) = AC : AD posiada inny charak-
BC BD 

ter, aniżeli pozostała para Ci D. Faktycznie 1) tak nie jest, gdyż 
wykonać możemy następujące przekształcenia: 

(ABCD)= AC: A.D =-~:-~=CA : DA= 
BC BD -CB -DB CB DB 

= CA : CB = (CDAB). 
DA DB 

Ponieważ (A.BCD) = (CDAB), przeto pary punktów AB i CD po­
siadają ten sam charakter. 

Wykonajmy teraz drugie przekształcenie dwustosunku 
(A..BCD), a mianowicie: 

(ABCD) = ~ : ~ = ~ · 1!E_ = I}_!!_ : 1!!;__ = (BADC). 
BC BD BC AD AD AC 

a mocy pierwszego przekształcenia mamy: (BADC) = (DCBA), 
więc ostatecznie dochodzimy do relacji 

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA). 

Dowiedliśmy tedy prawdziwości twierdzenia: 

Dwustosunek ( .. 4BCD) czterech (różnych od siebie) punktów 
właściwych A, B, C i D dowolnej prostej, nie zmienia się wcale, 
jeżeli przestawimy dwa dowolne jego punkty i równocześnie dwa 
punkty pozostałe. 

Zauważyć należy, że w powyżej podanej relacji obok siebie 
wypisane są punkty A i B, oraz obok siebie punkty Ci D. Zba­
dajmy bliżej wpływ własności pary punktów A i B, oraz dru­
giej pary C i D omawianego dwustosunku µ = (ABCD) na znak 

') Porównaj Dr. K. Doehlemann, Projektive Geometrie in synthetischer 
Behandlung. IV-e Aufl. 1918. 
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tego dwustosunku. Liczba µ = 21 : 22, gdzie 21 = AC i 22 = AD . 
BC BD 

Stosunki podziału 21 i 22 posiadają równocześnie znaki + wów­
czas, gdy punkty C i D leżą „zewnątrz" odcinka (o długości 

skończonej) AB. ·Obie liczby 21 i 22 posiadają równocześnie 
znaki-, gdy punkty Ci D leżą „wewnątrz" odcinka AB. W oby­
dwu wypadkach liczbie ~1, = 21 : 22 przypisać musimy znak +. 
Natomiast, gdy jeden z punktów Ci D leży „zewnątrz", a drugi 
„wewnątrz" odcinka AB, to wówczas licz bom 21 i 22 przypisać 

musimy znaki przeciwne, a tern samem dwustosunkowi µ znak -. 
N a podstawie końcowych rozważań ust. 8-go stwierdzimy, że: 

dwie omawiane pary punktów AB i CD w dwóch pierwszych 
przypadkach tworzą dwie „n i e rozdz ie 1 aj ą ce się" pary, 
natomiast w przypadku trzecim tworzą dwie „rozdzielające 
się" pary. A zatem: 

Liczbie µ = (ABCD) przypiszemy znak - albo + zaletnie 
od tego1 czy p ary punktów AB i CD stanowią dwie rozdzielające 
się1 czy tet dwie nie rozdzielające się pary. 

Skoro punkty A, B i C prostej p uważać będziemy za elementy stale, 

k d · ł AC . . 1· b to stosune po zia u A-1 = BC tez Jest 1cz ą stałą, a dwustosunek 

AC A D AD 
ft = (ABCD) = -=- : -=- = A-1 : -=-

BC BD BD 

gdzie ;~ jest stosunkiem podziału dla trzech punktów A, B i D. Z po­

przednich rozważań naszych wynika, że: Każdemu punktowi D prostej wła­
ściwej p, w odniesieniu do trzech stałych punktów A, B i C tej prostej, pod­
porządkowana jest jedna i tylko jedna liczba ,ii= (ABCD); i wzajemnie: każ• 
dej liczbie ,u = (ABCD ), przyczem A, B i C są stałemi punktami prostej p, 
podporządkowany jest jeden i tylko jeden punkt D na owej prostej. 

10. Stosunek podziału i dwustosunek elementów pęku pro­
stych (wzgl. pęku płaszczyzn). W pęku prostych o wierzchołku 
właściwym P (ryc. 12) niechaj dane będą trzy proste a, b i s, 
za pośrednictwem których ustalamy (ust. 8) dwa wprost prze­
ciwne kierunki ruchu obrotowego około punktu P, a mianowi­
cie: 1) kierunek abs i 2) kierunek sba. Owe dwa kierunki ru­
chu obrotowego nazywać będziemy z wrotami tego pęku. 

Uważanemu pękowi prostych P (a, b, s, .. . ) przypisaliśmy tedy 
dwa w pro s t p r z e ci w n e z w ro ty, a mianowicie : 1) zwrot 
abs i 2) zwrot sba. 
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Zgodne między sobą są (ust. 8) zwroty abs, bsa i sab; po­
dobnie zgodne są też zwroty (przeciwne do poprzednich) na­
stępujące: sba, bas i asb. Jeżeli jeden ze zwrotów abs i sba 
uważać będziemy za do da tni i przypiszemy mu znak +, to 
drugi zwrot uważać musimy wówczas za ujemny i przypisać 
mu znak-. 

Wiadomo nam, że dwie proste a i b pęku (P)n dzielą pła­

szczyznę podstawową n tego pęku na cztery części, które na­
zywamy kątami. Owe cztery kąty tworzą dwie pary „kątów 

wierzchołkowych". Niechaj prosta a, obracając się około punktu 
P w stal y m kierunku abs, wykona obrót od położenia a bez­
pośrednio do położenia b, nie przekroczywszy przytem położe­
nia s. Prosta a opisze wówczas dwa kąty wierzchołkowe, a każ­
dy z tych kątów oznaczać będziemy symbolem ab. Skoro prosta 
b, obracając się około punktu P w st al y m (ale wprost prze­
ciwnym do poprzedniego) kierunku bas, wykona obrót od po­
łożenia b bezpośrednio do położenia a - nie przekroczywszy 
przytem położenia s! - to element b opisze znowu owe dwa 
kąty wierzchołkowe. Każ cl y z tych kątów oznaczać będziemy 
symbolem ba. 

Wprowadzony zatem symbol ab (wzgl. ba) oznacza j eden 
z dwóch kątów wierzchołkowych w pęku (P), opisanych przez 
prostą a (wzgl. b) obracającą się w stałym kierunku abs (wzgl. 
bas) około wierzchołka P. Umówmy się, że : dowolnemu kątowi 
ab w pęku ( P) przypiszemy ten sam znak + albo -, jaki posiada 
.:w rot abs, gdzie s oznacza dowolną prostą „nieruchomą" tego 
pęku. 

Przypuśćmy, że zwrot abs jest dodatni ( + ), a tern samem 
zwrot bas jest ujemny(-), to wówczas kątowi ab przypisać mu­
simy znak +, natomiast kątowi ba przypisać musimy znak -. 
Gdybyśmy jednak przeciwnie zwrot abs uważali za ujemny(-), 
a więc zwrot bas za dodatni ( + ), to wówczas kątowi ab przy­
pisać musimy znak -, a kątowi ba znak +. Stwierdzamy tedy, 
że niezależnie od tego, czy zwrot abs w pęku (P) uważać bę­

dziemy za dodatni ( + ), czy też za ujemny (-), to zawsze: 
dwom kątom ab i ba przypisać musimy koniecznie znaki przeciwne. 

Skoro przyjmiemy pewien kąt xz za jednostkę miary, 
a miarą kąta ab nazwiemy stosunek ab : xz = E, to wówczas kąty 
ab i ba co do bezwzględnej 'miary (wielkości) są sobie równe, 
a ponieważ owe kąty różnią się znakiem, przeto mamy nastę­
pującą zależność: 

ab = - ba lub też ab + ba = O 
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Dowolna prosta c (ryc. 12) uważanego pęku (P) leżeć może 
„wewnątrz" kątów wierzchołkowych, z których każdy oznaczony 
jest symbolem ab, lub też „zewnątrz" tych kątów. W pierw­
szym przypadku (ryc. 12 c) każdy z kątów ab, ac i cb posiada 
ten sam znak, co zwrot abs pęku (P), a kąt ab = ac + cb. Po­
nieważ jednak cb = - be, przeto ab = ac - be lub ostatecznie: 

ab + be= ac. 

W przypadku drugim, gdy c leży „zewnątrz" kątów wierzchoł­
kowych ab, to: albo prosta b (ryc. 12 b) leży „wewnątrz" ką­

tów wierzchołkowych, z których każdy oznaczony jest symbo­
lem ac, a suma kątów 

ab + be= ac 

albo też prosta a (ryc. 12 d) leży „wewnątrz" kątów wierzchoł­
kowych cb i suma kątów ca + ab = cb. Uwzględniając relacje 
ca = - ac i cb = - be, wyrazić możemy ostatnią sumę kątów 

za pośrednictwem wzoru: 

- ac+ ab= - be lub też: ab+ be= ac. 

Vlykazaliśmy tedy, że bez względu na położenie prostych 
a, b c w pęku (P), zachodzi zawsze równość: 

ab + be = ac czyli ab + be + ca = O. 

Obierzmy w pęku (P) czwartą prostą d (ryc. 12), to dla elementów 
a, c i d mamy: ac + cd = ad, a że ac = ab + be, więc ostatecznie 

ab + be+ cd= ad lub ab+ be+ cd+ da= O. 

Przyjmując dalsze proste e, .. . , p, r w pęku (PJ, z łatwością twykazać możemy 

prawdziwość związków: 

ab + be+ cd + de+ ... + pr = ar lub też 

ab + be + cd -+ de + ... + pr + ra = O. 

W pęku o wierzchołku właściwym P niechaj dane będą: 
„nieruchoma" prosta s, dwie st ale proste a i b, oraz dowolna 
prosta c. Jeżeli zwroty acs i bcs pęku (P) są zgodne, to kąty 

Ryc. 12. 
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ac i be posiadają równocześnie ten sam znak +, albo też rów­
nocześnie ten sam znak -. Jeżeli zaś zwroty acs i bcs są wprost 
przeciwne, to uważane kąty ac i be posiadają znaki przeciwne. 
Utwórzmy stosunek wstaw kątów ac i be, to wówczas : liczbę 

2 = s~n ac nazywamy „stosunkiem podziału" Lrzech prostych a, b 
smbc 

i c pęku (P). Liczbie 2 przypiszemy .znak + albo - zaleznie od 
tego, c::y zwroty acs i bcs pęku (P) są zgodne, czy tez wprost 
przeciwne. 

Dla prostej c, leżącej „wewnątrz" kąta ab, zwroty acs i bcs 

· - · t k d · ł 1 sin ac · t 1· b ą przecnvne, więc s osune po zia u .11, =----:--== Jes 1cz ą 
smbc 

u j em n ą. Natomiast ·dla prostej c, leżącej „zewnątrz" kąta ab, 
osunek podziału 2 jest liczbą dodatn1ą, gdyż zwroty acs i bcs 

są zgodne. 
Niechaj prosta e (ryc. 12) jest symetralną (dwusieczną) kąta 

ab, to z relacji: ac= eb = - be wynika, że liczba 

le = sin ae = - sin~ = _ 1. 
sin be sin be 

Przez wierzchołek P uważanego pęku wykreślmy prostą /' J_ e, 
czyli synietralną f kąta „przyległego" do kąta_ ab. Dla kątów 
af i bf' otrzymamy : 

af = ae + ef= ae + 90° = 90° + ae 
bf = be + ef= ea + 90° = 90° - ae 

a ponieważ sin (90° + ae) = sin (90° - ae), przeto stosunek po­

działu lr = sin af = sin (9oo + ~) = + 1. A zatem: 
sin b f sin (90° - ae) 

Skoro proste e i / są symelralnemi kąta ab i jego kąta przy-

d . ł sin ae . sin a f z · b ległego, to u;ówczas stosunki po :na u --= 1 --= są ie:: a-
sin be sin bf 

mi le = - 1 i lr . + 1. 

W pęku prostych o wierzchołku właściwym P dane są: ,,nie­
ruchoma" prosta s, stale proste a, b i dowolna prosta c. Po­
nieważ kąt ac = ab + be, vrzeto stosunek podziału 

2 = sin ac = sin (ab + be) 
sin be sin be 

Uwzględniając relację: 

sin (ab + be) = sin ab. cos be + cos ab. sin be, 
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możemy, dla stałego kąta ab i danej liczby 2, obliczyć najpierw 
kąt be, a następnie również i kąt ac. Z dotychczasowych roz­
ważań wynikają tedy zależności: 

Każdej prostej c pęku (P) podporządkowana jest - w od­
niesieniu do stałych _E__rostych a, b i s tego pęku - jedna i tylko 
. d l " b , sin ac I . . k d . l . b . , sin ac Je na zez a '" = -:---=. wzaJemme: aż e1 zez ze '" = - .- -= 

sm be sm be 
podporządkowana jest - w odniesieniu do trzech stałych pro-
stych a, b i s pęku (P) - jedna i tylko jedna prosta c tego pęku. 

W pęku prostych o wierzchołku właściwym P obierzmy 
cztery dowolne proste a, b, c i d, oraz prostą „nieruchomą" s 
(ryc. 12), a następnie utwórzmy stosunki podziału 

, _ sin ac . 
/1,1 - ---= 1 

sin.be 

Liczbom 21 i 22 przypiszemy znaki + lub zależnie od tego, 
czy zwroty acs i bcs, oraz ads bds pęku (P) są zgodne, czy 
też wprost przeciwne. Liczbę 

_ , . , __ sin ac . sin ad 
µ-/1,1 · '"2- -• -

sin be sin bd 

nazywamy dwustosunkiem (stosunkiem podwójnego podziału lub 
stosunkiem anharmonicznym) czterech prostych właściwych a, 
b, c i d pęku (P). Liczbie µ przypiszemy znak -t- albo - zależ­

nie od tego, czy znaki liczb 21 i A2 są zgodne, czy też przeciwne. 
Powyższy dwustosunek oznaczamy symbolem (abcd), a za­

tem liczba 

= ( b d) = sin ac . sin ad µ a C - · -• 
sin be sin bd 

Celem uzyskania kątów po prawej stronie tej równości, wyp1suJemy 
poszczególne proste, występujące w symbolu (abcd) w następującym po­
rządku: pierwsza a z trzecią c i druga b z trzecią c, a następnie pierwsza 
a z czwartą d i druga b z czwartą d. 

Uważane cztery proste a, b, ci d połączyć możemy w dwie 
pary: ab i cd. Pozornie wydaje się, że pierwsza para prostych 
dla dwustosunku (abcd) posiada inny charakter, aniżeli pozo­
stała para c i d. Faktycznie tak nie jest, gdyż wykonać mo­
żemy następujące przekształceni.a: 



10. Stosunek podziału i dwustosunek elementów pęku prostych. 47 

(abcd) = sin ac: sin ad= - sin~: - sin~= sin ca: sin da= 
sin be sin bd - sin cb - sin db sin cb sin db 

= sin ca . sin cb = ( d b) -· - Ca. 
sin da sin db ' 

Ponieważ (abcd) = (cdab), przeto pary prostych . ab i cd posia­
dają ten sam charakter. 

Wykonajmy teraz inne przekształcenie dwustosunku (abcd), 
a mianO\vicie : 

(abcd) = sin ac: sin ad= sin ac. sin bd= sin bd: sin be= (badc). 
sin be sin bd sin be sin ad sin ad sin ac 

1' a mocy pierwszego przekształcenia mamy: (badc) = (dcba), 
więc ostatecznie dochodzimy do relacji 

(abcd) = (badc) = (cdab) = (dcba). 

Dowiedliśmy zatem prawdziwości twierdzenia: 

Dwustosunek (abcd), czterech (różnych od siebie) prostych 
właściwych a, b, c i d dowolnego pęku, nie zmienia się wcale, 
jeżeli pr::estawimy dwie dowolne jego prosie i równocześnie dwie 
proste pozostałe. 

Zauważyć należy, że w wypisanej powyżej relacji obok 
siebie występują zawsze proste a i b, oraz obok siebie proste 
c i d. Zbadajmy wpływ własności dwóch par prostych ab i cd 
na znak dwustosunku µ = (abcd). Liczba µ = J.1 : -12 , gdzie 
, sin ac . , sin ad St k' d . ..., , . , . d . 

A-1 == --== 1 11.2 = --=• osun 1 po zia1.u /1.,1 1 /1.,2 posia aJą 
sin be sin bd 

równocześnie znaki + wówczas, gdy proste ci d lezą „zewnątrz" 
kąta ab. Obie liczby 2~ i 22 posiadają równocześnie znaki -, 
gdy proste c i d leżą „wewnątrz" kąta ab. W obydwu wypad­
kach liczbie µ = 21 : 22 przypisać musimy znak +. Natomiast 
wówczas, gdy jedna z prostych c i d leży „zewnątrz", a druga 
„wewnątrz" oma wianego ką ta · ab, to licz bom 21 i 22 przypisać 
musimy znaki przeciwne, a temsamem dwustosunkowi µ = 21 : 22 

znak-. 
Na podstawie rozważań ust. 8-go stwierdzimy, że dwie 

omawiane pary prostych ab i cd w dwóch pierwszych przypad­
kach tworzą dwie „n ie r .o z dz ie 1 aj ą ce się" pary, natomiast 
w przypadku trzecim tworzą dwie „rozdz ie 1 aj ą ce się" pary 
prostych. A zatem: 
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Lic::,bie µ = (abcd) pr::ypższemy znak - albo + zależnie ocl 
tego, czy pary prostych ab i cd stanowią dwie ro::dzielające się, 

czy leż dwie nie rozdzielające się pary. 

Dla dwustosunku 

µ = (abcd) = sin ac: sin ad 
sin be sin bd 

możemy tedy - skoro dana jest „nieruchoma" prosta s pęku 
P (a, b, c, d, .. . ) - nie zważać na znaki poszczególnych kątó,Y 

ac, be, ad i bd, ale wziąć pod uwagę tylko wartości bezwzględne 
sin ac, sin be, sin ad i sin bd, a tem samem obliczyć wartość bez­
względną liczby µ. Natomiast znak+ albo - liczby µ ustalimy 
na podstawie powyżej wypisanego twierdzenia. 

O ile dana jest w pęku (P) prosta „nieruchoma" s, to sym­
bol np. ac oznacza jeden z dwóch kątów wierzchołkowych, opi­
sanych przez prostą a, która wykonała ruch obrotowy około 

punktu P w kierunku abs. Skoro usuniemy ową prostą s, to sym­
bol ac oznacza nam jeden z czterech kątów, jakie tworzą pro­
ste a i c. Dwa z pośród nich są to właśnie ką ty wierzcholkoweł 
poprzednio wymienione; dwa dalsze kąty są również kątami 

wierzchołkowemi. Każde dwa kąty ac, które nie stanowią pary 
kątów wierzchołkowych, są „kątami przyleglemi" i suma ich 
bezwzględnych miar (wartości) wynosi 180°. Wnosimy stąd, że. : 

d 1 a wszystkich czterech kątów, określonych symbolem 
ac, bezwzględne wartości sin ac są sobie równe. Te same uwagi 
stosują się oczywiście do trzech dalszych symbolów be, ad i bd. 

Przy wyznaczaniu liczby µ = (abcd) uniezależniliśmy się 

tedy 1) od „nieruchomej" prostej s. Skoro obliczymy bezwzględne 
wartości sin ac, sin be, sin ad i sin bd (gdzie symbol xz oznacza 
którykolwiek z czterech kątów, określonych prostemi x i =), to 
uzyskamy wartość bezwzględną liczby µ = (abcd). Znak - albo 
+ licz by µ zależy od tego, czy pary prostych ab i cd tworzą 

dwie rozdzielające się, czy też dwie nie rozdzielające się pary. 

Sko.ro proste a, b i c pęku (P) uważać będziemy za elementy st ale, 
sin ac . 

to stosunek podziału /41 =-:-= jest liczbą stałą, a dwustosunek 
sm be 

sin ac sin ad sin ad 
u= (abcd) =--=: ---== A1: --= , 1 sin be sin bd sin bd 

d · 1· sin ad · · d · ł h l b . d Z g zie 1czba - .- = Jest stosunlnem po zia u trzec prostyc 1 a, 1 . po-
sm bd 

1) Doehlemann, I. c. str. 35. 
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przednich rozważań wynika, że : k aż d ej prost ej d pęku (P), w odniesie­
niu do trzech stałych prostych a, b i c tego pęku, pod po r z ą d ko w a n a 
j e t jedna i tylko jedna liczba t,i = (abcd); i wzajemnie: każdej 
liczbie ,u=(abcd), przyczem a, bi c są stałemi prostemi pęku (P), pod­
p or z ą d k o w a n a j e s t j e d n a i t y l k o j e d n a p r o st a d t e g o p ę k u. 

Przejdźmy teraz do pęku płaszczyzn. W tym celu popro­
wadźmy przez wierzchołek P pęku prostych P ( a, b, c, d, ... , s, . .. )n 
prostą p pro st opadłą do płaszczyzny podstawowej n tego 
pęku. Płaszczyzny a = pa, (3 = pb, ... , a = ps, ... tworzą pęk pla­
szczyzn 

p (a, (3, y, o, ... , a, ... ) A P(a, b, c, d, ... , s, ... ). 

Zwroty a(3a i abs tych pęków są (ust. 8) zgodne. Skoro prosta 
a wykona obrót w stałym kierunku abs i opisze dwa wierzchoł­
kowe kąty ab, to równocześnie homologiczna płaszczyzna a pęku 
(p) wykona też obrót w stałym kierunku a(3a od położenia a 
bezpośrednio do położenia (3, nie przekroczywszy przytem po­
łożenia a. Płaszczyzna a opisze wówczas też dwa kąty, zwane 
kątami nachylenia płaszczyzn a i (J, z których każdy ozna­
czać będziemy symbolem a(J. Miarę (wielkość) kąta ab, leżącego 
na płaszczyźnie n J_ p, zdefinjujemy jako miarę (wielkość) kąta a{3. 

W myśl powyższej definicji wszelkie rozważania, jakie prze­
prowadziliśmy poprzednio dla pęku prostych P(a, b, .. . )n, da­
dzą się bezpośrednio zastosować do pęku płaszczyzn p ( a, (J, .. . ). 
Utwory (P)n i (p) są perspektywiczne a oś p jest prostopa­
dła do plasz9zyzny podstawowej n. W szczególności: Liczbę 

2 = s~nay nazywamy_ ,,stosunkiem podziału" trzech pła-
sm (Jy 

szczyzn a, (3 i y pęku (p). Podobnie liczbę 

µ = ( a(Jyo) = s~n a1 : s~n aa 
sm {3y sm (Jo 

nazyvrnmy „dwu st os u n kie m" (stosunkiem anharmonicznym 
lub stosunkiem podwójnego podziału) czterech płaszczyzn a, (J, 
y i o uważanego pęku (p ). W myśl naszej definicji zachodzą 

równości: 

2 = sin ay = sin ac oraz 
sin (Jy sin be 

µ = sin ay : sin ao = sin ac : sin ad lub ( a(Jyó) = ( abcd). 
sin /3y sin (30 sin be sin bd 

Skoro usuniemy „nieruchomą" płaszczyznę a = ps, to sym­
bol np. ay oznaczać będzie jeden z czterech kątów, jakie 

Plamitzer, Geometrja rzutowa 4 
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tworzą płaszczyzny a i y pęku (p), podobnie jak symbol ac 
oznaczał jeden z czterech kątów, jakie tworzą proste a i c pęku 
(P) /\ ( p ). Ponieważ dla wszystkich czterech kątów ac bez­
względne wartości sin ac są sobie równe, przeto i bezwzględne 
wartości sin ay też są sobie równe. Celem obliczenia bezwzględ­
nej wartości licz by µ = ( a(3yo) wystarczy wyznaczyć bezwzględne 
wartości sin ay, sin (3y, sin ao i sin (36. Znak I lub - liczby µ 
zależy od tego, czy pary płaszczyzn a(3 i yo tworzą dwie nie roz­
dzielaj ące się, czy też dwie rozdzielające się pary. 

11. Charakter rzutowy dwustosunku czterech elementów 
utworu zasadniczego 1-go gatunku. Niechaj dany będzie pęk 

prostych właściwych P (a, b, .. . ) perspektywiczny (ryc. 13) do 
szeregu punktów właściwych p (A, B, . . . ). Podwójne powierzchnie 
trójkątów: AGP, BCP, ADP i BDP wyrazić można wzorami: 

AC . PQ = AP . CP . sin ac 

BC . PQ =BP. CP . sin be 

AD . PQ = A.P. DP. sin ad 

BD. PQ = BP. DP. sin bd 

gdzie należy brać pod uwagę tylko wartości bezwzględne. 

Z obustronnego podzielenia uzyskamy : 

AC AP sinac 
BC = BP. sin be 

a następnie z dalszego dzielenia 

AD 

BD 
AP sin ad 
BP . sin bd 

AC AD = sin ac: sin ad czyli: (A.BCD) = (abcd) . 
BC . BD sin be sin bd 

Wykazaliśmy tedy równość bezwzględnych wartości liczb 
(ABCD) i (abcd) . Z perspektywiczności szeregu punktów (p) 

i pęku prostych ( P) wynika jednak 
(ust. 8), że dwom rozdzielającym się 

(wzgl. nie rozdzielającym się) parom 
punktów AB i CD szeregu (p) pod­
porządkowane są również dwie roz­
dzielające się (wzgl. nie rozdzielają­
ce się) pary prostych ab i cd. A za-

Hyc. t3. tern (ust. 9 i 10) licz by (ABCD) i ( abcd) 
posiadają znaki zgodne. Wykazali­

śmy tedy, że dla pęku prostych (P) i perspektywicznego z nim_ 
szeregu punktów (p) dwustosunek (abcd) czterech dowolnych 
prostych pęku (P) równa się dwustosunkowi (ABCD) czterech 
homologicznych punktów szeregu (p ). 
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Uważajmy (ryc. 10) łai1cuch perspektywicznych pęków pro­
stych i szeregów punktów: 

P1 (ai, b1, c1, d1, ... ) /\ Pt (Ai, Bi, C1 D1, •• • ) /\ P2 (a2 b2, c2, d2 , ... ) /\ 

/\ P2(A2, B2, C2, D2, · · .). 
Stosując poznane twierdzenie do każdych dwóch sąsiednich 

ogniw tego łańcucha, otrzymamy następujące zależności: 

(a1b1c1d1) = (A1B 1 C1D1), 

(A1B1 C1D1) = (a2b2c2d2), 

( a2b2c2d2) = (A2B2C2D2) 

lub też: 

(a1b1c1d1) = (a2b2c2d2), 

Wykazaliśmy tedy, że skoro dwa 

pęki prostych właściwych (P1) szeregi punktów właściwych 

i (P:!.) są perspektywiczne, to (Pt) i (p2) są perspektywiczne, 
wówczas dwustosunek(a1 b1 c1 d1) to dwustosunek (A1B1 C1D1) 

czterech dowolnych rostych czterech dowolnych punktów 
pęku (P1 równa się dwusto- szeregu (Pt) równa się dwu-
sun1rowi ( a2b2ciIJ czterech ho- stosunkowi (Ą2B2C2D2) czte-
mologicznych prostych pęku rech homologicznych punk-
(P2). tów szeregu (p2). 

Przetnijmy pęk płaszczyzn p (a, {3, y, o, ... ) płaszczyzną c pro­
stopadłą do osi p w pęku prostych P (a, b, c, d, .. . ) e. Dla per­
spektywicznych utworów 

p (a, {3, y, ó, .. . ) I\ P (a, b, c, d, ... )e 

zachodzą - w myśl definicji przyjętej w ust. 10 - równości 

cl wustosunków : 
(a(Jyó) = (abcd). 

Przetnijmy pęk płaszczyzn (p) dowolną płaszczyzną właściwą w 
w pęku prostych .P1 ( a1, b1, ... )w, to zachodzą (ust. 3) zależności 

p ( a, (3, y, ó, .. . ) /\ P1 ( a1, b1, c1, d1, . .. )w; 

P(a, b, c, d, .. . )e /\ P1 (ai, b1, c1, dv···)w. 

Dla perspektywicznych pęków (P)e i (P1)w otrzymamy równość 
cl wustosunków : ( abcd) = ( a1 b1 c1 d1), a ponieważ ( a(Jyó) = ( abcd), 
przeto uzyskaliśmy równość dwustosunków 

( a(:Jyo) = ( U1 b1 C1 d1) 

czterech par homologicznych elementów pęku płaszczyzn (p) 
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i perspektywicznego z nim pęku prostych (P1)w, przyczem pła­
szczyzna podstawowa w nie jest prostopadłą do osi p. 

Skoro na płaszczyźnie w obierzemy szereg punktów 
P2CA2,B2, C2, D2,,,.) /\ P1 (a1, b1, C1, d1,,,.)w, 

.to dwustosunek (A2B2C2D2) = (a1b1c1d1), a tern samem relacja 
(a(3yo) = (A.2B2 C2 D2) 

jest spełniona dla pęku płaszczyzn (p) i perspektywicznego 
z nim szeregu punktów (p2). Możemy tedy wypowiedzieć twier­
dźenie Pappusa ( około 300 r. po Chr.): 

{ 

Dla dwóch perspektywic::nych utworów zasadniczych ga­
tunku 1-go: dwustosunek czterech dowolnych elementów właści­

wych pierwszego utworu równy jest dwustosunkowi czterech ho­
mologicznych elementów właściwych ulwom drugiego. 

W ust. 7 zdefinjowaliśmy końcowe ogniwa łańcucha per­
spektywicznych utworów za adniczych gatunku 1-go jako utwory 
rzutowe (jednokreślne). Stosując twierdzenie Pappusa kolejno 
do każdej pary sąsiednich ogniw owego łańcucha, uzyskamy 
równość dvvustosunków czterech elementów właściwych ogniwa 
pierwszego i czterech homologicznych elementów właściwych 

ogniwa ostatniego. A zatem: 

Dla dwóch rzutowych utworów zasadniczych gatunku 1-go: · 
dwustosunek czterech dowolnych elementów właściwych pierw­
szego utworu równy jest dwustosunkowi czterech homologicznych 
elementów właściwych utworu dnzgiego. 

W ust. 9 wykazaliśmy, że dwustosunek (ABCD) czterech 
punktów: właściwych szeregu (p) nie zmienia się wcale, gdy wy­
konamy następujące przestawienia jego elementów: 

(ABCD) = (CDAB) = (BADC) = (DCBA). 

iechaj pęk prostych (P) i pęk płaszczyzn (Pi) są utworami 
perspektywicznemi do szeregu (p) 

p(A, B, C, D, .. . ) A P(a, b, c, d, ... ) /\ Pi (a, (3, y, o, ... ) 
to z relacji (ABCD) = (abcd) = (a(3yo) wynikają bezpośrednio 

związki: 
(abcd) = (cdab) = (badc) = (dcba) 
(a(3yo) = (yoa(3) = ((3aóy) = (oy(3a). 

Prawdziwość pierwszego związku dowiedliśmy bezpośrednio 

w ust. 10. Zależności te ująć możemy w następujące twierdzenie: 
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Dwustosunek czterech dowolnych elementów właściwych 

utworu zasadniczego gatunku 1-go nie zmienia się wcale, jeżeli 

przestawimy dwa którekolwiek jego elementy i równocześnie dwa 
pozostałe jego elementy. 

Prawdziwość powyższego twierdzenia wykazać też możemy w nastę­

pujący sposób. Pęk prostych S (a, b, e, d, .. . ) przetnijmy dwiema dowolnemi 
prostemi p i r, przechodzącemi (ryc. 14) 
przez jakikolwiek punkt A prostej a. · f! 
Punkty D = dp, E = br i F = er niechaj 
wyznaczają dwie proste m = DE i n= DF, 
które przecinają się z elementami e i b 
w puktach M = me i N = nb. Z łańcucha 
u tworów perspektywicznych 

\ p (A, B, C, D, .. . ) /\ S (a, b, e, d, .. . ) I\___ I 
__o r (A, E, F, L, . . . ) I\ D (p, m, n, d,. · lJ 

wnosimy o jednokreślności Ryc. 14. 

p (A, B, C, D, ... ) /\ D (p, m, n, d, . .. ). 

Pęk prostych (D) przetnijmy prostą b, a otrzymany w ten sposób szereg 
punktów (b) rzućmy z punktu F na prostą p, to wówczas: 

p (A, B, C, D, .. . ) /\ D (p, m, n, d, .. . ) /\ b (B, E, N, S, .. . ) ;\ 

I\ F (FB, r, n, e, .. . ) /\ p (B, A, D, C, ... ). 

Dla rzutowych szeregów punktów 

p (A, B, C, D, .. . ) /\ p (B, A, D, C, ... ) 

o wspólnej podstawie p zachodzi równość dwustosunków : 

(ABCD) = (BADC). 

Pęk prostych (D) przetnijmy teraz prostą e, a otrzymany szereg punktów 
(e) rzućmy z punktu E na podstawę p. Z łańcucha utworów 

p (A, B, C, D, .. . ) I\ D (p, m, n, d, .. . ) /\ e (C, M, F, S, .. . ) /\ 

I\ E (EC, m, r, b, .. . ) /\ p (C, D, A, B, .. . ) 

wynika rzutowość szeregów punktów 

p (A, B, C, D, .. . ) /\ p (C, D, A, B, .. . ) 

a tem samem równość dwustosunków 

(ABCD) = (CDAB). 

Na mocy pierwszego przestawienia dwustosunek (CDAB) = (DCBA), przeto 
wykazaliśmy prawdziwość związku : 

(ABCD) = (CDAB) _= (BADC) = (DCBA). 

W dotychczasowych rozważaniach naszych badaliśmy wła­
sności tylko takich dwustosunków czterech elementów utworu 
zasadniczego gatunku 1-go, w których elementy uważane były 
wyłącznie tylko elementami właściwemi. Przejdziemy teraz 
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do definicji dwustosunków w przypadkach dotychczas wyklu­
czonych 1). 

N a prostej właściwej p niechaj dane będą (ryc. 15) trzy 
punkty A, B i C, oraz punkt niewłaściwy D 00

• Ponieważ stosu­
nek podziału dwóch punktów właściwych A, B i punktu niewła-

ściwego D 00 zdefinjowaliśmy w ust. 9 jako liczbę 2 = ADoo = + 1, 
BD 00 

przeto dwustosunkiem µ = (ĄBCD 00) owych czterech punktów 
nazwiemy liczbę 

µ = (ABCD 00 ) = AC : ALJ~ = AC . 
BC BD 00 BC 

Dwustos-q.nek µ jest liczbą dodatnią, gdy punkt C leży „zewnątrz" 
odcinka (o długości skończonej) AB; natomiast µ jest liczbą 

ujemną, gdy C leży „wewnątrz" odcinka AB. Możemy też po-
d a~ wiedzieć (ust . . 9), że liczba µ posiada 

~------ znak -, wzgl. + zależnie od tego, 

Ryc. 15. 

czy para punktów AB rozdziela parę 
CD 00

, czy też nie rozdziela pary CD 00
• 

Szereg punktów p(A, B, C, D 00
, • •• ) 

rzućmy z dowolnego punktu właści­

wego P, który nie leży na podstawie p. 
Dla perspektywicznych utworów 

p (A, B, C, D 00
, ••• ) /\ P(a, b, c, d, ... ) 

zbadajmy związki, zachodzące pomiędzy dwustosunkami (ABCD 00
) 

i (abcd), gdzie d oznacza prostą d = PD 09 równoległą do pod­
stawy p. Podwójne powierzchnie trójkątów ACP i BCP wyrazić 
można wzorami: 

AC. PQ =AP. PC. sin ac, BC. PQ =BP. CP. sin be 

przyczem uwzględniamy wyłącznie tylko wartości bezwzględne. 
Przez podzielenie uzyskamy 

AC AP sinac 
BC = BP . sin be 

sin ac BP 
sin be· AP · 

W trójkącie ABP boki BP i AP są proporcjonalne do wstaw kątów 
przeciwległych, a owe kąty są równe kątom ad (lub 180° - ad) 
i bd (lub 180° - bd). Co do wartości bezwzględnej mamy zatem 
BP: AP= sin ad: sin bd. Podstawiając tę wartość w ostatnie 
równanie, otrzymamy zależność: 

1) por. F. Enriques: Wykłady geometrji rzutowej, Warszawa 1917, str.113. 
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AC sin ac sin ad - . --=----=.--=, 
BC sin be sin bd 

a ponieważ 
AC 

--===- = (ABCD 00
), przeto dla szeregu punktów (p) 

BC 
i perspektywicznego z nim pęku prostych (P) zachodzi relacja: 

(ABCD 00
) = (abcd). 

Udowodniliśmy zatem, że i do tego wypadku stosuje się też 

twierdzenie Pappusa. 
W podobny sposób dowieść możemy równości dwustosun­

ków: (BAD 00 C) = (badc), (CD 00AB) = (cdab), (D 00CBA = dcba), 
a ponieważ (abcd) = (badc) = (cdab) = (dcb(l), przeto otrzymu­
jemy związek: 

(ABCD 00
) = (BAD 00C) = (CD 00AB) = (D 00CB,.4.). 

Wnosimy stąd, że: dwustosunek (ABCD 00
) .posiada te same wła­

sności, co dwustosunek (ABCD) czterech punktów właściwych. 

Pęk prostych właściwych P (a, b, c, d, .. . ) przetnijmy (ryc. 15) 
prostą niewłaściwą s 00 w szeregu punktów niewłaściwych 

soo(A oo, Boo, Coo, Doo, ... ). 

Szereg (s 00
) i pęk prostych (P) są utworami perspektywicznemi. 

Z dowolnych punktów właściwych P1, P2 , ... rzućmy szereg punk­
tów (s 00

), to otrzymamy pęki prostych 

P1 (a1,b11 ... ), P2 (a2,b2 , ... ), ... 

perspektywiczne do pęku P(a, b, ... ). Dla owych pęków prostych 
spełnione są zatem równości dwustosunków 

(abcd) = (a1 b1c1d1 ) = (a2b2c2d2) = ... 

zupełnie niezależnie od położenia wierzchołk6w P, P11 P2,... pę­

ków. Dwustosunek (abcd) czterech dowolnych prostych właściwych 
pęku (P) zdefinjujemy jako dwustosunek (A00 B 00 C 00 D 00

) czterech 
punktów niewłaściwych owych prostych a, b, ci d. 

Weźmy teraz pod uwagę pęk płaszczyzn p(a, (J, y, o, ... ), o osi 
właściwej p, i przetnijmy go płaszczyzną niewłaściwą a 00 w pęku 
prostych niewłaściwych 

Przyjmując proste właściwe Pi li p 2 li p3 li ... li p i rzucając z nich 
ów pęk prostych (P 00 )aoo, otrzymamy pęki płaszczyzn 

Pt ( ai, fJv • · .), P2 ( a2, fJ2, · · .), p3 ( a3, fJs, · · ·.), · · · 
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perspektywiczne do pęku p(a, (3, . .. ). Dwustosunki 

( a(3yo) = ( a1f31Y1 Ó1) = ( a2f32Y2°2) = .. · 
są sobie równe, więc: dwustosunek ( a(3yo) z d ef i n j o w a ć mo­
żemy jako dwustosunek (a 00 b 00 c 00 d 00

) czterech prostych nie­
właściwych. 

Pęk prostych równoległych P 00 (a li b lic ... ) przetnijmy 
dwiema prostemi właściwemi Pt i p2, nie należącemi do pęku (P 00

). 

Otrzymamy wówczas: 

P 00 (a, b, c, d, ... ) I\ Pt (A1, B1, C1, D1, .. • ) /\ p2 (A2, B2, C2, D2, ... ). 

Odcinki homologiczne: A1C1 i A2C2, B1C1 i B2C2, A1D1 i A2D2, 
B1D1 i B2D2,... (o długościach skończonych) dwóch szeregów 
perspektywicznych (Pt) i (p2) są zawarte pomiędzy prostemi rów­
noległemi a li b li cli d li ... pęku (P00

), a tem samem są też i pro­
porcjonalne. Mamy zatem zależność 

A1C1 : A1D1 = A2C2 : A2D2 czyli (A1B1C1D1) = (A2B2C2D2). 
B1C1 B1D1 B2C2 B2D2 

Ten stały dwustosunek (A1B1C1 D1) czterech punktów prostej p1 

z de fi n j u j em y jako · dwustosunek ( abcd) czterech prostych 
równoległych a li b li c li d, przechodzących odpowiednio przez 
owe punkty. 

Podobnie zupełnie, gdy pęk płaszczyzn równoległych 

p 00 (a li (3 li y li o li ... ) przetniemy dowolną prostą właściwą l 
w szeregu punktów l (A, B, C, D, .. . ), to: stały dwustosunek (ABCD) 
z de fi n j u j em y jako dwustosunek ( a(3yo) czterech płaszczyzn 
pęku (p 00

). 

Skoro rozszerzyliśmy w ten sposób definicję dwustosunku, 
to wysłowić teraz możemy następujące uogólnione twierdzenia : 

Dla dwóch rzutowych ntworów zasadniczych gatunkll 1-go: 
dwustosunek czterech dowolnych elementów pierwszego utworu 
równy jest dwustosunkowi czterech homologicznych elementów 
utworu drugiego. 

Dwustosunek czterech dowolnych elementów utworu zasad­
niczego gatunku 1-go nie zmienia się wcale, jeżeli przestawimy 
dwa którekolwiek jego elementy i równocześnie dwa pozostałe 
jego elementy. · 

Twierdzenia powyższe są zawsze prawdziwe, bez względu 
na to, czy występują elementy właściwe lub 1i.iewlaściwe, 
czy utwory zasadnicze gatunku 1-go są utworami wlaści wemi 
lub niewlaści w emi. 
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12. Sto~unek harmoniczny. Dwustosunek µ = (a(Jyo) czte­
rech elementów a, (J, y i o dowolnego utworu zasadniczego ga­
tunku 1-go nazywamy „stosunkiem harmonie z nym" 
wówczas, j e że 1 i 1 i cz ba µ = -1. O takich czterech elemen­
tach a, (J, y i o mówimy, że tworzą one „grupę harmonicz­
n ą" o. stosunku ( a(Jyo) = -1. 

Z rozważań ust. 9 wiadomo nam, że skoro dane są (ryc. 11) 
na prostej p dwa punkty właściwe A, B, punkt niewłaściwy N 00 

i punkt S, połowiący odcinek ( o długości skończonej) AB, to 
zachodzą następujące relacje dla stosunków podziału: 

:: =-1, :: =+1. 

µ = (ABS.V 00
) = ... 4S : ~

00 

= -1 : + 1 = -1. 
BS BN 00 

Z ust. 10-go wiadomo nam, że dla prostych e i f, które są (ryc. 12) 
symetralnemi kąta ab, spełnione są relacje: 

sin ae = -l, sina{=+ l, 
sin be sinbf 

_ ( b f) _ sin ae . sin af _ 1 . + 1 _ 1 µ- ae - - • ----. --. 
sin be sin bf 

A zatem: 

Dwa punkty właściwe A, B 
i punkt niewłaściwy N 00 pro­
stej p, oraz punkt S, połowią­
cy odcinek ( o długości skoń- . 

cz onej) AB, tworzą grupę 

h a r m o n i c z n ą o stosunku 
(ABSN 00

) = -1. 

Dwie przecinające się proste 
właściwe a i b, oraz syme­
tralne e i f kątów ab, tworzą 
gr up ę harmoniczną o sto­
sunku ( abef) = - 1. 

Podobnie (ust. 10) grupę harmoniczną o stosunku (a(Jccp) = 
= -1 tworzą też dwie przecinające się płaszczyzny właściwe 

a i (J, oraz płaszczyzny symetralne e i cp kątów a(J. 
Powyższe trzy przykłady odnoszą się do grup harmonicz­

nych, specjalnie skonstruowanych. Teraz zajmiemy się grupami 
harmonicznemi, które nie są zależne od specjalnego położenia 
poszczególnych elementów. 

Zadanie: N a danej prostej właściwej p wyznaczyć taki 
punkt D, któryby z trzema danemi punktami A, B i C owej 
prostej tworzył grupę harmoniczną o stosunku (ABCD) = -1. 
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Ro z wiąz a n ie: Skoro na prostej p dane są st ale punkty 
A, B i C, to (ust. 9) każdej liczbie µ = (ABCD) podporządko­

p, 

wany jest j eden i ty 1 ko je­
de n punkt D, leżący na p. Dla 
licz by µ = - 1 uzyskany punkt 
D rozwiązuje zadanie. Celem 
skonstruowania tego punktu D, 

--lil::::__-J~~~==:::=:::~_:N..:_
00
_ popro~ad ź my (ryc. 16) przez 

punkt np. A dowolną prostą Pi 
i odłóżmy na niej odcinki 

p 

Ryc. 16. 

AC1 = C1B1. 

Wykreślmy następnie proste b = BB1 i c = CC1, przecinające 

się w punkcie W, oraz prostą a = W A i d = WD7, równoległą 
do prostej p 1. Punkt D = dp (przecięcia się prostych dip) roz­
wiązuje zadanie, gdyż zachodzą następujące związki: 

p (A, B, C, D, .. . ) /\ W (a, b, c, d, .. . ) /\ Pi·(A, B1, C1, Dr;'°, ... ) 

Stosując twierdzenie Pappusa do szeregów perspektywicznych 
(p) i (Pi), otrzymamy równość dwustosunków: 

(ABCD) = (AB1 C1Dt0
), 

a że punkty A, B1, C1 i Dt0 szeregu ( r>i) tworzą grupę harmo­
niczną o stosunku (A B1 C1 Dt0

) = - 1, przeto dwustosunek 
(ABCD) = -1 jest również stosunkiem harmonicznym. 

N a prostej p otrzymaliśmy grupę harmoniczną punktów, 
złożoną z czterech punktów właściwych. Z perspektywiczności 

szeregu (p) i pęku ( W) wynika, że cztery proste a, b, c i d 
tworzą (ryc. 16) też grupę harmoniczną o stosunku ( abcd) = -1. 
Ponieważ licz ba µ = (ABCD) = ( abcd) = - 1 posiada znak -, 
przeto - por. ust. 9 i 10 - para punktów AB ro z d z i e 1 a 
parę punktów CD, oraz para prostych a b rozdziela parę 

prostych cd. O takich parach AB i CD (wzgl. ab i cd) mó­
wimy, że one „rozdzielają się harmonicznie". Mówimy 
też, że punkty A i B są ze sobą „harmonicznie sprzę­

żone" względem punktów C i D, i wzajemnie. Podobnie, pro­
ste a i b są „harmonicznie sprzężone" ze sobą względem pro­
stych c i d, i naodwrót. Te same uwagi stosujemy również i do 
grupy harmonicznej czterech płaszczyzn a, (3, y i o dowolnego 
pęku płaszczyzn. 

Z rozważaf1 ust. 11 wynika bezpośrednio, że stosunek har­
moniczny (ABCD) = -1 czterech punktów prostej p nie zmie-
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nia się wcale, gdy wykonamy następujące przestawienia jego 
punktów: 

- 1 = (ABCD) = (BADC) = (.CDAB) = (DCBA). 

Skoro przestawimy ze sobą tylko dwa pierwsze punkty A i B, 
to dwustosunek (BACD) jest również stosunkiem harmonicz­
nym, gdyż: 

(BACD) = BC : BD = 1 . AD = 2_ 
· AC AD AC BD AC AD 

BC BC :BD 
1 1 

(ABCD) = - 1 = - 1. 

Ponieważ (BACD) = (ABDC), przeto stosunek harmoniczny 
(ABCD) nie zmienia się, gdy przestawimy ze sobą tylko dwa 
ostatnie jego punkty Ci D. Dwustosunek (BACD) = (ABDC) = 
= (DCAB) = (CDBA), więc ostatecznie wykazaliśmy, że: stosu­
nek harmoniczny · (ABCD) = - 1 podlega następującym prze­
kształceniom 

(ABCD)=(BAPG)=(CDAB)=(DCBA)= 
= (BACD) = (ABDC) = (CDBA) = (DCAB) = - · 1. 

W powyższych relacjach st a 1 e są wypisane obok siebie dwa 
punkty „harmonicznie sprzężone" A i B, oraz obok siebie dwa 
pozostałe punkty „harmonicznie sprzężone" Ci D. Porządek A, B 
czy też B, A w jakim występują punkty harmonicznie sprzę­

żone - jest zupełnie obojętny. Na mocy uogólnionego twier­
dzenia Pappusa (ust. 11), wypowiedzieć możemy następujące 

twierdzenie: 

Stosunek harmoniczny ·czterech elementów dowolnego utworu 
::asadniczego gatunku 1-go nie zmienia się wcale, jeżeli w dowol­
nym porządku wypiszemy obok siebie dwa jego elementy harmo­
nicznie sprzężone, oraz obok siebie dwa pozostałe jego elementy 
harmonicznie sprzężone. 

Z łatwością dowiedziemy prawdziwości następującego twier­
dzenia: 

Jeżeli dla czterech elementów a, (3, y i o, dowolnego utworu 
::asadniczego gatunku 1-go, dwustosunek (a(3yo) nie zmienia się 

wcale, skoro przestawimy ze sobą tylko dwa pierwsze jego ele­
menty a i (3 (wzgl. przestawimy tylko dwa ostatnie elementy y i o)-
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to wówczas owe elementy tworzą grupę harmoniczną o stosunku 
(a(Jyó) = -1. 

W tym celu obierzmy na dowolnej prostej p cztery takie 
punkty a, (J, y i ó, dla których zachodzi równość dwustosunków: 

( a(Jyó) = ((Jayó). 

Skoro dla dwustosunku (a(3yó) dopuszczamy możność przesta­
wienia dwóch pierwszych punktów a i (3, to natychmiast wy ka­
żemy, że ów dwustosunek nie zmieni się wcale, jeżeli w nim 
przestawimy dwa ostatnie jego punkty y i ó. W istocie bowiem 
(ust. 11) dwustosunek ((Jaya) = (a(3oy), więc na mocy poprzedniej 
relacji, zachodzi faktycznie równość: 

( a(Jyó) = ( a(J óy ). 

Po rozwinięciu tych symboli otrzymamy: 

aó 

1 ay ao ao ay (Jo 
(3y : (30 = (Jó : (Jy = -;;;;- ay . ~ 

(Jy (Jy . (3ó 
- - 2 - -

[ ;; : ;: ] = + 1 lub ;; : ;: = + 1. czyli 

ay aó 
W przypadku --=-- : --=-- = + 1 mamy równość stosun1ców po-

(Jy (Jó 

d · 1' ay aa kt ., · . k ( 9) b „ d . . Zla1.U -=- = --=--, Z oreJ wyn1 ,..a ust. ezposre n10, · ze 
ęy f3ó 

punkty y i ó zjednoczyły (nakryły) się w jednym punkcie. Po­
nieważ wedle założenia obraliśmy na prostej p cztery różne 
od siebie punkty a, ,8, y i ó, przeto wykluczyć musimy liczbę + 1, 

. ay ao 
a przyjąć tylko liczbę -=-:-=-:::::: -1. Wykazaliśmy tedy, że 

(Jy (30 
elementy a, (J, y i ó tworzą grupę harmoniczną o stosunku (a(Jyó) = 
= ((Jayó) = (a(Jóy) = -1. 

Na ryc.16 dana jest grupa harmoniczna punktów A, B, Ci D, 
oraz punkt S, który jest środkiem odcinka (o długości sko11-
czonej) AB. Dla stosunku harmonicznego (ABCD) = -1 mamy: 

AC AD AC AV . 
·- =-=-=-1 lub-=-= ---=- czyli: 

BC BD BC BD 

AS + se AS+ sT5 albo - SA + se _ SA - SJ5 
Bs+sc BS+SD ~+se SATSD 



12. Stosunek harmoniczny. 

Po wymnożeniu dochodzimy do bardzo ważnej relacji: 
- - -2 -2 
SC . SD = SA = SB , 

którą ująć możemy w następujące twierdzenie: 
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Grupa harmoniczna punktów właściwych, leżących na do­
wolnej prostej, posiada tę własność, że: iloczyn odległości dwóch 
punktów harmonicznie sprzężonych od środka odcinka, ograni­
czonego dwoma pozostałemi punktami harmonicznie sprzężonemi, 
równy jest kwadratowi polowy owego odcinka. 

Punkt S leży ze w n ą t r z odcinka ( o długości skończonej !) 
CD, gdyż iloczyn SC . SD posiada znak +. Niechaj A, B, a tern 
samem i punkt S, będą elementami stalemi na prostej p (ryc. 16), 
a I unkt C elementem ruchomym. Skoro C zbliża się ku punk­
towi A, to odcinek SC zwiększa się, a odcinek SD musi zmniej-

szać się tak, aby iloczyn SC . SD był wielkością stalą = SA 
2

• 

Wnosimy stąd, że punkt D również z bliża się ku punktowi A. 
W położeniu granicz nem, gdy punkt C z j e dno czy się z ele-

- - _ ') - -
mentem A, to wówczas z relacyj: SC . SD = SA - i SC = SA wy-
nika bezpośrednio, że: odcinek SD = SA, czyli innemi słowy: 
punkt D z j e dno czy l się też z elementem A. 

Poddajmy teraz punkt C ruchowi o zwrocie wprost prze­
ciwnym, t. zn. o zwrocie CSB. Gdy C zjednoczy się z punk­
tem S, to punkt D zjednoczy się z punktem niewłaściwym N 00 

prostej p, gdyż (ABSN00
) = -1. Gdy punkt C zbliża się ku punk­

towi B, to zwiększa się odcinek SC; ponieważ jednak iloczyn 

SC. SD= SB
2
, przeto musi się zmniejszać coraz bardziej od­

cinek SD, a tern samem punkt D musi się z bliż ac coraz bardziej 
ku punktowi B. W granicy, skoro C zjednoczy się z punktem B, 
to równocześnie i punkt D musi zjednoczyć się też z punktem B, 

- - -2 - -
gdyż SC . SD = SB i SC = SB. A zą.tem: 

Jeżeli w grupie harmonicznej punktów właściwych dowol­
nego szeregu o podstawie p zjednoczą się dwa którekolwtek 
z tych punktów, to z niemi zjednoczyć się musi jeszcze jeden 
z dwóch pozostałych punktów owej grupy. 

Poznaliśmy bardzo ważną własność grupy harmonicznej 
punktów właściwych szeregu (p). Z rozważań ust. 8 i ust. 12 
wynika bezpośrednio, że - skoro symbol ( W) oznacza pęk pro­
stych (właściwych) perspektywiczny do szeregu (p), a symbol (w) 
pęk płaszczyzn (właściwych) perspektywiczny do szeregu (p) -
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powyższa własność spełniona również będzie dla grupy harmo­
nicznej prostych właściwych pęku (W), oraz dla grupy harmo­
nicznej płaszczyzn właściwych pęku (w). Dochodzimy zatem do 
twierdzenia: 

Jeteli w grupie harmonicznej elementów właściwych - do­
wolnego utworu zasadniczego gatunku 1-go - zjednoczą się 

dwa którekolwiek z tych elementów, to z niemi zjednoczyć się musi 
jeszcze jeden z dwóch pozostałych elementów owej grupy. 

13. Czworokąt i czworobok zupełny. 

Cztery punkty A, B, C i D 
dowolnej płaszczyzny, z któ­
rych żadne trzy nie leżą na 
jednej prostej (ryc. 17), wy­
znaczają plaski czworo­
kąt zupełny. Dane punkty 
są w i e r z c h o l k a m i tego 
wielokąta, a proste, przecho­
dzące przez dwa wierzchołki, 
są jego bokami. Czworokąt 
zupełny posiada zatem cztery 
wierzchołki: A, B, C, D i sześć 
boków: AB, AC, AD, BC, BD, CD. 
Przez każdy wierzchołek czwo­
rokąta przechodzą trzy jego 
boki. Każde dwa boki czwo­
rokąta. zupełnego, które nie 
przechodzą przez jeden i ten 
sam jego wierzchołek, nazy­
wamy bokami przeciw-
1 e glemi. Każde dwa boki 
przeciwlegle przecinają się 

w punkcie przekątnym, 
a każde dwa takie punkty wy­
znaczają prostą prze ką­
tną. Czworokąt zupełny po­
siada zatem: trzy pary bo­
ków przeciwległych AB i CD, 
AC i BD, AD i /3C, trzy punkty 
przekątne P, Qi R, trzy proste 

Cztery proste a, b, c i d 
dowolnej płaszczyzny, z któ­
rych żadne trzy nie przecho­
dzą przez jeden punkt (ryc. 
18), wyznaczają plaski czwo­
ro bok zupełny. Dane pro­
ste są bokami tego wielo­
boku, a punkty, przecięcia się 
dwóch boków, są jego w i er z­
e holk ami. Czworobok zupeł­
ny posiada zatem cztery boki: 
a, b, c, d i sześć wierzchołków: 
ab, ac, ad, be, bd, cd. Na każdym 
boku czworoboku leżą trzy 
jego wierzchołki. Każde dwa 
wierzchołki czworoboku zu­
pełnego, które nie leżą na 
jednym i tym samym jego bo­
ku, nazywamy wierz eh ol­
k am i przeciwleglemi. 
Każde dwa wierzchołki prze­
ciwlegle wyznaczają prostą 
przekątną, a każde dwie 
takie proste przecinają się 

w punkcie przekątnym. 
Czworobok zupełny posiada 
zatem: trzy pary wierzchoł­
ków przeciwległych ab i cd, 
ac i bd, ad i be, trzy proste 
przekątne p, q i r,, trzy punkty 



13. Czworokąt i czworobok zupełny. 63 

przekątne r0 = PQ, Po = QR 
i q0 = RP, oraz trój kąt prze­
ką tny (PQR). 

przekątne R0 = pq, P0 = qr 
i Q0 = rp, oraz trój bok prze­
ką tny (pqr). 

I 
I 

I 

qo/ 
I 

p 

i 
i 

Ryc. 17. Hyc. 18. 

Pęk prostych P (PA, PD, r0 , q0 , •• • ), którego wierzchołkiem 

jest punkt przekątny P (ryc. 17), przetnijmy bokami przeciwle­
głemi AD i BC w dwóch perspektywicznych szeregach punktów 

(A, D, N, R, . .. ) /\ (B, C, M, R, .. . ). 

Uzyskany w ten sposób szereg punktów na boku CB rzućmy 
następnie z punktu przekątnego Q na bok AB, to otrzymamy: 

(B, C, M, R, ... ) /\ Q(QB, QC, r0,p0, •• • ) /\ (D, A, N, R, ... ). 

Z powyższych relacyj wynika (por. ust. 7), że na boku 
.AD czworokąta zupełnego otrzymaliśmy dwa rzutowe szeregi 
punktów 

(A, D, N, R., .. . ) /\ (D, A, N, R, .. . ). 

Na mocy uogólnionego twierdzenia Pappusa (ust. 11) zachodzi 
równość dwustosunków (ADNR) = (DANR), a ponieważ liczba 
(ADNR) nie zmienia się wcale, skoro przestawimy ze sobą tylko 
dwa pierwsze elementy .A i D, przeto z rozvvażań ust. 12 wynika, 
że: liczba (.Al)NR) = (DANR) = -1. Wykazaliśmy tedy, że 
punkty A, D i N, R tworzą grupę harmoniczną, przyczem A 
i J) są harmonicznie sprzężone (ust. 12) względem punktów N i R. 

W sposób zupełnie analogiczny dowieść możemy - stosu­
jąc zasadę biegunowej dwoistości (ust. 5) - że dwa boki a i d 
czworoboku zupełnego (ryc. 18) są ze sobą harmonicznie sprzę­
żone wzgl~dem przekątnej r i prostej, łączącej wierzchołek ab 
z punktem przekątnym R0. A zatem: 
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Każde dwa wierzchołki 

czworokąta zupełnego są ze 
sobą harmonicznie sprzężone 

względem punktu przekątnego, 
który leży z niemi na jednym 
boku czworokąta, i · punktu 
przecięcia się tego boku z tą 

przekątną, która łączy dwa 
pozostałe punkty przekątne. 

[{ ażde dwa boki czworo­
boku zupełnego są ze sobą har­
monicznie sprzężone w::ględem 
przekątnej, która przecina się 

z niemi w jednym wierzchof­
ku c:woroboku, i prostej, łą­
czącej ten wierzchołek z tym 
punktem przekątnym, w któ­
rym przecinają się dwie pozo­
stałe przekątne. 

Grupę harmoniczną punktów A, D, N i R o stosunku 
(ADNR) = -1 rzućmy (ryc. 17) z punktu przekątnego P, to 
otrzymamy grupę harmoniczną prostych PA, PD, r0 i ą0 • Tę 

ostatnią grupę przetnijmy wreszcie przekątną p0 w grupie har­
monicznej punktów X, Z, Q i R. Dowiedliśmy zatem prawdzi­
~ości następujących twierdzeń, odpowiadających sobie dwoiście: 

J{ażde dwa boki przeciw­
ległe czworokąta zupełnego są 

ze sobą harmonicznie sprzężo­
ne względem tych dwóch prze­
kątnych, które przecinają się 

z owemi bokami w jednym 
i tym samym punkcie przeką­
tnym czworokąta. 

J{ażde dwa punkty prze­
kątne czworokąta zupełnego, 

leżące na jednej przekątnej, są 
::e sobą harmonicznie sprzężo­
ne względem dwóch punktów 
pr::ecięcia się owej przekątnej 
z temi bokami przeciwległemi 
czworokąta, które przechodzą 
przez trzeci punkt przekątny. 

Każde dwa wierzchołki 

przeciwległe czworoboku zu­
pełnego -są ze sobą harmonicz­
nie sprzężone względem tych 
dwóch punktów przekątnych, 
które leżą z owemi wierzchoł­
kami na jednej i tej samej 
przekątnej czworoboku. 

Każde dwie przekątne 

czworoboku zupełnego, prze­
chodzące przez jeden punkt 
przekątny, są ze sobą lwrmo­
nicznie sprzężone względem 

dwóch prostych, łączących ów 
punkt przekątny z temi wierz­
chołkami przeciwległemi czwo­
roboku, które leżą na trzeciej 
przekątnej. 

Zadanie: N a danej prostej wyznaczyć taki punkt N, któ­
ry by z trzema danemi punktami A, Di R owej prostej tworzył 
grupę harmoniczną o stosunku (ADRN) = - 1. 

Ro z wiąz a n ie: Punkty A i D uważajmy za wierzchołki 

a punkt R za punkt przekątny " (ryc. 17) czworokąta zupełnego. 
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Przez A i D poprowadzimy dwie dowolne proste AP i DP, prze­
cinające się w drugim punkcie przekątnym P. Proste AP i DP 
przetnijmy odpow. w punktach Bi C prostą, wykreśloną dowol­
nie z punktu R. Dla uzyskanego w ten sposób czworokąta zupel­
neO'O ABCD wyznaczymy trzeci punkt przekątny Q, to wówczas 
prosta przekątna PQ przetnie się z daną prostą w szukanym 
punkcie N. 

Ćwiczenie t: N a prostej p0 wyznaczyć taki punkt Q, który by z trzema 
danemi punktami X, Z i R (ryc. 17) tworzył grup~ harmoniczną o stosunku 
(XZ RQ) = - 1. (Do konstrukcji należy użyc czworokąta zupełnego, którego 
jeden bok przechodzi przez X, drugi przez Z, a dwa dalsze przez R.) 

Ćwiczenie 2: Rozwiązać poprzednie ćwiczenie przy pomocy czworo-
1.Joku zupełnego, dla którego punkty X i 7, byłyby dwoma przeciwleglemi 
,vi€'rzchołkami, a punkt R =- R0 (por. ryc. 18) punktem przekątnym. 

Czworokąt zupełny ABCD i czworobok Żupełny abcd, le­
żąee na płaszczyźnie vJ, rzućmy z dowolnego _ punktu W, który 
nie przynależy do vJ. Otrzymamy wówczas (ust. 5) cz w or o­
kr a wędź zupełną i kąt czworościenny zupełny, 

które ą utworami geometrycznemi, przynależnemi do wiązki ( W). 
Z rozważaf1 ust. 11 i 12 wiadomo nam, że rzut grupy har­

monicznej jest zawsze grupą harmoniczną, przeto rozwiązać 

możemy następujące ćwiczenia. 

Ćwiczenie 3: Należy ustalić (wysłowić) trzy twierdzenia dla czworo­
krawędzi zupełnej, odpowiadające trzem dowiedzionym powyżej twierdze­
niom dla czworokąta zupełnego. 

Ćwiczenie 4: Należy ustalić trzy twierdzenia dla kąta czworościennego 
zupełnego, odpowiadające trzem poprzednio dowiedzionym twierdzeniom dla 
czworoboku zupełnego. 

Ćwiczenie 5: Jaki związek zachodzi pomiędzy twierdzeniami, odnoszą­
{'emi się do: a) czworokrawędzi zupełnej i kąta czworościennego zupełnego; 
b) czworo krawędzi zupełnej i płaskiego czworoboku zupełnego; c) kąta 
czworościennego zupełnego i płaskiego czworokąta zupełnego. 

14. Potęga szeregów rzutowych. Szeregi i pęki podobne. 
_Pęk prostych właściwych P (a, b, c, g, =, .. . ) przetnijmy (ryc. 19) 
dwiema prostemi Pi i p 2, równoległemi odpow. do elementów 
g i z. Otrzymamy• w6wczas łańcuch ogniw perspektywicznych: 

Pi (Ai, B1, C1 , ... ) /\ P(a, b, c, ... ) /\ p2 (A2, B2 , C2 , ... ), 

którego kof1cowe ogniwa ( Pi) i (p'L) są (ust. 6) szeregami per­
, pektywicznemi. Każda prosta c pęku (P) przecina się z pod­
stawami p1 i p2 w dwóch homologicznych punktach C1 = CPi 

C2 = cp2 owych szeregów. Z warunków równoległości Pi // g 
Plamilzer, Geomclrja rzutowa. 5 
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i p2 li z wynika, że punkty Gt0 = gPi i G2 = gp2 , oraz Z1 = =Pi 
i Z2 

00 = zp2 stanowią dwie pary homologicznych elementów sze­
regów 

Pi (A11 B11 C1, G1
00

, Z11 .. . ) /\ p 2 ( A2, B2 , C2, 

G2, Z200
, •• .). 

Punktowi niewłaściwemu G1
00 szeregu 

( Pi) podporządkowany jest punkt wła­
ściwy G2 w szeregu (p2). Punktowi nie­
właściwemu Z2

00 szeregu (p2) odpowia­
da punkt właściwy Z1 w szeregu (Pi). 

Ryc. rn. Pu n k ty w l a ś ci w e G2 i Z1 perspek-
tywicznych szeregó·w (Pi) i (p2), którym 

podporządkowane są punkty niewłaściwe G1
00 i Z2

00 w owych 
szeregach, n a z y w am y punktami g ranic::nemi, punktami 
::biegu lub wzajemnemi. 

Uważajmy teraz (ryc. 10) łańcuch utworów perspekty­
wicznych 

Pi (A1,B1,···) I\ P/a2,b2, ... ) /\ P2 (A2,B2 , ... ) I\ P3 (a3, bs, ... ) /\ Ps (As,Bs, ... ), 

którego ogniwa końcowe są szeregami rzutowemi. Za pośred­
nictwem poszczególnych ogniw tego łańcucha, podporządkować 
możemy (ust. 7): punktowi niewłaściwemu G1

00 szeregu (Pi) je­
den i tylko jeden punkt Gs w szeregu (Ps), oraz punktowi nie­
właściwemu Zs00 szeregu (Ps) jeden i tylko jeden punkt Z1 

w szeregu (Pi). Uzyskane w ten sposób punk ty właściwe 
Gs i Z1 nazywamy punktami granicznemi (zbiegu lub 
wzajemnemi) szeregów jednokreślnych: 

Pi (A11 B1, C11 G1
00

, Z1, .. . ) /\ Ps (A3, B3 , C3, G3, Zs00
, ••• ). 

Dla czterech par homologicznych elementów : A1 i A3, B1 i B;J, 
G1

00 i G3, Z1 i Z3
00 tych szeregów zachodzi - na mocy uogól­

nionego twierdzenia Pappusa -- równość dwustosunków: 

W myśl definicji (ust. 9) jednak 

przeto otrzymujemy zależność: 

1 : A1Z1 = AsGs : 1 lub B1Z1 AsGs 
B1Z1 BsG3 A1Z1 Ba Gs 



14. Potęga szeregów rzutowych. Szeregi i pęki podobne. 67 

więc ostatecznie w formie iloczynu odcinków równość 

A1Z1 . AsGs = B1Z1 . BsGs. 

Gdybyśmy, zamiast punktów B1 i Bs, przyjęli punkty ho­
mologiczne C1 i Cs, to z równości dwustosunków (A1 C1 Gi')O Z1) = 
= (A8 CsG3 Zs00

) otrzymalibyśmy iloczyn A1Z1 . A3G3 = C1Z1 . CsGs. 
Wnosimy stąd, że iloczyn mvychGodcinków jest liczbą stalą: 

A1Z1 . AsGs = B1Z1 . BsZs = C1Z1 . G\Gs = ... 
Dowiedliśmy tedy, że : 

Iloczyn odcinków ( o długościach skończonych), które Zetą na 
podstawach dwóch rzutowych szeregów punktów i są ograniczone 
odpow. dwoma punktami homologicznemi oraz dwoma (wlaści­

wemi) punktami granicznemi owych szeregów, jest liczbą stałą. 

Powyższy iloczyn nazywamy 1) polęqą (lub cechą) uwa­
żanych szeregów jednokreślnych (Pt) i (Ps)- Powyższe twier­
dzenie stosuje się również i do perspektywicznych szeregów 
( Pt) i (p2), podanych np. na ryc. 19. 

W rozważaniach naszych uwzględnić musimy też i ten przy­
padek, w którym: punktowi niewłaściwemu G1

00 szeregu ( Pi) 
podporządkowany jest w szeregu (Ps) również punkt niewla­
~ciwy Gs00

• O możliwości takiego podporządkowania przekonamy 
się, skoro weźmiemy pod uwagę łańcuch utworów perspekty­
wicznych 

W1(a1,b1,g1,···) /\ P2(A2,B2,G2,···) /\ Ws(as,bs,gs,···), 

którego ogniwami są pęki prostych ( W1) i ( Ws), oraz szereg 
punktów . ( p2). Skoro pęk ( W1) przetniemy prostą Pi li g11 a pęk 
(Ws) prostą p 3 / / g3, to otrzymamy nowy łańcuch utworów per­
spektywicznych: 

P1 (A1, B1, G100
, • • .) /\ W1 ( av bv fli, · · .) /\ P2 (A2, B2, G2, · · .) /\ 

I\ Ws (as, ba, g3, · .. ) /\ Ps(As, Bs, Gs00
, ••• ), 

którego ogniwa kof1cowe (Pt) ~ (p3) są jednokreślnemi szere­
gami punktów. Punktowi niewłaściwemu G1

00 = Pig1 szeregu (Pt) 
podporządkowany jest w szeregu (Ps) punkt niewłaściwy 

G3 
00 = p3g3• Dwa rzutowe szeregi punktów nazywamy „podob­

nemi" wówczas, jeteli punkty niewłaściwe owych szeregów są 

elementami homologicznemi. Z uogólnionego twierdzenia Pappusa 
wynika dla szeregów podobnych równość dwustosunków: 

1) Porównaj R. Sturm, 1. c. I. str. 66. 
* 
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czyli Aif.L 
B1C1 

Związek ten wypowiedzieć możemy w następującej formie: 

flora:: (stosunek) odcinków ( o długościach skończonych), 

które leżą na podstawach dwóch podobnych s:eregów punktów 
i są ograniczone dwoma parami punktów homologicznych owych 
szeregów1 jest liczbą stałą. 

AC 
W szczególności, gdy stosunek 1 1 = 1 czyli odcinki 

A:J..,\ 
homologiczne A1 C1 = A8 C3 są sobie równe, to szeregi podobne 
(Pi) i (p3) nazywamy wówczas szeregami przystającemi. 

Dane niechaj będą dwa punkty niewłaściwe Wt0 i W 2
00

, 

oraz dwa szeregi podobne 

Pt (A1, B1, C100
, • • .) /\ P2 (A2, B2, C200

, ••• ) 

o podstawach właściwych Pi i p 2 • Skoro z punktu W1
00 rzucimy 

(ust. 3) sz reg punktów (pi_), a z wierzchołka W2
00 szereg ( p2), 

to otrzymamy wówczas dwa jednokreślne „pęki prostych rów­
noległych" 

W1 oo ( a1, l7i, c1 oo, ••. ) - W2 oo ( a2, b2, c2 oo, •• • ). 

Proste niewłaściwe C100 = w;00 C100 i C200 = ff1200 C200 są elemen­
tami homologicznemi tych pęków. 

Zamiast punktów W1
00 i W2

00
, weźmy pod uwagę dwie pro­

ste niewłaściwe w1
00

, w2
00

• Skoro z prostej w1
00 rzucimy szereg 

(Pt), a z prostej w2
00 szereg (p2 ), to otrzymamy dwa jedno­

kreślne „pęki płaszczyzn. równoległych" 

W1
00 

( ai, fl1, Y100
, • • .) /\ W2 

00 
( a2, P2, Y2 00

, • • .), 

dla których płaszczyzny niewłaściwe y1
00 = w1

00 C1
00 i y2

00 = w2
00 C2

00 

ą elementami homologicznemi. 

Dwa rzutowe pęki pro­
stych równoległych ( o wierz­
chołkach niewłaściwych) na­
zywamy 1) po dobnemi wów-

Dwa rzutowe pęki pła­

szczyzn równoległych ( o o­
siacl1 niewłaściwych) nazywa­
my podobne mi wówczas, 

1) Porównaj F. Enriques l. c. str. 94. 
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czas, jeżeli proste niewłaściwe 
owych pęków są elementami 
homologicznemi. 

jeżeli płaszczyzny niewłaści­

we owych pęków są elemen- . 
tarni homologicznemi. 

15. Szeregi rzutowe o wspólnej podstawie. Z takiemi sze­
regami zapoznaliśmy się już w ust. 11 i 13. Chcąc z badać wła­
sności tych szeregów, weźmy pod uwagę (ryc. 20 i 21) dwa per­
spektywiczne pęki prostych ( P1) i (P2), oraz dowolną prostą p, 
nie przechodzącą przez wierzchołki P 1 i P 2 owych pęków. Pro­
, ta p przetnie dane pęki ( P1) /\ (P2) w dwóch szeregach rzuto­
wych „o wspólnej podstawie p", gdyż zachodzi (ust. 7) relacja: 

p(A1, Bv .. . ) /\ P1 (a1, b1, •• • ) 1\ s(A, B, ... ) /\ P2 (a2, b2, ••• ) AP(A2, B2, .•• ). 

Ryc. 20. Ryc. 21. 

Za pośrednictwem poszczególnych ogniw tego łańcucha, każde­
mu punktowi A1 pierwszego sżeregu podporządkowany jest 
je de n i tylko jeden punkt A2 w szeregu drugim, i na­
odwrót. Skoro dany jest punkt A1 na podstawie p, to wyzna­
czamy kolejno: prostą a1 = A1P1 w pęku (P1), punkt A= a1s 
w szeregu (s), prostą a2 = AP2 w pęku (P2) i ostatecznie punkt · 
A2 = a2p na podstawie p. Uzyskany w ten sposób punkt A2 

szeregu p (A2, B2, .•. ) uważajmy teraz za element N1, przynależny 
do pierwszego szeregu p (A1, B1, •• . ). - by wyznaczyć - homolo­
giczny punkt N2 w szeregu drugim p (A2 , B2 , ••• ), zastosujemy 
poprzednią konstrukcję. Wykreślimy mianowicie (ryc. 20) pro­
stą n1 = N1P1 w pęku ( P1), potem punkt N= n1s w szeregu (s), 
następnie prostą n2 = NP2 w pęku (P2) i ostatecznie żądany 
punkt N2 = n2p. 
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Z przeprowadzonej konstrukcji dla szeregów 
p (A1, B11 N1, •• • ) /\ p (A2, B2, N2, ••. ) 

o wspólnej podstawie p wynika, że: dowolnemu punktowi N1 = A2 

podstawy p, uważanemu · za element N1 pierwszego, wzgl. za 
element A2 drugiego szeregu, podporządkowane są w ogólności 
w owych szeregach rzutowych dwa różne od siebie 1) punkty N2 

i A1. N a ryc. 20 i 21 skonstruowaliśmy dwa różne od siebie 
punkty graniczne G2 i Z1 jednokreślnych szeregów o wspólnej 
podstawie p, które (ust. 14) podporządkowane są punktowi nie­
właściwemu Gt0 = Z2

00 prostej p. 
Oznaczmy przez E punkt przecięcia się podstawy p z pro­

stą s (ryc. 20), to homologiczne proste e1 = EP1 i e2 = EP2 pę­

ków (P1) /\ (P2) wyznaczą na podstawie p dwa homologiczne 
punkty E1 = e1 p i E2 = e2 p uważanych szeregów jednokreśl­

nych. Punkt E = E1 = E2, w którym schodzą się (nakrywają 

się) homologiczne elementy E 1 i E2 rzutowych szeregów o wspól­
nej podstawie p, nazywamy punktem „odpowiednio-wspólnym" 
lub punktem zjednoczonym tych szeregów. Z rozważań . ust. 6 
wiadomo nam, że prosta P1P 2 = fi = /~ jest elementem zjedno­
czonym perspektywicznych pęków (P1) i (P2). Prosta fi = {2 

przecina podstawę p (ryc. 20) w drugim punkcie zjednoczonym 
F 1 = F 2 owych szeregów, gdyż F 1 = {1 p i F 2 = f2 p są homolo­
gicznemi punktami tych szeregów. Na ryc. 21 punkty zjedno­
czone E1 = E2 i F1 = F2 nakryły się w jednym punkcie, gdyż 
w owym punkcie przecinają się proste. p, si P 1P2• A zatem: Dwa 
rzutowe szeregi punktów o wspólnej podstawie p, które są prze­
krojami dwóch perspektywicznych pęków prostych, posiadają 

zawsze dwa (różne od siebie lub nakrywające się) punkty zjed­
noczone E'1 = E2 i F1 = F2 . 

Niechaj dany będzie teraz (ryc. 22) łańcuch perspektywicz­
nych utworów gatunku 1-go: (P1) /\ (s3) /\ (S) /\ (s4) /\ (P2), zło­
żony z trzech pęków prostych i dwóch szeregów punktów. Jedno­
kreślne pęki (P1) i (P2) przetr1:ijmy prostą p, nie przechodzącą 
przez wierzchołki P 1 i P2, to otrzymamy dwa rzutowe szeregi 
punktów o wspólnej podstawie p 

p (A11 B11 C1 , ••• ) /\ p (A2 , B2, C2 , ••• ), 

które są ogniwami ko11Cowemi łańcucha : 
p (A1, B1, ... ) /\ P1 (a 11 b1, ... ) /\ s3 (A3, B3, ... ) /\ S (a, b, .. . ) /\ 

/\ s4 (A4, B4, .•• ) /\ P2 (a2, b2 , •.• ) /\ p (A2 , B2, ••• ). 

1) W ust. 23 rozważymy przypadek takiej rzutowości, w którym do­
wolnemu punktowi N1 = A2 podporządkowany będzie punkt N2 = Ai. 
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Każdemu punktowi A1 pierwszego szeregu p (A11 Bi, ... ) 
za pośrednictwem elementó" : a1, A8, a, A1 i a2 poszczególnych 
ogniw uważanego łańcu­

cha - podporządkowany 

jest j e d e n i ty 1 k o j e-
cl en punkt A2 w ostatnim _ 
zeregu p (A2, B2 , •• • ), i na­

odwrót. Skoro uzyskany 
w ten sposób punkt A2 

uważać będziemy za ele­
ment "?\\ pierwszego sze­
regu, to - wyznaczając 

kolejno (ryc. 22) elementy: 
n1, N8, n, N4 i n2 - otrzy­
mamy ostatecznie punkt 
N2 , przynależny do szere­
gu p (A2, B2, .•• ) . Z przepro­

7 00 
,_2 p 

~-----------------,o z; 

n, 

Ryc. 22. 

wadzonej konstrukcji wynika, że: dowolnemu punktowi N1 = A2 , 

uważanemu za element N1 pierwszego, wzgl. za element A2 dru­
giego szeregu, podporządkowane są w ogólności dwa różne . od 
siebie punkty N2 i A1 w rzutowych szereg~ch o wspólnej pod-
tawie p. Również i punktowi niewłaściwemu G/X) = Zt0 prostej 

p podporządkowane są dwa różne od siebie punkty gr a­
n i cz n e G2 i Z1 owych szeregów. 

ależy w końcu z badać, czy szeregi rzutowe o wspólnej 
podstawie p posiadają punkty zjednoczone. Skoro przez E ozna­
czymy punkt zjednoczony E1 = E2 tych szeregów, to dla ich 
potęgi otrzymamy (ust. 14) relację: 

E1Z1 . E2G2 = EZ1 • EG'2. = c0 

gdzie c0 jest liczbą stałą. Ponieważ EG2 = EZ1 + Z1 G2, a Z1 G2 

oznacza stały odcinek ( o długości skończonej), ograniczony 
(ryc. 22) punktami zbiegu Z1 i G2, prze.to otrzymujemy równa­
nie drugiego stopnia 

--? -- --

EZ1- + Z1G2 . EZ1 = c0 

o jednej zmiennej EZ1. Dla odcinka EZ1, wyraza1ącego odle­
głość szukanego (nieznanego) punktu zjednoczonego E od da­
nego (stałego) punktu granicznego Z1, mamy tedy: 

Ez _ ._zy. ± {z-c;2+4co 
"'1- 2 . 
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Zależnie od tego, czy: Z1 G2 

2 + 4 c0 jest większe od zera, równe 
zeru, czy też mniejsze od zera, - powyższe równanie drugiego 
stopnia posiada: a) dwa pierwiastki rzeczywiste i różne od sie­
bie; b) dwa pierwiastki rzeczywiste i równe sobie; c) dwa pier­
wiastki zespolone sprzężone 1). Każdemu pierwiastkowi podpo­
rządkowany jest jeden ściśle określony odcinek EZ1 na pod­
stawie p, a zatem jeden i tylko jeden punkt E na owej 
prostej. Dla pierwiastka „rzeczywistego" podporządkowany mu 
punkt E na prostej p nazywać będziemy punktem rzecźywistym; 
natomiast dla pierwiastka ,Jzespolonego" podporządkowany mu 
punkt E nazwiemy punktem urojonym. Dwom pierwiastkom „ze­
spolonym sprzężonym" podporządkowane są dwa punkty na 
prostej p, które nazywać będziemy punktami urojonemi sprzę­

żonemi. 

Uwaga: Punkty właściwe i niewłaściwe, które występowały w dotych­
czasowych naszych rozważaniach, były zawsze punktami r z e c z y w i s t e m i. 
Obecnie wprowadziliśmy nową kategorję punktów, które zdefinjowaliśrny 
jako punkty urojone. 

Powyżej wypisane równanie drugiego stopnia odnosiło się 
do punktów zjednoczonych dwóch jednokreślnych szeregó"· 
punktów o wspólnej podstawie p. Uważane szeregi posiadają za­
tem w przypadku: a) dwa rzeczywiste i różne od siebie punkty 
zjednoczone E = E1 = E2 i F = F1 = F 2 ; b) dwa punkty zjed­
noczone rzeczywiste i schodzące się w jednym punkcie E = F; 
c) dwa zjednoczone punkty urojone sprzężone. Możęmy tedy J 

wypowiedzieć następujące twierdzenie: 

Dwa rzutowe szerPgi punktów o wspólnej podstawie posia­
dają zawsze dwa punkty zjednoczone. Owe punkty są albo rze­
czywiste (i różne od siebie, wzgl. nakrywające się w jednym 
punkcie), albo leż urojone sprzężone. 

Uważane szeregi rzutowe o wspólnej podstawie nazywamy 
szeregami: hip erb o li cz n e mi, par ab o li cz n e mi, wzgl. el i p­
tyczne mi zależnie od tego, czy owe szeregi posiadają: a) dwa 
rzeczywiste i różne od siebie (ryc. 20) punkty zjednoczon0, 
b) dwa rzeczywiste i nakrywające się ze sobą (ryc. 21) punkty 
zjednoczone, c) dwa urojone sprzężone punkty zjednoczone. 

Uwaga: Dla szeregów parabolicznych ich punkty zjednoczone E1 = E-.! 
i F1 = F2 schodzą się w punkcie E = F, który poło w i odcinek (o długo-

1) Porównaj Dr. W. Sierpiński, Analiza. Tom I. Część pierwsza: Liczby 
rzeczywiste i zespolone. Warszawa 1923. Wydanie 2-gie, str. 184. 
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ści skończonej) Z1 G2 • Dla punktów granicznych ZJ i G2 tych szeregów mamy 
bowiem relacje: 

E
'Z - - z;c; ± vr ~ 2 + 4 Co - - 2- z G 

.J f- 2 - 2 12 

- - , -, 1 -- -, - 1 -r.-
EG2 = EZ1 + Z1C:r2 = - 2 Z1G2 + Z1G2 = + 2 Z1G~. 

Na prostej właściwej p niechaj dane będą (ryc. 20) dwa hi­
perboliczne szeregi punktów. Pomiędzy punktami zjednoczo­
nemi E , E1 = E2 i F = F 1 = F 2, a punktami homologicznemi 
„ li, A.2 i B11 B 2 tych szeregów zachodzi - na mocy uogólnionego 
twierdzenia Pappusa (ust. 11) - równość dwustosunków: 

(E1F 1A.1B1) = (E2F2A.2.B2) lub (EFJ.-11B1) = (EFA2B 2), 

czyli EA1 : EB1 = EA2 : EB2 • 

F A1 FB1 FA2_ FB2 

Przestawiając wyrazy środkowe w powyższej proporcji, otrzy­
mamy 

~ : !5 = ~ : ~ lub (EFA.1A~) = (EFB1B9). 
FA.1 FA

2 
FB

1 
FB

2 
., -

Gdybyśmy zamiast pary homologicznych punktów B 1 i B2 

przyjęli (w owych szeregach rzutowych o wspólnej podstawie p) 
inną parę punktów homologicznych np. C1 i C2, to w analogiczny 
sposób dowiedlibyśmy równosci dwustosunków: (EF A1A2) = 
= (EFC1 C2). Wnosimy stąd, że dwustosunek (EFA1A2 ) jest 
liczbą stalą. 

Celem wyznaczenia owej stałej liczby, zauważmy, że dwu­
stosunek 

(EF A1A2) = EA1 : E.A2 = Ez;. + Z1A~ . Ez;. + ~ 
FA1 FA2 FZ1 + Z1A1 • FZ1 + Z1A2 

(EZ; + ¼) (FZ-i + ¼) 
(FZ1 + Z1A1) (EZ1 + Z1 12) . 

Pomiędzy punktami zjednoczonemi E, F i punktami granicz­
nemi Z1, G2 uważanych szeregów zachodzą związki ( otrzymane 
z równania stopnia 2-go) 

EZ - - z;t;; + Ro FZ - - ¾ - Ro 
1- 2 ' 1- 2 ' 

gdzie R0 = V Z1 G2 

2 + 4 c0 



74 II. Rzutowości pomiędzy utworami zas. gat. 1-go. 

przyczem potęgę c0 tych szeregów wyrazić możemy przez 

c0 = A1Z1 . A2 G2 = A1Z1 (A2Z1 + Z1G2) = A1Z1 (Z1G2 - Z1A2). 

Uwzględniając wartości odcinków EZ1 i FZi, oraz oznaczając przez 

a= 2Z1A1 - Z1G2, b = 2 Z1A2 - Z1G2 
otrzymamy dla naszego dwustosunkli równość 

(EFA
1
A

2
) =(a+ Ro) (b - R0 ) = ab - Rg - R0 (a - b). 

(a - R0) (b -i- R0 ) ab - Ró + R0 (a - b) 

Podstawiając wartości za a, b, R0 i c0 , otrzymamy związki: 

ab - R~ = 2,. Z1 G2 (Z1A1 - Z 1A2 ), a - b = 2 (Z1A1 - Z1A2) 

czyli ostatecznie dla badanego dwustosunku liczbę 

(EFA1A2) = ¼-Ro= z;lJ; - {zy.2 + 4co 

Z1 G2 + R0 Z 1 G2 + V Z1 G2 

2 + 4 c0 

Dla szeregów hiperbolicznych powyższa liczba jest „rze­

czywistą", gdyż Z 1 G2 

2 + 4 c0 jest większ~ od zera. __ ') 

Załóżmy teraz, że: Z1 G2 - + 4 c0 = O, to dla szeregów pa-
r ab o 1 i cz ny c h dwustosunek dwóch punktów zjednoczonych 
E = F (nakrywających się) i pary punktów homologicznych 
A1, A2 wyraża się liczbą (EEA1.A.2) = + 1. . 

Jeżeli wreszcie Z1G/ + 4 c0 jest mniejsze od zera, to dla 
szeregów el i pt y cz ny c h dwustosunek 

(EFAA')) =¼-Ro 
1 

- Z 1G2 + R0 

jest liczbą „zespoloną", gdyż R0 = V Z1G2 
2 + 4 c0 jest liczbą 

urojoną. 

Z rozważań naszych wynika, że bez względu na to, czy 
mamy szeregi hiperboliczne, paraboliczne, czy też eliptyczne -
to dwustosunek (EFA1A2) jest zawsze liczbą stalą. Dowiedliśmy 

zatem prawdziwości następującego twierdzenia: 

Dwa rzutowe szeregi punktów o wspólnej podstawie posia­
dają tę własność, że: dwustosunek ich punktów zjednoczonych 
i dwóch punktów homologicznych jest liczbą stałą. 

Uwaga: Sposoby konstrukcyjnego wyznaczenia punktów zjednoczo-
nych poznamy w ust. 36. ,;. 
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16. Pęki rzutowe o wspólnym wierzchołku (wzgl. o wspól­
nej osi). Niechaj dane będą (p. ryc. 20, 21 i 22) dwa jedno­
kreślne szeregi punktów o wspólnej podstawie p 

p (Av Bv Ci, ... ) A p (A2, B2, C2 , .•. ) 

oraz dowolny punkt (rzeczywisty) W, nie leżący na :prostej p. 
Skoro szeregi te rzucimy z punktu W, to (ust. 3) otrzymamy 
wówczas na płaszczyźnie podstawowej w = Wp pęk prostych 
TV(a1, bi, Ci, ... )w perspektywiczny do szeregu p (Ai, ... ), oraz drugi 
pęk prostych W ( a2, b2, c2, ..• )w perspektywiczny do szeregu punk­
tów p (A2, ••• ). Z relacji 

W (a1, b1, ... )w I\ p (Ai, Bi, ... ) /\ p (A2, B2, •.• ) /\ W (a2, b2, .• • )(u 

wynika bezpośrednio (ust. 7), że skonstruowane w powyższy 
"' posób dwa ·pęki prostych „o wspólnym wierzchołku Wio wspól­
nej płaszczyźnie podstavrnwej w = Wp" są pękami rzutowe mi 

W(ai,b1, Ci,-·-)w j\ W(a2, b2, C2,···)w. 

Uwaga: Zamiast jednokreślnych szeregów o wspólnej podstawie p, nie­
chaj dane będą dwa rzutowe szeregi punktów p1 (A 1, B 1, Ci, ... ) /\ P2 (A2, B2,C2, ... ), 
których podstawami są dwie proste skośne Pt i p2• Skoro owe szeregi rzu­
cimy z dowolnego punktu W, nie leżącego na podstawach p1 i p2, to otrzy­
mamy wprawdzie dwa rzutowe pęki prostych „o wspólnym wierzchołku W" 

W (a1, b1, C1, .. -)w I\ W(a2, b2, C2, ... ln, 

ale pęki te nie będą posiadać wcale wspólnej płaszczyzny podstawowej ! 
Pierwszy z tych pęków przynależy do płaszczyzny podstawowej w = WPi, 
a drugi do płaszczyzny n= Wp2• 

Zamiast punktu W, obierzmy teraz taką prostą (rzeczy­
wistą) w, która nie przecina wspólnej podstawy p uważanych 
szeregów punktów. Skoro szeregi te rzucimy z prostej w, to 
otrzymamy dwa rzutowe pęki płaszczyzn „o wspólnej osi w" 

w (a1, fJv Y1, • · .) I\ w (a2, fJ2, Y2, · · .), 

które są końcowemi ogniwami łaf1cucha utworów jednokreślnych 

w ( av fJv .. . ) /\ p (Ai, B11 •• • ) /\ p (A2 , B2 , ..• ) /\ w ( a2 , (J2, ... ). 

Proste homologiczne a1 = 
= W A1 i a2 = W A 2, b1 = WB1 

i b2 = WB2, •• • , pęków rzuto­
wych o wspólnym wierzchoł­

ku W i wspólnej płaszczyźnie 
podstawowej w= Wp, prze-

Plaszciyzny homologicz­
ne a1 = wA1 i a2 = wA2, (31 = 
= wB1 i (32 = wB2, ••. , pęków 
rzutowych o wspólnej osi w, 
przechodzą odpowiednio przez 
homologiczne punkty A1 i A2, 
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chodzą odpowiednio przez ho­
mologiczne punkty .A1 i A2, 

B1 i B2,... rzutowych szere­
gów o wspólnej podstawie p. 

B1 i B2,... rzutowych szere­
gów o wspólnej podstawie p. 

I 

Z rozważa11 poprzedniego ustępu wynika bezpośrednio, że : 

cl o w o 1 n e j p ro t ej n1 = a2, 

uważanej za element n1 pierw­
szego, wzgl. za element a2 

drugiego pęku, podporządko­
wane są w ogólności dwie róż­
ne od siebie proste n2 i a1 w o­
wych pękach rzutowych. 

Prosta e = el = e2, łączą­
ca wierzchołek W z punktem · 
zjednoczonym E = E1 = E2 

szeregów o podstawie p, jest 
prostą zjedn°'czoną rzuto­
wych pęków o wspólnym 
wierzchołku W i wspólnej pla-
zczyźnie podstawowej w. 

dowolnej płaszczyźnie 
v1 = a 2, uważanej za element 
v 1 pierwszego, wzgl. za ele­
ment a 2 drugiego pęku, pod­
porządkowane są w ogólności 
dwie różne od siebie płaszczy­
zny v2 i a1 w owych pękach 
rzutowych. 

Płaszczyzna e = e1 = E2 

łącząca oś w z punktem zjed­
noczonym E = E1 = E2 sze­
regów o podstawie p, jest 
plas z czy z n ą zjednoc::oną 

rzutowych pęków o wspólnej 
osi w. 

Skoro punkt zjednoczony E tych szeregów jest punkte·m rze­
czywistym, to wówczas prosta zjednoczona e = WE i płaszczy­
zna zjednoczona e = wE są elementami .,rzeczywistemi". Jeżeli 
punkt zjednoczony E jest punktem urojonym, to wówczas pro­
stą e = WE zdefinjujemy jako prostą urojoną, a płaszczy­
znę e = wE zdefinjujemy jako plas z czy z n ę urojoną. A za­
tem z ust. 15 wynika, że: 

Dwa rzutowe pęki pro­
stych o wspólnym wier=rlwłlm 
i wspólnej płaszczyźnie podsta­
wowej posiadają zawsze dwie 
proste zjednoczone. Owe prosie 
są albo rzeczywiste (i różne od 
siebie, \vzgl. nakrywające się 
na jednej prostej), albo leź 

urojone sprzężone. 

Dwa rzutowe pęki pła­

szczyzn o wspólnej osi posia­
dają zawsze dwie płaszczyzny 
zjednoczone. Owe płaszc::y::,n.y 
są albo rzec::,ywisle (i różne od 
siebie, wzgl. nakrywające się 
na jednej płaszczyźnie), albo 
też urojone spr::ężone. 

Badane pęki prostych (wzgl. płaszczyzn) nazywamy pę­

kami: a) hiper bo 1 i cz nem i, b) par ab o 1 i cz nem i, wzgl. 
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c) eliptycznemi wówczas, jeżeli owe pęki posiadaj ą : a) dwiP 
rzeczywiste i różne od siebie proste (wzgl. płaszczyzny) zjed­
noczone, b) dwie rzeczywiste i nakrywaj ące się ze sobą proste 
( płaszczyzny) zjednoczone, c) dwie urojone sprzężone proste 
(płaszczyzny) zjednoczone. 

Uwaga: W ust. 22 dowiedziemy sposobem bezpośrednim, że istniej ą 

proste zjednoczone i płaszczyzny zjednoczone (rzeczywiste lub urojone) w ba­
danych pękach. W ust. 36 poznamy sposoby konstrukcyjnego wyznaczenia 
prostych zjednoczonych. 

17. Twierdzenie podstawowe Staudt'a. Wyznaczenie rzuto­
wości pomiędzy utworami zasadniczemi gatunku 1-go. W ust. 15 
wykazaliśmy, że dwa jednokreślne szeregi punktów o wspólnej · 
podstawie p1· posiadają zawsze dwa punkty zjednoczone. Teraz 
skonstruujemy na podstawie Pi dwa rzutowe szeregi punktów 
o trzech punktach zjednoczonych i z badamy własności takich 
szeregó:v.r. 

W tym celu weźmy pod uwagę (ryc. 8) pęk prostych 
P (a, b, c, .. . )c i dwie proste l11 l2 , które przechodzą przez wierz­
chołek P, ale nie leżą na płaszczyźnie podstawowej s. Rzucając 
elany pęk prostych z osi l1 i /2, otrzymamy ła11euch utworów per­
spektywicznych 

l1(a1,f31,Y1,···) I\ P(a,b,c, ... )E I\ l2(a2,f32,Y2,·· ·)· 

Obierzmy nadto dwie dalsze proste skośne A i p 2 , z których 
żadna nie leży na płaszczyźnie s, ani też nie przecina osi l1 i l2. 

Pęk płaszczyzn o osi /1 przetnijmy prostą Pi w szeregu punk­
tów Pi (A1, B 11 C1, .. .), a pęk płaszczyzn o osi l2 przetnijmy pro­
stą p2 w szeregu p 2 (A2, B2, C2, ••• ) . Ponieważ zachodzi relacja 

Pt(A1,B1, ... ) I\ l1(a1,{311 .. . ) I\ P(a,b, ... )r I\ /2 (a2,{32, ... ) /\ P2(A2,B2, • • • ), 

przeto (ust. 7) uzyskane szeregi punktów na prostych s ko­
śnych p1 ip2 są jednokreślne 

Pi ("-11 B1 C1, .. . ) A P2 (A2, B2, C2, . . ). 

Homologiczne punkty tych szeregów wyznaczają proste: 
a0 = A1A2, b0 =- B1 B2, c0 = C1 C2, d0 = D1D2 , . .. , które oczywiście 
nie mogą leżeć na jednej i tej samej płaszczyźnie. N a prostej 
a0 = A1A2 obierzmy dowolny punkt A0 , różny od punktów A1, A2 

i poprowadźmy przezeń prostą p0, przecinającą w punkcie B0 

prostą b0, a w punkcie C0 prostą c0• Prosta p0 jest krawędzią 
przecięcia się płaszczyzn (30 = A0b0 i y0 = A0c0 . Z owej prostej p0 

rzućmy szereg punktów p 2 (A2, B2, • • • ), a otrzymany pęk pła­

szczyzn Po (A2p0, (30, Yo, D2 Po, E2 p0, • • • ) przetnijmy prostą Pi w sze-
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regu punktów Pi (As, Bs, Cs, Ds, Es, ... ). Ponieważ płaszczyzny 
A2Po = aoPo = ao, (Jo = boPo i Yo = c0p 0 (pęku o osi p0) przecho­
dzą od pow. przez proste a0 = A1A2, b0 = B1B2 i c0 = C1 C2 , 

przeto: punkt As zjednoczył się z elementem A11 punkt B 3 

z punktem B1 i punkt Cs z elementem C1• Szereg Pi (A3, B3, Cs, 
Ds, E?., .. . ) wypisać możemy zatem w postaci Pi (A1, Bi, C11 Ds, Es, ... ). 
Z łańcucha utworów 

Pi (Ai, B1, Ci, Di, E1, · · .) /\ P2 (A2, B2, C2, D2, E2, ... ) /\ 
/\ Po ( ao, (Jo, Yo, D2 Po, R2Po, .. . ) /\ Pi (Ai, B1, C1, Ds, Es, ... ) 

wynika (ust. 7) jedno kr eś 1 n ość szeregów 

Pi (A1, Bi, C1 , D1, E1, ... ) /\ Pi (A1, B1, C1, Ds, Es, ... ) 
o wspólnej podstawie p1, któr posiadają trzy punkty zjedno­
czone A1, B1 i C1. 

Z rzutowości tych szeregów uzyskujemy (ust. 11) równość 
dwustosunków 

(ABC X) =(AB C X) lub A1C1 : A1X1 = A1C1 : A1Xs 
1 1 1 1 1 1 1 S B I ' · B X BC B X ' 

1 u1 1-' 1 1 1 1 s 

gdzie przez X1 i X3 oznaczona jest dowolna para homologicz­
nych punktów uważanych szeregów na podstawie Pi· Z otrzy-

manych stosunków podziału Ai Xi = 41 Xs wnosimy (ust. 9), że 
B1X1 B1X3 

każde dwa punkty homologiczne X1 i Xs tych szeregów nakry­
wają się, tworząc dalszy punkt zjednoczony. Możemy tedy na­
pisać twierdzenie podstawowe Slaudl'a w następującej formie: 

Jeżeli dwa rrntowe szeregi punktów o wspólnej podstawie 
posiadają trzy punkty zjednoczone, to wówczas każda para punk­
t.ów homologicznych tych szeregów jest punktem . zjednoczonym. 

Skoro jednokreślne szeregi o wspólnej podstawie Pi rzu­
cimy z punktu W, względnie z prostej w, to otrzymamy dwa 
rzutowe p~ki prostych o wspólnym wierzchołku W, wzgl. pęki 
płaszczyzn o wspólnej osi w. A zatem: 

Jeżeli dwa rzutowe pęki 
prostych o wspólnym wierz­
chołku posiadają trzy prosie 
zjednoczone, to wówczas każda 
para homologicznych prostych 
tych pęków jest prostą zjedno­
czoną. 

Jeteli dwa rzutowe pęki 
płaszczyzn o wspólnej osi po­
siadają trzy płaszc:yzny zjed­
noczone, to wówczas katda pa­
ra homologicznych płaszczyzn 
tych pęków jest płaszczyzną 
zjednoczoną. 
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Posługując się twierdzeniem St a ud t'a, dowiedziemy praw­
dziwości następującego twierdzenia: 

Pomiędzy dwoma zasadniczemi utworami gatunku 1-_go 
istnieje ::awsze jedna i tylko jedna rzutowość, w której trzem 
danym elementom jednego utworu podporzq,dkowane są trzy dane 
elemenly utworu drugiego. 

Niechaj dane będą proste skośne Pi i p2, oraz trzy dowolne 
punkty A1, B1, C1 leżące na Pi i trzy dowolne punkty A2 , B2, C2, 

przynależne do prostej p 2• Skoro punkty A1 i A2, B1 i B2, C1 i C2 

uważać będziemy za trzy pary homologicznych punktów dwóch 
szeregów jednokreślnych o podstawach p1 i p2, to wykazać mu­
simy teraz, że owe trzy pary punktów wyznac::ajq rzutowość 
tych szeregów. W tym celu weźmy ·pod uwagę trzy proste sko­
śne a0 = A1A2, b0 = B 1B~ i c0 = C1 C2, oraz prostą Po, która prze­
cina się z elementami a0, b0 i c0 w punktach A0 = p0a0, B0 = p0b0, 

C0 = p0c0• Płaszczyzna a0 = p0a0 przechodzi przez punkty A1 i A2, 

więc da się wyrazić symbolem a0·= p0A1 lub a0 = p0A2• Podob­
nie dla płaszczyzn (30 = p0b0 i Yo = p0c0 otrzymamy symbole 
f3o = PoB1 = p0B 2 i Yo = p 0C1 = p0 G_2• Skoro pęk płaszczyzn 

Po ( ao, f3o, Yo, 0o, · · .) = (Po) 
przetniemy dwiema danemi prostemi p1 i p 2, to otrzymamy łafl­
cuch utworów perspektywicznych 

Pi (Ai, Bv Cv Dv . . . ) /\ Po (ao, f3o, Yo, 0o, · .. ) /\ P2 (A2, B2, C2, D2, · .. ), 

który dowodzi (ust. 7), że pomiędzy skonstruowanemi w ten 
sposób szeregami jednokreślnemi 

Pi (A1, B1, C1, D1, · · .) /\ P2 (A2, B2, C2, D2, ... ) 
istniej e przy n aj m n 1 e] j e dna rzut o w ość, w którnj 
trzem danym punktom A1, B1, C1 prostej Pi podporządkowane 
są odpow. trzy dane punkty A2, B2, C2 prostej p 2• 

Z uwagi jednak na to, że przez k żdy punkt A0 prostej 
a0 = A1A2 przeprowadzić można jedną prostą p0, przecinającą 

dwie dalsze proste skośne b0 i c0 (t. zn. krawędź płaszczyzn A 0b0 

i Aoc0), przeto istnieje nieograniczona ilość takich prostych p0• 

Dla prostej np. p; otrzymamy nowy pęk płaszczyzn 

p; ( a;, f3;, y;, o;, ... ) = (p;) 

oraz nowy łańcuch utworów perspektywicznych 

Pi (Al' Bł' Cl' Dl' ... ) /\ p; (a;, f3;, y;, o;, ... ) /\ p2 (A2, B2, C.2, n;, ... ) 
a tern samem zależność Pt (A1, Bł' cl, D1, .. . ) /\ P2 (~, B2, c2, n;, ... ). 
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Ponieważ pęki pła zczyzn (p
0

) i (p;) mają dwie różne od 
siebie osie p0 i p;, przeto moglibyśmy przypuszczać, że dowol­
nemu punktowi D1 prostej p1 podporządkowany będzie teraz na 
prostej p2 nowy punkt n;, różny od poprzednio otrzymanego 
_punktu D2• Ponieważ szereg (Pi) jest jednokreślny ·względem 
obydwóch szeregów o podstawie p 2, przeto (ust. 7) na prostej p 2 

otrzymaliśmy dwa szeregi rzutowe 

P2 (A2, B2, c2, D'2, · · .) /\ A (A2, B.2, C2, n;,·'.) 
z trzema punktami zj ednoczonemi A2, B2 i C2• N a mocy twier­
dzenia St a ud t'a punkt D

2 
zjednoczył się z punktem D; czyli 

na prostej p 2 vvystępuje jeden tylko szereg p2 (A2, B2, C2, D2, •• • ). 

Wykazaliśmy w ten sposób, że: niezależnie od poło:enia prostej 
pomocniczej p0 istnieje jedna i tylko jedna raztowość, w której 

-A trzem danym .Punktom A11 B1, C1 prostej Pi podporządkowane są 
od pow. trzy dane punkty A2, B2, C2 na prostej p 2• 

Dowiedliśmy zatem prawdziwości powyżej wypisanego twier­
dzenia w przypadku dwóch rzutowych szeregów punktów o pod­
stawach skośnych Pi i p2• Za pośrednictwem rzutów i przecięć 

(ust. 3) przejść możemy do pęków prostych i pęków płaszczyzn, 
perspektywicznie odniesionych do danych szeregów (Pi) i (p2) • 

.Wnosimy (ust. 7) stąd, że rzutowość: a) dwóch pęków prostych, 
b) dwóch pęków płaszczyzn, c) szeregu punktów i pęku pro­
stych, d) szeregu punktów i pęku płaszczyzn, e) pęku prostych 
i pęku płaszczyzn, f) dwóch szeregów punktów o wspólnej pod­
stawie, g) dwóch pęków prostych o wspólnym wierzchołku, 

h) dwóch pęków płaszczyzn o wspólne:j osi - ustalona będzie 
wówczas, skoro dane są trzy dowolne pary elementów homo­
logicznych uważanych utworów. 

18. Kryterjum perspektywiczności utworów rzutowych. 
Niechaj trzy dane pary A 1 i A2 , B 1 i B2, C 1 i C2 punktów homolo­
gicznych wyznaczają rzutowość dwóch szeregów (Pi) i (p2) o pod­
stawach skośnych Pi i p 2• Jeżeli przez p0 oznaczymy proste, które 
przecinają trzy proste skośne a0 = A 1A2, b0 = B 1B 2, c0 = C1 C2 i są 
różne od podstaw Pi, p 2 - to wówczas (ust. 17) istnieje nieogra­
niczona licz ba pęków płaszczyzn p0 ( a0, (30 , y0, •• • ) perspektywicz­
nych równocześnie do obydwóch szeregów (Pi) i (p2). Dla jednej 
z tych prostych p0 otrzymamy łańcuch utworów perspekty­
wicznych 

Pi (Av Bi, C1, · · .) /\ Po ( ao, f3o, Yo,··.) /\ P2 (A2, B2, C2, · · .), 
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z którego wynika, w myśl definicji ust. 6, że: uważane szeregi 
(Pi) i (p2) są p e r s p e k ty w i c z n e 

Pi (A1, B1, C1, · · .) /\ P2 (A2, B2, C2, · · .). 

Z powyższych i dwoiście z niemi związanych rozważaf1 wno­
imy o prawdziwości twierdzeń: 

Dwa rzutowe szeregi punk­
i ów, o podstawach skośnych, są 
.(jzeregami perspekl y wicznemi. 

Dane niechaj będą dwie 
pro te l1 = ,.-1.1 B1 i f 2 = A2 B2, 

przecinające się w punkcie 
C1 = C2. Skoro punkty A1 i A„2, 

B1 i B2, C1 i C2 uważać będzie­

my za trzy pary elementów 
homologicznych, to one wy­
znaczą nam dwa zeregi jed­
nokreślne 

l 1 (A11 B11 C1, ••• ) l\ l2 (,.42,B2, C2, •.• ). 

Szeregi te rzućmy z punk­
tu W, w którym przecinają się 
proste a0 = A1 A2 i b0 = B 1 B 2• 

Otrzymamy wówczas (ust. 7) 
dwa . rzutowe pęki prostych 

W (a0, b0, C0 , d1, •.. ) /\ 

/\ W (a0, b0, c~, d2, ••• ), 

leżące na wspólnej płaszczyź­
nie 2 = l1 l2 i posiadające trzy 
proste zjednoczone a0, b0 i c0 = 
= WC1 = WC2 • Ponieważ każ­
de dwie homologiczne proste 
d1 = WD1 i d2 = WD2 tych 
pęków nakrywają się (ust. 17), 
przeto: pęk prostych 

W ( a0 , b0 , c0 , •• • ) 

jest równocześnie perspekty­
wiczny do szeregów (/1) i (/2)-

Plamitzer. Geomelrja rzutowa. 

Dwa rzutowe pęki pła­

s::czyzn, o osiach skośnych, są 
pękami perspeklywicznemi. 

Dane niechaj będą dwie 
proste l1 = a1 {31 i l2 = a2 (32 , 

leżące na płaszczyźnie y1 = y2• 

Skoro płaszczyzny a1 i a2, /31 

i /32, y1 i y2 uważać będziemy 

za trzy pary elementów ho­
mologicznych, to one wyzna­
czą nam dwa pęki jedno­
kreślne 

11 ( a1, /31, Yv · · .) /\ 12 ( a2, /32, Y2, · · .). 

Pęki te przetnijmy pła­

szczyzną uJ, która przecho­
dzi przez proste · a0 = a 1 a2 

i h0 = (31(32• Otrzymamy wów­
czas (ust. 7) dwa rzutowe pęki 
prostych L ( a0, b0, c0, d1, .•• ) /\ 

(\ L(a0 ; b0 , c0, d2 , .. . ) 

o wspólnym wierzchołku L = 
= l1l2 i o trzech prostych zjed­
noczonych a0, b0 i c0 = wy1 = 
= wy2• Ponieważ każde dwie 
homologiczne proste d1 = wo1 

i d 2 = wo2 tych pęków nakry­
wają się (ust. 17), przeto pęk 
prostych 

L (a0, b0, c0, ••• ) 

jest równocześnie perspekty­
wiczny do pęków płaszczyzn 

~ (/1) i (/2)-
6 
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A zatem prawdziwe są następujące twierdzenia: 

Dwa rzutowe szeregi punk­
tów, dla których punkt prze­
cięcia się ich podstaw jest ele­
mentem zjednoczonym, są s::e­
regami perspektywicznemi. 

Badane szeregi punktów 
(l1) i (l2) rzućmy z dowolnego 
punktu S, nie leżącego na pła­
szczyźnie 1 = l1 l2• Otrzyma­
my wówczas pęk prostych 
S (a1, b1, Cv .. . )2i, leżący na pła­
szczyźnie 11 = S/1 i perspek­
tywiczny do szeregu punktów 
(f 1), oraz pęk prostych S ( a2, 
b2, c2, .•• )22 na płaszczyźnie pod­
stawowej 12 = S/2 i perspekty­
wiczny do szeregu (12). 

Skoro pomocniczy pęk 
prostych W (a0, b0, c0 , ••• ) rzu­
cimy z owego punktu S, to 
otrzymany w ten sposób pęk 
płaszczyzn · s ( a:), ~0, y0, •• • ) o osi 
s = SW, będzie oczywiście 

spelniat warunki: 

S(a1, b1, c1, ... )21 /\ s(ao, ~o, Y0, ••• ) I\ 
I\ S (a2, b2, c2, ..• ),½. 

Ponieważ prosta c1 = SC1 = 
= SC2 = c2 jest elementem 
zjednoczonym pęków o wspól­
nym wierzchołku S, przeto wy­
pisać możemy twierdzenie: 

Dwa rzutowe pęki pro­
stych o wspólnym wierzchołku, 
dla których krawędź ich pła­
szczyzn podstawowych jest ele­
mentem zjednoczonym, są pę-
kami perspeklywicznemi. ,. 

Dwa r::uiowe pęki pła­
szc::;yzn, dla których płaszczy­
zna przechodząca przez ich osie 
jest elementem zjednoc::onym, 
są pękami perspektywicznemi. 

Badane pęki płaszczyzn 
(/1) i (12) przetnijmy dowolną 
płaszczyzną a, nie przechodzą­
cą ·przez punkt L = l1 l2• Otrzy­
mamy v,,ówczas pęk prostych 
/.,1 ( a1, b1, c1, .. . )a o wierzchołku 
L1 = al1 i perspektywiczny do 
pęku płaszczyzn ( l1), oraz pęk 
prostych L2 ( a2, b2, c2, ••• )a o 
wierzchołku L 2 = a/2 i per­
spektywiczny do pęku pła­
szczyzn ( l2). 

Skoro pomocniczy pęk 

prostych L (a0, b0 , c0, •• • )w prze­
tniemy ową płaszczyzną a, to 
otrzymany w ten sposób sze­
reg punktów s (A0, B0, C0, .• • ) 

o podstawie s = aw będzie 
spełniał oczywiście warunki: 

L1 (a1, b1, Ci, ... )a /\ s(A0,B0, C0, ... ) , 

I\ L2 (a2, b2 , c2 , ••. )a. 

Ponieważ prosta c1 = ay1 = 
= ay2 == c2 jest elementem 
zjednoczonym pęków (L1) i (L2) 

o wspólnej płaszczyźnie pod­
stawowej a, przeto wypisać mo­
żemy twierdzenie: 

Dwa rzutowe pęki pro­
stych o wspólnej płaszc::;yźniP 
podstawowej, dla których pro­
sta łącząca ich wierzchołki jest 
elementem zjednoczonym, są 

pękami perspekiywicznemi. 
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Uwaga: Cztery ostatnie twierdzenia tego ustępu należy porównać z czte­
rema ostatniemi twierdzeniami ust. 6. 

19. Konstrukcyjne uzupełnienie rzutowych utworów zasad­
niczych gatunku 1-go. Niechaj dane będą trzy pary homologicz­
nych elementów a1 i a 2, {31 i (32 , y1 i y2, dwóch utworów zasadni­
czych gatunku 1-go (U1) i (U2), które (ust. 17) ustalają rzutowość 
tych utworów. Konstrukcyjne wyznaczenie dalszych par homo­
logicznych elementów: 01 i 02 , e1 i e2, ••• w utworach (U1) i (U2) na­
zywamy uzupełnieniem tychże utworów. 

W przypadku dwóch perspektywicznych utworów (U1) = 
/\ ( U2) - jak to wynika z rozważań ustępów 6, 17 i 18 - uzu­
pełnienie ich nie nastręcza żadnych trudności. Przejdźmy teraz 
do uzupełnienia dwóch rzutowych 

szeregów punktów 

Pi (Av B1, C1, ... ) /\ P2 (A2, B2, C2, .. ,) 

leżących (ryc. 23) na płaszczyź­
nie rysunkowej. W tym celu 
wykreślmy prostą, łączącą dwa 
homologiczne punkty np. A1 

i A2 szeregów (Pi) i (p2), oraz 
obierzmy na owej prostej A1A~ 
dwa dowolne punkty W1 i W2. 

(Punkt W1 nie może się zjed­
noczyć z punktem A1, a punkt 
W2 musi być różny od punk­
tu A2). Wyznaczmy następnie 
proste W1 A1 = a1, W 1 B 1 = b1 

i W1 C1 = c1, oraz proste 
1'V2A2 = a2, W2B2 = b2 

i W2 C2 = c2, to otrzymamy 
dwa pęki prostych 

W1 ( av b1, c1, ... ) /\ (Pi) 
i W2 ( a2, b2, c2 , ••• ) /\ (P2), 

Pęki te są (ust. 7) jednokreśl­
ne, a ponieważ prosta W1 W2 = 
= a1 = a2 jest elementem zjed­
noczon m, przeto (ust. 18) są 
one perspektywiczne. Homo-
1 ogiczne proste b1 i b2, c1 i c2 

pęków prostych 

P1 (a1, bi, c1, ... ) I\ P2 (a2, b2, c2, ... ) 

leżących (ryc. 24) na płaszczyź­
nie rysunkowej. W tym celu 
wyznaczmy punkt przecięcia 

się dwóch homologicznych 
prostych np. a1 i a2 pęków (P1) 

i (P2), oraz poprowadźmy przez 
ów punkt a1a2 dwie dowolne 
proste w1 i w 2 • (Prosta w 1 nie 
może się zjednoczyć z prostą 
ai, a prosta w2 musi być róż­
na od prostej a2). Wyznaczmy 
następnie punkty w1 a1 = A1, 

w1b1 = B1 i w1c1 = C1, oraz 
punkty w 2a2 = A2 , w 2b2 = B2 
i w 2c2 = C2, to otrzymamy dwa 
szeregi punktów 

lD1 (A1, B1, C1, · · .) /\ cP1) 
i W2 (A2, B2, C2,,, .) /\ (P2), 

Szeregi te są (ust. 7) jedno­
kreślne, a ponieważ punkt 
w1w2 = A1 = A2 jest elemen­
tem zjednoczonym,przeto (ust. 
18) są one perspektywiczne. 
Homologiczne punkty B1 i B2, . 

* 
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tych pęków przecinają się 

w punktach B = b1b2 i C = c1c2 

pomocniczego szeregu s (A, B, 
C, ... ), przyczem A. ozRacza 
punkt wspólnyprostychs = BC 
i W1 W2• 

Ryc. 23. 

C1 i C2 tych szeregów wy-
. znaczają proste b · B1 B2 i 
c = C1 C2 pomocniczego pęku 
S (a, b, c, ... ), przyczem a ozna­
cza prostą, łączącą punkty 
S = be i w1w 2• 

Ryc. 24. 

Uzyskaliśmy w ten sposob łańcuch utworów perspekty­
wicznych-: 

(Pi) A ( W1) A (s) A ( W2) A (P2), 

który pozwoli nam u z up eł­
n i ć szeregi rzutowe o pod­
stawach Pi i p 2• Dowolnemu 
punktowi D1 szeregu (Pi) pod­
porządkowana jest w pęku 

( W1) prosta d1 · W1 D1, tej 
odpowiada w szeregu (s) punkt 

• D = d1s, któremu znowu pod­
porządkowaną jest prosta 
d2 = W2 D w pęku (W2). Pro­
ste d2 i p 2 przecinają się w ta­
kim punkcie D2, który wraz 
z danym punktem D1 tworzy 
parę elementów homologicz­
nych rzutowych szeregów (p2) 

i (p1), 

cP1) A (w1) A (S) A (w2) A (P2) 

który pozwoli nam uzup el­
n i ć pęki rzutowe o wierzchoł­
kach P~ i P 2 • Dowolnej prostej 
d1 pęku (P1) podporządkowa­

ny jest w szeregu (w1) punkt 
D1 -_ w1d1, któremu odpowia­
da w pęku (S) prosta d = D1S, 
tej znowu podporządkowany 
jest punkt D2 = w2d w szere­
gu (w2). Punkty D2 i P 2 wyzna­
czają taką prostą d2, która 
wraz z daną prostą d1 tworzy 
parę elementów hoi~ologicz­
nych rzutowych pęk6w (P2) 

i ( P1). 
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_,, W podobny sposób wyznaczono na ryc. 23 dla punktu niewła' ciwego Z =z 
szeregu (p~) homologiczny punkt Zt szeregu (p 1). Element Zt jest (ust. 14) 
punktem gr a n i cz ny m (zbiegu) szeregu (p1). 

Na ryc. 23 użyliśmy cło konstrukcji uzupełnienia szeregów 
(p1) -:- (p2) dwóch punktów W1 i W2, rlowolnie obranych na pro­
stej A1 A2• Przypuśćmy teraz, że na prostej A1 A.2 (wzgl. na B1 B2 

lub na C1 C2 ) obierzemy inne punkty W~ i W~. W podany poprzed­
nio posób ustalimy nowy laf1cuch utworów perspektywicznych: 

(Pt) A ( WV I\ (s 0
) /\ ( W~) /\ ' (P2) 

a tern samem dla danego punktu D1 szeregu (p1) wyznaczymy -
za pośrednictwem poszczególnych ogniw powyższego laf1cucha -
w szeregu (p2 ) podporządkowany mu punkt Dg. Mogłoby się 

zdawać, że otrzymany teraz punkt Dg jest różny od poprzed­
nio konstruowanego punktu D2• Otóż~ tak nie jest! Szereg punk­
tów (Pi) jest rzutowy (por. ryc. 23) do szeregu p2 (A2, B2, C2 , D2 , ••• ) 

oraz szereg (Pi) - jak to wynika z ostatniego laf1cucha - jest 
jednokreślny do szeregu punktów p 2 (A2, B2, C2, D~, .. . ). N a pro­
stej p2 konstruowaliśmy zatem (ust. 7) dwa szeregi rzutowe 

P2 (A2, B2, C2, D2, · · .) A P2 (~, B2, C2, D~, · · .), 

a ponieważ punkty A2, B2 i C2 są trzema punktami zjednoczonemi, 
przeto (ust. 17) każde dwa homologiczne punkty D9 i Dg, ... tych 
szeregów tworzą punkt zjednoczony D2 =Dg,... ,vykazaliśmy 
tedy, że konstrukcje podane na ryc.. 23 i 24 n ie są \V cale z a­
leż n e od szczególnego położenia punktów W1 i W2 na prostej 
A1 A2 (wzgl. prostyd1 w1 i rn2 

przeprowadzonych przez 
punkt a1a2). - Zauważyć 
należy ·wkońcu, że prawdzi­
wość om_ówionych konstruk­
cyj (a tern samem i niezależ­
ność od położenia punktów 
W1 i Wt na prostej A1 A2) 

wynika te;ż wprost z rozwa­
żań ust. 17. 

Do konstrukcyjnego u z u­
peł n ie n i a dwóch rzutowyr.h 
szeregów punktów 

Pi (A1, Bi, C1,• .. ) /\ Pii(A2, B2, C2,• .. ) 

leżących na płaszczyznie rysun­
kowej, użyliśmy na ryc. 25 takich 

s 

Ryc. 25. 

\ 
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punktów W1 i W2, z których pierwszy zjednoczył się z elementem A2, a drugi 
z punktem A 1 • Proste b1 = A 2 B 1 i b2 = A1 B2, oraz c1 = A2Ci i c2 = A1C2 prze­
cinają się w punktach B = b1b2 i C = c1c2, leżących na prostej s. Za pośred­
nictwem łańcucha utworów perspektywicznych: p 1 (A1, Bi, Ci, ... ) /\ W1 (a1, b11 

c1, ••• ) /\ s (A, B, C, .. . ) /\ W2 (a2, b2, c 2, ••• ) /\ p2 (A2, B~, C2, ••• ) każdemu punktowi 
D1 szeregu (p1 ) podporządkować możemy w szeregu (p2) jeden i tylko jeden 
punkt D2 • Oczywiście proste d 1 = A2 D1 i d2 = A 1 D 2 przecinają się z pod­
stawą s w jednym punkcie D = d1d2, gdyż d1 jest elementem pęku ( W1), a pro­
sta d2 elementem pęku ( W2). Celem wyznaczenia dwóch homologicznych punk­
tów D1 i D2 w szeregach (Pt) /\ (p2), wystarczy zatem obrać na pomocniczej 
prostej s = BC dowolny punkt D, wykreślić proste d1 = A2 D i d 2 = A1 D, 
a następnie punkty D1 = d1 p 1 i D2 = d2p 2• Zamiast punktu D weźmy pod 
uwagę punkt F = SPt, Otrzymamy wówczas proste {1 = A2 F i {OJ= A1 F = p1, 

oraz punkty F 1 = {iP, = F i F2 = f2 p2 = Pi p2• Podobnie dla punktu E = sp2 

otrzymamy proste e1 = A2 E = p2, e2 = AiE, oraz punkty E1 = e1 p1 = P2 Pt 
i E 2 = e2 p2 = E. Z powyższej konstrukcji wynika zatem, że punktowi p1 p2 

(przecięcia się podstaw p 1 i p2) uważanemu za element E 1 = PtP2 szeregu (p1), 

wzgl. za punkt F2 = Pi p2 szeregu (p2), podporządkowane są w owych szere­
gach rzutowych odpow. punkty E2 = sp2 i F1 = sp1 • 

Na ryc. 25 przeprowadziliśmy uzupełnienie szeregów 

Pi (A1, Bi, Ci, ... , E1 =;= PtP2, F1, ... ) /\ P2 (Az, B2, C2, ... , E2, F2 = PtP2, ... ), 
przyczem do konstrukcji użyliśmy pomocniczych pęków perspektywicznych 
o wierzchołkach Wi = A2 i Wł!= A,, oraz szeregu punktów o podstawie 
s = E 2 F1 • Ponieważ punktowi E 1 = F2 = p1 p2 podporządkowane są w owych 
szeregach stałe punkty E 2 i F1, przeto prosta s = E 2 Fi n ie j est wca 1 e 
z a 1 e ż n a od wybranej pary wierzchołków W1 = A2 i W2 = A1. Gdybyśmy 
zatem dwa homologiczne punkty np. B1 i B2 tych szeregów uważali za wierz­
chołki W~ = B2 i w; = B1 nowych pomocniczych pęków perspektywicznych, 
to wówczas ich homologiczne proste: B 2 A1 i B1 A 2, B2 D1 i B1 n2, ... przecinać 
się muszą kolejno w punktach B, D0 , ••• stałej prostej s = E 2 F1 • Otrzymu­
jemy zatem następujące zależności: 

Dwa rzutowe szeregi punktów 
Pt (A1, B1, Cu Di, ... ) i p2 (A2, B2, C2, 
D2, ••• ), leżące na wspólnej płaszczyź­
nie, posiadają tę własność, że: pro­
ste A1 B2 i A2 B1, A1 C2 i A2C1, A1 D2 i 
A2D1,·•·, B1C2 i B2C1, BiD2 i B2D1,·•·, 
C1 D2 i C2 D1, ••• przecinają się w punk­
tach, leżących ,w jednej prostej s. 
Owa prosta wyznacza na podsta­
wach Pt i p2 takie punkty F1 = SPt 
i E 2 = sp2, którym podporządko­

wane są w owych szeregach ele­
menty F2 i E 1 , zjednoczone w punk­
cie F2 = E1 = P1P2· 

Dwa rzutowe pęki prostych 
P1(a1, bu C1, d1, ... ) i P2(a2, b2, C2, d2, ... ), 
leżące na wspólnej płaszczyźnie, po­
siadają tę własność, że: punkty a1b2 

i a 2b1, a 1c2 i a2c1, aid2 i a2d 1, ••• , b1c2 

i b2Ci, bi d2 i b2di, • • •, C1 d2 i C2d1, • .. 

wyznaczają proste, przechodzące 

prze::. jeden punkt S. Ów punkt S 
wraz z wierzchołkami P 1 i P2 wyzna­
cza takie proste {1 = SP1 i e2 = SP2, 

którym podporządkowane są w o­
wych pękach elem~nty fi i ~ ' zjed­
noczone na proste] {2 = e1 = P 1 P2, 

Z łatwością zauważymy (ust. 6), że dla dwóch 

p e r s p e k ty w i cz ny c h szeregów 
punktów wymieniona powyżej pro-

p e r s p e k t y w i c z n y c h pęków 

prostych wymieniony powyżej punkt 

.. ,-:~.· ,, :- ·-· --~ ~ ~· . -
~ . 

l 
I 
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, ta s przechodzi przez punkt P1 P2, 
przecięcia się podstaw owych sze­
regów. 

S leży na prostej P1 P2, łączącej 

,vierzcholki owych pęków. 

Zadanie: Dane są na ryc. 26 punkt B, 
oraz takie dwie proste p1 i p2, których punkt 
przecięcia się E = Pi p2 nie leży w obrębie 
płaszczyzny rysunkowej. Należy wykreślić 

prostą s = BE, przechodzącą przez owe 
punkty Bi E. 

R o z w i ą z a n i e 1: Przez punkt B po­
prowadźmy dwie dowolne proste A1 B2 i A2 B1, 

wyznaczmy następnie proste a = A 1 A 2, b = 
B1B2 i punkt W= ab. Prosta c, wykreślona 

z punktu W, przecina się z elementami p1 i p2 

W punktach cl = CP1 i c~ = CP2 · Jeżeli przez C 
Ryc. 26. 

oznaczymy punkt przecięcia się prostych B1 C2 i B2C1, to wówczas prosta 
s = BC rozwiązuje zadanie. Uważając bowiem punkty: A1 i A 2, B1 i B 2, C1 i C2,· .. 
za elementy homologiczne dwóch perspektywicznych szeregów punktów o pod­
~ tawach Pi ip2 , skonstruować możemy punkty B, C, . .. ; owe punkty leżeć mu­
szą na prostej s, przechodzącej przez punkt E = Pi p2• 

Ro z w i ą z a n i e 2: Inne uzasadnienie konstrukcji przeprowadzonej 
na ryc. 26 otrzymamy, jeśli weźmiemy pod uwagę dwa czworokąty zupełne 
(ust. 13) o wierzchołkach A1 , A2, B1 i B 2, względnie B1, B2, C1 i C2 • Wiadomo nam, 
że dwa boki przeciwlegle p1 = A1 B1, p2 = A2 B2 i dwie przekątne s =EB 
i EW = e pierwszego czworokąta tworzą grupę harmoniczną o stosunku 
(P1P2es) = -1. Podobnie boki Pi= B1 C1, p2 = B2 C2 i przekątne EC, e =EW dru­
giego czworokąta tworzą również grupę harmoniczną o stosunku (p1p2eEC) = 
= - 1. Wnosimy stąd, że proste ~ = EB i EC zjednoczyły się na wspólnej 
prostej, czyli innemi słowy: punkty E, Bi C leżą na jednej pro tej s. 

Zadanie 1: Uzupełnić dwa jednokreślne szeregi punktów 
o wspólnej podstawie p, których rzutowość wyznaczają trzy pary 
homologicznych punktów A1 i A2, B1 i B2, C1 i C2• 

Ro z vv i ą z a n ie 1 : a płaszczyźnie rysunkowej obierzmy 
dwa dowolne punkty P1 i P2, które nie przynależą do podstawy p. 

koro z wierzchołka P1 rzucimy szereg p (A11 B 1, C1, ... ), a z wierz­
chołka P 2 szereg p (A.2, B.2, C2, .•• ), to otrzymamy dwa rzutowe pęki 
prostych 

P1 (a1, b1, C1, • • .) /\ P2 (a2, b2, C2, • • .) 

o elementach : a1 =P1 A1, b1 =P1 B1, ••. , a2 =P2A2, b2 =P2 B2, ... 

W poznany poprzednio sposób (patrz ryc. 24) uzupełnimy pęki 
(P1) i (P2), konstruując pary homologicznych prostych : d1 i d2, . •• 

Podstawa p przecina się z elementami d1 i d2 w takich punktach 
D1 = d1 p i D2 = d2 p, które są punktami podporządkowanemi 
obie w uważanych szeregach jednokreślnych o wspólnej pod­
·tawie p. 
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Ro z wiąz a n ie 2 : Uważając dany szereg punktów p (.A2, 

B2, C2, • . · .) za „układ sztywny", przesuńmy ao w nowe położenie 
p3 (A3 , B3, C3, •.• ). Z ust. 20 wnosimy, że szeregi punktów 

p (A1, B 1 , Cv . . . ) /\ p3 (A~, B3, C3, •.. ) 

są jednokreślne. Uzupełniając te szeregi (patrz ryc. 23), wy­
znaczmy parę homologicznych punktów np. D1 i D3, a następnie 
wyznaczmy na podstawie p taki punkt D2, któryby spełniał re­
lacje: A2D~ = A3D3 i B2D2 = B3D~. (Jw punkt D2 wraz z punk­
tem /)1 tworzy parę elementów homologicznych jednokreślnych 
szeregów o wspólnej podstawie p. 

Inne rozwiązanie omówimy w ust. 33. 

Ćwiczenie i : Uzupełnić dwa rzutowe pęki prostych o wspólnym wierz­
chołku W i wspólnej płaszczyznie podstawowej, których jednokreślność usta­
lona jest przez trzy pary homologicznych prostych a1 i a2, b, i b2, c1 i c2• 

Zadanie 2: N a płaszczyźnie rysunkowej dane są trzy pro­
ste a1, b1 i c1 pęku ( W1), oraz trzy punkty A2, B2 i C2 szeregu (p2). 

Uważając elementy a1 i A2, b1 i B2, c1 i C2 za trzy pary elementów 
homologicznych, riależy uzupełnić rzutowe utwory ( \V1) i (p2). 

Ro z wiąz a n ie 1: Z dowolnego punktu W2 płaszczyzny 

rysunkowej, nie leżącego na podstawie p2, rzućmy zereg (p2 ). 

Otrzymany w ten sposób pęk prostych 

W2 (a2, b2, C2, · · .) /\ P2 (A2, B2, C2, · · .) 

jest jednokreślny do pęku prostych ( W1). Dla pęków ( W1) A ( W~) 
skonstruujemy parę prostych homologicznych d1 i d2, a następ­
nie wyznaczymy punkt D2 = d2p. Prosta d1 i punkt D2 są wów­
czas homologicznemi elementami danych utworów (W1) /\ (p 2 ). 

Ro z wiąz a n ie 2: Pęk prostych ( W1) przetnijmy prostą p 1 

w szeregu Pi (Av Bi, C1, ... ), to wówczas zadanie nasze sprowa­
dzimy do uzupełnienia jednokreślnych zerea-ów punktów 

Pi (A1, B11 C1,. · .. ) A p2 (A2, B2, C2, .. .). 

Zadanie 3: Dane są trzy pary płaszczyzn homologicznych 
a1 i a2, (31 i (32, y1 i y2 dwóch rzutowych pęków płaszczyzn ([1) i (/2) 1 

których osie się przecinają. Należy uzupełnić owe pęki. 
Ro z wiąz a n ie: Przetnijmy pęki (/1) - (/2) dowolną pła­

szczyzną s w pękach prostych 
L1 (a1, b1, Ci, .. ,)e j\ L2(a2, b2, C2,,. ,)e , 

Wyznaczmy następnie w pękach (L1 ) i (L2 ) parę prostych pod­
porządkowanych sobie d1 i d2, to wówczas płaszczyzny: o1 = 11 d1 

i 62 = l2d2 są elementami homologicznemi danych pęków pła­
szczyzn ( l1) /\ ( l2). 



20. Rzutowość utworów przystających. 89 

20. Rzutowość utworów przystających. N a prostej Pi nie­
chaj dane będą cztery punkty A1, B1, C1 i D11 a na prostej p2 

cztery takie punkty A2, B2, C2 i D2, ż są sobie równe dwustosunki 

(A1B1C1D1) = (A2B2C2D.J. 

Zbadajmy teraz, czy można ustanowić taką rzut o w ość po­
między szeregami punktów o podstawach Pi i p 2, w której ele­
mentami homologicznemi byłyby pary punktów A1 i A2, B1 i B2, 

C1 i C2, oraz D1 i D2• 

Ponieważ trzy pary homologicznych punktów A1 i A2, B1 i B2, 

C1 i C2 wyznaczają (ust. 17) rzutowość szeregów (Pi) i (p2), przeto 
dowolnemu punktowi D1 szeregu (Pi) podporządkowany jest 
w szeregu (p2) j eden ś ci ś 1 e okr eś 1 o ny punkt. Oznaczmy 
go symbolem n;. Z jednokreślności szeregów 

Pi (A 1, Bł' c1, Dl' ... ) A p2 (A~, n2, c2, n;, ... ) 
wynika (ust. 11) równość dwustosunków: (A1B1C1D1) = (~B2C2D;), 
a ponieważ wedle założenia (A1B1C1D1) = (A2B2C2D2), przeto: 

A2C2 A.p; _ A2C2 . ~D2 (A.2 B2 C2D;) = (A2 B2 C2D2) lub _ - -=--- _ . -_- _-
B2C2 B2D; B2C2 H2D2 

AD* AD 
Z uzyskanej równości stosunków podziału 2 2 

-
2 2 wno-

B2D; B 2D2 

simy (ust. 9), że punkt n; zjednoczył się z danym punktem D2• 

\\ ykazaliśmy tedy prawdziwość twierdze n i a: 
Jeżeli dwustosunek czterech punktów szeregu (p1) równy 

jest dwustosunkowi czterech punktów szeregu (p2 ), to wówczas 
uważane dwie czwórki punktów homologicznych wyznaczają 

rzutowość tych szeregów. 
Za pośrednictwem rzutów i przecięć przejść możemy do 

grup czterech prostych pęku prostych, wzgl. do grup czterech 
płaszczyzn pęku płaszczyzn. 

A zatem: 

Jeżeli dwustosunek czterech elementów jednego. utworu za­
sadniczego gatunku I-go równu jesl dwustosunkowi czterech ele­
mentów drugiego utworu zasadniczego gatunku 1-go, to wówczas 
uważane dwie czwórki elementów homologicznych wyznaczają 
rzutowość tych utworów. 

Dany szereg punktów p (A, B, C, .. . ), o podstawie właściwej p, 
uważajmy za układ sztywny i przesuńmy go w nowe polo-
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żenie p' (A', B', C', ... ). Szeregi (p) i (p'), dla których zachodzą 

równości odcinków ( o długościach skończonych): AB = A' B', 
AC = A'C', ... , BC = B'C', ... , nazywać będziemy (ust. 14) szere­
gami przyslającemi lub równemi. 

Ponieważ dla tych szeregów zachodzą relacje: 

AC AD A'C' A'D' . c~ 1 (ABCD) = (A'B'C'D'), 
BC : BD = B'C' : B'D' zy 

1 

przeto są one szeregami rzutowe mi o elementach homolo­
gicznych A i A', Bi B' Ci C', .. . Symbolicznie napisać możemy te 
związki w następującej formie: Jeżeli zachodzi relacja 

p (A, B, C, ... ) ~ p' (A', B', C', ... ) 

gdzie,....., jest znakiem przystawania, to wówczas koniecznie speł­
nioną musi być zależność 

p (A, B, C, ... ) A p' (A', B', C', ... ). 

Zauważyć należy, że dla prostych skośnych pip' owe szeregi muszą 
być (ust. 18) zawsze perspektywiczne. 

Szeregi (p) i (p') są tylko szczególnym przypadkiem „szere­
gów podobnych", gdyż punktowi niewłaściwemu Poo podstawy p 
podporządkowany jest (po dokonariem przesunięciu) również 
punkt niewłaściwy P'00 na podstawie p'. 

Szeregi p (A, B, C, ... ) uważajmy za układ „sztywny", a ele­
ment np. A tego szeregu za punkt stały (nieruchomy). Obróćmy 
prostą p około punktu A jako środka tak, aby po dokonanym 
obrocie (ryc. 27) zajęła nowe położenie p'. Równocześnie po­
szczególne punkty B, C, ... ,,sztywnego" szeregu ( p) zajmą na 
podstawie p' nowe położenia B', C', ... , przyczem zachowane będą 
równości odcinków: AB = AB', AC = AC', ... , BC = B'C', ... Wno­
simy stąd, że szeregi (p) i (p') są przystające i jednokreślne. 

P' 
C' 

B C 
p 

Ponieważ jednak punkt 
A = pp' przecięcia się ich 
podstaw jest elementem 
zjednoczonym A = A', 
przeto (ust. 18) są one 
szeregami perspekty­
wicznemi. 

Ryc. 'Xl. W szczególnym przy­
padku wykonać możemy 

obrót szeregu p (A, B, C, . .. ) dokoła punktu A o kąt 180°, otrzymu­
jąc (ryc. 27) na podstawie p nowy szereg punktów p (A"= A, B" 
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C", ... ). Uzyskaliśmy tedy dwa przystające i rzutowe szeregi punk­
tów o wspólnej podstawie p. Szeregi te są „hiperboliczne", gdyż 
(ust. 15) posiadają dwa (r.zeczywiste i różne od siebie) punkty 
zjednoczone A= A" i Poo = P"oo• Punkty homologiczne B i B", 
C i C", ... tych szeregów są s y metrycznie ułożone względem 
właściwego punktu zjednoczonego A= A". 

Przesuf1my teraz prostą p po niej samej tak, aby punkt 
A zajął (ryc. 27) nowe położenie A0• Równocześnie punkty B, 
C, ... ,,sztywnego" szeregu (p) zjednoczą się odpow. z punktami 
B0, c0, ••• ' przyczem AB = A0B0, AC = A°C0, ••• ' BC = B°C0, • .. 

:Na wspólnej podstawie p otrzymamy dwa przystające i rzu­
towe szeregi punktów p (A, B, C, .. . ) i p (A0, B 0, C0, ••• ), które po­
siadają dwa punkty zjednoczone, schodzące się w punkcie nie­
właściwym P00 = P!; szeregi te są zatem (ust. 15) szeregami 
,,parabolicznemi". 

Szeregi p (A, ... ) ,......., p (A0, ••• ) o wspólnej podstawie właści­

wej p nazywać będziemy szeregami wprost przystającemi lub 
,, wprost równemi". Ta to miast szeregi p (A, ... ) ~ p (A", ... ) o wspól­
nej podstawie właściwej p nazywać będziemy szeregami odwrot­
nie przyslającemi lub „odwrotnie równemi". Te dwa przypadki 
przystających szeregów odróżniać też można 1) jako „równość 

prostą" i „równość odwrotną" . 

Zanim zdefinjujemy przystawanie dwóch ' szeregów punk­
tów o podstawach „niewłaściwych", zajmiemy się najpierw przy­
stawaniem pęków prostych i pęków płaszczyzn. 

Dany pęk prostych P(a, 
b, c, ... )w, o wierzchołku wła­

ściwym P i płaszczyźnie pod­
stawowej w, uważajmy za u­
kład „sztywny" i przesuńmy 
go (wzgl. obróćmy go) w no­
we położenie P'(a', b', c', ... )w'. 
Pęki prostych (P) i (P'), dla 
których zachodzą równości 

kątów: ab= a'b', ac= a'c', ... , 
be = b'c', ... , nazywać będzie­
my pękami p r z y s t aj ą ce mi 
1 ub r ó w n em i. 

Dany pęk płaszczyzn 

p (a, (3, y, .. . ), o osi właściwej p, 
uważajmy za układ „sztywny" 
i przesuńmy (wzgl. obróćmy) 
go w nowe położenie p' ( a', (3', 
y', .. . ). Pęki płaszczyzn (p )i (p'), 
dla których zachodzą równo­
ści kątów: a(3 = a'(3', ay = a'y', ... , 
(3 y = (3'y', . .. , nazywać będzie­
my pękami p r z y staj ą ce mi 
1 ub r ó w n e mi. 

1) Porównaj F. Enriques: Wykłady geometrji rzutowej, Warszawa 1917, 
str. 100. 
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Ponieważ dla pęków prostych (P) ='. (P') zachodzą relacje: 

sin ac sin ad 

sin be · sin bd 

sin a' c' sin a' d' . 
-==: __ czyh (abcd) = (a'b'c'd'), 
sin b' c' sin b' d' 

przeto z poprzednio dowiedzionego twierdzenia wynika, że owe 
pęki prostych są rzutowe. Te same uwagi stosują się oczy­
wiście do przystających pęków płaszczyzn ( p) i (p'). Z zależ­
ności przystawania l)ęków prostych (wzgl. płaszczyzn) 

P(a,b,c, ... )(,) ~ P'(a',b',c', ... )w', 

wynika zatem zavi'sze jedno­
kreślność 

p (a, (J, y, .. . ) ._, p' (a', (J', y', .. . ) 
wynika zatem zawsze jedno­
kreślność 

P (a, b, c, ... )<,) \ P' (a', b', c', ... )u/. p (a, (J, y, .. . ) /\ p' (a', (J', y', .. . ). 

Pęki płaszczyzn (p) ::::-- (p') mogą być (ust. 18) perspektywiczne, 
gdy: 1) osie p i p' tych pęków są prostemi skośnemi; 2) osie p i p' wyzna­
czają płaszczyznę zjednoczoną pp'= c = c' owych pęków. - Natomiast pęki 
prostych (P) r::,--, (P') mogą być perspektywiczne, gdy: 1) pęk (PJ przesuniemy 
w płaszczyźnie podstawowej w tak, że wierzchołek P przesunie się po pro­
stej np. a, a pozostałe elementy b, c, ... zajmą nowe położenia b' li b, c' lic, ... ; 
2) pęk (P)uJ jako układ „sztywny" obrócimy dokoła prostej nieruchomej np. 
a tego pęku tak, że płaszczyzna podstawowa <.u zajmie nowe położenie u/. 

Skoro dokonamy obrotu pęku (P)c,J dokoła prostej a (bę­

dącej elementem tego pęku) o kąt 180°, to wówczas (ryc. 28), 
otrzymamy dwa przystające i rzutowe pęki prostych 

P(a, b, c, ... )u) ~ P(a" = a, b", c", ... ),,) 

o wspólnym wierzchołku właściwym P i o wspólnej płaszczyźnie 
podstawowej w. Proste homologiczne b i b", c i c", ... tych pę:­

ków są s y metrycznie ułożone względem osi obrotu a. Po­
nieważ prosta a= a" jest jednym elementem zjednoczonym 
a prosta e J_ a jest drugim elementem zjednoczonym e = e" 
tych pęków, przeto (ust. 16) owe pęki są „hiperboliczne". 

C 

Ryc. 28. 

We wspólnym wierzchołku P uwa­
żanych pęków prostych (ryc. 28) popro­
wadźmy prostą w prostopadłą do pła­

szczyzny podstawowej w. Z owej pro­
stej w rzućmy te pęki prostych (ust. 3), 
to - jak z łatwością stwierdzimy -
otrzymamy dwa przystające i rzutowe 
pęki płaszczyzn o wspólnej osi w 

w (a, (J, y, .. . ) ~ w (a" = a, (J", y", .. . ). 

Płaszczyzny homologiczne (J i (J", y i y",... tych pęków są s y­
. metrycznie ułożone względem płaszczyzny a = a". Ponieważ 
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płaszczyzna a = a" i płaszczyzna do niej prostopadła s = s" 
są elementami zjednoczonemi, przeto (ust. 16) uważane pęki 
płaszczyzn są „hiperboliczne'. 

Pęk prostych P (a, b, c, ... ) w, o wierzchołku w_łaściwym P, 
obróćmy (jako układ sztywny) w płaszczyźnie podstawowej w 

dokoła wierzchołka .P tak, aby element a zajął nowe położenie 
a0, różne od prostej a. Otrzymany po tym obrocie pęk P (a0, b0, 
c0, ••• )w jest przystający i rzutowy względem pęku P (a, b, .. . )co. 
Pęki prostych 

p ( a, b, c, ... )w ~ p ( a0, b0, c0, •• • )w 

o wspólnym wierzchołku właściwym P i wspólnej płaszczyźnie 

podstawowej w, nie posiadają wcale rzeczywistych prostych 
zjednoczonych i są (ust. 16) zatem pękami „eliptycznemi". 

Skoro owe pęki prostych rzucimy z prostej w, poprowa­
dzonej w wierzchołku P prostopadle do płaszczyzny w, to otrzy­
mamy wówczas dwa przystające i rzutowe pęki płaszczyzn 

o wspólnej osi w 
w ( a, (3, y, .. . ) ::::::--:'. w ( ao, (30, yo, ... ), 

które nie posiadają wcale rzeczywistych płaszczyzn zjednoczo­
nych i są pękami „eliptycznemi". Do tego samego wyniku doj­
dziemy, gdy dany pęk w(~, (3, y, .. . ) uważać będziemy za układ 
,,sztywny" i obrócimy go dokoła osi właściwej w w nowe po-
i- • • ( O RO O ' 1ozenie w a , ~ , y , .. . ). 

Pęki prostych 

P (a, .. . )u) .__, P (a", .. . )w 

o wspólnym wierzchołku wła­
ściwym i wspólnej płaszczyź­
nie podstawowej, nazywać bę­
dziemy pękami odwrotnie 
przystającemi lub „od­
wrotnie równemi". 

Pęki prostych 

P(a, .. . )c,J ':'--' P(a0, .. . )co 

o wspólnym wierzchołku wła­
ściwym i wspólnej płaszczyź­

nie podstawowej, nazywać bę­
dziemy pękami wprost przy­
st aj ą ce mi lub „wprostrów­
nemi". 

Pęki płaszczyzn 

w ( a, ... ) ,......., w (a", ... ) 

o wspólnej osi właściwej w 
nazywać będziemy pękami od­
wrotnie przystającemi 
lub „odwrotnie równemi". 

Pęki płaszczyzn 

w (a, ... ),...._, w (a0, •. . ) 

o wspólnej osi właściwej w 
nazywać będziemy pękami 

wprost przystającemi 

lub „ wprost równemi". 
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Dany pęk prostych P (a, b, c, ... )w o wierzchołku właściwym 
P uważajmy za układ sztywny. W płaszczyźnie w wykonajmy 
taki ruch pęku (P), aby wierzchołek jego zajął nowe położe­

nie P1, a poszczególne elementy jego zajęły nowe położenia 
a1 /I a, b1 li b, . .. Następnie otrzymany w ten sposób pęk prostych 
P1 (a11 b1, c1, .. . )w obróćmy (jako układ sztywny) w płaszczyźnie 
w dokoła wierzchołka P1 w nowe położenie P1 (a2 , b2 , c2 , ••• ) w. 

Dwa przystające i rzutowe pęki prostych 

p (a, b, c, .. . )w,...._, P1 (a2, b2, C2, .. . )w 

o różnych wierzchołkach P, P1 i o wspólnej płaszczyźnie pod­
stawowej w, nazywać będziemy pękami wprost przystającemi lub 
,, wprost równe mi". 

Otrzymany poprzednio pęk P1 (a1, b11 c1, ... )w obróćmy teraz 
dokoła prostej a1 o kąt 180°, to uzyskamy nowy pęk P 1 (a3 = a1, 

b3, c3, ••• ) w. Pęki prostych przystające i rzutowe 

P(a, b, c, .. . )w,...._, P 1 (a8, b3, C3 , ••• )w 

o różnych wierzchołkach P, P1 i o wspólnej płaszczyźnie pod­
stawowej w, nazywać będziemy pękami odwrotnie przystającemi 
lub „odwrotnie równemi". 

Skoro dan~e pęki pro­
tych 
P (a, b, .. . )w,...._, P' (a', b', .. . )w' 

przetniemy płaszczyzną nie­
właściwą a oo, to (ust. 3 i 11) 
otrzymane rzutowe szeregi 
punktów 
S 00 (A 00) B oo,, .. ) /\ s' 00 (A' oo, B' oo, ... ) 
o podstawach niewłaściwych 

Soo = Wa oo i S'oo = w'aoo, na-
zywać będziemy szeregami 
prz ystaj ącemi lub rów­
ne mi. 

Skoro dwa dane przy­
stające pęki prostych, o wspól­
nym wierzchołku P i wspól­
nej płaszczyźnie podstawowej 
w, które są: · a) wprost przy­
stające, b) odwrotnie przysta­
jące - przetniemy prostą nie-

Skoro dane pęki pła­

szczyzn 
p (a, (3, .. . ) ,...._, p' (a', (3', .. . ) 

przetniemy płaszczyzną nie­
właściwą a oo, to otrzymane 
rzutowe pęki prostych nie­
właściwych 

S oo ( a :x)' b oo, ... ) /\ S' oo ( a'oo, b' oo, ... ) 
o wierzchołkach S oo = pa oo 
i S'oo = p'a oo nazywać będzie­
my pękami przystaj ącemi 
lub r ó w n e m i. 

Skoro dwa dane przysta­
jące pęki płaszczyzn o wspól­
nej osi p, które są : a) wprost 
przystające, b)odwrótnie przy­
stające - przetniemy pła­

szczyzną niewłaściwą a oo, to 
otrzymamy : dwa pęki pro-
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właściwą s oo (płaszczyzny w), 
to 1) otrzymamy: dwa szeregi 
punktów niewłaściwych 

a) wprost przystające, 
b) odwrotnie przystające. 

stych niewłaściwych o wspól­
nym wierzchołku 

a) wprost przystające, 
b) odwrotnie przystające. 

Z rozważań niniejszego ustępu wynika prawdziwość twier­
dzenia, odnoszącego się tak do utworów właściwych, jak rów­
nież i do utworów nimvlaściwych, a mianowicie: 

Dwa przystające utwory zasadnicze gatunku 1-go są ::aws::e 
utworami rzutowemi. 

21. Potęga pęków rzutowych. Weźmy pod u ,vagę dwa per­
spektywiczne pęki prostych W 1 (a11 b1, c1, • •• ) i W2 (a2 = a11 b2, c2,. •• ), 

które są (ryc. 29) rzutami szeregu punktów p (A .. , B, C; . .. ). Na 
cięciwie W1 W2 zakreślmy koło k, którego środek S leży na pod-
tawie p, oraz wyznaczmy punkty Ni M przecięcia się tego kola 

z prostą p. Proste 11 1 = W1N i n2 = W2N, jak również m1 = W1M 
i m2 = W2M są oczywiście elementarni homologicznemi per­
spektywicznych pęków ( W1) i ( W2 ) . Ponieważ nad to spełnione 

są warunki prostopadłości : 

n1 J_ m 1 i n2 J_ m2, przeto: 
Dwa perspektywiczne pęki 
prostych ( o wierzchołkach 

właściwych) posiadają tę 

własność, że w każdym 

z tych pęków ·istnieje jedna 
i tylko jedna para takich 
prostych wzajemnie prosto- Ryc. 29_ 

padłych, której podporząd-
kowaną jest w drugim pęku również para prostych prosto­
padłych. 

Uwaga: Gdyby prosta p ,ryc. 29) była symetralną odcinka W1 W2, to 
każdej parze prostych prostopadłych pęku ( W1 ) odpowiadałaby zawsze 
para prostych prostopadłych w pęku ( W2) . Owe pęki perspektywiczne byłyby 
wówczas (ust. 20) pękami przystaj ącemi. 

Pęk prostych ( W2) uważajmy za układ sztywny i prze­
suńmy go w novrn położenie lV'2 (a'-2, b'2, c'2 , ... ). Z łańcucha pę­

ków ( W1) A (W2) ,___, (W'2) i rozważań ust. 20 wynika jednokreśl­

ność pęków prostych 
W 1 (a11 b11 c11 •• • , 111, rr11, •• • ) A W'2 (a'2, b'2, c'2, .. . , 11'2, m'2 ... ), 

----
1) F. Enriques, 1. c. 
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przyczem parze prostych n1 J_ 1111 pierwszego pęku podporząd­
kowana jest para prostych n.'2 J_ 111'2 w pęku drugim 1). 

W wierzchołku W1 wykreślmy prostą s1 prostopadłą do 
płaszczyzny podstawowej pęku ( H,\), a w wierzchołku W'2 pro­
stą s'2 prostopadłą do płaszczyzny podstawowej pęku (W'2). 

Skoro rzucimy z prostej s1 pęk prostych (Tł\), a z prostej s' 2 

pęk ( W' 2), to otrzymane w ten sposób pęki płaszczyzn o osiach 
s1 i s' 2 są jednokreślne : 

S1 (a1, /31, Y1, ... , V1, µ1, ..• ) (\ s'2(a'2, /3'2, Y1

2,·••) 1112, 1t'2,· .. ). 

Płaszczyznom wzajemnie prostopadłym v1 = s1n.1 i µ 1 = s1m1 

pęku (s1) odpowiadają w pęku (s'2) dwie płaszczyzny prosto­
padle v'2 = s'2 n'2 i fl' 2 = s'2 m'2. 

Nie uwzględniając pęków „rzutowych i przystających", 

w których każ dej parze elementów do siebie prostopadłych 

w jednym pęku podporządkowane są w pęku drugim też ele­
menty wzajemnie prostopadle wypowiedzieć możemy nastę­

pujące twierdzenia : 

Dwa rzutowe pęki pro­
stych ( o wierzchołkach wła­

ściwych) posiadają tę własność, 

że w każdym ,: tych pęków 
istnieje jedna ·i tylko jedna 
para takich prostych wzajem­
nie prostopadłych, której pod­
porządkowana jest w drugim 
pęku równiez para prostych 
do siebie prostopadłych. 

Dwa rzutowe pęki pła­
szczyzn ( o osiach właściwych) 
posiadają tę własność, ze w każ­
dym ,: tych pęków istnieje jed­
na i tylko jedna para takich 
płaszczyzn wzajemnie prosto­
padłych, której podpor::qdko­
wana jest w drngim pęku rów­
nież para płaszczyzn do siebie 
proslopadły,ch. 

Dla jednokreślnych pęków prostych ( W1) i ( W'2) zachodzą 

(ust. 11) równości dwustosunków (a1 b1 n1 1111) = (a'2 b'2 n'2 m'2) lub 

sina1n1 . sina1m1 _ sina'2n'2 . sina'2m'2 
sin b1 n1 · sin b1 m1 - sin b' 2n' 2 · sin b' 2m' 2 

Ponieważ proste n1 i m1 pęku ( JV1), oraz proste n' 2 i m' 2 

pęku (W'2) tworzą dwie pary prostych wzajemnie prostopad­
łych: n.1 J_ m1 i n'2 J_ m'2 , przeto zachodzą relacje (ust. 10) na­
tępujące: 

cos n1 m1 = O, sin n1 m1 = + 1 
cos n'2 m'2 = O, sin n'2m'2 = --t- 1 

1) Porównaj Dr. M. Ła:arski, l. c. Tom I, str. 8. 
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21. Potęga pęków rzutowych. 

sin a1 m 1 = sin ( a1 n1 + n1 m1) = sin a1 n1 . cos n1 1111 + 
+ cos a1 n1 . sin n1 m1 = cos a1 n1 . sin n1 m1. 

~famy tedy: 

~in a1 m1 = cos a1 n1 . sin n1 m1, oraz dalsz związki 

"in li; m1 = cos b1 n1 . sin n1 m~ 

"in a'2 n'2 = cos a'2 n1'2 • sin n'2 m'2 

sin b'2 n'2 = cos b'2 111'2 . sin n'2 m'2• 

97 

Podstawiając powyższe wartości w dwustosunkach (a1 b1 n 1 m1) = 
= (a'2 b'2 n'2 m'2), otrzymamy: 

si~ a1~ . cos a1 n1 . sin n1 m1 _ cos ct;iri' 2 . sin i1;~ . sin a' 2 m' 2 

sin b1 n1 • cos b1 n1 . sin n1 m1 cos b'2 m'2 . sin n'2 m'2 · sin b'2 m'2 

lub sin~: sin~ = sin !!i3_: sin~ 
cos a1 n1 cos b1 n1 cos b' 2 m' 2 cos a' 2 m' 2 

czy li tg a1 n1 : tg b1 n1 = tg b' 2 m' 2 : tg a' 2 m' 2 

więc ostatecznie: 

tg a1 n1 . tg a'2 m'2 = tg b1 n1 • tg b'2 m'2 . 

Zauważyć musimy, że syrn bol a1 n1 oznacza (ust. 10) jeden z cz te­
r e c h kątów, określonych przez proste a1 i n1 pęku ( W1 ). Jeżeli jeden z tych 
kątów oznaczymy przeze, to kąt przyległy jest równy kątowi (e - 180°); dwa 
pozostałe kąty są kątami wierzchołkowerni względem kątów s i (e - 180°). 
Dla tych kątów zachodzi oczywiście równość: tg s = tg (s - 180°). Powyższe 

uwagi stosują się też do pozostałych kątów a' 2 m' 2, b1 n1 i b' 2 m' 2• 

Gdybyśmy w miejsce prostych homologicznych b1 i b'2 przy­
jęli w pękach (W1) /\ (W'2) proste odpowiadające sobie c1 i c:2, 

to wówczas z równości dwustosunków (a1 c1 n1 m1) = (a'2 c'2 n'2 m'2) 

otrzymalibyśmy iloczyn: tg a1 n1 . tg a'2 m'2 = tg c 1 n 1 . tg c'2 m'2. 

Wnosimy stąd, że iloczyn tangensów (stycznych trygonome­
trycznych) 

tg a1 n1 . tg a'2 m'2 = tg b1 n1 . tg b'2 m'2 = tg c1 n1 . tg c'2 m'2 = ... 
jest liczbą stalą dla jednokreślnych pęków 1) prostych ( W1) i ( W' 2). 

Przejdźmy teraz do rzutowych pęków płaszczyzn (s1) i (s'2). 

Ponieważ między pękami (s1) I\ (W1) i (s'2) /\ (W'2) zachodzą 
równości kątów: 

a'2 µ'2 = a'2 n1'2 ~'2µ'2 = b'2n1'2 r'2µ'2 = c'2 m'2 
----

1) Dr. M. Łazarski: 1. c. I, str. 10. 

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 7 
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przeto_ iloczyn tangensów 

tg a1 111 • tg a' 2 µ,' 2 = tg (31 V1 • tg (3' 2 µ,' 2 = tg Y 1 111 • tg y' 2 µ,' 2 = · · · 
jest liczbą stałą . 

Skoro w dwóch rzuto­
wych pękach prostych ( W1) 

i ( W' 2) elementom n1 J_ m1 pę­

ku ( W1) podporządkowane są 

w pęku ( W' 2) proste n' 2 J_ m' 2, 

to dla dowolnej pary homolo­
gicznych prostych a1 i a'2 tych 
pęków iloczyn : 

tg .a1 n1 • tga'2 m'2 

. jest liczbą stalą . 

Skoro w dwóch rzuto­
wych pękach płaszczyzn (s1) 

i (s'2 ) elementom v1 J_ µ,1 pę­

ku (s1) podporządkowane są 

w pęku (s'2) płaszczyzny v'2 J_ 

J_ µ,' 2, to dla dowolnej pary 
homologicznych płaszczyzn a1 

a' 2 tych pęków iloczyn: 

tg a1 v 1 . tg a'2 µ,'2 

jest liczbą stalą. 

Powyższy iloczyn naz wam 1 olę q. uważanych jedno-
kreślnych pęków prostych (wzgl. płaszczyzn) . 

22. Elementy zjednoczone pęków rzutowych o wspólnym 
wierzchołku (wzgl. o wspólnej osi). Niechaj dane będą dwa jed­

·nokreślne pęki prostych 

W(a1, bi, Ci,••·, n11 n1i,• • -)w /\ W(a2, b2, c 2, ... , n 2, m 2, ... )c,J 

o wspólnym wierzchołku właściwym W i o wspólnej płaszczyź­
nie podstawowej w. Niechaj prostym wzajemnie prostopadłym 
n1 J_ m1 pierwszego pęku podporządkowane będą (ust. 21) pro­
ste n2 J_ m2 w pęku drugim. Potęga tych pęków rzutowych wy­
razi się wówczas iloczynem 

tg a1 n1 . tg a2 m2 = c0 

gdzie c0 jest liczbą stalą. 
Zbadamy teraz (ust. 16, uwaga), czy omawiane pęki pro­

stych posiadają proste zjednoqzone. Skoro przez e oznaczymy 
prostą zjednoczoną e1 = e2 tych pęków o wspólnym wierzchołku 
;w, to dla ich potęgi otrzymamy relację: 

tg e1 n1 . tg e2 m2 = tg en1 • tg em2 = c0. 

Ponieważ kąt em2 = en1 + n1 m2, gdzie n1 m2 oznacza st a ly kąt, 
określony prostemi n1 i m2 przyjętych pęków rzuto,Yych, przeto 
po uwzględnieniu równo~ci 

1
) Porównaj R. Sturm, l. c. I. str. 70. 
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dochodzimy do związku 

tg en1 • (tg en1 + tg n1 m2) = c0 (1 - tg en1 . tg n~ m2) 

lub tg2 en1 + (1 + c0) • tg n1 m 2 . tg en1 . c0• 

Otrzymaliśmy tedy 1) równanie drugiego stopnia o jednej 
zmiennej tg en11 gdzie en1 oznacza jeden z czterech kątów okre­
ślonych szukaną (nieznaną) prostą zjednoczoną e i danym ele-· 
mentem n1. Jeżeli jeden z tych kątów oznaczymy przez s, to kąt 
przyległy jest równy kątowi (e - 180°); dwa pozostałe kąty są 
kątami wierzchołkowemi względem kątów ci (e - 180°J. Ponie­
waż tg c = tg(e - 180°), przeto funkcji tg en1 podporządkowana 

jest jedna i tylko jedna prosta e. Z powyższego równania 
wynika, że 

t - - (1 + c0) • tg n1 m2 + g en1 = -

Zależnie od tego, czy wyrażenie: (1 + ci . tg 
2 

n1 m2 + 4 c0 jest 
większe od zera, równe zeru, czy też mniejsze od zera - oma­
wiane równanie 2-go stopnia posiada: a) dwa pierwiastki rze­
czywiste i różne od siebie; b) dwa pierwiastki rzeczywiste i równe 
sobie; c) ·dwa · pierwiastki zespolone sprzężone. Kążdemu pier­
wiastkowi podporządkowana jest jedna i tylko jedna pro­
sta e w pękach o wspólnym wierzchołku W. Dla pierwiastka 
,,rzeczywistego" podporządkowaną mu prostą e nazywać bę­

dziemy prostą rzeczywistą; natomiast dla pierwiastka „zespolo­
nego" podporządkowany mu element e nazwiemy prostą urojoną. 
Dwom pierwiastkom „zespolonym sprzężonym" podporządko­

wane są dwie proste w pękach o wierzchołku ( W), które nazy­
wać będziemy prostemi urojonemż sprzężonemż. 

Uważane pęki prostych posiadają zatem w przypadku: 
a) dwie rzeczywiste i różne od siebie proste zjednoczone e = 
= e1 = e2 i f' = [1 = f~; b) dwie proste zjednoczone i nakrywa­
jące ię na jednej prost j e = f; c) dwie zjednoczone proste 
urojone sprzężone. 

W sposób zupełnie analogiczny, korzystając z potęgi jed­
nokreślnych pęków płaszczyzn o wspólnej osi, wykazać możemy, 
że te pęki posiadają: a) dwie rzeczywiste i różne od siebie pła­
szczyzny zjednoczone e = s1 == s2 1 cp = cp1 = cp2 ; b) dwie pła-

1) Porównaj rozważania w ust. 15. 
* 
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szczyzny zjednoczone i nakrywające się na jednej płaszczyźnie 
E = <p; c) dwie zjednoczone płaszczyzny urojone sprzężone. -
Powyższe zależności w formie twierdzeń wypisane są już w ust. 16. 

Niechaj dane będą dwa jednokreślne i hiperboliczne pęki 
prostych 

W(a1, b1, Ci, . .. , n1, n11, ... )u> I\ W(a2, b2, c2, •.. , n 2, m2, .. },> 

o wspólnym wierzchołku W i wspólnej płaszczyźnie podstawo­
wej w. Dla prostych zjednoczonych (rzeczywistych) e1 = e2 = e 
i /~ = {2 = f, oraz dwóch par prostych homologicznych a1 i a2, 

b1 i b2 , tych pęków zachodzi (ust. 11) równość dwustosunków: 

(eif~a1b1) = (ed2 a2b2) lub (efa1b1) = (e/a2b2) czyli 

sin eii;_ . sin eb1 _ sin e<i; . sin eb2 . sin ea1 • sin eci; _ sin eb1 . sin eb2 

sin fa
1 

• sinfb1 - sin fa 2 • sin fb/ sin fa1 • sin fa 2 - sinfb1 · sin fb2 · 

Dochodzimy tedy do równości: (efa1a2) = (efb1b2). Zamiast ele­
mentów b1 i b2, weźmy pod uwagę proste homologiczne c1 i c2 ; 

wykażemy wówczas, że dw~stosunek (efa1a2 ) = (e[c1c2), czy]i in­
nemi słowy: dwustosunek (efa1a2) jest liczbą stałą. 

Celem wyznaczenia owej stałej liczby, weźmy pod uwagę 
tę parę prostych prostopadłych n1 J__ m1 pęku pierwszego, któ­
rej w drugim pęku podporządkowana jest (ust. 21) również para 
prostych prostopadłych n2 J__ m2. Wprowadzając oznaczenia dla 
kątów: 

a1 n1 = a en1 = y n1 m2 = E 

a2 n1 = (3 f n1 = o 
..... (1) 

otrzymamy dla kąta ea1 = en1 + n1 a1 = en1 - a1 n1 = y - a 
dalszych kątów związki: 

ea1 = y - a, ea2 = y - (3, fa1 = o - a, fa 2 = o - {3 

a dla dwustosunku (efa1a2 ) wartość 

(efa
1
a

2
) = s~n §: s~n §_ = s~n (y - a) : s~n (y - (3) = 

- smfa1 smfa2 sm(o--a) sm(o-(3) 
_ sin (y - a) . sin ( o - (3) _ 
- sin ( a - a) . sin (y - (3) -

( sin y . cos a - cos y . sin a) ( sin o . cos (3 - cos o . sin (3) 
= ( sin o . cos a - cos o . sin a) (siny . cos (3 - cos y . sin (3) · 

Po uwzględnieniu równości: 
. tgw 1 

sin v, = ---;::::==========, cos '1/J = ---;:::====-V 1 + tg2 v} v i + tg2 v1 
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otrzymamy ostatecznie zależność następującą 

( tg y - tg a) ( tg o - tg /3) 
(e1a a) -1' 1 2 - ( tg o - tg a) ( tg y - tg /3) 

..... (2). 

l: a początku tego ustępu wykazaliśmy, że dla prostych zjedno­
czonych e i f uważanych pęków mamy związki: 

tgen1 = ! [-(1 + Co). tg n1m2 + {c1 + col -tg 2
~ + 4co] 

tgfn1 = ½ [- (1 + c0). tg n; m2 - J/ (1 + c0)
2

• tg 2 n1 m2 + 4 c0]. 

Wprowadzając oznaczenia: 

- (1 + c0) • tg n 1 m 2 = - (1 + c0 ) • tg E = s0 

.f 2 2- ./2 
V (1 + c0 ) • tg n1 m2 + 4 c0 = V s0 + 4 c0 = R0 

..... (3) 

oraz uwzględniając równości pod (1), otrzymamy dla tg en1 

i tg 7 n~ wartości : 

tgy = ½ (s0 + R0), tg 6 = ½(s0 - Ro)­

Równanie (2) przedstawimy zatem w postaci 

. ( ½ s0 + ! R0 - tg a) ( ½ s0 - ½ R0 - tg /3) 
( ef a1 a2) = 1 1 . 1 1 · 

· ( 2 s0 - 2 R0 - tga) (2 s0 + 2 R0 - tg/3) 

Mnożąc licznik i mianownik przez 2, oraz podstawiając wartość 
za s~ - R~ =- - 4 c0, dochodzimy (po wykonaniu zaznaczonych 
działań) do równości: 

( 
r. ) _ 2 tg a . tg (3 - s0 ( tg a + tg /3) - 2 c0 + R0 ( tg a - tg (3) e1 a1 a') - -=----~-----'----'-=-----=-'--'--------=----. 

- 2 tg a. tg (3 - s0 (tg a + tg (3) - 2 c0 - R0 (tg a - tg /3) 

koro za potęgę c0 (ust. 21) badanych pęków prostych podsta­
wimy wartość 

c0 = tg a1 n1 . tg a2 m2 = tg a1 n1 . tg ( a2 n1 + n1 m2) = 

tg /3 + tg E 
= tg a . tg (/3 + E) = tg a • 1 _ tg /3 . tg E 

to wówczas wyrażenie 

2 tg a . tg (3 - s0 ( tg a + tg /3) - 2 c0 = 

( tg a - tg /3) tg E 
= 1 _ tg /3 . tg E • ( tg a . tg /3 + tg a . tg E + tg (3 . tg e - 1) = 

= ( tg a - tg /3) tg e · (tg a ( tg /3 + tg e) - ( 1 - tg p . tg e )] = 
1 - tg/3. tg E 
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( tg a - tg (J) . tg c [ tg a . tg ((3 + s) - 1] = 
= ( tg a - tg /3) . tg c . ( c0 - 1 ). 

Dla badanego dwustosunku otrzymujemy ostatecznie liczbę 

1 
r. ) ( tg a - tg /3) . tg E ( c0 - 1) + R0 ( tg a - tg /3) 

\ e, a1 a2 = ( tg a - tg /3) . tg E ( c0 - 1) - R0 ( tg a - tg /3) = 

_ (1 - C0) • tg c - Ro _ 
- (1 - c0).tgr + Ro - -

- (1 - c0) • tg n1-m~ - {(1 + c0)2 . tg 2 n;m; + 4 c0 

- (1 - c0). tg n1 m2 + V(1 + c0)2. tg 2 n1 m2 + 4 r0 

Powyższa licz ba jest „rzeczywistą" dla pęków hiper bo 1 i cz­
ny eh, gdyż (1 + c0) 2 • tg 2 n1 m2 + 4 c0 jest większe od zera. 

Skoro założymy, że: (1 + c0) 2 • tg 2 n1 m2 + 4 c0 = O, to wów­
czas dla par ab o lic z ny c h pęków prostych dwustosunek 
dwóch prostych zjednoczonych e = j' (nakrywających się) i pary 
prostych homologicznych a1, a2 wyraża się liczbą (eea1a2) = T 1. 

Jeżeli wreszcie (1 + c0) 2 • tg 2 n 1 m2 + 4 c0 jest mniejsze od 
zera, to dla eliptycznych pęków prostych dwustosunek (efa1a2 ) 

jest „liczbą zespoloną", gdyż V (1 + c0/. tg
2 n1 m2 + 4 c0 jest 

liczbą urojoną. 

Z dotychczasowych rozważań naszych wynika, że bez 
względu na to, czy marny pęki prostych hiperboliczne, parabo­
liczne, czy też eliptyczne - to dwustosunek (e/'a1a2) jest zawsze 
liczbą stalą. 

W sposób zupełnie analogiczny dowiedziemy, że: dla dwóch 
jednokreślnych pęków płaszczyzn o wspólnej osi - dwustosu­
nek (scpa1a2 ) dla dwóch płaszczyzn zjednoczonych s, cp i pary 
płaszczyzn homologicznych a1, a2 tycl} pęków jest również za­
wsze liczbą stalą. A zatem 1): 

Dwa rzutowe pęki pro­
stych, o wspólnym wierzchoł­
ku i o wspólnej plas::c::.yźnie 

podstawowej, posiadają tę wła­
sność, że: dwustosunek ich pro­
stych ::jednoczonych i dwóch 
prostych homologicznych jest 
liczbą stalą. 

Dwa rzutowe pęki pła­

szczyzn o wspólnej osi posia­
dają tę własność, że: dwusto-_ 
sunek ich płaszczyzn zjedno­
czonych i dwóch plas:czyzn ho­
mologicznych jest liczbą stałą. 

1) Należy porównać z analogicznem twierdzeniem ust. 15. 
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23. Rzutowość inwolucyjna utworów zasadniczych ga­
tunku 1-go. Dwa jednokreślne szeregi punktów p (A1, B1, C1, •• • ) 

i p (A2, B2, C2, ••• ) o wspólnej podstawie p posiadają (ust. 15) tę 

własność, że: dowolnemu punktowi N1 = A2 podstawy p, uwa­
żanemu za lement N1 pierwszego, wzgl. za element A2 dru­
giego zeregu, podporządkowane są w ogólności w owych sze­
r egach dwa różnf od siebie punkty N2 i A1. Zbadajmy teraz 
własności takich szeregów rzutowych o wspólnej podstawie p, 
w którychby pewnemu punktowi N1 = A2 podporządkowany 

był jeden i ten sam punkt N2 = A1 • 

Ponieważ rzutowość dwóch szeregów wyznaczają (ust. 17) 
trzy pary homologicznych punktów A1 i A2, B1 i n2, C1 i C2, 

przeto na wspólnej podstawie p obierzmy (ryc. 30) trzy dowolne 
punkty A1, B 1 i C1 pierwszego szeregu, 
oraz takie trzy punkty .-\2, B2 i C2 w sze- ~---o--f!__ 
regu drugim, że element A.2 = B1 i punkt C, C2 =D, 

B2 = A1. Dla jednokreślnych szeregów Hyc. :m. 

p(A.1, B1, C1,···) 1\ p(A2, B2, C2,···) 

o wspólnej podstawie p homologiczne punkty: A1 = B2 i „-12 = B1 

odpowiadają sobie w sposób podwójny (zamienny) i tworzą parę 
::amiennq, t. zn. punktowi A1 = B2, uważanemu za elenient pierw­
szego lub drugiego szeregu, podporządkowany jest w drugim, 
wzgl. w pierwszym szeregu jeden i ten sam. punkt A2 = B1• 

Celem z badania własności tych szeregów, obierzmy w pierw­
zym szeregu punkt D1 tak, aby się zjednoczył z elementem C2. 

Dla uważanych szeregów zachodzi (ust. 11) równość dwusto­
unk6w: 

(A1B1 C1D1) = (A2B2C2D2) czyli (A1B1C1D1) = (B1A1D1D2), 

a ponieważ (ust. 11) dla każdego dwustosunku zachodzi relacja 
(B1 A1D1D2) = (A1B1D2D1), przeto: 

(A
1
B

1
C

1
D

1
) = (A

1
B

1
D

2
D

1
) lub Aifl_ · A1D1 = A1D2 : A1D1 , 

B1C1 • B1D1 B1 D2 B
1
D

1 

A1C1 = A1D2 
B1C1 B1/J2 . 

czyli ostatecznie: 

Z rozważaf1 ust. 9 o równości stosunków podziału wynika 
jednak, że punkty C1 i D2 muszą się zjednoczyć. Wykazaliśmy 
tedy, że: przyjęcie j e d n ej „pary zamiennej" elementów ho­
mologicznych „41 = B2 i A2 = B1 w dwóch szeregach rzutowych 
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o wspólnej podstawie p, pociąga za sobą wystąpienie i drug ie j 
„p ary z am ie n n ej" punktów homologicznych G\ = D2 i C2 = D1 

w owych szeregach. Ponieważ jednak punkty C1 i C2 stanowią 

dowolną parę elementów homologicznych, przeto każ d a para 
punktów podporządkowanych sobie w owych szeregach rzuto­
wych odpowiada sobie w sposóp podwójny, tworząc parę z a­
m ie n n ą X1 = Y2 i X2 = Y1• A zatem : 

.leżeli w dwóch rzutowych szeregach punktów o wspólnef 
podstawie _jedna para elementów homologicznych jest ::,amienna. 
to wówczas ka?t-da pa1~a homologicznych punktów tych s::eregów 
jest parą zamienną. 

W podobny sposób wykazać możemy prawdziwość nastę­

pujących twierdzeń: 

Jeżeli w dwóch rzuto­
wych pękach prostych, o wspól­
nym wierzchołku i wspólnej 
płaszczyźniepodstawowej,j ed­
n a par a elementów homolo­
gicznych jest zamienna, to 
wówczas każda para homo­
logicznych prostych tych pę­
ków jest parą zamienną. 

Jeżeli w ct·wóch rzuto­
wych pękach płaszczyzn o 
wspólnej osi j e cl n a par a ele­
mentów homologicznych je t 
zamienna, to wówczas k a ż d a 
par a homologicznych pła­

szczyzn tych pęków jest parą 
zamienną. 

Poznaliśmy zatem (ust. 7) szczególny przypadek rzut o­
w ości, która występuje pomiędzy homologicznemi elementami 
dwóch jednokreślnych: a) szeregów pvnktów o wspólnej pod­
stawie p; b) pęków prostych o wspólnym wierzchołku W i wspól­
nej płaszczyźnie podstawowej w; c) pęków płaszczyzn o wspól­
nej osi l. Każda para homologicznych: a) punktów A.1 i A2r 

b) prostych a1 i a2, c) płaszczyzn a 1 i a 2 tych utworów rzuto­
wych odpowiada sobie w sposób podwójny (zamienny), tworząc 
p a r y z a m i en n e : a) A1 = B2 i A2 = Bi, b) a1 = b2 i a2 = b1, 

c) a 1 == (32 i a 2 = (31. Ten szczególny przypadek rzutowości zde­
finjujemy jako rzutowość inwolucyjną, wzgl. jednokreślność 1n­
wolucyjną lub wprost jako inwolucję. 

Powróćmy teraz do szeregów rzutowych 

p (Ai, B1, C1, Di, ... ) /\ p (A2, B2, C2, D-2., .. . ) 

o wspólnej podstawie pi o zamiennych parach punktów: A1 = B2 

i A2 = B 11 C1 = D2 i C2 =Di, ... , odpowiadających sobie w spo­
sób podwójny. Dla punktów homologicznych A1 = B2 i A.2 = B1 
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zbyteczne jest odróżnianie (za pośrednictwem znaczków 1 i 2) 
punktów, przynależnych do szeregu pierwszego lub do szeregu 
drugiego; dlatego też wprowadzamy dla tych punktów nowe 
oznaczenia: A i A'. N a oznaczenie badanych szeregów otrzy­
mamy wówczas symbol 

p (A, A', C, C 1 •• • ) /\ p (A', A, C', C, ... ), 

w którym elementy homologiczne 64 i A', C i C', ... oznaczają 

pary zamienne punktów, odpowiadających sobie w sposób po­
dwójny. Te dwa szeregi rzutowe uważać możemy wprost za 
j eden szereg, złożony z nieskończenie wielu par punktów 
A. i A', C i C', ... tego rodzaju, że każdy punkt podstawy p na­
leży do jednej i ty 1 ko j e d n ej pary. Taki szereg punktów 
o podstawie p nazywać będziemy szeregiem inwolucyj­
nym i oznaczać będziemy symbolem: 

p (A.A', CC', ... , XX', ... ). 

Omawiane szeregi punktów p ( A, A', C, C', ... ) A p (A', A, C', C, ... ) 
rzućmy z dowolnego punktu W, który nie przynależy do pod­
stawy p, to (ust. 3 i 7) z łańcucha utworów: 

W (a, a', c, c', ... ) /\ p (~4, A', C, C', ... ) ,\ p (A', A, C', C, ... ) /\ W (a',a, c·, c, ... ) 

wynika rzutowość pęków prostych 

vV (a, a', c, c·, ... ) 1\ W (a', a, c', c, ... ) 

o wspólnym wierzchołku W i wspólnej płaszczyźnie podstawo­
wej uJ = Wp. Proste homologiczne a = WA. i a'= W A', c = WC 
i c' = WC', ... tych pęków odpowiadają sobie w sposób podwójny 
(zamienny). Te dwa pęki rzutowe uważać możemy wprost za 
j eden pęk, złożony z nieskończenie wielu par prostych a i a', 
c i c', ... tego rodzaju, że każda prosta pęku ( W) należy do 
j e d n ej i ty 1 ko jednej pary. Taki pęk prostych o wierz­
chołku W nazywamy i n w o 1 u cy j ny m p ę k i em pro st y c h 
i oznaczamy symbolem : 

W ( aa', ce·, ... , xx', ... ). 

Powyższą zależność ująć możemy krótko w sposób następujący : 
Skoro szereg inwolucyjny p (AA', CC', ... ) rzucimy z punktu W 
(nie leżącego na podstawie p), to otrzymamy wówczas pęk in­
wolucyjny W (aa', ce', ... ). Utwory takie nazywać będziemy (por. 
ust. 6) perspektywicznemi, a związek ten wyrazimy za­
pomocą ymbolu: 

p (AA', CC', ... ) A W (aa', ce', ... ). 
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Jeżeli zamiast vunktu W, weźmiemy pod uwagę prostą w, 
skośną względem podstawy p, i z owej prostej rzucimy szereg 
inwolucyjny, to otrzymamy i n w o 1 u cy j ny pęk p 1 as z czy z n 
o osi w 

w ( aa', yy', .. . ) /\ p (AA', CC', ... ). 

Jeżeli prosta w przechodzi przez wierzchołek W, to ów inwolu­
cyjny pęk płaszczyzn spełnia też warunek perspektywiczności 
względem pęku prostych, a mianowicie : 

. w (aa', yy', .. . ) /\ W (aa', ce', ... ). 

Z dotychczasowych rozważaf1 naszych wynikają następu­

jące twierdzenia: 

Dwa rzLZtowe s::,eregi punktów o wspólnej podstawie, które 
posiadają jedną parę zamienną punktów homologicznych; tworzą 
szereg inwolucyjny. 

Dwa rzutowe pęki pro­
stych, o wspólnym wierzchoł­
ku i wspólnej płaszczyźnie 

podstawowej, które posiadają 
jedną parę zamienną pro­
stych homologicznych, tworzą 
i n w o 1 u c y j n y p ę k p r o­
sty C h. 

Dwa rzutowe pęki pła­

szczyzn o wspólnej osi, które 
posiadają jedną parę zamien­
ną płaszczyzn homologicznych, 
tworzą i n w o 1 u cy j ny p ę k 
p l a s z c z y z n. 

Ponieważ dwa szeregi punktów 

p (A., A', B, B', .. . ) /\ p (A', A, B', B, .. . ) 

tworzą szereg inwolucyjny, a rzutowość tych dwóch szeregów 
o wspólnej podstawie p wyznaczona jest (ust. 17) przez trzy 
pary homologicznych punktów: A i A', A' i A, B i !3', - przeto : 
dwie różne od siebie pary zamienne .A i A.', oraz B i B' okre­
ślają szereg inwolucyjny. To samo odnosi się oczywiście do in­
wolucyjnego pęku prostych (wzgl. płaszczyzn). Dochodzimy za­
tem do podstawowego twierdzenia: 

W ulwor=e zasadniczym gatunku 1-go istnieje jedna i tylko 
jedna rzulowość inwolucyjna, do której należą dwie dane (i różne 
od siebie) pary elementów homologicznych. 

24. Własności szeregów inwolucyjnych. Z uwagi na to, 
że szereg inwolucyjny punktów jest tylko szczególnym przy­
padkiem dwóch jednokreślnych szeregów o wspólnej podstawie, 
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przeto z rozważaf1 ust. 15 wynika bezpośrednio, że: szereg in­
wolucyjny posiada dwa „punkty zjednoczone" E = E' i F = F'. 
Owe punkty nazywać będziemy punktami podwójrremi sze-
regu inwolucyjnego. , 

Szereg inwolucyjny punktów posiada zaws::e dwa (rzeczy­
wiste lub urojone sprzężone) punkty podwójne. 

Inwolucyjne szeregi punktów nazywamy: hiperbol i cz­
n em i, parabolicznemi lub eliptycznemi zależnie od 
tego, czy (ust. 15) one posiadają: a) dwa rzeczywiste i różne 
od siebie punkty podwójne E = E' i F = F'; b) dwa rzeczy­
wi te i nakrywające się ze sobą punkty podwójne; c) dwa uro­
jone sprzężone punkty podwójne. Szereg inwolucyjny punktów 

p (AA', BB', . .. , SS'oo, .. . ) 

o podstawie właściwej p posiada nieskof1czenie wie'le par homo­
logicznych punktów: .A i A', B i B', ... , S i S'oo, ... tego rodzaju, 
że każdy punkt podstawy p należy (ust. 23) do jednej i ty 1 ko 
j e d n ej pary. Punkt S, który wraz z punktem niewłaściwym 
S'oo prostej p tworzy parę elementów homologicznych, nazywa­
my środkiem szeregu inwolucyjnego. 

Ponieważ uważany szereg inwolucyjny jest szczególnym 
przypadkiem dwóch rzutowych szeregów 

p (A, A', B, B', ... ' s, S'oo, ... ) /\ p (A', A, B', B, ... ' S'oo, s, .. . ) 
o wspólnej podstawie p, przeto w środkll S (ust. 14) zjednoczyły 
się obydwa punkty graniczne tych szeregów, a ich „potęga" 
·wyraża się iloczynem odcinków: 

AS . A'S = BS. B'S = ... = c0. 

Odcinki (o długościach skończonych) AS i A'S wyznaczają odle­
o'lości punktów homologicznych A i A' od wł a ś ci w e g o środka 

S szeregu inwolucyjnego. A zatem: 

Jeżeli środek szeregu inwolucyjnego jest punktem właściwym, 
Lo wówczas iloczyn odległości dwóch punktów homologicznych 
te90 szeregu od jego środka jest liczbą stałą. · 

Powyższy iloczyn nazywamy potęgą (lub cechą) uważa­

nego szeregu inwolucyjnego. 
Skoro punkty podwójne E = E' i F = F' szeregu inwo­

lucyjnego oznaczymy przez E0 i F0, to dla potęgi otrzymamy 
relację następującą: 
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Zależnie od tego, czy potęga c0 jest liczbą: a) dodatnią, b) równą 
zeru, c) ujemną, to uzyskane równanie stopnia drugiego po­
siada: a) dwa pierwiastki rzeczywiste i różne od siebie, b) dwa 
pierwiastki równe zeru, c) dwa pierwiastki urojone sprzężone. 

W pierwszym przypadku: szereg inwolucyjny hi per b o 1 i cz ny 
posiada dwa rzeczywiste punkty podwójne E0 i F0 s y metry cz­
n ie ułożone względem środka S, gdyż 

E0S = + v'·c0 i F0S = - Vrc0 • 

W przypadku b) szereg inwolucyjny par ab o lic z ny posiada 
dwa rzeczywiste punkty podwójne E0 j f~, n akry w aj ą ce si ę 

ze śr o d kie m S. Wreszcie w przypadku c) szereg inwolucyjny 
e 1 i pt y cz ny posiada dwa punkty podwójne urojone sprzężone. 

Dla szeregu inwolucyjnego parabolicznego potęga c0 wy­
raża się wzorem 

- - - - - -2 --2 
c0 = AS . A'S = BS . B'S = ... = E0S = F0S = O. 

Dla punktów .A, B, . . . szeregu parabolicznego, różnych od środka 
S, ich homologiczne punkty A .. ', B', . . . - jak to wynika z po­
wyższego równania - mus z ą się zjednoczyć ze środ­

kiem S. 
Dla szeregu inwolucyjnego hiperbol i cz n ego potęga 

c0 = AS . A' S jest liczbą dodatnią, przeto odcinki ( o długościach 
skończonych) AS i A'S posiadać muszą (ust. 9) zgodne znaki 
( + lub -) ; wnosimy stąd, że punkt S leży „zewnątrz" od­
cinka ( o długości skończonej) AA'. 

Dla szeregu inwolucyjnego el ip ty cz n ego potęga c0 = 
AS . A'S jest liczbą ujemną, przeto odcinki AS i A'S posiada(• 
muszą znaki przeciwne ; wnosimy stąd, że punkt S leży „ we­
wnątrz" odcinka AA'. 

Z relacji c0 = A.S . A'S = BS. B'S wynika, że: 

środek szeregu inwolucyjne­
go hip er b o 1 i c z n e g o leży 
zewnątrz każdego odcinka 
( o długości skończonej), któ­
rego punktami kof1eowemi są 
dwa homologiczne punkty te­
go szeregu. 

środek szeregu inwolucyjnego 
eliptycznego leży we­
wnątrz każdego odcinka ( o 
długości skof1czonej), którego 
punktami kof1cowemi są dwa 
homologiczne punkty tego 
sz„eregu. 

Powróćmy do ogólnego szeregu inwolucyjnego 
p (AA', BB', .. . , SS'oo,• .. ) 

o (rzeczywistych lub urojonych sprzężonych) punktach podwój-
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nych E0 = E = E' i F0 = F = F'. Ponieważ szereg inwolucyjny 
jest szczególnym przypadkiem dwóch jednokreślnych szeregów 
punktów o wspólnej podstawie p, przeto do niego stosuje się 

twierdzenie, podane na końcu ust. 15. Dwustosunek (E0 F0 AA') 
jest mianowicie liczbą stałą, a ponieważ punkty graniczne Z1 

i G2 schodzą się ze środkiem S, więc odcinek Z1 G2 = O, a war­
tość owego dwustosunku (ust. 15) równa się : 

(Eor~AA') = :z;c;-v~~ +~ - 2 VCo - V~ 
Z1 G:! + 1/ Z1 G2 

2 + 4 c0 T 2 V~ + V~ 
Dla szeregu inwolucyjnego hiperbolicznego lub eliptycznego 
jego potęga jest liczbą c0 > O lub c 0 < O, a dwustosunek 
(E0 F0 A A') = -1. Dla szeregu inwolucyjnego parabolicznego 
potęga c0 = O, a (na mocy ostatniego twierdzenia ust. 12) dwu­
--tosunek (E0 1--~ i L-l') = -1 również i . w położeniu granicznem, 
gdy punkty podwójne E0 i F0 zjednoczyły się z punktem A 
(wzgl. A'). A zatem: 

Dwa (rzeczywiste lub urojone sprzężone) punkty podwójne 
E0 i }~, ora:: dowolna para punktów homologicznych A i A' 
szeregu inwolucyjnego twor::ą grupę harmoniczną o stosunku 
( E0 F0 A A') = - 1. 

Środek S szeregu inwolucyjnego hiperbolicznego i jego punkt nie­
właściwy S'oo, oraz punkty podwójne E 0 i F0 tworzą grupę harmoniczną o sto­
sunku (E0 F0 SS'00J = - 1. Z ust. 12-go wynika, że: punkty E 0 i F 0 są syme­
trycznie ułożone względem środka S . 

Korzystając z powyższego twierdzenia, rozwiązać możemy 
następujące 

Zadanie 1: Dane są dwa rzeczywiste punkty podwójne E0 

i F
0 

szeregu inwolucyjnego; należy uzupełnić ów szereg hiper­
boliczny. 

Ro z wiąz a n ie: Celem uzupełnienia szeregu inwolucyj­
nego, musimy skonstruować pary homologicznych punktów : 
A i A', B i B', . .. tego szeregu. Ponieważ dwustosunek 

(E0 r;AA') = -1, 

przeto dla danego dowolnego punktu A skonstruujemy punkt 
A' z nim harmonicznie sprzężony w sposób, omówiony w ust. 
12 i ust. 13. 

Ządanie 2: Dane są punkt podwójny E0 , oraz para punk­
tów homologicznych A i A' szeregu inwolucyjnego hiperbolicz­
nego. Skonstruować należy środek S tego szeregu. 
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Rozwiązanie: Z warunku (E0 F0 A A') = -1 wyznaczy­
my drugi punkt podwójny F0 szeregu, a następnie środek S 
odcinka (o długości skończonej) E0F0 • Punkt S rozwiązuje za­
danie. 

Zadanie 3: Dane są dwie pary punktów homologicznych 
AA' i BB' szeregu inwolucyjnego. Należy skonstruować środek 
S oraz dalsze pary homologicznych punktów tego szeregu. 

Ro z w i ą z a n ie : N a cięciwach AA.' i BB' zakreślamy kola 
k1 i k2, przecinające się (ryc. 31 i 32) w dwóch punktach rze­
czywistych P 1 i P 2 • Wiadomo nam z geometrji elementarnej, że 
„oś pierwiastna" (potęgowa) P 1 P 2 jest miejscem geometrycznem 

p 

Ryc. 31. Hyc. 32. 

punktów, posiadających równe „potęgi" względem obydwu kół. 
Dla punktu S, przecięcia się prostej P1 P 2 z podstawą p szeregu 
inwolucyjnego, owe potęgi wyrażą się zapomocą wzoru : 

SA. SA'= SB. SB'. 

Ponieważ wzór ten jest identyczny z poprzednio wypisanym 
wzorem dla „potęgi" szeregu inwolucyjnego, przeto punkt S 
jest szukanym środkiem szeregu inwolucyjnego. 

Z punktu S wy kreślmy (ryc. 32) styczną S 1 do kola k1 

(lub k2) i odłóżmy na podstawie podcinki SE0 = f~S = S 1. Uzy­
skane punkty' E0 i f~ są punktami podwójnemi szeregu hiper­
bolicznego, gdyż spełniona jest relacja: 

-2 __ ') . _ ') - - - -
SE0 = F0 S- = sr = SA. SA'= SB. SH' = c0• 

Skoro na cięciwie J-\ P 2 zakreślimy dowolne kolo k, to punkty 
przecięcia się tego kola z podstawą p tworzą parę elemen:tów 
homologicznych X i X' uważanego szeregu inwolucyjnego. 

N a prostej właściwej p niechaj dany będzie taki inwolu­
cyjny szereg punktów, dla którego punkt niewłaściwy Poo pod­
stawy p jest „środkiem" tego szeregu. Z definicji środka sze­
regu inwolucyjnego wynika bezpośrednio, że w punkcie Poo zject-
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noczyly się dwa homologiczne punkty P oo i P"= szeregu m­
wolucyjnego 

p (BB", CC", ... ) 

czyli innemi slm,vy: punkt P = jest jednym punktem po­
dwójnym uważanego szeregu. Ponieważ drugi punkt podwójny 
A. = A" wraz z dowolną parą elementów homologicznych B i B" 
tego szeregu tworzy grupę harmoniczną o stosunku 

- (P=ABB")=-1, 

przeto (w:;t. 12) ów punkt. A = A" polowi odcinek (o długości 

skończonej) BB". Wnosimy stąd, że: Punkty homologiczne H 
i B", C i C", ... szeregu inwolucyjnego hiperbolicznego, dla któ­
rego środek i. jeden punkt podwójny zjednoczyły się z punk­
tem niewłaści·wym Poo, - są symetrycznie ułożone wzglę­
dem drugiego punktu podwójnego A. = A". Z rozważań ust. 20 
wiadomo nam, że powyższe własności posiadają (ryc. 25) dwa 
„odwrotnie przystające'' szeregi punktów 

p (A., B, C, ... , P =, ... ) ,___, p (A" = A, B", C", ... , P" = = P =, ... ) 
o podstawie właściwej p. A zatem: 

Inwolucyjny s::ereg hiperbolic:ny, o podstawie właściwej, któ­
rego jeden punki podwójny i środek zjednoczyły się z punktem. 
niewłaściwym, uważać można za dwa odwrotnie przystające s::e­
regi punktów. 

25. Własności pęków inwolucyjnych. Pęk inwolucyjny pro­
stych W (aa', bb', .. . ) jest przykładem dwóch rzutowych pęków 
prostych 

W (a, a', b, .. . ) /\ W (a', a, b', .. . ) 

o w. pólnym wierzchołku W i wspólnej płaszczyźnie podstawo­
wej. Owe pęki prostych uważajmy za układy sztywne. Pierwszy 
z tych pęków (ryc. 33) przesuńmy w nowe położenie W1 (a1 = a, 
a'1, b1, •• • ) tak, że wierzchołek W zajmie nowe położenie vV1 na 
prostej a = a1, a pozostałe proste a', b, ... zajmą odpow. poło­

żenia a\ /I a', b1 li b, ... Następnie drugi pęk obróćmy około wierz­
chołka W o taki kąt E, aż prosta a' zjednoczy się z prostą 

a'0 = a = n1 ; pozostałe proste a, b', ... pęku ( W) z ajmą wówczas 
odpow. nowe położenia a0 ) b'0., ••• Z Ja11cucha utworów: 

TV1 (av a'1, b1, ... ) .=:::::: W (a, a', b, ... ) A VV (a', a, b', ... ) ~ W (a'0, a0, b'0 , ... ) 

oraz z rozważań ust. 20 wynika rzutowość ko11cowych ogniw 
tego łaf1cucha. Ponieważ nadto prosta W 1 W = a1 = a'0 jest ele-
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mentem zjednoczonym tych pęków, przeto (ust. 18) owe pęki 

są perspektywiczne : 

W 1 (a1, a'1, b1, .• . ) /\ TV (a'0, a0, b'0 , .. . ) 

a homologiczne proste przecinają się w punktach A= a'1 a0, 

B = b1 b'0 , •.. prostej p. Ponieważ proste a\ li a' i a0 nachylone 

M . ·-- m' · 90)(-ti. ·- · - -o_ 
\ --

\ 

·, p 

Hyc. :-ł::l . 

k 
są do elementu a pod ką­
tem r, przeto punkt A = 
= a'1 a0 leży na symetral­
nej odcinka WW1• Z punk­
tu A jako środka zakreśl­
my kolo k o promieniu 
A W = A U:1 i wyznacz­
my punkty N i M prze­
cięcia się tego kola z pro­
stą p · AB. Prostym 
wzajemnie prostopadłym 
n1 = W1N i m 1 = W1M 
pęku ( W1) podporządko­

wane są w pęku W (a'0, 

a0, • •• ) również dwie pro­
ste do siebie prostopadle 
n'0 = WN i m'0 = WM. 
Z trójkąta równoramien­

nego ( W1 W A) o kątach A W1 W = W1 W A= ~ e wynika jednak, 
że kąt W 1A W= .Ą: (180° - 2 r). Ponieważ ten ostatni kąt jest dla 
kola k „kątem środkowym", wspierającym się na cięciwie W 1 W, 
przeto „kąt obwodowy" W1 MW = ~ (90° - r). Skoro pęk pro-
tych W (a'0, a0, b'0 , •• • ) - zapomocą wstecznego obrotu o kąt e -

sprowadzimy w początkowe położenie W (a', a, b', .. . ), to wów­
czas element m'0 = WM zajmie nowe położenie m' J_ m1, a pro­
sta n'0 = WN położenie n' li m 1• Przesuńmy wreszcie pęk W1 (a1, 

a'v b1, •• • ) w początkowe położenie W (a, a', b, .. . ), to proste m1 J_ n1 

zajmą nowe położenia: m li m1 i n li n1 czyli zjednoczą się pro­
ste m = n' i n = m'. Jednokreślne pęki prostych 

·w(a, a', b, ... , m J_ n, ... ) I\ W(a', a, b', . .. , m' i. n', ... ) 

posiadają zatem (ust. 21) takie dwie homologiczne pary vro­
stych prostopadłych m J_ n i m' J_ n', że elementy m i n' na­
krywają się na prostej m = n', a pozostałe dwa elementy n i m' 
na prostej n = m'. Z rozważań naszych wynika, że inwolucyjny 
pęk prostych 



25. Własności pęków inwolucyjnych. 113 

vV (aa', bb', ... , n J_ n', ... ) 

posiada j e dną i ty 1 ko j e dną parę homologicznych prostych 
wzajemnie prostopadłych n J_ n'. 

W wierzchołku W wykreślmy prostą w, prostopadłą do 
płaszczyzny podstawowej inwolucyjnego pęku prostych. Rzu­
cając ów pęk z prostej w, otrzymamy (ust. 23) inwolucyjny pęk 
płaszczyzn 

w (aa', f3P', ... , v ~ v', .. . ) 

o elementach : a = wa, a' = wa', (3 = wb, ... , przyczem homolo-
giczne płaszczyzny v = wn i v' = wn' są wzajemnie prostopadle. 

Proste homologiczne n J_ n' i płaszczyzny homologiczne 
,, J_ ·ii' nazywać będziemy elementami normalnemi uważanych 
pęków inwolucyjnych. Dochodzimy zatem do twierdzeń: 

Każdy inwolucyjny pęk prostych (wzgl. pęk płaszczyzn) po­
siada zawsze przynajmniej jedną rzeczywistą parę homologicz­
nych prostych normalnych (wzgl. płaszczyzn normalnych). 

Uwaga: W ust. 47 podamy inny dowód powyższego twierdzenia, oraz 
zapoznamy się tam z takiemi pękami inwolucyjnemi, które posiadać będą 

dwie pary homologicznych elementów normalnych. 

Dla (wypisanych powyżej) jednokreślnych pęków prostych 
o wspólnym wierzchołku W ich „potęga" wyraża się (ust. 21) 
iloczynem: tg_an . tg a'm'. Ponieważ owe pęki tworzą inwolucyjny 
pęk prostych W(aa', bb', ... , n J_ n', ... ) o parze prostych nor­
malnych n= m' j n' = m, przeto iloczyn tangensów (stycznych 
trygonometrycznych) 

tg an. tg a'n = tg bn. tg b'n = ... 

jest liczbą stalą i zwie się 1) potęgą inwolucyjnego pęku prostych. 
Podobnie dla inwolucyjnego pęku płaszczyzn w (aa', (3(3', ... , 
v J_ v', .. . ) jego „potęga" wyraża się iloczynem tangensów 

tg a-V . tg a' V = tg (3v . tg (3' V = ... 

gdzie a11, (3v, ... są kątami nachylenia płaszczyzn: a i v, (J i v, ... 
Teraz wykazać możemy (w sposób omówiony w ust. 22), 

że: inwolucyjny pęk prostych (wzgl. płaszczyzn) posiada dwie 
proste zjednoczone e = e' i f = f' (wzgl. płaszczyzny zjedno­
czone c = c' i cp = cp'). Owe elementy nazywać będziemy pro­
ste mi podwójnemi i plas z czy z n am i podwójnemi pęku in­
wolucyjnego. 

1) Porównaj R. Sturm, l. c. I. str. 24. 

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 8 
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Skoro przez e0 oznaczymy prostą podwójną e = e' pęku 

inwolucyjnego, to dla jego potęgi c0 otrzymamy relację · 

tg an. tg a'n = tg bn. tg b'n = . .. = tg en. tg e'n = 
- - 2-

= tg e0n . tg e0n = tg e0n = c0• 

Z równania drugiego stopnia: 

tg2 e0n = c0 

o jednej zmiennej tg e0n, gdzie e0n oznacza jeden z czterech 
1 kątów pomiędzy nieznaną prostą podwójną e0 a daną prostą n, 
wynika relacja 

tg eon = + VCo• 
Zależnie od tego, czy potęga c0 jest liczbą: a) większą od zera, 
b) równą zeru, c) czy też mniejszą od zera - omawiane rów­
nanie drugiego stopnia posiada: a) dwa pierwiastki rzeczywi­
ste i różne od siebie; b) dwa pierwiastki rzeczywiste i równe 
sobie; c) dwa pierwiastki zespolone sprzężone. Każdemu pier­
wiastkowi podporządkowana jest (porównaj ust. 22) jedna 
i ty 1 ko je cl n a prosta podwójna e0 w pęku inwolucyjnym. 

Zupełnie analogiczne rozważania przeprowadzić możemy 
d]a inwolucyjnego pęku płaszczyzn. A zatem: 

Inwolucyjny pęk prostych 
posiada zawsze dwie (rzeczy­
wiste lub urojone sprzężone) 

proste podwójne. 

Inwolucyjny pęk pła­

szczyzn posiada zawsze dwie 
(rzeczywisteluburojone sprzę­
żone) plaszczy::;ny podwójne. 

Pęki inwolucyjne nazywamy: hiperbolicznemi, parabolic:::.­
nemi, wzgl. eliptycznemi zależnie od tego, czy owe pęki posia­
dają: a) dwa rzeczywiste i różne od siebie elementy podwójne; 
b) dwa rzeczywiste i nakrywające się ze sobą elementy po­
dwójne; c) dwa elementy podwójne urojone sprzężone. 

Ponieważ inwolucyjny pęk prostych jest szczególnym przy­
padkiem dwóch jednokreślnych pęków o wspólnym- wierzchołku, 
przeto do niego stosuje się twierdzenie, podane na ko11Cu ust. 22. 
Dwustosunek (e0 f~ aa') - dwóch prostych podwójnych e0 , { 0 i do­
wolnej pary homologicznych prostych n, a' owego pęku inwo­
lucyjnego - jest mianowicie liczbą stalą. Korzystając z po­
tęgi c0 = tg an . tg a'n uważanego pęku inwolucyjnego, oraz 
z wartości: tg e0n = + VCo i tg /~n = - VCo, otrzymamy dla 
d,vustosunku: 
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(eofo aa')= sin~: sin~= sin(~ - ~. sin (Ti!!__ - ~) = 
sin /~a sin f~a' . sin (/~n - an) . sin (e0n - a'rz) 

= ( in e;;n. cos an_:__ cos e;;n. sin an). ( sin Ton. cos a'n - cośy;ii. sin a'n) 
(sin /~n. cos an -cos f~n. sin an). (sine0n. cosa'n-cos/~n. sin a'n)· 

Po uwzględnieniu równości: 

sin l/J = tg l/J 
v' 1 + tg2 l/J ' 

otrzymamy ostatecznie zależność 

(eofo aa') = (tg~ - tg~). (tg!i!j_ - tg~) 
(tg f0 n - tg an) . (tg e0n - tg a'n) 

_ <i!Co - tg an).<- VCo - tg a1n) _ 
- (-Vc0 -tgan).({Co-tga'n) --

- Co + {Co ( tg an - tg "i?ri) + tg an . tg a' n 

- c0 - V c0 ( tg an - tg a' n) -t- tg an . tg a' n 

- Co + VCo (tg an -- tg a'n) + Co - + {Co 
- c0 - V c0 ( tg an - tg a' n) + c0 - - {Co · 

Dla pęku inwolucyjnego hiperbolicznego lub eliptycznego, t. zn. 
dla potęgi c0 > O lub c0 < O, dwustosunek (e0 fo a a')= - 1. Dla 
pęku inwolucyjnego parabolicznego potęga c0 = O, a (na mocy 
ostatniego twierdzenia ust. 12) dwustosunek (e0 fo a a') = - 1 
również i w położeniu granicznem, gdy proste podwójne e0 i / 0 

zjednoczyły się z elementem a (wzgl. a'). Korzystając z tych 
rozważań i analogicznych dla inwolucyjnego pęku płaszczyzn, 
wypowiedzieć możemy twierdzenia : 

Dwie (rzeczywiste lub 
urojone sprzężone) proste po­
dwójne e0 i {0 , oraz dowolna 
para prostych homologicznych. 
a i a' pęku inwolucyj n ego 
tworzą grupę h.armonic::ną o 
stosunku 

(eofo a a') = - 1. 

Dwie (rzeczywiste lub 
urojone sprzężone) płaszczy­

::.ny podwójne Eo i cp0, oraz do­
wolna para płaszczyzn homo­
logicznych a i a' pęku inwo­
lucyjnego tworzą grupę har­
moniczną o stosunku 

( Eo cp0 a a') = - 1. 

Zadanie 1: Dane są dwie rzeczywiste proste podwójne e0 

i {0 pęku inwolucyjnego hiperbolicznego; należy uzupelntc 
ów pęk. 

* 
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Ro z wiąz a n ie 1: Celem uzupełnienia pęku inwolucyj­
nego, musimy skonstruować pary homologicznych prostych: 
a i a', b i b', .. . tego pęku. Ponieważ dwustosunek (e0 /~aa')= -1, 
przeto w uważanym pęku przyjmiemy dowolną prostą a i wy­
znaczymy - korzystając (ust. 13) z własności czworokąta zu­
pełnego lub czworoboku zupełnego - taką prostą a', któraby 
była harmonicznie sprzężona z elementem a. 

Ro z wiąz a n ie 2 : Dany pęk inwolucyjny przetnijmy do­
wolną prostą p, nie przechodzącą przez jego wierzchołek W, to 
otrzymamy na owej prostej p (ust. 23) szereg inwolucyjny 
o punktach podwójnych E0 = e0 p i F0 = f~p. Skoro uzupełnimy 
ten szereg (ust. 24 zad. 1) i jego homologiczne punkty A_ i A' 
połączymy z wierzchołkiem W, to otrzymamy parę homologicz­
nych prostych a = W A i a' = W A' pęku inwolucyjnego. 

Zadanie 2: Należy uzupełnić pęk inwolucyjny prostych, 
skoro dane są dwie pary homologicznych elementów a, a' i b, b' 
tego pęku . 

. R. o z wiąz a n ie: Prosta p, nie przechodząca przez wierz­
chołek W, przetnie pęk inwolucyjny W (aa', bb', .. . ) w szeregu 
inwolucyjnym p (A1-l', BB', .. . ). W omówiony w ust. 24 sposób 
(zad. 3) uzupełnimy ów szereg, a przez jego homologiczne punkty 
X i X' poprowadzimy proste x = WX i x' = WX'. Elementy 
x i x' są oczywiście homologicznemi prostemi pęku inwolucyj­
nego (W). 

Uwaga: Inne sposoby uzupełniania szeregów i pęków inwolucyjnych 
poznamy w ust. 44. 

Dwie proste prostopadle e0 i /~, leżące na płaszczyźnie w 

i przecinające się w punkcie W, uważajmy za elementy podwójne 
inwolucyjnego pęku prostych 

W (aa', bb', ... , e0, /~, .•• )w. 

Ponieważ rlwustosunek (e0 /~aa') == - 1, a nadto e0 _i__ /~, przeto 
(ust. 10 i 12) każde dwie proste homologiczne a i a' są s y me­
trycznie ułożone względem prostych podwójnych e0 i /~-

W wierzchołku W poprowadźmy prostą w prostopadłą do 
płaszczyzny w i skonstruujmy inwolucyjny pęk płaszczyzn 

w (aa', (3(3', ... , Eo, CfJo, .. . ) /\ W (aa', bb', ... , e0, /~, .. .). 

Płaszczyzny podwójne Eo i CfJo tego pęku są wzajemnie prosto­
padle, a każda jego para płaszczyzn homologicznych a i a' jest 
s y metrycznie ułożona względem e0 i rp0. - Z rozważań 
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ust. 20 wiadomo nam, że powyższą własność posiadają dwa 
,,octwrotnie przystające" pęki płaszczyzn, wzgl. prostych. A zatem: 

Inwolucyjny pęk hiperbo­
lic::ny, o wierzchołku właści­

wym, którego prosie podwójne 
są wzajemnie prostopadłe, uwa­
żać można =a dwa odwrotnie 
przystające pęki prostych. 

Inwolllcyjny pęk hiper­
boliczny, o osi właściwej, któ­
rego płaszczyzny · podwójne są 
wzajemnie prostopadłe, llwa­
żać można za dwa odwrotnie 
przystające pęki płaszczyzn. 

-----



ROZDZIAŁ III. 

Stożkowe. 

26. Utwory rzutowych pęków prostych i szeregów punk­
tów. Na dowolnej płaszczyźnie właściwej w obierzmy dwa rzu­
towe 

pęki prostych 

PiCa1, b1, C1,···)u) \ Pla2, b2, C2,···) (,) 
których rzutmvość wyznacza­
ją (ryc. 34) trzy pary homo­
logicznych prostych : a1 i a 2 , 

b1 i b2, c1 i c2• Uzupełniając 
owe pęki, skonstruować mo-

. żerny (ust. 19) dalsze pary pod­
porządkowanych sobie pro­
stych : d1 i d2,.. . Jeżeli pro­
sta a1 pęku (J·\ ) obracać się 

będzie w s ta ł y m kierunku 
około wierzchołka P 1 i nakry­
wać się będzie kolejno z każ­

dą prostą b1, c1, d1,... pęku 

(P1), to wówczas (u t. 8) ho­
mologiczna prosta a2 pęku 

(P 2) obracać się będzie też 

w st al y m kierunku około 

wierzchołka P 2, nakrywając 

się kolejno z ka ż clą prostą 

b2, c2, d2, •.• pęku (P2) . Równo­
cześnie p unkt .A = a1 a2 - prze­
cięcia się homologicznych pro­
stych a1 i a2 uważanych pę­

ków rzu towych -- poruszać 

się będzie w płaszczyźnie w 

szeregi punktów 

Pi(A.1,B1,C1,···)w /\ PlA2,B2,C'2, ·· -><'1 

których rzutowość wyznacza­
ją (ryc. 35) trzy pary homo-
1 ogicznych punktów: A1 i A2, 

B1 i B1,, C1 i C2. Uzupełniając 

owe szeregi, skonstruować mo­
żemy (ust.19) dalsze pary pod­
porządkowanych sobie punk­
tów : D1 i D2, • . • ,Jeżeli punkt 
A1 szeregu (Pi) poruszać się 
będzie w st al y m kierunku . 
po podstawie p1 i nakrywać 
się będzie kolejno z każdym 
punktem B 11 C11 D1,.. . zeregu 
(p1), to wówczas (ust. 8) ho­
mologiczny i)unkt A2 szeregu 
( p 2) poruszać się będzie też 

w stałym kierunku po pod­
stawie p 2, nakrywając się ko­
lejno z każdym p unktem 
B2, C2, D2, .•• szeregu (p2) . Rów­
nocześnie prosta a = A1A2 -

łącząca homologiczne punkty 
A1 i A2 uważanych szeregów 
rzu towych - poruszać się bę­

dzie w płaszczyźni e w i nakry-
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i nakrywać się będzie kolejno 
z każdym punktem: B= b1b2, 

C = c1c2 , D = d1d2,... prze­
·ięcia się poszczególnych par 
homologicznych prostych pę­
ków (P1) /\ (P2). 

wać się będzie kolejno z ką. ż­
d ą prostą: b = B1B2, c = C1C2, 
d = D1D 2, •.• , łączącą poszeze­
gólne pary homologicznych 
punktów szeregów (p1) /\ ( P2) 

Za pośrednictwem dwóch jednokreślnych pęków prostych, 
wzgl. szeregów punktów, otrzymujemy nowe ut w or y geom e­
t ryc z n e. Dla tych utworów, których badaniem własności zaj­
miemy się obecnie, wprowadzimy następujące definicje: 

Ogół punktów, w których 
przecinają. się homologiczne 
proste dwóch rzutowych ( ale 
nie per pektywicznych) pęków, 
leżących na wspólnej pła­

szczyźnie i nie posiadających 
wspólnego wierzchołka, na=y­
wamy sto?tkową. 

Ryc. 34. 

Mówimy, że punkty A = 
= a1a2, B = b1b2, ... przy n a­
l e ż ą do stożkowej, ,,należą" 

Ogół prostych, które łą­

czą. homologiczne punkty dwóch 
rzutowych (ale nie perspekty­
wicznych) szeregów, leżących 

na ""spólnej płaszczyźnie i nie 
posiadających wspólnej pod­
stawy, nazywamy stożkową. 

Ryc. :fa 

Mówimy, że proste a= 
= A1A2 , b = B1B 2, ... przynale­
żą do stożkowej, ,,należą" do 
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do niej lub lezą na stożkowej, 
wzgl. że owe elementy A, B, ... 
są punktami stożkowej. O owej 
stożkowej, którą oznaczać bę­

dziemy symbolem S2, mówi­
my, że ona przynależy 

(należy) do punktów A, B, .. . 
lub przechodzi przez 
punkty A, B, . .. 

niej, powłóczą (obwodzą) stoż­
km,vą, wzgl. owe elementy a, b, ... 
są proslemi stożkowej. O owej 
stożkowej, którą oznaczać bę­

dziemy symbolem S2, mówi­
my, że ona przynależy 
(należy) do prostych a, b, ... 
lub jest obwiednią prostych 
a, b, . .. 

27. Twierdzenia Steinera. Na plaszczyźni~ właściwej c,J 

niecha:j dane będą dwa rzutowe 

pęki prostych (P1) i (P2), któ­
rych utworem jest (ryc. 34) 
stożkowa S2• 

Prostej v1 = P1P2, łączą­

cej wierzchołki tych pęków 

i uważanej za element pierw­
szego pęku (P1), podporząd­

kowana jest w pęku (P2) jed­
na i tylko jedna prosta v2, 

która cie może zjednoczyć 
się (ust. 18) z elementem u1• 

Punkt 1' = v1u2 , który zjed­
noczył się z wierzchołkiem P2, 

jest zatem punktem „przyna­
leżnym" do stożkowej S2• -

Podobnie wierzchołek P 1 1 e­
ż y na tej stożkowej S2, gdyż 

jest punktem P1 = W = w 1 w 2 

przecięcia się dwóch homolo­
gicznych (różnych od siebie) 
prostych w1 i w2 = P2 P1 ba­
danych pęków. Innemi słowy: 
wierzchołki P1 i P2 „są punk­
tami" stożkowej S2. 

. szeregi punktów (p1) i ( p 2), 

których utworem jest (ry('. 
35) stożkowa 8 2. 

Punktowi V1 = Pi p2,prze­
cięcia się podstaw tych sze­
regów i uważanemu za ele­
ment pierwszego szeregu ( p1 ), 

podporządkowany jest w sze­
regu (p2) jeden i tylko jeden 
punkt V2 , który nie może zjed­
noczyć się (ust. 18) z elemen­
tem 1'1. Prosta u = 1'1 V2, któ­
ra zjednoczyła się z podsta­
wą p2, jest zatem prostą „przy­
należną" do stożkowej S2• -

Podobnie podstawa p1 n a Je­
ży do stożkowej S2, gdyż jest 
prostą p1 == w = W1 W2, łączą­

cą dwa homologiczne (różne 

od si bie) punkty W1 i W2 = 
= PiP2 badanych szeregów. 
Innemi słowy: podstawy Pi 
i p2 „są prostemi" stożko­

wej sz. 

Z dotychczasowych rozważaf1 wynika, że 

na każdej prostej a1 pęku (P 1) 

leżą dwa punkty stożkowej S2, 

a mianowicie: wierzchołek P 1 

przez każdy pun.kl A 1 szeregu 
(p1) przechod::ą dwie prosie 
stożkowej S2, a mianowicie : 
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i elemen l ~-ł1 = a1 a2. Również 

i na każdej prostej a2 pęku 

( J->2) leżą też d w a p u n k ty 
stożkowej S2, a mianowicie : 
wierzcholekP2 i punkt A= a1a2. 

Niechaj prosta a2 obra­
ca się w stałym kierunku 
(wskazanym np. strzałką na 
ryc. 34) około wierzchołka I\ 
i nakrywa się kolejno z każ­
dą prostą b2 , c2, d2 , •.. pęku (T\). 
Równocześnie homologiczna 
prosta a1 pęku (P1) obracać 

się będzie (ust. 26) w stałym 
kierunku około wierzchołka 

P 1 i nakrywać się będzie ko­
lejno z każdą prostą b1, c11 d1, ... 

pęku (P1), - a punkt A= a1 a2 

poruszać się będzie „po stoż­
kowej" S2 i nakryvrnć się bę­

dzie kolejno z każdym punk­
tem B = b1b2 , C = c1c2, D = 
= d1d 2 , ••• Jeżeli ruchoma pro­
sta a2 pęku (P2) ,,zjednoczy 
się" z elementem w 2 = P 1P 2 , 

to równocześnie prosta a1 pę­

ku (I-\) z j e d n o c z y ć s i ę 
musi z prostą w1, a punkt 
A. = a 1a 2 nakryć się musi 
Z punktem vV = W1W2 = P1. -
Owa prosta w 1 pęku (P1) po­
siada tę charaklerystycznąwła­
sność, że na niej leżą takie dwa 
punkty P1 i W= w1 w2 sloż­

koweJ si, które zjednoczyły 

S'ię : wierzchołkiem P1 lego 
pęku. Prosta w 1 nazywa się 

„styczną" w punkcie P1 do 
stożkowej S2• 

podstawa Pi i element a= A1A:2 . 
Również i przez każdy punkt 
A.2 szeregu (p2) przechodzą 

dwie pro st e stożkowej s:2, 
a mianowicie : podstawa p 2 

i prosta a = A1A2. 

Niechaj punkt A2 poru-
za się w stałym kierunku 

( wskazanym np. strzałką na 
ryc. 35) po podstawie p 2 i na­
krywa się kolejno z każdym 
punktem B 2, C2, D2, .. . szeregu 
(p2). Równocześnie homolo­
giczny punkt A1 szeregu (p1) 

poruszać się będzie (ust. 26) 
w stałym kierunku po pod­
stawie Pi i nakrywać się bę­

dzie kolejno z każdym punk­
tem Bi, C1, D1, ... szeregu (p1 j, 
a prosta a = A1A2 „powłóczyć" 

(obwodzić) będzie stożkową s:2 
i nakrywać się będzie kolej­
no z każdą prostą h = B 1 B.2, 

r = C1 C2, d = D1D 2 , .. . .Jeżeli 

ruchomy punkt A2 szeregu (p2) 

„zjednoczy się" z elementem 
W2 = Pi p 2 , to równocześnie 

punkt A1 :::;zeregu (Pt) zjed­
n oczy ć si ę musi z punktem 
W1, a prosta a = A1A2 nakryć 

się musi z prostą w = W1 W2 = 
= Pi· - Ów punkt W 1 s:ere­
gu (Pt) posiada tę charaktery­
styczną własność, że przeze11 
przechodzą takie dwie pros.le 
Pi i w = W 1 W2 stożkowej S2, 

które zjednoczyły S'ię z pod­
stawą Pi tego szeregu. Punk1 
W 1 nazywa się „punktem stycz­
ności/( prostej Pi ze stożko­

wą 82. 
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Ponieważ prostej w2 = P1P2 - łączącej wierzchołki rzuto­
wych pęków (P1), (P'2.) i uważanej za element pęku (P2) - pod­
porządkowana jest w pęku (P1) jedna ściśle określona (ust. 7 
i 19) prosta w1, przeto: 

badana stożkowa S2 posiada 
w wierzchołku P1 jedną i tyl­
ko jedną styczną w1• 

badana stozkowa S2 posiada 
na podstawie Pi jeden i tylko 
_jeden punkt styczności W1. 

W analoaiczny sposób wykazać możemy, że w wierzchołku 

P2 istnieje j e dna i ty 1 ko jedna styczna v2 do stożkowej S2• 

Stycznej v2 , uważanej za element pęku (P2 ), podporządkowana 

jest w pęku ( P1) prosta v1 = P1 P2• 

Dochodzimy zatem do dwóch twierdzef1 Steinera, odpowia­
dających sobie (ust. 5) w myśl zasady biegunowej dwoistości 

na płaszczyźnie, a mianowicie : 

Stożkowa, będąca utwo­
rem dwóch rzutowych (ale nie 
perspektywicznych) pęków pro­
stych, przechodzi przez ich 
wierzchołki i posiada w każ­

dym wierzchołku jedną i tyl­
ko jedną styczną. Owym stycz­
nym podpor::.ądkowane są w u­
ważanych pękach takie proste, 
które zjednoczyły się z prostą, 
łączącą wierzchołki tych pęków. 

Stożkowa, będąca utwo­
rem dwóch rzutowych ( ale nie 
perspektywicznych) szeregów 
punktów, przynalezy do ich 
podstaw i posiada na każdej 
podstawie jeden i tylko je­
den punkt styczności. Owym 
punktom styczności podporząd­
kowane są w uwatanych sze­
regach takie punkty, które 
zjednoczyły się z punktem 
przecięcia się podstaw tych 
szeregów. 

N a ryc. 36 dane są trzy pary prostych homologicznych: 
a1 i a2, b1 i b2, c1 i c'2. dwóch jednokreśhiych pęków (P1) i (P2). 

Celem uzupełnienia (ust. 19) tych pęków, wyznaczono punkty 
A= a:ia2, B = b1b2, C = c1c2 i W = c1b2, oraz proste w1 = AB 
i w2 = A.C, a następnie za pośrednictwem laf1eucha utworów 
perspektywicznych 

P1 (a1, b11 c11 •• • ) A w1 (A, B, C1 = c1w1, ... ) A W (a, b2, c11 •• • ) A 
I\ w2 (A, B2 = b2w2, C, ... ) A P2 (a2, b'!., c2, •.• ) ••.•..• (1) 

skonstruowano dalsze pary homologicznych prostych: n1 i n2 , 

a'1 i a'2, ... pęków (P1) A (P2). Oczywiście na poszczególnych pro-
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stych : n, a*, ... pomocniczego pęku (W) leżą parami punkty : 
N1 = n 1 w1 i N2 == n 2 w 2, A'1 = a'1 w1 i r1'2 = a'2 w 2, •.• 

Z rozważań ust. 17 wiadomo nam, że rzutowość badanych 
pęków (P1) i (P2) ustalić możemy 

mologicznych prostych tych 
pęków. Na ryc. 36 przyję­

liśmy poprzednio proste : 
a1 i a2 , b1 i b2 , c1 i c2• Teraz 
weźmy pod uwagę inne 
trzy pary homologicznych 
prostych, a mianowicie : a' 1 

i a' 2, b1 i b2, c1 i c2• Stosu­
jąc powyżej omówioną kon-
t:rukcj ę zauważymy, że za­

miast elementów A, w1 i w2, 

wystąpią teraz punkt A' = 
= a'1 a'2 i proste w\ = A'B, 
w'2 = A.'C; natomiast wierz­
chołek W = c1 b2 pomocni­
czego pęku pozostanie nie­
zmieniony. Łańcuch utwo­
rów perspektywicznych 

przez trzy dowolne pary ho-

I 

I ,n 
I 

,n' 
' v\/2 ·, . 

pozwoli nam skonstruować dalsze pary homologicznych pro­
stych: n1 i 112 , ... pęków (P1) /\ (P2). Na prostych: n', ... pęku 
(W) leżeć muszą 0czywiście pary punktów: N'1 = n1w\ i N'2 = 
= ll2W'2•· .. 

Utworem jednokreślnych pęków prostych (P1.) i (P2) - które 
są końcowemi ogniwami łańcucha (1), wzgl. (2) - jest stożkowa 
S2, która przechodzi przez wierzchołki P1 i P 2 tych pęków, oraz 
przez punkty: A= a1.a2 , B = b1b2, C = c1c2, • •• , N= n1.n 2, A'= 
= a'1 a'2, ••. W celu wykazania, że wierzchołki P1. i P2 uważanych 

pęków nie są wcale punktami charakterystycznemi stożkowej S2, 

weźmy (ryc. 36)pod uwagę pęk prostych W (n, n', ... , b2, c1, n°= WN). 
Przetnijmy ten pęk prostemi n1 = NP1 i n2 = NP2, a otrzymane 
w ten sposób dwa perspektywiczne szeregi punktów 

n1 (N1 , N'1, ... , B', Pv N, ... ) /\. n 2 (N2, N'2, ... , P2, C', N, ... ) 
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rzućmy odpowiednio z wierzchołków B i C. Z łańcucha utwo­
rów perspektywicznych 

wynika, że jego końcowe ogniwa są (ust. 7) pękami rzutowemi: 

B (wł' w' l' ... , b2, bł' n~, . .. ) I\ C (w2, w'2, .• . , c2, c1' ng, .. . ). 

Proste homologiczne ty.eh pęków przecinają się w punktach: 
,_{ = w1 w 2, l' = w'1 w'2, •• • , P2 = b2c2 , P1 = b1 Ci, . N= n? n~, ... , które 
wraz z wierzchołkami B i C leżą na stożkowej Si, utworzonej 
przez pęki prostych (B) /\ (C). Ponieważ jednak poszczególne 
punkty: A, A', ... , P-2, P1, N, .. . , Bi C stożkowej Si przynależą rów­
nocześnie i do stożkowej S 2, która była utworem jednokreśl­

nych pęków (P1) i (AJ, przeto stożkowa Sf jest idenlyc:na ze 
stożkową S 2• 

Z rozważaf1 naszych wynika tedy, że : stożkowa S 2, będąca 

utworem pęków (P1 ) 7\ (AJ, może być uważana za utwór dwóch 
innych pęków (B) I\_ ( C); wierzchołkami tych nowych pęków są 
dwa dowolne punkty B i C stożkowej S 2, a prostemi homolo­
gicznemi są proste. w 1 =BA.i w2 = CA, w'1 = HA' i w'2 = CA', ... , 
przechodzące przez poszczególne punkty A, A', ... stożkowej s~. 

-Dowiedliśmy zatem prawclzi,;vości dwóch, odpowiadających 
sobie clwoiście (ust. 5), twierdzeń Steinera: 

Rzucając poszczególne 
punkty stożkowej - będącej 

utworem dwóch rzutowych (ale 
nie perspektywicznych) pęków 
prostych - = dwóch dowol­
nych punktów tej stożkowej, 
otrzymujemy dwa jednokreśl­
ne pęki prostych. 

Przecinając poszczególne 
prosie stożkowej - będącej 

utworem dwóch rzutowych (ale 
nie perspektywicznych) szere­
gów punktów - dwiema do­
wolnemi proslemi lej stożko­

wej, otrzymujemy dwa jedno­
kreślne szeregi punktów. 

Z tych i z dwóch pierwszych twierdzeń Steinera wynikają 
bezpośrednio · następujące twierdzenia: 

Stożkowa, będąca utwo­
rem dwóch rzutowych (ale 
nie perspektywicznych) pę­

ków prostych, posiada w każ-

Stożkowa, będąca utwo­
rem dwóch rzutowych (ale nie 
perspektywicznych) szeregów 
punktów, posiada na każdej 
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dym swoim punkcie jedną 

i, tylko jedną slycznq. 
swej prostej jeden i tylko .)e­
den punkl styczności. 

28. Twierdzenia Pascala i Brianchona. 

Sześć dowolnych punk­
tów 1, :i, 3, 4, 5 i 6 stożkowej 

S2 - będącej utworem dwóch 
rzutowych pęków prostych -
uważajmy (ryc. 37) za wierz­
eh o l ki sześciokąta płaskiego 
(123 4-5 6), wpżsuneyo w stożko­
wą 8 2• Proste: a= 12, b = 23, 
c = 3 4-, a' = 4 5, b' = 5 6 i c' = 
= 61, łączące kolejno pary 
wierzchołków w wypisanym 
porządku, są bokami owego 
wielokąta. Boki a = 1 :2, i a' = 
= !/- 5, b = 2 3 i b' = 5 u, oraz 
c = 3 4 i c' = u 1 nazywać bę­
dziemy „bo k am i p r z e ci w-
1 e g le mi" owego sześciokąta. 
N a schemacie 

Sześć dowolnych pro­
stych I, II, III, lf, V i VI stoż­

kowej S 2 - będącej utworem 
dwóch rzutowych szereg6w 
punktów - - uważajmy (ryc. 38) 
za bo ki sześcioboku płaskie­
go (/ II III IV V VI), oµżsanego 
na stożkowej S 2• Punkty: A= 
= I II, B = Il 1/1, C = Jl/ 1'', 
A'= IV V, B' -= V Vli C' = Vl I, 
w których przecinają się ko­
lej no pary boków w wypisa­
nym porządku, są w ie r z­
c holkami owego wieloboku. 
Wierzchołki A = I II i A' = 
= Ir V, B = 11 Ilf i B' = V VI, 
oraz C = III IV i C' =VII na­
zywać będziemy „wierzchol­
k am i p r z e c i w 1 e gł e m i" o­
w ego sześcioboku. Na sche­
macie 

uwidoeznione są (za pośrednictwem tych samych znaczków) trzy 
pary boków przeciwległych sześciokąta (l 2 3 4- ;j 6), oraz trzy 
pary wierzchołków przeciwległych sześcioboku (J II 1111'' V VI). 

Celem z badania własności sześciokąta ( / 2 3 l1- 5 6), wpisanego 
w stożkową s:2., weźmy pod uwagę dwa jednokreślne (ust. 27) 
pęki prostych np. 

11-(e, /: c, a', ... ) A 6 (c', h, g, b', .. . ) 

o wierzchołkach ',. i u, których homologiczne proste przeci­
nają się (ryc. 37) w punktach: 1 = ee', 2 = fh, 3 = cg, 5 = a'b', ... 
stożkowej s-2. Skoro pęk o wierzchołku 4- przetniemy prostą 

a = 1 2, a pęk o wierzchołku 6 prostą b = 2 3, to otrzymamy 
dwa rzutowe szeregi punktów: 

a(t, 2, N= ca, A.o= a'a, .. . ) /\ b (M = c'b, 2, 3, B 0 = b'b, . .. ). 



126 III. Stożkowe. 

Ponieważ jednak punkt .2 = ab, przecięcia się podstaw a i b, jest 
elementem zjednoczonym, przeto (ust. 18) szeregi (a) i (b) są 
perspektywiczne. Wnosimy stąd, że punkty homologiczne tych 
szeregów leżą na prostych: c' = 1 M, c = N 3, p0 = A0 B0 , . •. , prze­
cinających się w wierzchołku C0 pomocniczego pęku. 

/ 
/ /e 

/ ..... .,, 
; -­

/ 
\ / 
,✓ 

; ; \ 

\ -
l,-' -- \ 

Ryc. :i7. 

V 

I 

I 
I .,. --~--

.,.,,. Bo \ - - - - .._ bo 
' I 

I 
I 

\ Co 
I 

Ryc. 38. 

Jl 

Z rozważaf1 naszych wynika, że prosta p0 = A0 B0 przecho­
dzi przez punkt C0• Zauważyć jednak musimy, że punkty A0, 

B0 i C0 , przynależ_ne do prostej p0 , są punktami przecięcia się 

trzech par przeciwległych boków: a i a', bib', ci c' sześciokąta 
(1234 5 6). W ten sposób dowiedliśmy prawdziwości słynnego 
twierdzenia, odkrytego w r. 1639 przez 16-letniego młodzieńca 
Pascala. 

Stosując zasadę biegunowej dwoistości (ust. 5), otrzymu­
jemy twierdzenie Brianclwna ( ogłoszone dopiero w r. 1806), od­
noszące się do sześcioboku (/li ... VI), opisanego na stożkowej S2• 

Twierdzenia te wypiszemy w postaci nastę_pującej: 

Sześciokąt wpisany w stoż­
kową- będącą utworem dwóch 
rzutowych pęków prostych - ­
posiada tę własność, te trzy 
pary jego boków przeciwle-

Sześciobok opisany na stoż­
kowej - będącej utworem 
dwóch rzutowych szeregów 
punktów - posiada tę wła­

sność, że trzy pary jego wierz-



28. Twierdzenia Pascala i Brianchona. 127 

głych przecinają się w takich 
trzech punktach, które leżą na 
jednej prostej (prostej Pascala). 

chołków przeciwległych wyzna-
• czają Lak.ie trzy prosie, które 
przecinają się w jednym punk­
cie (punkcie Brianchona ). 

N a ryc. 37 punkty A0 = aa', B 0 = bb' i C0 = ce' leżą na 
prostej Pascala p0 • N a ryc. 38 proste a0 = A.4', b0 = BB' i c0 = ce, 
przecinają się w punkcie Brianchona B0• Celem skonstruowania 
elementów p0 i B0 , posługiwać się- będziemy następującemi sche-
matami: · 

1--=. !\n--1\1 
1284-56 

12 4-5 ... A0 ) 

23 5 6 ... B0 ~ Po 
3 4- 61 ... C0 J 

1- 1\ , 1-~I 
I II III flr 1r VI 

I II IV V ... a0 ) 

Il Ili V VI ... b0 ~ B 0 

JIIIV 171 ... c0 J 

gdzie za pośrednictwem tych samych znaczków: ---., I\ i ,-, 
uwidocznione są trzy pary boków przeciwległych sześciokąta 

(12 3 4- 5 6) i trzy pary wierzchołków przeciwległych sześcioboku 
(I Il III 11' V VI). 

Z łatwością możemy dowieść prawdziwości twierdzeń od­
wrotnych: 

Sześciokąt płaski, którego 
żadne trzy wierzchołki nie leżą 
na jednej prostej i którego bo­
ki przeciwległe przecinają się 

· w trzech punktach, leżących na 
jednej prostej, - jest wieloką­
tem wpisanym w stożkową. 

Sześciobok płaski, którego 
żadne trzy boki nie przecinają 
się w jednym punkcie i którego 
wierzchołki przeciwległe wy­
znaczają trzy proste, przecina­
jące się w jednym punkcie, -
jest wielobokiem opisanym na 
stożkowej. 

Xa ryc. 37 przyjęliśmy taki ' sześciokąt (12 3 4-.5 6), którego 
boki przeciwległe: a = 1 2 i a' = 1-5, b = 2 3 i b' = 5 6, c = 3 1-
i c' = 61 przecinają się w trzech punktach A0 = aa', B 0 = bb' 
i C0 = ce', przynależnych do prostej p 0• Oznaczmy przez N i M 
punkty przecięcia się prostych ca = N i c'b = M, a następnie 
wykreślmy proste e = l1- 1, f = 1-2, g = (j 3 i h = 6 2. Skoro pęk 
prostych C0 ( c', C0 2, c, p0 , .• • ) przetniemy proste mi a i b, to otrzy­
mamy dwa perspektywiczne szeregi punktóvi': 

a(1, 2, N, A0 , ••• ) I\ b (M, 2, 3, B0 , ••• ). 
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Pierwszy z tych szeregów rzućmy z wierzchołka l1-, a drugi 
z wierzchołka 6, to uzyskane w ten sposób dwa rzutowe pęki 
prostych: 

't-(e,j; c, a', ... ) j\ 6(c', h, g, b', .. . ) 

utworzą st oż ko wą C2, przechodzącą prze z wierz­
ch o ł ki 1 = ee', 2 = fh, 3 = cg i 5 = a'b', oraz przez wierzchołki 
',. i 6 przyjętego na ryc. 37 sześciokąta płaskiego (1 . .. fi). 

Dla sześciokąta (123 4 5 6), wpisanego w stożkową S 1, skonstruowaliśmy 

(ryc. 37J prostą Pascala p0• Uwzględniając porządek, w jakim następują ko­
lejno po sobie poszczególne wierzchołki tego wiolokąta, i rozpoczynając wy­
pisywanie tych wierzchołków od punktu np. 3, otrzymamy dla tego sześcio­
kąta dwie formy : (3 4- 5 61 '2) i (3 2 16 5 4-). Podobnie, wychodząc np. z wierz­
chołka 4, otrzymamy znowu dwie formy: (4 5 612 3J i (4- 3 ·216 5). Wno imy 
stąd, że dla jednego i tego samego sześciokąta (123 4 5 6) wypisać możemy 

12 takich form. 
Uważając owe punkty 1, 2, .. . 6 stożkowej S2 za elementy s tałe (nie­

ruchome), możemy teraz wziąć pod uwagę inny sześciokąt np. (13 4 5 f12), 
którego wierzchołkami kolejno po sobie następującemi są punkty: 1, 3, 4-, 5, 
6 i '2. Wielokąt ten - dla którego w omówiony powyżej sposób wypisać mo­
żemy znowu 12 różnych form - posiada na mocy twierdzenia P a s c a 1 a tę 
własność, że trzy pary jego boków przeciwległych: 13i56, 34-i62, 4-5i21 
przecinają się w trzech punktach, leżących na prostej Pascala, różnej od pro­
stej p0• -- Dla uważanych ześciu stałych wierzchołków otrzymamy tedy 

6! 1.2.3.4.5.6 
(uwzględniając wszystkie permutacje bez powtarzania) 12 = 12 
= 60 różnych sześciokątów, oraz 60 różnych od siebie prostych Pascala 1). 
A zatem: 

Skoro sześć dowolnych pllnk­
tów slożkowPj - będącej utworem 
dwóch jednokreślnych pęków pro­
stych - uważać będ::.iemy za ele­
menl y stałe, to one wyznaczq 60 s:e­
ściokqlów wpisanych wowqstożkowq, 
oraz 60 im µodporządkowanych pro- · 
słych Pascala . 

Skoro s::eść dowolnych pro­
stych stożkowej - będącej utworem 
dwóch jednokreślnych szeregów 
punktów - uważać będziPmy ::.a ele­
menty stałe, to one wy::::naczq 60 sze­
śc ioboków opisanych na owej stoż­
kowej, oraz 60 im podporzqdkowa­
nych 1nznktów Brianchona. 

29. Szczególne przypadki twierdzeń Pascala i Brianchońa. 
Konfiguracja Mac Laurina. W przeprowadzonych powyżej do­
wodach, służących do wykazania prawdziwości twierdzenia 
Pascala i twierdzenia odwrotnego, występowały pomocnicze pęki 
prostych (4-), (G) i (C0), oraz szeregi punktów (a) i (b). Związki, 
zachodzące pomiędzy temi utworami, ująć możemy (p. ryc. 37) 
w następujący schemat': 

1
) W dziele .f. Steinera Vorlesungen ii. synthetische Geometrie Bd. II 

(bearbeitet von Dr. H. Schroeter), Leipzig 1876 (II Aufl.) S. 126 rozważona 
jest konfiguracja tych 60 prostych Pascala. 
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4-(e, f, c, a', ... ) /\ 6 (c', h, g, b', .. . ) 
I\ I\ 

a (1, 2, N, ~40 , ..• ) b (M, 2, 3, B0, •• • ) 

I\ C0 ( c', C02, c, Po, .. . ) /\ 

Jeżeli założymy, że punkt 6 stożkowej S2 zjednoczył się 

z punktem 1, to wówczas (ryc. 37 i 39) prostej e = 41 = !1- 6, łą­
czącej wierzchołki 4- i 6 pęków i uważanej za element pęku (4), 
podporządkowana będzie w pęku (6) prosta c' = 61. Ponieważ 
na elemencie c' leżą dwa takie punkty 6 i 1 stożkowej S 2, które 
zjednoczyły się w punkcie 6 = 1, przeto c' jest (ust. 27) styczną 
do stożkowej S 2 w punkcie 6 = 1. Powyżej wypisany schemat nie 
ulega zmianie, więc wypowiedzieć możemy, jako szczególne przy­
padki twierdzeń Pascala i Brianchona, następujące twierdzenia: 

Pięciokąt wpisany w stoż­
kową - będącą utworem dwóch 
rzutowych pęków prostych -
posiada tę własność, że punki, 
przecięcia się stycznej do stoż­
kowej w jednym z wierzchoł­
ków z przeciwległym bokiem 
tego pięciokąta, leży na jednej 
prostPj z dwoma punktami 
przecięcia się takich dwóch po­
zostałych par boków, z których 
żadna para nie przechodzi przez 
ten sam wierzchołek uważane­
go pięciokąta. 

Pięciobok opisany na slo.'i­
kowej - będącej utworem 
dwóch rzutowych szeregów 
punktów -posiada tę własność, 
że prosta, łącząca punki stycz­
ności ze stozkową jednego z bo­
ków z przeciwległym wierz­
chołkiem tego pięcioboku, prze­
chodzi przez punkt przecięcia 
się dwóch prostych, łączących 
takie dwie pozostałe pary wierz­
chołków, z których żadna para 
nie leży na tym samym boku 
uważanego pięcioboku. 

Pięciokąt (123 4 5) wpisany w stożkową S2 uważać możemy 

(ryc. 39) za przypadek graniczny sześciokąta (6 = 123 4 5) wpi­
sanego w tę stożkową, którego dwa wierzchołki 6 i 1 zj edno­
czyly się w jednym punkcie 6 = 1, a bok 61 = c' sześciokąta 

jest s tyczną stożkowej S2• Dowiedliśmy, że punkty A0 = aa', 
B 0 = bb', C0 = ce' (ryc. 39) leżą na jednej prostej p0• Celem wy­
znaczenia elementów A0 , B0 , C0 i prostej Pascala p0, posłużyć 

123 456 
--~~ 

12 45 ... Ao} 
:2 3 5 6 • • • Bo Po· 
3 11- 6 1 = c' . . . C0 

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 

się możemy znowu schematem, ja­
kiego używaliśmy poprzednio (ust. 
28) dla sześciokąta (12 3 4 5 6). Analo­
giczne uwagi stosować się będą do 
pięcioboku(/ II III IVV) opisanego na 
stożkowej S2• 

9 
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Załóżmy teraz, że punkt 6 zj ednoczył się (p. ryc. 37 i 40) 
z wierzchołkiem 1, a punkt 3 z wierz chołkiem Ir. Prostej 4-1 = 

c· 

I 

e 

R yi; . 39. 

2 

52 

e = 6 3 = g, uważanej za ele­
ment e pęku (lt-), podporząd­

kowana będzie w pęku (6) 
prosta c' = (j 1 ; natomiast pro­
stej g = 6 3 pęku (G) podpo­
rządkowana będzie w pęku ( 4) 
prosta c = 4-3. Ponieważ wy­
pisany poprzednio schemat 
nie ulega zmianie, a nadto 
proste c' = 6 1 i c = ,,_ 3 są 

s ty c z n e m i do stożkowej 52 

w wierzchołkach (ust. 13) 1 i 4-
,, czworokąta zupelnego"(1245), 
a prosta p0 = /4,B0 jest jego 
prostą przekątną, przeto wy-

powiedzieć możemy jako szczególne przypadki twierdzef1 
Pascala i Brianchona - następujące twierdzenia: 

Czworokąt zupełny wpi­
sany w stotkową - będącą 

utworem dwóch rzutowych pę­

ków prostych - posiada tę 

własność, te na ka:żdej jego 
prostej przekątnej przecinają 
się dwie styczne, poprowadzo­
ne do stotkowej w takich wierz­
chołkach czworokąta, które 
lezą na jednym boku z pozo­
stałym trzecim punktem prze­
kątnym. 

Czworobok zupełny opi­
sany na sto:żkowej - będącej 
utworem dwóch rzutowych sze­
r egów punktów - posiada tę 

własność, te przez katdy jego 
pimkt przekątny przechodzi 
prosta, łącząca punkty slycz­
nośri ze stotkową takich boków 
czworoboku, które przecinają 
się w jednym wierzchołku z po­
zostałą trzecią prostą prze­
kątną. 

Czworokąt zupełny (1 2 4-5) wpisany w stożkową 52 uwa­
zac możemy (ryc. 40) za przypadek graniczny sześciokąta 

(6 = 1 2 3 ::;:= 4-5) wpisanego w tę stożkową, którego wierzchołki 

6 i 1 zj ednoczyły się w punkcie 6 = 1, a wierz chołki 3 i 4 zjed­
noczyły s ię w punkcie 3 = lt-. Boki 6 1 = c' i 3 4-= c tego sze­
ściokąta są s ty c zn e mi stożkowej 52• - Poprzednio wykaza­
liśmy, że punkty /4, = aa', B0 = bb' i C0 = ce' (ryc. 40) leżą 
na jednej prostej p0• Celem wyznaczenia elementów A0, B0 , C0 
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123 
12 
23 

C= 34-

4-5 6 
4. 5 
56 
61 = C' 

i prostej Pascala p0 posluży6 

się możemy znowu schematemr· 
jakiego używaliśmy poprzedni()) 
(ust. 28) dla sześciokąta (1231/. ;5 6'j. 
Analogiczne uwagi stosować się 

będą do czworo boku 
kowej S2• 

zupełnego (/ II IV V), opisanego na stoż-

Uwaga : W ust. 42 po­
znamy własności trójkąta wpi­
sanego w stożkową s2, oraz 
trójboku opisanego na tej 
stożkowej, którego bokami są 
styczne do S2 w wierzchoł­

kach owego trójkąta. Rów­
nież i do nich stosować się 

będą twierdzenia Pascala i 
Brianchona. 

a ryc. 41 obierzmy 
dwa jednokreślne pęki 

prostych (A) /\ (B), któ­
rych utworem niechaj bę-

Ryc. 40. 

dzie stożkowa S2• Prostej AB, która przechodzi przez wierz­
chołki A, B tych pęków i jest elementem pęku (B), podporząd­
kowana jest w pęku (A) jedna i tylko jedna prosta a. Wiadomo 
nam (ust. 27), że prosta a jest styczną w punkcie A do stoż­
kowej S2• - Cztery dowolne punkty A, B, C i D stożko ej S2 

obierzmy za wierzchołki czworokąta zupełnego (ABCD), a na­
stępnie skonstruujmy punkty przekątne P, Q, R i proste prze­
kątne Po = QR, q0 = RP i r0 = PQ owego czworokąta. Chcąc wy­
znaczyć styczne b, c i d do stożkowej w trzech pozostałych 
wierzchołkach czworokąta, skorzystamy z poprzedniego twier­
dzenia. Styczna a niechaj przecina się z bokami trójkąta prze­
kątnego (p0 ąor0) w punktach 1 = ap0, 2 = aq0 i 3 = ar0• Prosta 
b = 1B jest (na mocy ostatniego twierdzenia) styczną w wierz­
chołku B do stożkowej S2• Podobnie proste c = 2C i d = 3D są 
żądanemi stycznemi do stożkowej w wierzchołkach C i D. Z ła­
twością stwierdzimy też, że styczne b id przecinają się w punk­
cie 4-= bd na przekątnej q0 = PR, styczne b i c przecinają się 

w punkcie 5 = be na prostej przekątnej r0 = QP, a styczne c 
i d przecinają się wreszcie w puncie 6 = cd, leżącym na prze-• 
kątnej p0 = QR. 

Skonstruowane w powyższy sposób styczne a, b, ci d (ryc. 41} 
wyznaczają „czworobok zupełny", opisany na stożkowej S2_ 

* 
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Trzy pary wierzchołków przeciwległych (ust. 13), a mianoww1e: 
1 i 6, 2 i !,., 3 i 5, wyznaczają trzy proste przekątne p0 = 1 6, 
ąo = 2 4- i r0 = 3 5, oraz trójbok przekątny (p0 ąo r 0). Z rozwa­
żań naszych wynika t. zw. konfiguracja Mac Laurin'a, którą 

ująć możemy w następującą formę: 

Czworokąt zupełny wpisany w stotkową - będącą utwo­
rem dwóch rzutowych pęków prostych -- i czworobok zupełny 
opisany na tej sloźkowej, którego bokami są styczne w wierzclwł­
kach czworokąta, posiadają wspólny trójkąt przekątny. 

30. Fundamentalna własność stożkowych. Stożkowe jako 
krzywe stopnia drugiego. N a ryc. 41 dana jest stożkowa S2, 

(będąca utworem dwóch jednokreślnych pęków prostych o wierz­
chołkach A i B), czworokąt zupełny (ABCD) wpisany w tę stoż­
kową, oraz opisany na niej czworobok zupełny (abcd). Z kon­
figuracji Mac Laurin'a wynika, że na prostej: 

Po leżą punkty 1, 6, Q i R 
ąo ,, ,, 2, 4, R i P 
r0 ,, ,, 5, 3, P i Q. 

Punkty A, B i C stożkowej S2 uważajmy za punkty stale (nie­
ruchome). Wówczas styczne a, b i c w owych punktach do stoż­
kowej S2 są prostemi stale mi, jak również st alem i są też 

punkty: 1 = ab, 2 = ac i 5 = be. Uważajmy punkt D za element 
, ruchomy, poruszający się „po stożkowej" S2 i zajmujący 

(ryc. 41) kolejno położenia D, D', ... Ponieważ tożkowa S2 po­
siada (ust. 27) w każdym swoim punkcie D jedną i tylko jedną 
styczną d, przeto dla ruchomego punktu D jego styczna zaj­
mować będzie kolejno położenia d, d',... Równocześnie punkt 
3 = da poruszać się będzie po stałej stycznej a, punkt '1 = db 
po stałej stycznej b, punkt zaś 6 = de po stałej stycznej c. 

Dla czworokąta zupełnego (ABCD), którego wierzchołek D 
porusza się po stożkowej S2, jego punkty przekątne P, Q i R 
również będą zmieniać swoje położenia, a mianowicie: punkt Q 
poruszać się będzie po stałej prostej e = AC, punkt R po stałej 
prostej f = BC, a wreszcie punkt P po stałej prostej g = AB. 
Z uwagi na to, że dla czworokątów zupełnych (ABCD), (ABCD'), ... 
wpisanych w stożkową S2, oraz dla czworoboków zupełnych 

(abcd), (abcd'), . .. opisanych na tej stożkowej S'J - zachowana 
inusi być każdorazowo konfiguracja Mac Laurin'a, przeto: 
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przekątna p0 = QR obracać się będzie dokoła stałego punktu 1, 
,, q0 = RP ,, ,, ,, ,, ,, ,, 2, 
,, r0 = PQ ,, ,, ,, ,, ,, ,, 5. 

Pomiędzy szeregami punktów o podstawach a, b, e = AC i f = BC, 
a pękami prostych o wierzchołkach 1, 2 i 5 zachodzą (ryc. 41) 
następujące związki : 

a(3,3', ... ) /\ 5(r0,r'0, ... ) /\ e(Q,Q', ... ) /\ 1(Po,P'o, ... ) /\ 
= f (R R' ) = 2 ( ' ) = b (!J /J' ) /\ , , • • • /\ ąo, q o,··· /\ 1, '-I-,.·· · 

........ ro ..... 

\ ....... 
\ ·,. 

\ ...... 
\ 

\d' 
\ 

a J' 

Ryc. 41. 

Z powyższego łaf1cucha utworów perspektywicznych wy­
nika rzutowość szeregów punktów : 

a (3, 3', .. . ) A b (4-, 1-', .. . ), 

których podstawami są dwie dowolne styczne stożkowej S2, 

a elementami homologicznemi 3 i 3', 4 i 4',... są punkty prze. 
cięcia się podstaw a i b z poszczególnemi stycznemi d, d', ... 
stożkowej S2• 

Dowiedliśmy zatem prawdziwości dwóch twierdzeń, odpo• 
wiadających sobie dwoiście: 

Styczne w poszczególnych 
punktach stożkowej - będą• 
cej utworem dwóch rzutowych 
(ale nie perspektywicznych) 

Punkty styczności poszcze• 
gólnych prostych stożkowej -
będącej utworem dwóch rzu• 
towych ( ale nie perspekty'Yicz• 
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pęków prostych - przecięte 

dwiema dowolnemi stycznemi 
tej stożkowej, wyznaczają dwa 
rzutowe szeregi punktów. 

nych) szeregów punktów -
rzucone z dwóch · dowolnych 
punktów styczności tej stożko­
wej, wyznaczają dwa rzutowe 
pęki prostych. 

Za pośrednictwem poszczególnych ogniw wypisanego po­
przednio łańcucha z łatwością stwierdzimy, że: Punktowi 1 = ab 
szeregu (a) podporządkowany jest W' szeregu (b) punkt B, 
a punktowi 1 = ab szeregu (b) podporządkowany jest w sze­
regu (a) punkt A. 

Ogól prostych a= At, b = 1B, d = 3 !1, d' =3' !J-', ... , łączą­
cych homologiczne punkty szeregów 

a (A, 1, 3, 3', .. . ) /\ b (1, B, 4-, 4', .. . ) 

utworzy (ust. 26) stożkową Sy, dla której punkty A i B są (ust. 27) 
punktami styczności jej prostych a i b. 

Z ust. 27 wiadomo nam, że omawiana 

stożkowa S2 (ryc. 41) może 
być utworem dwóch rzutowych 
pęków prostych 

D(DA, DB, ... ) I\ D'(D'A, D'B, ... ), 

których wierzchołkami są dwa 
dowolne jej punkty D i D'. 

stożkowa Si może być utwo­
rem dwóch rzutowych szere­
gów punktów 

d (da, db, ... ) I\ d' (d'a, d'b, ... ), 

których podstawami są dwie 
dowolne jej proste d i d'. 

Proste d i d' stożkowej Si są stycznemi odpow. w punk­
tach D i D' do stożkowej S 2• W sposób analogiczny - jak po­
przednio dla prostych a, b, oraz punktów A, B i 1 = ab - wy­
kazać możemy, że: Punktowi dd' (przecięcia się prostych d i d'), 
uważanemu za element szeregu (d), podporządkowany jest 
w szeregu (d') punkt D', a punktowi dd' szeregu (d') podpo­
rządkowany jest w szeregu (d) punkt D. Owe punkty D i D' 
stożkowej S 2 są oczywiście (ust. 27) punktami styczności pro­
stych d i d' ze stożkową Si. 

Z rozważań naszych wynika tedy, że pomiędzy omawia­
nemi stożkowemi S 2 i Sf zachodzą następujące zależności: 

Każda styczna d w punk- Każdy punkt styczności 
cie D do stożkowej S2 jest D prostej d, przynależnej do 
prostą stożkowej Sj, a każdy stożkowej Si, jest punktem 
punkt D stożkowej S2 jest stożkowej S2, a każda prosta d 
punktem styczności prostej d stożkowej Sj jest styczną stoż-
ze stożkową st kowej S2• 
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Wnosimy stąd, że stożkowa S2 jest identyczna ze stoż­

kową Sł 
Z powyższych i dwoiście z niemi związanych rozważań wy­

nika prawdziwość następujących twierdzeń podstawowych: 

Stożkowa, będąca utwo­
rem dwóch rzutowych ( ale nie 
perspektywicznych) pęków pro­
stych, może być uwazana też 

za utwór dwóch jednokreślnych 
(ale nie perspektywicznych) 
szeregów punktów. 

Stożkowa, będąca utwo­
rem dwóch rzutowych ( ale nie 
perspektywicznych) szeregów 
punktów, może być. uważ~na 
też za utwór dwóch jednokre-

-ślnych ( ale nie perspektywicz­
nych) pęków prostych. 

O dowolnym punkcie D stożkowej S2 i o stycznej d w owym 
punkcie do tej stożkowej mówimy, że elementy D i d „przyna­
leżą" do stożkowej S2• Mówimy też, że stożkowa S2 „przyna­
leży" do . punktu D i do prostej (stycznej) d, że stożkowa S2 

przechodzi przez punkt D i jest styczną w punkcie D do pro­
stej d, wzgl. · że stożkowa S2 styka się z prostą d w punkcie D . 

. Wiadomo na.ro 1), że skoro na płaszczyźnie przyjmiemy dwie stałe pro­
ste prostopadłe za osie układu odniesienia, to odległości x i y dowolnego 
punktu P tej płaszczyzny od owych osi (wzięte z odpowiedniemi znakami) 
są spółrzędnemi (prostokątnemi) kartezjuszowskiemi tego punktu. Wiadomo 
nam również, że równanie pierwszego stopnia Ax + By + C = O ze względu 
na zmienne x i y przedstawia zbiór punktów uważanej płaszczyzny, które 
leżą na pewnej linji prostej. Równanie to nazywamy wprost równaniem owej 
prostej. Z powyższego równania linji prostej otrzymać możemy inne równa-

I_lie, kształtu: . : + 1 =- 1, gdzie a= - ~ i b . . - ~ są . odcinka~i, jakie 

dana prosta wyznacza na osiach układu. W istocie bowiem dla x = O otrzy­
mamy spółrzędną y = b, a natomiast dla y = O spółrzęd:i;ią x = a. Kładąc 

1 . . 1 , . 
wreszcie: u = - a 1 u = - b otrzymamy rowname 

ux + vy + 1 = O 
zwane równaniem p 1 ii ck er owskie m linji prostej. 

Jak dwie spółrzędne Kartezjusza x i y określają położenie punktu 
P (x,y), tak dwie spółrzędne Pliickera 

1 1 
U=-a, V=-,; 

określają położenie prostej, w odniesieniu do układu dwóch osi wzajemnie 
prostopadłych. Skoro w równaniu 

ux + vy + 1 = O 

1
) Porównaj Dr. Placyd Dzźwźńskź, Wykłady matematyki, Tom I, 

Lwów 1902. 
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uważać będziemy spółrzędne x i y za s t a ł e, a natomiast spółczynniki u i v 
(przedstawiające spólrzędne linji prostej) jako zmienne, to wówczas owe 
równanie przedstawia pęk prostych, przechodzących przez stały punkt P(x, y). 

Skoro mamy jakąś prostą, której spółrzędne u i v czynią zadość rów­
naniu 

Au+ Bv+ C=O 

to równanie tej prostej w spółrzędnych x i y będzie: ux + vy + 1 = O. Z rów­
nań tych otrzymujemy nowe równanie kształtu: u (A - Cx) + v (B -- Cy) = O, 

kt .. t . . d , , , d A B W . t d . oremu s ame się za osc wowczas, g y x = c;, y = c· nosimy s ą , ze: 
Wszystkie proste, których spółrzędne Pliickera u i v czynią zadość równa­
niu pierwszego stopnia 

Au+ Bv + C= O 
. k , d A. B, 

przechodzą przez Jeden stały pun t o, społrzę nych x = C 1 y = c· Row-
nanie powyższe możemy tedy uważać za równanie punktu w spółrzędnych 
u v linji prostej. 

Niechaj dane są równania 

Ax +By+ C =0 
i A'x + B'y + C' = O 

lub w formie symbolicznej 
p= O i p' = O dwóch prostych 

Au+ Bv + C = O 
i A'u + B'v + C' = O 

lub w formie symbolicznej 
P = O i P' = O dwóch punktów 

w odniesieniu do układu dwóch wzajemnie prostopadłych osi, 
które leżą na dowolnej płaszczyźnie. 

Równanie kształtu 

p + ).,p' = o 
Równanie kształtu 

P + 4P' = O 

gdzie 2 jest dowolnym spólczynnikiem (parametrem), 

przedstawia prostą, która prze­
chodzi przez punkt S przecię­
cia się danych dwóch prostych 
p = O i p' = O, ( oraz leży na 
uważanej płaszczyźnie). 

przedstawia punkt, który le­
ży na prostej s, przechodzą­

cej przez dane dwa punkty 
P= O i P' = O. 

Jeżeli parametr)., przybiera wszystkie rzeczywiste wartości 
między + = a - =, natenczas: 

p + 4p' = O jest równaniem 
pęku prostych. Dla czterech 
prostych p = O, p' = O, p + 
+ 41p' = O i p + 22p' = O tego 
pęku d w u s t o s u n e k jest 

1. b 21 
lCZ ą T· 

2 

P + 4P' = O jest równaniem 
szeregu punktów. Dla czterech 
punktów P=O, P'=O, P+ 
+ 41 P' = O i P +. ).2 P' = O tego 
szeregu d w u st o s u n e k jest 

l. b 21 
lCZ ą T· 

2 
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W istocie bowiem, skoro na prostej p + 21p' = O o bierzemy 
dowolny punkt T1 (x, y) o spólrzędnych x i y, a przez T1 W 
i T1 W' oznaczymy odległości punktu T1 od prostych p = Ax + 
-+By+ C = O i p' = A'x + B'y + C' = O, to wówczas otrzymamy 
znane zależności: 

TW_.Ax+By+C _ p 
1 - V A 2 + B"" - - ~/ A 2 + B2' 

--, A'x + B'y + C' p' 
T1 w = -r=========- = V • - V A'2 + B'2 A'2 + B'-J. 

Z trójkątów prostokątnych (ST1 W) i (ST1 W') wynikają relacje 
T1 W= T1S. sin T1SW, T1 W'= T1S. sin T1SW', więc dla st o­
s unku pod z i al u (ust. 10) trzech prostych p = O, p' ~ O 
i p + ).1p' = O otrzymamy: 

sin T1SW _ T1 W _ p{A.'2 + B'2 _ { A'2 + B'i 
sinT

1
SW'-TiW' -p'{A2 +B2 --Ai{A2 +B2 • 

Podobnie dla stosunku podziału trzech prostych p = O, p' = O 
v A'2 + B'2 

i p + ).2p' = O otrzymamy liczbę - 22 V , więc osta-
A2 + B2 

tecznie dla dwustosunku uważanych czterech prostych p = O, 

p' = O, p + ·21p' = O i p + 22p' = O liczbę ~1 
, c. b. d. w. 

2 

Celem wyznaczenia dwustosunku czterech punktów szeregu 
P + 2P' = O o podstawie s, obliczymy najpierw stosunek po­
działu dla trzech punktów: P = Au + Bv + C = o; P' = A'u + 
+B'v + C'= O i P+ 21 P= (A+ 21 A')u + (B + 21B')v + (C+ 
+ J..1C') = O. Wiadomo nam, że dla owych punktów spólrzędnemi 
Kartezjusza są · 

A . B 
x=c 1 Y=c, 

A+ 21 A' 
X1 = C + 21C' 

Ponieważ stosunek podziału trzech punktów P = O, P' = O 
i P + J..1 P' = O prostej s równy jest stosunkowi podziału trzech 
rzutów prostokątnych owych punktów na oś x, przeto otrzy­
mamy liczbę 

x 1 - x =(A+ J..1 A.' -~).(A+ 21 A' _ A'•) = ·- 2 !Z_ 
X1 - x' C + 21 C' C . C -r 21 C' C' 1 C . 

Podobnie dla stosunku podziału trzech punktów P = O, P' = O 
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X -X C' 
i P + 22 P' = O prostej s otrzymamy liczbę 2 

, = - A2 -C , 
X 2 -X 

więc ostatecznie dla dwustosunku uważanych czterech punktów 

P = O, P' = O, P + 21 P' = O i P + A2 P' = O liczbę ~1 , c. b. d. w. 
2 

N a uważanej płaszczyźnie obierzmy teraz 

dwie dalsze proste dwa dalsze punkty 

A1X + B1Y + C1 = 0 A1 U + B1 V + C1 = 0 
i A'1X T B\y + C'1 = o, i A'1U + B'1V + C'1 = O, 

których równania w formie 
symbolicznej są r = O i r' , O, 
to wówczas r +Ar'= O jest 
równaniem drugiego pęku 

prostych. 

których równania w fqrmie 
symbolicznej są R = O i R' = O, 
to wówczas R + AR'= O jest 
równaniem drugiego szeregu 
punktów. 

Dla każdej wartości At parametru A oti::zymujemy 

równanie p + At p' = O jednej równanie P + At P' = O jedne-
ściśle określonej prostej pierw- go ściśle określonego punktu 
szego pęku, oraz równanie pierwszego szeregu, oraz rów-
r + Atr' = O jednej i tylko jed- nanie R + AtR = O jednego 
nej prostej, należącej do pęku i tylko · jednego punktu, nale-
drugiego. żącego do szeregu drugiego. 

Uważając każde dwie takie proste (wzgl. dwa takie punkty), 
skonstruowane za pośrednictwem tej samej wartości para­
metru 2, za elementy homologiczne owych dwóch pęków prostych_ 
(wzgl. szeregów punktów), to stwierdzimy z łatwością; że 

dwustosunki czterech pro- dwustosunki czterech punk-
stych: p = O, p' = O, p + J..1p' = tów: P = O, P' = O, P + 21 P' = 
= O i p + J..2p' = O pierwsze- = O 'i P + J..2P' = O pierwszego 
go pęku, oraz czterech pro- szeregu, oraz czterech punk-
stych: r= O, r' .:_ O, r +Air'= tów: R = O, R' = O, R + A1R' = 
= O i r + l 2 r' = O drugiego == O i R + 22 R' = O drugiego 

pęku są równe liczbie ~1 
. szeregu są równe liczbie ~1 • 

2 2 

Z równości dwustosunków wy- Z równości dwustosunków wy-
nika (ust. 20), że równania nika (ust. 20), że - równania 
kształtu: kształtu: 

p+2p'=0, J1+2r'=0 P + 2P'=0, ,R+2R'=0 
są równaniami dwóch rzuto­
wych pęków prostych. 

są równaniami dwóch rzuto­
wych szeregów punktów. 
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Każde dwie homologicz­
ne proste tych pęków jedno­
kreślnych przecinają się w jed­
nym punkcie, którego spół­

rzędne x i y czynią zadość 

równaniom: 

p + :ip' = O i r + :ir' = O 

czyli równaniom 

(Ax+By + C) + :i(A'x tB'y + 
+ C') = O i (A1.:r· t B1y + C1) + 
+ ·:i (A'1x + B'1y + C'1) = O. 

Wyrugowawszy z tych rów­
nań parametr :i, otrzymujemy 
równanie: 

pr' - p'r = O czyli: 
(Ax +By+ C)(A'1a: + B'1y + 
+ C'1)-(A'x+ B'y + C')(A1x + 

+ B1Y + C1) = O, 

które zawiera spólrzędne x i y 
punktów przecięcia się homo-
1ogicznych prostych . dwóch 
danych pęków rzutowych. O­
gól punkt.ów, których spół­

rzędne x i y czynią zadość 'po­
wyższemu rqwnąniu, t~orzy 
pewną linję krzywą. Wy­
pisane powyżej równanie, któ­
re nazywamy wprost równa­
niem tej krzywej, jest stopnia 
drugiego w spólrzędnych x i y. 
Stopień równania linji krzy­
wej w spólrzędnych x i y okre­
śla (w geometrji analitycznej) 
rząd tej krzywej. 

Każde dwa homologiezne 
punkty tych szeregów jedno­
kreślnych wyznaczają jedną 
prostą, której spólrzędne u i u 
czynią zadość równaniom: 

P + :iP' = O i R + lR' = O 

cz_yli równaniom 

(Au+ Bu+ C) + l(A'u +B'u + 
+ C') = 0 i ( A1 U + B1 U + C 1) + 
+ . .z (A' tll-+ B'1V + C'1) '= O. 

Wyrugowawszy z tych rów­
naf1 parametr A, otrzymujemy 
równanie: 

PR' -P'R = O czyli: 
(Au +Bu+ C) (A'1 u + B'1u + 
+ C/)-(A'u + B'v + C')(A1u + 

+ Biu + C1) = O, 

które zawiera spólrzędne u i u 
prostych, łączących homolo­
giczne punkty dwóch danych 
szeregów rzutowych. Ogól pro­
stych, których spólrzędne u 
i u czynią zadość po.wyższe­

mu równaniu, tworzy pewną 
1 i n j ę kr z y w ą. Wypisane 
powyżej równanie, które na­
warny wprost równaniem tej 

· krzywej, jest stopnia drugie­
go w spólrzędnych u i u. Sto­
pień równania linji krzywej 
w spólrzędnych u i u określa 
(w geometrji analitycznej) kla­
sę tej krzywej. 

Dowiedliśmy zatem prawdziwości następujących twierdzef1: 

Stożkowa, będąca ulwo­
rem dwóch rzutowych (ale nie 
perspektywicznych) pęków pro-

Stożkowa, będąca utwo- · 
rem dwóch rzutowych ( ale nie 
perspektywicznych) szeregów 
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słych, jest linją krzywą rzędu I 
drugiego. 

punktów, jest linją krzywą 
klasy drugiej. 

Jeżeli pewna krzywa jest rzędu n-go i klasy n-tej, to wów­
czas mówimy, że owa krzywa jest stopnia n-go. Ponieważ stoż­

kowa, która jest utworem dwóch rzutowych pęków prostych, 
może być - na mocy twierdzeni~_....podstawowego tego ustępu -
uważana też za utwór dwóch rzutowych szeregów punktów~ 
przeto: owa stotkowa jako krzywa rzędu 2-go i klasy 2-ej, jest 
krzywą stopnia drugiego. 

31. Proste sieczne i zewnętrzne. Punkty zewnętrzne i we­
wnętrzne. Stożkowa S2 na ryc. 42-ej niechaj będzie utworem 
dwóch jednokreślnych pęków prostych 

P1 (a1, b1, c1, ... ) /\ P2 (a2, b2, C2, ... ) 

o wierzchołkach P1 i P 2, a stożkowa S2 na ryc. 43-ej niechaj 
będzie utworem dwóch rzutowych szeregów punktów 

p1 (A1, B1, C1, ••• ) /\ p 2 (A2, B2, C2, •.• ) o podstawach Pi i p2• 

Pęki prostych ( P1) /\ ( P2) Szeregi punktów (Pi) /\ · 
przetnijmy dowolną prostą w, I\ (p2) rzućmy z dowolnego 
która leży na ich wspólnej puńktu W, który leży na ich 
płaszczyźnie podstawowej i nie wspólnej płaszczyźnie podsta-
przechodzi przez wierzchołki wowej i nie przynależy do 
P1 i P 2• Otrzymane w ten spo- podstaw Pi i p2• Otrzymane 
sób (ust. 7 i 15) rzutowe sze- w ten sposób (ust. 7 i 22) rzu-
regi punktów towe pęki prostych 

w (A1 = wai, .. . ) /\ W (a1 = WA1, .• • ) /\ 

f\ w(A2 = wa2, ••• ) /\ W(a2 = WA2, · ••• ) 

o wspólnej podsfa wie w po­
siadają dwa punkty zjedno­
czone: E1 = E2 i F1 = F 2• Przez 
punkty E1 i F1 szeregu pierw­
szego przechodzą oczywiście 

proste e1 = P1E1 i / 1 = P1F1 

pęku ( P1), a przez punkty E2 

i F2 drugiego szeregu prze­
chodzą proste e2 = P 2E2 i / 2 = 
= P 2F 2 pęku (P2). 

Dla pęków (P1) /\ (P2) u­
zyskaliśmy dwie pary homo-

o wspólnym wierzchołku JV 
posiadają dwie proste zjedno­
czone: e1 = e2 i /1 = /2• Proste 
e1 i /~ pęku pierwszego prze­
cinają oczywiście podstawę sze­
regu (p1) w punktach E1 = Pie1 

i F1 = pi{1, a proste e2 i /~ pę­
ku drugiego przecinają pod­
stawę szeregu (p2) ~ punktach 
E2 = P2C2 i F2 = Pd2· 

.Dla szeregów (Pi) /\ (P2) 
uzyskaliśmy dwie pary homo-
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logicznych prostych: c1 i e2 , 

oraz f1 i/~, które (ust. 26) prze­
cinają ię w punktach E = 
e1 e2 = E1 = E2 i F = fif2 = 
= .F1 = F~ stożkowej S2. Punk­
ty E i F, które przynależą 

równocześnie do prostej w 
i do stożkowej 52, nazywać bę­

dziemy punktami przecięcia się 
prostej w ze stożkową 52• 

Ryc. 42. 

Punkty zjednoczone E1 = 
= E2 = E i F1 = F2 = F po­
mocniczych szeregów rzuto­
wych o wspólnej podstawie w 
ą (ust. 15) punktami: a) rze­

czywistemi i różnemi od sie'.. 
bie, b) rzeczywistemi i nakry­
wającemi się w jednym punk­
cie, albo też c) urojonemi sprzę­
żonemi. Uważana prosta w 
przecina stożkową S2 w przy­
padku: a) w dwóch rzeczywi-

logicznych punktów: E1 i E2, 

oraz F1 i F2, które (ust. 26) 
. wyznaczają dwie proste e = 
= E1 E2 = e1 = e2 i f = F1F2 = 
= /1 = f2 stożkowej 52• Proste 
e i f, które przynależą równo­
cześnie do punktu W i do stoż­
kowej 52, nazywać będziemy 

(ust. 30) slycznemi, poprowa­
dzonemi z punktu W cło stoż­

kowej 52• 

Ryc. 43. 

Proste zjednoczone e1 = 
= e2 = e i f1 = f2 = f pomoc­
niczych pęków rzutowych o 
wspólnym wierzchołku W są 

(ust. 16 i ust. 22) prostemi: 
a) rzeczywistemi i różnemi od 
siebie, b) rzeczywistemi i na­
krywającemi się na jednej pro­
stej, albo też c) urojonemi 
sprzężonemi. Przez uważany 
punkt W przechodzą do stoż­
kowej 52 w przypadku: a) dwie 
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stych i różnych od siebie 
punktach, b) w dwóch rzeczy­
wistych punktach i zjednoczo­
nych ze sobą w jednym punk­
cie, c) w dwóch punktach „u­
rojonych sprzężonych". Owa 
prosta w nazywa się w przy­
padku: a) prostą sieczną, 

b) styczną (ust. 27), c) prostą 
zewnętrzną stożkowej S2• 

rzeczywiste i rozne od siebie 
styczne, b) dwie rzeczywiste 
styczne i zjednoczone ze so­
bą na jednej prostej, c) dwie 
styczne „urojone sprzężone". 
Ów punkt W nazywa się 
w przypadku: a) punktem ze­
wnętrznym, b) punktem stycz­
ności (ust. 27) lub punktem le­
żącym na S2, c) punktem we­
wnętrznym stożkowej S2• 

Skoro stożkowa S2, punkt W i prosta w leżą na wspólnej pła­
szczyźnie, to wówczas pomiędzy temi elementami zachodzą związki, 
które wypowiedzieć możemy w formie następujących twierdzeń: 

Każda prosta w przecina 
się ze stożkową S2 w dwóch 
i tylko w dwóch punktach. 
Owe punkty są albo rzeczy­
wiste (i różne od siebie, wzgl. 
nakrywające się w jednym 
punkcie), albo też urojone 
sprzężone. 

Przez każdy punkt W 
przechodzą dwie i tylko dwie 
styczne do stożkowej S2• Owe 
styczne są albo rzeczywiste 
(i różne od siebie, wzgl. na­
krywające się na jednej pro­
stej), albo leż urojone sprzę­
żone. 

N a danej stożkowej S2 obierzmy dowolny punkt E i oznacz­
my przez e styczną w owym punkcie do stożkowej S2• 

Uważajmy punkt E za 
wierzchołek pęku prostych 
E (a, b, ... , e, .. . ). Prosta e jest 
,,styczną", a każda prosta a, 
b, . . . , różna od stycznej e, jest 
,,sieczną" stożkowej S2• W isto­
cie bowiem prosta np. a, która 
przecina stożkową w punkcie 
E i jest różna od stycznej e, 
musi - na mocy ostatniego 
twierdzenia - przeciąć stoż­

kową S2 jeszcze w drugim 
punkcie rzeczywistym. 

Uważajmy prostą e za 
podstawę szeregu punktów 
e (A, B, ... , E, ... ). Punkt stycz­
ności E jest „punktem leżą­

cym na" stożkowej S2, a każdy 
punkt A, B, ... , różny od punk­
tu E, jest „punktem zewnętrz­
nym" stożkowej S2• W istocie 
bowiem przez punkt np. A, któ­
ry leży na stycznej e i jest róż­
ny od punktu styczności E, 
musi - na mocy ostatniego 
twierdzenia - przejść jeszcze 
druga styczna rzeczywista do 
stożkowej S2. 
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N a płaszczyźnie stożko­

wej S2 o bierzmy dowolny 
punkt zewnętrzny X, oraz do­
wolny punkt wewnętrzny Y. 
Proste EX i EY przechodzą 
przez punkt E stożkowej S2 

i są różne od stycznej e, prze­
to muszą być „siecznemi" tej 
stożkowej. A zatem: 

Przez każdy punki, bez 
względu na to, czy on jest 
punkiem zewnętrznym, we­
wnętrznym, wzgl. leżącym na 
stożkowej S2, można zawsze 
wykreślić „proste sieczne" tej 
slotkowej. 

N a płaszczyźnie stożko­

wej s1. o bierzmy dowolną pro­
stą zewnętrzną x, oraz dowol­
ną prostą sieczną y. Punkty 
ex i ey leżą na stycznej e i są 
różne od punktu styczności E 
owej stycznej ze stożkową S2, 

przeto muszą być „punktami 
zewnętrznemi" tej stożkowej. 

Na każdej prostej, bez 
względu na to, czy ona jest 
prostą sieczną, prostą zewnętrz­

ną, wzgl. styczną stożkowej S2, 

można zawsze obrać „punkty 
zewnętrzne" tej stożkowej. 

32. Podział stożkowych. Stożkowa jest utworem (ust. 30) 
dwóch jednokreślnych (ale nie perspektywicznych) 

pęków prostych (.P1) /\ (P2), 

o różnych ~ierzchołkach Pi, 
P 2 i o wspólnej płaszczyźnie 

podstawowej w. 

szeregów punktów (Pi) /\ (p2 ) 

o różnych podstawach Pi, p2 

i o wspólnej płaszczyźnie pod­
stawowej w. 

Rozważyć możemy dwa przypadki: a) płaszczyzna w jest 
elementem niewłaściwym lub też b) płaszczyzna w jest elemen­
tem właściwym. Dla płaszczyzny podstawowej n ie w la ś ci we j 
w 00 uważane pęki prostych i szeregi punktów są (ust. 2) ,,nie­
właściwemi pękami" i „niewlaściwemi szeregami". Na mocy de­
finicji, podanej w ust. 26, otrzymany: 

ogół punktów niewłaściwych, 
w których przecinają się lw­
mologiczne proste niewłaściwe 
dwóch rzutowych pęków pro­
stych, leżących na płaszczyź­
nie niewłaściwej i nie posia­
dających wspólnego wierzcho~­
ka, nazywać będziemy sto~­
kową niewłaściwą. 

ogół prostych niewłaściwych, 

które łączą homologiczne punk­
ty niewłaściwe dwóch rzuto­
wych szeregów punktów, le­
żących na płaszczyźnie nie­
właściwej i nie posiadających 
wspólnej podstawy, nazywać 
będziemy stottkową niewła­

.~ciwą. 
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W przypadku drugim, skoro płaszczyzna podstawowa w 

jest elementem właściwym, uważane pęki prostych i przy­
najmniej jeden z szeregów punktów muszą być utworami „ wła­
ściwemi". Drugi szereg punktów może być albo właściwy, albo 
też niewłaściwy. Wierzchołki zaś jednokreślnych pęków prostych 
mogą być: obydwa właściwe, obydwa niewłaściwe, wreszcie je­
den właściwy a drugi niewłaściwy. Slożkową, uzyskaną w po­
wyższych przypadkach, nazywać będziemy sto~kową właściwą. 

Uwaga : Rozważania, przeprowadzone w ust. 26-31, sto uj ą ię do 
stożkowych właściwych, jak również i do stożkowych niewłaściwych. 

Wiadomo nam z ust. 31, że każda prosta płaszczyzny pod­
stawowej w przecina stożkową S 2 w dwóch punktach. Prosta 
niewłaściwa [= płaszczyzny właściwej w przetnie się ze stoż­

kową właściwą S2 rówmez 
------,(:F'--------0----,,,.-0,.,------l

00

_ w d w ó c h punktach, które 

G
~ oczywiście muszą być punk­

tami niewłaściwemi A= i B =. 
Owe punkty niewłaściwe (ust. 
31) mogą być: a) rzeczywiste 

Ryc. 44. Ryc. 45. Ryc. 46. i różne od siebie A=, B =, 
b) rzeczywiste i zjednoczone 

(nakrywające się) w jednym punkcie A== B =, c) urojone sprzę­
żone. Na symbolicznych rysunkach 44-46 podane jest zacho­
wanie się stożkowej właściwej S 2 względem prostej niewłaściwej 
l =. Stożkową właściwą S2 nazywamy w przypadku : a) hiper­
bolą, b) parabolą, c) elipsą. Prosta niewłaściwa l = jest (ust. 31): 
a) dla hiperboli „sieczną", b) dla paraboli „styczną" w punk­
cie niewłaściwym A= = B =, c) dla elipsy „prostą zewnętrzną". 
Możemy tedy wprowadzić następujące definicje: 

a) Stożkowa właściwa, która posiada dwa różne 

od siebie punkty niewłaściwe, nazywa się hip er­
b o 1 ą. 

b) Stożkowa właściwa, styczna do prostej niewła­
ściwej, nazywa się par ab o 1 ą. 

c) Stożkowa właściwa, która posiada dwa niewła­
ściwe punkty urojone sprzężone, nazywa się elipsą. . 
Z rozważań ust. 27 wiadomo nam, że stożkowa S2 posiada 

w każdym swoim punkcie jedną i tylko jedną styczną. Również 
i w punkcie niewłaściwym A= posiada stożkowa właściwa S 2 

(ryc. 44) jedną i tylko jedną styczną a, którą nazywać będzie-



32. Podział stożkowych. 145 

my asymptotą. Hiperbola (por. ryc. 44 i 47) posiada zatem dwie 
rzeczywiste i różne od siebie asymptoty a i b, które są pro­
stemi właściwemi. Dla paraboli (ryc. 45 i 48) jej obydwie asymp­
toty zjednoczyły się z jej 
styczną niewłaściwą l 00

• N a­
tomiast elipsa (ryc. 46 i 49) 
posiada dwie asymptoty „u­
rojone sprzężone"; praw­
dziwości tego dowiedziemy 
,Y ust. 49. 

o 
·wykażemy teraz, że Ryc . . n_ Ryc. 48. Ryc. 49. 

kol o jest szczególnym przy-
padkiem elipsy. W tym celu weźmy pod uwagę dwa „ wprost 
przystające" pęki prostych o wspólnym wierzchołku P i wspólnej 
płaszczyźnie podstawowej w 

P ( a, b, c, ... ) w = P ( a0, b0, c0, ••• ) lu, 

które są (ust. 20) pękami „eliptycznemi". Prosta niewłaściwa L00 

płaszczyzny uJ przecina się z temi pękami w dwóch „ wprost 
przyqtających" szeregach punktów niewłaściwych 

L 00 (A00
, B 00

, C 00
, ••• ) "-' l 00 (A0

00
, B0

00
, C0=, ... ), 

które posiadają dwa urojone sprzężone punkty zjednoczone. 
vV płaszczyźnie c,J wykonajmy taki ruch „sztywnego" pęku 

P (a0, ••• ), aby wierzchołek jego zajął nowe położenie P 1, a po­
szczególne proste położenia a1 li a0, b1 li b0, c1 li c0, ••• , czyli in­
nemi slm,vy, aby nowo skonstruowany pęk prostych P 1 (a1, b11 c1, ... ) 

był perspektywiczny do szeregu l = (A0=, B0
00

, C0=, ... ). Pęki 
prostych P (a, b, c, ... ) i P1 (ai, b1, c1, •.. ) są również (ust. 20) pę­

kami „wprost przystającemi", a zatem i rzutowemi. Ich utwo­
rem jest e 1 i psa, gdyż owa stożkowa S2 przecina się z prostą 
niewłaściwą l 00 w dwóch punktach urojonych sprzężonych, które 
są elementami zjednoczonemi wypisanych powyżej szeregów 
przystających o wspólnej podstawie l =. 
z· równości kątów ab= a1b1 (o ile punkty 
A= aa1 i B = bb1 leżą po jednej i tej sa­
mej „stronie" odcinka PP1) oraz kątów 
wierzchofaowych cp (ryc. 50) wynika rów­
ność kątów obwodowych: 

-4:_ PAP1 = <C.. PBP1 = -4:_ e 

wspierających się na cięciwiePP1. Stożkowa 

S2 jest zatem kołem. Wykazaliśmy tedy, że: 
Plamitzer, Geomell'ja rZLHowa. 

A 

C 

Ryc. 50. 

10 



146 III. Stożkowe. 

Utworem dwóch wprost przystających pęków prostych o ró:ż­
nych wierzchołkach, które nie są perspektywiczne i leżą na 
wspólnej płaszczyźnie, jest koło. 

Korzystając z twierdzenia Steinera (ust. 27) oraz równoścj 
kątów obwodowych: 1:. PAP1 = 1:- PBP1 = 1:- c, wspierających się 
na cięciwie PP1 kola S',!, (ryc. 50), dowieść możemy z łatwością 
prawdziwości następującego twierdzenia : 

Rzucając poszczególne punkty koła :: dwóch jego dowolnych 
p unktów, otrzymujemy dwa wprost przystające pęki prostych. 

33. Stożkowe zniekształcone. W dolychczasowych naszych 
rozważaniach, odnoszących s ię do stożkowych, przyjmowaliśmy 
dwa rzutowe pęki prostych o dwóch różnyrh wierzchołkach, 
oraz dwa jednokreślne szeregi punktów o dwóch różnych pod­
stawach. 

Weźmy teraz pod uwagę dwa rzutowe (ale nie perspekty­
wiczne) 

pęki prostych 

P ( a1, bu c1, • •• ) /\ P ( a2, b2, C2, ••. ) 

o wspólnym wierzchołku P 
i o wspólnej płaszczyźnie pod­
stawowej w. 

Ogół punktów, w których 
przecinają się homologiczne 
proste dwóch rzutowych ( ale 
nie perspektywicznych) pęków, 
posiadających wspólny wier::­
chołek i wspólną płaszczyznę 
podstawową, zdefinjujemy ja­
ko sto~kową zniekształconą. 

Wierzchołek P uważa­

nych pęków fest punktem cha­
rakterystycznym stożkowej 

zniekształconej, gdyż w nim 
zjednoczyły się punkty : A= 
= a1a2, B = b1b2, C = C1C2, · . . , 

przecięcia się homologicznych 
prostych owych pęków. Pęki 

te posiadają jednak (ust. 16 
i 22) dwie proste zjednoczone 

szeregi punktów 

p (Av Bi, C1, ••• ) /\ p (A2, B~, C2, ... ) 

o wspólnej podstawie p. 

Ogół prostych, które łą­
czą homologiczne punkty dwóch 
rzutowych ( ale nie perspekty­
wicznych) szeregów, posiada­
jących wspólną podstawę, zde­
finjujemy jako stożkową znie­
kształconą. 

Podstawa p uważanych 

szeregów jest prostą charak­
terystyczną stożkowej znie­
kształconej, gdyż z nią zjed­
noczyły się proste : a = A1A2, 

b = B 1B.2, c = C1C2 , •.. , łączące 

homologiczne punkty owych 
szeregów. Szeregi te posia­
dają jednak (ust. 15) dwa 
punkty zjednoczone E1 = E2 
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e1 = e2 i {1 = {2• Ponieważ każ­
dy punkt, leżący na prostej 
e1 = e2 (wzgl. / 1 = {2), uważać 
można .za punkt przecięcia się 
homologicznych prostych e1 

i e2 (wzgl. {1 i /~), przeto: ba­
dana stożkowa zniekształcona 
r o z p a d a s i ę n a d w i e p r o-

t e z j e d n o c z o n e e1 = e2 

i /1 = /~, 

i F1 = F2• Ponieważ każdą 

prostą, przechodzącą przez 
punkt E1 = E2 (wzgl. punkt 
F1 = F 2), uważać możemy za 
prostą, łączącą dwa homolo­
giczne punkty E1 i E2 (wzgl. 
F 1 i F 2 ), przeto: badana stożko­
wa zniekształcona ro z p a d a 
się na dwa punkty zjed­
n o c z o n e E1 = E2 i F 1 = F2, 

które (ust. 22 i ust. 15) mogą 
być: a) rzeczywiste i różne od 
siebie, b) rzeczywiste i nakry­
wające się na jednej prostej, 
wzgl. w jednym punkcie, c) uro- /Y 
jone sprzężone. Natomiast wierz­
chołek P i podstawa p są zawsze 
elementami rzeczywistemi. 

A 

Ryc. 51. 

8 

Ryc. 52. 

Pozostaje nam wkońcu do omówienia przypadek dwóch 
perspektywicznych 

pęków prostych 

P 1 (ai, bi, c1, •.• ) /\ P2 (a2, b2, c2, ••• ), 

leżących na wspólnej pła­

szczyźnie podstawowej i nie po­
siadających wspólnego wierz­
chołka. Pęki te niechaj bę­

dą rzutami szeregu punktów 
w (A, B, C, ... ). 

Ogół punktów, w których 
przecinają się homologiczne 
prosie owych dwóch perspek­
tywicznych pęków prostych, 
zdefinjujemy jako stof:-ko ·wą 
zniekształconą. 

Stożkowa ta rozpada się 
na prostą P 1 P 2, łączącą 

wierzchołki pęków, oraz n a 
prostą w, będącą podstawą 

pomocniczego szeregu punk­
tów. 

szeregów punktów 

pi(A], Bi, C1, ... ) /\ p2(A'2, B2, C2, ... ), 

leżących na wspólnej pła­

szczyźnie podstawowej i nie 
posiadających wspólnej pod­
stawy. Szeregi te niechaj bę­

dą przekrojami pęku prostych 
W (a, b, c, .. . ). 

Ogół prostych, które łą­
cząhomologiczne punkty owych 
dwóch perspektywicznych sze­
regów punktów, zdefinJujemy 
jako sto~kową zniekształ­

coną. 

Stożkowa ta rozpada się 
n a punk t Pi p 2, przecięcia 

się podstaw szeregów, oraz 
n a punkt W, będący wierz­
chołkiem pomocniczego pęku 
prostych. 

* 
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Proste P1P2 i w, oraz punkty p 1 p 2 i W są zawsze (w na­
szych rozważaniach) elementami rzeczywistemi. · 

Płaszczyzna podstawowa w dwóch rzutowych pęków pro­
stych o wspólnym wierzchołku P, wzgl. dwóch rzutowych sze­
regów punktów o wsp6lnej podstawie p, dwóch perspektywicz­
nych pęków prostych lub dwóch perspektywicznych szeregów 
punktów może być: 1) płaszczyzną właściwą, 2) płaszczyzną 

niewłaściwą. \V przypadku pierwszym uzyskamy stożkowe =nie­
ks:tałcone „właściwe", a w drugim stożkowe zniekształcone „nie­
właściwe((. 

Uwaga: W odróżnieniu od nich nazwać moglibyśmy te stożkowe (wła­
ściwe i niewłaściwe), które badaliśmy w ust. 26- 31, ,,slożkowemi nieznieksztal­
conemi". 

34. War,unki, określające stożkową. N a płaszczyźnie B 

obierzmy (ryc. 53) pięć dowolnych punktów A., B, C, P1 i P2, 

z których żadne trzy n i e 1 e ż ą na jednej prostej. Z dwóch da­
nych punktów, np. P 1 i P.2, rzućmy trzy pozostałe punkty, 
a skonstruowane w ten sposób trzy pary prostych: P1A = a1 

i P2A = a2 , l\B = b1 i P2B = b2, P1C = c1 i P2 C = c2 uważajmy 
za elementy homologiczne dwóch rzutowych pęków prostych 

P1 ( a1, b1, ci, ... ) /\ P2 ( a 2, b2, c2, .•. ). 

Utworem tych pęków jest (ust. 27) stożkowa S2, przechodząca 

przez dane punkty A, B, C, 1-\ i I-\. Ta stożkowa jest jedyną 
stożkową, która przechodzi przez owe punk­
ty. Przypuśćmy bowiem, że jest dana inna 
stożkowa Si, przechodząca przez punkty A, 
B, C, P1 i P 2• Rzucając poszczególne punkty 
stożkowej Si z dwóch jej punktów P1 i P 2, 

otrzymamy (ust. 27) dwa rzutowe pęki pro­
stych ( P1) I\ (P2), dla _ których proste a1 i a2, 

Hyc. s:t b1 i b2, c1 i c2 są oczywiście elementami ho-
mologicznemi. Rzutowość ta jest zatem iden­

tyczna (ust. 17) z rzutowością, poprzednio skonstruowaną, czyli in­
nemi słowy stożkowa Si jest identyczna ze stożkową S2• A zatem: 

Pięć punktów dowolnej 
płaszczyzny, :: których żadne 
trzy nie leżą na jednej prostej, 
określa jedną i tylko jedną 
stożkową, pr=echodzącą przez 
le punkty. 

Pięć prostych dowolnej 
płas::czyzny, z których żadne 
trzy nie przechodzą przez je­
den punkt, (lkreślajedną i tyl­
ko jedną stożkową, dla której 
le proste są stycznemi. 
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Obierzmy na płaszczyźnie c cztery punkty A, B, P1 i P 2, 

z których żadna trójka nie leży na jednej prostej, oraz prostą 
s1, przechodzącą tylko przez punkt np. P1• Punkty P1 i P2 uwa­
żajmy za wierzchołki dwóch rzutowych pęków prostych, któ­
rych elementami homologicznemi są proste : 1-\A = a1 i P2A = a2, 

P1B = b1 i P2B = b2 , oraz s1 i P2P1 = s2. Stożkowa S2, będąca 

utworem tych pęków, przechodzi przez dane punkty A, B, P1, 

P 2 i posiada (ust. 27) w wierzchołku P1 pierwszego pęku styczną 
s1. W sposób podany poprzednio wykazać możemy, że istnieje 
j e dna i ty 1 ko j e cl n a stożkowa S2, spełniająca powyższe 

warunki. A zatem: 

Stożkowa (niezniekształ­

cona) jest określona, skoro da­
ne są cztery dowolne jej punk­
ty, (z ' których żadne trzy nie 
leżą na jednej prostej), oraz· 
styczna w jednym = nich, nie 
przechodząca przez żaden z po­
zostałych punktów danych. 

Stożkowa (niezniekształ­

cona) jest określona, skoro da­
ne są cztery dowolne jej stycz­
ne, (z których żadne trzy nie 
przecinają się w jednym punk­
cie), oraz punkt styczno.kijed­
nej = nich, nie leżący na żadnej 
:: pozostałych stycznych danych. 

Ja płaszczyźnie c niecha.i dane będą trzy punkty A, P1• 

i P 2, nie leżące na jednej prostej, oraz prosta s11 przechodząca 

tylko przez punkt P 11 i prosta t2, przechodząca tylko przez 
punkt P2• Skoro trzy pary prostych: P1A = a1 i P2A = a2, s1 

i P2P1 = s2, l\P2 = t1 i t2 uważać będziemy za homologiczne 
elementy pęków rzutowych 

P1 (a11 s1, i11 •• • ) ;\ P 2 (a2, s2 , t2, ••. ), 

to utworem tych pęków będzie j e dna i t' y 1 ko j e dna stoż­
kowa S2, przechodząca przez dane punkty .A, P1 i P2, oraz po­
iadająca styczną s1 w punkcie P1 i styczną t2 w punkcie P2• 

A zatem: 

Stożkowa (niezniekształ­

cona) jest wyznaczona, skoro 
dane są trzy dowolne jej punkty 
(nie leżące na jednej prostej), 
oraz styc::ne w dwu z nich, 
nie przechodzące przez żaden 
z pozostałych punktów danych. 

Stożkowa (nie.zniekształ­

cona) jest wyznac:ona, skoro 
dane są trzy dowolne jej stycz­
ne (nie przecinające się w jed­
nym punkcie), oraz p_unkty 
styczności dwu z nich, nie le­
żące na żadnej z pozostałych . 
styc,znych danych. 
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Uwaga: W ust. 54-ym wykażemy, że albo nie istnieje ani jedna stoż­

kowa, albo też istnieją dwie takie stożkowe, które: a) przechodzą przez 
cztery dane punkty (z których żadne trzy nie leżą na jednej prostej) i są 
styczne do danej prostej, (nie przechodzącej p·rzez żaden z danych punktów); 
b) są styczne do czterech danych prostych (z których żadne trzy nie prze­
cinają się w jednym punkcie) i przechodzą przez dany punkt (nie leżący na 
żadnej z danych prostych). 

W u t. 55-ym wykażemy, że albo nie istnieje ani jedna stożkowa, albo 
też i tnieją c ztery stożkowe, które: a) przechodzą przez trzy dane punkty 
(nie leżące na jednej prostej) i są styczne do dwóch danych prostych mie 
przechodzących przez żaden z danych punktów); b) są styczne do trzech 
danych prostych (nie przecinających się w jednym punkcie) i przechodzą 

przez dwa dane punkty (nie leżące na żadnej z danych prostych). 

Inne sposoby wyznaczenia stożkowej omówimy w ust. 52. 

35. Zadania konstrukcyjne i ćwiczenia. Korzystając z do­
tychczasowych rozważa11, rozwiązać możemy zadania konstruk­
cyjne, odnoszące się do stożkowych . 

Zadanie 1: Danych jest 
na płaszczyźnie pięć punktów 
1, 2, 3, 1„ i .5, które określają 
stożkową S2, oraz prosta /, 
przechodząca przez punkt 5. 
Skonstruować należy drugi 
punkt przecięcia się prostej _/ 
ze stożkową S2• 

R o z w i ą z a n i e 1: Punk­
ty 5 i np. 1 uważajmy za wierz­
chołki dwóch rzutowych pę­

ków prostych, których ele­
mentami homologicznemi są 

proste : 5 2 = a i 1 2 = a1, 

:) 3 = b i 1 3 = bi, 5 4- = c i 
1 1,, = c1. Skoro - w sposób 
poznany w ust. 19. - uzupeł­

nimy dwa pęki jednokreślne 

5 {a, b, c, .. . ) /\ 1 (a11 bi, c1, . . . ) 

i prostej /, uważanej za ele­
ment pęku (5), podporządku­
jemy w pęku (1) jedną ściśle 

określoną prostą li, to wów-

Zadanie 2: Danych jest 
na płaszczyźnie pięć prostych 
I, II, III, IV i V, które okre­
ślają stożkową S2, oraz punkt 
L, leżący na stycznej V. Skon­
struować należy drugą stycz­
ną stożkowej S2, przechodzą­

cą przez punkt L. 
Rozwiązanie 1: Stycz­

ne V i np. I uważajmy za pod­
stawy dwóch rzutowych sze­
regów punktów, których ele­
mentami homologicznemi są 

punkty : V II= A i I II= A1, 

V III= B i J Ill = Bi, V 11' = C 
i I IV= C1. Skoro - w spo­
sób poznany w ust. 19 - uzu­
pełnimy dwa szeregi jedno­
kreślne 

V (A, B, C, . . . ) /\ I (A1, B1, C1, . .. ) 

i punktowi L, uważanemu za 
element szeregu (V), podpo­
rządkujemy w szeregu (J) je­
den ściśle oznaczony punkt 
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czas punkt l l1 = 6 rozwiązuje 
zadanie. W istocie bowiem pę­
ki (5) /\ (1) utworzą stożkową 
S2, a punkt l /1 = 6 tej stoż­

kowej leży na danej prostej l. 

R oz wiąz an ie 2: Da­
ne punkty i szukany punkt 6 
uważajmy za wierzchołki sze­
ściokąta ( 1 2 3 4 5 6), wpisane­
g o w daną stożkową S2• 

Ryc. 5-L 

1 2 45 .P1) 
23 56=I.P2 p 
34 BJ .Pa 

Korzystając z twierdze­
nia Pas ca 1 a (ust. 28), skon­
struuj emy z łatwością żadany 
punkt 6. Ze schematu, poda­
nego na ryc. 54, wynika, że 

prosta Pascala p = P 1P2 prze­
chodzi przez punkty P1 i P2, 

w których przecinają się pary 
prostych : / 2 i 4 5, wzgl. 2 3 
i 5 6 = I. Prosta 3 4- i prosta 
6 1, (łącząca nieznany wierz­
chołek 6 z punktem 1), prze­
ciąć się muszą w punkcie P 3 

na prostej Pascala p. Ponie­
waż punkt P 3 przynależy do 
prostych p i 3 4, przeto pro­
sta P31=61 przechodzi przez 
szukany punkt 6. Proste l = 
= 6P2 = 56 i P3 / = 6 1 przeci­
nają się w punkcie 6, który 
spełnia warunki zadania. 

L1, to wówczas prosta LL1 = VI 
rozwiązuje zadanie. W istocie 
bowiem szeregi (V) /\ (I) u­
tworzą stożkową S2, a stycz­
na LL1 = VJtej stożkowej prze­
chodzi przez dany punkt L. 

Rozwiązanie 2: Da­
ne proste i szukaną prostą VI 
uważajmy za boki sześciobo­
ku (I II III IV V VI), opisanego 
na danej stożkowej S2• 

V 

ff i Il Ilf JVVT'J 

Ryc. 55. 

I Il IVV. .b1 
II III. VVJ =L .b2 B 
Ilf.IV m .... bJ 

Korzystając z twierdze­
nia Br i a n cho n a (ust. 28), 
skonstruujemy z łatwością żą­
daną styczną VI. Ze schematu, 
podanego na ryc. 55, wynika, 
że punkt Brianchona B = b1b2 

leży na prostych b1 i b2, któ­
re łączą pary punktów I II 
i IV V, wzgl. II III i V VI= L. 
Punkt III IV i punkt VI I (prze­
cięcia się nieznanego boku VI 
z prostą I), wyznaczają pro­
stą b3, przechodzącą przez 
punkt Brianchona B. Ponieważ 
prosta b3 przynależy do punk­
tów B i III IV, przeto punkt 
b3I = VI I leży na szukanej 
prostej VI. Punkty L = Vb2 = 
= V VI i b3I =VII wyznacza­
ją prostą VI, która spełnia wa­
runki zadania. 
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Uwaga: Zadania 1 i 2, jak konstrukcje, wypi~ane obok siebie i służące 
do rozwiązania tych zadań, podporządkowane są sobie (ust. 5) w myśl za·­
sady biegunowej dwoi tości na pła zczyźnie. Z tego też powodu w dalszym 
ciągu podawać będziemy rozwiązania zadań wypisanych po jednej (np. lewej) 
stronie. 

Zadante 3: Stożkowa S2 

określona jest pięcioma punk­
tami 1. 2, 3, 4- i 5, z których 
żadna trójka nie leży na jed­
nej prostej. Skonstruować na­
leży styczną e w punkcie 3 
do stożkowej S2• 

Zadanie 4: Stożkowa ~ 

określona jest pięcioma stycz­
nemi /, II, III, IV i V, z któ­
rych żadna trójka nie prze­
chodzi przez jeden punkt. 
Skonstruować należy punkt 
styczności E stycznej III ze 
stożkową S2• 

Rozwiązanie 1: Punkty 3 i np. 1 uważajmy za wierz­
chołki rlwóch rzutowych pęków prostych, kt6rych elementami 
homo logicznemi ą pary prostych : 3 2 = a i 1 2 = a11 3 4-= b 
i 11- = b11 3 5 = c i 1 5 = c1. Prostej 1 3, łączącej wierzchołki tych 
pęków i uważanej za element pęku (1), podporządkowana bę­

dzie w pęku (3) prosta e; owa prosta (ust. 27) jest styczną 

w wierzchołku 3 do stożkowej S2 i rozwiązuje zadanie. 
Ro z wiąz a n ie 2: Skoro dane punkty uważać będziemy za 

wierzchołki pięciokąta wpisanego w stożkową S2, to korzystając 
(ust. 29) z twierdzenia ·Pas ca 1 a, skonstruować możemy szu­
kaną styczną e. Pięciokąt (123 ft- 5) jest szczególnym przypad­
kiem sześciokąta (123 = (j ft . .3), którego dwa wierzchołki 3 i fj 

zjednoczyły się w jednym punkcie 3 = 6, a którego bok 3 G = e 
jest styczną stożkowej S2• Z wypisanego schematu wynika, że 

123 16 ft. ;) 

1 2 6 4- ... P11 
")' I /, ,.. ~ 3 I- ,) ... P2 p 

e = 3 G .5 1 ... P~ J 

prosta Pascala p = P1P2 przechodzi 
przez punkty P1 i P2 , w których prze­
cinają się pary prostych 1 2 i (j 4-, 
wzgl. "J 3 i 1-5. Prosta .5 1 i nieznana 
styczna e = 3 6 przeciąć się muszą 

w punkcie P 3 na prostej Pascala p. 
Proste p = P1P2 i .5 1 przecinają się punkcie P3, a prosta 
P 33 = 3 () = e jest szukaną styczną. 

Ćwiczenie l: Rozwiązać zadanie 3 wówczas, jeżeli punkt 3 stożkowej 
S2 jest punktem niewłaściwym 3 00, przynależnym do danej pro tej a. (Wy­
nikowa styczna e = 3 00 6 00, równoległa do prostej a, jest asymptotą toż-

kowej S2). , 

Ćwiczenie 2: Parabola S2 określona jest (p. zad. 4) czterema stycznemi 
wlaściwemi I, II, III i IV, oraz styczną niewłaściwą V 00• Skonstruować należy · 
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punkt styczności E stycznej III z tą parabolą: a) przy pomocy dwóch rzu­
towych szeregów punktów o podstawach Ili i np. I; b) przy pomocy twier­
rl zenia Brian chona. 

Zadanie 5: Parabola S2 

określona jest trzema stycz­
nemi właściwemi I, Il, Ilf, stycz­
ną nie'vvlaściwą IV 00 i punk­
tem styczności A stycznej Il. 
Skonstruować należy punkt 
styczności E 00 stycznej IV 00 

z parabolą. 

Zadanie 6: Hiperbola S2 

określona jest trzema punk­
tami właściwemi 1, 2, 3, punk­
tem niewłaściwym 4 00 (przy­
należnym do danej prostej /) 
i styczną a w punkcie 2. Skon­
struować należy asymptotę 

(styczną) w punkcie J,. 00 hiper­
boli. 

Ro z wiąz a n ie : Skoro dane styczne uważać będziemy 

(ryc. 56) za boki czworoboku (I II III IV 00
), opisanego na para­

boli S2, to korzystając (ust. 29) z twierdzenia Brianchon'a 
skonstruować możemy żądany punkt styczności E 00

• Uważany 

czworobok jest szczególnym przypadkiem sześcioboku (I Il= 
= V Ilf !11 00 = Vf 00), opisanego na tej paraboli, przyczem boki 
Il i V zjednoczyły się na jednej 
pros~ej, a punkt styczności A= II Y 
jest punktem przecięcia się stycz­
nych II i Y, oraz dwa boki niewła­
ściwe flT00 i Vf 00 zjednoczyły się 

na prostej niewłaściwej, a szukany 
punkt styczności E 00 = JY00 VJ00 

jest punktem przecięcia się stycz­
nych fl' 00 i VJ 00

• Z wypisanego (Iia 
ryc. 56) schematu wynika, że pro­
sta b1 // III i prosta b3 // I przeci­
nają się w punkcie Brian chona, 

i 

711 

Hyc. 56. 

B = b1 b3• Punkt styczności A= II V i nieznany punkt styczno­
ści E 00 = IV 00 1'100 wyznaczają prostą b'J = AE 00

, która koniecz­
nie przejść musi przez punkt Brianchona B = b1b3• Wnosimy 
stąd, że punkt niewłaściwy E 00 prostej b2 = AB rozwiązuje za­
danie. 

Zadanie 7: Dane są a­
symptoty a, b i dowolna stycz­
na s hiperboli. Wyznaczyć 

punkt styczno J ci S prostej s 
z hiperbolą. 

Zadanie 8: Dane są a­
symptoty a, b i dowolny punkt 
S hiperboli. Wyznaczyć w punk­
cie S styczną s do tej hi­
p~rboli. 
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R o z w i ą z a n ie : U wa­
ż aj my asymptotę a za prostą, 
na której zjednoczyły się dwie 
styczne I i II hiperboli. Punkt 
styczności A00 asymptoty a 
z hiperbolą jest wówczas punk­
tem A00 = l II . przecięcia się 

stycznych I i II. Pad o bnie 
z asymptotą b zjednoczyły się 
dwie styczne III i IV, a punkt 
B 00 = III IV jest drugim punk­
tem niewłaściwym hiperboli. 
Skoro założymy, że na stycz­
nej s zjednoczyły się dwie dal­
sze styczne V i VI hiperboli, 

· to ich punkt przecięcia się 
S = V VI spełnia warunki za­
dania. Korzystając z sześcio­
boku (I= Il III= IV V= Vl), 
opisanego na hiperboli (ust. 
43), z łatwością skonstruuje­
my ów punkt styczności S. 

Ćwiczenie 3: Hiperbola wy­
znaczona jest (ryc. 57) trzema punk­
tami właściwemi 1, 2, 3 i asymptotą 
a (w punkcie niewłaściwym prostej 
a zjednoczyły się punkty 4 00 i 5 00 hi­
perboli). Skonstruować należy (przy 
pomocy twierdzenia Pascala) stycz­
ną s w punkcie 2 do hiperboli. 

Ryc. 57. 

Rozwiązanie: W punk­
cie styczności asymptoty a 
z hiperbolą zjednoczyły się 

dwa niewłaściwe punkty 1 00 

i 2 00 hiperboli. Asymptota a 
jest wówczas prostą właściwą 
a= 1 00 2 00

, łączącą punkty 1 00 

i 2 00
• Podobnie w punkcie nie­

właściwym asymptoty b zjed­
noczyły się dwa punkty 3 00 

i 400
, a prosta b = 300 11- 00 jest 

drugą asymptotą hiperboli. 
Skoro założymy, że w punk• 
cie S zjednoczyły się dwa dal­
sze punkty 5 i 6 hiperboli, to 
prosta łącząca owe punkty 
5 6 = s spełnia warunki zada­
nia. Korzystając z sześciokąta 
( 1 = 2 3 = 4 5 = 6), wpisane­
g w hiperbolę (ust. 43), z łat­
woscią skonstruujemy ową 

styczną s. 

Ćwiczenie 4: Hiperbola wy­
znaczona jest (ryc. 58) trzema stycz­
nemi właściwemi I, II, III i asympto­
tą a (na której zj eclnoczyły się dwie 
styczne IV i V biper boli). Skonstru­
ować należy (przy pomocy tw. Brian­
chona) punkt styczności S stycznej 
Il do hiperboli. 

Ryc. 58. 

JIIYI JYVJII 

I Jl JVV=A':°. .b} 
IlYI=S V JIJ .. .. b2 B 

YI IV Jll I.. .. b3 

Ćwiczenie 5: Hiperbola określona jest dwoma punktami właściwemi 
1 i 2, punktem niewłaściwym 800, przynależnym do danej prostej l, oraz asymp­
totą a= 400 500• Skonstruować (przy pomocy tw. Pascala) drugą asymptotę 
b = 300 600 tej hiperboli. 
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Ćwiczenie 6: Hiperbola określoną jest asymptotą a (zawierającą 
punkty 100 = 200), punktami 3 i 400, oraz styczną s w punkcie właś0iwym 3. 
Skonstruować należy drugą asymptotę b = 400 500 tej hiperboli. - Do kon­
strukcji użyć należy sześciokąta (1 00 = 200 3 = 6 400 = 500). 

Zadanie 9: Dane są a-
ymptoty a, b i dowolna stycz­

na V hiperboli. Z punktu T, 
leżącego na prostej V, popro­
wadzić styczną VI do hiper­
boli. 

Zadanie 10: Dane są a­
symptoty a, b i dowolny punkt 
5 hiperboli. Przez punkt 6 po­
prowadźmy prostą li wyznacz­
my punkt 6 przecięcia się pro­
stej t z hiperbolą. 

Ro z wiąz a n ie: Niechaj styczne I i II hiperboli zjedno­
czą się z asymptotą a, oraz styczne III i IV z asymptotą b. Ko­
rzystając z sześcioboku (I= II III= IV V VI), opisanego na hi­
perboli, z łatwością skonstruujemy wynikową styczną VI. 

Ćwiczenie 7: Parabola określona jest czterema stycznemi właściwemi 
I, Il, li/i IY. Z punktu 1~ leżącego na prostej Il, wykreślić styczną VI do pa­
raboli. (Skoro styczną niewłaściwą paraboli oznaczymy przez V00, to przy 
pomocy sześcioboku (J II VI III IV V00) wykreślimy prostą VI). 

Ćwiczenie 8: Rozwiązać ćwiczenie 7 wówezas, skoro parabola okre­
ślona jest: a) trzema stycznemi I, II, III i punktem styczności C stycznej Ili; 
b) dwiema stycznemi I i II, oraz ich punktami styczności A i B. 

Ćwiczenie 9: Parabola określona jest czterema punktami 1, 2, 3, 400 , 

oraz styczną niewłaściwą a 00 w punkcie 400• Przez punkt 2 wykreślić dowolną 
prostą l (nie zawierającą żadnego z pozostałych punktów danych) i wyzna­
czyć punkt 6, przecięcia się prostej l z parabolą. ( - Do konstrukcji użyć 
należy sześciokąta (126 3 400 500 ), przyczem a 00 = 4 00 500). 

Zadanie 11: Dane są trzy punkty właściwe 1, 2, 3 i asymp­
tota a hiperboli. Skonstruować należy drugą asymptotę b tej 
hiperboli. 

Ro z wiąz a n ie : Przez punkt niewłaściwy asymptoty a, 
w którym zjednoczyły się dwa punkty 4 00 i 5 00 hiperboli, po­
prowadźmy prostą niewłaściwą l 00

• Drugi punkt r; 00
, przecięcia 

się prostej l 00 z hiperbolą, otrzy-
1 2 3 \ !1- 00 = 5 00 6 00 

1 2 4-00 5 00 =a ... P1 ) 

mamy przy pomocy wypisanego 
schematu. 

2 3 5 oo 6 oo = l oo ••• p200} p 
34 00 6 00 1 ........... Ps J 

Skoro założymy, że z punk­
tem 6 00 zjednoczył się punkt nie­
właściwy 7 00

, to prosta właściwa 

b = 6 00 7 00 będzie szukaną asymptotą hiperboli. Prostą · b wy­
cz ymy z a pośrednictwem sześciokąta np. ( 1 2 1-00 = 5 00 6 00 = 7 00

), 

wpisanego w hiperbolę. 
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Zadanie 12: Dane są trzy styczne właściwe I, II i III, oraz 
asymptota a hiperboli. Skonstruować drugą asymptotę b tej 
hiperboli. 

Ro z wiąz a n ie: Sto ując dwukrotnie twierdzenie Brian­
chona wyznaczymy punkty styczności A. i B stycznych I i li z hi-

. per bolą. Następnie weźmy pod uwagę sześciokąt (1 = 2 3 = ',. 
5 00 G 00 

), wpisany w hiperbolę, którego dwa wierzchołki 1 i '1 
ziędnoczyły się w punkcie styczności A, dwa dalsze wierzchołki 
3 i 4- zjednoczyły się w purikcie styczności B, wierzchołek 5 00 

jest punktem niewłaściwym asymptoty a, wreszcie wierzchołek 
(j 00 jest drugim punktem przecięcia się prostej niewłaściwej 

l 00 = .'5 = fj 00 z hiperbolą. Stosując twierdzenia Pascala do sze­
ściokątów (/ = 2 3 = 4- 5 00 6 00

) i (1 = 2 3 .'5 00 6 00 = 7 00
) skonstru­

ujemy najpierw punkt 6 00
, a następnie asymptotę b = ({00 7 00

• 

Uwaga: Skoro porównamy sześciokąty wpisane w stożkową S2 i sze­
ścioboki opisane na stożkowej S2

, jakiemi posługiwaliśmy się w tym ustępie 
przy stosowaniu twierdzeń Pascala i Brianchona, to zauważymy, że nie wy­
pisywaliśmy w dowolnym porządku wierzchołków owych sześciokątów, wzgl. 
boków owych sze:cioboków. Zawsze „obok siebie" · wypisane były te wierz­
chołki (wzgl. boki), które zjednoczone były w jednym punkcie (wzgl. na jed­
nej prostej). -- W zadaniu np. 3 obok siebie wypisaliśmy wierzchołki 3 i 6 
przynależne do stycznej e; podobnie w zadaniu np. 5 obok siebie wypisa­
liśmy boki II i V, oraz IV 00 i VI 00• Porządek dalszych wierzchołków, wzgl. 
boków tych wielokątów był już dowolny. W zadaniu np. 5 mogliśmy użyć 

do konstrukcji S·ześcioboków: (II= V I III nr oo = Y/ 00), (I III II 00 = V 
IVoo = VI00), (III nr00 = lTJ00 I II= V) i t. p. 

_ W zadaniu np. 1 na danej prostej l leżą wierzchołki 5 i 6. Otóż do 
konstrukcji użyć możemy takich sześciokątów, w których by wierzchołki 5 i 6 
wypisane były „obok siebie". A zatem: (13 5 6 2 4), (15 6 3 2 41, (16 5·211- 3), i t. p. 

W zadaniu np. 2 styczne V i VI przecinają się ,v danym punkcie L. 
Do konstrukcji posługiwać się możemy sześciobokami np. (V= l'J I Il' III Il) 
(II V= VI III I IV), (III I IV Il VI = V),... przyczem boki V i VI muszą 
być wypisane zawsze obok siebie. 

Przy wypisywaniu wierzchołków sześciokątów (wzgl. boków ześciobo­

ków) należy baczyć na to, aby w schemalach uwzględnione były wszelkie wa­
runki odnośnego zadania! W zadaniu 1 użyć musimy do konstrukcji danej 
prostej l = 5 6; podobnie w zadaniu 2 użyć musimy danego punktu L = V VI. 
W zadaniu np. 5 uwzględnić musimy dany punkt styczności A= II l' i wy­
nikowy punkt tyczności E 00 = nroo VI00• W wymienionych tu zadaniach pro­
sta L, punkty L, A i E 00 są ich „warunkami". 

36. Konstrukcje Stefoera. W ust. 19 poznaliśmy sposoby 
konstrukcyjnego uzupełnienia dwóch rzutowych szeregów punk­
tów o- wspólnej podstawie, oraz dwóch jednokreślnych pęków 
prostych o wspólnym wierzchołku i wspólnej płaszczyźnie pod­
stawowej. Jednak dopiero teraz o.mówić możemy konstrukcje, 



36. Konstrukcje Steinera. 157 

służące do wyznaczenia punktów zjednoczonych (ust. 15) i pro­
stych zjednoczonych (ust. 16 i .22) tych utworów. 

N a płaszczyźnie rysunkowej dane są (ryc. 59) trzy pary 
homologicznych prostych a1 i a2, b1 i b2, c1 i c2 dwóch rzuto­
wych pęków prostych o ,Yspólnym wierzcholkuP. Przez ów punkt 
P poprowadźmy dowolną stożkową 52 ; na ryc. 59 użyto kol a 
celem uproszczenia konstrukcji. Ponieważ wierzchołek P przy­
należy do stożkowej 5 2, przeto każda prosta, przechodząca przez 
punkt P, przetnie się (ust. 31) ze stożkową 52 jeszcze w jednym 
i tylko jednym punkcie. Punkty, w których proste a11 b11 c1, ... 

i a2, b2, c2, ••• przecinają się z kołem 52, oznaczmy od pow. przez 
A1, B1, C11 •.• i A2 , B2, C2, ... Skoro elementy A1, B1, C11 ••• rzucimy 
z punktów P i A2 stożkowej 52, to otrzymamy (ust. 27) dwa 
jednokreślne 1) pęki prostych P(ai, b1, ... ) I\ A2 (a'1, b'1, ••• ). Podob­
nie za pośrednictwem punktów A2, B2, C2,... stożkmvej 52, uzy­
skamy dwa inne pęki rzutowe P (a2, b2 , •• • ) /\ A1 (a'2, b'2, ••• ) . Z łań ­
cucha utworów jednokreślnych 

A2 (a'1, b'1, c\, ... ) /\ P (a1, bti c1, ... ) /\ P (a2 , b2 , c 2, ... ) /\ A1 (a'2, b'2, c'2,. .. ) 

wynika (ust. 7) rzutowość pęków (A2) i (A1). Ponieważ nadto pęki 
(A2) /\ (A1) posiadają prostą zjednoczoną A1 A2 = a'1 = a'2, więc 
są one (ust. 18) utworami perspektywicznemi. Punkty B = b'1b'2, 

C = c\ c' 2 , ... , przecięcia się homologicznych prostych owych pę­
ków, leżeć muszą tedy na pomocniczej prostej m. Wykazaliśmy 
w ten sposób, że pomiędzy pękami prostych o wierzchołkach 
P, rl2 , A1 i szeregiem punktów o podstawie w zachodzą zależno­
ści, które wyrazić możemy symbolicznie zapomocą ogniw na­
stępującego laf1cucha: 

P (a1, b1, c1 .•. ) /\ A2 (a'_i, b'1, c'1, ... ) 1 w (A, B, C, ... ) -:-­
/\ A1 (a'2, b'2, c'2, • • .) /\ P (a2, b2, C2, • • .). 

Zadanie 1: Dane są trzy pary homologicznych prostych 
dwóch jednokreślnych pęków prostych o wspólnym wierzchołku 
P. Należy uzupełnić te pęki, oraz skon ·truować ich pro te zjed­
noczone. 

Ro z wiąz a n ie: Chcąc uzupelnie pęki P (a1 , bi, c11 ... ) ;\ 

I\ P ( a2, b2, c2_, ••• ), skorzystamy z wypisanego powyżej łańcucha 
utworów rzutowych. Dowolna prosta n1 (ryc. 59) pęku P (a1 , ••• ) 

przetnie się z kołem S2 w punkcie W1• Element n'1 = A2 N1 pęku 

(A2) wyznaczy na podstawie szeregu (w) punkt N= n'1w, przez 

1) Ponieważ S2 jest kołem, przeto owe pęki prostych ą (ust. 32) clwom~l 
pękami wprost przystaj ącemi. 
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który przejdzie prosta n '2 = A1N pęku (A1) . Przez punkt N2, 

przecięcia się prostej n'2 z kołem S2, przechodzi element wyni­
kowy n2 = PN2 pęku (P), gdyż spełnione są oczywiście warunki: 

P (a1, .. . , n1) /\ Ala'1, .. . , n'1) = w(A, ... , N) I\ A1(a'2,. .. , n'2) /\ P(a2, .. . , n2). 

Proste n1 i n2 tworzą za­
tem parę homologicznych 
elementów uważanych pę­

ków rzutowych o wspólnym 
wierzchołku P. 

Oznaczmy przez E i F 
punkty przecięcia się pod­
stawy w pomocniczego sze­
regu z kołem S2• Jeżeli za­
miast prostej n1 = P N1 weź­

miemy · pod uwagę prostą 

e1 = PE1 = PE i zastosuje­
my powyżej przeprowadzo­
ną konstrukcję, to z latwo-

Ryc. 59. ścią stwierdzimy, że homo-
logiczny element e2 = PE2 

nakryje się z prostą e1• Prosta PE= e1 = e2, jak również prosta 
PF = {1 = f~ są zatem (ust. 22) proste mi zjednoczone mi 
pęków jednokreślnych o wspólnym wierzchołku P. 

Ponieważ prosta w jest (ryc. 59) ,,sieczną" kolas~ (ust. 31), 
przeto proste zjednoczone PE i PF są rzeczywiste i różne od 
siebie. Gdyby prosta w była styczną kola S2, to wówczas pro­
ste zj ednoczone nakryłyby się na jednej prostej PE= PF. 
Gdyby wreszcie pomocnicza prosta w była „prostą z ewnętrzną" 

kola S2, to proste zjednoczone byłyby elementami urojonemi 
sprzężonemi. 

Zadanie 2: Dane są trzy pary homologicznych punktów 
A1 i A2, B 1 i B2, C1 i C2 dwóch rzutowych szeregów o wspólnej 
podstawie p. Należy uzupełnić te szeregi punktów i skonstruo­
wać ich punkty -zjednoczone. 

Ro z wiąz a n ie 1: Z dowolnego punktu właściwego P, nie 
leżącego na podstawie p, rzućmy dane szeregi punktów, to otrzy­
mamy (ust. 16) dwa rzutowe pęki prostych 

P(a1, b11 c1, . .. ) ;\ P(a2, b2, c2, ... ) 

o wspólnym wierzchołku P. Skonstruujmy następnie (p. zad. 1) 
parę homologicznych prostych n1 i n2, oraz proste zjednoczone 
e1 = e2 i / 1 = / 2 pomocniczych pęków. Prosta p przetnie się 
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z owemi elementami w punktach: N1 = n1p i N2 = n2p, oraz 
E1 = E2 = e1p = e2 p i F1 = F 2 = f~p = f2p, które rozwiązują 
zadanie. 

Ro z wiąz a n ie 2: Konstrukcję przeprowadzić możemy 

też bezpośrednio, stosując zasadę biegunowej dwoistości (ust. 5) 
do konstrukcji Stein er a, podanej na ryc. 59. W tym celu uwa-

' I 

A, E,=E2 B, N, C, 

Ryc. 60. 

żajmy podstawę p danych szeregów punktów za styczną stoż­
kowej S2 ; na ryc. 60 przyjęto kolo, aby uprościć konstrukcję. 
Wykreślmy następnie z poszczególnych punktów Ai, Bi, C11 . •• 

i A2, B2, C2,... podstawy p styczne: a1, b11 c11 •.• i a2, b2, c2 , ••• do 
koła S2• Przetnfjmy owe styczne prostemi a2 i a1, to uzyskamy 
wówczas dwa jednokreślne szeregi punktów a2 (A'1, B'1, C'1, ... ) 

a1 (A'2, B'2 , C'2, .•• ), gdyż (ust. 27) zachodzą relacje: 

G2 (A'1, B'i, .. . ) /\ J) (A1, B1, .. . ) /\ p (A2, B2, ... ) /\ U1 (A'2, B'2, ... ). 

Ponieważ nadto punkt A'1 = A'2 = a1a2 jest elementem zjedno­
czonym szeregów (a2) /\ (a1 ), przeto one są (ust. 18) szeregami 
perspektywicznemi. 

Korzystając z la11cucha utvrnrów rzutowych: 

p (A1, B1 , C11 •• • ) I\ a2 (A'i, B\, C\, ... ) /\ W (a, b, c, ... ) /\ 
I\ a1 (A'2, B'2, C'2, ..• ) /\ p (A2, B2, C2, ••• ) 

- przyczem \V jest punktem przecięcia się prostych b = B'1B'2 

i c = C'1 C'2 - z łatwością skonstruujemy (ryc. 60) dowolną parę 
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homologicznych punktów N1 i N'2, oraz punkty zjednoczone 
E1 = E2 i F1 = F 2 uważanych szeregów rzutowych o w pólnej 
pod tawie p. 

Zadanie 3: Stożkowa S2 

określona · jest pięcioma punk­
tami 1, 2, 3, 4 i 5, z których żad­
ne trzy nie leżą na jednej pro­
stej. Na płaszczyźnie t j stoż­
kowej leży dowolna prosta L, 
która nie ·przechodzi przez ża­
den z danych punktów. Skon­
struować należy puukty prze­
cięcia się prostej l ze stożkową. 

Zadanie 4: Stożkowa S'!. 
określona jest pięcioma stycz­
nemi I, Il, III, JV i 1r, z których 
żadne trzy nie przechodzą 

przez jeden punkt. Na pła­
szczyźnie tej stożkowej leży 

dowolny punkt L, który nie 
przynależy do żadnej z da­
nych stycznych. Skonstruo­
wać należy tyczne do stożko­
wej, przechodzące przez dany 
punkt L. 

Ro z wiąz a n ie : Stożkową S2 uważać możemy za utwór 
dwóch rzutowych pęków prostych 

1 (a1, b11 c1, ..• ) (\ 2 (a2, b2, c2 , ... ), 

których elementami są proste: a1 = 1 3, a2 = 2 3, I\= 1 4-, b
2 

= 2 IJ 
c1 = 1 5, c2 = 2 5, .. . Skoro owe pęki przetniemy prostą l, to otrzy­
mamy dwa rzutowe szeregi punktów 

l (A11 B11 C1 , ••. ) /\ l (A2 , B2, C2, .• • ), 

które posiadają (ust. 15) dwa (rzeczywist lub urojone sprzę­
żone) punkty zj ednoczo~e E1 = E2 i F°\ =F2• Z rozważań 
ust. 31 wiadomo nam, że owe punkty zjednoczone są szukanemi 
punktami przecięcia się prostej l ze stożkową S2• 

Ćwiczenie l : Z a danie 3 roz · ązać wówczas, jeżeli stożkowa 5 2 okre­
ślona jest: a) czterema punktami 1, 2, 3, 4 i styczną c1 w punkcie 1; b) trzema 
punktami 1,2i3 oraz .dwiema stycznemi c1 i bt w punktach 1 i 2. 

Ćwiczenie 2: Zadanie 4 rozwiązać wówczas, gdy tożkowa 52 określona 
jest: a) czterema stycznemi I, II, III, IV i punktem styczności C1 s~ycznej I; 
b) trzema stycznemi I, II i III, oraz dwoma punktami styczności C1 i B2 stycz­
nych Ii Il. 

Uwaga: Jeżeli dana prosta L 
przechodzi przez jeden z danych 
punktów stożkowej S2, to 

Uwaga : Jeżeli dany punkt L 
leży na jednej z danych stycznych 
stożkowej 5 2, to 

stosujemy wówcza konstrukcje, podane w ust. 35. 

37. Badanie utworu pęków rzutowych. Dane są (ryc. 61) 
trzy pary homologicznych prostych: a1 i a2, b1 i b2, c1 i c2 dwóch 
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rzutowych pęków (P1) i (P2), których wierzchołkami są punkty 
właściwe. Zbadajmy, czy utworem tych pęków jest elipsa, pa­
rabola, wzgl. hiperbola? 

W tym celu przez dowolny punkt właściwy P wykreślmy 

proste: a'1 li a1, b'1 //b 11 c'1 li c1 , oraz a'2 / / a2, b'2 li b2, c\i // c2• Uzy­
skamy wówczas (ust. 20) dwie pary przystających pęków: 

P (a'i, b'1, c'1, ••• ) -----=: P1 (a1, b1, c11 ••. ), P (a'2 , b'2, c'2, ••• ) ,....._, P2 (a2, b2, c2 , •.• ) 

a zarazem dwa jednokreślne pęki prostych 

P (a'1, b'1, c'1, ••. ) /\ P (a'2, b'2, c'2, •.• ) 

o wspólnym wierzchołku P. Za pośrednictwem konstrukcji Stei­
nera (ust. 36) wyznaczmy proste zjednoczone e'1 = e'2 i /''i= {'2 

Ryc. 61. 

tych ostatnich pęków, a następnie wykreślmy przez punkt P1 

proste e1 / / e'1 i / 1 // {'11 a przez punkt P2 proste e2 / / e'2 i / 2 / / f"2• 

Ponieważ uzyskane w ten sposób dwie pary prostych homolo­
gicznych e1 i e2, oraz {1 i {2 jednokreślnych pęków (P1) /\ (P2) 

są do siebie równolegle, przeto punkty niewłaściwe: E 00 = e1e2, 

F 00 = fif2 przynależą do badanej stożkowej. Utworem pęków 
(P1) /\ (P2) jest ·w tym przypadku hiper bo 1 a, której asymp­
totami e0 i {0 są oczywiście (ust. 32) proste 1), równolegle odpow. 
do elementów e1 / / e2, wzgl. fi // f;, a tern samem róvmolegle odpow. 
do prostych zjednoczonych e'1 = e'2 i /'i= /"2 . 

Pomocnicze pęki rzutowe o wspólnym wierzchołku P na 
ryc. 61 są (ust. 16) pękami „hiperbolicznemi". Załóżmy teraz, 
że owe pęki są „paraboliczne", t. zn., że posiadają dwie rzeczy­
wiste i nakrywające się ze sobą proste zjednoczone e'1 = e'2 = 
= f'1 = f"2 • Wówczas nakrywają się ze sobą proste e1 = f1 w pęku 
(P1), oraz proste e2 = / 2 w pęku (P2). Pęki rzutowe (P1) /\ (P2) 

1) Sposoby konstrukcyjnego wyznaczenia asymptot podane są w ust. 35. 

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 11 
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posiadać będą jedną i tylko jedną parę homologicznych pro­
stych równoległych e1 // e2, a ich utworem będzie par ab o la, 
styczna w punkcie niewłaściwym E= = e1e2 = fif2 = F= do pro­
stej niewłaściwej. 

Jeżeli wkońcu pomocnicze pęki o wspólnym wierzchołku P 
są „eliptyczne", t. zn. posiadają dwie proste zjednoczone uro­
jone sprzężone · - to pęki (P1) /\ (P2) nie posiadają żadnej pary 
homologicznych prostych do siebie równoległych. Utworem tych 
pęków jest elipsa. A zatem: 

Dwa rzutowe ( ale nie perspektywiczne) pęki prostych -
które leżą na wspólnej płaszczyźnie podstawowej i mają za 
wierzchołki dwa różne od siebie punkty właściwe - utwor-:ą 

hiperbolę, parabolę wzgl. elipsę - zależnie od tego, czy owe pęki 
posiadają dwie pary, jedną parę, w:gl. nie posiadają żadnej pary 
homologicznych prostych do siebie równoległych. 

Uwaga: Dwa rzutowe pęki (P1) i (P2), które posiadają trzy pary ho­
mologicznych prostych do siebie równoległych: e1 li e2, { 1 li {2 i g1 /I g2, są oczy­
wiście pękami perspektywicznemi. Utworem tych pęków jest stożkowa znie­
kształcona, która (ust. 33) rozpada się na prostą niewłaściwą i na prostą P1P2• 

Zamiast dwóch dowolnych pęków jednokreślnych (P1) i (P2)~ 

weźmy teraz pod uwagę (ust. 20) dwa „odwrotnie przystające" 
pęki prostych o wierzchołkach P 1 i P 2 • Skoro przez dowolny 
punkt P wykreślimy (podobnie, jak na ryc. 61) proste odpow. 
równolegle do poszczególnych prostych danych pęków, - to 
uzyskamy (ust. 20) dwa nowe „odwrotnie przystające" pęki pro­
stych o wspólnym wierzchołku P. Z rozważa11 ust. 20 wiadomo 
nam, że te ostatnie pęki są pękami hiperbolicznemi; ich pro­
ste podwójne ·e'1 = e'2 i f'i = /"2 są wzajemnie prost op a dl e. 
Utworem pęków (P1) /\ (P 2) jest zatem hiperbola, której asymp­
toty e0 i /~, jako proste e0 /Ie\ i {0 I/ f 'i, są wzajemnie prosto­
padle. Hiperbolę, której asymptoty są do siebie prostopadle, 
nazywamy hiperbolą równoboczną. Dowiedliśmy zatem prawdzi­
wości następującego twierdzenia: 

Utworem dwóch odwrotnie przystających pęków prostych 
o różnych wierzchołkach, - które nie są perspektywiczne i leżą 
na wspólnej płaszczyźnie - jest hiperbola równoboczna. 

Na płaszczyźnie właściwej uJ niechaj dane będą dwa rzutowe 
( ale nie perspektywiczne) pęki prostych o wierzchołkach nie­
właściwych P1= i P2=. Utworem tych pęków jest hiperbol a, 
gdyż wierzchołki Z:\= i P2= przynależą do tej stożkowej. 
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Rozważyć możemy wreszcie przypadek, w którym wierz­
chołek P 1 jest punktem właściwym, a wierzchołek Pt0 elementem 
niewłaściwym. Prostej v1 = P1Pt0

, łączącej wierzchołki danych 
pęków i uważanej za element pęku (P1), podporządkujmy w pęku 
(P2

00
) jedną ściśle określoną prostą v2• Owa prosta v2 jest oczy­

wiście (ust. 27) styczną w wierzchołku P2 
00 do stożkowej S2 bę­

dącej utworem rzutowych pęków (P1) /\ (P2
00

). Jeżeli element v~ 
jest prostą „właściwą", to stożkowa S2 jest hiperbolą, a pro­
sta v2 jest jedną z jej asymptot. Jeżeli zaś element v2 jest pro­
stą „niewłaściwą", to stożkowa S2 (jako styczna do v2

00
) jest 

wówczas p ar ab o I ą. 

Ryc. 62. 

38. Biegunowa punktu i biegun prostej względem stoż­
kowej. Na ryc. 62 uwidoczniona jest konfiguracja Mac Laz.z,rżna 
(ust. 29). Bok p = QR wspólnego trójkąta przekątnego (Ę'QR) · 
przecina się z prostemi l = AB i [1 = A1B1 w punktach . N= pl 
i N1 = pl1. Przez wierzchołek P i przez punkty L = ab i L1 = a1b1, 

leżące oczywiście na boku p = QR trójboku przekątnego (PQR) = 
= (pqr), poprowadźmy proste n= PL i n1 = PL1• Z rozważaf1 
ust. 13 wiadomo nam, że 

punkty N i N1 są harmonicz­
nie sprzężone z punktem P 
w grupach 
(NPLłB)= -1, (N1PA1B1)=-1. 

proste n i n1 są harmonidz11ie · 
sprzężone z prostą p w gru-
pacl1 , ·, -J~ i ·-~ 

(npab) .=-1, (n1 p~1b1) 
1 

- L 
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Przeprowadzimy teraz inną 

W tym celu uważajmy 

stożkową S2 i dowolny punkt 
P za elementy dane. Przez 
punkt P poprowadźmy 1) do­
wolną „sieczną" l stożkowej 8 2, 

która (ust. 31) przecina stożko-
wą S2 w dwóch rzeczywistych 
punktach A i B. Następnie 

wyznaczmy styczne a i b w o­
wych punktach do stożkowej 
S2, punkt L -= ab, oraz punkt 
N harmonicznie sprzężony 

z danym punktem P w gru-
pie (PNAB) = - 1. Otrzyma-
ne w ten sposób punkty L 
i N (ryc. 62) określają jedną 

i tylko jedną prostą p = LN 
Przeprowadzona konstrukcja 
nie jest wcale zależna 
od drugiej „siecznej" l1 = A1B11 

przechodzącej przez dany 
punkt P. 

Jeżeli tedy przez punkt 
Pwykreślimy dowolną siecz­
ną l1, przecinającą stożkową 

S2 w punktach rzeczywistych 
A1 i B1, oraz na l1 wyznaczy­
my punkt N1 harmonicznie 
sprzężony z punktem P w gru­
pie (PN1A1B1) = -1, to ów 
punkt N1 koniecznie musi le­
żeć na prostej p = LN. 

Punkt P na ryc. 62 jest 
,,punktem zewnętrznym" stoż­
kowej S2, przez który prze­
chodzą dwie rzeczywiste stycz­
ne e i e1. Niechaj sieczna 
11 = A1B1, obracając się koło 

interpretację rysunku 62-go. 

stożkową S2 i dowolną prostą 
p za elementy dane. Na pro­
stej p obierzmy 1) dowolny 
,,punkt zewnętrzny" L stoż­

kowej S2, przez który (ust. 31) 
przechodzą dwie rzeczywiste 
styczne a i b stożkowej S2• 

Następnie wyznaczmy punkty 
styczności A i B owych stycz­
nych, prostą l = AB, oraz pro­
stą n harmonicznie sprzężoną 
z daną prostą p w grupie 
(pnab) = -1. Otrzymane w ten 
sposób proste l i n (ryc. 62) 
określają jeden i tylko jeden 
punkt P = ln. Przeprowadzona 
konstrukcja n i e j e s t w ca I e 
z a Ie ż n a od drugiego „punk­
tu zewnętrznego" L1 = a1b11 

leżącego na danej prostej p. 

Jeżeli tedy na prostej p 
obierzemy d owo Iny punkt 
zewnętrzny L1, przez który 
przechodzą dwie rzeczywiste 
styczne a1 i b1 stożkowej S2, 

oraz przez L1 wykreślimy pro­
stą n1 harmonicznie sprzężo­

ną z prostą p w grupie 
(pn1a1b1) = -1, to owa prosta 
n1 koniecznie przejść musi 
przez punkt P = ln. 

Prosta p na ryc. 62 jest 
„sieczną" stożkowej S2, która 
przecina ją w dwóch rzeczy­
wistych punktach E i E1. Nie­
chaj punkt zewnętrzny L1 = 
= · a1b1, poruszając się posta-

1) Możliwe do uskutecznienia na mocy rozważań ust. 31. 
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stałego punktu P, zdąża do 
położenia granicznego e1, to 
wówczas punkty A1 i B 1 zdą­

żać będą do położenia gra­
nicznego E1, przyczem E1 jest 
punktem styczności stycznej 
e1 ze stożkową S2• Równocze­
śnie punkt N1, harmonicznie 
sprzężony z punktem P w gru­
pie (PN1A1B1) = -1, poruszać 
się będzie po prostej p = LN, -
a ponieważ A1 i B1 zj edno­
czyly się w punkcie Ei, prze­
to (ust. 12) również i punkt 
N1 zjednoczyć się musi z punk­
tem styczności E1• N a prostej 
p = LN leżą tedy punkty stycz­
ności E i E1 stycznych e i e1 , 

wykreślonych z punktu ze­
wnętrznego P do stożkowej S2• 

Jeżeli w punktach A1 i B1 

stożkowej S2, leżących na 
siecznej /1, wykreślimy stycz­
ne a1 i b1, to ich punkt prze­
cięcia się L1 = a1 b1 leżeć mu­
si na prostej p = LN. 

Skoro przez dany punkt 
P wykreślimy dwie dowolne 
sieczne l = AB i /1 = A1 B1, a 
następnie dla czworokąta zu­
pełnego (ABA1 B1), wpisanego 
w stożkową S2, skonstruuje­
my dwa jego dalsze punkty 
przekątne Q i R, to one przy­
należą do prostej p = LN. 

Wykazaliśmy tedy, że 

Skoro przez dowolny punkt 
P, leżący na płaszczyźnie stoż­
kowej S2 i nie przynależny d[! 
niej, wykreślimy sieczne l, l1, ••. , 

lej prostej p, zdąża do poło­
żenia granicznego E1, to wów­
czas styczne a1 i b1 zdążać 

będą do położenia graniczne­
go e1, przy cz em e1 jest stycz­
ną w punkcie E1 do stożkowej 
S2• Równocześnie prosta ni, 
harmonicznie sprzężona z pro­
stą p w grupie (pn1a1b1 ) =-1, 
obracać się będzie około punk­
tu P = ln, - a ponieważ a1 i b1 

zj ednoczyly się z prostą e1, 

przeto (ust. 12) również i pro­
sta n1 zjednoczyć się musi ze 
styczną e1• Przez punkt P = 
= In przechodzą tedy stycz­
ne e i e1, wykreślone w punk­
tach Ei E1 przecięcia się siecz­
nej /' ze stożkową S2• 

Jeżeli na stycznych a1 

i b1 stożkowej S2, przechodzą­

cych przez punkt zewnętrzny 
L1, wykreślimy punkty stycz­
ności A1 i B1, to łącząca je 
prosta l1 = A1B1 przejść musi 
przez punkt P = ln. 

Skoro na danej prostej 
p obierzemy dwa dowolne 
punkty zewnętrzne L = ab i 
L 1 = a1 b1, a następnie dla czwo­
roboku zupelnego(aba1 b1),opi­
sanego na stożkowej S2, skon­
struujemy dwie jego dalsze 
proste przekątne ą i r, to one 
przynależą do punktu P = In. 

Skoro na dowolnej pro­
stej p, leżącej na płaszczyźnie 
stożkowej S2 i nie przynależnej 
do niej, obierzemy punkty ze-



166 III. Stożkowe. 

które przecinają tę stożkową 

w punktach rzeczywistych A 
i B, A1 i B1, ... , a następnie 

skonstruujemy: 

1) punkty N, N1,... harmo­
nicznie sprzężone z punk­
tem P w grupach 

(PNAB)= -1, 
(PN1A1B1) = -1, ... , 

2) punkty L, L1, ... , przecię­

cia się stycznych a i b, 
a1. i b1,. . . w punktach A 
i B, A1 i B 1,... do stoż­

kowej S2, 

3) punkty przekątne Q i R, ... 
czworokątów zupełnych 

(AB A1 B1), ... , wpisanych 
w stożkową S2, 

1t) punkty styczności E i E1 

stycznych e i e1, wykre­
ślonych z punktu P 1) do 
stot.kowej S2, 

to wówczas wszystkie owe punk­
ty leżą na jednej i tylko jed­
nej prostej p. 

Prostą p nazywamy wów­
czas biegunową danego punk­
tu P ze względu na stożko­

wą S2• 

wnętrzne L, L 1, ••. , przez które 
przechodzą styczne rzeczywiste 
a i b, al i b1, ... do tej stożkowej, 
a następnie skonstruujemy: · 

1) proste n, ni, ... harmonicz­
nie sprzężone z prostą p 
w grupach 

(pnab) = -1, 
(pn1a1b1) = - 1, ... , 

2) proste l, l1 , ... , łączące punk­
ty styczności A i B, A1 

i B1,. . . stycznych a i b, 
a1 i b1, ... stożkowej 8 2, 

3) prosie przekątne q i r, .. . 
czworoboków ::upełnych 

( aba 1 b1), ... , opisanych na 
stożkowej S2, 

l1-) styc:ne e i e1 , wykreślone 

w punktach E i E1 prze­
cięcia się prostej p 1

) ze 
stożkową S2, 

to wówczas ws::yslkie owe pro­
ste przechodzą przez jeden 
'i tylko jeden punkt P. 

Punkt P nazywamy wów­
czas biegunem danej prostej 
p ze wzglęrlu na stożkową S2• 

L, Dotychczas przyjmowaliśmy 

takie punkty P, które nie leżały 

na stożkowej S2, oraz takie proste 
p, które nie były stycznemi owej 
stożkowej. 

Skoro na ryc. 63 obierzemy 
dowolny punkt dowolną stycz-
P na stożko- ną p tożko-

Ryc. 63. wej s~, wej S2
, 

1) O ile punkt P jest „punktem zewnętrznym", a prosta p jest „siecz­
ną" stożkowej S2• 
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a nadto zachowamy te same oznaczenia, co poprzednio na 
ryc. 62, to stwierdzimy z łatwością, że: 

punkty L, L1,... leżą na pro- proste l, /1, ..• przechodzą przez 
tej p, która jest styczną do punkt P, który jest punktem 

-stożkowej S2 w przyjętym styczności przyjętej stycznej 
punkcie P. p ze stożkową S2• 

Ponieważ spełnione są własności, wypisane powyżej pod 2), 
przeto: 

Biegunową względem stoż­

kowej S2 punktu P, leżącego 

na Lej stożkowej, · jest styczna 
w owym punkcie P do stoż­

kowej S2• 

Biegunem względem stoż­
kowej S2 stycznej p Lej slot­
kowej, jest punkt styczności 

owej prostej p ze stożkową S2. 

Z konfiguracji Mac Laurina (ryc. 62) 
rozważań wynika następująca zależność: 

dotychczasowych 

Je.zeli punkt P jest biegunem prostej p ze względu na (nie 
zniekształconą) stożkową S2, to i naodwrót, owa prosta p jest 
biegunową uwatanego punktu P względem tej stożkowej. 

Uwaga: Jeżeli stożkowa S2 jest „stożkową zniekształconą" i rozpada 
ię na 

<lwie proste (przecinające się) p1 i p2, 

to na mocy twierdzenia odnoszącego 
ię do dwóch szeregów perspekty­

wicznych (ust. 19), każdemu punkto­
wi W (ryc. 26) podporządkowana 

jest prosta s, przechodząca przez 
punkt przecięcia się prostych P1 i P2• 

dwa punkty P1 i P2, to na mocy twier­
dzenia, odnoszącego się do dwóch 
pęków perspektywicznych (ust. 19), 
każdej prostej w podporządkowany 
jest punkt S, leżący na prostej, łą­
czącej punkty P 1 i P 2. 

Ponieważ dla prostej s i dla punktu S spełnione są własności, wypi­
ane powyżej pod 1) i 3), przeto: 

prosta s jest biegunowq punktu W 
.::e względu na stożkowq zniekształ­
t·onq P1 P2· 

Zadanie 1: Dany jest 
punkt P oraz stożkowa (nie 
zniekształcona) S2, określona 

pięcioma punktami 1, 2, 3, 4-i 5. 
Skonstruować należy biegu­
nową p danego punktu P ze 
względu na stożkową S2• 

punkt S jest bźegunem prostej w ze 
względu na stożkową zniekszlałconq 
P1 P2• 

Zadanie 2: Dana jest pro­
sta p oraz stożkowa (nie znie­
kształcona) S2, określona pię­

cioma stycznemi I, Jl, III, TV i 1'. 
Skonstruować należy biegun 
P danej prostej p ze względu 
na stożkową S2• 
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R_ o z wiąz a n ie: Poprowadzmy proste sieczne l1 = P 1' 
l2 = P 2 i wyznaczmy (stosując dwukrotnie twierdzenie Pascala) 
punkty A i B, przecięcia się prostych 11 i 12 ze stożkową S2• 

Dla uzyskanego w ten sposób czworokąta zupełnego (1 A 2 B), 
wpisanego w stożkową S2, skonstruujmy punkty przekątne 
Q = 1 B. 2A i R = 12. AB, to prosta p = QR jest biegunową 
punktu P. 

Zadanie 3: Dany jest 
punkt P i stożkowa S2, okre­
ślona • pięcioma punktami 1, 2, 
3, 4- i 5. Skonstruować styczne 
ei f z punktu P do , stożkowej 
S2, oraz punkty styczności E 

F owych stycznych. 

Zadanie 4: Dana jest pr.o­
sta p i stożkowa S2, określona 

pięcioma stycznemi I, II, III, 
IV i V. Skonstruować punkty 
przecięcia się E i F prostej p 
ze stożkową Slł, oraz styczne 
e i f' w owych punktach. 

Ro z wiąz a n ie: Dla punktu P skonstruujemy najpierw 
jego biegunową p, a następnie punkty Ei F przecięcia się pro­
stej p ze stożkową S2 (p. ust. 36, zad. 3). Proste PE = ei P F = t 
są szukanemi stycznemi, które stykają się ze stożkową s-2 w punk­
tach E i F. 

Ćwiczenie f: Rozwiązać zadania 1 i 3, jeśli stożkowa s~ określona jest: 
a) czterema punktami i styczną w jednym z nich; b) trzema punktami i stycz­
nemi w dwóch z tych punktów. 

Ćwiczenie 2: Rozwiązać zadania 2 i 4, jeśli stożkowa S2 określona 
jest: a) czterema stycznemi i punktem styczności jednej z nich; b) trzema 
stycznemi i punktami styczności dwóch z tych stycznych. 

39. Twierdzenia Desargues'a. N a rysunkach 6 4- i 6 5 dane 
są czworokąty zupełne (AB A1 B1), wpisane w stożkowe S2, oraz 
ich trójkąty przekątne ( PQR). Z rozważań ust. 38 wynika (p. wła­
sności wypisane pod 3), że: dla punktu przekątnego P jego 
biegunowa jest prostą p = QR, łączącą dwa pozostałe punkty 
przekątne. Podobnie dla punktu przekątnego Q jego biegunową 
jest prosta q = PR, a wreszcie dla punktu przekątnego R jego 
biegunową jest prosta r = PQ. Trójkąt, którego każdy wierz­
chołek jest biegunem (względem pewnej stożkowej) przeciwle­
głego boku, a każdy bok jest biegunową przeciwległego wierz­
chołka, nazywamy trójkątem biegunowym. 

Punkty Q i R leżą na prostej p, ich biegunowe q i r prze­
chodz ·ą przez biegun P owej prostej p. Zbadajmy, czy powyż­
sza własność spełniona będzie dla każdego punktu, leżącego 
na prostej p. 
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W tym celu weźmy pod uwagę dowolny punkt np. Ri, 
przynależny do prostej p = QR. Przez R1 i przez punkt np. A1 

(przecięcia się prostej li ze stożkową S2) wykreślmy prostą 

ieczną R1Ai, która niechaj przetnie stożkową S2 w punkcie B2• 

Ryc 64. Ryc. 63. 

Ów punkt B 2 oraz punkt P = ll1 wyznaczą sieczną l2 = B2P, na 
której leży jeszcze punkt A2 stożkowej S2• Dla skonstruowanego 
w ten sposób czworokąta zupełnego (A1BiA2B2), punkt P = lil2 jest 
jednym punktem przekątnym; dwa dalsze punkty przekątne R* 
i Q* otrzymamy, jeśli wyznaczymy punkty przecięcia się pro­
stych AiB2 i A.2 Bi, oraz A1A2 i B1B 2• Ponieważ jednak prosta 
R* Q* musi być biegunową punktu przekątnego P ze względu 
na stożkową S2, przeto : punkty przekątne R* i Q* leżeć muszą 
na biegunowej p = RQ. Z uwagi na to, że punkt R* leży na 
prostych p i A1B2, a przyjęty poprzednio punkt Ri również 

przynależy do prostych p i A1B2 , więc punkt R* zjednoczył się 
z punktem R1. Drugi punkt przekątny Q* zjednoczył się z punk­
tem Q1 (ryc. 64 i 65), przez który przechodzą proste A1A2, BiB2 i p. 

Na danej prostej" p obraliśmy dowolny punkt R1 i skon­
struowaliśmy (ryc. 64 i 65) taki czworokąt zupełny (A1B1A2B 2 ), 

wpisany w stożkową S'd, którego dalszemi punktami przekątnemi 
są elementy P i Q1• (Punkt P jest biegunem prostej p, a punkt 
Qi leży na prostej p). Dla punktu Ri jego biegunowa względem 
stożkowej S2 jest prostą r1 = PQi, łączącą dwa pozostałe punkty 
przekątne P i Qi. Wykazaliśmy tedy, że dla dowolnego punktu 
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R1, leżącego na prostej p, jego biegunowa r1 przechodzi przez 
biegun P owej prostej p. 

Stosując zasadę biegunowej dwoistości (ust. 5) wykazać 
możemy, że dla dowolnej prostej r1, która przechodzi przez dany 
punkt P, jej biegun R1 leży na biegunowej p owego punktu P. 
Dowiedliśmy w ten sposób prawdziwości podstawowych twier­
dzeń Desargues' a : 

Dla poszczególnych punk­
tów dowolnej prostej p, która 
leży na płaszczyźnie stożkowej 
(nie zniekształconej) S2, ich 
biegunowe względem tej stoż­
kowej przechodzą przez biegun 
owej prostej p. 

Dla poszczególnych pro­
stych, które pr::echodzą przez 
dowolny punkt P i lezą na pła­
szczyźnie stożkowej (nie znie­
kształconej) S2, ich bieguny 
względem tej stożkowej leżą na 
biegunowej owego punktu P. 

40. Dalsze własności biegunów i biegunowych. Wyzna­
czone poprzednio punkty A, B, A2, B2 , ••• stożkowej S2 (ryc. 64 i 65) 
rzućmy z dwóch stałych punktów .A1 i B1 tej stożkowej, to 
wówczas (ust. 27) otrzymamy dwa jednokreślne pęki prostych 

(1 °) ....... A1 (A1A, A1B, A1A2, A1B2, ... ) /\ B1 (B1.A, B1B, B1A2, B1B2, ... ) 

Skoro pęki te przetniemy prostą p, to uzyskamy dwa rzutowe 
szeregi punktów 

(2°) ....... p (0, R, 01, R1, .. . ) /\ p (R, Q, Ri, 01, ... ), 

a ponieważ szereg p (R, O, R1, Qi, .. ,) jest perspektywiczny do 
pęku prostych P(q, r, q1, r1, ... ), przeto dochodzimy do rzutowości 

(3°) ....... p (O, R, 01, Hi, ... ) /\ P ( q, r, ą1, I\, ... ). 

A zatem: 

Szereg punktów i pęk pro­
stych, którego elementami są 

biegunowe (względem nie znie­
kształconej stożkowej) poszcze­
gólnych punktów owego sze­
regu, są utworami rzutowemi. 

Pęk prostych i szereg 
punktów, którego elementami 
są bieguny (względem nie znie­
kształconej stożkowej) poszcze­
gólnych prostych owego pęku, 
są utworami rzutowemi. 

Na prostej p skonstruowaliśmy (p. relacja 2°) dwa jedno­
kreślne szeregi punktów, których elementy homologiczne Q i R 
podporządkowane są sobie w sposób zamienny. Wnosimy stąd 
(ust. 23), że na podstawie p uzyskaliśmy szereg inwolucyjny: 

p ( OR, 01 R1, .. . ). 
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koro szereg inwolucyjny (p) rzucimy z punktu P, który (ryc. 64 
i 65) jest biegunem prostej p, to otrzymamy (ust. 23) pęk inwo­
lucyjny prostych (P) perspektywiczny do szeregu (p), a mia­
nowicie: 

( 4°) ....... P (rq, r 1 q1, .. . ) /\ p (QR, 01Rv .. . ). 

Pomiędzy parą homologicznych prostych r i ą, a parą homo­
logicznych punktów Q i R tych utworów perspektywicznych 
zachodzi ten związek, że biegunowa r punktu R ze względu na 
tożkową S2 przechodzi przez punkt Q, a biegunowa q punktu 

Q przechodzi przez punkt R. Jeżeliby proste homologiczne r i ą 
pęku inwolucyjnego (P) zjednoczyły się na prostej e, to równo­
cześnie punkty homologiczne Q i R szeregu inwolucyjnego (p) 
zjednoczyłyby się w punkcie E, przyczem prosta e i punkt E 
byłyby elementami przynależnemi do siebie, a nadto prosta e 
byłaby biegunową punktu E ze względu na stożkową S2• Wno­
„ imy stąd (ust. 38), że: prosta e byłaby wówczas styczną 
w punkcie E do stożkowej S2• Omawiana prosta e byłaby (ust. 25) 
pro tą pod\\' ó j n ą pęku inwolucyjnego (P), a punkt E byłby 
(u "'t. 24) punktem po cl w ó j ny m szeregu inwolucyjnego (p). 
Rozpatrzeć musimy trzy następujące przypadki: 

a) ,J e żeli pęk inwolucyjny (P) jest pękiem hiperbolicznym, 
to w6wcza. (_ust. 25) posiada on dwie rzeczywiste i różne od 
,·iebie proste podwójne e i f' (ryc. 64). Owe proste są slycznemi, 
,vykreślonemi z punktu P do stożkowej S2, a wierzchołek P 
uważanego vęku inwolucyjnego jest (ust. 31) zatem punktem 
=ewnętrznym stożkowej S2• Z relacji (4°) wynika jednak, że sze­
reg inwolucyjny ( p)" w rozważanym przypadku jest również 

zeregiem hiperbol i cz ny m i posiada (ust. 24) dwa rzeczy­
wiste i różne od siebie punkty podwójne E i F. Owe punkty 
są „punktami styczności" omawianych stycznych e i f, oraz 
punktami przecięcia się prostej p ze stożkową S2, a podstawa p 
szeregu inwolucyjnego jest (ust. 31) prostą sieczną stożkowej S2• 

b) Jeżeli pęk inwolucyjny (P) jest pękiem eliptycznym, to 
wówcza (u t. 25) posiada on dwie „urojone sprzężone" proste 
podwójne e i f: O\,·e proste są „stycznemi urojonemi sprzężo­

nemi", wykreślonemi z punktu P do stożkowej S2, a \vierzcho­
le k P uważanego pęku inwolucyjnego jest (ust. 31) punkiem 
wewnętrznym stożkowej S2 (ryc. 65). Z relacji (4°) wynika jednak, 
ż zereg inwolucyjny (p) w rozważanym przypadku jest rów­
nież szeregiem el i pt y cz ny m, który posiada (ust. 24) dwa 
.,,urojone sprzężone" punkty podwójne E i F. Owe punkty są 
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,,punktami styczności urojonemi sprzężonemi'· omawianych stycz­
nych urojonych sprzężonych e i f, oraz urojonemi spr:=ężonemi 
punktami przecięcia się prostej p ze stożkową S2, a podstawa p 
szeregu inwolucyjnego jest (ust. 31) prostą zewnętr:=ną stoż­

kowej S2• 

c) Jeżeli wreszcie pęk inwolucyjny (P) jest (ust. 25) pękiem 
parabolicznym, to na mocy relacji (4°) szereg inwolucyjny (p) 
jest też szeregiem parabolicznym. Z łatwością stwierdzimy wów­
czas, że punkt P leży na stożkowej S 2, a prosta p jest styc:=ną 
w punkcie P do stożkowej S2• W istocie bowiem (ust. 24 i 25) 
proste podwójne e i f owego pęku inwolucyjnego, które są 

stycznemi wykreślonemi z punktu P do stożkowej S2, zjedno­
czyły się na jednej prostej, a punkty podwójne E i F zeregu 
inwolucyjnego, które są punktami przecięcia się prostej p ze 
stożkową S2, zjednoczyły się w jednym punkcie. 

Z rozważań pod a) i b) wynika bezpośrednio twierdz nie 
następujące : 

Biegunowa punktu względem (nie znieksztak.onej) stożkowej 
jest prostą sieczną albo prostą zewnętrzną zależnie od tego, czy 
ów pnnkt jest punktem zewnętrznym, c::y leż punktem wewnętrz­
nym lej stożkowej. 

41. Zasada biegunowej dwoistości. Korzystając z rozwa­
zan trzech ostatnich ustępó:v, możemy się teraz zająć uzasad­
nieniem (ust. 5) prawa biegunowej dwoistości na płaszczyźnie. 

a dowolnej płaszczyźnie uJ niechaj <lana będzie stal a 
st oż ko w a (nie zniekształcona) K2, t. zw. kierownica bieguno­
wej dwoistości. Każdemu punktowi A płaszczyzny uJ podporząd­
kować możemy j e d n ą i ty 1 k o j e d n ą prostą, mianowicie : 
biegunową a ·owego punktu A względem stożkowej [(2• I na­
odwrót każdej prostej a, leżącej na płaszczyźnie w, podporząd­
kowany będzie j eden i ty 1 ko j eden punkt, a mianowicie : 
biegun A owej prostej a ze względu na stożkową K2. 

Skoro na płaszczyźnie w obierzemy jakiś utwór geome­
tryczny (figurę) W1, to za pośrednictwem kierownicy 1('2 skon­
struować możemy na płaszczyźnie w drugi utwór geometryczny 
W2, podporządkowany „dwoiście" lub „wzajemnie" utworowi ({)

1 

w tern rozumieniu tego słowa, że : 
Każdemu punktowi A1 utworu (/)1 podporządkowana je t 

w utworze W2 jedna ściśle określona prosta a2, która jest bie­
gunową punktu A1 względem stożkowej K 2• Każdej prostej b1 
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utworu ({) 1 odpowiada w utworze W2 jeden i tylko jeden punkt 
B2, który jest biegunem prostej b1 ze względu na stożkową K2• 

Podobnie każdemu szeregowi punktów Pi (A1, B11 C11 ••• ), należącemu do 
utworu (I\, podporządkujemy w utworze (lj2 pęk prostych P2 (a2, b2, c2, ••• ), któ­
rego elementami są (ust. 39) biegunowe punktów ~4. 1, B1, C1, ••• względem kie­
rownicy K2• Również każdemu pękowi prostych S1 (e1, f'u g1 , • •• ) utworu (lj 1 odpo­
wiadać będzie w utworze (lj2 szereg punktów s2 (E2, F2, G2, ... ), przyczem ele­
menty tego szeregu są biegunami prostych e1, f'11 g1, ••• względem stożkowej 

K2• Nadto spełniony jest (ust. 40) warunek rzutowości, a mianowicie: szereg 
{Pt) \ (P2), a pęk (S1) /\ (s2l. 

Za dalszy przykład niechaj posłuży nam stożkowa S1
2, będąca utworem 

dwóch jednokreślnych pęków prostych 

(W1) \ (W'1) 

/\ I\ 
(W2) (W'2) 

1"'1 (ai, b1, c1, ... ) ;\ W'1 (a'1, b'1, c\, ... ). 

Pękowi prostych ( W1) podporządkujemy - ze względu na 
kierownicę /(2 - szereg punktów w2 (A2, B2, C2, ••• ) ; podob­
nie pękowi (W'1) drugi szereg w'2 (a\, b'2, c'2, ••• ). Ponieważ 

zachodzą relacje (wypisane obok w formie symbolicznej), 
przeto końcowe ogniwa tego łańcucha są (ust. 7) utworami 

rzutowemi, a mianowicie : 

w~ (A2, B2, C2, ... ) /\ w'2 (A\, B'2,C'2, ... ). 

Homologiczne proste jedno­
kreślnych pęków ( W1 J I\ ( W'1) prze­
cinają się (ust. 27) w punktach: A1 = 
= a1a'1, B1 = b1b'11 cl= C1C

1

1, ... stoż­
kowej S1

2• 

Homologiczne punkty jedno­
kreślnych szeregów (w2) I\ (w'2 ) wy­
znaczają (ust. 27 i 30) styczne: a2 = 
= A2A'2, b2 = B~B'2, c2 = CiC'2, ••• stoż­
kowej S2

2• 

Wykazaliśmy tedy, że: dowolnej stożkowej S2
1, która wraz z kierownicą 

1{2 biegunowej dwoistości leży na płaszczyźnie w, podporządkowana jest druga 
stożkowa S2

2• Punktom stożkowej S\ odpowiadają styczne stożkowej S2
2

• Ko­
rzystając zaś z podstawowego tvvierdzenia ust. 30-go, wykazać możemy z ła­
twością, że stycznym stożkowej S/ podporządkowane będą punkty na stoż­
kowej Sl. 

Załóżmy teraz, że stożkowa S1
2 jest kierownicą biegunowej dwoistości. 

Ponieważ wierzchołki W1 i W'i jednokreślnych pęków (których utworem jest 
S/) leżą na stożkowej S1 S, przeto ich biegunowe w 2 i w\ są (ust. 38) stycz­
nemi w punktach W1, wzgl. W'1 do kierownicy S\. Podobnie punktom A 1 = 
=--= a1a'i, B1 = b1b'1, C1 = c1c'1, ••• stożkowej S1

2 podporządkowane są styczne 
a2 = A 2 A'2 , b2 = B 2 B'2 , et= C2C'2 , •••• stykające się odpow. w punktach A 1 , B1, 

C1, ••• ze stożkową S1 
2• A zatem : 

Stożkowa S12, będąca utworem dwóch rzutowych pęków ( W1 ) i ( W'1 ), 

jest zarazem też i utworem dwóch jednokreślnych szeregów punktów (w2 ) i (w'2 ). 

Za pośrednictwem prawa biegunowej dwoistości dowiedliśmy w sposób 
nader łatwy prawdziwości podstawowego twierdzenia (ust. 30) o stożkowych. 

Własnościom opis o wym (str. 1) i konstrukcjom, odnoszą­
cym się do utworu geometrycznego W1, podporządkowane będą 

,,dwoiście" (,,wzajemnie") własności opisowe i konstrukcje, od-
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noszące się do utworu geometrycznego <1) 2• Związki te dla utworu 
<1)2 otrzymamy bezpośrednio, jeżeli w twierdzeniach (o własno­
ściach opisowych) i konstrukcjach, odnoszących ię do utworu (f)v 

z am i en i m y elementy : punkt i prosta na: prosta i punkt. 
Wymienimy na tern miejscu przykłady np. o twierdzeniach 
Pascala i Brianchona (ust. 28), oraz o sposobach konstrukcyj­
nego uzupełnienia jednokreślnych pęków prostych i szeregóv.r 
punktów (ust. 19), które podporządkowane są sobie dwoiJ cie. 

Zauważyć musimy, że własności miarowe (str. 1) wogóle nie 
podlegają prawu biegunowej dwoistości na płaszczyźnie .• Tako 
przykłady niechaj posłużą nam: twierdzenie o potędze dwóch rzu­
towych szeregów punktów (ust. 14), oraz konstrukcja kola (ust. 32) 
lub hiperboli równobocznej (ust. 37), które są utworami dwóch 
przystających pęków prostych. Twierdzeń, ani konstrukcyj pod­
porządkowanych im dwoiście podać nie możemy, gdyż wła­
sności, odnoszące się do punktów granicznych i do równości ką­
tów, nie mają swego odpowiednika w układzie biegunowym. 

Istnieje przecież pewna grupa własności miarowych, która 
podlega prawu biegunowej dwoistości na płaszczyźnie. Należą 

tu np. własności miarowe jednokreślnych utworów zasadniczych 
gatunku 1-go, objęte (ust. 11) twierdzeniem Pappusa, własności 
miarowe grup harmonicznych czworokąta zupełnego i czworo­
boku zupełnego (ust. 13) i twierdzenie podstawowe Staudt'a 
(ust. 17). 

Własnościami rzutowemi utworów geometrycznych nazywać 
będziemy takie własności, które nie ulegają zmianom, przecho­
dząc na analogiczne własności utworów, otrzymanych przez 
rzuty i przekroje z utworów zasadniczych. Wszystkie wlasno ~ri 
opisowe i wymienione powyżej własności miarowe utworów geo­
metrycznych należą do jednej grupy: wla ności rzutowych. Mo­
żemy tedy powiedzieć, że: 

Prawu biegunowfj dwoistości na plaszc::yźnie podlegają wła­
sności rzutowe (płaskich) utworów geometrycznych. 

42. Punkty sprzężone i proste sprzężone względem stoż­
kowej. Wiadomo nam (ust. 24 25), że: 

clwa rzeczywjste lub urojone 
sprzężone punkty podwójne 
E i F, oraz dowolna para 
punktów homologicznych Q 
i R. szeregu inwolucyjnego 

dwie rzeczywiste lub urojon '.-' 
sprzężone proste podwójne e 
i /; oraz dowolna para pro­
stych homologicznych r i ą pę­

ku inwolucyjnego P (rq, r1 qi, ... ) 
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p (QR, Q1R1, •. • ) tworzą grupę 
harmoniczną o stosunku 

(EFQR) = -1. 

Dla szeregu inwolucyj­
nego (p) punkty podwójne E 
i F (ryc. 64 i 65) są (ust. 40) -
rzeczywistemi lub urojonemi 
sprzężonemi- punktami prze­
cięcia się podstawy p ze stoż­
kową S2• 

tworzą grupę harmoniczną 

o stosunku 

(efrq) = -1. 

Dla pęku inwolucyjnego 
(P) proste podwójne e i f (ryc. 
64 i 65) są (ust. 40) - rzeczy­
wistemi lub urojonemi sprzę­
żonemi - stycznemi, wykreślo­
nemi z wierzchołka P do stoż­
kowej S2• 

Wprowadzimy teraz następujące definicje: 

Dwa punkty Q i R, le- Dwie proste r i q, prze-
żące na dowolnej prostej p, cinaj ące się w dowolnym punk-
które wraz z punktami prze- cie P, które wraz _ ze styczne-
cięcia się E i F - rzeczywi- mi e i f - rzeczywistemi lub 
stemi lub urojonemi sprzężo- urojonemi sprzężonemi - wy-
nemi - prostej p ze stożko- kreślonemi z punktu P do 
wą S2, tworzą grupę harmonicz- stożkowej S2, tworzą grupę har-
ną o stosunku (EFQR) = -1, moniczną o stosunku (efrq) = 
nazywać będziemy: ,,punkta- = -1, nazywać będziemy: 

mi sprzężonemi" względem stoż- ,,prostemi sprzężonemi" wzg lę-
kowej S2. dem stożkowej S2 . 

.Jeżeli w grupie harmonicznej (EFQR) = -1 punkt Q zjed­
noczy się z punktem E, to wówczas (ust. 12) również i punkt R 
zjednoczyć się musi z owym punktem E = Q. Podobnie, jeżeli 

zjednoczą się punkty E i F, to jeden z punktów Q i '. R zjedno­
czyć -- ię musi z punktem E = F; element E jest (ust. 31) punk­
tem styczności prostej p ze stożkową S2• A zatem: 

Każdy punkt stożkowej Katda styczna stożkowej 
S2 jest punktem sprzężonym S2 jest prostą sp"rzężoną z sa-
z samym sobą ::e względu na mą sobą ze względu na tę 
tę stożkową. stożkową. 

Dowolny punkt, leżący Dowolna prosta, pr::echo-
na stycznej do stożkowej 5'2, dząca przez punkt stożkowej 
oraz jej punkt styczności są S2, oraz jego styc::na są pro-
punktami sprzężonemi wzglę- stemi sprzężonemi względem 

dem tej stożkowej. tej slożko111ej. 

Korzystając z relacji (4°) ust~pu 40-go (p. ryc: 64 i 65), 
wypowi dzieć możemy następujące twierdzenia: 
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Dwa punkty spr::ężone 

względem stożkowej S2 posia­
dają tę własność, że biPguno- . 
wa każdego :: nich przechodzi 
przez drugi punkt. 

Dwie proste sprzę;one 

względem stożkowej S2 posia­
dają tę własność, że biegun 
każdej : nich leży na drugiej 
prostej. 

Pra,vdziwe są również twierdzenia następujące : 

Jeżeli dwa punkty posia- Jeżeli dwie proste posia-
dają tę własność, że bieguno- dają tę własność, że biegun -
wa-względem stożkowej S2 - względem stożkowej S2 - jed-
jednego z nich przechodzi prze: nej z nich leży na prostej dru-
punkt drugi, to wówczas owe giej, to wówczas owe proste 
punkty są sprzężone względem są sprzężone względem tej stoż-
lej stożkowej. kowej. 

Celem wykazania prawdziwości tych twierdzeń, weźmy pod 
uwagę (ryc. 64 i ę5). punkt Q, jego biegunową q ze względu na 
stożkową S2, oraz d o w o 1 ny punkt R, leżący na prostej q. N a 
mocy twierdzenia Desargues'a (ust. 39) biegunowa r punktu ff 
musi koniecznie przejść przez punkt Q, a biegunową punktu 
P = qr musi być prosta p = QR. Wiadomo nam, że szereg punk­
tów p (Q, R, .. . ) jest (ust. 40) jednokreślny do pęku biegunowych 
P (q, r, .. . ), a ponieważ ten pęk jest perspektywiczny do szeregu 
p (R, Q, .. . ), przeto na prostej potrzymaliśmy dwa rzutowe szeregi 

p ( Q, R, : .. ) A p (R, Ql ... ). 

Elementy Q i R podporządkowane są sobie w sposób zamienny, 
przeto (ust. 23) mamy szereg inwolucyjny p (QR, ... ), a nadto 
pęk inwolucyjny 

P (rq, .. . ) /\ p (QR, .. . ). 

Rzeczywiste lub urojone sprzężone punkty podwójne E, F (wzgl. 
proste podwójne e, f) tych utworów i elementy Q, R, r, q two­
rzą grupy harmoniczne o stosunkach (EFQR) = (efrq) = - 1. 
Wnosimy stąd, że uważane punkty Q i R są faktycznie punktami 
sprzężonemi, a proste r i ą są prostemi sprzężonemi ze względu 
na stożkową S2, C. b. d. W. 

W ust.· 38 wykazaliśmy, że 

skoro przez dowolny punkt 
P poprowadzimy sieczną l (ryc. 
62), przecinającą stożkową S2 

w dwóch rzec z y wisty c h 
pun k tac h A i B, to : punkt 

skoro na dowolnej prostej p 
obierzemy punkt zewnętrzny L 
(ryc. 62), przez który przecho­
dzą dwie s ty c z n e r z e c z y­
w is te a i b do stożkowej S2, 



42. Punkty sprzężone i proste. sprzężone względem stożkowej. 177 

N, harmonicznie sprzężony 

z punktem P w grupie 
(PNAB) = -1, 

to : prosta n harmonicznie 
sprzężona z prostą p w grupie 

(pnab) = -1, 

leży na biegunowej p. przechodzi przez biegun P. 
Punkty N i P, leżące na Proste n i p, przechodzą-

. iecznej l, są zatem „punkta- ce przez punkt zewnętrzny L, 
mi sprzężonemi" względem są zatem „prostemi sprzężo-
tożkowej S2. - nemi" względem stożkowej S2• 

Obecnie stwierdzamy na podstawie dwóch ostatnich twier­
dzeń (str. 176) i twierrlzeń Desargues' a (ust. 39), że i w tym przy­
padku, 

gdy prosta l = NP jest prostą 
-zewnętrzną i przecina stożka- · 

wą S2 w dwóch punktach uro­
jonych sprzężonych, to punkty 
N i P są również „punktami 
sprzężonemi" względem toż­

kowej S2• 

gdy punkt L = np jest punk- · 
tern wewnętrznym, przez któ­
ry przechodzą dwie urujone 
sprzężone styczne stożkowej S2, 

to proste n i p są również 

,,prostemi sprzężonemi" wzglę­
dem stożkowej S2• 

Podkreślić musimy na tern miejscu ważność owych dwóch 
ostatnich twierdzeń, gdyż one umożliwiły znaczne rozszerzenie 
zakresu naszych rozważań! 

Korzystając z relacji (4°), wypisanej na początku ustępu 
40-go, wysłowić możemy następujące twierdzenia: 

Punkty sprzężone wzglę- Prosie sprzętone wzglę-

dem (niezniekształconej) slot- dem (niezniekształconej) sluź-
kuwej, które leżą na dowolnej kowej, które przechodzą przez 
prostej, tworzą szereg inwo- dowolny punki, tworzą pęk 

lucyjny. inwolucyjny. 

W ust. 31-ym omawialiśmy sprawy, odnoszące się do punk­
tów przecięcia prostej ze stożkową S2, oraz do stycznych z punktu 
do tej stożkowej. Obecnie ustalić możemy (ust. 40) zależności: 

Punkty (rzeczywiste lub Styczne (rzeczywiste lub 
urojone sprzężone) przecięcia urojone sprzężone), poprawa-
się dowolnej prostej p ze stóż- dzone z dowolnego punktu P 
kową S2 są punktami podwój- do stozkowej S-J., są prostemi 
nemi inwolucyjnego szeregu podwójnemi inwolucyjnego pę-
punktów sprzęźonych wzglę- ku prostych sprzętonych wzglę-
dem stozkowej S2, którego pod- dem stożkowej S 2, którego 
stawą jest owa prosta p. wierzchołkiem jest ów punktP. 

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 12 
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43. Trójkąt wpisany w stożkową. N a płaszczyźnie stożko­
wej (niezniekształconej) S2 niechaj dany będzie szereg punk­
tów l (A, B, C, ... ), którego podstawą jest dowolna prosta l. 
Oznaczmy przez L biegun prostej l względem stożkowej S2, 

a przez a, b, c,... biegunowe poszczególnych punktów uważa­

nego szeregu, to (ust. 40) zachodzi relacja: 

l (A, B, C, ... ) I\ L(a, b, c, ... ). 

Pęk prostych (l) przetnijmy dowolną prostą n, która nie prze­
chodzi przez wierzchołek L, a zatem nie jest sprzężona z bie­
gunową l względem S2, to wówczas 

L (a, b, c, ... ) I\ n (A', B', C', ... ). 

Zauważymy, że dla skonstruowanych w ten sposób sze~egów 

l (A, B, C, ... ) A n (.A', B', C', ... ) 

punkty homologiczne: A i A', Bi B', Ci C', ... są punktami sprzę-
żonemi względem stożkowej S2, gdyż elementy A', B', C', ... leżą 
(ust. 42) odpow. na biegunowych poszczególnych punktów A, B, C. 

Skonstruujmy teraz biegun N prostej n względem S2, oraz 
biegunową a' punktu A'. Ponieważ A' = na leży na prostych n 
i a, przeto (ust. 39) jego biegunowa a' przejść musi przez bie­
guny N i A owych prostych. Podobnie dla punktów B' = nb, 
C' = nc,... szeregu (n) ich biegunowe względe:rp. stożkowej S2 

są prostemi: b' = NB. c' = NC, ... Dochodzimy zatem do relacji: 

n (A', B', C', ... ) A N(a', b', c', ... ) I\ l ( A, B, C, ... ) 

a zatem dla szeregów punktów 

n (A', B', C', .. . ) I\ l (A, B, C, ... ) 

wykazaliśmy, że ich podstawy n i / posiadają analogiczne wła­
sności. 

· Załóżmy teraz, że podstawy l i n skonstruowanych szere­
gów przecinają się w punkcie P, leżącym na stożkowej S2• Punk­
towi P, uważanemu za element szeregu (l), podporządkowana 
będzie w pęku (L) biegunowa p, która jest styczną w punkcie P 
do stożkowej S2• Homologiczny punkt P' szeregu (n) jest ele­
mentem P' = np, który zjednoczył się z punktem P. Wnosimy 
stąd (ust. 18), że szeregi (l) i (n) są szeregami perspekty­
wicznemi. 

Dochodzimy zatem do dwóch, dwoiście odpowiadających 

sobie, twierdzeń: 
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Skoro na płaszczy±nie 

stożkowej (niezniekształconej) 

S2 leżą • dwie dowolne prosie, 
które nie są sprzężone względem 
tej stożkowej, i każdemu punk­
towi jednej prostej podporząd­
kujemy punkt z nim sprzężo­
ny względem stożkowej S2, a 
leżący na drugiej prostej - to 
uzyskane w len !iposób szeregi 
punktów są rzutowe. 

Jeżeli zaś punkt przecięcia 
się tych dwóch dowolnych pro­
stych jest sprzężony z samym 
sobą (t. zn. leży na stożkowej 
S2), to u:yskane szeregi punk­
tów są perspektywiczne. 

Skoro na płaszczyźnie 
stożkowej (niezniekształconej) 

S2 leżą dwa dowolne punkty, 
które nie są sprzężone wzglę­

dem tej stożkowej, i każdej 

prostej, przechodzącej przez je­
den punkt, podporządkujemy 
prostą z nią sprzężoną wzglę­
dem stożkowej S2, a przecho­
dzącą przez drugi punki - to 
uzyskane w· len. sposób pęki 

prostych są rzutowe. 
Jeżeli zaś prosta, łącząca 

owe dwa dowolne punkty, jest 
sprzężona z samą sobą (t. zn. 
jest styczną stożkowej S2), to 
uzyskane pęki prm;tych są per­
spekl y wiczne. 

Teraz dowieść możemy prawdziwości następujących twier­
dzeń Staudl'a: 

Trójkąt wpisany w stoż­
kową (niezniekształconą) S2 

posiada lę własność, że każda 
prosta sprzężona (względem S2) 

z jednym z boków tego trójką­
ta, przecina obydwa pozostałe 
boki w punktach sprzężonych 
względem stożkowej S2. 

Trójbok opisany na • slot­
kowej (niezniekształconej) S2 

posiada tę własność, że każdy 

punkt sprzężony (względem S2) 

z jednym = wierzchołków tego 
trójboku, rzucony z obydwu po­
zostałych wierzchołków, wy­
znacza prosie sprzężone wzglę­
dem stożkowej S2. 

Aby dowieść prawdziwości twierdzenia z lewej strony, weźmy 
pod uwagę (ryc. 66) boki a' = BC i b' = CA trójkąta ABC, wpi­
sanego w stożkową S2, oraz styczne a, b w wierzchołkach A i B 
do stożkowej S2• Punkt C' == ab jest biegunem boku c' = AB 
względem stożkowej S2, a dowolna prosta l, przechodząca przez 
C', jest „sprzężoną" z bokiem c' =AB.Wykazać mamy, że punkty 
P = la' i R = lb' są sprzężone względem S2• 

W tym celu boki a' i b' danego trójkąta ABC uważajmy 
za podstawy szeregów punktów, których elementami niechaj 
będą punkty sprzężone względem stożkowej S2• Punkty .A.o= aa„ 
i A, leżące na stycznej a, oraz Bi B0 = b'b, przynależne do stycznej 
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b, są (ust. 42) punktami sprzężone­

mi, a nadto punkt C stożkowej S2 

jest sprzężony z samym sobą. Na 
mocy poprzedniego twierdzenia uzy­
skaliśmy na podstawach a' i b' dwa 
perspektywiczne szeregi punktów 

a' (C, A0 , B, .. . ) /\ b'( C, A, B0, •• . ), 

których elementy homologiczne wy­
znaczają proste a= A0A., b = BB0, ••• 

pomocniczego pęku C' ( a, b, .. . ). Wno­
simy stąd, że dowolna prosta l tego 
pęku przecina podstawy a' i b' w dwóch 
punktach sprzężonych P i R, c. b. d. w. 

Prawdziwemi są też, odwrotne do 
poprzednich, twierdzenia Slaudla: 

Trójką,[ wpisany w stoż­

kową (niezniekształconą) S2 

posiada tę własność_, że każda 

prosta, która przecina dwa bo­
ki tego trójkąta w punktach 
sprzężonych względem tej stoż­
kowPj, jest prostą sprzężoną 

z trzecim bokiem owego trój­
kąta. 

Trójbok opisany na sloż­
komej (niezniekształconej) S2 

posiada tę własność, że każdy 

punki, który rzucony z dwóch 
wier:chołk,,w tego trójkąta wy­
znacza dwie proste spr:ężone 
względem sto:kowej S2, jest 
punktem sprzężonym z trzecim 
wierzchołkiem oweyo trójboku. 

W istocie bowiem, jeżeli punktom C, A.0, B, P, ... prostej a' 
(ryc. 66) podporządkujemy na prostej b' punkty z niemi sprzę­
żone względem stożkowej S2, a mianowicie C, A, B0, R, ... , to 
otrzymamy dwa szeregi perspektywiczne (a') /\ (_b'). Pary homo­
logicznych ·punktów tych szeregów wyznaczają proste a= A0A, 
b = B0B, l =PR, ... pomocniczego pęku C' (a, b, I, ... ), którego 
wierzchołkiem jest punkt C' = ab przecięcia się prostych a i b. 
Z uwagi na to, że elementy a i b są stycznemi stożkowej S2 

w punktach A, wzgl. B, przeto punkt C' jest biegunem boku 
AB= c' danego trójkąta a prosta l = PR pęku ( C') jest sprzę­
żona z bokiem c' względem stożkowej S2, c. b. d. w. 

Na ryc. 67 dany jest trójkąt 1.23, wpisany w stożkową S2, 

którego bokami są proste a == .2 3, b = 3 1 i c = 1 .2. Niechaj 
proste /, Jl i Jl/ będą stycznemi do stożkowej S2 odpow. w punk­
tach 1, 2, 3, to wówczas uzyskamy trójbok I II III, opisany · na 
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tej stożkowej, którego wierzchołkami są punkty A= II Ili, B = III I 
i C = I Il. Wyznaczmy następnie punkty A0 = la, B0 = Ilb i C0 = 
= Illc, oraz proste 
a0 = 1 A, b0 = 2B i 
c0 =3C. 

Ponieważ punkt 
00 leży na prostych 
III i c, przeto jego 
biegunowa wzglę­

dem stożkowej S2 

przechodzi (ust. 39) 
przez bieguny 3 i C 
prostych III i c. Po­
dobnie prosta b0 = 
= 2B jest biegunową 
punktu B 0 = llb, a 
prosta a0 = 1A jest 
biegunową punktu 
Ao = la. 

J=IJT 

1=4 

b 

Bo! ,,,/ , e .... 

-·-· 'Ao ·-·-·-·E.0 
·-·---· ··· . ·• ...... ..... co.· 

Ryc. n7. 

Jeżeli przez biegun C0 prostej c0 = 3C poprowadzimy pro­
stą C0C = e, to elementy c0 i e są prostemi sprzężonemi (ust. 42) 
względem stożkowej S2, a zatem dwustosunek (c0 e I II)= -1. 
Dla czworokąta zupełnego 1 2 AB punkty C0, C i P0 = a0b0 są 

wierzchołkami trójkąta przekątnego, a zatem (ust. 13) proste 
P0C, e, I i II tworzą grupę harmoniczną o stosunku (P0C, el II) = 
= - 1. Ponieważ ,v dwóch otrzymanych grupach harmonicz­
nych elementy e, I i Il są wspólne, przeto proste c0 = C3 i P0C 
muszą się zjednoczyć. Dowiedliśmy tedy 1), że trzy proste: 
a0 = 1A, b0 = 2B i c0 = 3C przecinają się w punkcie P0• Z uwagi 
na to, że punkty A0 , B 0 i C0 są biegunami prostych a0 , b0 i c0 

względem stożkowej S2, przeto muszą owe punkty leżeć (ust. 39) 
na. prostej p0 , która jest biegunową punktu P0• A zatem: 

Trójkąt wpisany w stoż­
kową (niezniekształconą) S2 

posiada tę własność, że trzy 
punkty przecięcia się pos:cze­
gólnych jego boków ze stycz­
nPmi, wykreślonemi do stoż­
k ,owej S2 w przeciwległych 

1) Por. F. Enriques, I. c. str. 224. 

Trójbok opisany na stoz~ 
kowej (niezniekształconej) S2 

posiada tę własność, że trzy 
proste, łączące poszczególne 
jego wierzchołki z punktami 
styczności przeciwległych bo._ 
ków tego trójboku ze stożka-
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wierzchołkach tego trójkąta, I 
lezą na jednej prostej. 

wą S2, przecinają się w jed­
nym punkcie. 

Trójkąt 123 (ryc. 67), wpisany w stożkową S2, uważać mo­
żemy za przypadek graniczny sześciokąta (1 = 4- 9 = 5 3 = 6) 
wpisanego w tę stożkową, którego dwa wierzchołki 1 i l1- zjed­
noczyły się w punkcie 1 = 4-, podobnie wierzchołki 2 i 5 zjed­
noczyły się w punkcie 2 = 5,· a wierzchołki 3 i 6 w punkcie 
3 = 6. Boki 1 4- = I, 2 5 =Ili 3 6 = /Il tego sześciokąta są st y cz-
n em i stożkowej s-2. • 

Wykazaliśmy, że punkty A0, B0 i C0 leżą na jednej pro-
t 4- 2 5 3 6 stej p0• Celem wyznaczenia owych punk-
- - --- tów i prostej p0 (prostej Pascala) po-

14- 5 3 .... Ao1 1- • h s1.użyć się możemy znowu sc ematem, 
4-2 3 6 . . . . Co Po . k. . 1-., d · ( t 28) Ja iego uzywa ismy poprze mo us . 
2 5 6 1 . . . . Bo J dl ., . k t . k S<> a szesc10 ą a wpisanego w stoż ową ~. 

Analogiczne uwagi stosować się będą do trójboku I II III, 
który uważać możemy (ryc. 67) za sześciobok (J = IV II= V 

I IV II 
I IV 
IV II 
II V 

V III VI 

V lII .... a0 } 

III VI .... c0 P0 

VI I .... b0 

III= VI), opisany na stożkowej S2. 

Wypisany obok schemat pozwoli 
skonstruować trzy proste a0, b0 

i c0, które przecinają się w jednym 
punkcie P0 (punkcie Brianchona). 

Uwaga: Z rozważań naszych wynika, że powyżej wypisane twierdze­
nia uważać możemy za szczególne przypadki (ust. 28 i 29) ogólnych twier­
dzeń Pascala i Brźanchona. 

44. Konstrukcyjne wyznaczenie elementów podwójnych 
pęków inwolucyjnych i szeregów inwolucyjnych. W ustępach 
23-25 omówiliśmy własności szeregów i pęków inwolucyjnych. 
Poznaliśmy tam również pewne sposoby konstrukcyjnego uzu­
pełnienia tych utworów. Teraz zajmiemy się takiemi konstruk­
cjami, które pozwolą wyznaczyć punkty podwójne szeregów 
inwolucyjnych i proste podwójne pęków inwolucyjnych. 

Wiadomo nam, że inwolucyjny pęk prostych 

P (a1a2, b1 b2, ... ) 

wyznaczony jest przez d w i e pary homologicznych prostych 
a1, a2 i b1, b2• Skoro prostą b1 oznaczymy (ryc. 68) przez l;i,_ 

a prostą b2 przez c1, to uważany pęk inwolucyjny jest (ust. 23) 
szczególnym przypadkiem dwóch jednokreślnych pęków prostych 

P (a1, b1, c1, •.• ) A P (a2, b2, c2, ... ) 
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o wspólnym wierzchołku P i o wspólnej płaszczyźnie podsta­
wowej. 

Celem uzupełnienia tych pęków (ust. 36, zad. 1) zastosu­
jemy konstrukcję Steinera, korzystając przytem (ryc. 68) z na­
tępującego łańcucha utworów rzutowych: 

P (ai, b1, c1, ••• ) /\ A2 (a'1, b'1, c'1, ••. ) /\ w (A, B, C, ... ) /\ 
· I\ A1 (a'2, b'2, c'2, ••• ) /\ P (a2, b2, c2 •••• ). 

Dla dowolnej prostej x 1 pierwszego pęku wyznaczymy prostą 
x'1 = A2X1 w pęku (A2), punkt X= x'1w szeregu (w), następnie 

prostą x' 2 = A1 X pęku (A1) i wreszcie prostą x 2 = P X2 w pęku 
ostatnim. Otrzymana w ten sposób para prostych homologicz­
nych x 1 i x 2 pęku inwolucyjnego jest „zamienną", przeto dla 

• .r1 = z2 podporządkowany element z1 zjednoczyć się musi z pro­
stą x 2• Dla prostych z1 i z2 zachodzi - wedle wypisanego po­
wyżej łańcucha - ten związek, że : proste z' 1 = A2Z1 i z' 2 = A1 Z2 

przecinają się w punkcie Z= z'1z'2 na pomocniczej prostej w= BC. 
Weźmy teraz pod uwagę czworokąt zupełny A 1A2B1B 2 , wpi-

any w stożkową 52 (na ryc. 68 przyjęto koło), oraz jego prze­
kątną w= BC,lączącą dwa punkty przekątne B = b'1 b'2 i C =c\c'2„ 

Proste A1A2 = a i B 1B 2 = b przecinają się w trzecim punkcie 
przekątnym tegó czworokąta. 
Z rozważań ust. 38 wynika, 
że prosta w jest biegunową 
punktu W= ab względem stoż­
kowej 5 2• - Skoro weź mierny 
pod uwagę drugi czworokąt 
zupełny A1A2 Z1 Z2, to jego 
punkty przekątne X= x'1x'2 

i Z= z\z'2 leżą na prostej w. 
Trzeci punkt przekątny tego 
czworokąta, t. zn. punkt prze­
cięcia się prostych A1A2 = a 
i Z1Z2 = z, jest biegunem W 
prostej w = BC = XZ. Wyka­
zaliśmy tedy, że: proste a = 
= A1A2, b = B1B2, Z1Z2 = z, 

x: 
p 

a2 

Ryc. 68. 

przectnają się w jednym i tylko jednym punkcie W. Ponieważ 
Z1 i Z2 są punktami przecięcia się stożkowej 52 z do w o 1 n ą 
parą homologicznych prostych z1 i z2 pęku inwolucyjnego (P), 
przeto (ryc. 68 i ryc. 69) dochodzimy do następujących twier­
dzeń, podporządkowanych sobie w myśl zasady biegunowej 
dwoistości : 
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Skoro poszczególne pary 
homologicznych prostych da­
nego pęku inwolucyjnego prze­
tniemy stożkową (nieznie­
kształconą) S2, która leży na 
płaszczyźnie tego pęku i prze­
chodzi przez jego wierzchołek, 
to pary owych punktów prze­
cięcia wyznaczają proste, pr:e­
chodzące przez jeden punkt. 

Skoro pr:ez poszczególne 
pary homologicznych punktów· 
danego szeregu inwolucyjnego 
wykreślimy styczne do stotko­
wej ( niezniekształconej) S2, 

która jest styczną do podsta­
wy tego szeregu, to pary owych 
stycznych przecinają się w punk­
tach, leżących na jednej pro­
stej. 

Z łatwością dowiedziemy prawdziwości następujących twier­
dzeń: 

Skoro wyznaczymy pary 
punktów przecięcia się poszcze­
gólnych prostych danego pęku 
ze stożkową (niezniekształco­

ną) S-2,, która leży na plas~czyź­
nie tego pęku i nie przeclw­
dzi przez jego wierzchołek, 

a następnie owe pary punktów 
rzucimy z dowolnego punktu 
stożkowej 8 2, to uzyskamy 
wówczas inwolucyjny pęk pro­
stych. 

Skoro .3 poszczególnych 
p·unktów danego szeregu wy­
kreślimy pary stycznych do 
stożkowej (niezniekształconej) 

S2, która wraz z podstawą tego 
szeregu /ety na wspólnej pła­
szczyźnie i nie jest styczną do 
tej podstawy, ·a następnie owe 
pary stycznych przetniemy do­
wolną styc::ną stożkowPj . S2 

to uzyskamy wówczas inwo­
lucyjny szereg punktów. 

Pęk prostych W (a, b, z, ... ) i stożkowa S2, która nie prze­
chodzi przez wierzchołek W, leżą (ryc. 68) na wspólnej płaszczyź~ 
nie. Poszczególne proste a, b, z, ... tego pęku przecinają stoż­
kową S2 w parach punktów: A1 i A2, B1 i B2, Z1 i Z2, ••• Dla 
czworokątów zupełnych A1 A2 B1 B2 i A1 A2 Z1 Z2 skonstruujmy, 
punkty przekątne B = b'1b'2 i C = c\c'2, oraz Z= z'1z'2 i X= x\x'2, 
które leżą (ust. 38) na bieg u n owej w punktu W względem'. 
stożkowej S2• Szereg punktów w (A, B, C, Z, X, ... ), gdzie A jest 
punktem przecięcia się prostych w i a, rzućmy z punktów A1 

i A2 stożkowej S2, to otrzymamy dwa perspektywiczne p.ęki 
prostych 

A ( ' b' ' ' ' ) = A ( ' b' ' ' ' ) 1 a 2, 2, C 2, z 2, X 2, · · · /\ 2 a 1, 1, C 1, z 1, X 1, • · · • 

Pęk prostych (A1) jest rzutowy względem pęku P (a2, b2, C2, z2, X2, ... ), 

gdyż homologiczne proste tych pęków przechodzą (ust. 27) prze~ 
punkty A2, B2 , C2, Z2, X2, ... stożkowej S2• Pęki(A2) i P(a11 bv c1, zv x 1, •• ~) 
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są też jednokreślne, bo są rzutami 
punktów A1, B1, Ci, Z1, X1, ... stożko­

wej S2• Z relacji: 

P ( a2, b2 , c2 , z2, x 2 , ••• ) /\ A1 ( a' 2, b' 2, c' 2, 

z'2, x'2, ••• ) /\ w (A, B, C, Z, X, ... ) /\ 
;\ .1.4.2 (a'1, b'1, c'1, z\, x\, ... ) /\ P (a1, b11 

C1, Z1, X1, ... ) 

wynika (ust. 7) rzutowość pęków 

o wspólnym wierzchołku P, a po­
nieważ nad to proste : b2 = c1 i b1 = 
= c2, z2 = x 1 i z1 = x 2, ••• podpo­
rządkowane są sobie w sposób za­
mienny, przeto (ust. 23) dochodzi­
my do pęku inwolucyjnego Ryc. 69. 

p (a1 a2, b1 b2, Z1 z2, ... ). 

W ten sposób wykazaliśmy prawdziwość twierdzenia, wypisa­
nego po stronie lewej. 

Zadanie 1: Dane są dwie 
pary prostych homologicz­
nych a1a2 i b1b2 pęku inwolu­
cyjnego. Należy skonstruować 
proste podwójne tego pęku. 

Ro z wiąz a n ie : Przez 
wierzchołek P pęku inwolu­
cyjnego poprowadźmy dowol­
ne kolo 52 (ryc. 69) i wyznacz­
my punkty A1, A2 i B1, B2 prze­
cięcia się tego kola z danemi 
prostemi pęku (P). Proste 
a= A 1A 2 i b = B 1B 2 przecina­
ją się w punkcie W, który jest 
wierz cholkiem pomocni cz ego 
pęku W ( a, b, ... ). N a mocy po­
przednich twierdzeń dowolna 
prosta z pęku (W) przetnie 
kolo 52 w takich punktach Z1 

i Z2, że proste z1 = PZ1 i z2 = 
. PZ2 są homologicznemi ele­

mentami pęku inwolucyjne­
go (P). 

Zadanie 2: Dane są dwie 
pary punktów homologicznych 
A1A2 i B1B 2 szeregu inwolu­
cyjnego. Należy skonstruować 
punkty podwójne tego szeregu. 

Rozwiązanie: Nary­
sujmy kolo 52 styczne do pod­
stawy p szeregu inwolucyjne­
go i wyznaczmy· styczne a1 , 

a2 i b1, b2 tego kola, przecho­
dzące przez dane punkty sze­
regu (p ). Punkty A = a1 a2 

i B = b1 b2 leżą na prostej w, 
która jest podstawą pomocni­
·czego szere·gu w (A, B, .. . ). Na 
mocy poprzednich twierdzef1 
styczne z1 i z2, wykreślone 

z dowolnego punktu Z szere­
gu (w) do kola S2, przecinają 

prostą p w takich punktach 
Z1 = pz1 i Z2 = pz2, które są 

elementami homologicznemi 
szeregu inwolucyjnego (p). 
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Jeżeli wierzchołek W jest 
punktem „zewnętrznym" stoż­
kowej S2, to sieczna z może 

zjednoczyć się ze styczną e, 
wykreśloną z punktu W do 
koła S2• Wówczas punkty Z1 

i Z2 zjednoczą się z punktem 
styczności E1 = E2, a proste 
homologiczne z1 i z2 pęku in­
wolucyjnego zjednoczą się na 
prostej podwójnej e1 = e2• 

Z punktu W wykreślmy 
tyczne e i f do kola S2, to 

przez ich punkty styczności 

przechodzą proste podwófne 
e1 = e2 i fi= f~ pęku inwolu­
cyjnego (P ). 

Jeżeli podstawa w jest 
prostą „sieczną" stożkowej S2, 

· to punkt Z zjednoczyć się mo­
że z punktem E przecięcia się 
prostej w z kołem S2• Wów­
czas proste z1 i z2 zjednoczą 

się ze styczną e1 = e2 (w punk­
cie E do kola S2), a punkty 
homologiczne Z1 i Z2 szeregu 
inwolucyjnego zjednoczą się 
w punkcie podwójnym E1 = E2• 

Wyznaczmy punkty E 
i F przecięcia się prostej w 
z kołem S2, to styczne w tych 
punktach przecinają się z pod­
stawą p w punktach podwój­
nych E1 = E2 i F1 = F 2 szere­
gu inwolucyjnego (p). 

Uwaga: Zadanie 2 rozwiązać możemy również w ten sposób, że sze­
reg inwolucyjny p ( A1 A2, B1B1, ••• ) rzucimy z dowolnego punktu P, a w otrzy­
manym pęku inwolucyjnym P (a1a 2, b1b2, ••• ) wyznaczymy (por. zad. 1) pro­
ste podwójne e1 = e2 i / 1 = /2• Owe proste przetną podstawę p w punktach 
E1 = E2 i F1 = F2 , które są punktami podwójnemi szeregu inwolucyjnego ( p). 

Korzy'stająe z rozwiązań powyższych zadań, ustalić możemy 
następujące zależności: 

,Jeżeli wierzchołek W po­
mocniczego pęku prostych 
W(a, b, .. . ) jest punktem ze­
wnętrznym, wewnętrznym stoż­

kowej S2, względnie leżącym 

na tej stożkowej, to wówczas 
pęk inwolucyjny P(a1a2, b1b2, ... ) 

jest (ust. 25) pękiem hiperbo­
licznym, eliptycznym, wzgl. 
parabolicznym. 

Jeżeli podstawa w po­
mocniczego szeregu w(A, B, ... ) 
jest prostą sieczną, zewnętrzną 
stożkowej S2, wzgl. styczną tej 
stożkowej, to wówczas szereg 
inwolucyjny p (A1A2, B1B2, • •• ) 

jest (ust. 24) szeregiem hiper­
bolicznym, eliptycznym, wzgl. 
parabolicznym. 

45. Wspólna para homologicznych ·elementów dwóch sze­
regów (wzg]. pęków) inwolucyjnych. a dowolnej płaszczyźnie 
niechaj leżą dwa pęki inwolucyjne prostych P(a1a2, b1b2,. •• ) 

i P (a'1a'2 , b'1b'2, • .. ) o wspólnym wierzchołku P. Dowolnemu pro­
mieniowi x 1 = z'1, .uważanemu za element x 1 pierwszego pęku 
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podporządkowana jest w tym pęku prosta x 2 ; natomiast prostej 
x 1 = z'1, uważanej za element z'1. drugiego pęku, niechaj podpo­
rządkowana będzie w owym pęku prosta z' 2• W ogólności pro­
ste x 2 i z'2 nie nakrywają się na jednej i tej samej prostej. 

Zbadajmy, czy proste x2 i z'2 mogą się zjednoczyć na wspól­
nej prostej x 2 = .:'2 '? Innemi słowy: czy dwa uważane pęki inwo­
lucyjne o wspólnym wierzchołku P posiadać mogą wsp 61 n ą 
parę prostych homologicznych x 1 = z' 1 i x2 = z' 2 '? 

W tym celu przetnijmy dane pęki inwolucyjne dowolną 
~tożkową (niezniekształconą) S2, która przechodzi przez ich 
wierzchołek P. Następnie, w sposób omówiony w ust. 44, skon­
struujmy pomocniczy pęk prostych W(a, b, .. . ) związany ściśle 
z pękiem inwolucyjnym P(a1a2, b1b2,. .. ), oraz drugi pęk pomoc­
niczy W' (a', b', .. . ), podporządkowany pękowi inwolucyjnemu 
P(a\a'2, b\b'2, •• • ). Gdyby wierzchołki W i W' tych pęków zjedno­
czyły się w punkcie W0, to - w myśl twierdzenia (z lewej strony) 
ust. 44 - pęki inwolucyjne o wspólnym wierzchołku P posia­
dałyby wszystkie wspólne pary prostych homologicznych, 
t. zn. istniałby tylko jeden pęk inwolucyjny. Wypadek ten, 
jako sprzeczny z założeniem, musimy wykluczyć. Wierzchołki 
W i W' są zatem dwoma różnemi punktami i określają wspólną 
prostą WW'= x = z' pomocniczych pęków. Prosta WW' prze­
cina się ze stożkową S2 (ust. 31) w dwóch punktach (rzeczywi­
stych lub urojonych sprzężonych) X1 = Z'1 i X2 = Z'2, a proste 
x1 = PX1 = PZ'1 = z\ i x2 = PX2 = PZ'2 = z'2 stanowią wspólną 
parę prostych homologicznych uważanych pęków inwolucyjnych. 
A zatem dochodzimy do twierdzef1: 

Dwa inwolucyjne pęki 

prostych o wspólnym wierz­
chołku (i leżące na wspólnej 
płaszczyźnie) posiadają za­
wsze jedną i tylko jedną 

wspólną parę homologicznych 
prostych (rzeczywistych, wzgl. 
urojonych sprzężonych). 

Dwa inwolucyjne szeregi 
punktów o wspólnej podstawie 
posiadają zawsze jedną i tyl­
ko jedną wspólną parę homo­
logicznych punktów (rzeczywi­
stych, wzgl. urojonych sprzę­
żonych). 

Wykażemy poniżej prawdziwość twierdzeń uzupełniających, 

a mianowicie : 

Jeteli przynajmniej jeden 
z danych pęków inwolucyj­
nych jest pękiem eliptycznym, 

Jeteli przynajmniej jeden 
z danych szeregów inwolucyj­
nych jest szeregiem eliplycz-
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to oma wspólna para prostych 
homologicznych jest rzeczy­
wista. 

nym, to owa wspólna para 
punktów homologicznych jest 
rzec:ywista. 

W tym celu weźmy pod uwagę dwa szeregi inwolucyjne 
o wspólnej podstawie p,, których środki S i S0 (ust. 24) są do­
wolnemi punktami prostej p. Niechaj c < O oznacza potęgę 

(ust. 24) pierwszego szeregu inwolucyjnego, który - wedle za-
. łożenia - jest szeregiem eliptycznym, a symbol c0 potęgą dru­

giego szeregu inwolucyjnego. Skoro punkty .A1 i A2 prostej p 
tworzą wspólną parę elementów homologicznych tych szeregów 
inwolucyjnych, to dla ich potęg otrzymamy (ust. 24) zależności: 

A1S. A2S = C 

Podstawiając (ust. 9) wartości: 

A1S0 = ~ + ss0 

otrzymujemy dla c0 wartość 

Z dwóch związków: 

wynika, że pierwiastki A1 S i A2S (wyrażające odległości niezna­
nych punktów A1 i A2 od środka S pierwszego szeregu inwo­
lucyjnego) spełniają równanie kwadratowe, typu: 

x 2 
- k0 • x + c = O. 

Otrzymujemy tedy następujące wartości pierwiastków powyż­
szego równania kwadratowego: 

AS = ko + V k~ -4 c =Co ·- c-SS0

2 +V (c0 -c-SS0\~-4c.SS0
2 

1 
2 2. SS0 

.f 2 - 2 ./ - 2 - 2 
AS= ko - V k0 - 4 c _ c0 -c-SS0 -V (c0-c-SS0 ) 2 --4c. 880 · 

2 2 2. SS
0 

• 

Poriieważ potęga c < O, przeto jest wyrażenie (c0 - c - s,-.,1/)2 -

- 4 c . SS0 > O, a para odcinków A1S i A2S jest „rzeczywistą " . 
Wnosimy stąd, że uważane szeregi inwolucyjne posiadają jedną 
i tylko jedną rzeczywistą i wspólną parę homologicznych punk­
tów A1 i , A2, c. b. d. w. 
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46. Własności punktów zewnętrznych i wewnętrznych, 

oraz prostych siecznych i zewnętrznych. Niechaj dana będzie 
dowolna stożkowa (niezniekształcona) S 2, oraz jakikolwiek bądź 
puhkt „we wnętrz ny" W tej stożkowej. Z rozważań ust. 31 
wiadomo nam, że przez W wykreślić możemy takie proste a, 
b, c, ... , które są „siecznemi" stożkowej S 2 i przecinają ją w pa­
rach rzeczywistych punktów : A1 i A2, B1 i B2, C1 i C2,... Owe 
punkty rzucone z dowolnego punktu P stożkowej S 2 wyzna­

·czają (ust. 44) imvolucyjny pęk prostych P (a1a2, b1b2, .• • ) ; po­
nieważ nadto przez punkt wewnętrzny W przechodzą dwie „uro­
jone sprzężone" styczne stożkowej B 2, przeto (ust. 44) ów pęk 
inwolucyjny (P) jest pękiem eliptycznym. 

a płaszczyźnie stożkowej S 2 o bierzmy teraz dowolny 
punkt „wewn~trzny" lub „zewnętrzny" W0 i wykreślmy 
przezeń (ust. 31) proste „sieczne" a', b', c', ... . stożkowej S 2• 

, Punkty: A'1 i A'2, B'1 i B\, C'1 i C'2, ..• , w których owe sieczne 
przecinają stożkową 12, rzućmy z wierzchołka P, to otrzymamy 
wówczas drugi pęk inwolucyjny P (a'1a'2, b'1b'2 , ••• ). 

Za pośrednictwem punktu „ wewnętrznego" - W i dowolnego 
punktu W0 skonstruowaliśmy dwa inwolucyjne pęki prostych 

P (a1a2, b1b2, •• • ) i P (a'1a'2, b'1b'2 , .. • ) 

o wspólnym wierzchołku P, z których pierwszy jest pękiem 
eliptycznym, a drugi może być albo eliptycznym, albo też hi­
perbolicznym. Pęki te posiadają (ust. 45) jedną rzec z y wis tą 
wspólną parę homologicznych prostych z1 i z2• Wierzchołek P 
leży na stożkowej S 2, przeto (ust. 31) z1 i z2 są „siecznemi" tej 
tożkowej. Jeżeli tedy przez Z1 i Z2 oznaczymy rzeczywiste 

punkty przecięcia się prostych z1 i z2 ze stożkową S 2, to one 
muszą leżeć (ust. 44) na prostej Z1Z2 = z pomocniczego pęku 
W i równocześnie na prostej pomocniczego pęku W0• Prosta 
z= Z1 Z2 przechodzi przez punkty W i W0 • Ponieważ punkty 
W i W 0 są dowolnemi punktami, przeto 1) dochodzimy do dwóch 
bardzo ważnych twierdzeń, podporządkowanych sobie w myśl 

zasady biegunowej dwoistości, a mianowicie: 

I{ ażda prosta, przecho- Każdy punkt, leżąry na 
dząca przez punkl wewnęlrz- prostej zewnęl rznej stożkowej 
ny sto:żkowej (nieznieksztalco- (niezniekształconej) 8 2, jest 
nej) 8 2 i leząca na jej pia - punktem zewnętrznym Lej sloż-
szc:yźnźe, jest sieczną Lej stoż- kowej. 
kowej. 

1) Por. F. Enriques, 1. c. str. 2M. 
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a ryc. 70 dane - są stożkowa S 2 i punkt wewnętrzny P. 
Z ostatniego twierdzenia ust. 40-go wynika, że biegunowa p 
punktu wewnętrznego P względem stożkowej S 2 jest prostą 

·,,zewnętrzną". Dowolny punkt Q, leżący na prostej zewnętrznej 
p, jest punktem zewnętrznym. Jego biegunowa ą jest sieczną 
(ust. 40), przechodzi przez punkt wewnętrzny P (ust. 39) i prze­
cina prostą zewnętrzną p w punkcie zewnętrznym R = qp. Bie­
gunową punktu R = qp jest oczywiście (ust. 39) prosta r = QP, 
która jest sieczną stożkowej S 2• Trójkąt PQR, którego każdy 
wierzchołek jest biegunem przeciwległego boku względem pew­
nej stożkowej S 2, nazwaliśmy w ust. 39-ym trójkątem bieguno­
wym. A zatem: 

W każdym trójkącie biegunowym względem stożkowej (nie­
zniekształconej) S 2 dwa jego boki są siecznemi, a trzeci bok jest 
prostą zewnętrzną, oraz dwa jego wierzchołki są punktami ze­
wnętrznemi, a trzeci wierzchołek jest punktem wewnętrznym 

owej stożkowej. 

Oznaczmy (ryc. 70) przez E i F punkty przecięcia się siecz­
nej r = PQ ze stożkową S 2• Punkty P, Q i E, F tworzą (ust. 38) 

e 

C ------ - ----------
.--

Ryc. 70. 

grupę harmoniczną o­
stosunku (PQEF)=-1,. 
przyczem punkty Pi Q 
są (ust. 12) ,,harmo-
nicznie sprzężone" 

względem punktów E' 
i F. Punkt P jest punk­
tem wewnętrznym, a 
punkt Q jest zewnętrz­
nym punktem dla stoż­
kowej S 2• Zbadajmy, 
czy powyższa własność 

. spełniona jest dla każ-
dej pary punktów, leżących na stałej prostej siecznej r = EF 
i harmonicznie sprzężonych względem punktów E, F ~ 

W tym celu obierzmy (ryc. 70) na stożkowej 8 2 dowolny 
punkt A (różny od punktów Ei F), wykreślmy styczną a w punk­
cie A do S 2 i wyznaczmy punkt B = ra, przecięcia się stałej 

prostej r z ową styczną a. Ponieważ B leży na stycznej a, przeto 
(ust. 31) jest punktem ze wnętrz ny m stożkowej S 'l-_ Dla punktu 
B = ra jego biegunowa b względem stożkowej S 2 przejść musi 
(ust. 39) przez bieguny R i A prostych r i a. Prosta b = RA -
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zawierająca punkt A stożkowej S 2, lub też jako biegunowa 
(ust. 40) punktu zewnętrznego B - jest siec z n ą stożkowej S 2 

i przecina prostą r w punkcie C = br. Zauważyć musimy, że: 

wierzchołki R i B trójkąta biegunowego RBC są punktami „ze­
wnętrznemi", przeto trzeci wierzchołek C tego trójkąta - na 
mocy ostatniego twierdzenia - musi być punktem we wnętrz­
ny m stożkowej S 2• Punkty B i C prostej r · EF są harmo­
nicznie sprzężone względem punktów E i F, a ponieważ punkt 
A i styczna a stożkowej S 2 były elementami dowolnie przyję­

temi, więc: B · i C stanowią do w o 1 n ą parę punktów prostej r. 
Jeżeli punkt A poruszać się będzie po stożkowej S 2, to 

styczna a obwodzić będzie tę stożkową, a punkt zewnętrzny 
B = ra przebiegać będzie odcinek EQF (zawierający punkt nie­
właściwy prostej r =EF), a równocześnie punkt wewnętrzny 
C - harmonicznie sprzężony z punktem B względem pary E 
i F - przebiegać będzie odcinek ( o długości skończonej) EP F' 
owej prostej r. 

Skoro punkty B, C, E i F rzucimy z bieguna R prostej r, 
to proste c = RB i b = RC są „harmonicznie sprzężone" wzglę­
dem stycznych e = RE i f = RF stożkowej S 2• Nadto prosta c 
jest prostą „zewnętrzną", a element b prostą „sieczną" stożko­

wej S 2• A zatem: 

Punkty przecięcia się da­
nej prostej siecznej r ze stoż­
kową (niezniekształconą) S 2 

określają na r dwa dopełnia­
jące się odcinki o tej własno­
ści, że: punkty wewnętrzne jed­
nego z tych odcinków są punk­
tami wewnętrznemi stożkowej 
S 2, a punkty wewnętrzne dru­
giego z tych odcinków są 

punktami zewnętrznemi stoż­

kowej S 2• 

Styczne z danego punktu 
zewnętrznego R do sto.żkowej 
(niezniekształconej) S2 okre­
ślają dwa dopełniające się ką­
ty o tej własności, że: proste 
wewnętrzne jednego z tych ką­
tów są siecznemi stożkowej S 2, 
a proste wewnętrzne drugiego 
z tych kątów są prostemi ze­
wnętrznemi stożkowej S 2• 

47. Proste normalne pęku inwolucyjnego. Pęk cykliczny. 
a ryc. 69 dany jest pęk inwolucyjnyP(a1a2,b1b2 , ••• ),orazkolo 

S 2, przechodzące przez wierzchołek P tego pęku. Punkty A11 A2 

i Bv B2 , przecięcia się danych dwóch par prostych pęku inwo­
lucyjnego z kołem S <t, wyznaczają proste a = A1A2 i b = B 1B 2 

pomocniczego pęku W(a, b, .. . ). Zapomocą poszczególnych pro­
stych pęku ( W) możemy dokonać uzupełnienia (ust. 44) pęku 
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inwolucyjnego (P). Przez wierzchołek W i przez środek O 
kola S 2 wykreślmy prostą n= WO. Ponieważ punkt O - jak 
to wykażemy w ust. 48 - jest punktem „wewnętrznym" kola, 
przeto prosta n = WO jest (ust. 46) sieczną i przecina kolo S 2 

w dwóch punktach rzeczywistych N1 i N2• Proste PN1 = n1 

i PN2 = n2 tworzą (ust. 44) parę elementów homologicznych 
pęku inwolucyjnego (P), a ponieważ „kąt w półkolu" ~ N1 A\\ 
jest kątem prostym, przeto elementy n1 i n2 są wzajemnie pro­
stopadle i stanowią (ust. 25) parę prostych normalnych pęku 
inwolucyjnego. 

Prosta n = WO, przechodząca przez środek O kola S 2 

i przez wierzchołek W - który może być punktem „zewnętrz­
nym", ,, wewnętrznym" lub wreszcie „ leżącym na" kole S 2 -

przecina owe kolo za wsze w dwóch punktach rzec z y w i s tych 
N1 i N2• Dochodzimy zatem do twierdzenia, którego prawdzi­
wość wykazaliśmy już w ust. 25-ym, a mianowicie: 

Każdy inwolucyjny pęk prostych - bez względu na to, czy 
on jest pękiem hiperbolicznym, parabolicznym, czy też eliptycz­
nym - posiada zaws::e przynajmniej jedną rzeczywistą parę ho­
mologicznych prostych normalnych. 

N a ryc. 69 weźmy pod uwagę pęk inwolucyjny hiperbo­
liczny (P), którego proste podwójne e1 = e2 i f1 = .{2 przechodzą 
przez punkty styczności stycznych e i f, wykreślonych z wierz..: 
cholka W do kola S 2• Ponieważ prosta n = WO przechodzi 
prz~z środ~k kola, przeto występują równości luków F1 N2 = {Jv2 

i F1N1 = E1N1 koła S 2. Z równości tych wynika równość kątów ob­
wodowych': ~ F1 PN2 = ~ E1PN2 lub ~ F1PN1 = ~ E1 PN1• A zatem: 

Prosie normalne pęku inwolucyjnego hiperbolicznego są sy­
melralnemi kątów, jakie tworzą proste podwójne tego pęku. 

p 

Ryc. 71. 

Wiadomo nam, że pęk inwolucyjny 
wyznaczony jest (ust. 23) przez dwie do­
wolne pary prostych homologicznych. Nie­
chaj dane będą na ryc. 71 dwie wzajemnie 
prostopadle proste homologiczne a1 .l_ a2 

i b1 .l_ b2 pęku inwolucyjnego (P). Skoro ów 
pęk przetniemy kołem S 2, przechodzącem 

przez wierzchołek P owego pęku inwolu­
cyjnego, to wówczas proste A1A2 = a i B1B2 = b przechodzą przez 
środek W kola S 2• Ponieważ wierzchole!_{ pomocniczego pęku 
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prostych W (a, b, .. . ) jest punktem wewnętrznym kola S 2, przeto 
(ust. 44) pęk inwolucyjny (P) jest pękiem eliptycznym. Po­

\nieważ wierzchołek pęku pomocniczego W (a, b, . .. ) jest środ­
kiem kola S 2, przeto wszystkie pary homologicznych p;rostych 
pęku inwolucyjnego (P) są w::ajemnie prostopadłe. Taki pęk in­
wolucyjny eliptyczny nazywamy pękiem cyklicznym lub pękiem 
kołowym. 

48. Średnica i środek stożkowej. Skoro dana jest na pla-
zczyźnie w dowolna stożkowa (niezniekształcona) S 2, to (ust. 41) 
każdemu punktowi A płaszczyzny w podporządkowaną jest 
jedna i ty 1 ko jedna biegunowa a względem stożkowej S 2, 

oraz każdej prostej b, pjzyna1eżnej do w, podporządkowany 
jest jeden i ty 1 ko jeden biegun B względem S 2• Powyższa 

zależność zachowana będzie również i w tym przypadku, gdy 
punkt A i prosta b będą elementami niewlaściwemi. 

Jeżeli przez o 00 oznaczymy prostą niewłaściwą płaszczyzny 
w, a przez P 00 dowolny punkt prostej o 00

, to wówczas: 

Biegunową p punktu niewłaściwego P 00 względem 
stożkowej (niezniekształconej) S 2 nazywać będziemy 
średnicą uważanej stożkowej. 

Biegun O prostej niewłaściwej o 00 względem stoż­
kowej S 2 nazywać będziemy środkiem owej stożko­

wej S 2. 

Ponieważ punkt P 00 leży na prostej o 00
, przeto z rozwa­

żań ust. 39 wynika bezpośrednio, że : średnica p przechodzi 
przez środek O. Podobnie dla dowolnych punktów P 00 i T 00 

prostej o 00
, ich średnice p i t przecinają się w środku O= pt. 

Wreszcie każda prosta r płaszczyzny w, przechodząca przez 
_środek O, jest średnicą, gdyż biegun R 00 tej prostej leżeć musi 
(ust. 39) na biegunowej punktu O, t. zn. na prostej niewłaści­
wej o 00• A zatem prawdziwe są następujące twierdzenia: 

Wszystkie średnice stotkowe,j (niezniekształconej) S 2 tworzą 
pęk prostyr-h, klńrego wierzchułkiem jest środek tej stożkowe;. 

Każda prosta, leżąca na płaszczyźnie stożkowej (nieznie­
kształconej) 8 2 i przechod:ąca przez jej środek, jest średnicą tej 
stożkowej. 

Wiadomo nam, że: stożkowa S 2 jest elipsą, parabolą, względ­
nie hiperbolą zależnie od tego (ust. 32), czy prosta niewłaściwa 

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 13 
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o 00 jest prostą zewnętrzną, styczną, wzgl. prostą sieczną owej 
stożkowej. Wiadomo nam również, że kolo jest (ust. 32) szcze­
gólnym przypadkiem elipsy. 

Środek elipsy (wzgl. kola), jako biegun prostej zewnętrz­
nej o 00

, jest (ust. 40) punktem „wewnętrznym", a każda śred­

nica elipsy (wzgl. kola) jest (ust. 46) prostą „sieczną". Prosta 
niewlaścjwa o 00 jest styczną do paraboli, a jej punkt styczno­
ści 0 00

, jako biegun (ust. 38) prostej o 00
, jest środkiem parabolL 

Wnosimy stąd, że średnice paraboli są (ust. 31) siecznemi tej 
stożkowej. Środek hiperboli, jako biegun siecznej o 00 jest (ust. 40) 
punktem „zewnętrznym". Niechaj prosta o 00 przecina się z hi­
perbolą w dwóch rzeczywjstych punktach E 00 i F 00

• Styczne e 
i f w owych punktach do hiperboli, t. zn. jej asymptoty (ust. 32), 
są biegunowemi (ust. 38) punktów styczności E 00 i F 00

• Asymp­
toty e i f są - w myśl naszej definicji - również średnicami 

hiperboli. A zatem: 

Środek koła, elipsy i hiperboli jest punkiem właściwym. 
Środek koła i elipsy jest punktem wewnętrznym, środek zaś 

hiperboli jest punkiem zewnętrznym tej stożkowej. 
Środek paraboli jest punktem niewłaściwym i lety na tej 

paraboli. 
Styczna niewłaściwa paraboli styka się z tą parabolą w jej 

środku. 
Średnice koła, elipsy i paraboli są siecznemi tej stożkowej . 
Średnice paraboli są proslemi równoległemi. 
Asymptoty hiperboli,jako jej średnice, przecinają się w środku 

tej hiperboli. 

Z ostatniego twi~rdzenia ust. 46-go wynika bezpośrednio: 

Asymptoty hiperboli określają dwa dopełniające się kąty 

o tej własności, że: średnice wewnętrzne jednego z tych kątów 
są siecznemi tej hiperboli, a średnice wewnętrzne drugiego z tych 
kątów są proslemi ::ewnętrznemi owej hiperboli. 

Te średnice hiperboli, które są jej siecznemi, nazywamy 
średnicami rzeczywislemi; średnice zaś, które są prostemi ze­
wnętrznemi hiperboli, nazywamy średnicami idealnemi tej stoż -' 
kowej. a ryc. 72 dane są asymptoty e, f, środek O, średnica 
rzeczywista r i średnica idealna p hiperboli. 

Zajmiemy się teraz konstrukcyfnem wyznaczeniem średnie 
i środków stożkowych. W tym celu przez dimy punkt niewla-' 
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ściwy P 00 poprowadźmy (ryc. 72-74) dwie dowolne sieczne 
/1 li 12, które przecinają daną stożkową S 2 w punktach rzeczy­
wistych A1, B1 i A2, B2• Odcinek o długości skończonej, leżący 

na dowolnej siecznej, a którego punktami końcowemi są punkty 
przecięcia się owej siecznej ze stożkową S 2, nazywamy cięciwą 
tej stożkowej. Dla cięciw ... 4.1B 1 i A2 B2 wyznaczmy ich środki C1 

i C2, a ponieważ stosunki (P = C1A1B1) = (P00 C2A2B 2) = -1, więc 
prosta p = C/.:2 jest (ust. 38) biegunową punktu P 00 i przecho­
dzi przez środki C3, C4, ••• wszystkich cięciw A3B3, A4B4, ••• stoż­

kowej S 2, które są równolegle do prostej siecznej /1• 

Ryc. 72. Ryc. 73. Ryc. 74. 

Proste sieczne /1 I I 12 / I 13 I I ... przechodzą przez biegun P = 
średnicy p, więc są (ust. 42) prostemi sprzężonemi ze średnicą 
p. Odcinki A1Bi, A2B2, A3 B8, ••• , przynależne odpow. do siecz­
nych /1 I/ l2 li l3 l i ... , nazywać będziemy „cięciwami sprzężonemi" 
ze średnicą p. Dowolna cięciwa A1B1 stożkowej S 2 i średnica 
C1 O, łącząca środek C1 owej cięciwy ze środkiem O tej stożko­
wej, są elementami sprzężonemi. A zatem: 

Każda średnica - nie będąca asymptotą - stożkowej (nie­
zniekształconej) S 2 posiada tę własność, te przechodzi przez 
środki cięciw tej stożkowej, które są wzajemnie równoległe i sprzę·l.. 
żone z ową średnicą. 

Środki równoległych cięciw stożkowej (niezniekształconej) 
S 2 leżą na jej średnicy, sprzężonej z temi cięciwami. 

Jeżeli średnica p stożkowej S 2 (ryc. 73 i 74) jest sieczną 
i przecina S 2 w punkcie rzeczywistym E, to prosta e = P 00 E, 
łącząca biegun P 00 średnicy p z punkt_e~ E, jest (ust. 38 i 39) 
-styczną stożkowej S 2• A zatem : 
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Styc::na stożkowej (niezniekształconej) S 2, przechodząca 

przez punki pr:ecięda się IPj slożkowPj z jej średnicą, jest pro­
stą sprzężoną z ou,ą średnicą. 

Niechaj środek O stożkowej będzie punktem właściwym. 
Przez O wykreślmy dowolną sieczną, która przecina uważaną 
stożkową w punktach E, F, a biegunową o 00 środka O w punkcie 
niewłaściwym G 00

• Punkty O i G 00 są (ust. 38) harmonicznie 
sprzężone względem punktów E i F, a ponieważ G 00 jest ele­
mentem niewłaściwym, przeto (ust. 12) środek O polo w i odci­
nek EF. Wnosimy stąd,- że : 

Środek właściwy slo:.kowej (niezniekształconej) S 2 polowi 
ws::yslkie cięciwy tej stożl,011 ej, przechod:ące przez ów śrudek. 

Innemi słowy: środek właściwy O stożkowej S 2 jest „środ­
kiem ś!jmet rji" dla tej stożkowej. 

Zadanie 1: Na płaszczyźnie dany jest punkt niewłaściwy 
P 00 i stożkowa S 2, określona pięcioma punktami 1, 2, 3, 4 i .5, 
z których żadne trzy nie leżą na jednej prostej. Skonstruować 
należy średnicę p tej stożkowej. 

Ro z wiąz a n ie: Proste równolegle P 00 1 = 11 i P 00 2 · /2 

przetną stożkową S 2 w punktach A1 i A1 (p. ust. 35, zad. 1 ). Nie­
chaj punkty C1 i C2 będą środkami cięciw 1 A1 i 2A2, to prosta 
p = C1 C.2, jako biegunowa punktu niewłaściwego P 00

, jest szu­
kaną średnicą. 

Zadanie 2: Stożkowa S 2 określona jest pięcioma punk­
tami 1, 2, 3, 4 i 5, z których żadne trzy nie leżą na jednej pro­

. stej. Skonstruować należy środek tej stożkowej. 
Ro z wiąz a n ie: Punkty niewłaściwe prostych np. 1 2 i 1 3 

oznaczmy przez P 00 i R 00
• Średnice p i r stożkowej S 2, t. zn. 

biegunowe punktów P 00 i R 00
, przetną się w punkcie U= pr, 

który jest środkiem owej stożkowej. · 
Zadanie 3: Stożkowa S ~ określona jest pięcioma stycznemi 

I, II, Ili, IV i V, z których żadne trzy nie przecinają się w jed­
nym punkcie. Skonstruować środek tej stożkowej. 

R o z wiąz a n i e : Przez punkt niewłaściwy P 00 stycznej I 
wykreślmy drugą styczną VI do stożkowej S 2 (p. ust. 35, zad. 2). 
Wyznaczmy następnie punkty styczności A i B stożkowej S 2 

ze stycznemi I i VI (p. ust. 35, zad. 4). Prosta AB jest średnicą, 
a punkt O połowiący cięciwę AB jest środkiem stożkowej S 2• 

Ćwiczenie I : Wyznaczyć środek paraboli, określonej czterema stycz­
nemi właściwemi I, II, lll i JV. (Zastosować twierdzenie Brianchona.) 
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Ćwiczenie 2: Zadania 1 i 2 rozwiązać wówczas, jeżeli stożkowa okre­
ślona jest: a) punktami 1, 2, 3, 4 i styczną w punkcie 1; b) punktami 1, 2, 3 
i dwiema stycznemi w dwóch z tych punktów. 

Zadanie 4: Dla paraboli, określonej dwiema stycznemi a, b 
i ich punktami styczności A, B - skonstruować należy jej środek. 

R o z wiąz a n ie : Zastosujmy twierdzenie Brianchona 
(ust. 43) do sześcioboku (a = c o 00 = s 00 b = d) opisanego na 
paraboli, którego trzy pary boków: a i c, o 00 i s 00

, b i d zjed­
noczyły się ze stycznemi a, o 00 i b. Z wypisanego schematu 

aco 00 s 00 bd 

A=acs 00 b ... . .. I) 
c o 00 b d B . . . II 1 Bo 

O 00 = o 00 s 00 d a - E . . . III J 

wynika, że proste I i II - wy­
kreślone z danych puą.któw 

A i B równolegle do stycznej 
b, wzgl. a -- przecinają się 
w punkcie Brianchona B0 = 
= I Jl. N a prostej III= EB0 

łączącej punkty E = ad i B0, leży środek O 00 owej paraboli. 
Prosta III jest zatem średnicą paraboli. 

49. Średnice sprzężone, asymptoty, osie i wierzchołki 
stożkowej. W ust. 42 podaliśmy definicję „prostych sprzężo­
nych" względem stożkowej, oraz dowiedliśmy prawdziwości na­
stępującego twierdzenia: Jeżeli dwie proste posiadają tę wła­
sność, że biegun -- względem stożkowej S 2 - jednej z nich 
leży na prostej drugiej, to wówczas owe proste są sprzężone 
względem tej stożkowej. 

Obecnie, zamiast dowolnych prostych, weźmiemy pod uwagę 
średnice stożkowej S 2 i wprowadzimy analogiczną definicję: 

Dwie średnice r i q stożkowej (niezniekształconej) 
8 2

, które wraz ze stycznemi e i f - rzeczywistemi 
lub urojonemi sprzężonemi - wykreślonemi do 8 2 ze 
środka tej stożkowej, tworzą grupę harmoniczną o sto­
sunku (efrq) = - 1, nazywać będziemy średnicami sprzę­
tonemi tej stożkowej. 

Dla paraboli, której środek O 00 jest punktem styczności 
prostej niewłaściwej o 00 z tą parabolą, styczne ei f zjednoczyły 
się z prostą o 00

• Średnica q, sprzężona ze średnicą r paraboli, 
zjednoczyć się musi (ust. 12) również z elementem o 00

• Możemy 
tedy powiedzieć, że: Każda średnica paraboli jest sprzętona ze 
styczną niewłaściwą o 00 tej paraboli. 

Dla hiperboli jej asymptoty e i f są (ust. 48) stycznemi, 
wykreślonemi ze środka O do tej hiperboli; jeżeli średnica r 
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hiperboli zjednoczy się z asymptotą e, to również i śred:ąfoa ą 

z nią sprzężona zjednoczyć się musi (ust. 12) z asymptotą e. 
Każda asymptota hiperboli jest średnicą, która jest sprzężona 
sama z sobą. 

Z twierdzenia, przytoczonego na początku tego ustępu, wy-
nika bezpośrednio prawdziwość następującego twierdzenia: · 

Jeżeli dwie średnice stożkowP_j (niezniekształconej) posiadają 
tę własność, że biegun jednej średnicy jesl punktem niewłaści­
wym średnicy drugiej, to wówczas owe proste są _ średnicami 
sprzężonemi Lej slożkowej. 

Skoro dana jest średnica r stożkowej S 2 (ryc. 75 i 76), 
to - na mocy powyższego twierdzenia - prosta ą = R 00 O, łą­
cząca biegun R 00 owej średnicy ze środkiem O tej stożkowej, 
jest średnicą sprzężoną z elementem r. Z konstrukcji tej 
wynikają też własności paraboli i hiperboli, które wyszczegól­
nione były powyżej, a mianowicie : Dla paraboli średnica r jest 
sprzężona ze średnicą ą 00 = R 000 00

, która zjednoczyła się z nie­
właściwą styczną o 00

• Dla hiperboli jej asymptota e (ryc. 76) 
i średnica z nią sprzężona E 00 O zjednoczyły się na wspólnej 
prostej. 

Prawdziwemi są również (p. ust. 48) twierdzenia: 

Średnice sprzężone elipsy w=gl. hiperboli posiadają lę wła­
sność, że każda z nich połowi tukie cięciwy tej stożkowej, które 
są równoległe do średnicy drugiej. 

Styczne elipsy, wzgl. hiperboli, przechodzące przez punkty 
przecięcia się tej stożkowej z jPj średnicą r, są prostemi równo­
ległemi do druyiej średnicy, która jest sprzężona z ową średnicą r. 

Na ryc. 75 i 76 dane są średnice sprzężone r i ą elipsy 
i hiperboli. Punkty niewłaściwe R 00 i Q 00 są biegunami tych 
średnic sprzężonych. Styczne a1 i a2, wykreślone w punktach 
A1 i A2 średnicy r, są równolegle do średnicy ą. Styczne a1, 

a2, b1 i b2 elipsy, przechodzące przez punkty A1 i A2 średnicy r 
i przez punkty B1 i B2 średnicy q, tworzą rów n o 1 e glob ok 
opisany na elipsie. 

Korzystając z rozważań ust. 42-go (p. ryc. 64 i 65) ustalić 

możemy następujące zależności: 

Punkty sprzężone wzglę­
dem (niezniekształconej) stoż­
kowej, które leżą na prostej 
niewłaściwej o 00

, tworzą sze-

Średnice sprzężone stoż­
kowej (niezniekształconej) two­
rzą pęk inwolucyjny, którego 
wierzchołkiem jest środek O 
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reg inwolucyjny. Punkty (rze­
czywiste lub urojone sprzężo­
ne) przecięcia się proslPj 0 00 

ze stożkową są punktami po­
dwójnemi owego szeregu in­
wolucyjnego. 

Ryc. 75. 

tej stożkowej. Styczne (rzeczy­
wiste lub urojone sprzężone) 
poprowadzone ze środka O do 
stożkowej są prostemi podwój­
nemi owego pęku inwolucyj­
nego. 

Ryc. 76. 

Z relacji (4°) ust. 40-go wynika perspektywiczność 

szeregu o podstawie o 00 i pęku o wierzchołku O. Wnosimy stąd, 
że: proste podwójne e i f pęku inwolucyjnego (o) stykają się 
z uważaną stożkową S 2 w punktach niewłaściwych E 00 i F 00

, 

które są punktami podwójnemi szeregu inwolucyjnego (0 00
). 

Proste ei f są zatem (ust. 32) asymptotami stożkowej S 2• A zatem: 

Proste podwójne (rzeczywiste lub urojone sprzężone), pęku 
inwolucyjnego średnic sprzętonych stotkowej (niezniekształconej) 
8 2, są asymptotami tej stotkowej. 

Zależnie od tego, czy omawiany 

·zereg inwolucyjny o podsta- I pęk inwolucyjny o wierzchoł-
wie o 00 jest szeregiem: ku O jest pękiem: 

a) eliptycznym, b) parabolicznym, c) hiperbolicznym, to (ust. 32) 
1 
tożkowa S 2 jest wówczas: a) elipsą, b) parabolą, c) hiperbolą. 

Wykazaliśmy tedy, że: elipsa posiada dwie asymptoty uro­
jone sprzężone, hiperbola dwie asymptoty rzeczywiste, parabola 
zaś dwie asymptoty zjednoczone ze styczną niewłaściwą o 00

• 

Asymptoty e, f i para średnic sprzężonych p, r hiperboli 
tworzą (ust. 25) grupę harmoniczną o dwustosunku (efpr) = -1. 
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Pary prostych ef i pr rozdziela,ią się, gdyż liczba (efpr) jest 
(ust. 10) mniejsza od zera. A ponieważ asymptoty ef określają 
(ust. 48) dwa dopełniające się kąty o tej własności, że średnice 

wewnętrzne jednego z tych kątów są siecznemi, a drugiego 
z tych kątów są prostemi zewnętrznemi (średnicami idealnemi), 
przeto: 

Z dwóch średnic sprzężonych hiperboli jedna jest średnicą 

rzeczywistą, a druga średnicą idealną. 

Dowolną cięciwę stożkowej S 2 j taką jej średnicę, która 
przechodzi przez środek owej cięciwy, nazwaliśmy w ust. 48 
elementami „sprzężonemi". Obecnie wprowadzimy następującą 
definicję: 

Taką średnicę stożkowej (niezniekształconej), któ­
ra jest prostopadła do cięciwy z nią sprzężonej, 

nazywać będziemy osią tej stożkowej. 

Z powyższej definicji wynika bezpośrednio, że : oś stożko­
wej jest · osią symetrji prostokątnej dla tej stożkowej. 

Wiadomo nam, że wszystkie średnice paraboli są prostemi 
równoleglemi, gdyż przechodzą przez środek O 00 tej paraboli. 
Skoro tedy wykreślimy (ryc. 78) cięciwy paraboli, które są pro­
st op a dl e do jej średnic, to środki owych cięciw leżeć będą 
(ust. 48) na jednej i tylko jednej średnicy a. Skonstruowana 
w ten sposób średnica a jest oczywiście os i ą owej paraboli. 
A zatem: 

Parabola posiada jedną i tylko jedną oś. 

Celem skonstruowania osi elipsy i hiperboli, weźmy pod 
uwagę pęk inwolucyjny średnic sprzężonych tej stożkowej S 2• 

Ryc. 77. Ryc. 78. Ryc. 79. 

Taki pęk inwolucyjny, któ­
ry dla elipsy jest pękiem' 

eliptycznym, a dla hiper­
boli pękiem hiperbolicznym~ 
posiada zawsze (ust. 25 i 47) 
jedną r z e c z y w i s t ą parę 
homologicznych prostych 
normalnych a J_ b. Ponie 
waż proste a J_ b są śred­

nicami sprzężonemi tej stożkowej S 2, przeto: średnica a (ryc. 
77 i 79) polowi wszystkie cięciwy tej stożkowej, równolegle do 
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średnicy z nią sprzężonej b, czyli prostopadle do a. Innemi 
słowy: średnica a jest os i ą uważanej stożkowej. Podobnie 
i druga średnica b jest również osią tej stożkowej, gdyż polowi 
wszystkie cięciwy stożkowej S 2, które są równolegle do śred­

nicy a, a tern samem prostopadle do średnicy b. Wykazaliśmy 
tedy, że: 

Elipsa i hiperbola posiadają dwie wzajemnie prostopadłe osie. 

Możemy też wysłowić (p. też ust. 47) następujące twier­
dzenia: 

Prosie normalne pęku inwolucyjnego średnic sprzężonych 

elipsy lub foperboli są osiami tej stożkowej. 
Osie hiperboli są symetralnemi kątów, jakie lwor:ą asymp­

toty tej hiperboli. 

Oś a hiperboli, która jest sieczną i przecina tę stożkową 

(ryc. 77) w dwóch rzeczywistych punktach A i B, nazywa się 

osią główną. Pozostała oś b hiperboli nazywa się osią idealną. 

Dla elipsy (ryc. 79) mamy dwie osie a i b, które przecinają tę 
stożkową w punktach A i B, wzgl. C i D. Jeżeli dla odcinków 
(o długościach skończonych) AB i Cu spełniona jest nierówność: 
AB < C n, to oś a = AB nazywa się osią mniejszą, a oś b = CD 
osią więks:ą lub główną tej elipsy. 

Wierzchołkami stożkowej nazwiemy punkty przecięcia się 

tożkowej z jej osiami. Z dotychczasowych rozważań wnosimy, że: 

Elipsa posiada cztery wierzchołki rzeczywisle, hiperbola po­
siada dwa wierzchołki rzec::ywiste i dwa urojone sprzężone, na­
tomiast parabola posiada jeden wierzchołek właściwy i jeden 
niewłaściwy. 

Styczna do stożkowej (niezniekształconej) w jej wierzchołku 
właściwym jest prostopadłą do osi tej stożkowej. 

Zadanie 1: Stożkowa S 2 określona jest pięcioma punktami 
1, 2, 3, 4- i 5, z których żadne trzy nie leżą na jednej prostej. 
Skonstruować dwie pary średnic sprzężonych tej stożkowej. 

Ro z wiąz a n ie: Dla punktu niewłaściwego A 00 siecznej 
l = 1 2 wyznaczmy (ust. 48, zad. 1) jego średnicę a względem 
stożkowej S 2• Podobnie dla punktu niewłaściwego B 00 siecznej 
m = 1 3 jego średnicą niechaj będzie prosta b. Punkt O= ab 
jest śródkiem stożkowej, a prosta a11 wykreślona przez O rów­
nolegle do prostej l, jest średnicą sprzężoną ze średnicą a. Po-
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dobnie prosta b1 I Im i przechodząca przez środek O jest śred­
nicą sprzężoną ze średnicą h. 

Zadanie 2: Dla stożkowej niezniekształconej S 2, która 
określona jest pięcioma punktami 1, 2, 3, 4- i 5, skonstruować na­
leży asymptoty, osie i wierzchołki. 

Ro z wiąz a n ie: Wyznaczmy dwie pary średnic sprzężo­

nych a i a1, b i b1 tej stożkowej, a następnie dla pęku inwolu­
cyjnego O (aa1, bb1, •• • ) skonstruujmy (ust. 44 i 47) proste po­
dwójne e, fi proste normalne n J_ n 1• Proste e i f są asympto­
tami, elementy n ..1__ n 1 są osiami, a punkty przecięcia się osi ze 
stożkową S 2 (ust. 36) są wierzchołkami tej stożkowej. 

Zadanie 3: Dla paraboli dane są trzy jej punkty 1, 2, 3, 
oraz kierunek osi. Wyznaczyć wierzchołek tej paraboli. 

Ro z wiąz a n i'e: Przez punkt np. 1 wykreślmy prostą I 
prostopadłą do danej prostej k, która określa kierunek osi 
(średnic) paraboli. Prosta l przetnie parabolę w punkcie 4-, a przez 
środek C cięciwy TI przejdzie oś paraboli a li k. Punkt prze­
cięcia się osi a z parabolą jest wierzchołkiem tej stożkowej. 

· 50. Koło. Inwolucja bezwzględna. Punkty kołowe i proste 
izotropowe. W ust. 32 poznaliśmy sposób syntetycznego two­
rzenia kola. Obecnie wykażemy prawdziwość następującego 

twierdzenia : 

Każda cięciwa kola i średnica z nią sprzężona są wzajem­
nie prostopadłe. 

Dla dowolnego koła S 2 niechaj punkt właściwy O będzie 
jego środkiem, a odcinek AB, łączący dwa dowolne punkty tego 
kola, niechaj będzie jego cięciwą. Przez środek C cięĆiwy AB 
i przez środek O przechodzi średnica p = CO kola, która jest 
(ust. 48) sprzężoną z ową cięciwą AB. Ponieważ zachodzi rów­
ność odcinków (,,promieni" kola): AO = BO, oraz AC= CB 
i CO = CO, przeto trójkąty: AGO i BCO są przystające. Z przy­
stawania wynika równość kątów przyległych <}: AGO= ~ BCO, 
a tern samem prostopadłość cięciwy AB i średnicy p = CO, c. b. d. w. 

Ponieważ średnica r tego kola, wykreślona przez środek O 
równolegle do cięciwy AB, jest sprzężona ze średnicą p, przeto: 

Każde dwie średnice sprzę:żone koła są wzajemnie proslopadłe. 

Prawdziwe jest również (ust. 47) następujące twierdzenie: 

Pęk inwolucyjny średnic sprzężonych dowolnego koła jest 
pękiem cyklicznym. 
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Z rozważań ust. 49 wynikają bezpośrednio następujące wła­
sności kola: Każda średnica koła jest jego osią (osią symetrji 
prostokątnej), każdy punkt, przynależny 

do kola, jest jego wierzchołkiem, a dowol­
na styczna do kola jest prostopadłą do tej 
średnicy, która przechodzi przez punkt 
styczności owej stycznej. Pęk cykliczny 
średnic sprzężonych kola S 2, leżącego 

(ryc. 80) na dowolnej płaszczyźnie w, prze­
tnijmy prostą niewłaściwą o 00 tej płaszczy­
zny. Otrzymamy wówczas szereg inwo­
lucyjny 

Ryc. 80. 

O
00

(A1
00

A 2
00 , B 1

00 B2
00 , ••• ) I\ O (a1a2, b1b2, ••• ), 

któ:i;-ego punkty homologiczne A1
00 i A2

00 , B 1
00 i B-200 ,... są 

(ust. 42 i 49) punktami sprzężonemi względem kola S 2• 

Z łatwością zauważymy, że każde dwie proste prostopadle 
11 _L l2, leżące na płaszczyźnie w (lub na płaszczyznach do niej 
:równoległych!), przecinają podstawę 0 00 w dwóch punktach ho­
mologicznych L1

00 i L2
00 wypisanego powyżej sżeregu inwolu­

cyjnego. Uważajmy bowiem poszczególne punkty właściwe O, 
O', ... płaszczyzny w (wzgl. płaszczyzn do niej równoległych) 
za środki kół S 2, 8' 2, ••• Skoro przez owe punkty O, O', ... wy­
kreślimy proste względem siebie równolegle: a1 li a'1 li .. . , 
b1 li b'i l i ... , ... , które są odpow. średnicami poszczególnych kół 
S 2, S' 2, ••• , to wówczas pęki inwolucyjne średnic sprzężonych 

tych kół, a mianowicie pęki : 

O(a1a2, b1b2, ••• ), O'(a'ja'2, b'1 b'2, ... ), ••• 

są pękami cyklicznemi i przecinają prostą niewłaściwą o 00 pła­

szczyzny w w jednym szeregu inwolucyjnym 

ooo ( ... 4.100 A200 ' B100 B200' .. • ). 

Innemi słowy: Wszystkie pęki cykliczne o wierzchołkach O, 
O', ... , które leżą na płaszczyźnie w (i na płaszczyznach do niej 
równoległych!) są perspektyw i cz n e do szeregu inwolucyj­
nego (o 00), którego podstawą jest prosta niewłaściwa płaszczy­
zny w (i płaszczyzn do niej równoległych). Ten wspólny sze­
reg inwolucyjny (0 00) ,,punktów sprzężonych" względem po­
szczególnych kół S 2, S' 2, ••• , - które leżą na płaszczyznach rów­
noległych do w - nazwiemy inwolucją bezwzględną płaszczy­

zny w (i płaszczyzn do niej równoległych). 
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Kolo S 2 jest (ust. 32) szczególnym przypadkiem elipsy 
i przecina się z prostą niewłaściwą o 00 w dwóch urojonych swzę­
żonych punktach niewłaściwych Ei00 i E00

• Owe punkty, które 
są (ust. 42 i 49) punktami podwójnemi inwolucji bezwzględnej 
o podstawie o 00

, nazywamy punktami kolowemi płaszczyzny w 
(i płaszczyzn do niej równoległych). 

Dowiedliśmy zatem prawdziwości następującego twierdzenia: 

Wszystkie koła, ll-!tące na dowolnej płaszczyźnie w (i na 
płaszczyznach do niej równoległych !), przechodzą przez ie same 
dwa (urojone sprzężone) punkty kołowe Ei00 i Fi00 uważanej 

płaszczyzny w. 

Uwaga: Wnosimy stąd, że koło - podobnie jak każda stożkowa nie­
zniekształcona (ust. 34, - określone jest pięcioma punktami, a rnianowicie: 
dwoma lurojonemi sprzężonemi) punktami kołowemi i trzema rzeczywistemi. 
punktami wlaściwemi, nie leżącemi na jednej prostej. · 

Pęk cykliczny średnic sprzężonych kola S 2 (ryc. 80) jest 
(ust. 47) pękiem eliptycznym i posiada dwie proste podwójne 
urojone sprzężone. Ponieważ wierzchołek O tego pęku jest bie­
gunem prostej niewłaściwej o 00

, przeto z rozważań ust. 42-go 
i 49-go wynika, że: styczne, wykreślone ze środka O do kola S 2, 

są urojonemi sprzężonemi prostemi podwójnemi uważanego pęku 
cyklicznego, przyczem owe styczne stykają się z kołem S 2 w punk­
tach kołowych E 00 i Fi00 inwolucji bezwzględnej o podstawie 
o 00

• Proste ei= OEi00 i f = OFi00
, t. zn. urojone sprzężone pro­

ste podwójne pęku cyklicznego o wierzchołku O, nazywamy pro­
stemi izuiropowemi, przechodzącemi przez punkt właściwy O 
leżącemi na płaszczyźnie w. A zatem : 

Każde kolo posiada dwie urojone sprzężone asymptoty, któ­
remi są proste izotropowe, przeclwd=ące przez środek owego kola. 

Weźmy pod uwagę wszystkie kola S 2, S1
2, S2

2, ..• , leżące 

na płaszczyźnie w i posiadające wspólny środek O. Ponieważ 

pęk cykliczny O (a1a2, b1b2, •• • ) średnic sprzężonych kola S 2 jest 
zarazem też i pękiem cyklicznym dla „współśrodkowych" kół S1

2, 

S2
2, ••• , przeto proste izotropowe ei i {i stykają się z temi ko­

lami w punktach kołowych R00 i E 00
• A zatem : 

Koła współśrodkowe, leżące na dowolnej płaszczyźnie, są 
styczne w punktach kołowych Ei00 i E 00 do prostych i=olropo­
wych ei i {i, które przechodzą przez wspólny środek owych kół . . 
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51. Konstrukcje stożkowych. Dwie proste a i b, przecina­
jące się w punkcie C, niechaj będą podstawami dwóch „szeregów 
podobnych" (ust. 14). Proste, łączące homologiczne punkty tych 
zeregów rzutowych, powłóczą 

(obwodzą\ stożkową S 2• Ponie­
waż punktowi niewłaściwemu P = 
podstawy a podporządkowany 

jest na podstawie b również 

punkt niewłaściwy R =, przeto 
prosta niewłaściwa P=R= jest 
styczną stożkowej S 2• Wnosimy 
stąd (ust. 32), że : 

Utworem dwóch s:eregów 
pod0bnych - które nie są per­
spektywiczne (i leżą na wspól­
nej płaszczyźnie)- jest parabola. 

Zadanie 1: Parabola okre-
ślona jest dwiema stycznemi a, 

::i. 

Ryc. 81. 

b i ich punktami styczności A, B. Skonstruować należy dalsze 
styczne tej paraboli. 

Ro z wiąz a n ie: Jeżeli punkt przecięcia się (ryc. 81) stycz­
nych a i b oznaczymy przez C = ab, a odcinki ( o długościach 
skończonych) AC i BC podzielimy na tę samą ilość równych 
części, to uzyskane szer_egi punktów 

a(A,1,2,3, ... ,C, ... ) i b(C,1',2',3', ... ,B, ... ) 

ą podobne, gdyż (ust. 14) zachodzi następująca relacja: 

Al 
C1' 

12 

1'2' 
23 
2'3' 

Proste AC= a, 11', 2 2', 3 3', ... , CB= b, . .. , P=R= = s= są szu­
kanemi stycznemi paraboli. 

Zadanie 2: Parabola określona jest dwoma punktami A 
i P, styczną a w punkcie A i średnicą p, przechodzącą przez 
ów punkt A. Wykreślić należy dalsze punkty tej paraboli. 

Ro z wiąz a n ie: Skoro przez dany punkt P (ryc. 82) wy­
kreślimy średnicę r lip paraboli, a następnie podzielimy od­
cinki AR i RP na tę samą ilość równych części, to uzyskamy 
dwa szeregi podobne 

a(A, 1, 2, 3, R, ... , D 00
, ••• ) I\ r(R, 1', 2', 3', P, . .. , B 00

, ••• ). 
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Szereg (a) rzućmy ze środka B 00 paraboli, a szereg punktów 
(r) z punktu A, to utworem otrzymanY,ch w ten sposób pęków 
jednokreślnych 

B 00 (p, b1, b2, b3, r, . .. , B 00 D 00
, ... ) A A (a, a1, 0 2, a3, AP, ... , p, . .. ) 

jest par ab o 1 a. W istocie bowiem elementowi p = AB 00
, uwa­

żanemu za prostą pęku (B 00
), podporządkowana jest (ust. 2~) 

a 

p 

Ryc. 82. Ryc. 8.'3. 

styczna a w punk­
cie A do tej stożko­
wej; elementowi zaś 

1, p = AB 00
, uważane-

mu za prostą pęku 
2' (A), podporządko­

wana jest styczna 
niewłaściwa B 00D 00 

w środku B 00 do tej 
paraboli. 

Ćwiczenie J: Na ryc. 
83 dana jest oś p, wierz­
chołek A, styczna a 
w wierzchołku i dowol­

ny punkt P paraboli. Skonstruować należy dalsze punkty tej paraboli. 

Zadanie 3 : Dane są cztery punkty A, B i C, D elipsy, le­
żące na jej średnicach sprzężonych p i r. Skonstruować należy 
dalsze punkty tej elipsy. 

Ro z wiąz a n ie : Wiadomo nam, że styczne a, b, c i d elipsy, 
przechodzące przez dane punkty, utworzą (ust. 49) równoległo­
bok, opisany na tej stożkowej, którego boki a i b (ryc. 84) są 
równolegle do średnicy r, a dwa pozostałe boki c i d są rów-

. nolegle do średnicy p. Odcinek OC podzielmy np. na cztery 
równe części, oraz odcinek EC też na cztery równe części, to 
otrzymamy wówczas dwa szeregi podobne i perspektywiczne 

r(O, 1, 2, 3, C, ... , G 00
, ... ) A c (E,- 1', 2', 3', C, .. _. , F 00

, •• • ), 

o-dyż punkt C = re jest elementem zjednoczonym. Pęki prostych 

A (p, a1, a2, 0 3, AC, ... , a= AG 00
, ... ) A B (b, b11 b2, b:1, BC, ... , p = BF 00

, ... ) 

są rzutowe, gdyż spełnione są warunki perspektywiczności: 

(A) A (r) i (B) A (c). Utworem tych pęków jednokreślnych jest 
stożkowa S 2, styczna w punktach A i B do prostych a i b. 
W istocie bowiem prostej AB= p, która łączy wierzchołki owych, 
pęków, uważanej za element pęku (A) podporządkowana jest 
styczna b w wierzchołku pęku (B); a natomiast elementowi 
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.AB= p pęku (B) podporządkowana jest styczna a w wierzchołku 
pęku (A) . 

. Ponieważ styczne a i b są równolegle, przeto prosta AB = p 
jest średnicą a punkt właściwy O jest środkiem stożkowej S 2• 

Ale prosta r = OC, jak to wynika z konstrukcji, jest równole­
gła do stycznych a i b, więc elementy p i r są średnicami sprzę­
żonemi tej stożkowej. Średnica r = OC jest sieczną, a styczne 
w punktach C i D do stożkowej S 2 są prostemi c I Id f I p. Wno­
simy stąd (ust. 49), że stożkowa S 2 jest elipsą. 

Ryc. 84. Ryc. 85. 

Ćwiczenie l: Na ryc. 85 dane są wierzchołki A, B i C, D elipsy. Na- . 
leży skonstruować dalsze punkty tej elipsy. 

Zadanie 4: Dane są asymptoty i dowolny punkt hiperboli. 
Skonstruować dalsze punkty tej hiperboli. 

Rozwiązanie: W punkcie styczności asymptoty a z hi­
perbolą zj ednoczyly się 

(ryc. 86) dwa jej punkty 
niewłaściwe 1 00 i 2 00

• Po­
dobnie w punkcie nie­
właściwym asymptoty b 
zjednoczyły się dwa punk­
ty 3 00 i 4- 00 tej hiperboli. 
Przez dany punkt 5 wy­
kreślmy dowolną sieczną 

l i skonstruujmy punkt 
6 przecięcia się prostej l 
z hiperbolą. Korzystając 
z sześciokąta: Ryc. 86. 
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(1 00 = 2 00 3 00 = 4 00 5 6), 

wpisanego w hiperbolę, wyznaczymy (ust. 28 i 35) ów punkt 6. 
Z wypisanego obok schematu wynika, że prosta Pascala 

p = AC jest równoległa do prostej l = .5 6, oraz A 5 l i bi C 6 li a. 
Jeżeli przez D i E oznaczymy punkty przecięcia się siecznej I 
z asymptotami b i a, to: na dowolnej prostej l otrzymamy rów­
nej długości odcinki 5 D = E 6. A zatem prawdziwe jest nastę­
pujące twierdzenie : 

Hiperbola posiada tę własność, ze odcinki dowolne.i siecznej, 
(która nie jest równoległa do żadnej z asymptot tej hiperboli), 
zawarte pomiędzy hiperbolą i jej asymptotami, są sobie równe. 

Uwaga: Korzystając z tego twierdzenia, wyznaczono na ryc. 86 dalsze 
punkty hiperboli, leżące na poszczególnych (kreskowanych) siecznych tej 
hiperboli. 

PDHIARF' 
pl) AB ........ 1) 

d = DH BF = b ... 2 ~ p 
HA FP ........ 3) 

Ryc. 87. 

5 C 

o 

DAE IBPT 

DA BP ........ 31 
a = AE PT= s ... 4 ~ p 

EB TD ........ 1j 

Ryc. 88. 

Zadanie 5: Dane są cztery punkty . ..4, B, C i D elipsy, le­
żące na jej średnicach sprzężonych. Należy skonstruować do­
wolny punkt P tej elipsy, oraz styczną s w owym punkcie do 
tej stożkowej. 

Ro z wiąz a n i e : Proste c, d i a, b, wykreślone przez dane 
punkty równolegle do średnic sprzężonych AB i CD, są stycz­
nemi elipsy i tworzą równoległobok (ryc. 87), opisany na tej 
stożkowej. Przez punkt np. D wykreślmy dowolną sieczną I 
i wyznaczmy punkt P elipsy, leżący na owej prostej l. Stosując 
twierdzenie Pascala do sześciokąta (PD= HAB= F), otrzymamy 
(z wypisanego schematu) prostą Pascala p = 1 2, punkt 3 = HA . p, 
oraz szukany punkt P, w którym przecinają się proste l i 3 F. 
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Celem wyznaczenia stycznej s, która przechodzi przez dwa 
zjednoczone punkty P i T elipsy, weźmy pod uwagę (ryc. 87) 
sześciokąt (DA= E BP= T). Z drugiego schematu wynika, że 

na prostej Pascala p = 1 3 przecinają się w punkcie 4 styczna 
a = AE i wynikowa styczna s = PT. 

Z powyższych związków wynika następująca 
Ko n str uk ej a 1: Przez punkt 1, dowolnie obrany na 

średnicy AB elipsy, kreślimy proste l = D 1 i p = 21 (ryc. 87). 
Prosta DA przecina się z elementem p w punkcie 3, a prosta 
3 B wyznacza na prostej l punkt P elipsy. Jeżeli przez "- ozna­
czymy punkt przecięcia się stycznej a = AE z prostą p, to pro­
sta s = 4 P jest styczną do elipsy w wyznaczonym poprzednio 
punkcie P. - Zmieniając położenie punktu 1 na średnicy AB, 
skonstruować możemy dalsze punkty P i styczne s omawianej 
elipsy. 

Celem dalszego uproszczenia konstrukcji, narysujmy przez 
punkt P elipsy (ryc. 87) prostą równoległą do średnicy CD. 
Owa prosta przetnie się z prostą C 1 w punkcie Q, leżącym 
na elipsie. W istocie bowiem punkt niewłaściwy R 00 prostych 
CD /I PQ jest biegunem średnicy AB elipsy, która przechodzi 

PTQ \ CGD 

s = PT CG= C ••• !> } 
TQ GD ....... R00 Pi 
QC DP ....... 1 

(ust. 38) przez punkt przekątny 

1 = Pl) . QC czworokąta zupeł­

nego PQC D, wpisanego w ową eli­
psę. - Skoro zastosujemy twier­
dzenie Pascala do sześciokąta 

(P = TQC = GD), to (p. trzeci schemat) prosta Pascala Pt= R00 1 
jest równoległa do średnicy CD, a punkt 5 = se leży na owej 
prostej Pi· Prawdziwa jest zatem 

Ko n str u kc ja 2: Przez punkt 1, dowolnie obrany na 
średnicy AB elipsy, kreślimy proste p = 1 2 i Pt I I CD (ryc. 87). 
Punkty 4 = pa i 5 = PiC wyznaczają styczną s = 4 5 elipsy, 
a proste s i l = 1 D przecinają się w punkcie P = sł owej 
elipsy. - Zmieniając położenie punktu 1 na średnicy .AB, skon­
struować możemy (ryc. 88) dalsze styczne s i ich punkty stycz­
ności P z omawianą elipsą. 

Ćwiczenie 3: Dla elipsy, która określona jest wierzchołkami .A, B 
i C, D, należy skonstruować poszczególne jej styczne i ich punkty styczności. 

Zadanie 6: Stożkowa S 2 określona jest trzema punktami 
A, B i P, oraz dwiema stycznemi a i b, w punktach A i B. Skon­
struować należy styczną s w danym punkcie P do tej stożkowej. 

Rozwiązanie: Stosując twierdzenie Pascala do sześcio­
kąta (A= CB= DP = 1 ), wpisanego (ryc. 89) w stożkową S 2, 

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 14 
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wyznaczymy (zapomocą wypisanego schematu) prostą Pascala 
p = 1 2. Przez punkty 3 = pr i P przechodzi oczywiście żądana 
styczna s = 3 P stożkowej 

S 2• A zatem prawdziwa jest 
następująca 

Konstrukcja: Przez 
dany punkt P (ryc. 89) kre-

Ryc. 89. 

a 

ACB DPT 
1 

\ a =AC DP . . 'l ,, 
, , r =CB PT=s„3 p 
', \ b=BD Tl/ 2 

I '. 
\ \ 
\ 

I 

Ryc. 89 a. 

\P b 
\ 

ślimy proste PA i PB, które przecinają się z dane mi stycznemi 
b i a w punktach 2 i 1. Proste p = 12 i r = AB przecinają się 
w punkcie 3 = pr, a wynikoirą · styczną jest prosta s = 3 p _ 

J 

b 
a 

Ryc. 90. Ryc. 91 . 

Korzystając z powyższej konstrukcji rozwiązać możemy 
następujące 

Ćwiczenie 4: Dla stożkowej S 2 dane są (ryc. 89 a) dwa jej punkty A i B, -
leżące na średnicy r, styczne a i b w owych punktach, oraz dowolny punkt 
P. Wykreślić należy styczną s w punkcie P ,do stożkowej S 2• 
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Ćwiczenie 5: Dane są na ryc. 90 i 91 wierzchołki A i B, oraz dowolny 
punkt P elipsy, wzgl. hiperboli. Skonstruować styczną s w punkcie P do tej 
stożkowej. 

Zadanie 7: Dla paraboli dane są środek B 00
, dwa dowolne 

punkty A i P, oraz styczna a w punkcie A. Skonstrum,vać na­
leży styczną s w punkcie P do tej paraboli. 

Ryc. 92. Ryc. 93. 

Rozwiązanie: Powyższe zadanie jest tylko szczegól­
nym przypadkiem zadania 6, gdyż punkt B 00 i styczna b 00 

w owym punkcie są elementami niewlaściwerni. Prosta Pascala 
p = 12 00 (ryc. 92) jest równoległa do prostej AP (p. schemat, 
wypisany obok ryc. 89 a), a prosta PB 00 /Ir. Wnosimy stąd, że: 
odcinki 1 P i 3A są sobie równe i równolegle. · 

Wykreślmy z punktu P (ryc. 92) prostą n li a i przez 4-
oznaczmy punkt 4- = nr przecięcia się owej prostej n ze śred­

nicą r = ...4B 00 paraboli. Ponieważ 1 P = A 4- i 1P = 3 A, przeto 
zachodzi też równość odcinków 3 A= A !1-. Mamy tedy nastę­
pującą 

Ko n str u kc j ę: Prosta n, wykreślona z danego punktu· 
P (ryc. 92) równolegle do danej stycznej a, przecina się ze śred­
nicą r = AB 00 paraboli w punkcie 4-. Skoro na średnicy r od­
łożymy odcinek 8 A = A !1-, to prosta s = 3 P jest żądaną styczną 
paraboli. 

Ćwiczen ie 6: Dla paraboli, która określona jest osią r, wierzchołkiem 
A i dowolnym punktem P (ryc. 93), skonstruować należy styczną s w danym 
punkcie P. 

Zadanie 8: Dla paraboli dane są dwie styczne a, b i ich 
punkty styczności A, B. Skonstruować dalsze styczne i ich punkty 
styczności z tą parabolą. 

Ro z wiąz a n ie: Weźmy pod uwagę sześciobok (a= co00b = 
= ds), opisany na paraboli (ryc. 94), którego dwa boki a i . c 
zjednoczyły się na stycznej a, dwa dalsze boki b i d zjedna.: 
czyły się na stycznej b, bok o 00 jest styczną niewłaściwą, a bok 
s jest szukaną styczną tej paraboli. Z twierdzenia Brfanchona 

* 
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(ust. 28 i 29) wynika bezpośrednio (p. schemat wypisany obok 
ryc. 94) następująca . 

Ko n s tru kc ja 1: Na prostej AB= l obierzmy dowolny 
punkt B0 (punkt Brianchona) i wykreślmy przezeń dwie proste 
f li a i e li b. Punkty 1 = ae i 2 = bf wyznaczają styczną s = 12 
paraboli. 

Ryc. 94. 

aco 00 bds 

A=a c bd=B. .. ! } 
co00 ds :2. .f Bo 
0 00b sa -1. .. e 

a cs tb d 

A=ac tb=2. . .J} 
1=cs bd: B. . . li 4 
P=st da-3 . . lll 

Aby wyznaczyć punkt styczności P stycznej s = 1 2 z pa­
rabolą, zastosujmy (ust. 43) twierdzenie Brianchona do sześcio­
boku ( a = c s = t b = cl,, którego boki s i i zjednoczyły się na 
jednej prostej. Z drugiego pomocniczego schematu wynika, że 
trzy proste: A2 = I, N 1 = II i P 3 = III przecinają się w punk­
cie Brianchona 4. Prawdziwa jest zatem 

Ko n str u kc ja 2: Dane styczne a i b przecinają się (ryc. 94) 
w punkcie 3 = ab, proste zaś J = A '2 i J I = B 1 w punkcie I/-. Pro­
sta 3 4 = III, łącząca punkty 3 i 4., wyznacza na skonstruowa­
nej poprzednio stycznej s = 1 2 żądany punkt styczności P = III s. 

52. Dalsze warunki 1), określające stożkową. W ust. 34-ym 
omówiliśmy sposoby wyznaczenia stożkowej za pośrednictwem 
elementów rzeczywistych. Obecnie wykażemy, iż punkty uro­
jone sprzężone i proste urojone sprzężone również służyć mogą 
do określania stożkowych. 

Dowiedziemy najpierw prawdziwości następujących twier­
dzeń: 

Skoro homologic:ne pro­
sie dwóch rz11to11 ,ych I ęków, 

któryrh a/worem jest st~żkowa 
(niezniekształcona) S 2, przeł-

1) Por. F. Enriques, 1. c. str. 212. 

Skoro Jwmologic::ne punk­
ły dw,,ch rzutowych s:ereyów, 
których utworem jest stożko­
wa (niezniekształcona) S2, rzu-
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niemy prostą, nie przynależną 
do wiPrzchołków tych pęków 
a przechodzącą przez biegun 
(względem S 2) wspólne.i pro­
stej tych pęków, - to u : yska­
my wówczas s:ereg inwolucyj­
ny punktów sprzężonych wzglę­

dem stożkowej S 2• 

cimy z punktu, nie przynależ­
nego do podstaw tych szere­
gów a leżącego na biegunowej 
(względem S 2) wspólnego punk­
tu tych s::eregów, - to uzy­
skamy wówczas pęk inwulu­
cyj ny prostych sprzężonych 

względem stożkowej S 2• 

W istocie bowiem, niechaj dana będzie (ryc. 95) stożkowa 

S 2 i dowolny trójkąt (A BC) w nią wpisany. Przez biegun W 
prostej w = AB względem stożkowej S 2 wykreślmy dowolną 
prostą p (nie przechodzącą przez wierzchołki A i B), która jest 
oczywiście sprz ężoną (ust. 42) z elementem w, to w myśl twier­
dzenia St a u d ta (ust. 43) owa prosta p przetnie dwa pozostałe 
boki AC i BC uważanego trójkąta w dwóch punktach C1 i C2, 

sprz ężonych względem S 2• Wierzchołki A i B trójkąta uważajmy 
za punkty s t a l e, a trzeci wierzchołek C za punkt zmi e nny, 
który porusza się po danej stożkowej s~. Proste c1 = AC i c2 = BC, 
d1 = AD i d2 = BD, ... , łączące poszczególne punkty C, D, ... stoż ­
kowej S 2 z dwoma jej stalemi punktami A i H, utworzą wów­
czas (ust. 27) dwa jednokreślne pęki 

A (c1, di, ... ) /\ B(c2, d2, ••• ). 

Punkty: C1 = pc1 i C2 = pc2, D1 = pd1 i D2 = pd2, ••• , przecięcia 
się prostej p z homologicznemi elementami tych pęków pro­
stych, utworzą (ust. 42) szereg inwolucyjny p ( C1 C2, D1D2,. •• ) 

punktów sprzężonych względem stożkowej S2, c. b. d. w. 
Nie korzystając wcale z twierdzenia Staudta, możemy też 

dowieść prawdziwości powyższego twierdzenia w następujący 
sposób: 

Niechaj dane będą dwa jednokreślne pęki prostych (A.) /\ (B), 
których utworem jest (ryc. 95) stożkowa S2• Styczne a i b, wy­
kreślone w wierzchołkach A i . B tych pęków do stożkowej S2, 

przecinają się w punkcie W= ab, który jest biegunem prostej 
w = AB. Skoro pęki prostych 

A (w, a, ci, d1, ... ) /\ B (b, w, c2, d2, ... ) 

przetniemy prostą p - różną od stycznych a i b - sprzężoną 
względem S2 z elementem w= AB, to otrzymamy dwa rzutowe 
szeregi punktów: 

p (T, W, Ci, D 1, •• • ) /\ p ( W, T, C2, D2, ... ). 
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Ale punkty T i W podporządkowane są sobie w sposób za­
mienny, więc (ust. 23) na prostej p występuje szereg inwolu­
cyjny p (TW, C1 C2, D1D2, •• • ). Punkty homologiczne T i W sze­
regu inwolucyjnego są „sprzężone" względem S2, gdyż T leży 

na biegunowej w punktu W. Aby wykazać, że dowolna para 
punktów homologicznych C1 = pc1 i C2 = pc2 owego szeregu po­
siada tę samą własność, weźmy pod uwagę prostą c'2 = BC1 

(ryc. 95), która przecina stożkową S2 w punkcie C'. Proste ho­
mologiczne c\ = AC' i c'2 = BC1 = BC' rzutowych pęków (A) i (B) 
przetną podstawę w dwóch punktach homologicznych szeregu 
inwolucyjnego (p). Ponieważ jednym z nich jest punkt pc'2 = C11 

przeto drugim musi być punkt pc'1 = C2. Elementy C1 i C2 są 

zatem punktami przekątnemi (ryc. 95) czworokąta zupełnego 

(ABCC'), wpisanego w stożkową S2• Z ust. 38-go i 42-go wypika, 
że punkty C1 i C2 są sprzężone względem S2• Wykazaliśmy tedy, 
że wszystkie pary homologicznych punktów szeregu inwolucyj­
nego p (TW, C1 C2, D1D2, ... ) są punkta~ni sprzężonemi względem 
stożkowej S2, c. b. d. w. 

Prawdziwe są również i twierdzenia odwrotne: 

Skoro poszczególne punk­
ty szeregu inwolucyjnego -
hiperbolicznego lub eliptyczne­
go - punktów sprzężonych 

względem danej stożkowej (nie­
zniekształconej) S2 rzucimy 
z takich dwóch punktów lej 
stożkowej, które wyznaczają 

sieczną, sprzężoną z podstawą 
owego szeregu, - to każde 

dwie proste uzyskanych pęków, 
przechodzące naprzemian przez 
homologiczne punkty owego 
szeregu inwolucyj n ego, przeci­
nają się w punkcie stożkowej S2• 

Skoro poszczególne pro­
sie pęku inwolucyjnego - hi­
perbolicznego lub eliptyczne­
go - prostych sprzężonycl~ 
względem danej stożkowej (nie­
zniekształconej) S2 przetniemy 
lakierni dwiema slyc::nemi tej 
stożkowej, które pr::ecinają się 
w punkcie zewnętrznym, sprzę­
żonym z wierzchołkiem owego 
pęku, - to każde dwa pllnkiy 
uzyskanych szeregów, leżące 

napr::emian na homologicz­
nych prostych owego pęku in­
wolucyjnego, wyznaczają stycz­
ną stożkowej S2• 

N a ryc. 95 niechaj dane będą stożkowa S2 i dowolna pro­
sta p, która nie jest styczną do S2• Na prostej pobierzmy (ust. 31) 
jakikolwiek punkt zewnętrzny W i wykreślmy przezeń dwie 
rzeczywiste styczne a, b. Prosta w= AB, łącząca punkty stycz­
ności A i B owych stycznych, jest (ust. 38) biegunową punktu W 
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względem S2• Wnosimy stąd, że proste w i p oraz punkty W 
i T = pw są (ust. 42) elementami „sprzężonemi" stożkowej S2• 

Przez dowolny punkt C 
stożkowej S2, nie leżący 
na prostych p i w, wy­
kreślmy proste c1 = CA 
i c2 = CB, a następnie 
wyznaczmy punkty C1 = 
= c1p i C2 = c2p. Otrzy­
mane w ten sposób punk­
ty C1 i C2 są w myśl twier­
dzenia S ta ud ta (ust. 
43) elementami sprzężo­
nemi stożkowej S2• -

Skonstruowane dwie pa­
ry punktów sprzężonych 
W, Ti C1, C2 wyznaczają 

Ryc. 1) 95. 

(ust. 42) szereg inwolucyjny, hiperboliczny lub eliptyczny 

p(WT, C1C2, ••• ). 

Wiadomo nam jednak (ust. 23), że ów szereg inwolucyjny 
jest szczególnym przypadkiem dwóch szeregów jednokreślnych: 

p ( W, T, C1, ... ) /\ p (T, W, C2, ... ). 

Z punktu A stożkowej S2 rzućmy szereg pierwszy, a z punktu B 
szereg drugi, to otrzymamy wówczas (ryc. 95) dwa rzutowe pęki 
prostych: 

A (a, w, c1, .•• ) /\ B (w, b, c2 ..• ). 

Utworem tych pęków jest stożkowa, która przechodzi przez 
punkty A= aw, B = wb i C = c1c2, oraz posiada (ust. 27) dwie 
styczne a i b w wierzchołkach owych pęków. Ponieważ powyż­
sze warunki określają (ust. 34) jedną i tylko jedną stożkową S2, 

którą na początku naszych rozważań przyjęliśmy na ryc. 95, 
przeto: skonstruowane powyżej rzutowe pęki prostych (A) /\ (B) 
utworzą tę właśnie stożkową S2• 

Z rozważa11 naszych wynika, że każde dwie homologiczne 
proste: a= A W i w =BT, w= AT i b = BW, c1 = AC1 i c~=BC2, 

c'1 = AC2 i c'2 = BC11 ••• pęków jednokreślnych (A) /\ (B) - łą­
czą „na przemian" punkty homologiczne : W i T, Ti W, C1 i C2, 

C2 i C1, ••• szeregu inwolucyjnego p ( WT, C1 C2, ••• ) 

1) Punkt pw oznaczyć należy przez T. 
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punktów sprzężonych względem stożkowej S2• Owe proste prze­
cinają się w punktach A= aw, B = wb, C = c1c2, C' = c'1c'2, ... 

stożkowej S2, c. b. d. w. 
Niechaj teraz dane będą (ryc. 95) szereg inwolucyjny 

p·(C1 C2, D1D2, •• • ), oraz dwa punkty P i A, nie· leżące na podsta­
wie p. a prostej w = P...4 weźmy pod uwagę grupę harmo­
niczną punktów P, T = wp, A i B o dwustosunku (PTAB) = -1, 
a następnie skonstruujmy pary prostych: c1 = AC1 i c2 = BC2, 

c\ = AC2 i c'2 = BC1, d1 = AD1 i d2 = BD2 , d'1 = AD2 i d'2 = BD1, ... 

Uważajmy owe pary prostych za elementy homologiczne dwóch 
jednokreślnych pęków (A) i (B), których utworem jest stoż­

kowa S2• Z łatwością stwierdzimy, że dany punkt P jest biegu­
nem prostej p, proste p i w= AB są sprzężone względem S2, 

a pary punktów homologicznych szeregu inwolucyjnego (p) są 
punktami sprzężonemi względem S2• A zatem: 

Skoro na płaszczyźnie da­
ne są szereg inwolucyjny (hi­
perboliczny lub eliptyczny) 
na prostej p, oraz dwa dowol­
ne punkty P i A, nie leżące na 
tej prostej, to wówczas: istnie­
je jedna i tylko jedna stoż­
kowa (niezniekształcona) S2, 

przechod:ąca przez punkt A, 
dla której punkt P jest biegu­
nem podstawy p, a homolo­
giczne elementy owego szeregu 
inwolucyjnego są punktami 
sprzętonemi względem tej stoż­
kowej S2• 

Skoro na płaszczyźnie da­
ne są pęk inwolucyjny (hi­
perboliczny lub eliptyczny) 
o wierzchołku P, oraz dwie 
dowolne prosie p i a, nie prze­
chodzące przez ten punkt, to 
wówczas: istnieje jedna i tyl­
ko jedna stożkowa (nieznie­
kształcona) S2, styczna do pro­
stej a, dla której prosta p jest 
biegunową wierzchołka P, a ho­
mologiczne proste owego pę­

ku inwolucyjnego są prostemi 
sprzężonemi w=ględem tej stoż­
kowej S2• 

W przypadku inwolucji hiperbolicznej (ryc. 95) punkty po­
dwójne E i F szeregu (p) są (ust. 42) punktami rzeczywistemi 
przecięcia się podstawy p ze stożkową S2, a proste podwójne 
e i f pęku inwolucyjnego (P) są stycznemi rzeczywistemi, wy­
kreślonemi z wierzchołka P do stożkowej S2• Z rozważań na­
szych wynika tedy prawdziwość dwóch ostatnich twierdzeń 

ust. 34-go. 
W przypadku inwolucyj eliptycznych (p) i (P), wymienione 

powyżej elementy podwójne są urojone sprzężone. A zatem do­
wiedliśmy prawdziwości następujących twierdzeń: 
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Stot.kowa (niezniekształcona) S2 jest wyznaczona, skoro dane 
są dwa jej punkty . urojone sprzęt.one, dwie jej styczne urojone 
sprzęt.one w owych punktach, 

oraz dowolny jej punkt rze­
czywisty, który nie fety na 
prostej, łączącej dane punkty 
urojone, ani też nie zjedno­
C'lył się z punktem przecięcia 
się danych stycznych urojo­
nych. 

oraz dowolna jej styczna rze­
czywista, która nie przecho­
dzi przez punkt przecięcia się 

danych stycznych urojonych, 
ani też nie zjednoczyła się 

z prostą łączącą dane urojone 
punkty styczności. 

Uwaga: Niechaj dane będą (ust. 50) dwa punkty kołowe Ei i F0 przy­
należne do prostej p 00, styczne w owych punktach, t. zn. proste izotropowe 
ei i fu przecinające się w środku P, oraz dowolny punkt właściwy A, wzgl. 
dowolna styczna właściwa a kola S 2• Z ostatnich twierdzeń wynika tedy, że: 

Kolo jest wyznaczone, skoro dane sq jego środek i dowolny punkt wła­
ściwy (wzgl. dowolna styczna właściwa). 

Z dotychczasowych rozważań naszych wynika dla stożko­
wej S2 następująca 

Konst1"ukcja 1: Dane punkty A i P przecinają podstawę 

eliptycznego szeregu inwolucyjnego (p) w punkcie T. Punkt B, 
harmonicznie sprzężony z A w grupie o stosunku (PTAB) = -1, 
leży na stożkowej s~. Proste: c'- = AC i c2 = BC2, c'1 = AC2 

i~c'2 = BC1, ••• , łączące naprzemian punkty A i B z homologicz­
nemi punktami szeregu inwolucyjnego eliptycznego p (C1 C2, ••• ), 

przecinają się w punktach C = c1c2, C' = c'1c'2 , ••• stożkowej S2• 

Dowiedziemy teraz prawdziwości twierdzeń 1): 

Skoro na płaszczyźnie da- Skoro na płaszczyźnie da-
ne są trzy punkty rzec:ywiste, ne są trzy dowolne proste, 
nie leżące na jednej prostej, nie przecinające się w jednym 
oraz szereg inwolucyjny elip- punkcie, oraz pęk inwolucyjny 
tyczny, którego podstawa nie eliptyczny, którego wierzchołek 
przechodzi przez żaden z da- nie leży na żadnej z danych 
nych punktów, to wówczas: prostych, to wówczas: istnieje 
istnieje jedna i tylko jedna jedna i tylko jedna stożkowa 
stożkowa (niezniekształcona) (niezniekształcona) S2, dla któ-
S2, pr:echodzqca przez owe rej owe trzy dane proste są 

trzy dane punkty, dla której stycznemi, a proste homologicz-

1) Zbyteczne wypowiadanie twierdzenia dla inwolucji hiperbolicznej, bo 
wówczas stożkowa S2 wyznaczona jest przez 5 punktów rzeczywistych (ust. 34), 
z których dwa są punktami podwójnemi szeregu inwolucyjnego. 
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punkly homologiczne szeregu 
inwolucyjnego są punktami 
sprzężonemi. 

ne pęku inwolucyjnego są pro­
stemi sprzężonemi. 

N a ryc. 96 dane są trzy rzeczywiste punkty A, B, C i do­
wolna prosta p, która jest podstawą szeregu inwolucyjnego 

' ' ' ' --~-......... : 
,. --

p (N1N2 ,· M1M2, ••• ) 

gdzie N1 i M1 są punktami prze­
cięcia się prostej p z prostemi 
AB i AC. Na prostej AB skon­
struujmy następnie punkt 1, 
harmonicznie sprzężony zele­
mentem N1 względem punktów 
A i B. Podobnie na prostej AC · 

tit 

Ryc. 96. 

t12 Mt wyznaczmy punkt 2, sprzężo­
ny harmonicznie z M1 wzglę­

dem punktów A i C. 
Przypuśćmy, że istnieje stożkowa 52, spełniająca warunki 

podane w powyższem twierdzeniu. Wówczas pary punkt6w: N'1 

i N2, N1 i 1, oraz M1 i M2, M1 i 2 są (ust. 42) ,,punktami sprzężo­
nemi" względem owej stożkowej 52• Z rozważań ust. 42-go i 39-go 
wynika jednak, że: prosta n= N21 jest biegunową punktu N1, 

prosta m = M22 jest biegunową punktu M1, a punkt P = nm 
jest biegunem podstawy p uważanego szeregu inwolucyjnego. 

Wiadomo nam, że przez punkt A przechodzi j e dna i ty 1 ko 
j e dna stożkowa S2, dla której punkt P jest biegunem prostej p, 
a homologiczne punkty szeregu inwolucyjnego p (N1N2, M1M2, ..• ) 

są punktami sprzężonemi względem S2• Ponieważ biegunowa 
n= N21 punktu N1 przechodzi przez punkt 1, który spełnia wa-

. runek (ABt N1) = -1, przeto: dany punkt B leży na owej stoż­
kowej S2. Podobnie biegunow·a m = M22 punktu M1 przechodzi 
przez punkt 2, sprzężony harmonicznie z punktem M] wzglę­

dem punktów A i C, więc również i dany punkt C przynależy 
do owej stożkowej S2• Ta stożkowa spełnia zatem wszystkie wa­
runki, c. b. d. w. 

Powyższe twierdzenie wysłowić też możemy w następujący 
sposób: 

Stożkowa (niezniekształ­

cona) 52 jest wyznaczona, sko­
ro dane są tr::y jej punkty 
rzeczywiste, nie leżące na jed-

Stożkowa (niezniekształ­

cona) S2 jest wyznaczona, sko­
ro dane są trzy jej styczne· 
rzeczywiste, nie przechodzące 
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nej prostej, oraz dwa jej punk­
ty urojone sprzężone, przyna­
leżne do prostej, która nie prze­
chodzi przez żaden z trzech 
danych punktów. 

przez jeden punkt, oraz dwie 
jej styczne urojone sprzężone, 
przecinające się w punkcie, któ­
ry nie leży na żadnej z trzech 
danych stycznych. 

Uwaga: Skoro na prostej niewłaściwej p 00 dana będzie inwolucja bez­
względna i jej punkty kołowe (ust. 50), to z powyższego twierdzenia, 
wypisanego po lewej stronie, wynika bezpośrednio : 

Rolo jest określone, skoro dane sq jego trzy punkty rzeczywźsle (nie le­
żące na jednej prostej). 

Ponieważ w inwolucji (p 00) punkty M1
00 i N1

00 są niewłaściwe, przeto 
(p. ryc. 96) punkty 1 i 2 połowią odcinki AB i AC, a proste n = 1N2

00 i m ~ 
= 2M2

00, jako biegunowe punktów N1
00 i M1

00, są (ust. 50) prostopadłe od­
pow. do cięciw AB, wzgl. AC. Punkt P = mn, jako biegun prostej p 00, jest 
oczywiście środkiem omawianego koła. 

Z dotychczasowych rozważaf1 wynika dla stożkowej S2 na­
stępująca 

Konst1·ukcja 2: Podstawa p szeregu inwolucyjnego elip­
tycznego przecina się z prostemi AB i . AC w punktach N1 i M1 

(ryc. 96). Wykreślmy na p takie punkty N2 i M2,. któreby two­
rzyły (ust. 24) dwie pary homologicznych elementów N11 N2 

i Mv M2 owego szeregu inwolucyjnego. Następnie skonstruujmy 
punkty 1 i 2, któreby spełniały warunki: (ABN11) = (ACM12) = 
= -1, to punkt przecięcia się prostych n = N21 i m = M22 jest 
bieg une m podstawy p względem szukanej stożkowej S2• Sto­
sując wkoflcu poprzednio poznaną „konstrukcję 1" - wyzna­
czymy poszczególne punkty stożkowej S2• 

Z łatwością wykażemy 1), że prawdziwa też jest 
Konst1·ulwja 3: Proste AB i AC przecinają (ryc. 97) pod­

$tawę p w punktach N1 i M1• Przez punkty N2 i M2 szeregu 
inwolucyjnego eliptycznego p (N1 N2, M1M2, •• • ) wykreślmy proste 
BN2 i CM2• Punkt D przecięcia się tych prostych przynależy 
do badanej stożko\vej S 2• Również punkty 5 i 6, t. zn. punkty 
przecięcia się prostych AN2 i DN1, oraz AM2 i DM11 leżą na owej 
stożkowej. 

W istocie bowiem szereg inwolucyjny eliptyczny p (N1 N2, 

M1M2 , •• • ) uważać można (ust. 23) za dwa szeregi rzutowe 

p (N1, N2 , M1 , M2, ••• ) /\ p (N2, N1, M2 , M11 •• • ) 

1) Th. Reye, 1. c. I. str. 180. 
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o wspólnej podstawie p. Pierwszy 
szereg rzućmy z punktu A, a drugi 
z wyznaczonego na ryc. 97 punktu 
D. Otrzymamy wówczas dwa rzuto­
we pęki prostych: (A) /\ (D), których 
utworem jest stożkowa S2, przecho­
dząca przez punkty: A, D, C, B, 5 
i 6, oraz przez (ust. 31) punkty po­
dwójne urojone sprzężone szeregów 
rzutowych o wspólnej podstawie p. 

Ryc. 97. 

Prawdziwe są wreszcie następu­
jące twierdzenia: 

Skoro na płaszczyźnie da­
ne są dwa s::eregi inwolucyjne 
eliptyc::ne i dowolny punki rze­
czywisty, który nie leży na pod­
stawarh tych szeregów, ani nie 
jest wierzchołkiem pęku per­
spektywicznego do owych s:e­
regów, to wówc::as: istnieje 
jedna i tyłki> jedna stożko­
wa (niezniekształcona) S 2,prze­
chod:ąra przez ów dany punkt, 
dla której punkty homologicz­
ne każdego z dwóch danych 
szeregów inwolucyjnych są 

punktami sprzę:onemi. 

Skoro na płaszczyźnie da­
ne są dwa pęki inwolucyjne 
eliptyczne i dowolna prosta 
rzeczywista, która nie przecho­
dzi przez wierzchołki tych pę­
ków, ani nie jest podstawą 

szeregu perspektywicznego do 
owych pęków, to wówczas: 
istnieje jedna i tylko jedna 
sto:kowa (niezniekształcona) 

S 2, dla której owa dana pro­
sta jest styczną, a prosie ho­
mologiczne każdego z dwóch 
danych pęków inwolucyjnych 
są proslemi sprzężonemi. 

Aby dowieść prawdziwości twierdzenia, wypisanego po le­
wej stronie, weźmy pod uwagę (ryc. 98) dowolny punkt rzeczy­
wisty A i dwa szeregi inwolucyjne eliptyczne, których podstawy 
p i r przecinają się w punkcie W= pr. Dla szeregu inwolucyj­
nego (p) niechaj punkty W i W1 będą elementami homologicz­
nemi ; podobnie W i W2 niechaj będą punktami homologicz­
nemi szeregu inwolucyjnego (r). 

Przypuśćmy, że istnieje stożkowa S 2, spełniająca warunki 
podane w wypisanem powyżej twierdzeniu. Wówczas pary punk­
tów W i W 1, oraz W ~ W 2 są (ust. 42) punktami sprzężonemi 
względem S 2, a prosta w = W 1 W2 jest biegunową punktu W 
względem S 2• 
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Załóżmy najpierw, że prosta w= W1 W2 n ie prze cho­
d z i przez dany punkt A. Dane dwa szeregi inwolucyjne elip­
tyczne ( p) i (r) rzućmy z punktu A, to otrzymane w ten sposób 
dwa pęki inwolucyjne 
eliptyczne o wspólnym 
wierzchołku A posia­
dają (ust. 45) jedną 

"wspólną" i r z e c z y­
w i s t ą parę prostych 
homologicznych l, l'. 
Owe proste l i l' prze­
cinają (ryc. 98) prostą 
p w dwóch punktach 
homologicznych N1 i N2 

szeregu (p), a prostą 

r w homologicznych 

I. 

I 
I 

I 

Ryc. 98. 

\ 
\ 

punktach M2 i M1 szeregu inwolucyjnego (r), a wreszcie pro­
stą w= W1 W2 w punktach rzeczywistych .12 i Z1. 

Zbadajmy zachowanie się elementów rzeczywistych: /, l', 
Z1 i Z2 względem stożkowej S 2• Gdyby l była styczną do stoż ­

kowej S 2 - która przechodzi przez A - w danym punkcie A, 
to biegunową punktu N1 byłaby (ust. 38 i 42) prosta l' = N2A., 
a biegunową punktu M2 byłaby również ta sama prosta l' = M1A. 
Ponieważ sprzeczne to jest z rozważaniami ust. 38-go, przeto 
prosta l (jak również i prosta l') nie może być styczną do. stoż­
kowej S 2 w punkcie A. Oznaczmy przez a styczną w punkcie A, 
do omawianej stożkowej S 2• Proste l i l' przechodzą przez bie­
gun A stycznej a, więc bieguny L i L' owych prostych wzglę­
dem S 2 leżeć muszą (ust. 39) na stycznej a i nie mogą się zjed­
noczyć z punktem styczności A. Wykazaliśmy tedy (ust. 42), że: 
proste l i l' n ie są „prostemi sprzężonemi" względem stożko­
wej S 2, a punkt A= ll' jest punktem sprzężonym z samym 
sobą. Punkty sprzężone względem S 2 a leżące ;na tych prostych 
I i l' tworzą zatem (ust. 43) dwa szeregi perspektywiczne 

l (A, N1, M2, ••• ) /\ l' (A, N2, M1, ••• ), 

które są oczywiście przekrojami pęku prostych W ( W.-ł, p, r, .. . ). 
Jeżeli tedy wyznaczymy punkty Z'1 i Z'2 przecięcia się prostych 
WZ1 i l, oraz W ~2 i l', to otrzymamy na ryc. 98 dwie pary 
punktów sprzężonych względem stożkowej S 2, a mianowicie : 
Z1 i Z'v Z2 i Z'2 • 



222 III. Stożkowe. 

Biegunowa punktu Z1 względem S 2 musi przejść (ust. 42) 
przez punkt Z' 1 ; ponieważ Z1 przynależy do prostej w = W1 W2, 

przeto owa biegunowa przejść musi (ust. 39) też i przez biegun 
W prostej w. Prosta Z'1 W jest zatem biegunową punktu Z1 

względem S 2 i przechodzi przez swój biegun Z1 • Wnosimy stąd, 
że (ust. 38) punkt Z1 1 e ż y na stożkowej S 2, a prosta WZ'1 = 
= WZ1 jest s ty cz n ą w owym punkcie do tej stożkowej. Z tych 
samych względów punkt Z2 przynależy też do stożkowej S 2, 

a prosta WZ'2 = WZ2 jest styczną w punkcie Z2 do S 2• 

Z rozważań naszych wynika, że o ile istnieje stożkowa„ 
spełniająca warunki podane w wypisanem powyżej twierdzeniu, 
a nadto o ile punkt A nie leży na prostej w= W1 W2 = Z1Z2 -

to wówczas: owa stożkowa musi przechodzić przez trzy r ze­
ezy wist e punkty A, Z1 i Z2, oraz posiadać dwie styczne WZ1 

i WZ2 w punktach Z1 i Z2. Z ust. 34 wiadomo nam, że powyż­
sze warunki określają jedną i tylko jedną stożkową nieznie­
kształconą S 2• 

Dla tej stożkowej S 2 --:- jak to z łatwością stwierdzimy -
styczne Z1 W i Z2 W przecinają się w punkcie W, który jest 
(ust. 38) biegunem prostej w = Z1Z2. Element W jest tedy sprzę­
żony z punktami W 1 i W 2 biegunowej w. Proste r i p, prze­
chodzące przez W, są sprzężone z bokiem w= Z1Z2 trójkąta 

(AZ1Z2) wpisanego w stożkową S 2 i przecinają (ust. 43) dwa po­
zostałe boki AZ1 i AZ2 tego trójkąta w punktach M1 i M2, oraz 
N2 i N1 sprzężonych względem S 2. Rozpatrywana stożkowa S 2 

czyni więc zadość podanym w twierdzeniu warunkom. 
Pozostaje nam jeszcze do rozpatrzenia przypadek, w któ­

rym dany punkt rzeczywisty A leży na prostej w = W1 W2• 

Skoro przypuścimy, że istnieje stożkowa S 2, spełniająca wa­
runki wymienione w twierdzeniu - to 
wówczas W i W1, oraz W i W2 są (ryc. 
99) punkt.ami sprzężonemi względem 
owej stożkowej S2, a prosta w = W1 W2 

jest biegunową punktu W względem 
S 2• Dla punktu A stożkowej S 2 jego 
biegunowa a jest oczywiście (ust. 38) 
styczną w punkcie A do S 2• Ponie­
waż jednak A leży na prostej w, prze­
to biegunowa a przejść mu i (ust. 39) 
przez biegun W prostej w. A zatem 
prosta a= WA jest styczną w punk-. 

Ryc. 99. cie A do stożkowej S 2• 
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Przez A wykreślmy dowolną prostą d (różną od w i a), 
która (ryc. 99) przetnie podstawy danych szeregów inwolucyj­
nych w punktach B 1 = dp i C1 = dr. Dla szeregu inwolucyjnego 
(p) niechaj B 1 i B2, a dla szeregu inwolucyjnego (r) niechaj 
C1 i C2 będą elementami homologicznemi. Gdyby prosta d' = 
= B2C2 przechodziła przez punkt A, to z warunków: 

p (WW1, B 1B 2, •• • ) /\ A (aw, dd', .. . ) /\ r (WW2, C1C2, ••. ) 

wynikałoby - wbrew naszemu założeniu - że dany punkt A 
jest wierzchołkiem pęku perspektywicznego do szeregów inwo­
lucyjnych (p) i (r). Prosta d' = B2C2 nie przechodzi zatem przez 
punkt A i przecina się z prostemi d = B 1 C1 i a = A W w punk­
tach L = dd' i N= ad', nie przynależnych do prostej w. 

Zbadajmy teraz, czy proste d i d' są elementami sprzężo­
nemi względem S 2 ? Gdyby tak było, to wówczas biegun pro­
stej d względem stożkowej S 2 leżałby (ust. 42) na prostej d'. 
A ponieważ d przechodzi przez A, przeto biegun prostej d musi 
leżeć (ust. 38 i 39) na stycznej a. Wówczas punkt N= ad' byłby 
biegunem prostej d = B 1C11 a punkty N i B 1, oraz N i C1 by­
łyby elementami sprzężonemi względem S 2• Z ust. 42-go wyni­
kałoby, że biegunową punktu B1 byłaby prosta B2N = d', a bie­
gunową punktu C1 byłaby również ta sama prosta d' = C2N. 
Z tej sprzeczności (z rozważaniami ust. 38-go) wynika, że : pro­
ste d i d' n ie są prostemi sprzężonemi względem S 2• 

Punkty B 1 i B2, C1 i C2, oraz A i N (jako punkt styczno­
ści A stycznej a i dowolny punkt N tej stycznej) - są punk­
tami sprzężonemi względem stożkowej S 2, leżącemi od pow. na 
prostych d i d'. Owe punkty tworzą z9-tem (ust. 43) dwa sze­
regi jednokreślne i perspektywiczne do pęku prostych W (p, r, 
a, ... ). Wnosimy stąd, że punkt L = dd' jest elementem sprzę­

żonym z samym sobą względem S 2, czyli innemi słowy: punkt 
L leży (ust. 42) na stożkowej S 2• 

O ile zatem istnieje stożkowa, spełniająca warunki podane 
w powyżej wypisanem twierdzeniu, to ona musi przechodzić 

przez punkt L, nie leżący na prostej w = W1 W2• Z pierwszej 
części naszego dowodu wynika jednak, że i tnieje jedna i tylko 
jedna taka stożkowa S 2• A tern samem dowiedliśmy prawdziwo­
ści naszego twierdzenia. 

Powyższe twierdzenia wypisać też możemy w następują­

cej formie: 

Stożkowa (niezniekształ­

cona) S2 jest wyznaczona, skoro 
Stożkowa (niezniekształ­

cona) S2 jest ipyznaczona, skoro 
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dane są dwie pary jej punk­
tó,11 urojonych sprzężonych, le­
żące na dwóch różnych pro­
stych rzeczywistych, oraz do­
wolny jej punkt rzeczywisty, 
przyczem żadne trzy z pośród 
danych punktów nie mugą le­
:ieć na jednej prostej. 

dane są dwie pary jej stycz­
nych urojonych sprzężonych, 

przechodzące przez dwa róż­
ne punkty rzeczywiste, oraz 
dowolna jej styczna rzeczywi­
sta, pr=yczem :żadne trzy z po­
śród danych styc:nych niemo­
gą przecinać się w jednym 
punkcie. 

Z rozważań naszych wynika następująca 
Konst·1·ukcja 4: Skonstruujmy punkty W = pr i W1 na 

prostej p, oraz W i W2 na prostej r, które są elementami ho­
mologicznemi danych szeregów inwolucyjnych (p) i (r). Jeżeli 
dany punkt rzeczywisty A nie leży na prostej w = W1 W2, to 
z owego punktu rzucimy owe szeregi (p) i (r). Dla otrzyma­
nych w ten sposób dwóch pęków inwolucyjnych o wspólnym 
wierzchołku A wyznaczymy (ust. 45) wspólną i rzeczywistą parę 
homologicznych prostych l i l'. Szukana stożkowa S 2 wyzna­
czona będzie (ryc. 98) punktami A, Z1 = wł' i Z2 = wł, oraz 
dwiema stycznemi WZ1 i WZ2• 

Jeżeli jednak dany punkt A leży na prostej w = W1 W2, 

to wykreślimy (ryc. 99) prostą d = AB1, gdzie B1 i B2 stanowią 

daną parę elementów homologicznych szeregu inwolucyjnego 
(p). Następnie, skoro dla szeregu (r) wyznaczymy parę ho­
mologicznych punktów C1 = dr i C2, to punkt L przecięcia się 

prostych d = B1 C1 i d' = B2C2 leży na wynikowej stożkowej S-!.. 
Ta stożkowa przechodzi przez punkty L i A, oraz posiada 
styczną a = WA w owym punkcie A. - Z łatwością dowiedziemy, 
że punkt T = wd' leży na S 2, a prosta t = WT jest styczną do 
stożkowej S 2• 

W istocie bowiem, z punktu L rzućmy szeregi inwolucyjne 
eliptyczne ( p) i (r), to wyznaczone poprzednio proste d i d' sta­
nowią wspólną parę homologicznych prostych dwóch pęków in­
wolucyjnych o wspólnym wierzchołku L. Proste d i d' na ryc. 99 
posiadają zatem tę samą własność, co proste l i l' na ryc. 98. 
Punkty A= dw i T = d'w leżą więc na stożkowej S 2, a proste 
a = W A i t = WT są stycznemi w owych punktach do S 2• 

53. Twierdzenia 1) Desargues'a. N a ryc. 100 dana jest stoż­
kowa (niezniekształcona) S 2, czworokąt zupełny (1 2 3 4-) w nią 

1) Por. F. Enriques, I. c. str. 228. 
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wpisany, oraz siec z n a p, przecinająca S 2 w punktach rzeczy­
wistych D1 i D2 . Prosta p niechaj przecina trzy pary boków 
przeciwległych 12 i !1- 3, 1 3 i 21/-, 11/- i 2 3 tego czworokąta 
w punktach: A1 i A2, B1 i B2, C1 i C2 • 

Skoro punkty D1 i D2, 3 i 11- stożkowej S2 rzucimy z punk­
tów 1 i 2, to uzyskamy (ust. 27) cztery pary homologicznych 
elementów dwóch rzutowych pęków prostych 

1 (1 D1, 1 D2, 1 3, 111-, .. • ) /\ 2 (2 D11 2 D2 , 2 3, 21/-, .. . ). 

Przecinając owe pęki prostą p, otrzymamy dwa jednokreślne 
sz regi punktów 

p (D11 D2 , B11 C1, ••• ) - p (D1 , D2, C2, B2, ••• ) 

dla których zachodzi oczywiście (ust. 11) równość dwustosun­
ków: (D1D 2B1C1) = (D1 D2C2B2). Ponieważ jednak (ust. 11) dwu­
tosunek (D1D2C2B2) = (D2D 1B2C2), więc mamy też równość 

(D1 D2B1 C1) = (D2D1B2C2), · z której wynika bezpośrednio (ust. 20) 
rzutowość następujących szeregów punktów 

p (D11 D2, B1, C11 ••• ) - p (D2, D 11 B2, C2, ••• ). 

Punkty D1 i D2 tych szeregów podporządkowane są sobie w spo-
ób zamienny, więc (ust. 

23) dochodzimy do sze­
regu inwolucyjnego 

p(D1D2, B1B2, C1C2, .• .). 

Uważajmy teraz 
punkty 1 i 3 za wierzchoł­
ki pęków prostych, któ­
rych homologiczne ele­
menty przechodzą przez 

2 
Ryc. 100. 

punkty D11 D2, 2 i 4- stożkowej S2. Uzyskane w ten po_sób pęki 
prostych 

1 (1 D1, 1 D2, 12, 14-, .. . ) /\ 3(3 D11 3D2, 3 2, 3 ft., ... ) 

przetnijmy prostą p w rzutowych szeregach punktów 

p (D11 D2, A11 C1, ••• ) /\ p (D1 , D2, C2 , A2, .•• ). 

Korzystając z równości dwustosunków: (D1D~A1 C1) = (D1D2C2A.J = 
= (D2 D1A2C2 ), dochodzimy do jednokreślnych szeregów punktów 

p (D11 D2, A1, Ci, ... ) /\ p (D2 , D1, A2, C2, .•. ) 

a tern samem i do szeregu inwolucyjnego 

p(D1 D2 , A1A2, C1C2, ••• ). 

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 15 
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Wykazaliśmy w ten sposób prawdziwość twierdzenia I-go: 
punkty D1 i D2, A1 i A2 , B 1 i B2 , C1 i C2, w których dowolna sieczna 
p przecina stożkową S2 i trzy pary boków przeciwległych czwo-. 
rokąta wpisanego w tę stożkową, są elementami homologicznemi 
szeregu inwolucyjnego o podstawie p. 

Uwaga: Powyższe twierdzenie jest prawdziwe wówczas, gdy sieczna p 
stożkowej S :ł nie przechodzi przez żaden z wierzchołków czworokąta (12 3 4-). 
Sieczna p przechodzić może natomiast - jak z łatwością stwierdzimy - przez 
jeden, wzgl. przez dwa punkty przekątne uważanego czworokąta (1234). Taki 
punkt przekątny jest wówczas punktem podwójnym omawianego szeregu 
inwolucyj n ego. 

Niechaj dany będzie czworokąt zupełny (123 4), oraz pro­
sta p, nie przechodząca (ryc. 100) przez żaden z jego wierz­
chołków i przecinająca jego boki przeciwlegle 1 2 i 3 4, 1 3 i 2 1, 
1 1- i 2 3 w punktach homologicznych szeregu inwolucyjnego 

p (A1A2, B1B2, C1 C2, ... ). 

Wykażemy teraz prawdziwość następującego twie1'"dz.enia II-go: 
Skoro na prostej p obierzemy dowolne dwa homologiczne punkty 
D1 i D2 wypisanego szeregu inwolucyjnego, różne od każdej 
z trzech par A1A2, B1B2 i C1 C2, to wówczas punkty: D1, D2, 1, 
2, 3 i 4- leżą na jednej i tylko jednej stożkowej. 

Oznaczmy przez S 2 stożkową, przechodzącą przez (ust. 34) 
pięć punktów D1, D2, 1, 2 i 3. Ponieważ przez punkt 4 wykre­
ślić można do stożkowej S 2 co najwyżej dwie (ust. 31) styczne 
(rzeczywiste i różne od siebie, rzeczywiste i zjednoczone na 
wspólnej prostej, wzgl. urojone sprzężone) - przeto przynaj­
mniej jedna z trzech prostych: 4-1, 4 2, 4 3 nie jest styczną do 
stożkowej S 2• Przypuśćmy, że prosta !1- 1 nie jest styczną i prze­
cina się ze stożkową S 2 w dwóch różnych od siebie punktach 
1 i 5. Prosta p - na mocy twierdzenia I-go - przecina stoż­
kową S 2 i boki przeciwlegle czworokąta (12 3 5) w nią wpisa­
nego w czterech parach punktów homologicznych : 

D1 i D2, A1 = 1 2 . p i .A0 = 3 5 . p, B1 = 1 3 . p i B0 = 2 5 . p, 
C1 = 1 5 . p = 1 4 . p i C2 = 2 3 . p 

szeregu inwolucyjnego p (D1 D2, .A.1A0, B1B0, C1C2, ••• ). · Ale pro­
sta p jest (w myśl warunków twierdzenia II-go) podstawą sze­
regu inwolucyjnego p (D1D2, A1A2, B1B 2 , C1C2, .•. ). Ponieważ jed­
nak dwie wspólne pary punktów homologicznych Di, D2 i Ci, 
C2 tych szeregów wyznaczają (ust. 23) jedną i ty 1 ko jedną 
rzutowość inwolucyjną, przeto: punkt A0 zjednoczyć się mu i 
z elementem A2, a punkt B0 z elementem B2• Z uwagi na to, że 
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punkt 3 5 . p = Ao = A2 = 3 4 . p, oraz punkt 2 5 . p = B0 = B2 = 
= 2 4, więc: punkt 5 = 3 5 . 2 5, przecięcia się prostych 3 5 
i 2 5, zjednoczyć się musi z punktem 4- = 3 4. 2 4 przecięcia się 
prostych 3 4 i 2 4-. Dowiedliśmy zatem prawdziwości twierdzenia 
II-go, gdyż punkt 4- = 5 wraz z punktami D1, D2, 1, 2 i 3 leży 

na stożkowej S 2• 

Wykażemy teraz, że twierdzenie I-e jest prawdziwe rów­
nież i wówczas, gdy prosta p jest styczną do stożkowej S 2• 

Punkt styczności D prostej p, w którym zjednoczą się punkty 
D1 i D2 (ryc. 100), będzie punktem podwójnym omawianego sze­
regu inwolucyjnego (p). 

Niechaj prosta p jest styczną do stożkowej S 2 w punkcie 
D i nie przechodzi przez żaden wierzchołek czworokąta (12 3 4), 
wpisanego w tę stożkową. Przypuśćmy, że dla szeregu inwo­
lucyjnego 

p (A1A2, B1B2 , C1C2, ••• ), 

którego wypisane trzy pary homologicznych · punktów są (po­
równaj twierdzenie I) punktami przecięcia się prostej p z bo­
kami przeciwległemi czworokąta (123 4), punkt styczności D 
nie jest punktem podwójnym. W takim razie punktowi D pod­
porządkowany będzie w owym szeregu inwolucyjnym jakiś 

punkt np. D0, różny od elementu D. Z twierdzenia II-go wy­
nika jednak, że punkty D, D0, 1, 2, 3 i 4 leżą na jednej stoż­

kowej, która jest różna od danej stożkowej S 2, gdyż S 2 po­
siada z prostą p tylko punkt styczności D wspólny. Dochodzimy 
zatem do sprzeczności (ust. 34), gdyż przez pięć punktów D, 
1, 2, 3 i 4 nie mogą przechodzić dwie różne od siebie stożkowe! 
Inne mi słowy : punkt D mus i być punktem podwójnym sze­
regu inwolucyjnego (p), c. b. d. o . 

. Dowiedliśmy zatem prawdziwości twierdzeń, podporządko­
wanych sobie wedle zasady biegunowej dwoistości, a mianowicie: 

Skoro dana jest stożkowa 
(niezniekształcona) S 2 i wpi­
sany w nią czworokąt ::upełny, 
to wówczas dowolna prosta - · 
która nie jest prostą zewnętrz­
ną względem S 2 i nie przecho­
dzi przez żaden z wierzchoł­

ków danego czworokąta -
przecina tę stożkową i trzy 
pary boków przeciwległych ie-

Skoro dana jest stożkowa 
(niezniekształcona) S 2 i opi­
sany na niej czworobok zupeł­
ny, to wówczas przez dowol­
ny punkt, który nie jest punk­
tem wewnętrznym względem 

S 2 i nie leży na żadnym z bo­
ków danego czworoboku -
wykreślone styczne do tej sto:ż­
kowej i proste, przeclwdząc<' 

* 



228 III. Stożkowe. 

go czworokąta w cz terech pa­
rach punktów homologicznych 
szeregu inwolucyjnego. 

pr:e: trzy pary wi-erzchołków 
przeciwległych lego cz worobo­
ku, tworzą cz tery pary pro­
stych homologicznych pęku in-
wolucyjnego. 

Wykazać wreszcie możemy prawdziwość twierdzenia II-go 
w wypadku, gdy na prostej p zj ednoczą się punkty D1 i D2 

w punkcie D. Skoro przez S 2 oznaczymy stożkową, przecho­
dzącą (ust. 34) przez cztery punkty D, 1, ') i 3 i posiadającą 

w punkc1e D styczną p, to wykazać możemy, że : owa stożkowa 
; 2 przejść musi również i przez punkt 4. Dowieść tego ~ożemy 

w sposób, omówiony poprzednio przy twierdzeniu II-em. A za­
tem prawdziwe są również twierdz enia wzaj emne do poprzednich: 

Skoro boki przeciwległe Skoro wierzchołki prze-
danego czworokąta zupełnego ciwległe danego cz woroboku 
przetniemy dowolną prostą, zupełnego rzucimy z dowolne-
nie prz echodzącą przez żaden go punktu, nie leżącego na 
z jego wierzchołków, w trzech żadnym z jego boków, i uzy-
pai·ach homologicznych punk- skamy trz y pary homologicz-
tów szeregu inwolucyjnego, to nych prostych pęku inwolucyj-
wówczas: przez · dalsze dwa nego, to wówczas : dwie dalsze 
(różne od siebie, wzgl. zj ed- (różne od siebie, wzgl. zj ed-
noczone) punkty homologicz- noczone) proste homologiczne 
ne tego szeregu, nie letące na tego pęku, nie przechodzące 

bokach danego czworokąta, przez wierzchołki dan ego czwo-
i przez wierzchołki lego cz wo- robaku, i boki tego czworoboku 
rokąta przechodz i jedna i tył- są slycznemi do j ednej i tyl-
ko j edna siat kowa. ' ko j ednej stożkowej. 

Ryc. 101. Hyc. 10~. 

W miejsce czworokąta, weźmy pod uwagę (ryc. 101) trój kąt 

(123) wpisany w stożkową S 2• Trójkąt ten uważać możemy za 
przypadek graniczny czworokąta (1 2 3 = 4-), którego dwa wierz-
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chołki 3 i 4- zjednoczyły się w jednym punkcie, a bok 3 4 jest 
styczną stożkowej S 2• Skoro punkty D1, D2, 3 i 4- stożkowej S 2 

rzucimy z punktów 1 i 2, a uzyskane pęki prostych (1) /\ (2) 
przetniemy sieczną p, to wykażemy - w sposób poprzednio omó­
wiony - - że prosta p jest podstawą szeregu inwolucyjnego 
p (D1D2, B1B2 , C102, ••• ), a tern samem dowiedziemy prawdziwości 
twierdzenia, które jest analogiczne do twierdzenia I-go. W spo­
sób podobny, jak to uczyniliśmy poprzednio dla twierdzenia II-go, 
wykazać możemy prawdziwość analogicznego twierdzenia. Teraz 
udowodnić już możemy, że, o ile prosta p jest styczną w punk­
cie D1 = D2 do stożkowej S 2, ów punkt styczności jest punktem 
podwójnym szeregu inwolucyjnego p (D1 = D2, B1B2 , C1C2, •.. ). 

zatem wysłowić możemy następujące twierdzenia: 

Skoro dana jest stożkowa Skoro dana jesl stożkowa 
(niezniekształcona) S 2 i wpi- (niezniekształcona) S 2 i opi-
sany w nią trójkąt, to wów- sany na niej trójbok, to wów-
czas dowolna prosta - która czas przez dowolny punkt -
rrie jest prostą zewnętrzną który nie jest punktem we-
względem S 2 i nie przechodzi wnętrznym względem S 2 i nie 
przez żaden wierzchołek da- leży na żadnym boku danego 
nego trójkąta - przecina tę trójboku - wykreślone styc::-
stożkową, dwa boki danego ne do tej stożkowej, orci:: pro-
trój kąta, oraz jego trzeci bok ste, przechodzące przez dwa 
i styczną do S 2 w wierzchoł- wierzchołki danego trójboku, 
ku przeciwległym w trzech pa- oraz dwie prosie, z których 
rach homologicznych punktów jedna przechodzi przez trzeci 
szeregu inwolucyjnego. wierzchołek trójboku, a druga 

przez punkt styczności prze­
ciwległego boku ze stożkową 

S 2 - tworzą trzy pary ho­
mologicznych prostych pęku 

inwolucyjnego. 

Prawdziwość twierdzeń odwrotnych wykazać możemy w spo­
sób, zastosowany poprzednio do twierdzenia II-go. Ograniczymy 
się na tern miejscu do wypisania tylko jednego twierdzenia od­
wrotnego, które podporządkowane jest twierdzeniu z lewej strony, , 
a mianowicie : 

Skoro dwie pary punktów, w których dowolna prosta - nie 
przechodząca przez wierzchołki danego trójkąta - przecina dwa 
jego boki, oraz bok trzeci i daną prostą s, która przechodzi przez 
przeciwległy wierzchołek tego trójkąta, uważać będziemy za punkty 
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homologiczne szeregu inwolucyjnego, to wówczas: przez dalsze 
dwa (różne od siebie wzgl. zjednoczone) punkty homologiczne 
tego szeregu (nie leżące na bokach trójkąta danego) i przez wierz­
chołki danego trójkąta - przechodzi jedna i tylko jedna stożkowa, 
która jest styczną do proslej s. 

Załóżmy teraz, że wierzchołki 2 i 3 omawianego trójkąta 

(12 3), wpisanego (ryc. 101) ,v stożkową S 2, zjednoczą się w punk­
cie 2 = 3. Skoro punkty D1, D2 , 3 i 4- stożkowej S 2 rzucimy 
(ryc. 102) z punktów 1 = Ir i 2 = 3, a otrzymane pęki prostych 
(1) /\ (2) przetniemy sieczną p = D1D2, to uzyskamy szereg in­
wolucyjny p (D1D2, C1C2, B1 =: B2, ••• ), którego punkt podwójny 
B1 = B2 jest punktem przecięcia się prostych 1 2 i p. Przepro­
wadzając rozumowania analogiczne do tych, które stosowaliśmy 
poprzednio dla czworokąta (12 3 Ir) i trójkąta (123 = 4-), wyka­
zać możemy prawdziwość następujących hvierdzeń: 

Skoro dana jest stożkowa 
(niezniekształcona) S 2 i dwie 
jej styczne, to dowolna pro­
sta - która nie jest prostą 
zewnętrzną względem S 2 i nie 
przechodzi przez żaden z punk­
tów styczności danych stycz­
nych - przecina tę stożkową 

i owe dwie styczne w dwóch 
parach homologicznych punk­
tów . szeregu inwolucyjnego, 
a prostą, łączącą punkty stycz- ' 
naści danych stycznych, w punk­
cie podwójnym lego szeregu. 

Skoro dana jest slożkowa 
(niezniekształcona) S ~ i dwa 
jej punkty, to wówczas przez 
dowolny punki - który nie 
j.est punktem wewnętrznym 

i nie leży na żadnej ze stycz­
nych w danych punktach -
wykreślone styczne do tej stoż­
kowej, oraz prosie, przeclzo­
dzące przez dane dwa punkty, 
tworzą dwie pary , homologic:=­
nych prostych pęku inwolucyj­
nego, którego prosta podwójna 
przechodzi przez punki pr=e­
cięcia się styc::nych do S z w da-
nych jej dwóch punktach. 

Prawdziwe są rówmez twierdzenia odwrotne. Dla twierdze­
nia z lewej strony, mamy następujące twierdzenie odwrotne: 

Skoro przez dwa homologiczne punkty szeregu inwolucyj­
nego hiperbolicznego wykreślimy dwie proste a i b, a następnie 

przetniemy je prostą, przechodzącą przez punkl podwójny lego 
szeregu i różną od jego podstawy, to wówczas każda stożkowa, 
styczna w owych dwóch punktach przecięcia do proslych a i b, 
przechodzi przez dals:e dwa (różne od siebie, wzgl. zjednoczone) 
punkty hqmologiczne uważanego szeregu inwolucyjnego. 
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Uwaga: Twierdzenie z lewej strony zastosujmy do hiperboli, której 
a ·ymptotami (ryc. 86) są proste a= 100 200 i b = 300 400• Dowolna prosta I , 
nie przechodząca przez żaden z punktów styczności asymptot, przecina hi­
perbolę w punktach 5 i 6, obie asymptoty w punktach D i E, a prostą nie­
właściwą s00 = 100 300 w punkcie B00• Na prostej l otrzymujemy zatem sze­
reg inwolucyjny l (5 6, DE, ... ), którego jeden punkt podwójny jest punktem 
niewłaściwym B00• Ponieważ punkty podwójne B00 i P oraz dowolna para 
punktów homologicznych szeregu inwolucyjnego (l) tworzą (ust. 24) grupę 
harmoniczną o stosunku (B00P 5 6J = (B00P DEl = -1, przeto drugi punkt 
podwójny P tego szeregu polowi (ust. 12) odcinki o długościach skończonych 
5 6 i DE. Wnosimy stąd o równości odcinków: 5 D = E 6, a tem samem o praw­
dziwości twierdzenia, dowiedzionego w inny sposób w ust. 51-ym, zad. 4. 

Korzystając z powyższych twierdzef1 Desargues'a, . rozwią­
zać możemy następujące 

Zadanie 1: Na płaszczyźnie danych jest pięć punktów 1, 
2, 3, l1- i D1, które określają stożkową S 2, oraz dowolna prosta 
p, przechodząca przez punkt D1. Skonstruować należy drugi 
punkt przecięcia się prostej p ze stożkową S 2• 

R oz w ją z a n ie: Cztery pierwsze punkty dane (ryc. 100) 
uważajmy za wierzchołki czworokąta zupełnego (123 4-), wpisa­
nego w stożkową, S 2• Prosta p przecina przeciwlegle boki tego 
czworokąta w punktach szeregu inwolucyjnego p (A1.42, B1B2, 

.C1 C2, .•• ). a prostej p wyznaczmy (ust. 24, zad. 3 lub ust. 44) 
taki punkt D2, aby D1 i D2 były elementami homologicznemi 
owego szeregu inwolucyjnego, to element D2 rozwiązuje zadanie. 

Inne rozwiązania podane były w ust. 35-ym, zad. 1. 

Ćwiczenie f: Stożkowa 52 określona jest pięcioma stycznemi I, Il, lll, 
IV i dl' Z danego punktu P, leżącego. na stycznej d11 wykreślić należy drugą 

tyczną d2 do stożkowej S2• 

Ćwiczenie 2: Rozwiązać zadanie 1 wówczas, gdy stożkowa 5 2 okre­
ślona jest: a) czterema punktami i, 2, 3 i D1, oraz styczną w punkcie 1 (ryc. 
101); b) trzema punktami 1, 2 i D 1, oraz dwiema stycznemi w punktach 1 
i 2 (rye. 102). 

Ćwiczenie 3: Rozwiązać ćwiczenie 1 wówczas, gdy stożkowa S2 okre-
8lona jest: a) czterema stycznemi I, II, III i d1, oraz punktem styczności 

tycznej I; b) trzema stycznemi J, I I i d1, oraz dwoma punktami styczności 
. tycznych I i Jl. 

54. Pęki i pasma stożkowych. N a płaszczyźnie w niechaj 
dany będzie czworokąt zupełny (123 4), którego wierzchołkami 
ą punkty rzeczywiste 1, 2, 3 i 4-. Przez owe punkty i przez 

dowolny punkt A płaszczyzny w przechodzi (ust. 34) j e dna 
i ty 1 ko jedna stożkowa, którą oznaczymy symbolem A2• Skoro 
punkt A zmieniać będzie swoje położenie w płaszczyźnie w, to 
równocześnie przez każdy punkt A i przez wierzchołki danego 
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czworokąta określona będzie coraz to inna stożkowa. Dla po­
szczególnych punktów A, B, C,. _. . płaszczyzny w, otrzymamy 
stożkowe: .. A2, B 2, C2, .•• , przechodzące odpowiednio przez punkty 
A, B, C, ... oraz przez s tal e cztery punkty 1, 2, 3 i l1-. 

Ogól stożkowych A2, B2, 

ci, ... , które przechodzą przez 
cztery stale punkty 1, 2, 3 i ft. 
(z których żadne trzy nie le­
żą na jednej prostej), na­
zywamy pękiem stożkowych. 

Punkty zaś 1, 2, 3 i 4- nazy­
wamy punktami podstawowe­
mi uważanego pęku stożko­

wych. 

Ogól stożkowych A2, B2, 
C2, ••• , które są styczne do 
czterech stałych prostych I, 
II, JII i IV (z których żadne 
trzy nie przechodzą przez je­
den punkt), nazywamy pa­
smem stożkowych. Styczne za: 
I, II, III i IV nazywamy pro._ 
stemi podstawowemi uważane­
go pasma stożkowych. 

Poszczególne stożkowe omawianego 

pęku są opisane na czworaką- pasma są wpisane w czworo-
cie zupełnym (123 !1-), które- bok zupełny (I II III IV), któ-
go wierzchołkami są punkty rego bokami są proste pod-
podstawowe tego pęku. stawowe tego pasma. --- Skoro na płaszczyźnie w obierzemy taki punkt A, który 
leży na boku np. 1 2 czworokąta (123 4), to wówczas tożkowa 

pęku rozpada się na prostą 1 2 i na prostą 3 4. A zatem : 

Trzy pary boków prze­
ciwległych czworokąta zupeł­

nego ( 1 2 3 4-) uważać można 

za trzy stożkąwe zniekształco­
ne, należące do pęku stożko­

wych o punktach podstaw o­
wych 1, 2, 3 i 4-. 

Trzy pary wierzchołków 
przeciwległych czworoboku 
zupełnego (I II III IV) uważać 
można za trzy stożkowe znie­
kształcone, należące do pasma 
stożkowych o prostych pod­
stawowych I, II, III i Ir. 

W rozważaniach tego ustępu ograniczamy się do takich 
pęków (wzgl. pasm) stożkowych, dla których punkty (wzgl. pro­
ste) podstawowe są elementami rzec z y wistem i. Uwzględniać 
jednak będziemy również 

a) pęk stożkowych z trze­
ma punktami podstawowemi 
1, 2 i 3 (nie leżącemi na jed­
nej prostej), przyczem wszyst­
kie stożkowe tego pęku po-

a) pasmo stożkowych 

z trzema prostemi podstawo­
wemi I, II i III (nie przecho­
dzącemi przez jeden punkt), 
przyczem wszystkie stożkowe-
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siadają wspólną styczną a 
w punkcie podstawowym np.1; 

b) pęk stożkowych z d wo­
ma punktami podstawowemi 
1 i 2, przyczem wszystkie stoż­
kowe tego pęku posiadają 

wspólną styczną a w punkcie 
podstawowym 1 i wspólną 

styczną b w punkcie podsta­
wowym 2. 

tego pasma posiadają wspól­
ny punkt styc~ności A na pro­
stej podstawowej np. /; 

b) pasmo stożkowych 

z dwiema prostemi podstawo­
wemi I i II, przyczem wszyst­
kie stożkowe tego pasma po­
siadają wspólny punkt stycz­
ności A na prostej podstawo­
wej I i wspólny punkt stycz­
ności B na prostej podstawo­
wej II. 

Uwaga: W przypadku b) omawiany pęk stożkowych jest zarazem też 

i pasmem stożkowych. 

Wymienione powyżej przypadki a) i b) pęków i pasm stożkowych uwa­
żać możemy 

za pęki stożkowych z czterema 
punktami podstawowemi 1, 2, 3 i 4 
z których: 

a) punkty 1 i 4 zjednoczyły 

ię w jednym punkcie na danej 
stycznej a; 

b) punkty 1 i 4, oraz 2 i 3 zjed­
noczyły się odpowiednio na stycz­
nych a, wzgl. b. 

za pasma stożkowych z czterema 
pro temi podstawowemi I, II, IIIiIV, 
z których: 

a) proste I i IV zjednoczyły 

się na jednej stycznej, przechodzą­
cej przez dany punkt styczności A; 

b) proste I i IV, oraz II i III 
zjednoczyły się odpowiednio na 
dwóch stycznyr.h, przechodzących 

przez punkty styczności A, wzgl. B. 

Na płaszczyźnie w niechaj dany będzie czworokąt zupełny 
(12 3 4-), oraz dowolna prosta p, która nie przechodzi przez ża­

den z wierzchołków czworokąta. Przez każdy punkt A.1 prostej p 
przechodzi jedna i ty 1 ko jedna stożkowa A2, należąca do 
pęku stożkowych o punktach podstawowych 1, 2, 3 i 4. Prosta p 
jest sieczną stożkowej .A.2 i przecina ją (ust. 31) jeszcze w ja­
kimś punkcie rzeczywistym A2• Jeżeli punkt A1 przyjmiemy na 
boku np. 1 2, to stożkowa A2 jest zniekształcona i rozpada się 
na proste 1 2 i 3 l1-, a punkt A2 prz'ynależeć musi do przeciw­
ległego boku 3 4- uważanego czworokąta. 

Przez poszczególne punkty A1, B1, C1, •.. prostej p przecho­
dzą odpowiednio stożkowe A2, B2, C2, ••• pęku stożkowych (o punk­
tach podstawowych 1, 2, 3 i !1-), a każda z ~ych stożkowych prze­
cina podstawę p od pow. jeszcze w jednym punkcie A2, B2, C2, ••• 

Pary punktów: A.1 i A2, B1 i B2, C1 i C2 , ••• prostej p tworzą (ust. 53) 
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szereg inwolucyjny (p). Trzy stożkowe zniekształcone, uważa­

nego pęku stożkowych, t. zn. trzy pary boków przeciwległych 
czworokąta zupełnego (12 3 4-), przecinają prostą p (ust. 53) 
w trzech parach punktów homologicznych szeregu inwolucyj­
nego (p). 

Z rozważań poprzedniego ustępu wiadomo nam, że oma­
wiany szereg inwolucyjny ( p) wystąpi również wówczas, gdy 
a) dwa punkty podstawowe 1 i 4- zjednoczą się w jednym punk­
cie wspólnej stycznej a do wszystkich stożkowych pęku; b) dwa 
punkty podstawowe 1 i 4- zjednoczą się na wspólnej stycznej a, 
i równocześnie dwa dalsze punkty podstawowe zjednoczą się 

na wspólnej stycznej b. A zatem twierdzenia Des ar gu e s'a 
(ust. 53) wysłowić możemy w następującej formie: 

Skoro na płaszczyźnie da­
ny jest pęk stożkowych o czte­
rech rzeczywistych punktach 
podstawowych (z których dwa 
mogą się zjednoczyć, a dwa 
pozostałe też mogą się zjed­
noczyć) i dana jest dowolna 
prosta, nie przechodząca przez 
żaden . z punktów podstawo­
wych, to wówczas: pary punk­
tów przecięcia się tej prostej 
z poszczególnemi stożkowemi 

danego pęku są homologiczne­
mi punktami szeregu inwolu­
cyjnego. 

Skoro na płaszczyźnie da­
ne jest pasmo siotkowych o 
czterech r=eczywistych pro­
stych podstawowych (z których 
dwie mogą się zjednoczyć, a 
dwie pozostałe też mogą się 

zjednoczyć) i dany jest dowol­
ny punkt, nie lezący na żad­
nej z prostych podstawowych, 
to wówczas: pary stycznych, 
wykreślonych::, tego punktu do 
poszczególnych stożkowych da­
nego pasma. są homologic:ne­
mi prostemi pęku inwolucyj­
nego. 

Jeżeli istnieje w pęku st_ożkowych taka stożkowa, która 
jest styczną do prostej p, to punkt styczności jest oczywiście 
punktem podwójnym omawianego szeregu inwolucyjnego ( p). 
Może się jednak zdarzyć, że dwa boki przeciwlegle czworokąta 
(123 4-) - stanowiące stożkową zniekształconą pęku stożkowych -
przecinają się w punkcie P, leżącym na prostej p. Ów punkt P 
jest wówczas też punktem podwójnym szeregu inwolucyjnego 
(p). Umówimy się 1), że każda prosta, która przechodzi przez 
punkt przecięcia się dwóch prostych r i s, jest „styczną" do stoż­
kowej zniekształconej, rozpadającej się na owe proste r i s. 
Wówczas możemy powiedzieć, że: każdy punkt podwójny 

. 1) Eor. F. Enriques, 1. c. str. 234. 
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zeregu inwolucyjnego (p) jest punktem styczności jakiejś stoż­
kowej, należącej do omawianego pęku stożkowych. 

Przypuśćmy, że szereg inwolucyjny p (A 1A2, B 1B2, •• • ) jest 
szeregiem parabolicznym, to w jego punkcie podwójnym E1 = E2 

· chodzą się (ust. 24) punkty A2, B2,... tego szeregu. Wnosimy 
tąd, że przez punkt podwójny E 1 = E2 = A2 = B2 = ... prze­

chodzić muszą wszystkie stożkowe A2, B2,... uważanego pęku 

tożkowych. Innemi słowy: punkt podwójny E1 = E'!, jest wów­
czas punktem podstawowym pęku stożkowych, a prosta p prze­
chodzi - wbrew naszemu założeniu! - przez ten punkt pod­
:,tawowy. 

Szereg inwolucyjny ( p) może być zatem szeregiem eliptycz­
nym lub hiperbolicznym. 

Gdy stożkowe pęku o dwóch punktach podstawowych 1 i 2 posiadają wspólne 
tyczne w owych punktach 1 i 2, to szereg inwolucyjny (p) jest wówczas 
zeregiem hiperbolicznym. W istocie bowiem punkt przecięcia się prostych 

p i 12 - jak to z przedostatniego twierdzenia ust. 53-go wynika - jest punk-
tem podwójnym szeregu ( p). W drugim punkcie podwójnym prosta p jest 
tyczną do j e cl n e j i ty 1 k o j e d n ej stożkowej uważanego pęku . Stoż­

kowa ta określona jest - zgodnie z rozważaniami ust. 34-go - dwoma punk­
tami 1, 2, stycznemi w owych punktach i daną styczną p. 

Z rozważaf1 na zych wynikają (p. uwagę w ust. 34-ym) na­
·stępujące związki: 

Skoro na płaszczyźnie da­
ne są cztery punkty rzeczywi­
.ste, z których żadne trzy nie 
leżą na jednej prostej, oraz 
dowolna prosta, nie przecho­

•dząca przez żaden z punktów 
,danych, to wówczas : 
albo nie istnieje ani jedna stoż­
kowa, pr::echodzqca przez da­
ne cztery punkty i styc::na do 
danej prostej, 

albo też istnieją dwie takie slot­
kowe, a ich punkty styc::ności 
:: daną prostą są punktami po­
dwój nem i szeregu inwolucyj­
nego, określonego trzema pa­
J"ami punktów przecięcia się 

. 
Skoro na płaszczy inie da-

ne są cztery proste rzeczywi­
ste, z których żadne trzy nie 
przechodzą przez jeden punkt, 
oraz dowolny punkt, nie le­
żący na żadnej z prostych da­
nych, to wówc::as: 
albo nie istnieje ani jedna sto:ż­
kowa, styczna do czterech da­
nych prostych i przechodząca 
prze:: dany punkt, 

albo leż istnieją dwie takie stoż­
kowe, a styczne do nich w punk­
cie danym są prostemi po­
dwójnemi pęku inwolucyjne­
go, określonego trzema parami 
prostych, łąc::ących ten punki 
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tej prostej z bokami przeciw­
ległemi danego czworokąta zu­
pełnego. 

z wierzchołkami przeciwległe­
mi danego czworoboku zupeł­
nego. 

Zauważyć wreszcie należy, że powyższe twierdzenia są 
prawdziwe, gdy zamiast 1 

czterech punktów dane są 

trzy punkty rzeczywiste (nie 
leżące na jednej prostej) i 
styczna w jednym z nich (nie 
przechodząca przez żaden 

z pozostałych punktów da­
nych). 

czterech stycznych dane są 

t r z y styczne r_zeczywiste (nie 
przechodzące przez jeden 
punkt) i punkt styczności jed­
nej z nich (nie leżący na żad­
nej z pozostałych stycznych 
danych). 

55. O stożkowych, określonych trzema punktami i dwiema 
stycznemi. W ustępie tym wykażemy, że nie istnieje ani jedna 
stożkowa albo też istnieją cztery takie stożkowe, które: a) prze­
chodzą przez trzy dane punkty, nie leżące na jednej prostej, i są 
styczne do dwóch danych prostych, nie przynależnych do żad­
nego z danych punktów; b) są styczne do trzech danych pro­
stych, nie przecinających się w jednym punkcie, i przechodzą 
przez dwa dane punkty, nie leżące na żadnej z danych pro­
stych. Celem uzasadnienia tego, weźmy pod uwagę (ryc. 102) 
trzy dowolne punkty Di, D 2, D 3 stożkowej S2, oraz dwie jej 
styczne a i b w dwóch dalszych punktach 1 i 2. Punkty D 1 i D 2, 

C1 = ap i C2 = bp prostej p = D1D2 - jak to wynika z przed­
ostatniego twierdzenia ust. 53-go - tworzą szereg inwolucyjny 

J1 CD1D2, c1 C2, ... , B1 = B2, ... ), 

·którego punktem podwójnym B1 = B 2 jest punkt przecięcia się 
podstawy p z prostą 1 2, łączącą punkty ~tyczności 1 i 2 danych 
stycznych a i b. Podobnie na prostej siecznej r = D1D3 letące 

punkty: D1 i D3, N1 = ar i N2 -= br tworzą szereg inwolucyjny 

r (D1D3, N1N2, .•• , E1 = E2, ••• ), 

którego punktem podwójnym E1 = E2 jest punkt przecięcia si<: 
podstawy r z prostą 1 2. Wreszcie punkt F 1 = F2, przecięcia się 

prostej s = D2D3 z prostą 1 2, jest punktem podwójnym trze­
ciego szeregu inwolucyjnego 

s (D2 D3, M1M2, •.• , F 1 = F 2, ••• ) 

o elementach homologicznych D2 i D3, M1 = as i M-2. = bs. 
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Uważane szeregi inwolucyjne hiperboliczne o podstawach 
p = D1 D2, r = D1 D3 is = D2D3, oprócz wymienionych powyżej punk­
tów podwójnych B1 = B2, E1 = E2 i F1 = F2, posiadają jeszcze 
następujące punkty podwójne: B0 , E0 i F0• Pierwszy z nich leży 
na prostej p, drugi na podstawie r, a trzeci na s. Celem zbadania 
konfiguracji tych sześciu punktów po­
dwójnych zauważyć musimy, że trzy 
z nich, a mianowicie B1 = B2, E1 = E2 

i F1 = F 2 l eżą (ryc. 103) na jednej 
prostej 1 2. N a prostych p, r i s wystę­
pują (ust. 24) trzy grupy harmoniczne 
punktów o stosunkach (D1 D2 B1 B0 ) = 
= (D1 D3 E1 E0 ) = (D2D3 F1 F0) = -1. 
Skoro pierwszą grupę punktów rzu­
cimy z punktu podwójnego F1 na pro­
stą r i oznaczymy przez E* punkt prze­
cięcia się prostych F1 B0 i r, to z per­
spektywiczności szeregów punktów 

p (D11 D.2.1 B11 B0, ••• ) I\ r (D1, D3, E1, E*, ... ) 

' 
I ,' 5 

r ', ' 

R yc. 103. 

wynika równość stosunków - (D1 J)2B1 B0) = (D1 D3 E1E *) = - 1. 
Punkty E1 i E* są harmonicznie sprzężone względem D1 i D3, 

a ponieważ poprzednio wykazaliśmy, ż e elementy E1 i E0 ·są 

też harmonicznie sprz ężone względem D1 i D3, przeto wnosimy 
stąd, ż e : punkty E0 i E* muszą się zjednoczyć w jednym punk­
cie. Dowiedliśmy zatem, ż e : punkty podwójne F 1 = F 2, B0 i E0 

lezą na jednej prostej. 
Skoro grupę (D1D2B1B0) = - 1 rzucimy z punktu podwój­

nego E1 = E2 na prostą s (ryc. 103), to w analogiczny sposób 
wykazać możemy, ż e punkty podwójne E1 = E2, /30 i F0 leżą też 
na jednej prostej. W analogiczny sposób stwierdzimy, że punkty 
podwójne B1 = B2, E0 i F0 również leżą na jednej prostej. Z roz­
ważań powyższych wynika tedy, że : punkty podwójne uważa­
nych szeregów inwolucyjnych (p), (r) i (s) są wierzchołkami 

r zworoboku zupełnego, a trójkąt ( prs) = (D1 D2D3) jest jego trój­
bokiem prz ekątnym. 

Korzystając z powyższej konfigurą.cji, wykazać możemy, 

że oprócz stożkowej S2, istnieją jeszcze T z y dalsze stożkowe, 

przechodzące przez trzy dane punkty D1, D2 i D3, oraz styczne 
do danych prostych a i b. 

W istocie bowiem przez punkty homologiczne C1 = ap 
i C2 = bp szereo-u inwolucyjnego ( p), oraz przez homologiczne 
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punkty N1 = ar i N2 = br szeregu inwolucyjnego (r) - prze­
chodzą (por. początek naszych rozważa11!) dane proste: a = C1N1 

i b = C2N2 • Skoro przez punkty podwójne B0 i E0 szeregów in­
wolucyjnych (p) i (r) wykreślimy prostą B0 E0, a następnie wy­
znaczymy jej punkty przecięcia się 3 i 4- z danemi prostemi a 
i b - to wówezas: stożkowa 81

2, przechodząca przez punkt 
D1 = pr i styczna w punktach 3 i ft. odpow. do prostych a i b, 
musi przejść - na mocy ostatniego twierdzenia ust. 53-go -
koniecznie przez punkty D2 i Ds. Wykazaliśmy tedy, że : pro­
sta B 0E0 , łącząca dwa do w o 1 n e punkty z danych sześciu 

punktów (ryc. 103) podwójnych i nie należące do jednego i tego 
samego szeregu inwolucyjnego, przecina proste a i b w takich 
punktach 3 i 4, które wraz z trzema danemi punktami D1, D2 

i Ds określają stożkową 81
2, styczną do prostych a i b. 

Ponieważ takich prostych na ryc. 103 mamy cztery, przeto 
istnieją cztery st oż ko we, ~tóre przechodzą przez trzy dan 
punkty D1, D2 i Ds, oraz są styczne do danych prostych a i b. 

Z przeprowadzonych powyżej rozważa11 wynika (p. konfi­
gurację na ryc. 103), że skoro dwa szeregi inwolucyjne np. ( p ) 
i (r) są hiperboliczne, to i trzeci szereg (s) musi być też hiper­
boliczny. Jeżeli natomiast jeden szereg inwolucyjny np. (p) jest 
eliptyczny, to wówczas jeszcze jeden szereg inwolucyjny (r) 
lub (s) musi być eliptyczny. W tym ostatnim przypadku nie 
istnieje ani jedna stożkowa, któraby przechodziła przez punkty 
D11 D2, Ds i była styczną do danych prostych a, b. 

Dowiedl1śmy zatem prawdziwości dwoiście podporządko­
wanych sobie twierdze11: 

Skoro na płaszczyźnie dane są 

trzy dowolne punkty, nie le­
żące na jednej prostej, oraz 
dwie dowolne prosie, nie prze­
chodzące przez żaden z punk­
tów danych, to wówczas: 

albo nie istnieje ani jed­
na stożkowa, przechodzą.ca 

przez dane trzy punkty i stycz ­
na do danych dwóch prostych, 

albo te:ż istnieją cztery 
takie slo:żkowe, a punkty stycz-

trz y dowolne proste, nie prze­
chodzące przez jeden punkt, 
oraz dwa dowolne punkty, nie 
leżące na żadnej z danych 
prostych, to wówczas: 

albo nie istnieje anl jed­
na slo:żkowa , styczna do da­
nych trzech proslych i przecho­
dząca przez dane dwa punkty, 

albo też istnieją cztery 
takie stożkowe, a styczne do 
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naści każdej z nich z dwiema 
danemi proslemi wyznaczają 

prostą, na której lezą trzy punk­
ty podwójne trzech szeregów 
inwolucy;nych, z których ka:ż­
dy określony jest dwiema pa­
rami punktów homologicznych, 
a mianowzcze: ka:żdą parą 

punktów z pośród trzech da­
nych punktów, ara:: dwoma 
punktami przecięcia się prostej, 
łączącej ową parę punktów, 
z dwiema dunemi prostemi. 

każdej z nich w dwóch danych 
punktach przecinają się w punk­
cie, przez który przechodzą 

trzy proste podwójne tr=ech 
pęków inwolucyjnych, z któ­
rych ka::dy określony jest dwie­
ma parami prostych homolo­
gicznych, a mianowicie: ka:ż­
dą parą prostych z pośród 

trzech danych prostych, oraz 
dwiema prostemi, łączqcemi 

punkt przecięcia się owej pary 
prostych z dwoma danemi 
punkt(l.mi. 

56. Ogniska stożkowej. Skoro na płaszczyźnie w dana jest 
stożkowa (niezniekształcona) S 2, to proste sprzężone względem 
S 2 i przechodzące przez dowolny punkt P płaszczyzny w two­
rzą (ust. 42) pęk inwolucyjny. Proste podwójne tego pęku są 

(ust. 31 i 42) stycznemi, wykreślonemi z punktu P do stożkowej S 2• 

Wierzchołek pęku cyklicznego prostych sprzężo­
nych względem stożkowej (niezniekształconej) S 2 na­
zywamy ogniskiem tej stożkowej. 

Ponieważ pęk cykliczny (kołowy) jest (ust. 47) pękiem in­
wolucyjnym eliptycznym, którego każde dwie proste homolo­
giczne są wzajemnie prostopadle, a proste podwójne, t. zw. pro­
ste izotropowe (ust. 50), są elementami urojonemi sprzężonemi, 
przeto: 

Przez ognisko stożkowej (niezniekształconej) S 2 przecho­
dzą dwie urojone sprzężone styczne tej stożkowej, które są pro­
stemi izotropowemi. 

Wnosimy stąd (ust. 31), że ognisko stożkowej S 2 jest punk-
tem wewnętrznym tej stożkowej. · 

Z podanej powyżej definicji ogniska i rozważań ust. 50-go 
wynika bezpośrednio, że: środek koła jest jego ogniskiem. Praw­
dziwe też jest i odwrotne t,vierdzenie: 

Jeżeli środek stożkowej (niezniekształconej) jest jej ogni­
skiem, to uważana stożkowa jest kołem. 
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W istocie bowiem, skoro środek (właściwy) O stożkowej 5 2 

jest jej ogniskiem, to każde dwie średnice sprzężone tej stoż­

kowej są wzajemnie· prostopadle. Na danej stożkowej 5 2 obierz­
my dwa dowolne punkty A i B, a przez środek O poprowadźmy 
średnicę a równoległą do cięciwy AB. Ponieważ prosta b, wy­
kreślona z punktu O prostopadle do średnicy a, jest średnicą 
sprzężoną z elementem a, przeto b przejść musi (ust. 49) przez 
środek C cięciwy AB. Z warunków : 

OC J_ AB, AC = CB i OC= OC 

wnosimy o przystawaniu trójkątów prostokątnych (OCA) i (OCE), 
a tern samem i o równości odcinków : OA = OB. Wykazaliśmy 

tedy, że środek O stożkowej 5 2 jest równo oddalony od dwóch 
dowolnych punktów A i B stożkowej 5 2, a tern samem i od 
wszystkich punktów tej stożkowej. Innemi słowy: stożkowa S 2 

jest kołem, c. b. d. w. 
Weźmy teraz pod uwagę taką stożkową (niezniekształconą) 

S 2, której środek O nie jest ogniskiem tej stożkowej. O ile uwa­
żana stożkowa 5 2 posiada ognisko F, to przezeń przechodzi 
jedna i tylko jedJ?-a średnica OF tej stożkowej. Ognisko F jest 
punktem vrnwnętrznym względem S 2, więc każda prosta, prze-

. chodząca przez F i leżąca na płaszczyźnie tej stożkowej, jest 
(ust. 46) jej sieczną. Przez F wykreślmy prostą, prostopadłą rlo 
średnicy OF, i oznaczmy przez N, Nj punkty przecięcia ię tej 
prostej (siecznej) ze stożkową S 2• Z definicji Offniska wynika, 
że proste NN1 i OF są przężone względem 5 2, a ponieważ śred­
nica OF jest prostopadła do cięciwy z nią sprzężonej NN1, przeto 
(ust. 49) prosta OF jest os i ą stożkowej S 2• O ile zatem stoż­

kowa (niezniekształcona) S 2 posiada ogniska, to: każde ognisko 
leżeć musi na osi tej stożkowej. Prosta OF jest sieczną, więc gdy 
5 2 jest hiperbolą, to każde jej ognisko leżeć musi (ust. 49) na 
osi głównej tej hiperboli. - Wreszcie wykazać możemy, że : pro­
sta FFi, łącząca dwa ogniska .F i F1 stożkowej 5 2, jest osią tej 
stozkowej. Proste l i l1, wykreślone odpow. w punktach J-."' i F1 

prostopadle do prostej FF1, są oczywiście z nią sprzężone, a za­
tem przejść muszą (ust. 42) przez biegun P 00 = ll1 prostej FF1. 

Prosta ostatnia jest więc średnicą stożkowej 5 2, a jako prosta 
OF, łącząca środek O z ogiskiem F, musi być osią stożkowej S 2, 

C. b. d. w. 
Skoro dla danej elipsy S 2 punkty A, B, Ci D (ryc. 104) są jej 

wierzchołkami, prosta AB osią główną (większą), a prosta CD osią 
mniejszą, to pomiędzy odcinkami (o długościach kończonych) 
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AB i CD zachodzi (ust. 49) następująca nierówność: AB > CD. 
Styczne a1 i b1 do elipsy w wierzchołkach osi głównej przecinają 
się ze styczną c1, przechodzącą przez wierzchołek C, w punktach 
1 i 2. Dla trójboku 
( a1 b1 c1), opisanego na 
el· sie S2, jego wierz­
chołek E = = a1 b1 jest 
biegunem osi głów­
nej AB. Skoro tedy 
dowolny punkt osi 
AB rzucimy z dwóch 
pozostałych wierz­
chołków 1 i 2 trój­
boku (a1b1c1), to uzy­
skane w ten sposób 

.Ryc. 104. 

b, !/, 
I 

proste, ,,r myśl twierdzenia Staudta (ust. 43), są „prostemi sprzę­
żonemi" względem uważanej elipsy. Jeżeli odcinek 12 uwazac 
będziemy za średnicę kola, które przecina się z osią główną 

AB w dwóch rzeczywistych punktach F i F1, to proste prosto­
padle 1 F J_ 2F, oraz 1 F~ J_ 2F1 tworzą dwie pary prostych 
sprzężonych względem elipsy S 2• Ponieważ przez punkt F osi 
głównej AB przechodzą dwie pary prostych prostopadłych 

i sprzężonych względem S 2, a mianowicie: 1 F J_ 2 Fi E=F J_ AB, 
przeto F, jako wierzchołek pęku cyklicznego, jest ogniskiem 
elipsy. To samo odnosi się też i do punktu F 1. Wykazaliśmy 

tedy, że na osi głównej elipsy leżą dwa jej ogniska F i F 1, sy­
metrycznie ułożone względem środka O i odlegle od niego o dłu­
gość c = if a2 - b2, jeżeli przez 2 a i 2 b oznaczymy długości 
osi głównej i osi mniejszej owej elipsy. 

Gdybyśmy w wierzchołku D (ryc. 104) wyznaczyli styczną 
d i do trójboku (c1db1) zastosowali twierdzenie Staudla, a następ­
nie z. punktu B jako środka zakreślili kolo o promieniu r = B 2, 
to stwierdzimy, że na osi mniejszej CD niema ognisk elipsy, 
gdyż owe kolo nie przecina się z tą osią w punktach rzeczy­
wistych. 

N a ryc. 105 dane są wierzchołki A, B osi głównej i asymp­
toty hiperboli. Styczne a1 i b1 hiperboli w jej wierzchołkach nie­
chaj przecinają się z asymptotą s w punktach 1 i 2. Wierzcho­
łek E= = a1b1 trójboku (a1b1s), opisanego na hiperboli, jest bie­
gunem osi AB, skoro więc poszczególne punkty tej osi rzucimy 
z dwóch pozostałych wierzchołków 1 i 2 owego trójboku, to 
uzyskane w ten sposób pary prostych są (w myśl twierdzenia 

Plamitzer, Geometrja rzutown. 16 
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Staudla) prostemi sprzężonemi względem hiperboli. Za pośred­
nictwem koła o średnicy 1 2, skonstruujemy na osi AB takie 
dwa rzeczywiste punkty F i F1, że proste prostopadle 1 F J_ 2 F 
i 1 F1 J_ 2 F1 tworzą dwie pary prostych sprzężonych względem 
hiperboli. Ponieważ przez punkt F przechodzą proste sprzę-

żone 1 F J_ 2F i E=F J_ AB, 
przeto F, jako wierzchołek pę­

ku cyklicznego, jest ogniskiem 
hiperboli. Podobnie i punkt F1 

jest również ogniskiem tej stoż­
kowej. 

Odcinek AB= 2 a nazywa­
my długością osi głównej hiper­
boli. Skoro wyznaczymy prosto­
kąt ( 1 3 2 4-), którego dwoma bo­
kami są styczne a1 i b1 w wierz­
chołkach osi głównej a prze-

Ryc. 105. kątnemi są asymptoty, to punk-
ty C i D, przecięcia się osi ide­

alnej hiperboli z dwoma pozostalemi bokami 13 i 2 t,. owego 
prostokąta, wyznaczają odcinek CD= 2 b, który nazywać bę­

dziemy ' długością osi idealnej hiperboli. 

Dla hiperboli równobocznej (ust. 37) asymptoty są wzajemnie prosto­
padłe, więc długości obydwóch osi są sobie równe: AB = CD. 

Z rozważań naszych wynika, że ogniska F i F1 hiperboli 
są (ryc. 105) symetrycznie ułożone względem środka O i od­
legle od niego o długość c = v a2 + b2. Prawdziwe jest zatem 
następujące twierdzenie: 

Elipsa i hiperbola posiadają po dwa ogniska, które leżą na 
osi głównej tej stożkowej i są odległe od jej środka o długość 

{ a2 + b2 (znak - odnosi się do elipsy), jeżeli przez 2 a i 2 b 
oznaczymy długości osi tych stożkowych. 

Zbadajmy teraz, ile ognisk posiada parabola. N a rycmie 
106 dane są dla paraboli oś AB=, styczna a w wierzchołku A, 
styczna niewłaściwa b = w wierzchołku B = i dowolna styczna s. 
Wierzchołek E= =ab= trójboku (ab= s), opisanego na tej pa­
raboli, jest biegunem osi AB=. Skoro tedy poszczególne punkty 
tej osi rzucimy z dwóch pozostałych wierzchołków .1 i 2 = uwa­
żanego trójboku, to --,. w myśl twierdzenia Slaudta (ust. 43) -
uzyskane pary prostych są prostemi sprz ężonemi względem 
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owej paraboli. W punkcie I= as wykreślmy prostą prostopadłą 
do stycznej s, to owa prosta przetnie oś paraboli w punkcie F. 
Proste prostopadle 1 F _L 2 00 F są oczy­
wiście sprzężone względem paraboli. 
Ponieważ jednak przez F przechodzi 
druga para prostych prostopadłych 

i sprzężonych względem paraboli, a mia­
nowicie E 00 F _L AB 00

, przeto element 
F, jako wierzchołek pęku cyklicznego, 
jest ogniskiem paraboli. A zatem: 

Parabola posiada jedno i tylko 
jedno ognisko, które fety na jej osi. 
Prosta, wykreślona z ogniska paraboli 
prostopadle do jakiejkolwiek stycznej 
tej paraboli, przecina się z tą styczną 

w punkcie, który fety na stycznej w 

a 

Ryc. 106. 

wierzchołku paraboli. 

57. Kierownice stożkowej. Skoro dana jest stożkowa nie­
zniekształcona S 2, to wówczas każdemu punktowi P, leżącemu 
na płaszczyźnie tej stożkowej, podporządkowana jest (ust. 38) 
jedna i tylko jedna biegunowa p względem S 2• Wiadomo nam 
również, że biegunowa p jest „prostą zewnętrzną" względem 

stożkowej S 2, o ile uważany punkt P jest (ust. · 40) ,,punktem 
wewnętrznym" dla stożkowej S 2• Wprowadzimy teraz następu­
jącą definicję: 

Kierownicą stożkowej (niezniekształconej) S 2 na­
zywamy biegunową ogniska tej stożkowej. 

Ognisko F stożkowej S 2 jest (ust. 56) punktem „wewnętrz­
nym" i leży na osi głównej AB tej stożkowej. Wnosimy stąd, 

.ie biegunowa f punktu F musi być „prostą zewnętrzną" wzglę­
dem S 2 i przechodzić musi (ust. 39) przez biegun E 00 osi AB, 
t. zn. przez punkt niewłaściwy E 00 prostych prostopadłych do 
osi AB. A zatem: 

Kierownica stotkowej (niezniekształconej) S 2 jest prostą 

::.ewnętr:zną względem S2 i prostopadłą do osi głównej tej stot­
kowej. 

Elipsa i hiperbola posiadają po dwie kierownice, parabola zaś 
tylko jedną kierownicę. Kierownicą koła jest prosta niewłaściwa. 

* 
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Kierownica f J_ AB przecina się z ową osią w punkcie N 
(ryc. 104-107), który jest (ust. 38) harmonicznie sprzężony 
z ogniskiem F względem wierzchołków A i B uważanej stożkq­
wej. Dla paraboli (ryc. 106) wierzchołek B 00 jest punktem nie­
właściwym, przeto drugi wierzchołek A polowi odcinek NF. 

Na ryc. 107 dane są ogni_sko F, kierownica f, oraz dwie 
dowolne styczne s1 i s2 stożkowej S 2• Punkty styczności 1 i 2 

tych stycznych wyznaczają bie­
gunową p = 1 2 punktu P = s1s2, 

f punkty zaś F i P biegunową 

(ust. 39) ą = FP punktu Q = fp. 
Skonstruowane proste q i QF 
są (ust. 42) prostemi sprzężone­
mi wzglęo.em S 2, a ponieważ 

przechodzą przez ognisko F, 
przeto są (ust. 56) prostemi pro­
stopadlemi: q ....L QF. 

Oznaczmy przez R punkt 
przecięcia się prostych p i ą. Bie­
gun Q prostej q i punkt R (le-

Ryc. 101. żący na ą) są harmonicznie sprzę-
żone względem punktów 1 i 2. 

Łącząc owe punkty z ogniskiem F otrzymamy czwórkę harmo­
niczną prostych o stosunku (FQ, FR, F 1, F 2) = - 1, a ponie­
waż proste FQ i FR są wzajemnie prostopadle, przeto (ust. 12) 
są one symetralnemi kątów, określonych prostemi F 1 i F2. Do­
wiedliśmy zatem prawdziwości następującego twierdzenia: 

Prosie, łączące ognisko stożkowej z punktami styc:ności 
dwóch dowolnych stycznych tej stożkowej, są jednakowo nachy­
lone do prostej, która łączy to ognisko z punktem przecięcia się 

owych dwóch stycznych. 

W wierzchołku B elipsy (lub hiperboli), leżącym na tej osi, 
która przechodzi przez ogniska F F1, wykreślmy (ryc. 108) . 

32 
Ryc. 108. Ryc. 109. 

p oo styczną b i obierz-
~ my na niej dowol­

nie punkt P. Skoro 

8
00 przez P wykreślimy 

drugą styczną s 1 

i oznaczymy przez 1 
jej punkt styczności 
z uważaną stożkową 
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S 2, to - na mocy poprzedniego twierdzenia - prosta PF jest 
symetralną ~ 1 FB, a prosta PF1 jest dwusieczną ~ 1 F1B. Punkt 
P jest zatem równo oddalony od ramion 1 F i BF pierwszego 
kąta, oraz podobnie i od ramion 1F1 i BF1 (=BF) drugiego kąta. 
Punkt P, jako punkt równo oddalony od prostych 1 Fi 1 Fi, leży 
tedy na symetralnej jednego z kątów, określonych owemi pro­
stemi. Wykazaliśmy więc, że prosta P 1 = s1, łącząca P z wierz­
chołkiem 1 tego kąta, jest symetralną omawianego ~ Ft F 1. 

W wierzchołku niewłaściwym B 00 paraboli (ryc. 109) oznacz­
my styczną niewłaściwą przez b 00 i obierzmy na niej dowolnie 
punkt P 00

• Skoro przez P 00 wykreślimy drugą styczną s1 i ozna­
czymy przez 1 punkt styczności z parabolą, to - z poprzed­
niego twierdzenia wynika równość kątów: ~ 1 FP 00 = ~ B 00FP 00

, 

przyczem wierzchołek F tych kątów jest ogniskiem paraboli. 
Przez punkt styczności 1 wykreślmy średnicę n l i FB 00

, to z łat­
wością stwierdzimy, że styczna s1 jest symetralną jednego z ką­
tów, określonych średnicą n = 1 B 00 i _ prostą 1 F. A zatem: 

Styczna do elipsy lub hiperboli w dowolnym jej punkcie 
jesl symetralną jednego z kątów, jakie określają proste, łączące 

ów punkt styczności : ogniskami tej stożkowej. Styczna zaś do 
paraboli w dowolnym jej punkcie jest dwusieczną jednego z ką­
tów, jakie określają średnica paraboli, przechodząca przez ów 
punkt styczności, i prosta, łącząca ów punkt z ogniskiem paraboli. 

Celem z badania dalszych własności ogniska F i odpowied-
. meJ kierownicy f dowolnej stożkowej (niezniekształconej) S 2, 

powróćmy do ryc. 107. Poprzednio wykazaliśmy, że proste 1 F 
i 2 F są jednakowo nachylone do prostej PF (gdzie P jest bie­
gunem prostej p = 12), oraz że punkty Fi Q = fp wyznaczają _ 
prostą FQ J_ P F. Wnosimy stąd (ryc. 107) o równości kątów na­
stępujących : ~ 1 F 3 = ~ 2 F Q, a ponieważ 1 3 I I 2 F, przeto 
~ 1 3 F = ~ 2 FQ = ~ 1 F 3, a odcinek 1 3 = 1 F. Z podobień­

stwa trójkątów (1 3 Q) i (2 F Q) wynika 

13:2F = 1Q:2Q 

więc po podstawieniu wartości IT= 1 F . mamy 

1 F : 2 F = 1 Q : 2 Q. 

Wykreślmy następnie (ryc. 107) odcinki 1 4- _l_ f 2 5 _l_ f, 
to z podobieństwa trójkątów ( / 4- Q) i (2 5 Q) mamy: 

1Q:2Q=H- :25 
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a zatem ostatecznie dochodzimy do relacji: 

1F:2F=1l,.:25 

lub 1 F: 1 q == 2F: 25. 

Prawdziwe jest tedy twierdzenie: 

Stosunek odległości dowolnego punktu stożkowej (nieznie­
kształconej) S 2 od jej ogniska i od podporządkowanej mu kie­
rownicy jest liczbą stałą. 

Stosunek powyższy nazywać będziemy mimośrodem uważa­
nej stożkowej S 2• 

Skoro, zamiast punktów 1 i 2, weźmiemy pod uwagę wierz­
chołek A paraboli (ryc. 106), to mimośród e tej stożkowej równa 
się: e =AF: AN, a ponieważ wykazaliśmy poprzednio, że wierz­
chołek A polowi odcinek ( o długości skończonej) FN, przeto 
mimośród e = 1. Wnosimy stąd, że : · 

Każdy punkt paraboli jest jednakowo odległy od ogniska 
i od kierownicy tej paraboli. 

Skoro weźmiemy pod uwagę wierzchołki A i B osi głów­

nej elipsy (ryc. 104 i 107) lub hiperboli (ryc. 105), to wówczas 
mimośród tej stożkowej e = AF: AN= AF1 : AN1 = BF: BN= 
=BF1 : BN1. 

Jeżeli przez 2a i 2 b oznaczymy długości osi głównej (więk­
szej) i osi mniejszej elipsy, to jej ogniska F i F1 odlegle są 
(ust. 56) od środka O o długość if a 2 - b2 • Z ryc. 104 (lub 110) 
czytamy (po uwzględnieniu tylko wartości bezwzględnych) : 

AO=BO=a, OC=b, FO=F10=c, 

AF = AO - FO = a - c, BF = OB + FO = a + c 

AN= ON-AO =ON-a, BN= ON + OB= ON + a. 

Dla mimośrodu elipsy mamy tedy 

e= AF= BF lub _!!__-c = ~ + c ' 
AN BN ON - a ON+ a 

a stąd obliczyć możemy długość odcinka 

oraz mimośród e elipsy 
AF a-c 

e = - - =---
AN ON-a 

- a2 
ON=-, 

C 

a-c 
a2 
- --a 

C 

a - c 
a - (a - c) 
C 

C 

a 
V a2 - b~ 

a 
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Podobnie obliczyć możemy mimośró~1iperboli, której oś 
główna AB= 2 a, oś idealna (ust. 56) CD= 2 b, a odległość 

ognisk od środka O wynosi c = Ji a'!,+ b2• Z ryc. 105 (lub 111) 
czytamy: 

AO = BO = a, OC = b, FO = F 1 O = c, 

AF= FO - AO = c - a, BF = FO + OB = c + a 

AN= AU - ON= a - ON, BN= BO + ON= a + ON. 

Dl . I d AF BF h" b 1· . t d a m1mosro u e = AN = BN 1per o 1 mamy e y: 

c-a c + a - a2 

---- = -----, astąd ON=-. 
a-ON a + ON c 

Dla mimośrodu e otrzymaliśmy tedy 

AF c - a c - a c - a c v a2 + b2 

e =-- = --- ---- = - =----
AN a-ON a __ a2 

.!!:_(c-a) a 
C C 

Wykazaliśmy więc, że 

. v a2 - b'!, 
dla elipsy mimośród e = ---- < 1 

a 

„ hiperboli 

„ paraboli 
" 

Ryc. 110. 

e = 1. 

Ryc. 111. 

a 

Niechaj odcinki P 1 i P 2 (ryc. 110) wyrazaJą odległości 

dowolnego punktu P elipsy od jej kierownic fi f1, odcinki zaś 
PF i P F1 odległości owego punktu P od ognisk F i F1 uważa­

nej elipsy. Wiadomo nam, że odległość ON środka O elipsy od 
2 

kierownicy f wynosi !!:____, a zatem odległość kierownic fi f1 eli­
c 
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• _ . _ '_ -- -- - T C a2 
psy równa się NN1 = ON + ON1 = 2. ON = 2 - . Z relacji, od­

c 
noszącej się do mimośrodu e, otrzymujemy następujące związki: 

c PF PF1 e= - e= - -=--
a ' Pt P 2 

a po uwzględnieniu znanego twierdzenia o proporcjach 

e= ~ , e = PF + ff, = PF -1- PF; = w + w; 
a P 1 + P 9 1 2 NN1 

-- -- C -- C a2 
a zatem: PF1 + PF2 =-•NN1 = .2- = 2a, 

a a c 

a ponieważ dla elipsy oś główna AB= 2a, więc ostatecznie· mamy: 

PF1 + PF2 = AB. 

Skoro odcinek (o długości skończonej) PF, łączący dowolny 
punkt P elipsy z jej ogniskiem F, nazwiemy .,promieniem ogni­
skowym ", to dochodzimy do twierdzenia: 

Suma promieni ogniskowych dowolnego punktu elipsy jest 
stała i równa · długości osi głównej tej elipsy. 

Na ryc. 111 odcinki P 1 i P 2 niechaj wyrażają odl głości 
dowolnego punktu P hiperboli od jej kierownic f'i f1, a odcinki 
PF i PF1 odległości punktu P od ognisk F i F 1 tej hiperboli. 
Dla mimośrodu e uważanej hiperboli mamy relacj e : 

e =~ e = PF = PFi lube = ~ - !!_ 
a' Pl P2 P2-P1' 

- - - a2 
a ponieważ ON = ON1 = - i w przypadku P 2 > P 1 różnica 

C 

- - - -- a2 
P 2 - P 1 = 1 2 = NN1 = 2- , przeto : 

C 

c PF1 -PF e=- e= ---~-
a' P2-P1 

Dochodzimy zatem do równości: 

-- -- a 2 a 2 c 
PF1 -PF = 2 - • e= 2 - · - = 2a, 

C C a 

gdzie 2 a oznacza długość osi głównej AB omawianej hiperboli. 
Jeżeli odcinek ( o długości skończonej) P F, którego punktami 
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końcowemi są dowolny punkt P i ognisko F hiperboli, nazwiemy 
,,promieniem ogniskowym", to dowiedliśmy prawdziwości na­
stępującego twierdzenia: 

Różnica promieni ogniskowych dowolnego punktu hiperboli 
jest stała i równa długości osi głównej frj hiperboli. 

58. Zadania konstrukcyjne. Korzystając z rozważań dwóch 
ostatnich ustępów, rozwiązać możemy następujące 

Zadanie 1: Dane są wierzchołki A i B osi głównej, oraz 
wierzchołki Ci D osi malej elipsy. Wyznaczyć ogniska tej stoż­
kowej. 

Rozwiązanie: Uważajmy wierzchołek C (ryc. 104) za 
środek kola, którego średnica równa się długości AB osi głów­
nej._ Punkty F i F 1 przecięcia się tego koła z osią AB rozwią­
zują zadanie. 

Zadanie 2: Dane są asymptoty i wierzchołki A, B ( osi 
głównej) hiperboli. Skonstruować ogniska tej hiperboli. 

R o z \V i ą z a n i e : W danym wierzchołku A, wykreślmy 
styczną a1 _l._ AB i wyznaczmy (ryc. 105) punkty 1 i 4 przecięcia 
się stycznej a1 z danemi asymptotami. Jeżeli przez O oznaczymy 
środek hiperboli, to wówczas kolo, o środku O i promieniu 
O 1 = 04-, przecina oś główną AB w ogniskach Fi F 1. 

Zadanie 3: Dane są wierzchołki A i B, leżące na osi głów­
nej, oraz ogniska F i F1 elipsy lub hiperboli. Skonstruować na­
leży poszczególne punkty tej stożkowej. 

R o z w i ą z ą. n ie : N a odcinku ( o długości skończonej) FF1, 

którego punktami końcowemi są ogniska elipsy (ryc. 110), 
obierzmy dowolny punkt R. Z ogniska F jako środka zakreślmy 
kolo o promieniu r1 = AR, a z ogniska F 1 jako środka zakreślmy 
drugie koło o promieniu r 2 = BR. Kola te przetną się w punk­
tach P i Q elipsy, gdyż suma promiemi ogniskowych P F + P F 1 = 
= r 1 + r2 = AB. Za pośrednictwem owego punktu R wyznaczymy 
jeszcze dwa dalsze punkty Q1 i Q2 omawianej elipsy. 

N a ryc. 111 skonstruowaliśmy w analogiczny sposób punkty 
P, Q, Q1 i Q2 hiperboli. Do konstrukcji użyliśmy punktu R, leżą­
cego „zewnątrz" odcinka (o długości skończonej) FF1• Punkty 
te leżą na hiperboli, gdyż, o ile PF1 > PF, różnica PF1 - PF -= 
= r 2 - r 1 = AB. 

Zadanie 4: Dane są wierzchołek A i ognisko F paraboli. 
Skonstruować należy kierownicę, poszczególne punkty i po­
szczególne styczne tej paraboli. 
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Ro z wiąz a n ie : N a osi AF paraboli wyznaczmy (ryc. 112) 
taki punkt N, aby odcinek ( o długości skończonej) NA = AF. 
Prosta f, wykreślona z punktu N prostopadle do osi AF, jest 
oczywiście kierownicą paraboli. Poszczególne punkty Q, Qi, ... 
paraboli otrzymamy, jeśli przez dowolnie na osi AF obrane 
punkty R, Ri,... wykreślimy proste r, r1, ... równolegle do kie­
rownicy f, a następnie z ogniska F jako środka zakreślimy kola 

I 

I 
f'j a 

Ryc. 112. 

r, 

R, 

o promieniach FQ=NR, FQ1 = NR1, •.. 

Punkt Q, przynależny do prostej r 
i do pierwszego kola, leży na para­
boli, gdyż jego odległość od kierow­
nicy f równa jest odległości punktu 
Q od ogniska F. Ta sama zależność 
spełniona jest również i dla dalszych 
punktów Q1, ••• 

W wierzchołku A wykreślmy stycz­
ną a _L AF i o bierzmy na niej do­
wolny punkt 1. Z ostatniego twier­
dzenia ust. 56-go wynika, że prosta s, 
przechodząca · przez punkt 1 i pro­
stopadła do prostej 1 F, jest styczną 

omawianej paraboli. Przez punkt 2, w którym przecinają się 
proste 1 F i f, poprowadźmy prostą c _L f i wyznaczmy punkt 
P = es. Otrzymamy wówczas dwa przystające trójkąty prosto­
kątne (Ft I:')~ (21 P), gdyż 1 P = 1 P i 1 F = 1 2. Z przystawa­
nia wynikają równości: PF= P2 i 0:: FP1 = 0== 2P 1. Wnosimy 
stąd, że element P jest punktem paraboli, a tern samem i punk-
tem styczności stycznej s z parabolą. · 

Zmieniając położenie punktu 1 na stycznej a - skonstru­
ować możemy dalsze styczne omawianej paraboli, a zarazem 
i ich punkty styczności. 

Zadanie 5: Dane są wierzchołek A i ognisko F paraboli, 
oraz dowolny punkt zewnętrzny T. Przez punkt T wykreślić 

należy dwie styczne s, s1 do paraboli i wyznaczyć ich punkty 
styczności P, P 1. 

Ro z wiąz a n ie: Niechaj f będzie kierownicą, a zaś styczną 
w wierzchołku paraboli. Uważajmy dany punkt T (ryc. 112) za 
środek kola, o promieniu TF, i wyznaczmy punkty 2 i 4 prze­
cięcia się tego koła z kierownicą f: Prosta F2 i a wyznaczają 
punkt 1, a prosta s = T1 jest styczną paraboli. Podobnie proste 
F ft. i a wyznaczają punkt 3, · przez który przechodzi druga 
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styczna s1 = T 3 tej paraboli. Punkty styczności P i P1 otrzy­
mamy w sposób, omówiony w zadaniu poprzedniem. 

Jeżeli punkt T obierzemy na kierownicy f paraboli i za­
stosujemy powyższą konstrukcję (por. ryc. 112) - to wówczas 
proste F2 i Ft,, (jako ramiona kąta w półkolu) są wzajemnie 
prostopadle. Ponieważ nadto T 1 J_ F2 i T3 J_ F 4, przeto owe 
proste s = T 1 i s1 c.-= T 3 są również prostemi prostopadlemi. 
A zatem: 

Styczne paraboli, przechodzące przez dowolny punkt jej kie­
rownicy, są prostemi wzajemnie proslopadłemi. 

Zadanie 6: Dane są ogniska F, F1 i wierzchołki A, B elipsy 
lub hiperboli, leżące na jej osi głównej. Przez dowolny punkt 
zewnętrzny T wykreślić należy styczne s, s1 i skonstruować ich 
punkty styczności P, P 1 z daną stożkową. 

Ro z wiąz a n ie : Dany punkt T (ryc. 113) uważajmy za 
środek kola K 2, a odcinek TF (przyczem F jest jednem z ognisk 
elipsy) za promień tego kola. Wykreślmy następnie drugie kolo 
K1

2, którego środkiem jest drugie ognisko _F1 danej elipsy a pro­
mieniem odcinek r1 = AB. Niechaj H i R1 będą punktami prze­
cięcia się kół K 2 i K1

2, a punkty N i N1 środkami cięciw RF 
i R1F kola K 2• Wówczas proste s = TN i s1 = TN1 są stycznemi 
elipsy, a punkty P i P 1, przecięcia się tych stycznych z pro­
mieniami UF1 i R 1F1 kola K1

2, są szukanemi punktami styczności. 
Celem . uzasadnienia 

powyższej konstrukcji, 1(
2 

weźmy pod uwagę nastę­
pujące zależności: Odci-
nek FN = NR, odcinek 
zaś TF = TR (promień 

kola K 2), więc prosta s = B 
= TN jest symetralną od­
cinka FR. Wnosimy stąd 
(ryc. 113) o równości od­
cinków PF=PR. Ponie­
waż jednak długość osi 
głównej AB = F1 R = 
= F1P + PR=F1P + PF, 

Ryc. 113. 

przeto punkt P leży na danej elipsie, a odcinki F1 P i P F są 

promieniami ogniskowemi, przechodzącemi przez ów punkt P. 
Skoro uwzględnimy równości odcinków P F = PR, FN = NR 
i PN= PN, to z przystawania trójkątów (FPN) ,__, (RPN) wynika 
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równość kątów następujących: ~ FPN = ~ RPN. Prosta s jest 
zatem symetralną ~ FPR, którego ramionami są proste, łączące 
punkt P elipsy z jej ogniskami. Innemi słowy prosta s jest 
(ust. 57) styczną w punkcie P do uważanej elipsy. - Te same 
zależności stosują się oczywiście' do punktu P1 i do stycznej 
S1 = TN1. 

Na ryc. 114 podana jest analogiczna konstrukcja stycznych 
~ = TN i s1 = TN1 do danej hiperboli, oraz konstrukcja punk­

Ryc. 114. 

tów styczności P i P 1 owych 
stycznych. Prosta s = TN 
jest symetralną odcinka FR, 
gdyż spełnione są równości 

FN = NR i TF -= TR. Ma­
my tedy PF = RP, a po­
nieważ P F 1 < PH, przeto 
AB = F 1 H = PR - P F1 = 
= PF - PF1. Wnosimy stąd, 
że punkt P leży na hiper­
boli. Z równości odcinków 
PF=RP, FN=NRiPN= 
= PN wynika przystawa­
nie trójkątów (FP N) ~ 

,,.__, (RPN), a zatem i równość <t FPN = ~ RPN. Prosta s = TN 
jest ,vięc styczną hiperboli, c. b. d. w. 

Z łatwością dowiedziemy teraz prawdziwości następującego 
twierdzenia: 

Prosta, wykreślona :: ogniska elipsy lub hiperboli prosto­
padle do jakiejkolwiek stycznej lej stożkowej, przecina się z tą 
styczną w takim punkcie, którego odległość od środka uważanej 
stożkowej równ'!- się połowie długości jej osi _ głównej. 

W istocie bowiem środek O elipsy (ryc. 113) lub hiperboli 
(ryc. 114) polowi odcinek ( o długości skończonej) FF1, punkt 
zaś N polowi odcinek FR. Z podobieństwa trójkątów (FF1R) ___, 
___, (FON) wynika F1R: O.V= FF1 : FO lub F1R: ON =2 .FO: FO= 
= 2 :.1, a ponieważ F1R =AB= 2. AO = 2. BO, przeto ON= 
= AO = OB. Odcinek FN jest prostopadły do stycznej s = TN, 
odcinek zaś ON równa się połowie długości osi głównej AB, 
C. b . d . o. 

Zadanie 7: Dane są ogniska F, F 1 i wierzchołki A, B eli-
- psy lub hiperboli, leżące na jej osi głównej. Skonstruować na­
leży poszczególne styczne tej stożkowej. 



Ważniejsze omyłki. 253 

Ro z wiąz a n ie: Na odcinku AB jako na średnicy za­
kreślmy (ryc. 113 i 114) kolo K2

2 i obierzmy na niem dowolny 
punkt N. Przez N i ognisko F wykreślmy prostą NF, a następ­
nie przez ów punkt N prostą s J__ NF. U zyskana w ten sposób 
prosta s jest - na podstawie ostatniego twierdzenia - styczną 

omawianej stożkowej. Przez punkt N przechodzi jeszcz_e druga 
styczna s2, która jest prostopadła do prostej NF1. 

Ważniejsze omyłki. 
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166 
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Brianchona twierdzenie 126, 128 

Cecha pęków rzutowych 98, - sze­
regów rzutowych 67, - szeregu 
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średnicą 195 

Cremony definicja rzutowości 28 
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Dwustosunek 36, 40, 42, 46, 49, 54, 55 
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58 
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Homologiczne elementy 23, 30 

Inwolucja 104, - bezwzględna (pła­

szczyzny) 203 
Inwolucyjny szereg punktów 105, -
pęk płaszczyzn 106, - pęk pro­
s tych 105 

Jednoimienne utwory 26 
Jednokreślność 29, - inwolucyjna 104 
Jednokreślne (utwory) 28 

Kąt czworościenny zupełny 21, 65, -
n- ścienny zupełny 21, - nachy­
lenia płaszczyzn 49 

Kierownica stożkowej 243 
Kierunek 4 
Klasa krzywej 139 
Kryterjum perspektywiczności 80 

Mac Laurina konfiguracja 128 
Miara kąta 43, - odcinka 38 
Mimośród stożkowej 246 

Nie rozdzielające się pary elemen­
tów 35 

Niewłaściwy (element) 4, 5, 7, -
(utwór) 9, 10 

N-bok zupełny 20 
N-kąt zupełny 20 
N-krawędź zupełna 21 

Ognisko stożkowej 239 
Oś główna (większa) elipsy i hiper­

boli 201, - idealna hiperboli 201, 
- mniejsza elipsy 201, - pęku 9, 
- stożkowej 200, - symetrji pro-
stokątnej (stożkowej) 200 

Oznaczenia 4, 8 

Pappusa twierdzenie 52 
Parabola 144 
Para zamienna (elementów) 103 
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Pary nie rozdzielające się 35, - roz-
dzielające się 35 

Pascala twierdzenie 126, 128 
Pasmo stożkowych 232 
Pęk cykliczny 193, - kołowy 193, -
płaszczyzn 9, - prostych 9, -
stożkowych 232 

Pęki eliptyczne 77, 114, - hiperbo­
liczne 76, 114, - odwrotnie przy­
stające 93, 94, - odwrotnie rów­
ne 93, 94, - paraboliczne 76, 114, -
podobne 65, 68, - przystające 91, ­
równe 91, - wprost przystające 
(równe) 93, 94 

Perspektywiczne (utwory) 14, 22 
Perspektywiczność 13, 14, 22, 23, 26 
Pewnik ciągłości 17 
Płaszczyzna podstawowa I pęku pro­

stych) 9, - podstawowa (układu 
płaskiego) 10, - niewłaściwa 7, -
rzeczywista 76, - urojona 76, -
właściwa 7 

Płaszczyzny normalne i - podwój­
ne (pęku inwolucyjnego) 113, -
urojone sprzężone 76 

Podstawa szeregu 8, - układu pła-

skiego 10 
Podstawowe działania 1, 11 
Podział stożkowych 143 
Ponceleta zasada dwoistości 19, 21 
Potęga pęków rzutowych 95, 98, -

szeregów rzutowych 65, 67, - pę­

ku inwolucyjnego 113, - szeregu 
inwolucyjnego 107 

Prawo biegunowej dwoistości 19,174 
Promień ogniskowy (stożkowej) 248, 

249 
Prosta niewłaściwa 6, - przekątna 

(czworoboku zupełnego) 62, - rze­
czywista 76, 99, - urojona 76, 99, 
- właściwa 5 

Proste izotropowe (płaszczyzny) 204, 
- normalne i - podwójne (pęku 
inwolucyjnego) 113, 191, - siecz­
ne (względem stożkowej) 140, 
142, - sprzężone (- - ) 175, -
urojone sprzężone 76, 99, - ze­
wnętrzne (wzgl. stożkowej) 140,142, 
- zjednoczone (pęków rzutowych) 
26, 76 

Przekrój odcinka 17 

Przekształcenie dwustosunku 41, 47, 
53, - stosunku harmonicznego 59 

Przestrzeń 10 
Punkt niewłaściwy 5, - przekątny 

( czworokąta zupełnego) 62, - rze­
czywisty 72, - styczności 121, 134, 
- urojony 72, - właściwy 5. 

Punkty graniczne (szeregów rzuto­
wych) 66, 70, - kołowe (płaszczy­

zny) 204, - podwójne (szeregu in­
wolucyjnego) 107, - sprzężone uro­
jone 72, - sprzężone (względem 

stożkowej) 175, - wewnętrzne (­
- ) 140, 142, - wzajemne (szere­
gów rzu~owych) 66, - zbiegu (­
-) 66, - zjednoczone (- - ) 70, 
-· zewnętrzne (względem stożko-
wej) 140, 142 

Równania rzutowych pęków i szere-
gów 138 

Równość odwrotna 91, - prosta 91 
Rozdzielające się pary elementów 35 
Różnoimienne utwory 22 
Rząd krzywej 139 
Rzutowe utwory 28 
Rzutowość 27, 29, - inwolucyjna 

103, 104, - utworów przystają­

cych 89 

Spółrzędne Kartezjusza 135, - Pliik­
kera 135 

Średnica stożkowej 193, - idealna 
(hiperboli) 194, - rzeczywista 194 

Średnice sprzężone stożkowej 197 
Środek pęku 9, - stożkowej 193, -

symetrji (stożkowej) 196, - sze­
regu inwolucyjnego 107, - wiąz­

ki 10 
Staudta twierdzenie 179,180, -twier­

dzenie podstawowe 78 
Steinera konstrukcje 156, - twier­

dzenie 120, 122, 124 
Stopień krzywej 139 
Stosunek anharmoniczny 40, 46, 49, 

- harmoniczny 57, - podwójne­
go podziału 40, 46, 49, - podzia­
łu 36, 38, 42, 45, 49 

Stożkowa 119, - niewłaściwa 143, 
- niezniekształcona 148, -właści­
wa 144, - zniekształcona 146, 147 
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Styczna (stożkowej) 121 
. Symbole (oznaczenia) 8 

Szereg inwolucyjny punktów 105, -
punktów 8 

Szeregi eliptyczne, hiperboliczne, 
paraboliczne 72, - odwrotnie przy­
stające (równe) 91, - podobne 65, 
67, - przystające 68, 90, - rów­
ne 90, - wprost przystające (rów­
ne) 91 

Trójbok 20 
Trójkąt biegunowy 164, - przekąt­

ny 63 
'1:rójkrawędź 21 
Twierdzenia dwoiste 18, - wzajem-

ne 18 

Układ płaski 10 
Ustawienie 4 
Utwory jednoimienne 26, różno-

imienne 22, - zasadnicze 8, 11 
Uzupełnienie szeregu inwolucyjne­

go 109, - utworów rzutowych 83 

.. 

Wiązka 10 

Wierzchołek pęku 9, - stożkowej 

201, - wiązki 10 
Wierzchołki przeciwiegłe (czworobo­

ku zupełnego) 62, - sześcioboku 

125 

Własności geometryczne 1, - mia­
rowe 1, 174, __: opisowe 1, 19, 173, 
- rzutowe 174 

Wyznaczenie rzutowości 79, - rzu­
towości inwolucyjnej 106 

Zależność perspektywiczna 13, 26 
Zasady biegunowej dwoistości 18, 

172 

Zbiór 8 
Zjednoczone elementy 26 
Znak dwustosunku 40, 42, 46, - ką­

ta 43, - odcinka 36, - stosunku 
podziału 38, 45, - zwrotu odcin­
ka 36, - zwrotu w pęku 43 

Zwrot pęku 42, - prostej 36 





' 



' 




	Przedmowa
	Treść
	Wstęp
	ROZDZIAŁ I. Wiadomości wstępne
	1. Elementy właściwe i niewłaściwe
	2. Utwory zasadnicze
	3. Rzuty i przecięcia
	4. Pewnik ciągłości
	5. Zasady biegunowej dwoistości

	ROZDZIAŁ II. Rzutowości pomiędzy utworami zasadniczemi gatunku pierwszego
	6. Perspektywiczność utworów zasadniczych gatunku 1-go
	7. Rzutowość utworów zasadniczych gatunku 1-go
	8. O ruchu homologicznych elementów w rzutowych utworach zasadniczych gatunku 1-go
	9. Stosunek podziału i dwustosunek elementów szeregu punktów
	10. Stosunek podziału i dwustosunek elementów pęku prostych
	11. Charakter rzutowy dwustosunku czterech elementów utworu zasadniczego 1-go gatunku
	12. Stosunek harmoniczny
	13. Czworokąt i czworobok zupełny
	14. Potęga szeregów rzutowych. Szeregi i pęki podobne
	15. Szeregi rzutowe o wspólnej podstawie
	16. Pęki rzutowe o wspólnym wierzchołku
	17. Twierdzenie podstawowe Staudt'a. Wyznaczenie rzutowości pomiędzy utworami zasadniczemi gatunku 1-go
	18. Kryterjum perspektywiczności utworów rzutowych
	19. Konstrukcyjne uzupełnienie rzutowych utworów zasadniczych gatunku 1-go
	20. Rzutowość utworów przystających
	21. Potęga pęków rzutowych
	22. Elementy zjednoczone pęków rzutowych o wspólnym wierzchołku
	23. Rzutowość inwolucyjna utworów zasadniczych gatunku 1-go
	24. Własności szeregów inwolucyjnych
	25. Własności pęków inwolucyjnych

	ROZDZIAŁ III. Stożkowe
	26. Utwory rzutowych pęków prostych i szeregów punktów
	27. Twierdzenia Steinera
	28. Twierdzenia Pascala i Brianchona
	29. Szczególne przypadki twierdzeń Pascala i Brianchońa. Konfiguracja Mac Laurina
	30. Fundamentalna własność stożkowych. Stożkowe jako krzywe stopnia drugiego
	31. Proste sieczne i zewnętrzne. Punkty zewnętrzne i wewnętrzne
	32. Podział stożkowych
	33. Stożkowe zniekształcone
	34. Warunki, określające stożkową
	35. Zadania konstrukcyjne i ćwiczenia
	36. Konstrukcje Steinera
	37. Badanie utworu pęków rzutowych
	38. Biegunowa punktu i biegun prostej względem stożkowej
	39. Twierdzenia Desargues'a
	40. Dalsze własności biegunów i biegunowych
	41. Zasada biegunowej dwoistości
	42. Punkty sprzężone i proste sprzężone względem stożkowej
	43. Trójkąt wpisany w stożkową
	44. Konstrukcyjne wyznaczenie elementów podwójnych pęków inwolucyjnych i szeregów inwolucyjnych
	45. Wspólna para homologicznych elementów dwóch szeregów
	46. Własności punktów zewnętrznych i wewnętrznych, oraz prostych siecznych i zewnętrznych
	47. Proste normalne pęku inwolucyjnego. Pęk cykliczny
	48. Średnica i środek stożkowej
	49. Średnice sprzężone, asymptoty, osie i wierzchołkistożkowej
	50. Koło. Inwolucja bezwzględna. Punkty kołowe i proste izotropowe
	51. Konstrukcje stożkowych
	52. Dalsze warunki, określające stożkową
	53. Twierdzenia Desargues'a
	54. Pęki i pasma stożkowych
	55. O stożkowych, określonych trzema punktami i dwiema stycznemi
	56. Ogniska stożkowej
	57. Kierownice stożkowej
	58. Zadania konstrukcyjne

	Ważniejsze omyłki
	Skorowidz alfabetyczny

