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Przedmowa.

Ksiazka niniejsza zawiera cze$¢ moich wykladow z zakresu
geometrji rzutowej. Omawiany materjal podzielilem na trzy roz-
dzialy, ktérych dokladna tre$é podaje w ponizej zamieszczonym
spisie. W rozdziale pierwszym zestawilem wiadomosci wstepne,
w rozdziale drugim zajalem si¢ pewnemi zaleznoSciami geome-
trycznemi, t. zw. rzutowosciami, zachodzacemi pomiedzy zasad-
niczemi utworami gatunku pierwszego. Wreszcie w ostatnim
rozdziale oméwilem szezegélowo teorje stozkowych.

Dalsze wyklady, odnoszace sie do rzutowosei utworéw za-
sadniczych gatunku drugiego i trzeciego, oraz do teorji po-
wierzchni 2-go stopnia, obejmowaé bedzie ezes§é druga ,Elemen-
téw geomeftrji rzutowej“.

Za pomoc w czytaniu zmudnej korekty dziekuje serdecz-
nie Panu Koledze Jézefowi Wroblewskiemu, profesorowi XI. gimn.
Panu Mieczystawowi Teliczkowi, asystentowi Politechniki Lwow-
skiej, dziekuje uprzejmie za techniczne wykonanie rysunkéw.

 Spelnie wreszcie mily obowiazek, jezeli Naktadcy wyraze
na tem miejscu serdeczne podziekowanie za bardzo staranne
wydanie niniejszego podrecznika. ;

We Lwowie, w styczniu 1927 r.
Autor.
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Wstep.

Zaleznosei geometryezne, zachodzace pomiedzy punktami,
prostemi, plaszezyznami, wieloScianami, linjami krzywemi, po-
wierzchniami,... nazywamy wlasnoS$ciami geometrycznemi. Wla-
snoseci te podzieli¢ mozemy na dwie kategorje: na wlasnos§ci
opisowe i na wlasno§ci miarowe. — Do pierwszej kate-
gorji naleza wlasnoéci, odnoszace sie do poje¢ punktu, prostej,
plaszezyzny i t. d. (np. kilka punktéw lezy na jednej prostej
lub plaszezyznie, kilka prostych lezy na jednej plaszezyznie
lub przechodzi przez jeden punkt, kilka plaszezyzn przechodzi
przez jeden punkt albo przez jedna prosta, i t. p). Natomiast
do drugiej kategorji naleza wlasnoSci, odnoszace sie do pojec:
odleglosei (np. odleglosé dwdéch punktéw, dwoch prostych réw-
noleglych, dwéch plaszezyzn réwnoleglych, odleglosé punktu
od prostej, wzgl. od plaszezyzny), wielkosci kata (np. kat dwéch
prostych, dwéch plaszezyzn, kat prostej i plaszezyzny), po-
wierzchni (np. powierzchnia wielokata, wielo§cianu) i objetosei
(np. objetosé wieloScianu).

Przedmiotem badan geometrji rzutowej — zwanej
takze wyzsza, nowsza, polozenia lub syntetyczna — sa wlasno-
sei opisowe utworéw geometrycznych. Poniewaz jednak wlasno-
Sei miarowe posiadaja bardzo ciekawe zwiazki z geometrja rzu-
towa, tworzac jej przedmiot zastosowan, przeto w rozwazaniach
naszych omawiaé bedziemy tak wlasnosci opisowe, jak i wla-
snoSci miarowe utworéw geometrycznych.

Jakkolwiek wlasciwy rozwo] geometrji rzutowej przypada
dopiero na wiek XIX, to jednak poczatkéw tej nauki doszuki-
waé¢ sie mozna w praktyeznych konstrukejach perspektywy.
Badanie utworéw geometryeznych z punktu widzenia perspek-
tywy umozliwia w sposéb nader latwy wyznaczenie wlasnosei
opisowych tych utworéw, oraz zawiera dwa podstawowe dzia-
lania geomefrji rzutowej, a mianowicie: rzucanie i przecinanie.
Pierwsze z tych dzialan odpowiada procesowi widzenia, drugie
natomiast procesowi wyobrazania na plaszczyZnie przeciecia.
Badanie ta droga wlasnodci stozkowych, jako perspektywy kola,

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 1



2 Wstep.

zawdzieczamy Desarguesowi (1593—1662) i Pascalowi
(1623—1662). Wlasciwymi twércami geometrji rzutowej sa:
J. V. Poncelet?!), Mobius?, J. Steiners), M. Chasles?)
i K. G. Ch. von Staud t5).

Wymienié nalezy jeszcze dziela nastepujacych autoréw :
T. Reye®), H . Schroter”), W. Fiedlers), L. Cremona?),
J.Thomae?), EEWeyril), F.Aschieri!?), Chr. Wien er13),
R. Sturm?), K. Rohn u. E. Papperitz), K. Doehle-
mannis), F. Enriques!’), R. Boger®), F. Severi®?),

1) Traité des Propriétés projectives des Figures, Paris 1822 (II wyd.
1865—66).

%) Der baryzentrische Caleul, Leipzig 1827 ; Gesammelte Werke, 4 Bde,
Leipzig 1885—87.

%) Systematische Entwicklung der Abhingigkeit geometrischer Gestal-
ten von einander, Berlin 1832; Gesammelte Werke, 2 Bde, Berlin 1881—82.

4 Apercu historique sur I’Origine et le Développement des Méthodes
en Géométrie, Bruxelles 1837 (III wyd. Paris 1889); Traité de Géométrie
supérieure, Paris 1852 (IT wyd. 1880); Traité des Sections coniques, Paris 1865.

% Geometrie der Lage, Niirnberg 1847; Beitrige zur Geometrie der
Lage, Niirnberg 1856—1860; Geometria di Posizione (przelozyl Segre), To-
rino 1889.

%) Die Geometrie der Lage, Leipzig 1866 (VI wyd. Tom I 1923, V wyd.
Tom II i IIT 1923).

7) Die Theorie d. Kegelschnitte, gestiitzt auf projectivische Eigenschaf-
ten (Teil IT von J. Steiners Vorlesungen iiber synthetische Geometrie),
Leipzig 1866 (III wyd. 1898); Theorie d. Oberflichen zweiter Ordnung u. d.
Raumkurven dritter Ordnung als Erzeugnisse projektivischer Gebilde, Leip-
zig 1880.

%) Die darstellende Geometrie in organischer Verbindung mit d. Geo-
metrie der Lage, 3 Bde, Leipzig 1871—1883.

9 Elementi di geometria projettiva, Milano 1872 (przeklad franc. D e-
‘'wulf’a i niem. Trautvettera).

1) Ebene geometrische Gebilde vom Standpunkte d. Geometrie d. Lage
betrachtet, Halle 1873; Die Kegelschnitte in rein projektiver Behandlung,
Halle 1894.

1) Elemente d. projektiv. Geometrie, 2 Bd, Wien 1883—87. ™

2) Geometria projettiva, Milano 1884 (II wyd. 1888).

13) Lehrbuch d. darstellenden Geometrie, 2 Bde, Leipzig 1884—87.

14) Die Gebilde ersten u. zweiten Grades d. Liniengeometrie in syn-
thetlscher Behandlung, 8 Bde, Leipzig 1892—97; Die Lehre von d. geome-
trischen Verwandtschaften, 4 Bde, Leipzig u. Berlin 1908.

15) Lehrbuch d. darstellenden Geometrie, 2 Bde, Leipzig 1893—96.

18) Projektive Geometrie in synthetischer Behandlung 1898, Sammlung
Goschen (V wyd. Tom I i IT 1924).

. 17) Lezioni di geometria projettiva, Bologna 1898 (przeklad niem. Fle i-
schera i polski Wlodarskiego z III-go wyd. wloskiego, Warszawa 1917).
13) Ebene Geometrie d. Lage, Leipzig 1900. :
19) Complementi di geometria projettiva, Bologna 1906.
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E. Duporcq?), M. Grossmann?), E. Bally?), G. Schef-
ferst) i M. DOcagneb).

Réwniez i w naszej literaturze naukowej, poza specjalnemi
rozprawami polskich autoréw, posiadamy Kkilka podrecznikéw
z zakresu geometrji rzutowej. Naleza tu prace: G. H. Niewe-
glowskiego®), Juljana Bayera’, Stanislawa Ziem-
bifnskiego$®), Dr. Marjana A. Baranieckiego?), Alfre-
da Lewenbergal?), Dr. M. Feldbluma?), prof. Dr. Mie-
czystawa Lazarskiego!?), prof. Dr. Kazimierza Bar-
tla1s), F. Enriques’a (przeklad Dr. Franciszka Wlodar-
skiego)14), prof. Stanislawa Garlickiego), Dr. A. Pla-
mitzera%) i Dr. Stefana Kwietniewskiegol7).

!) Premiers principes de géométrie moderne (Deuxiéme édition revue
et augmentée par R. Bricard), Paris 1912

) Darstellende Geometrie, Leipzig u. Berlin 1915 (IT wyd. 1921).

3) Principes et premiers développements de géométrie générale syn-
thétique moderne, Paris 1922.

4) Lehrbuch d. darstellenden Geometrie, 2 Bde, Berlin 1919—1920
(IT wyd. 1922).

.%) Notions sommaires de géométrie projective, Paris 1924.

%) Geometrja, Paryz 1854 (IT wyd. Paryz—Lw6w, Tom I 1868, Tom II1869).

") Pierwsze poczatki geometrji wyzszej (kurs litogratowany), Warszawa
1867 (wedle pracy Michala Rembacza: ,Krotko zebrana historja geo-
metrji wykreSlnej“ CzeSé I i II. Stanislawow 1890—91).

8) Skladnia wykreslna (geometrja polozenia) podlug T. Reye'go,
Lwow 1877.

%) Poczatkowy wyklad syntetyczny wlasnosci przecie¢ stozkowych, War-
szawa 1885.

%) Geometrja rzutowa tworéw pierwiastkowych, Warszawa 1902.

1) Geometrja wykreslna, Warszawa 1902.

12) Zasady geometrji wykresinej, Tom I i IT, Lwow 1903—6.

3) Geometrja wykre§lna (kurs litografowany), Lwow 1913—14; Geo-
metrja wykre§lna, Lwéw 1919 (IT wyd. 1922).

4) Wyklady geometrji rzutowej, Warszawa 1917.

%) Kurs geometrji wykreslnej (litografowany), Warszawa 1921.

16) Elementy plaskiej geometrji rzutowej (litografowane), Lwéw 1921
(IT wyd. 1922).

") Geometrja rzutowa (kurs litografowany), Warszawa 1923.



ROZDZIAL I
Wiadomosci wstepne.

1. Elementy wlasciwe i niewlasciwe !). Oznaczenia. Punkty,
proste i plaszezyzny nazywamy elementami zasadniczemi. Wia-
domo nam, zZe dwie proste, lezace na jednej plaszezyZnie i nie
majace punktu wspdlnego, sa prostemi réwnoleglemi.
Skoro przyjmiemy ?) dowolna prosta a i punkt B, nie lezacy
na owej prostej, to woéwezas przez punkt B przechodzi jedna
itylko jedna prosta ¢, ré6wnolegla do danej prostej a
(postulat Euclidesa). Zamiast mowié, Ze ,dwie proste sa réwno-
legle“, powiemy, zZe owe proste ,posiadaja jeden i ten sam kie-
runek“ lub tez, ze one ,posiadaja wspolny Kierunek¢. Be-
dziemy tez mowili, ze ,prosta nalezy do swego kierunku*.

Powiadamy, Ze: prosta i plaszczyzna sa do siebie r6w-
nolegle, jezeli owe elementy nie maja ani jednego punktu
wspolnego.

Dwie plaszezyzny, nie majace zadnych punktéw wspélnych,
nazywamy plaszczyznami réwnoleglemi. Zamiast mo-
wi¢é, ze ,dwie plaszezyzny sa rownolegle“, powiemy, ze owe
plaszezyzny ,posiadaja jedno i to samo uslawienie“, albo tez,
ze ,posiadaja wspélne ustawienie“. Bedziemy tez mowili, zZe
yplaszezyzna nalezy do swego ustawienia®.

Korzystajac z nowo wprowadzonych wyrazen ,kierunek
i ,ustawienie“, mozemy ustali¢ pomiedzy elementami zasadni-
czemi nastepujace zaleznosei :

1) Porownaj Federigo Enriques: Wyklady geometrji rzutowej. War-
szawa 1917 (przeklad Fr. Wtodarskiego), str. 8.

Dr. Emil Miiller: Lehrbuch d. darstellenden Geometrie f. techn. Hoch-
schulen. Leipzig u. Berlin 1908. Bd. I. S. 8.

?) Umowmy sie, ze punkty oznaczaé bedziemy duzemi literami alfabetu
lacinskiego lub eyframi arabskiemi, proste oznacza¢ bedziemy malemi lite-
rami alfabetu lacinskiego lub cyframi rzymskiemi, plaszezyzny za§ malemi
literami alfabetu greckiego.



1. Elementy wlaSciwe i niewlaSciwe. Oznaczenia. 5

a) Dwa punkty (ré6zne od siebie) okre§laja (wyznaczaja)
jedna i tylkojedna prosta, nalezaca do nich (i do ktérej
one naleza).

b) Dwie (ré6zne od siebie) plaszczyzny okreslaja (wyzna-
czaja) jedna i tylko jedna prosta, nalezaca do nich (t. zw-
krawedZz przeciecia sie), lub tez jedno i tylko jedno usta-
wienie, nalezace do nich (gdy plaszezyzny sa réwnolegle).

¢) Punkt i kierunek okre§laja jedna i tylko jedna
prosta, do ktérej naleza (t. zn. prosta, przechodzaca przez dany
punkt i réwnolegla do danej prostej).

d) Dwa rézne kierunki okreslaja jedno i tylko jedno
ustawienie, do ktérego naleza (t. zn. istnieje nieograniczona
itos¢ plaszezyzn, réwnoleglych do dwéch danych prostych o réz-
nych kierunkach, i wszystkie te plaszczyzny sa wzgledem siebie
rownolegle).

e) Trzy (r6zne) punkty, nie nalezace do jednej prostej,
okre§laja jedna i tylko jedna plaszezyzne, nalezaca do
nich (i do ktérej one naleza).

f) Trzy (réine) plaszezyzny, nie przechodzace przez jedna
i te sama prosta, oraz nie posiadajace wspdélnego ustawienia,
okre§lajg jeden i tylko jeden punkt albo tez jeden i tyl-
ko jeden kierunek (gdy sa réwnolegle do tej samej prostej).

g) Dwa punkty i dowolny kierunek (rézny od kierunku
prostej, wyznaczonej dwoma danemi punktami), okreslaja jed-
naitylko jedna plaszezyzne (ktéra przechodzi przez owe
dwa punkty i jest réwnolegla do danej prostej).

h) Punkt i dwa kierunki okreslaja jedna i tylko jedna
plaszezyzne, do ktérej naleza (t. zn. przez punkt przechodzi
jedna tylko plaszezyzna, réwnolegla do dwéch danych prostych
o dwéch réznych kierunkach).

7 latwosecia zauwazymy, ze w powyzszych zwiazkach a)... h)
wyraz ,kierunek“ zastepuje w wielu przypadkach wyraz ,punkt“
i wyraz ,ustawienie“ zastepuje wyraz ,prosta“. Nasuwa sie my§l,
aby zdefinjowaé¢ kierunek prostej jako ,punkt®, a uslawie-
nie ptaszezyzny jako ,prostq. Celem odréznienia ,punktu“
w znaczeniu zwyklem (dotychezasowem) od nowo wprowadzo-
nego ,punktu“ (zamiast ,kierunku“) nazywaé bedziemy : pierw-
szy z tych elementéw punktem wtasciwym, a drugi ele-
ment punktem niewtasciwym (punktem nieskonczenie da-
lekim albo punktem w nieskoficzonosci). Podobnie ,prosta“
w znaczeniu zwyklem nazwiemy prosta wtasciwqg, a nowo
wprowadzony element ,prosta“ w znaczeniu zastepujacem ,usta-



6 I. WiadomosSei wstepne.

wienie“, nazwiemy prosta niewtasciwq (prosta nieskoncze-
nie daleka albo prosta w nieskonczonosci). Elementy niewla-
sciwe oznacza¢ bedziemy symbolem «, piszac np. A= (czytaj:
punkt niewlasciwy A), b (czytaj: prosta niewlasciwa b). — Sto-
sujac wprowadzone wyrazenia, powiemy:

Kazda prosta wlasciwa Kazda plaszezyzna wla-
posiada nieograniczona ilosé sciwa posiada nieograniczona
punktéw wlasciwych, oraz je- ilo§¢ prostych wlasciwych, oraz
den i tylko jeden punkt jedna i tylko jedng pro-
niewlasciwy (swoj kierunek). sta niewlasciwa (swoje usta-

| wienie).

Na danej plaszezyZnie € niechaj leza proste wlasciwe a, b, ¢, ...
oraz prosta niewlasciwa e<. Kazdy punkt prostej a, a zatem
i punkt niewlasciwy A (kierunek prostej a), lezy na plaszczy-
7nie &. Podobnie punkty niewlasciwe B>, C=,... prostych b, c,...,
przynaleza tez do plaszezyzny e. Pary prostych: aib, aic,...,
bic..., wyznaczaja (okreslaja) jedna i te sama plaszezyzne e
Natomiast ,kierunki“ uwazanych par prostych, t. zn. pary punk-
téw niewlaciwych: A~° i B>, A~ i C*,..., B*i C*,... okre§laja
yustawienie“ plaszezyzny e czyli prosta niewlasciwa e> tejze
plaszezyzny. Jezeli punkty A* i B okreslaja prosta e>, to
owe punkty naleza (przynaleza) do prostej e lub leza na owej
prostej; prosta e nalezy (przynalezy) do punktéw A~ i B®
lub przechodzi przez owe punkty. Wnosimy stad, ze:

Prosta niewlasciwa e dowolnej plaszczyzny wla-
Sciwej & jest miejscem geometrycznem wszystkich
punktéw niewlasciwych, ktére leza na owej plaszezy-
Znie e.

O prostych réwnoleglych mozemy powiedzieé¢, ze: ,dwie
proste réownolegle nie przecinaja sie w punkcie wlasci-
wym* albo tez, ze: ,dwie proste réwnolegle przecinaja sie
* w jednym i tylko jednym punkcie niewlasciwym®. Zamiast mo-
wi¢, ze ,dwie plaszezyzny réwnolegle nie przecinaja sie
w prostej wlasciwej“, powiemy: ,dwie plaszezyzny réwnolegle
przecinaja sie w jednej i tylko jednej prostej niewlasciwej«,

Zajmiemy sie teraz zbadaniem zalezno$ei, jaka zachodzi
pomiedzy dwiema dowolnemi prostemi niewlasciwemi. W tym
celu wezmy pod uwage dwie dowolne plaszezyzny e i 8, ktére
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nie sa do siebie réwnolegle i przecinaja sie w prostej wlasci-
wej (krawedzi) c¢. Oznaczmy przez C° punkt niewlasciwy pro-
stej ¢ (jej kierunek), przez a> prosta niewlasciwa plaszezyzny o
(jej ustawienie) i przez b prosta niewlasciwa plaszczyzny f.
Kazdy punkt (a zatem réwniez i punkt niewlasciwy C) kra-
wedzi ¢ przynalezy réwnoczesnie do plaszezyzny e« i do pla-
szezyzny f. Element €, jako punkt plaszczyzny e, lezy na
prostej niewlasciwej a*, a nadto, jako punkt plaszezyzny f,
lezy tez i na prostej niewlasciwej be. Wnosimy stad, ze:

Dwie dowolne (rézne od siebie) proste niewtasciwe posia-
dajq (przechodza przez, przecinaja sie) jeden i tylko jeden
wspdlny punkt niewtasciwy.

Wiadomo 1), ze: og6l prostych wlasciwych a, b, c,..., z kt6-
rych kazde dwie przecinaja sie, lecz nie wszystkie przechodza
przez jeden i ten sam punkt, przynalezy do jednej i tylko
jednej plaszezyzny. Poniewaz kazde dwie proste niewlasciwe
przecinaja sie, ale wszystkie nie musza réwnoczesnie przecho-
dzié¢ przez jeden i ten sam punkt niewlasciwy (€, (bo og6l
plaszezyzn a, 8, 7,... nie musi byé réwnolegly do jednej i tej
samej prostej wlasciwej ¢) — przeto nasuwa sie mysl zdefinjo-
wania ogotu prostych niewtasciwych (a tem samem i ogélu punk-
téw niewlasciwych) jako ,ptaszczyzny“. Celem odréznienia ,pla-
szezyzny“ w znaczeniu dotychcezasowem (zwyklem) od nowo
zdefinjowanej ,plaszezyzny“, nazywaé bedziemy: pierwsza z nich
plaszczyzna wlasciwqg, a druga plaszczyzna niewta-
Sciwq (plaszezyzna nieskonczenie daleka, plaszezyzna w nie-
skofiezonosei).

Korzystajac z dotycheczasowych rozwazaf, ujaé mozemy
podane poprzednio zaleznoS$ci aj...h) w nastepujaca forme:

Dwa (rézne od siebie) Duwie (rézne) ptaszczyzny
punkty okreslajq jednq i tylko okreslajq jednq i tylko jednq
jednq prostq, do ktorej nalezq. prostq, do ktérej nalezq.

) Przynajmniej jedna z prostych danych, np. prosta ¢, nie przechodzi
przez punkt P przeciecia sie prostych a i b. Oznaczmy przez A i B punkty
przeciecia sie prostej ¢ z prostemi a i b, a przez e plaszezyzne, okreslong
punktami 4, B i P. Na plaszezyZnie ¢ leza proste q, b ic, gdyz kazda z nich
ma dwa punkty wspélne z plaszezyzna e Kazda inna prosta d, nalezaca do
przyjetego ogélu prostych, przecinaé musi proste a, b i ¢, ale nie moze prze-
chodzi¢ rownoczesnie przez punkty A, B i P. Jezeli d nie przechodzi np.
przez punkt A, to musi leze¢ na plaszezyznie ¢, gdyz punkty, w ktérych d
przecina proste a i ¢, leza na e A zatem wszystkie proste a, b, c... leza na
jednej i tylko jednej plaszezyznie e.
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Trzy (rézne) punkty, nie
nalezqce do jednej prostej, o-
kreslajq jednq i tylko jednq
plaszczyzne, do ktorej nalezq.

Trzy (rézne) ptaszczyzny,
nie nalezqce do jednej prostej,
okreslajq jeden i tylko jeden
punkt, do ktérego nalezq.

W.powyzszych twierdzeniach nie czynimy zadnej réznicy po-
miedzy elementami wlasciwemi a elementami niewlagciwemi. Z la-
twoscia stwierdzimy tez prawdziwos$é twierdzen nastepujacych :

Punkt i prosta, nie nale-
zqce do siebie, okre$lajq jednq
i tylko jednq ptaszczyzne, do
ktorej nalezq.

Dwie (r6zne) proste, prze-
cinajqce sie w punkcie, okre-
$lajq jednq 1 tylko jednq pta-
szczyzne, do ktérej nalezq.

Ptaszczyzna i prosla, nie
nalezqce do siebie, okreslajq
jeden i tylko jeden punkt, do
ktérego nalezq.

Dwie (réine) proste, le-
zqce na ptaszczyznie, okreslajq
jeden i tylko jeden punkl, do
ktorego nalezq.

Aby oznaczyé, ze prosta | okreslona jest punktami A i B,
poslugiwaé sie bedziemy symbolem: [ = AB. Podobnie symbol
[ = af oznacza prosta (krawedz) [, okreslona plaszezyznami
a i 8. Symbol ¢ = ABC oznacza plaszczyzne & okreslona punk-
tami A, B i C. Analogicznie zapomoca symbolu P = afy ozna-
czamy punkt P, okreslony trzema plaszezyznami ¢, 3 i y. Punkt A
i dowolna prosta b okreslaja plaszczyzne y = Ab, a plaszezy-
zna e« i dowolna prosta b okreslaja punkt (przebicia sie) € = ab.
Symbole e=ab i E= ab oznaczaja plaszczyzne & okreslona
(wzglednie punkt E okreslony) przez dwie proste a i b. Cheac
zaznaczyé, ze element omawiany jest niewlasciwym, uzy-
wamy symbolu: o, piszgce: A® lub Ae, D, b, €%, wigl ec.

2. Utwory zasadnicze. W geometrji rzutowej wystepuja
pewne utwory zasadnicze, a mianowicie :

Szereg punktéw, t. j. og6l (zbiér) wszystkich punktéw, na-
lezacych do pewnej prostej p. Poszczegélne punkty A, B, C,...
tej prostej nazywamy elementami szeregu, a prosta p pod-
stawg uwazanego szeregu. Szereg punktéw o podstawie p
i o elementach A, B, C,... oznaczamy symbolem: p(4, B, C,...)
albo symbolem (p). Jezeli podstawa szeregu jest prosta wla-
$ciwa p (rye. 1), to szereg (p) posiada nieograniczona ilo§¢ punk-
tow wlagciwych, oraz jeden i tylko jeden punkt niewla-
§ciwy N W przypadku, gdy podstawa szeregu jest prosta
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niewladciwa p<, to elementami owego szeregu p>(A=, B*,...)
sa wylacznie tylko punkty niewlasciwe A, B<,... Szereg (p )
nazywaé¢ bedziemy: ,niewlasciwym szeregiem punktéw“ albo
ySzeregiem punktéw nie-

wlasciwych“ lub ,szeregiem /¥~ 4 B8 ¢ p

P~
punktéw o podstawie nie- )
wlasciwej“.

Pek prostych, t. . zbior '
wszystkich prostych a, b, ¢

¢ ..., przechodzacych przez

dowolny punkt W i leza- / W ,
cych na dowolnej pla- 2
szezyZnie o. Proste a, b,... 0'%

sa elementami uwaza-
nego peku, punkt W jest Rye. 1.
jegowierzcholkiem lub
Srodkiem, a plaszezyzna o jest jego plaszczyzna pod-
stawowa. Symbolami W(a, b,¢,...)o i (W)w albo W(a,b,c,...)
i (W) oznaczaé bedziemy pek prostych. Jezeli wierzcholek W
peku jest punktem wlasciwym, to (rye. 1) elementami tego peku
sa proste wlasciwe. W przypadku, gdy plaszezyzna podstawowa
o peku prostych jest elementem wlasciwym, a wierzcholek punk-
tem niewlagciwym 117, to (ryc. 1) elementami tego peku sa pro-
ste wlasciwe a,//by//¢;//... 0 wspélnym Kkierunku, oraz jedna
itylko jedna prosta niewlasciwa n¢®, przynalezna do pod-
stawy o. Pek prostych (W =), nazywaé bedziemy: ,pekiem pro-
stych réwnoleglyeh“ lub ,pekiem prostych o wierzcholku nie-
wlasciwym“. — Wreszcie pek prostych W (a*, b*,...), ktérego
wierzcholkiem jest punkt niewlasciwy W<, plaszczyzna pod-
stawowa jest plaszezyzna niewlasciwa o, a elementami wylacz-
nie tylko proste niewlasciwe a=, b>,..., nazywaé¢ bedziemy:
yniewlagciwym pekiem prostych“ lub ,pekiem prostych niewla-
Seiwych“. ~
Pele ptaszczyzn, t. j. zbiér wszystkich plaszezyzn e, 8, v,...,
przechodzacych przez dowolna prosta [ Prosta [ jest osia
a plaszezyzny e, 3,... sa elementami peku plaszezyzn;
ten pek oznaczaé bedziemy symbolami [(q,8,7,...) lub (). Na
ryc. 1 podany jest pek plaszezyzn, ktérego osia jest prosta wla-
$ciwa [, a elementami wylacznie tylko plaszezyzny wlasciwe
a, B,... Przyjmujac plaszezyzny réwnolegle (o wspdélnem usta-
wieniu): a, //B;//y1//..., otrzymamy (ryc. 1) pek o osi niewla-
$ciwej [, Taki pek ((=), ktérego elementem jest réwniez i pla-
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szezyzna niewlasciwa o, nazywaé bedziemy: ,niewlasciwym
pekiem plaszcezyzn, ,pekiem plaszezyzn o osi niewlaéciwej“
lub ,pekiem plaszczyzn réwnoleglych*.

Uktad ptaski, t. j. zbiér wszystkich punktéw i wszystkich
prostych, przynaleznych do (lezacych na) dowolnej plaszezyzny e.
Plaszezyzne e nazywamy podstawa lub plaszezyzna pod-
stawowa ukladu plaskiego. Elementami ukladu o podstawie
wlagciwej ¢ sa (ryc. 4) wszystkie punhkty wlasciwe i proste wla-
Sciwe plaszczyzny e oraz prosta niewlasciwa e i zbidr jej
punktéw niewlasciwych, przynaleznych do plaszezyzny e Ten
uklad plaski oznaczaé bedziemy symbolami (4, B,C,...,,m,n,...)
lub (e). Jezeli podstawa ukladu plaskiego jest plaszezyzna nie-
wladciwa w *, to otrzymujemy ,niewladciwy uklad plaski¢,
ktérego elementami jest zbiér wszystkich prostych niewlasei-
wych i wszystkich punktéw niewlasciwych: — Skoro za elementy
ukladu plaskiego (¢) uwazaé¢ bedziemy wylacznie tylko zbiér
wszystkich punktéw, lezacych na plaszezyZznie ¢ to uwazany
utwér podstawowy nazywamy ,plaskim ukladem punktéw¢. Po-
dobnie, przyjmujac za elementy ukladu (¢) wylacznie tylko pro-
ste, (lezace oczywiScie na plaszczyZnie ¢), otrzymujemy t. zw.
splaski uklad prostych®.

Wigzka (wzgl. wiazka Srodkowa), t. j. zbiér wszystkich
prostych i wszystkich plaszezyzn, przechodzacych przez do-
wolny punkt W. Element W nazywamy wierzcholkiem albo
srodkiem wiazki. Wiazke te oznacza¢ bedziemy symbolem
W(a, b,c,..., 4, u,»,...) lub (W). Jezeli srodek wiazki (W) jest
punktem wlasciwym (ryc. 4) to elementami tej wiazki sa wy-
lacznie tylko proste wlasciwe i plaszezyzny wlasciwe. Przyjmu-
jac punkt niewlasciwy S za $rodek wigzki (S<°), to elementami
jej sa: proste réwnolegle a // b // c//... (0 wspbélnym kierunku S ),
plaszezyzny wlasciwe e, §,7,..., przechodzace przez punkt S<,
plaszezyzna niewlasciwa o> i pek prostych niewlasciwych
S®(a>, b=,...), o podstawie w>. Utwér zasadniczy (S°°) nazywaé
bedziemy wiazka niewladciwa lub ,wigzka o wierzcholku
niewlagciwym“. — Skoro za elementy wiazki (W) uwazaé be-
dziemy wylacznie tylko proste, wzgl. tylko plaszezyzny, prze-
chodzace przez punkt W, to wéwezas otrzymamy: wigzke
prostych, wzgl. wiazke plaszczyzn. Niewlasciwa wiazke
prostych (S*) nazywa¢ mozemy tez ,wigzka prostych réwno-
leglych*.

Przestrzen, t. j. zbiér (ogo6l) wszystkich punktéw, pla-
szezyzn i prostych. Przyjmujac za elementy przestrzeni tylko
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punkty, otrzymujemy przestrzen punktéw. Podobnie na-
zywamy przestrzenia plaszczyzn, wzgl. przestrzenia
_prostych taka przestrzen, ktérej elementami sa wylacznie
tylko plaszezyzny, wzgl. wylacznie tylko proste.

Szereg punktéw, pek prostych i pek plaszezyzn nazywa-
my utworami zasadniczemi gatunku pierwszego.
Uklad plaski i wigzka sa utworami zasadniczemi gatunku
drugiego, a przestrzen jest utworem zasadniczym gatunku
trzeciego.

Uklad plaski i wiazka zawieraja w sobie nieskonezenie
wiele utworéw zasadniczych gatunku 1-go. Kazdy bowiem punkt
ukladu plaskiego (a) jest wierzcholkiem peku prostych, leza-
cych na plaszezyzZnie «; podobnie kazda prosta ukladu () jest
podstawa szeregu punktéw. Kazda prosta wiazki (W) jest osia
peku plaszezyzn, przyczem elementy (t. zn. plaszezyzny) tego
peku sa zarazem elementami wiazki (W). Analogicznie kazda
plaszezyzna e wiazki (W) jest podstawa peku prostych (W)e
o wierzcholku W, przyczem elementy (t. zn. proste) owego peku
sa tez elementami i wiazki (W).

Wkonecu przestrzen zawiera w sobie nieskonczenie wiele
utworéw zasadniczych gatunku 1-go i 2-go. Kazdy punkt prze-
strzeni moze by¢ uwazany za wierzcholek wiazki, wzgl. peku
prostych, kazda plaszezyzna przestrzeni za podstawe ukladu
plaskiego, a kazda prosta przestrzeni za o$ peku plaszezyzn,
wzgl. za podstawe szeregu punktéw. Elementy wymienionych
utworéw zasadniczych gatunku 1-go i 2-go sa zarazem elemen-
tami przestrzeni.

3. Rzuty i przeciecia. W geometrji rzutowej wystepuja
dwa podstawowe dzialania!), a mianowicie rzucanie-i prze-
cinanie,

Dany szereg punktow
pids BCs) T zuc 1l zy do-
wolnego punktu E, nie leza-
cego (ryc. 2) na podstawie p
tego szeregu, znaczy: skon-
struowaé proste a=EA, b=EB,
=l s NS S A
czace dany punkt E z po-

Dany pek plaszezyzn
p(a,B,y,..)przeciaé dowol-
na plaszezyzna ¢ nie prze-
chodzaca (ryc. 3) przez oS p
tego peku, znaczy: skonstru-
owaé proste a=cea, b= ¢,
c=¢y,..., przeciecia sie da-
nej plaszezyzny & z poszcze-

) Porownaj F. Enriques, 1. c. str. 14.
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szezegdlnemi punktami A, B,
C,...p"N%,,.., szeregu (p).

Rzucajac dany szereg
punktéw p (4, B, C,...) z punk-
tu E, otrzymujemy na pla-
szezyznie w—= Ep pek prostych
E(a, b, Cyls .)n,

g6lnemi plaszezyznami e, f5,
?-.. beku (p).

Przecinajac dany pek
plaszezyzn p(e, 8, 9,...) pla-
szezyzng & otrzymujemy pek
prostych P(a, b, c,...): 0 wierz-
cholku P = ¢p,

przyczem pomiedzy elementami tych dwéeh utworéw za-
sadniczych gatunku 1-go zachodzi nastepujaca zaleznosc:

Kazda prosta a = EA pe-
ku (E)» jest podporzadkowa-
na jednemu i tylko jed-
nemu punktowi A szeregu (p)
i naodwrdt, kazdy punkt A te-
go szeregu podporzadkowany
jest jednej i tylko jed-
nej prostej a = EA peku (E)z.

Kazda prosta a = ea pe-
ku (P)e jest podporzadkowa-
na jednej i tylko jed-
nej plaszezyznie e peku (p),
i naodwrdét, kazda plaszezy-
zna « tego peku (p) podpo-
rzadkowana jest jedne]
i tylko jednej prostej
a = ea peku (P)e.

Do tej samej zaleznosci dojdziemy, skoro peki prostych
(E)z i (P)e uwazaé bedziemy za utwory dane. W istocie bowiem

dany pek prostych E(a,b,c,...)n
przeciadé prosta p, lezaca
na plaszezyznie podstawowej
7 1 nie przechodzaca (ryec. 2)
przez wierzcholek E danego
peku (E)=, znaczy: skonstru-
owaé punkty A= pa, B = pb,
C = pc,... przeciecia sie pro-
stej p z poszezegbélnemi pro-
stemi a, b, c,... peku (E)=.
Podobnie dany pek pro-
stych E(a, b,c,...)= przeciaé
dowolna plaszezyzne e nie
przechodzaca (rye. 2) przez
wierzcholek E, znaczy: skon-
struowac punkty A =ea, B=¢b,
C = ec,... przebicia sie 'pla-
szezyzny e z poszezegllnemi
prostemi a, b, c,... peku (E)x.

dany pek prostych P (a,b,c,...)e
rzucié z prostej p, przecho-
dzacej przez wierzcholek P,
a nie lezacej na piaszezyznie
podstawowe]j & (ryc. 3) danego
peku (P):, znaczy: skonstru-
owaé plaszezyzny o = pa,
B=pb, y=pc,..., przechodzace
przez prosta p i przez poszeze-
g6lne proste a, b, ¢,... peku (P)e.

Podobnie dany pek pro-
stych P(a,b,c,...)s TZUCIE
z dowolnego punktu E, nie le-
zacego (rye.3) na plaszezyznie
podstawowe]j & znaczy: skon-
struowacé plaszezyzny ¢ = Ea,
g = Eb, y=Eg,..., 1aczgce da-
ny punkt E z poszczegdlnemi
prostemi a, b, c,... peku (P)e.
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Przecinajac dany pek
prostych E(a, b, c,...)= prosta
p (wzgl. plaszezyzna e), otrzy-
mujemy na prostej p (wzgl
na prostej p = en) szereg punk-
téw p (4, B, C,...),

Rzucajac dany pek pro-
stych P (a, b, ¢, ...)s z prostej p
(wzgl. z punktu E), otrzyma-
my o osi p (wzgl. o osi p = EP)
pek plaszezyzn p(e,8,7,...)

przyczem pomiedzy elementami tych dwéeh réznoimien-
nych utworéw zadniczych gatunku 1-go zachodzi znowu wypi-

sana powyzej zaleznos§é:

Kazdy punkt A = pa
(wzgl. A = ¢a) szeregu (p) pod-
porzadkowany jest jednej
i tylko jednej prostej a
peku (E)z, i naodwrot, kazdej
prostej a peku (E)~ podpo-
rzadkowany jest jeden i tyl-
ko jeden punkt A = pa(wzgl.
A = ea) szeregu (p). Elemen-
ty podporzadkowane A i a

-przynalezg do siebie,

Kazda plaszezyzna e = pa
(wzgl. @ = Ea) peku (p) pod-
porzadkowana jest jednej
i tylko jednej prostej a
peku (P)e, i naodwrot, kazdej
prostej a peku (P): podpo-
rzadkowana jest jednai tyl-
ko jedna plaszezyznae = pa
(wzgl. @ = Ea) peku (p). Ele-
menty podporzadkowane « i a
przynaleza do siebie,

gdyz punkt A lezy na prostej a, prosta a przechodzi przez
punkt A, oraz plaszezyzna e przechodzi przez prosta a, prosta a

lezy na plaszezyznie a.

Rye. 2

Rye! 3.

Taka zalezno$é geometryczna, zachodzaca pomiedzy pod-

porzadkowanemi sobie elementami: a) szeregu punktéw (p)
1 peku prostych (E)z, b) peku plaszezyzn (p) i peku prostych
(P)e, nazywamy ,zalezno$cia perspektywiczna“ lub wprost per-
speklywicznosciq.
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W powyzszych przypadkach méwimy, Ze:

szereg punktéw (p) i pek pro-
stych (E)» sa odniesione
do siebie perspekty-
wicznie albo tez, ze sa per-
spektywiczne. Mowimy
tez, ze pek prostych (E)x jest
rzutem szeregu punktéw (p)
albo tez, ze szereg punktéw
(p) jest przecieciem pe-
ku prostych (E)x.

Dany szereg punktéw
s(A,B,C,..)rzucié z dowol-
wolnej prostej p, nie przeci-
najacej (ryc. 3) podstawy s
tego szeregu, znaczy: skon-
struowaé plaszezyzny a = pA,
Bi—=pBrey = p 5 przecho-
dzace przez prosta p i przez
poszezegélne punkty A, B,C,...
szeregu (s). Rzucajac dany
szereg punktow s(4,B,C,...)
z prostej p, otrzymujemy pek
plaszezyzn p (e, B.y,...) 0 0sip,

pek plaszezyzn (p) i pek pro-
stych (P) sa odniesione
do siebie perspekty-
wicznie, albo tez, zZe sag per-
spektywiczne. Moéwimy
tez, ze pek prostych (P): jest
przecieciem peku pla-
szezyzn (p) albo tez, ze pek
plaszezyzn (p) jest rzutem
peku prostych (P)e.
Dany pek plaszczyzn
p(a,B,y,..)przeciaé dowol-
na pr‘ostac s, nie przecinajaca
(ryc. 3) osi p tego peku, zna-
czy: skonstruowaé punkty
A —sa B — 38 C— Y- < PDrze-
bicia sie prostej s z poszcze-
g6lnemi plaszezyznami e, §,
. peku (p). Przecinajac da-
ny pek plaszezyzn p (e, B, 9,...)
prosta s, otrzymujemy szereg
punktow s(4, B,C,...) o pod-
stawie s,

przyczem pomiedzy elementami tych dwdéch réznoimien-
nych utworéw zasadniczych gatunku 1-go zachodzi nastqu-

jaca zalezno§é:

Kazda plaszezyzna @ =pA peku (p) podporzadkowana jest

jednemu i tylko jednemu punktowi A szeregu (s), i na-
odwrét, kazdy punkt A = se szeregu (s) podporzadkowany jest
jednejitylko jednej plaszezyznie e peku (p). Elementy
podporzadkowane ¢« i A przynaleza do siebie, gdyz «
przechodzi przez punkt A, punkt A lezy na plaszcezyZnie a.
Taka zalezno$é geometryczna, zachodzaca pomiedzy pod-
porzadkowanemi sobie elementami: A i e B1if, C1iy,... sze-
regu punktéw (s) i peku plaszezyzn (p), nazywamy ,zaleznoscia
perspektywiczna“ lub perspektywiczno§cia. W danym
przypadku méwimy, ze: szereg punktéw (s) i pek plaszezyzn(p)
sa odniesione do siebie perspektywicznie, albo tez,
ze sa perspektywiczne. Mowimy tez, Ze pek plaszczyzn (p)
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jest rzutem szeregu punktéw (s) albo tez, ze szereg punktow
(s) jest przecieciem peku plaszezyzn (p).
Z dotychezasowych rozwazan naszych wynika, Ze zapomoca

rzucania i przecinania przejsé
mozna od kazdego utworu
zasadniczego gatunku 1-go
do dwu pozostalych utworéw
zasadniczych gatunku 1-go.
Dwa podstawowe dziala-
nia geometrji rzutowej, t. j.
rzucanie i przecinanie, zasto-
sujmy teraz do utworéw za-
sadniczych gatunku 2-go, t. zn.
do ukladu plaskiego i wiazki.

Dany uklad plaski & (4,
RGN  ) r ZA G
z dowolnego punktu W, nie
lezacego (ryec.4) na plaszezyi-
nie podstawowej & uwazane-
go ukladu plaskiego (¢), zna-
czy: skonstruowac proste a =
= WA, b= WB, c=00. %
oraz plaszezyzny 4= Wi, uy=
= Wm, »= Whn,..., przecho-
dzace przez dany punkt W
i przez poszezegélne punkty
A, B, C,..., oraz przez poszcze-
gé6lne proste [, m, n,... ukladu
plaskiego ().

Rzucajac dany uklad pla-
ski ei(A B Gk 1wy )
z punktu W, otrzymujemy
wigzke Wia,b,c,..., 4, u,%,...)
o wierzcholku W,

Rye. 4.

Dana wiazke Srodkowa
Wb, c,..., L u,»,...) prze-
cia é dowolna plaszczyzna (e),
nie przechodzaca (ryc. 4) przez
wierzcholek (Srodek) W uwa-
zanej wigzki (W), znaczy:
skonstruowaé punkty A = ea,
B =ieb (=2, . .4 JOraZ  Pro-

setenl == A Lan — el — v, s

przeciecia sie danej plaszezy-
zny & z poszczeg6lnemi pro-
stemi a, b, ¢,..., oraz z po-
szezegolnemi  plaszezyznami
A u, ... wigzki (W).

Przecinajac dana wiazke
Wia, b ¢c...; 4,8 9,...) pla-
szezyzna e otrzymujemy u-
klad plaski ¢(4, B,C,..., I,m,

- n,...) o plaszezyznie podsta-

wowej &

przyczem pomiedzy elementami Aia, Bib, Cic,..., li2
mipu, niw.. tych dwéch réznoimiennych utworéw zasadni-
czych gatunku 2-go zachodzi nastepujaca zaleznosé:

Kazda prosta a = WA wiazki (W) podporzadkowana jest
jednemu i tylko jednemu punktowi A ukladu (¢), i na-
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odwrét kazdy punkt A = ea ukladu (¢) podporzadkowany jest
jednej i tylko jednej prostej a wiazki (W). Podobnie
kazda plaszezyzna 4= WI wiazki (W) podporzadkowana jest
jednejitylko jednej prostej [ ukladu (¢), i naodwrét, kazda
prosta [ = &4 ukladu (¢) podporzadkowana jest jednej i tyl-
ko jednej plaszezyznie 4 wiazki (W). Elementy podporzad-
kowane a i A oraz Ail przynaleza do siebie, gdyz pro-
sta a przechodzi przez A, punkt A lezy na prostej [, oraz pla-
szezyzna A przechodzi przez [, prosta za$ [ lezy na plaszezyi-
nie 4.

Taka zalezno§¢ geometryczna, zachodzaca pomiedzy ele-
mentami A i a,..., [ i 4,... ukladu plaskiego (¢) i wiazki (W),
nazywamy ,zaleznoscia perspektywiczna“ lub wprost per-
spektywicznog§cia. W danym przypadku méwimy, ze uklad
plaski (¢) i wiazka (W) sa odniesione do siebie per-
spektywicznie albo tez ze sg perspektywiczne. Mo6-
wimy tez, wiazka (W) jest rzutem ukladu plaskiego (¢) albo
tez, ze uklad plaski (¢) jest przecieciem wiazki (W).

Skoro uktad plaski (¢) i wiazka (W) sa perspektywiczne, to z latwo-
Scig stwierdzimy, ze: ;

kazdemu szeregowi punktow [ (A4, kazdemu pekowi plaszezyzn c (e,

B,...)¢, nalezacemu (ryc. 4) do ukla-
du plaskiego (¢), podporzadkowany

jest w wiazce (W) perspekty-

wiczny do niego pek prostych
Wi(a,b,...),, o wierzcholku Wi pla-
szezyznie podstawowej 4= WI, i na-
odwrét, kazdemu pekowi prostych
W (a, b,...)/%, nalezacemu do wiazki
(W), podporzadkowany jest w ukla-
dzie plaskim (¢) perspektywicz-
ny do niego szereg punktow [ (A4,
B,...); o podstawie [= ¢4, lezacej
na plaszezyznie e.

8y ...) w, Nalezacemu (ryc. 4) do wiaz-
ki (W), podporzadkowany jest w u-
ktadzie plaskim (¢) perspekty-
wiczny do niego pek prostych
C(a,b,...);, o wierzcholku C=ec
i plaszezyznie podstawowej ¢ i na-
odwrot, kazdemu pekowi prostych
C(a,b,...)., nalezacemu do ukladu
plaskiego (¢), podporzadkowany jest
w wiazee (W) perspektywiczny
do niego pek plaszezyzn c (e, §,..)
0 osi ¢= WC, przechodzacej przez
wierzcholek W.

7 rozwazanh naszych wynika tedy, ze zapomoca rzucania

i przecinania przej$¢é mozna od jednego utworu zasadniczego
gatunku 2-go do drugiego utworu zasadniczego gatunku 2-go.

Wkonicu zauwazy¢é musimy, Ze w rozwazaniach ust. 3-go
nie czynili§my zadnej réznicy pomiedzy elementami wla§ci-
wemi i niewla§ciwemi. Utwory zasadnicze gatunku 1-go
i 2-g0 — ktére moga byé¢ (ust. 2) utworami ,wlasciwemi¢ lub
yniewlagciwemi“ — rzucaé mozemy z punktu wlasciwego lub
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niewlasciwego, wzgl. z prostej wlasciwej lub niewlasciwej, oraz
przecinaé mozemy prosta (wzgl. plaszezyzna) wlasciwa lub
niewlasciwa.

4. Pewnik ciaglosci. Na prostej p (rye. 1) uwazajmy od-
cinek ABC, przyezem uwzgledniaé bedziemy zbiér punktéw tego
odeinka, a nie jego dlugosé. Punkt ruchomy opisaé moze 6w
odeinek w dwojaki sposéb: 1) Wychodzac z polozenia poczatko-
wego A i poruszajac sie w stalym kierunku ABC, albo tez 2) wy-
chodzace z polozenia poczatkowego € i poruszajac sie w stalym,
ale wprost przeciwnym do poprzedniego, kierunku CBA. Uwa-
zany odcinek ABC podzielié mozemy punktem B na dwie cze-
Sci, ktore posiadaja nastepujace wlasnosci: a) Kazdy punkt
odeinka ABC nalezy do jednej z tych czeSci; b) Element B na-
leze¢ moze (wedle zalozenia) do jednej lub do drugiej czesci;
¢/ Kazdy punkt pierwszej czeSci wyprzedza kazdy punkt cze-
Sei drugiej, a kazdy element czeSei drugiej nastepuje po kaz-
dym punkecie czesci pierwszej.

Teraz wprowadzimy pewnik ciaglo§ei Dedekinda:

Jezeli odecinek AC prostej p podzielony jest na
dwie czesci w ten sposéb, ze: 1) kazdy punkt odein-
ka AC nalezy do jednej z tych czeei; 2) punkt A na-
lezy do pierwszej czesci, a punkt € do drugiej czedci;
3) kazdy punkt czeSci pierwszej wyprzedza kazdy
punkt czesci drugiej, — to woéwezas istnieje jeden
i tylko jeden punkt B odcinka AC (ktéry moze
nalezeé¢ do czesci pierwszej albo tez do czeSci drugiej)
tego rodzaju, ze kazdy punkt odcinka AC, wyprze-
dzajacy B, nalezy do czeSci pierwszej, kazdy zas punkt
odcinka AC, nastepujacy po elemencie B, nalezy do
czeSci drugiej w ustanowionym podziale.

Punkt B nazywamy woéwczas przekrojem uwazanego
odeinka AC. Stosujac powyzszy pewnik do kazdego odcinka
prostej podstawowej p, ustalamy tem samem ciaglo§é sze-
regu punktéw p(4,B,C,...). Poniewaz kazdy pek prostych
i kazdy pek plaszezyzn odnie$é mozemy perspektywicznie (ust. 3)
do pomocniczego szeregu punktéw (p), przeto z ciaglosci sze-
regu (p) wynika bezposrednio ciaglo§é peku prostych
i peku plaszezyzn.

Plamitzer, Geometrja rzutowa. D



18 I. Wiadomosei wstepne.

Uklad plaski jest ciagly ze wzgledu na swoje punkty
i proste, gdyz wszystkie jego szeregi punktéw i wszystkie jego
peki prostych sa ciagle. Poniewaz kazda wiazke odnie$é mo-
zemy perspektywicznie do pomocniczego ukladu plaskiego (w),
przeto z ciaglosci ukladu plaskiego (7) wynika ciaglosé wiaz-
ki. Przestrzen jest réwniez ciagla, gdyz zawarte w niej wszyst-
kie utwory zasadnicze gatunku 1-go i 2-go sa utworami ciaglemi.

5. Zasady biegunowej dwoistosci. W ustepie 1-szym wy-
pisaliSmy obok siebie cztery pary twierdzefi, odnoszgcych sie
do zasadniczych elementéw (wlasciwych i niewlasciwych). Skoro
w twierdzeniach, wypisanych po lewej stronie (linji pionowej),
zastapimy wyraz ,punkt“ wyrazem ,plaszczyzna“ i odwrotnie
wyraz ,plaszezyzna“ wyrazem ,punkt, a nadto pozostawimy
bez zmiany wyraz ,prosta‘, — to otrzymamy wdéweczas twier-
dzenia, wypisane po stronie prawej. Przez przemiane elemen-
téw ,punkt“ i ,plaszezyzna“ na elementy ,plaszczyzna“i ,punkt®
podporzadkowaliémy kazdemu twierdzeniu z lewej strony inne
twierdzenie, wypisane po stronie prawej. Dwa w ten sposéb
podporzadkowane sobie twierdzenia nazywaé bedziemy twier-
dzeniami dwoistemi lub wzajemnemi.

Podamy teraz kilka przykladéw, w ktérych wystepuja
utwory geometryczne podporzadkowane sobie ,wzajemnie*,
a mianowicie :

Szereg punktéw p (A, B, Pek plaszezyzn p (e, 3,
R Py s

Pek plaszezyzn [ (e, 8, Szereg punktow [ (4, B,
Py'a o) Lok

Uklad plaski punktow. Wiazka plaszezyzn.

Uktad plaski prostych. Wiazka prostych.

Uklad plaski (w). Wiazka (W).

Wiazka (S). Uklad plaski (o).

Przestrzen punktéw A, Przestrzen plaszezyzn e,
B, C;... 1 plaszezyzn 6,& @5 o B,%,... 1 punktéw D, E, F,...

Z rozwazan ust. 3. wynika, ze dwa zasadnicze dzialania
geometryczne: rzucanie i przecinanie réwniez podporzadko-
wane sa sobie dwoiScie.

Powyzsze przyklady pouczaja nas, ze skoro ,punkt“i ,pla-
szezyzne“ uwazaé bedziemy za elementy odpowiadajace sobie
dwoiscie (wzajemnie), — to woéwczas kazdemu utworowi geo-
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metrycznemu @, podporzadkowaé mozZemy inny utwér geome-
tryczny @,. Kazda wlasno$é opisowa utworu @, wyprowadza
sie z wlasnosci opisowej utworu @, przez przemiane ele-
mentéw: punkt i plaszezyzna, na elementy: plaszezyzna i punkt.
Wystarezy dowiesé¢ prawdziwoseci pewnego twierdzenia, odno-
szacego sie do wlasnosci opisowych!) utworu geometrycznego
®@,, a nastepnie, stosujac poznang przemiane elementéw: punkt
i plaszezyzna, wypowiedzieé wprost twierdzenie dwoiste (wza-
jemne) dla utworu geometrycznego @, Uzyskane w ten sposéb
twierdzenia geometrji rzutowej polaczone sa w pary wedlug
pewnej zasady, zwanej zasada biegunowej dwoistos§ci.
Stosowanie tej zasady ulatwia w znacznej mierze studjum geo-
metrji rzutowej, gdyz dzieli odno$ny materjal naukowy na
dwie czesci. ‘

W rozwazaniach naszych poslugiwaé sie bedziemy stale
zasada biegunowej dwoistosei, ale czesto — dla tem silniej-
szego uwypuklenia — przeprowadzaé bedziemy réwnocze$nie
obydwa dowody dla twierdzen, podporzadkowanych sobie wza-
jemnie. Prawdziwosci tej zasady dowi6édl Poncelet, a odno-
sne dowody przeprowadzimy w czeSci Il-ej niniejszego pod-
recznika.

Niechaj dany bedzie pewien plaski utwér geometryeczny @,,
lezacy na dowolnej plaszezyznie o. Stosujac poznana zasade
biegunowej dwoistosei, podporzadkujemy plaszezyznie podsta-
wowe] o ukladu plaskiego (w) wierzcholek W wiazki (W). Po-
niewaz utwér geometryczny @, przynalezy do ukladu plaskiego
(w), przeto dwoiscie (wzajemnie) odpowiadajacy mu utwér geo-
metryczny @, nalezeé¢ bedzie do wiazki (W). Kazdej wlasnosci
opisowej utworu plaskiego @, podporzadkowana bedzie — na
mocy zasady biegunowej dwoisto$§ci — inna wlasno§é opisowa
utworu @,, nalezacego do wiazki (W).

Oproéez tej zasady biegunowej dwoistosei istnieja jeszeze
dwie inne zasady biegunowej dwoistosci, ktére pozwalaja: a)kaz-
demu utworowi geometrycznemu @, nalezacemu do ukladu pla-
skiego (w), podporzadkowaé¢ inny utwér plaski @, nalezacy
réwniez do tego samego ukladu (w); b) kazdemu utworowi ge-
ometrycznemu &, przynaleznemu do wiazki (W), podporzad-
kowaé inny utwér geometryczny &, nalezacy réwniez do tej
samej wiazki (W). Celem odréznienia tych zasad, nazywaé be-

) WiasnosSci miarowe (z wyjatkiem t. zw. miarowo-rzutowyech, p. ust. 41)

nie podlegaja prawu biegunowej dwoistosci.
*
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dziemy zasade omdéwiona poprzednio ,zasada biegunowej
dwoistos§ci w przestrzeni“ a dwie dalsze ,zasada biegu-
nowej dwoisto$ci na plaszczyzZnie“ i ,zasada biegunowej
dwoistosei w wiazce“.

W mysél zasady biegunowej dwoistosci na plaszezyznie —
elementy: ,punkt“ i ,prosta“ uwazaé¢ bedziemy za elementy
podporzadkowane sobie wzajemnie. Oto kilka przykladéw :

Punkt A.
Prosta [ = AB, okreslona
punktami A i B.
Szereg punktéw p (4, B,
[P0 TY
Pek prostych W(a,b,c,...)o.

Trzy punkty A, B i C,
ukladu plaskiego o, wyznacza-
ja tréjkat (ABC).

Cztery punkty A, B,Ci D
ukladu plaskiego (w), z kto-
rych zadne trzy nie leza na
jednej prostej, wyznaczaja
czworokat zupelny. Wie-
lokat ten (ryc. 17) posiada
cztery wierzcholki: A, B,CiD,
oraz szeS¢ bokéw (proste):
ABaiGD; AC i BD, AD i1 BC.

Plaski n-kat zupelny
posiada n wierzcholkéw (z kto-
rych zadne trzy nie leza na
jednej prostej) i %n(n-l) bo-
k6w, okreslonych przez kazde
dwa z po§réd n danych wierz-
cholkoéw.

Prosta a.
Punkt L = ab, okreslony
prostemi a i b. '
Pek prostych P(a,b,c,...)o.

Szereg punktéw w (A, B,
Cii s ws

Trzy proste a, b i ¢, ukla-
du plaskiego o, wyznaczaja
tréjbok (abc).

Cztery proste a, b, ¢ i d
ukladu plaskiego (w), z kt6-
rych zadne trzy nie przecho-
dza przez jeden punkt, wyzna-
czaja czworobok zupel-
ny. Wielobok ten (ryc. 18) po-
siada cztery boki: a, b, ¢ i d,
oraz sze$¢ wierzcholkéw (punk-

ty): ab i cd, ac i bd, ad i bc.

Plaski n-bok zupelny
posiada n bokéw (z ktérych
zadne trzy nie przechodza
przez jeden punkt) i 5 n(n-1)
wierzcholkéw, okreslonych
przez kazde dwa z posréd n

danych boko6w.

W myél zasady biegunowej dwoistosci w wiazce — ele-
menty: ,prosta“ i ,plaszczyzne“ uwazaé bedziemy za ele-
menty podporzadkowane sobie dwoiscie. Podamy kilka przy-

kladow:

Prosta a.
Plaszcezyzna ¢ = ab, okre-
slona dwiema prostemi a i b.

Plaszezyzna a.
Prosta e = af, okreslona
dwiema plaszezyznami e« i .
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Pek prostych W(a,b,c,...)e
o plaszezyznie podstawowej &,
przechodzacej przez wierz-
cholek W wiazki.

Pek plaszezyzn p (e, fy
Y1, -+ w przynaleznych do wiaz-
ki (W).

Trzy proste a,bic wiaz-
ki (W), nie lezace w jednej
plaszezyznie, okres§laja tréj-
krawedz Proste a, b, ¢ sa
krawedziami, a plaszezyzny
ab, bc i ca sa Scianami troj-
krawedzi.

Cztery proste a, bicid
wiazki (W), z ktérych zadne
trzy nie leza na jednej pla-
szezyznie, okre§laja czworo-
krawedz zupelna. Posia-
da ona cztery krawedzie: q,
b, ¢ i d, oraz szes$¢ Scian: ab
icd, aci bd, ad i bc. N pro-
stych wiazki (W), z ktérych
zadne trzy nie leza na jednej
plaszezyznie, okres§laja n-kra-
wedZ zupelna. Posiada ona
5 n(n-1) $cian, okreslonych
przez kazde dwie z posréd n
danych krawedzi.

Pek plaszcezyzn e(e, §,
7,... 0w 0 o0si e, przechodzace]
przez wierzcholek W wiazki.

Pek prostych W (ay, by,
¢y,...)= przynaleznych do wiaz-
ki (W).

Trzy plaszezyzny o, iy
wiazki (W), nie przechodzace
przez jedna prosta, okreslaja
kattréjScienny. Plaszczy-
zny a, 31y sa $cianami, a pro-
ste afB, By i ya sa krawedzia-
mi kata tréjSciennego.

Cztery plaszczyzny e, §,
y i 0 wiazki (W), z ktérych
zadne trzy mnie przechodza
przez jedna prosta, okreslaja
kat czworo§cienny zu-
pelny. Posiada on cztery
Sciany: «, 3, y 1 6, oraz sze$é
krawedzi: efiyd, ayi B9, adi fy-
N plaszezyzn wiazki(W), z kt6-
rych zadne trzy nie przechodza
przez jedna prosta, okreslaja
kat n-§cienny zupelny.
Posiada on 4 n (n-1) krawe-
dzi, okre§lonych przez kazde
dwie z posréd n danych Scian.

W rozwazaniach naszych stosowaé¢ bedziemy zasady bie-

gunowej dwoistoSci na plaszezyznie i w wiazece, gdyz uzyskamy
wowezas ogromng przejrzystosé w ukladzie materjalu. Wystarczy .
bowiem udowodnié pewne twierdzenia dla utworéw geometrycz-
nych, przynaleznych do ukladu plaskiego (w), wzgl. do wiazki
(W), a nastepnie, stosujac przemiane elementéw: punkt i prosta,
lub prosta i plaszezyzna, wypowiedzieé wprost twierdzenia dwo-
iste (wzajemne) dla innych utworéw geometrycznych, nalezacych
do tego samego ukladu plaskiego (w), wzgl. do tej samej wiazki
(W). Prawdziwosei tych zasad biegunowej dwoistosci (na pla-
szczyzme i w wiazce) dowi6dl Poncelet, a odno$nemi dowodami |
zajmiemy sie w ust.41-ym i w czesci I1-ej niniejszego podrecznlka



ROZDZIAL II.

Rzutowosci pomiedzy utworami zasadniczemi
gatunku pierwszego.

6. Perspektywicznos¢ utworow zasadniczych gatunku 1-go.
Dwa zasadnicze dzialania geometrji rzutowej, t. j. rzucanie
i przecinanie, pozwolily nam (ust. 3) ustanowi¢ perspekty-
wicznog§é pomiedzy dwoma ,réznoimiennemi“ utworami za-
sadniczemi gatunku 1-go, a mianowicie pomiedzy : a/ szeregiem
punktéw (p) i pekiem prostych (E)z, b) szeregiem punktéw (s)
1 pekiem plaszezyzn (p), ¢) pekiem prostych (P). i pekiem pla-
szezyzn (p).

Dwa takie réznoimienne utwory zasadnicze gatunku 1-go
zdefinjowali§my jako perspektywiczne wowezas,
skoro:

1) kazdemu elementowi jednego utworu podpo-
rzadkowany byl jeden i tylko jeden element
utworu drugiego, i naodwrét, kazdemu elementowi
utworu drugiego podporzadkowany byl jeden i tyl-
ko jeden element w utworze pierwszym;

2) kazde dwa podporzadkowane sobie elementy
przynalezaly do siebie.

Celem oznaczenia, Ze dwa utwory geometryczne sa per-
spektywiczne, uzywaé bedziemy symbolu A. W rozwazanych
trzech przypadkach napiszemy :

a) p(4B,C,...) N E(ab,c..)» lub w formie skréconej
(p) N (E)x,

[ezytaj: szereg punktéw (p) perspektywiczny do peku prostych (E),].

b) s(A,B,C,..) R pla,By...) ub: (9 K (p)
[czyta] : szereg punkiéw (s) perspektywiczny do peku plaszezyzn (p)]
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¢) P@ab,c,..)e N p(eBy...) lub: (P): X (p),

[ezytaj: pek prostych (P), perspektywiczny do peku plaszezyzn (p)l.

W tych trzech przypadkach elementami podporzadkowa-
nemi sa: a) punkt A i prosta a, b) punkt A i plaszezyzna e,
¢) prosta a i plaszezyzna . Takie elementy podporzadkowane
sobie w owych utworach perspektywicznych nazywaé tez be-
dziemy ,elementami odpowiadajacemi sobie“ lub ,elementami
homologicznemi“. :

Skoro szereg punktéw (p) jest perspektywiczny do peku
prostych (E)z, to méwimy tez (ust. 3), Ze: szereg (p) jest prze-
cieciem peku (E)z, a pek (E)z jest rzutem szeregu (p). Po-
dobnie gdy s(4,...) A p (a...), to méwimy, ze: szereg punktéw
(s) jest przecieciem peku plaszezyzn (p), a pek plaszezyzn
(p) jest rzutem szeregu (s). Wreszcie celem oznaczenia utwo-
réw P(a,...) N p(e,...) uzywaé bedziemy tez zwrotéw: pek pro-
stych (P) jest przecieciem peku plaszezyzn (p), oraz pek
plaszezyzn (p) jest rzutem peku prostych (P).

Rye. 5. Ryec. 6.

Dotychezas omawialiSmy perspektywiczno$§é dwéeh ,rézno-
imiennych“ utworéw zasadniczych gatunku 1-go. Obecnie zdefi-
njujemy perspektywicznosé
dwéch ,jednoimiennych“ u-
tworéw zasadniczych ga-
tunku 1-go, a mianowicie :
a) dwéch szeregéw punk-
téw, b) dwéch pekéw pro-
stych, oraz c¢) dwéch pe-
kéw plaszezyzn.

Dwa jednoimienne u-
twory zasadnicze gatunku
1-go nazywamy perspekty-
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wicznemi wowczas, jezeli owe utwory sq réownoczesnie albo rzu-
tami, albo tez réwnoczesnie obydwa sq przecieciami jednego
i teqo samego ulworu zasadniczego gatunku 1-go.

Perspektywicznemi sg zatem takie :

a) dwa szeregi punktow
Pi (44, By,...) 1 py(Ay By,...)
ktére sa przecieciami pe-
ku prostych (ryc.5) P(a,b,...)
lub peku plaszezyzn (rye. 9)
[ (@, By, .. -

b) dwa peki plaszezyzn

b e o) ¥ oL, ey )y K0TS
sa (ryc. 8) rzutami peku

_prostych P (a,b,..) lub sze-

regu punktéw p, (4;, B ...).

¢) dwa peki prostych P, (aj, by,...) i Py (asb,,...),
ktére sa (ryc. 6 i rye. 7) rzutami szeregu punktéw
p (A B,...) lub tez (ryc.7) przecieciami peku pla-

szezyzn (e, By...).

Rs'c. 8.

Rye. 9.

Poniewaz dwa réznoimienne utwory zasadnicze gatunku 1-go,
z ktérych pierwszy jest np. rzutem drugiego, a tem samem drugi
utwor jest przecieciem pierwszego, nazwaliSmy poprzednio per-
spektywicznemi, przeto prawdziwe sa zwiazki nastepujace :

a) Dwa szeregi punktow
Py (Ayy By, ...) 1 py (A, By,...) 53
perspektywiczne woéwezas, je-
zeli sa one perspektywiczne
albo do jednego i tego samego

b) Dwa peki plaszezyzn
L (ay Byvse ) 1 LKty By 88
perspektywiczne woéwczas, je-
zeli sa one perspektywiczne
albo do jednego i tego samego
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peku prostych P (a,b,...), al-
bo tez do peku plaszezyzn
Il @ Bi-55):

¢) Dwa peki prostych P, (ay,b,,..

‘kau prostych P (a,b,...), al-

bo tez do szeregu punktéw

Dy kA By .. 0.

) i P2(a21 b‘za---)

sa perspektywiczne wéwezas, jeSli sa one perspekty-
wiczne albo do jednego i tego samego szeregu punk-

tow p(4, B, ...,

), albo tez do peku plaszczyzn [ (a,f,...).

Uwaga: Skoro dwa jednoimienne utwory zasadnicze gatunku 1-go sa
perspektywiczne do jednoimiennego z niemi trzeciego utworu zasadni-
czego gatunku 1-go, to owe dwa utwory (patrz ust. 7) moga byé, ale nie
musza koniecznie byé, utworami perspektywicznemi !

Ustalone powyzej zaleznosci wypisaé mozemy w nast@pu-

jacej formie symbolicznej :

Skoro spelnione sa zwiazki

pl (Al: BI’---) T P((I, b:) T_/’2<A27
B,,...) lub p, (A, By,..) A (e,
By.. ) A Po (A, By,...) to wéwezas

jest p, (A, By,...) A\ ps (43, B, ...).
Podobnie ze zwiazkéw

Py (a byy.-) R P (A, B,..
KPQ(a‘z’bew-

Skoro peki prostych
Pilay, by o) 75 Pty b, <) 88
(rye. 61 7) rzutami szere-
gu punktéw p(4,B,...), to:
1) kazdej prostej a, = P,A pe-
ku (P,) podporzadkowana jest
jednaitylko jedna pro-
sta ay, = P,A w peku (P,),1na-
odwrot, kazdej prostej a, pe-
ku (P,) podporzadkowana jest
jednaitylko jedna pro-
sta a; w peku (P,); 2) kaz-
de dwie homologiczne proste
ay= PA i as=P,A tych pe:
kéw przechodza przez punkt
A pomocniczego szeregu (p).

il Pt By
.) wynika zaleznosé:

Lk(a byl

)_T Ly (ay
DA Py (4,

L'(ay, Bi:i ) K P@ab,.
Boys ) bl (o B0

By,.. )N L (@ Bs,...) to wéwezas

jest L (e By,..) N L (ag fg;...)-

)lubpl(al, 19 )/\I(aaﬁ’ )/z\
Py (ay, by,...) N Py (ag by,...).

Skoro peki prostych

.)nﬁpg (ag, l)2,...)e sa
(ryc. 7) przecieciami pe-
ku plaszezyzn (e, f,...), to:
1) kazdej prostej a, = na pe-
ku (P))= podporzadkowana
jest jedna i tylko jedna
prosta a, =ea w peku (P,)e,

‘i naodwrét, kazdej prostej a,

peku (Py)e podporzadkowana
jest jednaitylko jedna
prosta a; w peku (Py)=; 2) kaz-
de dwie homologiczne proste
a, =na 1 a,=cea tych pekow
leza na plaszczyZnie ¢ pomoc-
niczego peku (0).
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Analogiczne zaleznosei zachodza pomiedzy homologiczne-
mi punktami 4, i A, dwéch perspektywicznych szeregéw punk-
téw (py) i (py), oraz pomiedzy homologicznemi plaszczyznami
a; 1 @, dwéch perspektywicznych pekéw plaszezyzn (1) i (1).
A zatem:

Skoro dwa jednoimienne utwory zasadnicze gatunku 1-go —
bedace rzutami, wzgl. przecieciami jednego i tego samego po-
mocniczego trzeciego utworu zasadniczego gatunku 1-go — sa
perspektywiczne, to wowczas :

1) kazdemu elementowi jednego utworu podpo-
rzadkowany jest jeden i tylko jeden element
utworu drugiego, i naodwrét, kazdemu elementowi
utworu drugiego podporzadkowany jest jeden ityl-
ko jeden element w utworze pierwszym;

2) kazde dwa podporzadkowane sobie elementy
tych dwéch utworéw przynaleza do elementu utwo-
ru trzeciego.

Taka zalezno$¢ geometryczna, zachodzaca pomiedzy pod-
porzadkowanemi sobie (homologicznemi) elementami uwazanych
dwéch jednoimiennych utworéw zasadniczych gatunku 1-go, na-
zywamy ,zaleznoscia perspektywiczna“ lub perspektywicz-
noscia.

Niechaj dane beda dwa perspektywiczne szeregi punktéw
(py) 1 (py), ktore leza (rye. 5) na plaszezyznie i sa przekrojami
peku prostych P(a,b,...). Wiadomo nam, ze kazda prosta a
peku (P) wyznacza dwa homologiczne punkty 4, = p,ai 4, = p,a
szeregéw (py) A (p,). Réwniez i prosta n, laczaca punkt p,p,
z wierzcholkiem P, wyznaczy dwa homologiczne punkty N; = p;n
1 N, = p,n tych szeregéw. Punkt N, = N, = p,p,, w ktérym scho-
dza (nakrywaja) sie dwa podporzadkowane sobie punkty sze-
regéw (p,) A (ps), nazywamy ich elementem ,odpowiednio wspél-
nym“ lub zjednoczonym,

Prawdziwe sa zatem twierdzenia, odpowiadajace sobie (ust. 5)
w mysl zasady biegunowej dwoistoSci na plaszezyznie:

Dwa perspektywiczne sze-
reqi punktow, lezqce na jed-
nej ptaszczyznie, posiadajq te
wtasno$é, ze punkl przeciecia
sie ich podstaw jest elementem
zjednoczonym.

Duwa perspektywiczne peki
prostych, lezqce na jednej pta-
szczyznie, posiadajq te wla-
snosé, ze prosta tqczqca ich
wierzchotki jest elementem
zjednoczonym.
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Stosujac do powyzszych twierdzen zasade biegunowej dwo-
istosei w przestrzenl (ust. 5), otrzymamy (ryc. 8) dwa nowe

twierdzenia :

Dwa perspektywiczne pe-
ki ptaszezyzn, ktérych osie
przecinajq sie, posiadajq te
wtasno$é, ze ptaszczyzna tq-
czqca ich osie jest elementem
zjednoczonym.

Dwa perspektywiczne pe-
ki prostych, ktérych wierzchot-
ki schodzq sie w jednym punk-
cie, posiadajq te wtasnos$é, ze
prosla przeciecia sie ich pta-
szezyzn podstawowych jest ele-

mentem zjednoczonym.

7 latwo$cia zauwazymy, ze te dwa ostatnie twierdzenia
podporzadkowane sa sobie w mys§l zasady biegunowej dwoisto-
§ei w wigzcee.

7. Rzutowo$¢ utworéw zasadniczych gatunku 1-go. Dwa
zasadnicze dzialania geometrji rzutowej, t. j. rzucanie i prze-
cinanie, pozwolily nam (ust. 6) ustanowi¢ perspektywicznosé
pomiedzy utworami zasadniczemi gatunku 1-go. Wykazemy te-
raz, ze te dwa dzialania, wykonywane kolejno, umozliwia usta-
lenie ogélniejszych zaleznosci geometryeznych.

W tym celu dany np. pek prostych P, (ay,by,...) przetnijmy
dowolng prosta p, w szeregu punktéw p, (4, By,...) A (Py), a sze-
reg (p,) rzuémy nastepnie z dowolnego punktu P,, otrzymujac
pek prostych P,(ayb,,...) A (py). W ten sam sposéb na dowol-
nej prostej p, skonstruowaé mozemy (ryc. 10) szereg punktéw
Ps (43 By, ...) K (Py), nastepnie pek prostych Py(ay, by,...) K (po)
wreszcie szereg punktéw pg(4;, Bs,...) A (Py). Zauwazyé musimy,
ze elementy: P, i p, p, i Py, P, i p; nie moga przynaleze¢ do
siebie.

Poszezegdlne peki prostych (P.) i szeregi punktéw (p.)
(=1, 2, 3) uwaza¢ mozemy za ,ogniwa“ lancucha

) TP_N’AD 50 sz (@ by, ...) N pa (A5, B, .. ) R
PP by i ) K Py CAg By i)
lub w formie skréconej

(PN (P) R (Po) R (p2) N (Ps) 1 (Ps),

ktorego kazde dwa bezposrednio po sobie nastepujace (,sa-
siednie“) ogniwa sa utworami perspektywicznemi. Z latwoscia
jednak zauwazymy, ze perspektywicznemi sa nietylko kazde

P, (ayby.
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dwa sasiednie ogniwa, ale réwniez (ust. 6) peki prostych (Py) 7 (Py)

t (P (Py), oraz szeregi punkiow (n) 7 (po) L ()T (p)) Na-
tomiast ogmwa np. (P 3 (pe)y (py)
i (Py), (Py) i(ps), (Py)1(ps) tego lan-
cucha nie sa utworami perspekty-
wicznemi. Pek prostych (P,) i szereg
punktéw (ps), t.zn. ,koficowe“ ogni-
wa wypisanego lanicucha, zdefinjuje-
my jako: utwory odniesione do
siebie rzutowo (lub ,zapomoca
skonezonej liczby rzutéw 1 prze-
cie¢*), utwory rzulowe lub jedno-
kreslne.

Wprowadzimy obecnie nastepu-
jaca definicje Cremony:

Dwa utwory zasadnicze gatun-
ku 1-go nazywamy rzulowemi (albo
]ednokreslneml) wowczas, jesli sq one
kornicowemi ogniwami tancucha utwo-
row zasadniczych gatunku 1-go, ktorego kazde dwa sqsiednie
ogniwa sq perspektywiczne.

7 perspektywicznosei sasiednich ogniw wypisanego powy-
zej lancucha wynika, ze: Kazdej prostej a; peku (P;) podpo-
rzadkowany jest jeden i tylko jeden punkt A, =a;p, szeregu
(py), punktowi A, podporzadkowana jest jedna i tylko jedna
prosta a, = A,P, w peku (P,), prostej za§ a, odpowiada jeden
tylko punkt 4, = a,p, W szeregu (p,), punktowi 4, odpowiada
jedna tylko prosta a; = A4,P; w peku (P;), wreszcie prostej a,
podporzadkowany jest jeden i tylko jeden punkt A;= asp;,
w szeregu (p,).

Jezeli wykonamy teraz wymienione dzialania w porzadku
odwrotnym, to wychodzac od szeregu punktéw (p,) i konstru-
ujac kolejno pek prostych (P;), nastepnie szereg (p,), pek (Py),
szereg (p,), dojdziemy wkoncu do peku prostych (P,), t. zn. do
pierwszego ogniwa uwazanego lancucha utworéw perspekty-
wicznych. Za posrednictwem tych dzialan podporzadkujemy :
punktowi 4, szeregu ( p;) jedna i tylko jedna prosta a; = AP,
w peku (Py), prostej .a, tylko jeden punkt 4, = a;p, w szeregu
(ps), punktowi za§ A, tylko jedna prosta a, = A,P, w peku (P,),
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prostej a, jeden tylko punkt A, = a,p, w szeregu (p,) i wkoficu
punktowi A; jedna i tylko jedna prosta a, = 4,P; w peku (P)).

Skoro weZmiemy pod uwage koncowe ogniwa uwazanego
laficucha, ‘t. zn. pek prostych P, (ay, by,...) i szereg punktéw
ps (4s, Bs,...), to wowezas : kazdej prostej a, peku (P;) podporzqd-
kowany jest — za poSrednictwem elementéw A, a, 4, 1 a; ko-
lejno po sobie nastepujacych ogniw (p,), (P;), (ps) i (%) oma-
wianego lanicucha — jeden i tylko jeden punkt A, szerequ (ps),
i naodwrdt, kazdemu punktowi 4, szeregu ( p;) podporzadkowana
jest jedna i tylko jedna prosta a; w peku (Py).

W lancuchu, skonstruowanym na rye. 10, wystepowaly ta-
kie peki prostych i szeregi punktéw, ktére lezaly na wspdlnej
plaszezyznie. Uogélnimy nasze rozwazania, jezeli za posred-
nictwem dwéch zasadniczych dzialan, wykonywanych kolejno,
skonstruujemy np. lanicuch (ryc. 9) utworéw perspektywicznych:

Ds (Az’ B27 oo ) T{l_(av ﬁli o ) T Pl_(al’ bv g3 .)e Tpl (Al’ Blv = ) T
A Py (@ by, )e K 1y (9, By ),

ktérego ogniwami sg szeregi punktéw (p,) i (py), peki prostych
(P)e i (Py)e, oraz peki plaszezyzn (1) i (I,). Szereg punktéw
(ps) 1 pek plaszezyzn (Ip), t. zn. koncowe ogniwa tego lancucha,
zdefinjowaliSmy jako utwory odniesione do siebie rzu-
towo, utwory rzutowe lub jednokre§lne. Wéwczas: kaz-
demu punktowi A4, szeregu (p,) podporzadkowana jest — za
posrednictwem elementéw e, a;, A, i a, poszczegblnych ogniw
), (Py), (py) i (P,) wypisanego laficucha — jedna i tylko
jedna plaszezyzna a, w peku (l,) i naodwrét, kazdej plaszezyi-
nie a, peku (l,) podporzadkowany jest jeden i tylko je-
den punkt 4, w szeregu (p,). A zatem:

Skoro dwa utwory zasadnicze gatunku 1-go — bedace
koncowemi ogniwami laficucha perspektywicznych utworéw za-
sadniczych gatunku 1-go — sa rzutowe, to wéwezas za po-
Srednictwem sasiednich ogniw tego lancucha:

kazdemu elementowi jednego utworu podporzad-
kowany jest jeden i tylko jeden element utworu
drugiego, i naodwrét, kazdemu elementowi utworu dru-
giego podporzadkowany jest jeden i tylko jeden
element w utworze pierwszym.

~ Taka zalezno$¢ geometryczna nazywafny rzulowosciq lub
Jjednokreslnosciq. Elementy podporzadkowane sobie w utworach
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rzutowych nazywamy elementami ,odpowiadajacemi sobie“ lub
homologicznemi. Celem oznaczenia, Ze dwa utwory sa
rzutowe (lub jednokreslne), uzywaé bedziemy symbolu A. W roz-
wazanym ostatnio przykladzie napiszemy :

Pa(Ay, By, ..) R g (g, B, -..)

co oznacza, ze: szereg punktéw (p,) jest rzutowy (wzgl jed-
nokreslny) do peku plaszezyzn ().

WeZmy teraz pod uwage taki lancuch perspektywicznych
utworéw zasadniczych gatunku 1-go, ktéry posiada tylko dwa
ogniwa. Z wprowadzonej definicji wynika bezposrednio :

Kazde dwa perspektywiczne utwory zasadnicze gatunku 1-go
sq zawsze ulworami rzutowemi.

Uwaga: Natomiast dwa rzutowe utwory zasadnicze gatunku 1-go
moga byé, ale nie musza koniecznie by¢, utworami perspektywicznemi.

Z latwoscia dowiedziemy prawdziwosci nastepujacego twier-
dzenia :

Dwa utwory zasadnicze gatunku 1-go, jednokreslne do trze-
ciego utworu zasadniczeqo gatunku 1-go, sq wzgledem siebie rzu-
lowe. Elementami homologicznemi tych dwéch utworéw sq takie
elemently, ktére podporzqdkowane sq jednemu i temu samemu
elementowi utworu trzeciego.

W tym celu weZzmy pod uwage np. dwa rzutowe szeregi
punktéw (p,) A (ps), bedace koncowemi ogniwami lancucha
(p) 7 (P) T (30 7 (Py) 7 (py). Wychodzae z szeregu punktow (p,),
skonstruowaé¢ mozemy nowy lancuch utworéw perspektywicz-
nych : (p)) & (Py) X (s9) & (Py) 7 (ps), dla ktérego ogniwami koii-
cowemi sa jednokreslne szeregi (p,) i (ps). Wowezas szeregi (p;)
i (ps), jako ogniwa koncowe lancucha:

(P) N (P) R (s0) N (Po) N (p2) A (Ps) K (82) A (Py) N (ps),
zlozonego ze wszystkich ogniw dwéch poprzednich lancuchéw,
sa utworami jednokreslnemi, ¢. b. d. o.

Powyzszy zwiazek mozemy napisa¢ w formie nastepujace;j :
Jezeli spelnione sa warunki (p,) A (py) 1 (ps) A (ps), to wéwezas
zachodzi zalezno§é: (p,) A (ps). Lub tez w innej formie: Jezeli
(P1) A (o) A (ps), to zachodzi zwiazek (p;) A (ps)- :

; Obok trzech dotychczasowych szeregéw (p;) A (ps) A (Ps)s
wezmy pod uwage czwarty szereg punktéw (p,), ktéry jest rzu-
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towy do szeregu ( p,). Poniewaz spelnione sa warunki: (p;) A (ps)
i (ps) A (py), przeto — w mysl dowiedzionego twierdzenia —
szeregi (p,) i (p,) sa jednokreslne: (p,) A (p,). Nasze zwiagzki
napisa¢ mozemy w spos6b nastepujacy : Jezeli spelnione sq wa-
runki (p;) A (ps) A (ps) A (py), to wéwezas zachodzi tez relacja:
(p) A (py). Przyjmujac dalsze szeregi (p;), (ps) i (p;), ktore

spelniaja warunki: (p) 75 (psh (ps) 7 (po) 1 (py) 7 (pr) Wykazaé
mozemy w sposéb analogiczny, ze: Skoro dany jest lancuch
jednokreslnych szeregéw punktow :

(1) A (P) A (Ps) A (pa) A (ps) N (Pe) A (P7)

to ogniwa (p,) i (p,) sa rzutowe : (p;) A (pq).
- WykazaliSmy tedy prawdziwos$é nastepujacego twierdzenia :

Korcowe ogniwa tancucha utworéw zasadniczych gatunku
1-go, ktorego kazde dwa sqsiednie ogniwa sq Jednokreélne sq
ulworami rzutowemi. :

8. O ruchu homologicznych elementéw w rzutowych utwo-
rach zasadniczych gatunku 1-go. Uwazajmy dowolny pek pro-
stych P (a,b,c,d, n,...), ktéorego wierzcholkiem (ryc. 10 a) jest
punkt wlasciwy P, a plaszezyzna podstawowa element z. Do-
wolna prosta np. a tego peku poddaé mozemy ruchowi obro-
towemu (w plaszezyznie m) okolo stalego punktu P. Uwazana
prosta a niechaj obraca sie okolo punktu P w stalym kie-
runku od polozenia a bezposrednio do polozenia b (nie prze-
kroczywszy przytem polozenia c!) i od b bezposrednio do po-
lozenia ¢, i t. d. Wowezas prosta a zajmowaé bedzie kolejno po-
lozenia: b, ¢, d, n,... i wkoncu zjednoczy sie z pierwotnem swo-
jem polozeniem a. Prosta a obraca¢ sie moze jednak okolo
punktu P w stalym ale wprost przeciwnym kierunku, a mia-
nowicie: od polozenia np. ¢ bezposrednio do polozenia b i od
b bezposrednio do polozenia a, i t. d. Wéwezas owa prosta
(ryc. 10 a) zajmowaé bedzie kolejno polozenia: ¢, b, a, n, d,...
i wkoficu zjednoczy sie ze swojem pierwotnem polozeniem c.

Dowolna prosta peku P (a,b, ¢ d,n,...)» wykonywa¢ moze
zatem w plaszezyzZnie = ruch obrotowy okolo punktu P w dwéch
stalych ale wprost przeciwnych kierunkach: l)vx kie-
runku abc i 2) w kierunku cba.

Zauwazy¢ nalezy, ze zgodne sa miedzy soba kierunki: abe,
beca i cab ruchu obrotowego okolo punktu P. Podobnie zgodne
sa miedzy soba kierunki: cba, bac i achb drugiego ruchu obro-
towego.
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W analogiczny sposéb dowolna plaszezyzne peku plaszezyzn
p (e B, 7,...), ktérego osia (ryc. 3) jest prosta wlasciwa p, pod-
da¢ mozemy ruchowi obrotowemu okolo osi p. Uwazana pla-
szezyzna wykonaé moze ruch obrotowy w dwéeh stalyeh ale
wprost przeciwnych kierunkach: 1) w kierunku efy i 2) w kie-
runku yge.

Niechaj dane beda (ryec. 3) dwa perspektywiczne peki

P biey. e\ pia B L)

Skoro prosta a peku (P) obracaé si¢ bedzie (w plaszezyznie ¢)
okolo punktu P w stalym kierunku abc i nakrywaé sie bedzie
kolejno z kazda prosta b, c,... peku (P), to réwnocze$nie homo-
logiczna plaszezyzna o = pa
peku ( p) nakrywadé sie bedzie
kolejno z kazda plaszezyzna
8 =pb,. y =pe,.. tego ‘peku
(p), a tem samem plaszezyzna
a obracaé sie bedzie okolo
osi p tez w stalym Kkierun-
ku apy.
Pek prostych (P)x prze-
Syt tnijmy (ryc. 10 a) prosta p,
lezaca na plaszezyznie wiréw-
nolegla do dowolnej prostej n tego peku. Uzyskamy wowezas
dwa perspektywiczne utwory

Plagh, ¢ dno g N pLA B, CGCIGNS, &)

Niechaj prosta a, obracajac sie okolo punktu P w stalym kie-
runku abe, zajmuje kolejno polozenia: a,b,c¢,d,n,... i wkoficu
zjednoczy sie ze swojem poczatkowem poloZeniem a. Réwno-
cze$nie homologiczny punkt A = pa szeregu (p) poruszaé sie
bedzie po prostej p i zajmowaé bedzie kolejno poloZenia:
A=pa, B=pb, C=pc, D= pd, N°=pn,... i wkohcu zjedno-
czy sie z poczatkowem swem polozeniem 4. Uwazany punkt A
poddany zostal ruchowi postepowemu na prostej p w stalym
kierunku ABC od polozenia A bezposrednio do polozenia B
(nie przekroczywszy przytem polozenia C!) i od B bezposrednio
do €, 1. 1:d;

Prosta ¢ peku (P)», zamiast w kierunku abe, obracaé sie
moze okolo punktu P w stalym ale wprost przeciwnym Kie-
runku cba. Skoro prosta ¢ zajmowaé bedzie (ryec. 10 a) kolejno
polozenia: ¢, b, a, n,d,... i wreszcie powréei do pierwotnego po-
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lozenia ¢, to réwnoczes$nie homologiczny punkt C = pc szeregu
(p) zajmowaé bedzie kolejno polozenia: C = pe, B= pb, A= pa,
N*=pn, D = pd,... i wkoncu zjednoczy sie z poczatkowem po-
lozeniem C. Uwazany punkt C wykonuje ruch postepowy na
prostej p w stalym kierunku CBA4, a mianowicie od polozenia
C bezposrednio do polozenia B (nie przekroczywszy przytem
polozenia A!) i od B bezposrednio do polozenia 4, i t. d.

Za poSrednictwem ruchéw obrotowych o stalych i wprost
przeciwnych kierunkach abc i cba w peku prostych (P)z 7 (p),
ustaliliSmy dwa stale ale wprost przeciwne kierunki
ruchu postepowego na prostej p, a mianowicie : 1) kierunek 4A4BC
i 2) kierunek CBA. Poniewaz zgodne sa miedzy soba kierunki:
~abe, bea i cab ruchu obrotowego okolo punktu P, przeto zgodne
sa miedzy soba réwniez i kierunki: ABC, BCA i CAB ruchu po-
stepowego na prostej p. Podobnie zgodne sa tez kierunki: CBA,
BAC i ACB drugiego ruchu postepowego.

Uwazajmy wreszcie szereg punktoéw s (4, B, C,...) i perspek-
tywiczny do niego (ryec. 3) pek plaszezyzn p (e, 8,9,...). Jezeli
punkt 4 poruszaé sie bedzie w stalym kierunku ABC po pro-
stej s i nakrywaé sie bedzie kolejno z kazdym punktem B, C,...
prostej s, to homologiczna plaszezyzna ¢ = pA peku (p) obra-
caé¢ sie bedzie okolo osi p tez w stalym kierunku efy i na-
krywaé sie bedzie kolejno z kazda plaszezyzna §,y9,... tego
peku (p). .

OmoéwiliSmy wlasnosci dwéch perspektywicznyeh i rézno-
imiennych utworéw zadniczych gatunku 1-go. PrzejdZzmy teraz
do jednoimiennych utworéw. Z definicji (ust.6) perspektywicznosci

dwéceh szeregéw punktéw

P1(4y, By, Cy,.) K ps (Ag, By, Cy..),
ktore sa przecieciami (ryec. 5)
pomocniczego peku prostych
P(a, b,c,...), i z ruchu obro-
towego prostej a okolo punk-
tu P wynika nastepujaca za-
leznosé:

Jezeli punkt A, poruszaé
sie bedzie w stalym kierun-
ku 4,B,C; po prostej p,ina-
krywaé sie bedzie kolejno
z kazdym punktem B, Cj,...
szeregu (p,), — to réwnocze-

Plamitzer, Geometrja rzutowa.

dwéch pekoéw prostych

Py(ay,by,¢45..5) K Py (g by, cs,..),
ktére sa rzutami (rye. 6) po-
mocniczego szeregu punktéw
p (4, B, C,..), i z ruchu poste-
powego punktu A po prostej
p wynika nastepujaca zalez-
nosc:

Jezeli prosta a,; obracaé
sie bedzie w stalym kierun-
ku a,b,c; okolo punktu P, ina-
krywaé sie bedzie kolejno
z kazda prosta by, cy,... peku
(Py), — to réwnoczesnie ho-

3



34 II. RzutowosSci pomiedzy utworami zas. gat. 1-go.

snie homologiczny punkt A, mologiczna prosta a, peku(P,)
szeregu (p,) poruszaé sie be- obracaé sie bedzie tez w sta-
dzie po prostej p, tez w sta- Iym kierunku aybsc,, nakry-
lym kierunku 4,B,C,, nakry- wajac sie kolejno z kazda
wajac sie kolejno z kazdym prosta by, cs,... peku (P,).
puntem B,, C,,... szeregu (p,).

Stosujac zasade biegunowej dwoisto$ci w przestrzeni (ust.5)
do zalezno$ci, wypisanej po lewej stronie, otrzymujemy wprost
zwiazek dla dwéch perspektywicznych pekéw plaszezyzn

P1(@y By v15--) A Po(@o Py Vas---)
w nastepujacej formie:

Jezeli plaszezyzne e; peku (p;) poddamy ruchowi obro-
towemu okolo osi p; w stalym kierunku e,8,y,, to réwnocze-
§nie homologiczna plaszezyzna e, peku (p,) obracaé si¢ bedzie
tez w stalym kierunku e,f8,y, okolo osi p,.

Uwzgledniajac lancuch perspektywicznych utworéw zasad-
niczych gatunku 1-go i stosujac omdéwione powyzej zaleznosci
do kazdych dwéch sasiednich ogniw tego lancucha, otrzymamy
np. dla peku prostych (P,) i rzutowego wzgledem niego (ryc.10)
szeregu punktéow (p;),

Py (ay, by, ¢yy...) A ps (A, By, Gy, ..0)
nastepujacy zwiazek:

Jezeli prosta a, obraca¢ sie bedzie w stalym
kierunku a;b;c; okolo punktu P; i nakrywaé sie be-
dzie kolejno z kazda prosta by, cy,... peku (Py), — to
réwnoczesnie homologiczny punkt A; szeregu (p,) po-
ruszaé sie bedzie po proste] p; tez w stalym Kkie-
runku A;B,C,, nakrywajac sie kolejno z kazdym punk-
tem B, Cs,... szeregu (ps).

Zupelnie analogiczne zaleznosci spelnione beda dla dwéch
jednokreslnych a) szeregéw punktéw, b) pekéw prostych, ¢/ pe-
kow plaszezyzn, d) szeregu punktéw i peku plaszezyzn, e) peku
prostych i peku plaszezyzn.

Teraz zwrécimy uwage na pewna wlasnosé rzutowych utwo-
row zasadniczych gatunku 1-go. W tym celu niechaj prosta a
(rye. 10 @) obraca sie w stalym kierunku abc okolo punktu /7
od pierwotnego polozenia a bezposrednio do polozenia b, na-
stepnie od b bezposrednio do ¢ i wreszcie od polozenia ¢ bez-
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posrednio do polozenia d. Skoro prosta d poddamy teraz ru-
chowi obrotowemu okolo punktu P w stalym kierunku, ale
wprost przeciwnym do poprzedniego, t. zn. w kierunku
cba, to wowczas 6w element d obracaé sie bedzie od polozenia
d bezposrednio do ¢, od polozenia ¢ bezposrednio do b i wresz-
cie od b bezposrednio do polozenia a.

Uwazane cztery proste peku (P) polaczy¢ mozemy w naste-
pujace pary: ab i cd; ac i bd; ad i bc. Pary prostych ab i cd
posiadaja te wlasno$é, ze: kazda prosta jednej pary np. a, pod-
czas obrotu okolo P w stalym kierunku abc od polozenia a
do polozenia b, nie przekroczy wecale polozenia prostych c i d,
nalezacych do drugiej pary. Podobnie prosta b pierwszej pary,
podezas obrotu w stalym kierunku cba od polozenia b do po-
lozenia a, nie przekroczy wcale polozenia ¢ ani d. To samo
stosuje sie oczywiscie do elementéw c¢ i d drugiej pary. Moé-
wimy wdéwezas, ze para prostych ab nie rozdziela pary cd.
Skoro wezmiemy pary prostych: ad i be, to z latwoscia stwier-
dzimy takie same wlasnosci tych par, t. zn. Ze sa to dwie nie
rozdzielajqce si¢ pary prostych.

Pozostaja nam jeszceze do zbadania pary prostych : acibd.
Kazda prosta jednej pary, np. a podezas obrotu okolo P w sta-
Iym kierunku abe (lub w kierunku przeciwnym cba) od polo-
zenia a do polozenia ¢, koniecznie przejs¢é musi przez poloze-
nie b (wzgl. d), nalezace do drugiej pary. W tym przypadku
méwimy, ze pary prostych ac i bd tworza dwie rozdzielajqce
sie pary.

Proste a, b, ¢ i d peku (P) przetnijmy (ryc. 10 a) dowolna
prosta p, nie przechodzaca przez wierzcholek P. Otrzymane
punkty 4=ap, B=0bp, C =cp i D = dp polaczy¢ mozemy w na-
stepujace pary: AB i CD; ACi BD; AD i BC. Korzystajac z ru-
chéw o stalych kierunkach elementéw homologicznyeh szeregu
punktéw (p)~ (P) stwierdzimy, ze: pary punktéw AB i CD,
oraz AD i BC sa parami nie rozdzielajacemi sie; nato-
miast pary AC i BD tworza dwie rozdzielajace si¢ pary
punktow.

Uwzgledniajac lancuch perspektywicznych utworéw zasad-
niczych gatunku 1-go i stosujac powyzsze zalezno$ci do kaz-
dych dwéeh sasiednich ogniw tego lancucha, otrzymamy na-
stepujacy zwiazek:

Dwa rzutowe utwory zasadnicze gatunku 1-go posiadajq te
wtasnosé, ze dwom rozdzielajqcym sie (wzgl. nie rozdzielajacym

*



36 II. RzutowoS$ci pomiedzy utworami zas. gat. 1-go.

sie) parom elementéw jednego utworu podporzqdkowane sq w dru-
gim ultworze rowniez dwie rozdzielajqce sie (wzgl. nie rozdzie-
lajace sie) pary elementow.

9. Stosunek podzialu i dwustosunek elementéw szeregu
punktéw. Na dowolnej prostej p niechaj dane beda (rye. 11)
trzy punkty wlasciwe A, B i C, za poSrednictwem ktorych usta-
lamy (ust. 8) dwa wprost przeciwne kierunki ruchu postepo-
wego na prostej p, a mianowicie: 1) kierunek ABC i 2) kieru-
nek CBA. Owe dwa kierunki ruchu postepowego na prostej p
nazywaé bedziemy zwrotami tej prostej. Uwazanej prostej p
przypisaliSmy tedy dwa wprost przeciwne zwroty, a mianowi-
cie: 1) zwrot ABC i 2) zwrot CBA.

Zauwazy¢ nalezy (ust. 8), ze zgodne sa miedzy soba zwroty
ABC, BCA i CAB prostej p; podobnie zgodne sa tez zwroty
(przeciwne do poprzednich), a mianowicie CBA4, BAC i ACB.

Zamiast punktu wlasciwego C, weZmy teraz pod uwage

punkt niewlasciwy N (ryc. 11) prostej p. Za posrednictwem
punktéw 4, B i N*° ustali¢ mozemy na prostej p dwa wprost
przeciwne zwroty, a mianowicie: 1) zwrot ABN* i 2) zwrot
BAN®>, Jezeli jeden z nich uwazaé bedziemy za zwrot dodatni
i przypiszemy mu znak -+, to drugi zwrot uwazaé¢ musimy wow-
czas za ujemny i przypisaé mu znak —.
Niechaj A i B sa punktami wlasciwemi prostej p, to sym-
bol AB oznaczaé bedzie odcinek tylk o o dlugosei skonczonej,
ograniczony punktem poczatkowym A i punktem koncowym B.
Podobnie symbol B4 oznaczadé bedzie odcinek o skonezonej dlu-
gosci, dla ktérego B jest punktem poczatkowym, a element 4
punktem koncowym. Uméwmy sie, ze: dowolnemu odcinkowi
(o dlugos$ci skonczonej) AB prostej p przypiszemy ten sam znak
+ albo —, jaki posiada zwrot ABN> lej prostej (przyczem
N oznacza punkt niewlasciwy prostej p).

Przypusémy, ze zwrot ABN> prostej p jest dodatni (+),
a tem samem zwrot BAN> jest ujemny (—), to woéwezas odein-
kowi AB przypisa¢ musimy znak +, natomiast odcinkowi BA
znak —. Gdybys$my jednak przeciwnie zwrot ABN* uwazali
za ujemny (—), a wiec zwrot BAN> za dodatni (), to wéw-
czas odeinkowi AB przypisaé musieliby§my znak —, a odein-
kowi BA znak +. Stwierdzamy tedy, zZe niezaleznie od tego,
czy zwrot ABN® prostej p uwaza¢ bedziemy za dodatni (-+),
czy tez za ujemny (—), to zawsze: dwom odcinkom (o dlugosci
skonezonej) AB i BA tej proslej przypisa¢ musimy znaki przeciwne.
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Skoro przy]mwmy pewna jednostke dlugosci, to wéwezas
odcinki AB i BA co do bezwzglednej dlugosci sa sobie réwne,
a poniewaz owe odcinki réznia sie znaklem, przeto mamy na-
stepujaca zalezno$é:

AB = — BA 1lub tei AB + BA = 0.

Na prostej wlasciwej p (ryc. 11) obierzmy odcinek (o diu-
gosci skoficzonej) AB i dowolny punkt wlasciwy C. Ow punkt
C leze¢ moze ,,wewnqtrz“ odcinka 4B, albo tez ,zewnatrz“ od-
cinka AB. W pierwszym p przypadku (rye. 11 a) odeinki (o dlu-
goéci skonczonej) AB, AC i CB posiadaja ten sam znak, co
zwrot ABN* prostej p, a odcinek AB = AC + CB. Poniewaz
jednak CB = — BC, przeto: AB — AC — BC lub ostatecznie :

AB + BC = AC.

a.) b) c.
Ao P T A B G ENT T GRS BT
O I T R e o8 yz GO0 70—@—@—0—»
P d,) e.)
D A (R N A B
gy P @ P

Ryc. 14,

W przypadku drugim, gdy punkt C lezy ,zewnatrz“ od-
cinka 4B, to wéwezas: albo punkt B (ryc. 11 b) lezy ,wewnatrz“
odeinka (o dlugosei skoficzonej) AC i suma odcinkéw

AB + BC = AC
albo tez punkt A (ryc 11 ¢) lezy ,wewnatrz“ odcinka (o dluﬂo-
§ci skonezonej) ( CB i suma odcinkéw CA -+ AB = CB. Uwzglqd-
niajac relacje CA = — AC i CB = — BC, wyrazi¢ mozemy ostat-
nia- sume odcinkéw za posrednictwem wzoru:
—AC + 4B = —BC lub tez: AB 4 BC = AC.
Wykazaliémy tedy, ze bez wzgledu na polozenie punktéw

wlasciwych 4, B i € na uwazanej prostej p, zachodzi zawsze
réwnos§é: AB + BC = AC czyli AB + BC + CA = 0.

Obierzmy na proste] p czwarty punkt wlasciwy D, to dla elementow
A, Ci D mamy: AC + CD = AD, a 7e AC = AB + BC, wiec ostatecznie

AB'Y BC 4 €D — AD lub AB' = "BC 4+ CD 1+ DA =
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Przyjmujac dalsze punkty wlaSeiwe E,.... P, R na prostej p, z latwoScia
wykazaé mozemy prawdziwosSé zwiazkow :

AB -+ BC + CD + DE + ... + PR'= AR
lub tez

AB - BC =CDi3- DE+% i LSPRERA — 0

Dwa stale punkty wlasciwe 4 i B prostej p, oraz dowolny
punkt wlaseciwy C tej prostej, wyznaczaja (ryc. 11) dwa odecinki
(o qkoﬁczonej dl’ugoéci) AC i BC. Skoro pewien dowolny odcinek
X przyjmiemy za jednostke dlugosci, to stosunek
AC : XZ = ¢ nazywaé bedziemy!) miarq odecinka AC w odnie-
sieniu do jednostki XZ. Miara ¢ jest liczba wymierna lub nie-
wymierna, zaleznie od tego, czy odecinek AC jest czy tez nie
jest wspélmierny z obrana jednostka XZ. Niechaj liczby ¢ i ¢
beda miarami odeinkéw AC i BC, to mamy réwnosei:

ACi= ] X7 T2 BC =2 p 4 X7,
a stosunek ?g— = 73 t. zn. stosunek dwéch dowolnych od-
cinkéw réwna sie ilorazowi ich miar (liczb), wzietych w odnie-
sieniu do dowolnej jednostki dlugosci XZ. — W  rozwazaniach
naszych uwzgledni¢ musimy tez i znaki odcinkéw AC i BC. Je-
zeli zwroty ACN= i BCN= proste] p (gdzie N oznacza punkt
niewlasciwy prostej p) sa zgodne, to obydwa odcinki AC i BC
_ posiadaja réwnoczeénie ten sam znak -, albo tez réwnoczes$nie

4 . . & .
ten sam znak —; wéwezas liczbie — = 4 przypiszemy znak .

Jezeli za§ zwroty ACN> i BCN> prostej p sa wprost przeciwne,
to uwazane odcinki AC i BC posiadaja znaki przeciwne, a, licz-

bie 4 = ~(—;— przypisaé¢ musimy znak —.

Skoro trzy dowolne punkty wlasciwe 4, B i C, lezace na
prostej p, wyznaczaja odeinki (o dlugosei skonczonej) AC i BC,

to wéwezas: liczbe 2 = % nazywamy ,stosunkiem podziatu®

owych trzech punktow A, B i C. Liczbie 2 przypiszemy znak —
albo — zaleznie od tego, czy zwroty ACN* i BCN®> prostej P sq
zgodne, czy tez wprost przeciwne.

Dla punktu C, lezacego ,wewnatrz“ odcinka (o dlugosci

skorniczonej) AB, stosunekspodzialu 2 jest liczba ujemna, gdyz

) F. Enriques i U. Amalle,FZasady geometrji elementarnej (tlumaecz.
Wt. Wojtowicza) Warszawa—Lwow, str. 238.
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zwroty ACN= i BCN> sa przeciwne, a odcinkom (o dlugosci
skonezonej) AC i BC przypisaé musimy znaki przeciwne. W szcze-
gblnosci dla punktu S (rye. 11 f), polowiacego odcinek AB,
mamy :

APy
AS —SBE— _BS, Py b ey
WEOH S e e Sy

Natomiast dla punktu C, lezacego ,zewnatrz“ odcinka (o dlu-

gosei skonezonej) AB, stosunek podzialu 2 = —% jest liczba

dodatnia, gdyz zwroty ACN= i BCN> sa zgodne, a obydwa

odeinki AC i BC posiadaja réwnoczesnie ten sam znak -, albo

tez réwnoczesnie ten sam znak — Sy
Skoro na prostej p (ryec. 11 f) odlozymy odcinki 4B =

=BE = EF = FG = ..., to otrzymamy wdéwczas nastepujacy
ciag liczb 4> 0:
AE " 2 BE AF 3 AG 4
i = —=—== Ap= =+ o=—"—" =445
R e Tofes pp sy s s Ry
Skoro za§ na prostej p odlozymy odcinki B4 = AP =
= PQ OR=...; to otrzymamy nowy ciag liczb 4 > 0, a mia-
nowicie :
AP AP 1 A() AR
2. e e e s iy o Z ok Z T 9o
PP TR T T Ty LR e 3 ‘T BR +4

Wartosei wyrazéw pierwszego ciagu liczb 42 >0 coraz bardziej
maleja, wartoSci za§ wyrazow drugiego ciagu liczb 42 > 0 coraz
bardziej wzrastaja; zaden jednak wyraz tych ciagéw — dla ja-
kiegokolwiekbadZ punktu wlasciwego prostej p — nie osia-
gnie wartosci 2 = + 1. Nasuwa sie my$l podporzadkowania punk-
towi niewlasciwemu N prostej p = AB wartosci 2 = 1. Slo-
sunek podziatu dwéch punktow wtasciwych A, B i punkiu nie-
wtasciwego N> dowolnej prostej p = AB zdefinjujemy jako liczbe
AN
BN
Z dotychezasowych rozwazan wynika tedy nastepujaca za-
feznosé:

= T 1.

Kazdemu punktowi C prostej p podporzqdkowana jest —
w odniesieniu do dwéceh stalych punktéw wlasciwych A i B pro-
ste] p — jedna i tylko jedna liczba 4= %.

-
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Dowiedziemy teraz prawdziwosSci twierdzenia:

Kazdej liczbie 2 :—% podporzqdkowany jest — w odnie-

sieniu do dwéeh stalych punktéw wlasciwych A i B prostej p —
jeden i tylko jeden punkt C na owej prostej p.

: ; . & 2 Yl
W istocie bowiem mamy 4 = —=, a poniewaz AC = 4B +

3 BC
-+ BC, przeto
AB 4 BC AB .=~ o 1
Z:Tzl i C 1 BC:A4.B'—-__—-.
BC CURE s A1
Dla odecinka AC otrzymamy wéwcezas

BSOS
AC = AB + BC = AB + AB- T —AB-H.

Poniewaz w uzyskanych réwnaniach

PSRt e L i D R e
AC———AB-H i B(J:AB-H
spolezynnik AB jest wielko$cia stala, wiec dla kazdej liczby 2
otrzymujemy jeden odcinek AC i jeden odcinek BC, a tem sa-
mem jeden i tylko jeden punkt € (w odniesieniu do stalych
punktéw 4 i B), ¢. b. d. o.
Na prostej wlasciwej p (ryc. 11) obierzmy cztery dowolne
punkty wlasciwe A, B, C i D, a nastepnie utwérzmy stosunki
podzialu

Ry == i, s < b
BC BD
Liczbom 4, i 4, przypiszemy znaki -+ lub — zaleznie od tego,
czy zwroty ACN> i BCN<=, oraz ADN*>i BDN* prostej p (gdzie
N jest punktem niewlasciwym prostej p) sa zgodne, czy tez
wprost przeciwne. Liczbe

L i
BC - 'BD

nazywamy dwustosunkiem (stosunkiem podwdéjnego podziatu lub
stosunkiem anharmonicznym) czterech punktéw wtasciwych A,
B, C i D prostej p. Liczbie u przypiszemy znak + albo — za-
leznie od tego, czy znaki liczb 2, i 2, sq zgodne, czy tez prze-
ciwne. Powyzszy dwustosunek oznaczamy symbolem (ABCD),
a zatem liczba

po= A 1 A =
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i AD
: B B

Celem uzyskania prawej strony tej rownoseci, laczymy poszezegdlne
punkty symbolu (ABCD) w nastepujacym porzadku: pierwszy A z trzecim C

i drugi B z trzecim C, a nastqpnie pierwszy A z czwartym D i drugi B
VA czwartym D.

W= "(ABCD) =

Uwazane punkty A, B, C i D polaczyé mozemy w dwie
pary: AB i CD. Pozornie wydaje sig, Ze para punktéw A i B

dla dwustosunku (4BCD) = Ag—ill posiada inny charak-

BC BD
ter, anizeli pozostala para Ci D. Faktycznie?) tak nie jest, gdyz

wykonaé mozemy nastepujace przeksztalcenia:

apcpy—A6., 40 —CA D4 CA DA .
BC BD. .-%B DB CE. DB
LR M
DA DB

Poniewaz (ABCD) = (CDAB), przeto pary punktéw ABi CD po-
siadaja ten sam charakter.
Wykonajmy teraz drugie przeksztalcenie dwustosunku
(ABCD), a mianowicie :
aBcp) = AC . 4D _ AC BD _ BD ,BC'_ p.pey
BC " BD BC. A8 XD A

Na mocy pierwszego przeksztalcenia mamy : (BADC) = (DCBA),
wiec ostatecznie dochodzimy do relacji

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA).

DowiedliSmy ted rawdziwosei twierdzenia :
A Y

Dwustosunek (ABCD) czterech (réznych od siebie) punktow
wtasciwych A, B, C i D dowolnej prostej, nie zmienia sie wcale,
jezeli przestawimy dwa dowolne jego punkty i rownoczesnie dwa
punkty pozostate.

Zauwazy¢ nalezy, ze w powyzej podanej relacji obok siebie
wypisane sa punkty A i B, oraz obok siebie punkty Ci D. Zba-
dajmy blizej wplyw wlasnosci pary punktéw A i B, oraz dru-
giej pary C i D omawianego dwustosunku u = (ABCD) na znak

) Porownaj Dr. K. Doehlemann, Projektive Geometrie in synthetischer
Behandlung. IV-e Aufl. 1918.
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o : T AD
tego dwustosunku. Liczba u =4, : 4,, gdzie 4, = —-i 1, = ——.
g iz 1° 49 2 15 B0 2 BD

Stosunki podzialu 4, i 4, posiadaja réwnoczesnie znaki + wéw-
czas, gdy punkty C i D leza ,zewnatrz“ odcinka (o dlugosci
skonezonej) AB. Obie liczby 4, i 4, posiadaja réwnocze$nie
znaki —, gdy punkty Ci D leza ,wewnatrz* odcinka AB. W oby-
dwu wypadkach liczbie u = 4, : 4, przypisa¢ musimy znak .
Natomiast, gdy jeden z punktéw C i D lezy ,zewnatrz“, a drugi
swewnatrz“ odcinka AB, to wéwezas liczbom 24, i 4, przypisaé
musimy znaki przeciwne, a tem samem dwustosunkowi g znak —.
Na podstawie koncowych rozwazan ust. 8-go stwierdzimy, zZe:
dwie omawiane pary punktéw AB i CD w dwéch pierwszych
przypadkach tworza dwie ,nie rozdzielajace si¢“ pary,
natomiast w przypadku ftrzecim tworza dwie ,rozdzielajace
sie“ pary. A zatem:

Liczbie u = (ABCD) przypiszemy znak — albo + zaleznie
od tego, czy pary punkiow AB i CD stanowiq dwie rozdzielajqce
sie, czy tez dwie nie rozdzielajqce sie pary.

Skoro punkty A, B i C prostej p uwazaé bedziemy za elementy stale,

to stosunek podzialu 4, = .g_g tez jest liczba stala, a dwustosunek
AC - AD AD
—HABC DY — = =g
HldBEn) BC.*BD ‘" BD

oAD : ; ¢
gdzie 3D jest stosunkiem podzialu dla trzech punktow A, B i D. Z po-

przednich rozwazan naszych wynika, ze: Kazdemu punktowi D prostej wila-
Sciwej p, w odniesieniu do trzech stalych punktéw A, B i C tej prostej, pod-
porzadkowana jest jedna i tylko jedna liczba w= (ABCD); i wzajemnie: kaz-
dej liczbie w = (ABCD), przyczem A, B i C sa stalemi punktami prostej p,
podporzqdkowany jest jeden i tylko jeden punkt D na owej prostej.

10. Stosunek podzialu i dwustosunek elementéw peku pro-
stych (wzgl. peku plaszezyzn). W peku prostych o wierzeholku
wlasciwym P (ryec. 12) niechaj dane beda trzy proste a, b i s,
za posSrednictwem ktérych ustalamy (ust. 8) dwa wprost prze-
ciwne kierunki ruchu obrotowego okolo punktu P, a mianowi-
cie: 1) kierunek abs i 2) kierunek sba. Owe dwa kierunki ru-
chu obrotowego nazywaé¢ bedziemy zwrotami tego peku.
Uwazanemu pekowi prostych P(a,b,s,...) przypisaliSmy tedy
dwa wprost przeciwne zwroty, a mianowicie: 1) zwrot
abs i 2) zwrot sbha.
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Zgodne miedzy soba sa (ust. 8) zwroty abs, bsa i sab; po-
dobnie zgodne sa tez zwroty (przeciwne do poprzednich) na-
stepujace: sba, bas i asb. Jezeli jeden ze zwrotéw abs i sba
uwazaé¢ bedziemy za dodatni i przypiszemy mu znak +, to
drugi zwrot uwaza¢ musimy woéwezas za ujemny i przypisaé
mu znak —.

Wiadomo nam, ze dwie proste a i b peku (P)~ dziela pla-
szezyzne podstawowa z tego peku na cztery czescei, ktére na-
zywamy katami. Owe cztery katy tworza dwie pary ,katéow
wierzcholkowych“. Niechaj prosta a, obracajac sie okolo punktu
P w stalym kierunku abs, wykona obrét od poloZenia a bez-
posrednio do polozenia b, nie przekroczywszy przytem poloze-
nia s. Prosta a opisze wéwezas dwa katy wierzcholkowe, a kaz-
dy z tych katéw oznaczaé bedziemy symbolem ab. Skoro prosta
b, obracajac sie okolo punktu P w stalym (ale wprost prze-
ciwnym do poprzedniego) kierunku bas, wykona obrét od po-
lozenia b bezposrednio do polozenia a — nie przekroczywszy
przytem polozenia s! — to element b opisze znowu owe dwa
katy wierzcholkowe. Kazdy z tych katéw oznaczaé bedziemy
symbolem ba.

Wprowadzony zatem symbol ab (wzgl. ba) oznacza jeden
z. dwoéch katéow wierzcholkowych w peku (P), opisanych przez
prosta a (wzgl. b) obracajaca sie w stalym kierunku abs (wzgl.
bas) okolo wierzcholka P. Uméwmy sie, ze : dowolnemu kqtowi
ab w peku (P) przypiszemy ten sam znak -+ albo —, jaki posiada
zwrot abs, gdzie s oznacza dowolna prosta ,nieruchoma“ tego
beku.

&3 Przypusémy, ze zwrot abs jest dodatni (4), a tem samem
zwrot bas jest ujemny (—), to wéwezas katowi ab przypisaé mu-
simy znak -+, natomiast katowi ba przypisa¢ musimy znak —.
Gdybysmy jednak przeciwnie zwrot abs uwazali za ujemny (—),
a wiec zwrot bas za dodatni (-F), to wowezas katowi ab przy-
pisa¢ musimy znak —, a katowi ba znak +. Stwierdzamy tedy,
ze niezaleznie od tego, czy zwrot abs w peku (P) uwazaé be-
dziemy za dodatni (-+), czy tez za ujemny (—), to zawsze:
dwom kqtom ab i ba przypisa¢ musimy koniecznie znaki przeciwne.

Skoro przyjmiemy pewien kat xz za jednostke miary,
a miarq kata ab nazwiemy stosunek ab : xz = ¢ to wowezas katy
ab i ba co do bezwzglednej miary (wielkosci) sa sobie réwne,
a poniewaz owe Kkaty réznia sie znakiem, przeto mamy naste-
pujaca zalezno$é:

ab = —ba lub tez ab + ba =0
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Dowolna prosta ¢ (ryc. 12) uwazanego peku (P) lezeé¢ moze
ywewnatrz¢ katéw wierzcholkowyeh, z ktérych kazdy oznaczony
jest symbolem ab, lub tez ,zewnatrz“ tych kqtow W pierw-
szym przypadku (ryec. 12 ¢) kazdy z katéw ab, ac i cb posiada
ten sam znak, co zwrot abs peku (P), a kat ab = ac + cb. Po-
niewaz jednak cb = — bc, przeto ab = ac — bc lub ostatecznie :

ab + be = ac.
W przypadku drugim, gdy c lezy ,zewnatrz“ katéw wierzchol-
kowych ab, to: albo prosta b (ryc. 12 b) lezy ,wewnatrz“ ka-
tow wierzcholkowych, z ktérych kazdy oznaczony jest symbo-
lem ac, a suma katéw

ab + bc = ac

albo tez prosta a (ryc. 12 d) lezy ,wewnatrz¢ katéw wierzchol-
kowych cb i suma katéw ca + ab = cb. Uwzgledniajac relacje

ca = —ac i cb = — be, wyrazi¢é mozemy ostatnia sume katow
za pofrednictwem wzoru:
—ac + ab= —bc lub tez: ab—+ bc= ac.

WykazaliSmy tedy, ze bez wzgledu na poloZenie prostych
a, b i ¢ w peku (P), zachodzi zawsze réwnosc:
ab + bc = ac czyli ab + bc + ca = 0.
Obierzmy w peku (P) czwarta prosta d (ryc. 12), to dla elementow

a; ¢4 d mamy: ac + cd = ad, a ze ac = ab -+ be, wiec ostatecznie

ab -bc-+cd=ad lub ab-+ bc+ cd + da = 0.

Przyjmujac dalsze proste e,...,p, r w peku (P), z latwosScia/wykaza¢ mozemy
prawdziwosé zwiazkow :

ab+bct+cdt+det...+pr—=ar  lub tez
ab. - befcdd-de-L...4 pr+ra=0.
W peku o wierzcholku wlasciwym P niechaj dane beda:
yhieruchoma“ prosta s, dwie stale proste a i b, oraz dowolna
prosta c. Jezeli zwroty acs i bes peku (P) sa zgodne, to katy
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ac i be posiadaja réwnoczesnie ten sam znak -, albo tez réw-

noczesnie ten sam znak —. Jezeli za$§ zwroty acs i bes sa wprost

przeciwne, to uwazane katy ac i bc posiadaja znaki przeciwne.

Utwérzmy stosunek wstaw katéw ac i be, to wéwezas: liczbe
sin ac ; 1

A ST nazywamy ,stosunkiem podziatu“ (rzech prostych a,b
sin be

[ ¢ peku (P). Liczbie 2 przypiszemy znak + albo — zaleznie od
tego, czy zwroty acs i bes peku (P) sq zqodne, czy lez wprost
przeciwne.

Dla proqte] G lezqce] ,wewnatrz“ kata ab, zwroty acs i bes

aBETRY Smﬁi jest liczba

sin be
uj em n a. Natomiast dla prostej ¢, lezacej ,zewnatrz¢ kata ab,
stosunek podzialu 2 jest liczba dodatnia, gdyz zwroty acs i bes
sa zgodne.
Niechaj prosta e (ryc. 12) jest symetralng (dwusieczna) kata

sa pr7e01wne, WIQC stosunek podzialu 1 =

ab, to z relacji: ac = eb = — be wynika, ze liczba
sinae  — sin be
Ao e
sinbe  sinbe

Przez wierzcholek P uwazanego peku wykreSlmy prosta f | e,
czyli synetralna f kata ,przyleglego“ do kata ab. Dla katéw
af 1 bf otrzymamy :

+ ef = ae + 90° = 90° -+ ae

af = ae +

bf = be + ef = ea + 90° = 90° — qe
a poniewaz sin (90° - ae) = sin (90° — ae), przeto stosunek po-
sinaf . sin(90° + ae)
sinbf  sin(90° — ae)
Skoro proste e i [ sq symelralnemi kqla ab i jego kqta przy-

legtego, lo wdwczas stosunki podziatu st g a'/. sq liczba-

sinbe sinb
mii=—11ii;=+1.

dzialu 4, =

= + 1. A zatem:

W peku prostych o wierzcholku wlasciwym P dane sa : ,nie-
ruchoma“ prosta s, stale proste a, b i dowolna prosta ¢. Po-
niewaz kat ac = ab + bc, przeto stosunek podzialu

2 sin ac __ sin (ab + bc)
sinbe sin be
Jwzgledniajac relacje:
sin (ab + bc) = sin ab . cos be - cos ab . sin be,




46 II. Rzutowos§ei pomiedzy utworami zas. gat. 1-go.

mozemy, dla stalego kata ab i danej liczby 4, obliczy¢ najpierw
kat be, a nastepnie réwniez i kat ac. Z dotychezasowych roz-
wazan wynikaja tedy zaleznosei :

Kazdej prostej ¢ peku (P) podporzqdkowana jest — w od-
niesieniu do stalych prostych a, b i s tego peku — jedna i tylko
jedna liczba 2 = ™% 1 wzajemnie: kazdej liczbie 4 — " -2¢

sin be sin be

podporzqdkowana jest — w odniesieniu do trzech stalych pro-
stych a, b i s peku (P) — jedna i tylko jedna prosta c lego peku.

W peku prostych o wierzcholku wlasciwym £ obierzmy
cztery dowolne proste a, b, ¢ i d, oraz prosta ,nieruchoma“ s
(rye. 12), a nastepnie utwérzmy stosunki podzialu

sinac . sinad
h=—— 1 h=— .
sin,be sinbd
Liczbom 4, i 4, przypiszemy znaki + lub — zaleznie od tego,

czy zwroty acs i bes, oraz ads i bds peku (P) sa zgodne, czy
tez wprost przeciwne. Liczbe
_sinacsinad

= it S
£ 1™ Sin be sin bd

nazywamy dwustosunkiem (stosunkiem podwdjnego podzialu lub
stosunkiem anharmonicznym) czterech prostych wtasciwych a,
b, ¢ i d peku (P). Liczbie u przypiszemy znak + albo — zalez-
nie od teqo, czy znaki liczb 4, i 2, sq zgodne, czy tez przeciwne.
Powyzszy dwustosunek oznaczamy symbolem (abced), a za-
tem liczba
sinac sin ad
n = (abcd) R ey =
sin be  sin bd
Celem uzyskania katow po prawej stronie tej rownosci, wypisujemy
poszezegolne proste, wystepujace w symbolu (abed) w nastepujacym po-
rzadku: pierwsza a z trzecia c¢ i druga b z trzecia ¢, a nastepnie pierwsza
a z czwarta d i druga b z czwarta d.

Uwazane cztery proste a, b, c¢id polaczyé mozemy w dwie
pary: ab i cd. Pozornie wydaje sie¢, Ze pierwsza para prostych
dla dwustosunku (abcd) posiada inny charakter, anizeli pozo-
stala para ¢ i d. Faktycznie tak nie jest, gdyz wykona¢ mo-
zemy nastepujace przeksztalcenia:
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sinac sinad —sinca —sinda _sinca sinda

(abed) =220, S0 00, (AN, —omdd _PO0n SN
sinbc sinbd —sineb —sindb sincb sin db

By SR s,

sinda sin db
Poniewaz (abed) = (edab), przeto pary prostych ab i c¢d posia-
daja ten sam charakter.
Wykonajmy teraz inne przeksztalcenie dwustosunku (abed),

a mianowicie :
(abod) SR sinad _ sindc snbd _ sinba SIRbC  (had).

sinbc sinbd sinbc sinad sinad sinac

Na mocy pierwszego przeksztalcenia mamy: (badc) = (dcba),
wiec ostatecznie dochodzimy do relacji

(abed) = (badc) = (cdab) = (dcba).

DowiedliSmy zatem prawdziwosci twierdzenia :

Dwustosunek (abcd), czterech (réznych od siebie) prostych
wtasciwych a, b, ¢ i d dowolnego peku, nie zmienia sie wcale,
jezeli przestawimy dwie dowolne jego proste i réwnoczesnie dwie
proste pozostate.

Zauwazy¢ nalezy, ze w wypisane] powyzej relacji obok
siebie wystepuja zawsze proste a i b, oraz obok siebie proste
¢ i d. Zbadajmy wplyw wlasnosci dwéch par prostych ab i cd
na znak dwustosunku u = (abed). Liczba u = 2,:2,, gdzie
p R an% A M. Stosunki podzialu 4, i 4, posiadaja

sin be sin bd
réwnoczesnie znaki + wéwezas, gdy proste ¢ i d leza ,zewnatrz“
kata ab. Obie liczby 4, i 4, posiadaja réwnocze$nie znaki —,
ady proste ¢ i d leza ,wewnatrz“ kata ab. W obydwu wypad-
kach liczbie u = 4, : 4, przypisaé musimy znak 4. Natomiast
wowezas, gdy jedna z prostych c i d lezy ,zewnatrz“, a druga
,wewnatrz“ omawianego kata ab, to liczbom 2, i 4, przypisaé
musimy znaki przeciwne, a temsamem dwustosunkowi u = 2, : 4,
znaki = : :

Na podstawie rozwazan ust. 8-go stwierdzimy, ze dwie
omawiane pary prostych ab i cd w dwéch pierwszych przypad-
kach tworza dwie ,nie rozdzielajace sie“ pary, natomiast
w przypadku trzecim tworza dwie ,rozdzielajace sie“ pary
prostych. A zatem:
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Liczbie u = (abed) przypiszemy- znak — albo -+ zaleznie od
lego, czy pary proslych ab i cd stanowiq dwie rozdzielajqce sie,
czy tez dwie nie rozdzielajqce sie pary.

Dla dwustosunku
sinac _sin ad

i — (abcd)i— — ==

A i b
mozemy tedy — skoro dana jest ,nieruchoma“ prosta s peku
P(a b, c, ,...) — nie zwazaé na znaki poszezegélnych katow

ac, bc ad i bd, ale wziaé¢ pod uwage tylko wartosci bezwzgledne
sin ac, sin be, sinad i sin bd, a tem samem obliczy¢ wartos¢ bez-
wzgledna liczby w. Natomiast znak -+ albo — liczby wu ustalimy
na podstawie powyzej wypisanego twierdzenia.

O ile dana jest w peku (P) prosta ,nieruchoma“ s, to sym-
bol np. ac oznacza jeden z dwéch katéw wierzcholkowyeh, opi-
sanych przez prosta a, ktéra wykonala ruch obrotowy okolo
punktu P w kierunku abs. Skoro usuniemy owq prostq s, to sym-
bol ac oznacza nam jeden z czterech kaléw, jakie tworzq pro-
ste a i ¢. Dwa z posréd nich sa to wlasnie katy wierzcholkowe,
poprzednio wymienione; dwa dalsze katy sa réwniez katami
wierzcholkowemi. Kazde dwa katy ac, ktére nie stanowia pary
katéw wierzcholkowych, sa ,katami przyleglemi“ i suma ich
bezwzglednych miar (wartoSci) wynosi 180°% Wnosimy stad, Ze.:
dla wszystkich czterech katow, okreslonych symbolem
ac, bezwzglqdne wartosci sin ac sa sobie réwne. Te same > uwagi
stosuja sie oczywiscie do trzech dalszych symboléw be, ad i bd.

Przy wyznaczaniu liczby u = (abed) uniezaleznilismy sie
tedy 1) od ,nieruchomej“ proste] s. Skoro obliczymy bezwzgledne
warto$ci sin ac, sin be, sin ad i sin bd (gdzie symbol xz oznacza
ktorykolwiek z czterech katéw, okres§lonych prostemi x i z), to
uzyskamy warto$¢ bezwzgledna liczby u = (abed). Znak — albo
+ liezby w zalezy od tego, czy pary prostych ab i cd tworza
dwie rozdzielajace sie, czy tez dwie nie rozdzielajace sie pary.

Skoro proste a, b i ¢ peku (P) uwaza¢ bedziemy za elementy stale,

: sin ac !
to stosunek podzialu 4, = —; e jest liczba stala, a dwustosunek
sin be

sinac - sin ad sin ad
= b d i~ b i Tt ko i ety 3 ﬂ 4 e
i e T R R e BT

T
gdzie liczba EHH jest stosunkiem podzialu trzech prostych a, b i d. Z po-

) Doehlemann, 1. c. str. 35.
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przednich rozwazan wynika, ze: kazdej prostej d peku (P), w odniesie-
niu do trzech stalych prostych a, b i ¢ tego peku, podporzadkowana
jest-jedna i tylko jedna liczba u = (abcd); i wzajemnie: kazdej
lieczbie w = (abcd), przyczem a, b i ¢ sa stalemi prostemi peku (P), pod-
porzadkowana jest jednaitylko jedna prosta d tego peku.

PrzejdZzmy teraz do peku plaszezyzn. W tym celu popro-
wadZmy przez wierzcholek P peku prostych P(a, b,c,d,...,s,...)n
prosta p prostopadla do plaszczyzny podstawowej = tego
peku. Plaszezyzny e = pa, § = pb,..., ¢ = ps,... tworza pek pla-
SZCZYZN

Pl By, 6k, 000 ) o B(a e d, 8. )

Zwroty efo i abs tych pekéw sa (ust. 8) zgodne. Skoro prosta
a wykona obr6t w stalym kierunku abs i opisze dwa wierzchol-
kowe katy ab, to réwnoczeénie homologiczna plaszezyzna « peku
(p) wykona tez obrét w stalym kierunku efs od polozenia «
bezposrednio do polozenia 3, nie przekroczywszy przytem po-
lozenia o. Plaszezyzna e opisze wowcezas tez dwa katy, zwane
katami nachylenia plaszezyzn e i 3, z ktérych kazdy ozna-
czaé bedziemy symbolem ef. Miare (wielko$é) kata ab, lezacego
na plaszezyznie = | p, zdefinjujemy jako miare (wielkosé) kata eg.

W mys$l powyzszej definicji wszelkie rozwazania, jakie prze-
prowadziliSmy poprzednio dla peku prostych P(a,b,...)», da-
dza sie bezposrednio zastosowaé do peku plaszezyzn p(a, 3,...).
Utwory (P)~ i (p) sa perspektywiczne a o p jest prostopa-
dla do plaszezyzny podstawowej = W szezegdlnosei: Liczbe
sin ey

A :'—ﬂ_ nazywamy ,stosunkiem podzialu“ trzech pla-
sin By
szezyzn a, § i y peku (p). Podobnie liczbe

S sin ay sin aé

sin gy " sin ﬂd
nazywamy ,dwustosunkiem“ (stosunkiem anharmonicznym
 lub stosunkiem podwdéjnego podzialu) czterech plaszezyzn e, f,
y i 6 uwazanego peku (p). W my$l naszej definicji zachodza
réwnosei :

sinay  sinac o

A= —=
sin gy  sinbc

7 smay sin ad smac sma_d1 b (efd) = (abed).
sin 8y sin ﬂé sin be ~ sin bd

Skoro usuniemy ,nieruchoma“ plaszezyzne i ps, to sym-
bol np. ay oznaczaé bedzie jeden z czterech katoéw, jakie

Plamitzer, Geometrja rzutowa 4
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tworza plaszezyzny « i y peku (p), podobnie jak symbol ac
oznaczal jeden z czterech katow, jakie tworza proste ai ¢ peku
(P) 7 (p). Poniewaz dla wszystkich czterech katéw ac bez-
wzgledne warto§ci sin ac sa sobie réwne, przeto i bezwzgledne
wartodei sin ay tez sa sobie réwne. Celem obliczenia bezwzgled-
nej wartosci liczby u = (afyd) wystarczy wyznaczy¢ bezwzgledne
warto§ci sin ay, sin fy, sin ed i sin 4. Znak — lub — liczby u
zalezy od tego, czy pary plaszcezyzn ef iyd tworza dwie nie roz-
dzielajace sie, czy tez dwie rozdzielajace sie pary.

11. Charakter rzutowy dwustosunku czterech elementéw
utworu zasadniczego 1-go gatunku. Niechaj dany bedzie pek
prostych wlasciwych P(a,b,...) perspektywiczny (rye. 13) do
szeregu punktéw wlasciwych p (4, B,...). Podwéjne powierzchnie
tréjkatéow: ACP, BCP, ADP i BDP wyrazi¢ mozna wzorami:

AC.PQ=AP.CP.sinac AD.PQ= AP.DP. sin ad
BC.PQ=BP.CP.sinbc BD.PQ= BP.DP.sinbd
gdzie nalezy bra¢ pod uwage tylko wartosci bezwzgledne.

7 obustronnego podzielenia uzyskamy :

AC AP sinac AD AP sinad

BC  BP sinbc BD BP sinbd

a nastepnie z dalszego dzielenia

iq 3 @ :smg:sma_d czyli: (ABCD) = (abcd).

B Bl sinbc sinbd -

Wykazali§my tedy réwno$é¢ bezwzglednych wartosei liczb
(ABCD) i (abed). 7 perspektywicznosei szeregu punktéw (p)
i peku prostych () wynika jednak
(ust. 8), ze dwom rozdzielajacym sie
(wzgl. nie rozdzielajacym sie) parom
punktéw AB i CD szeregu (p) pod-
porzadkowane sa rowniez dwie roz-
dzielajace sie (wzgl. nie rozdzielaja-
ce sie) pary prostych ab i cd. A za-

LAEA tem (ust. 91 10) liczby (ABCD) i (abed)

posiadaja znaki zgodne. Wykazali-

Smy ‘re(ly, ze dla peku prostych (P) i perspektywicznego z nim.

szeregu punktéow (p) dwustosunek (abed) czterech dowolnych

prostych peku (P) réwna sie dwustosunkowi (ABCD) czterech
homologicznych punktéw szeregu (p).
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Uwazajmy (ryec. 10) lancuch perspektywicznych pekéw pro-

stych i szeregéw punktéw:

Prlas by, e dys s

o /\P1(A1’ By, Cy Dy,..) R Py(ag by, €5, dy,...) R

/\ De (Az’ B2! Cz’ D2’ )

Stosujac poznane twierdzenie do kazdych dwéch sasiednich .
ogniw tego lancucha, otrzymamy nastepujace zaleznoSci:

(abye,dy) = (AB;C,Dy),
(AB,C,D

lub tez:
(aibyeidy) = (asbyeydy),

1) = (agbycads),
(ashocody) = (A3B,CoD5)

(AlBlchl) e (A2B2C2D2>'

WykazaliSmy tedy, ze skoro dwa

peki prostych wlasciwych (7))
i (P,) sa perspektywiczne, to
wowezas dwustosunek(a,b;¢,d,)
czterech dowolnych prostych
peku (P,) Téwna sie dwusto-
sunkowi (aybycody) czterech ho-
mologicznych prostych peku
(Py).

Przetnijmy pek plaszezyzn p(e, 8, v, d,..

szeregi punktéw wlasciwych
(py) 1 (py) sa perspektywiczne,
to ~ dwustosunek (A,B,CD;)
czterech dowolnych punktéw
szeregu (p,) réwna sie dwu-
stosunkowi (4,B,C,D,) czte-
rech homologicznych punk-
tow szeregu (p,).

.) plaszezyzng e pro-

stopadla do osi p w peku prostych P(a,b,c,d,...)-. Dla per-
spektywicznyeh utworéw

' p(@B,76,..) K P(abcd,...):

zachodza — w mys$§l definicji przyjetej w ust. 10 — réwnoseci

dwustosunkow :

(apyd) = (abed).
Przetnijmy pek plaszezyzn (p) dowolna plaszezyzna wlasciwa o

w peku prostych P, (ay, by,..

Jo, to zachodza (ust. 3) zaleznosci

p(a, ‘8, 'y, 6, a0 .) /:\ Pl(al, bl’ Cl, dl" o .)(0;

(b ed

')'9 /M_\“ P1 ((11, b1, Cyy (11,.. .)o).

Dla perspektywicznych pekéw (P)e i (P)e otrzymamy réwnosé

dwustosunkéw :

(abcd) = (a;byc,d,), a poniewaz (afyd) = (abed),

przeto uzyskaliSmy réwno$é dwustosunkéw

(afyd) = (a;bicidy)
czterech par homologicznych elementéw peku plaszezyzn (p)

*
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i perspektywicznego z nim peku prostych (P;)», przyczem pla-
szezyzna podstawowa o nie jest prostopadla do osi p.
Skoro na plaszezyznie o obierzemy szereg punktéw
Ps (A3, By, Cy, Dy,...) N Py(ay, by, ¢y, dy,.. )o,
to dwustosunek (4,B,C,D,) = (a;b;c,d,), a tem samem relacja
(aByd) = (A3B,C,5Dy)
jest spelniona dla peku plaszezyzn (p) i perspektywicznego
z nim szeregu punktéw (p,). Mozemy tedy wypowiedzieé twier-
dzenie Pappusa (okolo 300 r. po Chr.):

Dla dwdoch perspektywicznych utworéw zasadniczych ga-

,{ tunku 1-go: dwustosunek czterech dowolnych elementéw wtasci-

| wych pierwszego utworu rowny jest dwustosunkowi czterech ho-
mologicznych elementéw wtasciwych utworu drugiego.

W ust. 7 zdefinjowaliSmy koncowe ogniwa lancucha per-
spektywicznych utworéw zasadniczych gatunku 1-go jako utwory
rzutowe (jednokreslne). Stosujac twierdzenie Pappusa kolejno
do kazdej pary sasiednich ogniw owego lancucha, uzyskamy
réwnosé¢ dwustosunkoéw czterech elementéow wlasciwyeh ogniwa
pierwszego i czterech homologicznych elementéw wlasciwych
ogniwa ostatniego. A zatem:

Dla dwdéch rzutowych ulwordéw zasadniczych gatunku 1-go:
dwustosunek czterech dowolnych elementéow wtasciwych pierw-
szego ulworu rowny jest dwustosunkowi czterech homologicznych
elementéw wtasciwych utworu drugiego.

W ust. 9 wykazaliSmy, ze dwustosunek (ABCD) czterech
punktéw wlasciwych szeregu (p) nie zmienia sie weale, gdy wy-
konamy nastepujace przestawienia jego elementéw :

(ABCD) = (CDAB) = (BADC) = (DCBA).
Niechaj pek prostych (P) i pek plaszezyzn (p;) sa utworami
perspektywicznemi do szeregu (p)
P&, B, C:D;...) N Playbie d,...) ]\ py (a8 7,6,

to z relacji (ABCD) = (abcd) = (efyd) wynikaja bezposrednio
zwiazki:

. (abed) = (cdab) = (badc) = (dcba)
(efyd) = (ydap) = (Bady) = (dya).
Prawdziwos¢é pierwszego zwiazku dowiedliSmy bezposrednio
w ust. 10. Zaleznos$ci te ujaé mozemy w nastepujace twierdzenie :



11. Charakter rzutowy dwustosunku czterech elementow. 53

Dwustosunek czterech dowolnych elementéow wtasciwych
utworu zasadniczeqo gatunku 1-go nie zmienia sie wcale, jezeli
przestawimy dwa ktorekolwiek jego elementy i réwnoczesnie dwa
pozostate jego elementy.

PrawdziwoS§¢é powyzszego twierdzenia wykazaé tez mozemy w naste-
pujacy sposob. Pek prostych S(a, b, ¢, d,...) przetnijmy dwiema dowolnemi
prostemi p i r, przechodzacemi (ryc. 14) ¥
przez jakikolwiek punkt A prostej a.
Punkty D = dp, E = br i F = cr niechaj
wyznaczaja dwie proste m = DE i n = DF,
ktére przecinaja sie z elementami c i b
w puktach M = mec i N = nb. Z lancucha
utworow perspektywicznych

(P(A,B,C,D,..) %X Sa,b, c,d,..) R

‘ Tr(A,E,F,L,...)fD(p,m,n,d,..:);

wﬁbsimy o jednokreslnosei Rye. 14.
P(A,B,C,D;..) X D(p,m, n, d,...)

Pek prostych (D) przetnijmy prosta b, a otrzymany w ten sposob szereg
punktéw (b) rzuémy z punktu F na prosta p, to wowezas:

p(4,B,C D,..) A D(p,myn,d,...) X b(B,E,N,S,...) ~
A F(FB,r,n,o0,...) T B-(B; A,.D; €, )
Dla rzutowych szeregéw punktow
p(4,B,CD,..)A p(BAD,C,...)
o wspélnej podstawie p zachodzi réwnos§é dwustosunkow :
(ABCD) = (BADC).

Pek prostych (D) przetnijmy teraz prosta ¢, a otrzymany szereg punktéw
(¢) rzuémy z punktu E na podstawe p. Z laficucha utworéw

p(A,B,CD,...)\ D(p,myn,d,..)x ¢c(C,M,F,S, ... A
NE(ECmrb,..) X p(CDAB,...)
wynika rzutowosé szeregoéw punktow
P, B,C,D,..)’Np(C,D,A,B,...)
a tem samem réwnosé dwustosunkow
(ABCD) = (CDAB).

Na mocy pierwszego przestawienia dwustosunek (CDAB) = (DCBA), przeto
wykazaliSmy prawdziwosé zwiazku :

(ABCD) = (CDAB) = (BADC) = (DCBA).

W dotychezasowych rozwazaniach naszych badaliémy wla-
snosci tylko takich dwustosunkéw czterech elementéw utworu
zasadniczego gatunku 1-go, w ktérych elementy uwazane byly
wylacznie tylko elementami wlasciwemi. Przejdziemy teraz
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do definicji dwustosunkéw w przypadkach dotycheczas wyklu-
czonych 1),

Na prostej wlasciwej p niechaj dane beda (rye. 15) trzy
punkty A, B i (, oraz punkt niewlasciwy D. Poniewaz stosu-
nek podzialu dwéch punktéw wlasciwych 4, B i punktu niewla-

sciwego D= zdefinjowali§my w ust. 9 jako liczbe 4 = ‘;—g—- + 1,

przeto dwustosunklem u = (ABCD®>) owych czterech punktow
nazwiemy liczbe
iy sy SR L U
V3 Mylaty « P R (i

Dwustosunek u jest liczba dodatnia, gdy punkt C lezy ,zewnatrz*
odecinka (o dlugosci skonczonej) AB; natomiast u jest liczba
ujemna, gdy C lezy ,wewnatrz“ odcinka AB. Mozemy tez po-
wiedzie¢ (ust. 9), ze liczba w posiada
znak —, wzgl. 4 zaleznie od tego,
czy para punktéw AB rozdziela pare
CD<, czy tez nie rozdziela pary CD<.

Szereg punktéow p(4, B, C,D>,...)
rzuémy z dowolnego punktu wlasci-
wego P, ktéry nie lezy na podstawie p.
Dla perspektywicznych utworéw

p(4,B,C,D>..) 7 P(a, b ¢ d,...)

zbadajmy zwiazki, zachodzace pomiedzy dwustosunkami (ABCD =)
i (abed), gdzie d oznacza prosta d = PD* réwnolegla do pod-
stawy p. Podwéjne powierzchnie tréjkatéw ACP i BCP wyrazi¢
mozna wzorami:
AC .PQ = AP . PC .sinac, BC. PQ = BP.CP . sinbc
: przyczem uwzgledniamy wylacznie tylko wartosci bezwzgledne.
Przez podzielenie uzyskamy
AC AP sinac _sinac_BP
‘BC  BP sinbc sinbc AP
W tréjkacie ABP boki BPi AP sa proporcjonalE do wstaw katow
przemwleglych a owe katy sa réwne katom ad (lub 180° — ad)
ibd (lub 180° — bd). Co do warto$ci bezwzglednej mamy zatem
BP : AP = sin ad : sin bd. Podstawiajac te warto§¢ w ostatnie
réwnanie, otrzymamy zalezno§é:

Rye. 15.

) por. F. Enriques: Wyklady geometrji rzutowej, Warszawa 1917, str. 113.

4
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AC  sinac sinad
BC  sinbc sin bd’

4

a poniewaz % = (ABCD<), przeto dla szeregu punktoéw (p)

i perspektywicznego z nim peku prostych (P) zachodzi relacja:
(ABCD®>) = (abcd).

UdowodniliSmy zatem, ze i do tego wypadku stosuje sie tez

twierdzenie Pappusa.

W podobny sposéb dowie$¢ mozemy réwnosci dwustosun-
kéw: (BAD*C) = (badc), (CD*AB) = (cdab), (D>°CBA = dcba),
a poniewaz (abed) = (badc) = (cdab) = (dcba), przeto otrzymu-
jemy zwiazek:

(ABCD =) = (BAD>C) =(CD>*AB)-== (D*(CBA).
Wnosimy stad, ze: dwustosunek (ABCD®>) posiada te same wla-
snodci, co dwustosunek (ABCD) czterech punktéw wlasciwych.

Pek prostych wlasciwych P(a, b, ¢, d,...) przetnijmy (ryec. 15)
prosta niewlasciwa s> w szeregu punktéw niewlasciwych
e b S Lo M SRR, S

Szereg (s=) i pek prostych (P) sa utworami perspektywicznemi.
Z dowolnych punktéw wlasciwych Py, Py,... rzuémy szereg punk-
tow (s), to otrzymamy peki prostych

PlaibiD Pilabg.. ).

perspektywiczne do peku P(a, b,...). Dla owych pekéw prostych
spelnione sa zatem réwnosci dwustosunkow

(abed) = (a;bycidy) = (azbycod,) = ...

zupelnie niezaleznie od polozenia wierzcholkéw P, Py, P,,... pe-

kéw. Dwustosunek (abed) czterech dowolnych prostych wtasciwych

peku (P) zdefinjujemy jako dwustosunek (A~ B> C>D>) czlerech
punktéow niewtasciwych owych prostych a,b,cid.

: Wezmy teraz pod uwage pek plaszezyzn p(e, 8,7, 9,...), 0 0si

wlasciwej p, i przetnijmy go plaszezyzna niewlasciwa o° w peku

prostych niewlasciwych

Pedifgoesbocee, dser ) oe

Przyjmujac proste wlasciwe p, // ps // ps // ... // p i rzucajac z nich
6w pek prostych (P*)s~, otrzymamy peki plaszcezyzn

P1 (e, By,...), Pa(@s Boy-..), Ps(g, fsr..n),- -
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perspektywiczne do peku p(e,f,...). Dwustosunki

(aByd) = (a1f31y101) = (@ofpy20s) = ...
sa sobie réwne, wiec: dwustosunek (efyd) zdefinjowaé mo-
zemy jako dwustosunek (a*b> ¢ d*) czterech prostych nie-
wlasciwych.
Pek prostych réwnoleglych P> (a// b// c...) przetnijmy
dwiema prostemi wlasciwemi p, i p,, nie nalezacemi do peku (P ).
Otfrzymamy woéwczas:

P et By oy i ) NPy (B By gy Dy RoppXiley By Gy D - ).

Odcinki homologiczne: A;C, 1 A,C,, B;C, i ByC,, A, D, i AyD,,
B,D, i B,D,,... (o dlugo$ciach skoficzonych) dwéch szeregéw
perspektywicznych (p,) i (p,) sa zawarte pomiedzy prostemi row-
noleglemi a // b // ¢ // d ]/ ... peku (P*), a tem samem sg tez i pro-
porcjonalne. Mamy zatem zaleznos§é

AC,  AD _ AGC, 4D,

B,C, BD: B, ByD,
Ten staly dwustosunek (4,B,C,D,) czterech punktéw prostej p,
zdefinjujemy jako dwustosunek (abed) czterech prostych
réwnoleglych a // b // ¢ /| d, przechodzacych odpowiednio przez
owe punkty.

Podobnie zupelnie, gdy pek plaszezyzn réwnoleglych
pe(a//B/ly//d]]..) przetniemy dowolna prosta wlasciwa [
w szeregu punktow ! (4, B, C, D,...), to: staly dwustosunek (ABCD)
zdefinjujemy jako dwustosunek (efyd) czterech plaszezyzn
peku (p ).

Skoro rozszerzyliSmy w ten sposéb definicje dwustosunku,
to wyslowié teraz mozemy nastepujace uogdélnione twierdzenia:

Czyli (AlBICIDI> = (A2BngD2).

Dla dwéch rzulowych ulworow zasadniczych gatunku 1-go:
dwustosunek czterech dowolnych elementéw pierwszego utworu
rowny jest dwustosunkowi czterech homologicznych elementéw
utworu drugiego.

Dwustosunek czterech dowolnych elementéw utworu zasad-
niczeqo gatunku 1-go nie zmienia sie wcale, jezeli przestawimy
dwa ktérekolwiek jego elementy i réwnoczesnie dwa pozostate
jego elementy. ‘

Twierdzenia powyzsze sa zawsze prawdziwe, bez wzgledu
na to, czy wystepuja elementy wlasciwe lub niewladciwe,
czy utwory zasadnicze gatunku 1-go sa utworami wlasciwemi
Iub niewltadciwemi.



e

12. Stosunek harmoniczny. 57

12. Stosunek harmoniczny. Dwustosunek p = (afyd) czte-
rech elementéw e, 8, y i 6 dowolnego utworu zasadniczego ga-
tunku 1-go nazywamy ,stosunkiem harmonicznym¢

wowezas, jezeli liczba uw= —1. O takich czterech elemen-
tach «, 8, y i 6 méwimy, Ze tworza one ,grupe harmonicz-
na“ o. stosunku (efyd) = —1.

7 rozwazan ust. 9 wiadomo nam, ze skoro dane sa (rye. 11)
na prostej p dwa punkty wlasciwe A4, B, punkt niewlagciwy N«
i punkt S, polowiacy odcinek (o dlugosci skonczonej) AB, to
zachodza nastepujace relacje dla stosunkéw podzialu:

AS AN
LB PRTT Lo
BS BN s
AS . AN
:ABSLVw::.l =—1: l].:——l.
i s BN 7

Z ust. 10-go wiadomo nam, ze dla prostych e i f; ktére sa (ryc. 12)
symetralnemi kata ab, spelnione sa relacje :
_17 S%na—i: = 'le
sinbf
= (alief) e SE, BIAF e e
sin be sin bf

sinae
sin be

A zatem:

Dwa punkty wlasciwe 4, B Dwie przecinajace sie proste

1 punkt niewlasciwy N> pro-
stej p, oraz punkt S, polowig-
cy odcinek (o dlugosci skon-
czonej) AB, tworza grupe
harmoniczna o stosunku

wlasciwe a i b, oraz syme-
tralne e i f katéw ab, tworza
grupe harmoniczna o sto-
sunku (abef) = —1.

(ABSN>) = —1.

Podobnie (ust. 10) grupe harmoniczna o stosunku (efep) =
= —1 tworza tez dwie przecinajace si¢ plaszezyzny wlasciwe
@ i §, oraz plaszezyzny symetralne e i ¢ katéw af.

Powyzsze trzy przyklady odnosza sie do grup harmonicz-
nych, specjalnie skonstruowanych. Teraz zajmiemy sie grupami
harmonicznemi, ktére nie sa zalezne od specjalnego polozenia
poszezegdlnych elementdw.

Zadanie: Na danej prostej wlasciwe] p wyznaczyé taki
punkt D, ktéryby z trzema danemi punktami A4, B i C owej
prostej tworzyl grupe harmoniczna o stosunku (ABCD) = —1.
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Rozwiazanie: Skoro na prostej p dane sg stale punkty
4, B i C, to (ust. 9) kazdej liczbie u = (ABCD) podporzadko-
wany jest jeden i tylko je-
den punkt D, lezacy na p. Dla
liczby u = —1 uzyskany punkt
D rozwiazuje zadanie. Celem
skonst.;ruowania tego punktu D,
N®  poprowadZmy (ryc. 16) przez

B Sl 8 p punkt np. 4 dowolna prosta p,
Rye. 16. i odlézmy na niej odcinki
El — ClBl'

Wykreslmy nastepnie proste b = BB, i ¢ = CC,, przecinajace
si¢ w punkcie W, oraz prosta a = WA i d = WD%, réwnolegla
do prostej p;. Punkt ) = dp (przeciecia sie prostych d i p) roz-
wiazuje zadanie, gdyz zachodza nastepujace zwiazki:

p B CD,.)X W(ab,cd,..)TR p(4 B, CpDx...)

Stosujac twierdzenie Pappusa do szeregéw perspektywicznych
(p) i (py), otrzymamy réwnosé dwustosunkow :

(ABCD) = (AB,C,D;>),

a ze punkty 4, By, C;{ i D;> szeregu ( p,) tworza grupe¢ harmo-
niczna o stosunku (4B, C,D;*) = — 1, przeto dwustosunek
(ABCD) = —1 jest réwniez stosunkiem harmonicznym.

Na prostej p otrzymaliSmy grupe harmoniczng punktow,
zlozona z czterech punktéw wlasciwych. Z perspektywicznosci
szeregu (p) i peku (W) wynika, ze cztery proste a, b, ci d
tworza (ryec. 16) tez grupe harmoniczna o stosunku (abed) = —1.
Poniewaz liczba u = (4BCD) == (abcd) = —1 posiada znak —,
przeto — por. ust. 9 i 10 — para punktéw AB rozdziela
pare punktéw CD, oraz para prostych ab rozdziela pare
prostych c¢d. O takich parach AB i CD (wzgl. ab i cd) mo-
wimy, Ze one ,rozdzielaja sie harmonicznie“ Mdéwimy
tez, ze punkty 4 i B sa ze soba ,harmonicznie sprze-
zone“ wzgledem punktéw C i D, i wzajemnie. Podobnie, pro-
ste a i b sa ,harmonicznie sprzezone“ ze soba wzgledem pro-
stych ¢ i d, i naodwrét. Te same uwagi stosujemy réwniez i do
grupy harmonicznej czterech plaszezyzn e, f,y i 6 dowolnego
peku plaszezyzn.

Z rozwazan ust. 11 wynika bezposrednio, Ze stosunek har-
moniczny (ABCD) = —1 czterech punktéw prostej p nie zmie-

4
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nia sie weale, gdy wykonamy nastepujace przestawienia jego
punktéw :

—1 = (4BCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA).
Skoro przestawimy ze soba tylko dwa pierwsze punkty 4 i B,
to dwustosunek (BACD) jest réwniez stosunkiem harmonicz-
nym, gdyz:

iy s et O I
- i A A D AC 4D
BC BC ' BD
e 0 ey
0TS e

Poniewaz (BACD) = (ABDC), przeto stosunek harmoniczny
(ABCD) nie zmienia sie, gdy przestawimy ze soba tylko dwa
ostatnie jego punkty CiD. Dwustosunek (BACD) = (ABDC) =
= (DCAB) = (CDBA), wiec ostatecznie wykazaliSmy, Ze: stosu-

nek harmoniczny (ABCD) = — 1 podlega nastepujacym prze-
ksztalceniom
(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA4) =
= (BACD) = (ABDC) = (CDBA) = (DCAB) = — 1.

W powyzszych relacjach stale sa wypisane obok siebie dwa
punkty ,harmonicznie sprzezone“ AiB, oraz obok siebie dwa
pozostale punkty ,harmonicznie sprzezone“ CiD. Porzadek A, B
czy tez B, A w jakim wystepuja punkty harmonicznie sprze-
zone — jest zupelnie obojetny. Na mocy uogdlnionego twier-
dzenia Pappusa (ust. 11), wypowiedzie¢ mozZemy nastepujace
twierdzenie:

Stosunek harmoniczny czterech elementéw dowolnego utworu
zasadniczeqo gatunku 1-go nie zmienia si¢ wcale, jezeli w dowol-
nym porzqdku wypiszemy obok siebie dwa jego elementy harmo-
nicznie sprzezone, oraz obok siebie dwa pozostate jego elementy
harmonicznie sprzezone.

Z latwoscia dowiedziemy prawdziwosci nastepujacego twier-
dzenia:

Jezeli dla czterech elementéw ea,f,y1i0, dowolnego utworu
zasadniczego galunku 1-go, dwustosunek (afyd) nie zmienia sie
wcale, skoro przestawimy ze sobq lylko dwa pierwsze jego ele-
menty aif (wzgl. przestawimy tylko dwa ostatnie elementy yid) —
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to wowczas owe elemenly tworzq grupe harmoniczng o stosunku
(afyd) = —1.

W tym celu obierzmy na dowolnej prostej p cztery takie
punkty e, f,y1i9, dla ktérych zachodzi réwno$é dwustosunkoéw:
(aftyd) = (Bayo).

Skoro dla dwustosunku (epyd) dopuszcezamy moznosé przesta-
wienia dwéch pierwszych punktéw «ip, to natychmiast wyka-
zemy, ze Ow dwustosunek nie zmieni sie wecale, jezeli w nim
przestawimy dwa ostatnie jego punkty yid. W istocie bowiem
(ust. 11) dwustosunek (Bayd) = (efdy), wiec na mocy poprzedniej
relacji, zachodzi faktycznie réwnosé:

(apyd) = (afdy).

Po rozwinieciu tych symboli otrzymamy:

@
R AT o SRR 1
Py sl L B0 By ay ay . _ad
By By 8o
ok as T e
CZy]l e e :+11ubT'T:J_‘1.
By - po By B0
W przypadku ;T ;T;sz +1 mamy roéwnos§é stosunkéw po-
%
SPEe
dzialu ﬁfz B z ktérej wynika (ust. 9) bezposrednlo, ze
Y

punkty yid zjednoczyly (nakryly) sie w jednym punkcie. Po-
niewaz wedle zalozenia obraliSmy na prostej p cztery rézne
od siebie punkty «, 3,y i d, przeto wykluezyé musimy liczbe + 1,

a przyjaé tylko liczbe —=: afé = —1. Wykazalismy tedy, Ze

ﬁy 30
elementy «, 8,710 tworza grupe harmoniczna o stosunku (efyd) =
= (Bayd) = (afdy) = —1.
Na ryc. 16 dana jest grupa harmoniczna punktéw 4, B, C'i D,
oraz punkt S, ktéry jest §rodkiem odcinka (o dlugosci skon-

czonej) AB. Dla stosunku harmonicznego (ABCD) = —1 mamy:
AG - AD AC AD :
= = .— —— czyli:
BC: BD- BE v BD
AN ST SRS S SE T Sh 5D

BS + SC BS + SD BA 480" SA .+ SD
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Po wymnozeniu dochodzimy do bardzo waznej relacji:
SC.SD—TSA" =3B’
ktéra uja¢ mozemy w nastepujace twierdzenie:

Grupa harmoniczna punktow wtasciwych, lezqcych na do-
wolnej prostej, posiada te wtasnosé, ze: iloczyn odlegtosci dwaoch
punktéow harmonicznie sprzezonych od srodka odcinka, ograni-
czonego dwoma pozostatemi punktami harmonicznie sprzezonemi,
réwny jest kwadratowi potowy owego odcinka.

Punkt S lezy zewnatrz odeinka (o dlugosci skonczonej!)
CD, gdyz iloczyn SC . SD posiada znak . Niechaj A, B, a tem
samem i punkt S, beda elementami stalemi na prostej p (ryec. 16),
a punkt C elementem ruchomym. Skoro C zbliza sie¢ ku punk-
towi A, to odecinek SC zwieksza sie, a odcinek SD musi zmniej-
szaé sie tak, aby iloczyn SC.SD byl wielkoscia stala = BX"
Wnosimy stad, ze punkt D) réwniez zbliza sie ku punktowi 4.
W polozeniu granicznem, gdy punkt C zjednoczy sie¢ z ele-

mentem 4, to wéwezas z relacyj: SC.SD = SA- 1 SC =54 wy-
nika bezposrednio, ze: odcinek SD = S4, czyli innemi slowy:
punkt D zjednoczyl sie tez z elementem 4.

Poddajmy teraz punkt C ruchowi o zwrocie wprost prze-
ciwnym, t. zn. o zwrocie CSB. Gdy C zjednoczy sie z punk-
tem S, to punkt D zjednoczy sie z punktem niewlasciwym N
prostej p, gdyz (ABSN*) = — 1. Gdy punkt C zbliza si¢ ku punk-
towi B, to zwicksza sie odcinek SC; poniewaz jednak iloczyn
SC.SD — SB’, przeto musi sie zmniejsza¢ coraz bardziej od-
cinek SD, a tem samem punkt D musi sie zblizaé¢ coraz bardziej
ku punktowi B. W granicy, skoro C zjednoczy sie¢ z punktem B,
to réwnoczesnie i punkt D musi zjednoczy¢ sie tez z punktem B,
odyz SC.SD =SB i SC = SB. A zatem:

Jezeli w grupie harmonicznej punktéw wlasciwych dowol-
nego szeregu o podstawie p zjednocza si¢ dwa ktérekolwiek
z tyeh punktéw, to z niemi zjednoczy¢ sie musi jeszcze jeden
z dwéch pozostalych punktéw owej grupy.

PoznaliSmy bardzo wazna wlasno§¢ grupy harmonicznej
punktéw wlasciwych szeregu (p). Z rozwazan ust. 8 1 ust. 12
wynika bezposrednio, ze — skoro symbol (W) oznacza pek pro-
stych (wlaseiwych) perspektywiczny do szeregu (p), a symbol (w)
pek plaszezyzn (wlasciwych) perspektywiczny do szeregu (p) —
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powyzsza wlasno§é spelniona réwniez bedzie dla grupy harmo-
nicznej prostych wlasciwych peku (W), oraz dla grupy harmo-
nicznej plaszezyzn wlasciwych peku (w). Dochodzimy zatem do

twierdzenia:

Jezeli w grupie harmonicznej elementow wtasciwych — do-
wolnego utworu zasadniczego gatunku 1-go — zjednoczq sie
dwa ktoérekolwiek z tych elementow, to z niemi zjednoczyé¢ sie musi
Jeszcze jeden z dwdch pozostatych elementow owej grupy.

13. Czworokat i czworobok zupelny.

Cztery punkty 4, B,CiD
dowolnej plaszezyzny, z kto-
rych zadne trzy nie lezg na
jednej prostej (ryc. 17), wy-
znaczaja plaski czworo-
kat zupelny. Dane punkty
sg wierzcholkami tego
wielokata, a proste, przecho-
dzace przez dwa wierzcholki,
sa jeco bokami. Czworokat
zupelny posiada zatem cztery
wierzcholki: 4, B, C, D i sze§é
bokéw: AB, AC, AD,BC,BD, CD.
Przez kazdy wierzcholek czwo-
rokata przechodza trzy jego
boki. Kazde dwa boki czwo-
rokata zupelnego, ktére nie
przechodza przez jeden i ten
sam - jego wierzcholek, nazy-
wamy bokami przeciw-
leglemi. Kazde dwa boki
przeciwlegle przecinaja sie
w punkcie przekatnym,
a kazde dwa takie punkty wy-
znaczaja prosta przeka-
tna. Czworokat zupelny po-
siada zatem: trzy pary bo-
kow przeciwleglych ABi CD,
ACiBD, ADi BC, trzy punkty
przekatne P, Qi R, trzy proste

Cztery proste a,b,cid
dowolnej plaszczyzny, z kto-
rych zadne trzy nie przecho-
dza przez jeden punkt (ryec.
18), wyznaczaja plaski czwo-
robok zupelny. Dane pro-
ste sa bokami tego wielo-
boku, a punkty, przeciecia sie
dwéch bokéw, sa jego wierz-
cholkami. Czworobok zupel-
ny posiada zatem cztery boki:
a, b, c,d i szesé wierzcholkéw:
ab, ac,ad, be, bd, cd. Na kazdym
boku czworoboku leza trzy
jego wierzcholki. Kazde dwa
wierzcholki czworoboku zu-
pelnego, ktore nie leza na
jednym i tym samym jego bo-
ku, nazywamy wierzchol-
kami przeciwleglemi.
Kazde dwa wierzcholki prze-
ciwlegle wyznaczaja prosta
przekatna, a kazide dwie
takie proste przecinaja sie
w punkecie przekatnym.
Czworobok zupelny posiada
zatem: ftrzy pary wierzchol-
kéw przeciwleglych abi cd,
acibd, adibc, trzy  proste
przekatne p, qir, trzy punkty
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przekatne r, = PQ, p,= QR przekatne R, = pq, P, = qr
iqo=RP, oraz trojkat prze- iQ,=rp,oraz tréjbok prze-
katny (PQR). katny (pqr).

Rye. 17. Rye. 18.

Pek prostych P (PA, PD,ry,q,,...), ktérego wierzcholkiem
jest punkt przekatny P (ryc.17), przetnijmy bokami przeciwle-
glemi 4D i BC w dwéch perspektywicznych szeregach punktéw

(4,D,N,R,...) %~ (B,C,M,R,...).

Uzyskany w ten sposéb szereg punktéw na boku CB rzuémy
nastepnie z punktu przekatnego Q na bok AB to otrzymamy:

(B,C;M, R,...) A Q(OB,QC, ro,pps--) N\ (D, 4, N, R,...).

7Z powyzszych relacyj wynika (por. ust. 7), Zze na boku
AD czworokata zupelnego otrzymaliSmy dwa rzutowe szeregi
punktow

(4, D,N,R,..) X (D, A N,R,...).

Na mocy uogdlnionego twierdzenia Pappusa (ust. 11) zachodzi
réwnos$é dwustosunkéw (ADNR) = (DANR), a poniewaz liczba
(ADNR) nie zmienia sie weale, skoro przestawimy ze soba tylko
dwa pierwsze elementy A i D, przeto z rozwazan ust. 12 wynika,
ze: liczba (ADNR) = (DANR) = —1. Wykazaliémy tedy, ze
punkty 4, D i N, R tworza grupe harmoniczna, przyczem A
1 D) sa harmonieznie sprzezone (ust. 12) wzgledem punktéw N i R.

W sposéb zupelnie analogiczny dowie$é mozemy — stosu-
jac zasade biegunowej dwoistosci (ust. 5) — Ze dwa boki a i d
czworoboku zupelnego (rye.. 18) sa ze soba harmonicznie sprze-
zone wzgledem przekatnej r i prostej, laczacej wierzcholek ab
z punktem przekatnym R, A zatem:
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Kazde dwa wierzchotki
czworokqta zupetnego sq ze
sobq harmonicznie sprzezone
wzgledem punkiu przekqtnego,
ktory lezy z niemi na jednym
boku czworokqta, i punktu
przeciecia sie teqo boku z lq
przekatnq, kiéra tqczy dwa
pozostate punkty przekqine.

Kazde dwa boki czworo-
boku zupetnego sq ze sobq har-
monicznie sprzezone wzgledem
przekqtnej, ktéra przecina sie
z niemi w jednym wierzchot-
ku czworoboku, i prostej, tq-
czqcej ten wierzchotek z tym
punkiem przekqtnym, w kio-
rym przecinajq sie dwie pozo-
state przekqtne.

Grupe harmoniczna punktéw A, D, N i R o stosunku
(ADNR) = — 1 rzuémy (ryc. 17) z punktu przekatnego P, to
otrzymamy grupe harmoniczng prostych PA, PD, r, i g, Te
ostatnia grupe przetnijmy wreszcie przekatna p, w grupie har-
monicznej punktéow X, Z, Q i E. DowiedliSmy zatem prawdzi-
wosci nastepujacych twierdzen, odpowiadajacych sobie dwoiScie :

Kazde dwa boki przeciw-
legte czworokqta zupetneqo sq
ze sobq harmonicznie sprzezo-
ne wzgledem tych dwdch prze-
kqtnych, ktére przecinajq sie
z owemi bokami w jednym
i lym samym punkcie przekq-
inym czworokqta.

Kazde dwa punkty prze-
katne czworokqla zupetneqo,
lezqce na jednej przekqtnej, sq
ze sobq harmonicznie sprzezo-
ne wzgledem dwdch punkiow
przeciecia sie owej przekqlnej
z temi bokami przeciwlegtemi
czworokqta, ktore przechodzq
przez lrzeci punkt przekqlny.

Kazde dwa wierzchotki
przeciwlegte czworoboku zu-
petnego sq ze sobq harmonicz-
nie sprzezone wzgledem tych
dwdch punktéw przekqtnych,
ktore lezq z owemi wierzchot-
kami na jednej i tej samej
przekqtnej czworoboku.

Kazde dwie przekatne
czworoboku zupetnego, prze-
chodzqce przez jeden punkt
przekqlny, sq ze sobq harmo-
nicznie sprzezone wzgledem
dwdch prostych, tqczqcych ow
punkt przekqtny z temi wierz-
chotkami przeciwlegtemi czwo-
roboku, ktére lezq na (rzeciej
przekqtnej.

Zadanie: Na danej prostej wyznaczy¢ taki punkt N, kto-
ryby z trzema danemi punktami 4, DiR owej prostej tworzyl
grupe harmoniczng o stosunku (4ADRN) = — 1.

Rozwiazanie: Punkty 4i D uwazajmy za wierzcholki
a punkt R za punkt przekatny’(ryc. 17) czworokata zupelnego.



14. Potega szeregéw rzutowych. Szeregi i peki podobne. 65

Przez AiD poprowadzimy dwie dowolne proste AP i DP, prze-
cinajace sie w drugim punkecie przekatnym P. Proste AP i DP
przetnijmy odpow. w punktach Bi C prosta, wykre§lona dowol-
nie z punktu R. Dla uzyskanego w ten sposéb czworokata zupel-
nego ABCD wyznaczymy trzeci punkt przekatny Q, to wowezas
prosta przekatna P() przetnie sie z dana prosta w szukanym
punkeie N.

Cwiczenie 1: Na prostej Po Wyznaczy¢ taki punkt Q, ktéryby z trzema
danemi punktami X, ZiR (rye. 17) tworzyl grupe harmoniczna o stosunku
(XZRQ) = — 1. (Do konstrukeji nalezy uzy¢ eczworokata zupelnego, ktérego
jeden bok przechodzi przez X, drugi przez Z, a dwa dalsze przez R.)

Cwiczenie 2: Rozwiazac¢ poprzednie éwiczenie przy pomocy czworo-
boku zupelnego, dla ktérego punkty X i 7Z bylyby dwoma przeciwleglemi
wierzcholkami, a punkt R = R, (por. ryc. 18) punktem przekatnym.

Czworokat zupelny ABCD i czworobok zupelny abed, le-
zace na plaszezyinie o, rzuémy z dowolnego punktu W, ktéry
nie przynalezy do . Otrzymamy wdéwezas (ust. 5) c¢zwor o-
krawedz zupelna i kat czworoScienny zupelny,
kiére sa utworami geometrycznemi, przynaleznemido wiazki (W).

Z rozwazanh ust. 11 i 12 wiadomo nam, Ze rzut grupy har-
monicznej jest zawsze grupa harmoniczna, przeto rozwiazac
mozemy nastepujace ¢éwiczenia.

Cwiczenie 3: Nalezy ustali¢ (wyslowié) trzy twierdzenia dla eczworo-
krawedzi zupelnej, odpowiadajace trzem dowiedzionym powyzej twierdze-
niom dla czworokata zupelnego.

Cwiczenie 4: Nalezy ustalié trzy twierdzenia dla kata czworo$ciennego
zupelnego, odpowiadajace trzem poprzednio dowiedzionym twierdzeniom dla
czworoboku zupelnego.

Cwiczenie 5: Jaki zwiazek zachodzi pomiedzy twierdzeniami, odnosza-
cemi sie do: a) ezworokrawedzi zupelnej i kata czworoSciennego zupelnego ;
b) eczworokrawedzi zupelnej i plaskiego czworoboku zupelnego; c¢) kata
czworosciennego zupelnego i plaskiego czworokata zupelnego.

14. Potega szeregow rzutowych. Szeregi i peki podobne.
Pek prostych wlasciwych P(a, b, ¢ ¢,z...) przetnijmy (ryc. 19)
dwiema prostemi p, i p,, réwnoleglemi odpow. do elementéw
g 1 z. Otrzymamy +wowezas laficuch ogniw perspektywicznych :

Pyl Cis ) 7o Pla, b, oy N Do (Asi By €yl
ktérego koncowe ogniwa (p,) i (p,) sa (ust. 6) szeregami per-
spektywicznemi. Kazda prosta ¢ peku (P) przecina sie z pod-
stawami p; i p, w dwéch homologicznych punktach C; = cp,
i Cy = cpy, owych szeregéw. Z warunkéw réwnoleglosei p,// g

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 5
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i p,//z wynika, ze punkty G, =gp, i G, = gp,, oraz Z, = zp,
i Z,> = zp, stanowia dwie pary homologicznych elementéw sze-
regow

A RICEGR ) Fopide B,
Gy

Punktowi niewlasciwemu G~ szeregu
(py) podporzadkowany jest punkt wla-
seiwy Gy w szeregu (p,). Punktowi nie-
wlasciwemu Z,> szeregu (p,) odpowia-
da punkt wlasciwy Z;, w szeregu (p;).
Ryc. 19. Punkty wladciwe G, i Z; perspek-
tywicznych szeregéw (py) i (ps), ktérym
podporzadkowane sa punkty niewlasciwe G* i Z,>° w owych
szeregach, nazywamy punktami granicznemi, punktami
zbiequ lub wzajemnemi.
Uwazajmy teraz (ryc. 10) lancuch utworow perspekty-
wicznych

P1(Ay, By, ) R Py(as,by,...) N po (Ao, By, ...) N Py(as, bg,..) K ps (s, By,...),

ktorego ogniwa koficowe sa szeregami rzutowemi. Za posred-
nictwem poszezegélnych ogniw tego lancucha, podporzadkowac
mozemy (ust. 7): punktowi niewlaciwemu G,> szeregu (p,) je-
den i tylko jeden punkt G, w szeregu (p,), oraz punktowi nie-
wlasciwemu Z;* szeregu (p;) jeden i tylko jeden punkt Z,
w szeregu (p,). Uzyskane w ten sposéb punkty wladciwe
G, i Z, nazywamy punktami granicznemi (zbiegu lub
wzajemnemi) szeregéw jednokresinych :

Dl B, €5 G Ly ) I\ Pu( Ay, By Co Gy Z8=5:0.):
Dla czterech par homologicznych elementéw: A4, i 4;, B, i By,
G i Gy, Zy i Zy> tych szeregéw zachodzi — na moey uogdl-
nionego twierdzenia Pappusa — réwnosé dwustosunkow :
A6 g, A3Gy | A Zy™

A B, G220 — (B, G370 ezyli i e SO P it
( S B GAT) T B T R L

W mysdl definicji (ust. 9) jednak —L 4,6~ = +11i A3l"°°=+l,
B,G, (:]°° Byl

przeto otrzymujemy zaleznosé
A Zy T
BiZ,

2 .1 lub B‘{’ :i“‘(ff‘—
G A7 .- BG,

i

oy

o
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wiec ostatecznie w formie iloczynu odecinkéw réwnosé
AT ARG =BT  B.G.

Gdyby$my, zamiast punktéw B; i B;, przyjeli punkty ho-
mologiczne C; i C;, to z réwnosci dwustosunkéw (4, C,G,>Z;) =
= (43C;G3 Zs>) otrzymalibyémy iloczyn 4,Z, . 4,G; = € Z, . C;G,.
Wnosimy stad, Ze iloczyn owychpodcink(’)w jest liczba stala :

F O e Ty A o S o et VB
DowiedliSmy tedy, ze:

lloczyn odcinkow (o dlugo§ciach skonczonych), kiére lezq na
podstawach dwdch rzutowych szeregow punktéw i sq ograniczone
odpow. dwoma punktami homologicznemi oraz dwoma (wlasci-
wemi) punklami granicznemi owych szereqow, jest liczbq statq.

Powyzszy iloczyn nazywamy?!) polegq (lub cecha) uwa-
zanych szeregéw jednokreslnych (py) i (p,). PowyzZsze twier-
dzenie stosuje sie réwniez i do perspektywicznych szeregéw
(py) 1 (py), podanych np. na rye. 19.

W rozwazaniach naszych uwzgledni¢ musimy tez i ten przy-
padek, w ktérym: punktowi niewlasciwemu G~ szeregu ( p,)
podporzadkowany jest w szeregu (p,) réwniez punkt niewla-
Seiwy G5 O mozliwodci takiego podporzadkowania przekonamy
sie, skoro wezZmiemy pod uwage lancuch utworéw perspekty-
wicznych

Wi(ay, by, gy,-..) N po( Ay, By, Gy, ...)- N Wi(as, by, gs, - ..),

ktérego ogniwami sg peki prostych (W;) i (W,), oraz szereg
punktéw (p,). Skoro pek (W,) przetniemy prosta p; // ¢;, a pek
(W) prosta p, // gs; to otrzymamy nowy lancuch utworéw per-
spektywicznych:

P14y By, Qloov"'> A Wi(ay, bv_gv ) A Ps §A2: By, Gy..) N
N Ws(ag, by, gy,...) R ps(dy By, G5,..0),

ktérego ogniwa konicowe (p;) i (p;) sa jednokreslnemi szere-
gami punktéw. Punktowi niewlasciwemu (> = p,g, szeregu (p,)
podporzadkowany jest w szeregu (p;) punkt niewlasciwy
G = pygs. Dwa rzulowe szereqi punktéw nazywamy ,podob-
nemi® wowczas, jezeli punkty niewlasciwe owych szereqow sq
elementami homologicznemi. Z uogélnionego twierdzenia Pappusa
wynika dla szeregéw podobnych réwnosé dwustosunkoéw:

) Poréwnaj R. Sturm, 1. c. 1. str. 66.
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AC  AGe &G, | 4G
BC. " BiG LBRE B
ezyli % LAk albo tez ATE L
BC; B,C, AC, B.C.

Zwiazek ten wypowiedzie¢ mozemy w nastepujacej formie:

(4;B,C,6G,7) = (4;B,C36G5=) lub

lloraz (stosunek) odcinkéw (o dlugo$ciach skonczonych),
ktore lezq na podstawach dwdch podobnych szereqéw punktow
i sq ograniczone dwoma parami punktéw homologicznych owych
szeregow, jest liczbq statq.
B R ezyli  odeinki
PN AT 33
homologiczne 4,C; = 4;C, sa sobie réwne, to szeregi podobne
(py) 1 (ps) nazywamy wowezas szeregami przyslajgcemi.
Dane niechaj beda dwa punkty niewlasciwe W, i W,>,
oraz dwa szeregi podobne

Py (4y, By, Ci,..) N Ps(4s, By, €%, ..)

o podstawach wlasciwyeh p, i p,. Skoro z punktu W= rzucimy
(ust. 8) szereg punktéw (p;), a z wierzcholka W, szereg (p,)
to otrzymamy wowezas dwa jednokreSlne ,peki prostych réw-
noleglych* :

W szezegdlnosei, gdy stosunek

Woeoiay byderss o s WS (dagbisedssai oy

Proste niewlasciwe ¢,*'= W;2C,>® i ¢,® = W,°(,> sa elemen-

“tami homologicznemi tych pekow.

Zamiast punktow W, > i W,=, wezmy pod uwage dwie pro-
ste niewlasciwe w;*, w,>. Skoro z proste] w;*° rzucimy szereg
(py), a z prostej w,> szereg (p,), to otrzymamy dwa jedno-
kreslne ,peki plaszezyzn réwnoleglych

W (@, B1y 1% -02) A W™ () By 1575 -),

dla ktérych plaszezyzny niewlagciwe p,° = w;*° C;® 1 9,° = w,> C,>
sa elementami homologicznemi.

Dwa rzutowe peki pro- | Dwa rzutowe peki pla-
stych réwnoleglych (o wierz- | szezyzn réwnoleglych (o o-
cholkach niewlasciwych) na- siach niewlasciwych) nazywa-

zywamy ') podobnemi wow- my podobnemi wowezas,

Yy Poréwnaj F. Enriques l. c. str. 94.



15. Szeregi rzutowe o wspoéinej podstawie. 69

czas, jezeli proste niewlasciwe jezeli plaszezyzny niewlasci-
owych pekéw sa elementami we owych pekéw sa elemen-
homologicznemi. tami homologicznemi.

15. Szeregi rzutowe o wspdlnej podstawie. 7Z takiemi sze-
regami zapoznaliSmy sie juz w ust. 11 i 13. Cheac zbadaé wla-
snosci tych szeregéw, wezmy pod uwage (ryc. 20 i 21) dwa per-
spektywiczne peki prostych (P,) i (P,), oraz dowolna prosta p,
nie przechodzaca przez wierzcholki P, i P, owych pekéw. Pro-
sta p przetnie dane peki (7)) 7~ (P,) w dwéch szeregach rzuto-
wych ,0 wspélnej podstawie p“, gdyz zachodzi (ust. 7) relacja:

p(d, By .. ) T Py(ay byyv) & $(4, B, .. ) 7 Py (@ bor. . ) 7 p(Agy Boy...).

Rye. 20. Rye. 21.

Za posrednictwem poszezegdlnych ogniw tego laficucha, kazde-
mu punktowi 4, pierwszego szeregu podporzadkowany jest
jeden i tylko jeden punkt 4, w szeregu drugim, i na-
odwrét., Skoro dany jest punkt 4, na podstawie p, to wyzna-
czamy kolejno: prosta a; = 4, P; w peku (Py), punkt 4 = a;s
W szeregu (s), prosta a, = AP, w peku (P,) i ostatecznie punkt
A, = a,p na podstawie p. Uzyskany w ten sposéb punkt 4,
szeregu p (A B,,...) uwazajmy teraz za element N;, przynalezny
do pierwszego szeregu p (4, B,,...). Aby wyznaczy¢é homolo-
giczny punkt N, w szeregu drugim p(4,, B,;...), zastosujemy
poprzednia konstrukecje. Wykreslimy mianowicie (rye. 20) pro-
sta n; = N,P; w peku (P,), potem punkt N =n;s w szeregu (s),
nastepnie prosta n, = NP, w peku (P,) i ostatecznie Zzadany
punkt N, = nyp. ‘
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Z przeprowadzonej konstrukeji dla szeregéw
p(4;, By, Nyy...) N p(4s, Bs, Nyy...)

o wspdélnej podstawie p wynika, ze: dowolnemu punktowi N, = A,
podstawy p, uwazanemu za element N; pierwszego, wzgl. za
element 4, drugiego szeregu, podporzqdkowane sq w ogdélnosei
w owych szeregach rzutowych dwa rézne od siebie') punkty N,
1 4. Na ryc. 20 i 21 skonstruowaliSmy dwa rézne od siebie
punkty graniczne G, i Z; jednokreslnych szeregéw o wspdélne]
podstawie p, ktére (ust. 14) podporzadkowane sa punktowi nie-
wlagciwemu G,> = Z,* prostej p.

Oznaczmy przez E punkt przeciecia si¢ podstawy p z pro-
sta s (rye. 20), to homologiczne proste e, = EP; 1 e, = EP, pe-
kéw (Py) 7 (P,) wyznacza na podstawie p dwa homologiczne
punkty E, = e p i E, = e,p uwazanych szeregéw jednokresl-
nych. Punkt E =E, = E, w ktérym schodza sie (nakrywaja
sie) homologiczne elementy E, i E, rzutowych szeregéw o wspol-
nej podstawie p, nazywamy punktem ,odpowiednio-wspélnym¢
lub punktem zjednoczonym tych szeregéw. Z rozwazaf ust. 6
wiadomo nam, ze prosta PP, = f; = [, jest elementem zjedno-
czonym perspektywicznych pekéw (Py) i (P,). Prosta f; = [,
przecina podstawe p (ryc. 20) w drugim punkcie zjednoczonym
F, = F, owych szeregéw, gdyz Fy, = fip i Fy=f,p sa homolo-
gicznemi punktami tych szeregéw. Na ryc. 21 punkty zjedno-
czone E; = E, i F, = F, nakryly sie w jednym punkcie, gdyz
w owym punkcie przecinaja sie proste p,si P,P,. A zatem: Dwa
rzutowe szeregi punktéw o wspdlnej podstawie p, ktére sq prze-
krojami dwéch perspektywicznych pekow prostych, posiadaja
zawsze dwa (rézne od siebie lub nakrywajace sie) punkty zjed-
NecZonenE =l ol —

Niechaj dany bedzie teraz (ryec. 22) laficuch perspektywicz-
nych utworéw gatunku 1-go: (Py) & (s3) A () A (8p) A (Py), zlo-
zony z trzech pekéw prostych i dwéch szeregéw punktow. Jedno-
kreslne peki (P,) i (P,) przetnijmy prosta p, nie przechodzaca
przez wierzcholki P, i P, to otrzymamy dwa rzutowe szeregi
punktéw o wspélnej podstawie p

p(4y, By, Cyy o) A p(dy, By, Gy, 0),
ktére sa ogniwami koncowemi lancucha : '
Pl By ) R Pufay, Do) fudy (Ao Ba o) [om bl B s
A8y ( Ay Bygeo oy TPy (s By L. ). K- piily, Bosai)

1) W ust. 23 rozwazymy przypadek takiej rzutowosci, w ktérym do-

wolnemu punktowi N, = A, podporzadkowany bedzie punkt N, = A,.
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Kazdemu punktowi A4, pierwszego szeregu p (4, By, ...) —
za posrednictwem elementéw: a;, 4; a, 4, i a, poszczegdélnych
ogniw uwazanego lancu-
cha — podporzadkowany
jest jeden i tylko je-
den punkt 4, w ostatnim _
szeregu p(d4,, By, ...), 1 na-
odwrot. Skoro uzyskany
w ten sposéb punkt A4,
uwaza¢ bedziemy za ele-
ment N; pierwszego sze-
regu, to — wyznaczajac
kolejno (ryc. 22) elementy :
Nye Nowrt NGl sy o tezy -
mamy ostatecznie punkt
N;; przynaleiny do szere-
ou p(4y, By,...). Z przepro-
wadzone] konstrukeji wynika, ze: dowolnemu punktowi N, = A,,
uwazanemu za element N, pierwszego, wzgl. za element 4, dru-
giego szeregu, podporzqdkowane sq w ogélnosci dwa rézne od
siebie punkty N, i A, w rzutowych szeregach o wspélnej pod-
stawie p. Réwniez i punktowi niewlagciwemu G,* = 7, prostej
p podporzadkowane sa dwa rézne od siebie pun kty gra-
niczne G, i Z; owych szeregow.

Nalezy wkoncu zbadaé¢, czy szeregi rzutowe o wspoélnej
podstawie p posiadaja punkty zjednoczone. Skoro przez E ozna-
czymy punkt zjednoczony E; = E, tych szeregéw, to dla ich
potegi otrzymamy (ust. 14) relacje:

E\Z, . E,G, = EZ, . EG, = ¢,
gdzie ¢, jest liczba stala. Poniewaz EG, — EZ, + Z,G,, a Z,G,
oznacza staly odcinek (o dlugosci skonczonej), ograniczony

(rye. 22) punktami zbiegu Z;i G, przeto otrzymujemy réwna-
nie drugiego stopnia

G~ B 21 A Az=N1 Nz G2 B2

Ryec. 22,

T R AT 4 B
0 jednej zmiennej EZ;,. Dla odecinka EZ,, wyrazajacego odle-
glo§¢ szukanego (nieznanego) punktu zjednoczonego E od da-
nego (stalego) punktu granicznego Z,, mamy tedy:

EZI Yot }'_ // (12 -f’— 4 CO
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Zaleznie od tégo, czy: Z,G, + 4 ¢, jest wieksze od zera, réwne
zeru, czy tez mniejsze od zera, — powyzsze réwnanie drugiego
stopnia posiada: a) dwa pierwiastki rzeczywiste i rézne od sie-
bie; b) dwa pierwiastki rzeczywiste i réwne sobie; ¢/ dwa pier-
wiastki zespolone sprzezone!). Kazdemu pierwiastkowi podpo-
rzadkowany jest jeden Scisle okreslony odcinek EZ; na pod-
stawie p, a zatem jeden i tylko jeden punkt E na owe]
prostej. Dla pierwiastka ,rzeczywistego“ podporzadkowany mu
punkt E na prostej p nazywaé bedziemy punktem rzeczywistym
natomiast dla pierwiastka ,zespolonego“ podporzadkowany mu
punkt E nazwiemy punktem urojonym. Dwom pierwiastkom ,ze-
spolonym sprzezonym*“ podporzadkowane sa dwa punkty na
prostej p, ktére nazywaé bedziemy punktami urojonemi sprze-
Zonemdl.

Uwaga: Punkty wlaSciwe i niewlasciwe, ktore wystepowaly w dotych-
czasowych naszych rozwazaniach, byly zawsze punktami rzeczywistemi.
Obecnie wprowadziliSmy nowa kategorje punktéw, ktore zdefinjowali§my
jako punkty urojone.

Powyzej wypisane rownanie drugiego stopnia odnosilo sie
do punktéw zjednoczonych dwéch jednokredlnych szeregéw
punktéw o wspoélnej podstawie p. Uwazane szeregi posiadajq za-
tem w przypadku: a) dwa rzeczywiste irdézne od siebie punkty
zjednoczone E = E, = E, i F=F, = F,; b) dwa punkty zjed-
noczone rzeczywiste i schodzace sie w jednym punkcie E = I
¢) dwa zjednoczone punkty urojone sprzezone. Mozemy tedy
wypowiedzieé¢ nastepujace twierdzenie:

Dwa rzutowe szereqgi punkléow o wspolnej podstawie posia-
dajq zawsze dwa punkly zjednoczone. Owe punkty sq albo rze-
czywiste (i rézne od siebie, wzgl. nakrywajace sie w jednym
punkeie), albo tez urojone sprzezone.

Uwazane szeregi rzutowe o wspélnej podstawie nazywamy
szeregami: hiperbolicznemi, parabolicznemi, wzgl. elip-
tycznemi zaleznie od tego, czy owe szeregi posiadaja: a/ dwa
rzeczywiste i rézne od siebie (rye. 20) punkty zjednoczone,
b) dwa rzeczywiste i nakrywajace sie ze soba (ryc. 21) punkty
zjednoczone, ¢/ dwa urojone sprzezone punkty zjednoczone.

Uwaga: Dla szeregéw parabolicznych ich punkty zjednoczone E; = I,
i F, = F, schodza sie w punkcie E = F, ktéory polowi odecinek (o diugo-

) Poréwnaj Dr. W. Sierpinski, Analiza. Tom I. CzeSé pierwsza: Liczby
rzeczywiste i zespolone. Warszawa 1923. Wydanie 2-gie, str. 184.
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Sei skonezonej) Z,G.. Dla punktow granicznych Z,i G, tych szeregéw mamy
bowiem relacje:

— Z,Gs = V ZxG22 + 4¢

SR, 1
i 5 » =576,
T S a7 ORI 3 BG TG ; T,

Na prostej wlasciwej p niechaj dane beda (ryc. 20) dwa hi-
perboliczne- szeregi punktéw. Pomiedzy punktami zjednoczo-
nemi £ =FE =E, i F=F, =F, a punktami homologicznemi
Ay Ay 1 By, By tych szeregéw zachodzi — na mocy uogdlnionego
twierdzenia Pappusa (ust. 11) — réwno$é dwustosunkow:

(E\F{AB,) = (E,F,A,B,) lub (EFA;B,) = (EFA,B,),

B4 EB . . FA,  EB,
0 WIS o ) KA, FBy

czyli

Przestawiajac wyrazy Srodkowe w powyzszej proporeji, otrzy-
mamy

EA, ' EA, .. EB,  EB,
FA, - FA, #EB: ' FB

Gdyby$my zamiast pary homologicznych punktéw B,i B,
~przyjeli (w owych szeregach rzutowych o wspélnej podstawie p)
inng pare punktéw homologicznych np. C, i C,, to w analogiczny
spos6b dowiedliby$Smy réwnosei dwustosunkow: (EFA,4,) =
= (EFC,C,). Wnosimy stad, ze dwustosunek (EFA4,4,) jest
liczba stala.

Celem wyznaczenia owej stalej liczby, zauwazmy, ze dwu-
stosunek

lub (EFA,A,) = (EFB,B,).

: EA ' EA4 _ EZ + Z A,  _EZ + Z 4
(EFAIAQ) = g — = — : = = G
: FA4, F4, FZ, + 2,4, FZ, + Z, A,
. (BZ, + ZA) (FZ, + Z,4)
(FZy + Z,4,) (EZ, + 7, 4,)
Pomiedzy punktami zjednoczonemi FE,F i punktami granicz-
nemi Z;, G, uwazanych szeregéw zachodza zwiazki (otrzymane
z réwnania stopnia 2-go) '
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przyczem potege ¢, tych szeregéw wyrazié mozemy przez
Co = AZ; . AyGy = AZy (47 + Z,Gy) = A Z, (Z,Gy — Z, 4y).
Uwzgledniajac warto$ci odeinkéw EZ, i FZ,, oraz oznaczajac przez
a=274, —-26G,; b=2ZA4,—7ZG,
otrzymamy dla naszego dwustosunku réwnosé

(a+ Ry)) (b—R,) _ ab— Ry — Ry(a—1b)
(@— Ry (b +R) ab—Rj+ Ry(a—b)

Podstawiajac wartosci za a, b, R ic, otrzymamy zwiazki:
ab — Ry = 2. 7,G, (Z A, — Z;4,), a— b =2(Z; 4, — Z,4,)

czyli ostatecznie dla badanego dwustosunku liczbe

(EF4.4,) =

ZiG B LGl b EAG
Z.G, + R, 7.6, + VZ,G, +4c
Dla szeregéw hxperbollcznych powyzsza liezba jest ,rze-

(EFA1A2) i

czywista®, gdyz Z1(12 —+ 4 ¢, Jest wieksze od zera.

Zalézmy teraz, ze: 11(12 +4¢y=0, to dla szeregéw pa-
rabolicznych dwustosunek dwéch punktéw zjednoczonych
E = F (nakrywajacych sie) i pary punktéw homologicznych
Ay, A, wyraza sie liczbg (EEA,4,) = + 1. )

Jezeli wreszcie Z,G, -+ 4¢, jest mniejsze od zera, to dla
szeregow eliptycznych dwustosunek

(EFA1A2) = élgLRg
ZI(’Q _f" RO

jest liczba ,zespolona“, gdyz R, — I/Zﬁzg—%— 4¢, jest liczba
urojona.

7 rozwazah naszych wynika, ze bez wzgledu na to, czy
mamy szeregi hiperboliczne, paraboliczne, czy tez eliptyczne —
to dwustosunek (EFA4,4,) jest zawsze liczba stala. DowiedliSmy
zatem prawdziwos$ci nastepujacego twierdzenia :

Dwa rzutowe szeregi punkléw o wspélnej podstawie posia-
dajq le wtasnosé, ze: dwuslosunek ich punktéw zjednoczonych
i dwdch punktow homologicznych jest liczbq statq.

Uwaga: Sposoby konstrukeyjnego wyznaczenia punktéw zjednoczo-
nych poznamy w ust. 36. .
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16. Peki rzutowe o wspolnym wierzchotku (wzgl. o wspdl-
nej osi). Niechaj dane beda (p. ryc. 20, 21 i 22) dwa jedno-
kreslne szeregi punktéw o wspélnej podstawie p

p(A4y, By, Cy,..) N\ p(ds; By Cs, . ..)

oraz dowolny punkt (rzeczywisty) W, nie lezacy na prostej p.
Skoro szeregi te rzucimy z punktu W, to (ust. 3) otrzymamy
wowezas na plaszezyznie podstawowe] w = Wp pek prostych
W(ay, by, ¢yy...)o perspektywiczny do szeregu p (4,,...), oraz drugi
pek prostych W (ay, b, cs,...)o perspektywiczny do szeregu punk-
téw p(4y,...). Z relacji

W(ay by..Jo 7 p(Ay By ) R p(ds Bayo.) & W(as, bsy.. Jo

wynika bezposrednio (ust. 7), Ze skonstruowane w powyzszy
spos6b dwa peki prostych ,0 wsp6lnym wierzcholku Wi o wspdl-
nej plaszezyznie podstawowej o = Wp“ sa pekami rzutowemi

w ((11, b], Cyy .- .)(v) 7\7 W(a2, bz, Coy.s)a

Uwaga: Zamiast jednokresinych szeregow o wspolnej podstawie p, nie-
chaj dane beda dwa rzutowe szeregi punktow p, (4,, B, Cy,...) A p2(4s, By, Gy, ..,
ktérych podstawami sa dwie proste skosne p, i p,. Skoro owe szeregi rzu-
cimy z dowolnego punktu W, nie lezacego na podstawach p; i p;, to otrzy-
mamy wprawdzie dwa rzutowe peki prostych ,,0 wspélnym wierzcholku W¢

W (ay, by, ¢y - - ) 7\ W (ay, by, Cs, - - -‘n,

ale peki te nie beda posiadaé wecale wspolnej plaszezyzny podstawowej!
Pierwszy z tych pekéw przynalezy do plaszezyzny podstawowej o = Wpy,
a drugi do plaszezyzny # = Wp,.

Zamiast punktu W, obierzmy teraz taka prosta (rzeczy-
_wista) w, ktéra nie przecina wspélnej podstawy p uwazanych
szeregéw punktéw. Skoro szeregi te rzucimy z prostej w, to
otrzymamy dwa rzutowe peki plaszezyzn ,o0 wspélnej osi w*

W (@, Byy V1--) A W (g By Var--2)y

ktore sa konicowemi ogniwami lancucha utworéw jednokresinych

w (&), Byy:-) A P (A Byy..) A P (4yy Byy...) N w (e, By -..)

Proste homologiczne a, = | Plaszczyzny homologicz-
= W4 i ay= WAy by =WBhB; \ ne ¢, = w4, i @y = wd,, ;=
i by = WB,,..., pekéw rzuto- | = wB; i f; = wDB,,..., pekow

ku W i wspélnej plaszezyznie przechodza odpowiednio przez

wych o wspélnym wierzchol- ] rzutowych o wspdlne] osi w,
\
podstawowej & = Wp, prze- l homologiczne punkty 4, i 4,



76 II. Rzutowos$ei pomiedzy utworami zas. gat. 1-go.

chodza odpowiednio przez ho-
mologiczne punkty 4, 1 A,
By i B,,... rzutowych szere-
g6w o wspdélnej podstawie p.

|
|
|
|
|
|

|

l

B, i B,,... rzutowych szere-
g6éw o wspdlnej podstawie p.

7 rozwazah poprzedniego ustepu wynika bezposrednio, ze :

dowolnej prostej n;=a,,
uwazanej za element n, pierw-
szego, wzgl. za element a,
drugiego peku, podporzqdko-
wane sq w ogolnosei dwie roz-
ne od siebie proste ny, i a; w o-
wych pekach rzutowych.

Prosta e = e, = e,, lacza-

ca wierzcholek W z punktem

zjednoczonym E = FE, = E,
szeregéw o podstawie p, jest
prosta zjednaczong rzuto-
wych pekéw o  wspdélnym
wierzcholku W i wspdélnej pla-
szezyznie podstawowej o.

dowolnej plaszeczyznie
v, = @y, Uwazanej za element
v, pierwszego, wzgl. za ele-
ment «, drugiego peku, pod-

_porzqdkowane sq w ogdlnosci

dwie rozne od siebie ptaszczy-
zny v, 1 ¢y w owych pekach
rzutowych.

Plaszczyzna & = ¢ = &,
laczaca o$ w z punktem zjed-
noczonyms‘ Bi—=FE;,— E, sze-
regéw o podstawie p, jest
plaszezyzna zjednoczong
rzutowych pekéw o wspdélnej
osi w.

Skoro punkt zjednoczony E tych szeregéw jest punktem rze-
czywistym, to wowezas prosta zjednoczona e = WE i plaszezy-
zna zjednoczona ¢ = wk sa elementami ,rzeczywistemi“. Jezeli
punkt zjednoczony E jest punktem urojonym, to wowezas pro-

sta e =

WE zdefinjujemy jako prosta urojonq, a plaszczy-

zne ¢ = wkE zdefinjujemy jako plaszczyzne urojonq. A za-

tem z ust. 15 wynika, Ze:

Dwa rzulowe peki pro-
stych o wspélnym wierzchotku
i wspolnej ptaszczyznie podsta-
wowej posiadajq zawsze dwie
proste zjednoczone. Owe prosle
sq albo rzeczywisle (i rézne od
siebie, wzgl. nakrywajace sie
na jednej prostej), albo tez
urojone sprzezone.

Dwa rzutowe peki pta-
szezyzn o wspolnej osi posia-
dajq zawsze dwie ptaszczyzny
zjednoczone. Owe ptaszczyzny
sq albo rzeczywiste (i rézne od
siebie, wzgl. nakrywajace sie
na jednej plaszezyznie), albo
tez urojone sprzezone.

Badane peki prostych (wzgl plaszezyzn) nazywamy pe-
kami: a) hiperbolicznemi, b) parabolicznemi, wzgl

- i
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¢) eliptycznemi woéwezas, jezeli owe peki posiadaja: a) dwie
rzeczywiste i rézne od siebie proste (wzgl. plaszezyzny) zjed-
noczone, b) dwie rzeczywiste i nakrywajace sie ze soba proste
(plaszezyzny) zjednoczone, c¢) dwie urojone sprzezone proste
(plaszezyzny) zjednoczone.

Uwaga: W ust. 22 dowiedziemy sposobem bezposrednim, ze istnieja
proste zjednoczone i plaszezyzny zjednoczone (rzeczywiste lub urojone) w ba-

danych pekach. W ust. 36 poznamy sposoby konstrukeyjnego wyznaczenia
prostych zjednoeczonych.

17. Twierdzenie podstawowe Staudt’a. Wyznaczenie rzuto-
wosci pomiedzy utworami zasadniczemi gatunku 1-go. W ust. 15
wykazaliSmy, zZe dwa jednokreslne szeregi punktéw o wspélnej
podstawie p, posiadaja zawsze dwa punkty zjednoczone. Teraz
skonstruujemy na podstawie p; dwa rzutowe szeregi punktow
o trzech punktach zjednoczonych i zbadamy wlasnosci takich
szeregow. :

W tym celu weZmy pod uwage (ryc. 8) pek prostych
P(a,b,c,...)e i dwie proste [, l,, ktére przechodza przez wierz-
cholek P, ale nie leza na plaszezyznie podstawowej e. Rzucajgc
dany pek prostych z osi [ il, otrzymamy lancuch utworéw per-
spektywicznych

L (@ Bis Vyis s )i B bty sode N Ll 05 Yaros )
Obierzmy nadto dwie dalsze proste sko$ne p,ip,, z ktérych
zadna nie lezy na plaszezyZnie ¢, ani tez nie przecina osi [, il,.
Pek plaszezyzn o osil; przetnijmy prosta p, w szeregu punk-
tow py(4y, By, Cy,...), a pek plaszezyzn o osil, przetnijmy pro-
sta p, W szeregu p, (4, By, Cs,...). Poniewaz zachodzi relacja

Pi(Ayy Biyeo) A by (@ Buyer) s P&y by )e 7 by (0 Boyens) T Pl Asy Bayeos),

przeto (ust. 7) uzyskane szeregi punktéw na prostych sko-
snych p,ip, sa jednokreslne

P (A By Cy,...) 1\ pe(8g, By, G0,

Homologiczne punkty tych szeregéw wyznaczaja proste:
a, = A, 4,, by = BBy, ¢y = C,Cy, dy = D\D,,..., ktére oczywiscie
nie moga leze¢ na jednej i tej samej plaszezyznie. Na prostej
a, = 4,4, obierzmy dowolny punkt 4, réiny od punktéw 4,, 4,
1 poprowadZmy przezen prosta p, przecinajaca w punkcie B,
prosta b,, a w punkcie C, prosta c,. Prosta p, jest krawedzia
przeciecia sie plaszezyzn 8y = A,by i yy = Ayco. Z owej prostej p,
rzuémy szereg punktow p,(dy B,,...), a otrzymany pek pla-
szezyzn po(As po, By, Yor Dy Poy Espy,-..) przetnijmy prosta p, w sze-



78 II. Rzutowos$ei pomiedzy utworami zas. gat. 1-go.

regu punktow p,(4; Bs, Cg, Dy, Es,...). Poniewaz plaszezyzny
Aspo = agpo = @y, By = bopy 1 7o = copy (Peku 0 o0si py) przecho-
dzg  odpow. przez . proste ray= A, 45 by= BBy i €= CiC,,
przeto: punkt 4; zjednoczyl sie z elementem A4,, punkt B,
z punktem B, i punkt C; z elementem C,. Szereg p,(4; Bs, C;,
D, E,,...) wypisa¢ mozemy zatem w postaci p, (4, By, Cy, Dy, E;, . ..).
7 lancucha utworow

e (dy, By, Cy, Dy, Ey,..) A Pz_(A2v By, Cy, Dy, E,,...) N
/\ Po (%a p,m 70 Dn Po E2Po: s ) N D1 (Al1 Blv Cl7 D3' E3, ) )
~wynika (ust. 7) jednokred§lno§é szeregéw
pi(4y, By, C,, Dy, Ey,..) A Ps (A17'B1) Gy Dy Bl )
o wspélnej podstawie p;, ktére posiadaja trzy punkty zjedno-
czone 4,, B;iC,.
7 rzutowosei tych szeregéw uzyskujemy (ust. 11) rownosé
dwustosunkow e R S T ey
(4;B,C;X;) = (4,B,C,X;) lub Al({l g AIA} = Al(ﬂ”l 4%, )
gdzie przez X,i X, oznaczona jest dowolna para homologicz-
nych punktéw uwazanych szeregéw na podstawie p;,. Z otrzy-
manych stosunkéw podzialu Aiﬁ o il
B X, B X
kazde dwa punkty homologiczne X;i X; tych szeregéw nakry-
waja sie, tworzac dalszy punkt zjednoczony. Mozemy tedy na-
pisaé twierdzenie podstawowe Staudla w nastepujacej formie:

wnosimy (ust. 9), ze

Jezeli dwa rzutowe szereqi punklow o wspolnej podstawie
posiadajq lrzy punkly zjednoczone, to wowczas kazda para punk-
tow homologicznych tych szeregéw jest punktem zjednoczonym.

Skoro jednokre§lne szeregi o wspélnej podstawie p; rzu-
cimy z punktu W, wzglednie z prostej w, to otrzymamy dwa
rzutowe peki prostych o wspélnym wierzcholku W, wzgl. peki
plaszezyzn o wspdélnej osi w. A zatem:

Jezeli dwa rzutowe peki | Jezeli dwa rzutowe peki
prostych o wspolnym wierz-  ptaszczyzn o wspdlnej osi po-
chotku posiadajq lrzy proste siadajq trzy ptaszczyzny zjed-
zjednoczone, to wowczas kazda noczone, to wowczas kazda pa-
para homologicznych prostych ra homologicznych ptaszczyzn
lych pekow jest prosiq zjedno- tych pekow jest ptaszczyznq

czong. zjednoczonq.
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Poslugujac sie twierdzeniem Staudta, dowiedziemy praw-
dziwos$ci nastepujacego twierdzenia:

Pomiedzy dwoma :zasadniczemi utworami gatunku 1-go
istnieje zawsze jedna i tylko jedna rzutowosé, w kidrej trzem
danym elementom jednego ultworu podporzqdkowane sq (rzy dane
elemenly utworu drugiego.

Niechaj dane beda proste sko$ne p, i p,, oraz trzy dowolne
punkty A4,, B;, C, lezace na p, i trzy dowolne punkty A4,, B,, C,,
przynalezne do prostej p,. Skoro punkty A4,id, B;iB,, C;iC,
uwazaé¢ bedziemy za trzy pary homologicznych punktéw dwéeh
szeregoéw jednokreslnych o podstawach p,ip, to wykazaé mu-
simy teraz, ze owe trzy pary punktéw wyznaczajq rzutowosé
tych szeregow./W tym celu wezmy pod uwage trzy proste sko-
$ne a, = 4,;4,, by = B,B, i ¢, = C,C,, oraz prosta p,, ktéra prze-
cina si¢ z elementami @, byic, w punktach 4, = pya,, B, = p,b,,
Co = poCy- Plaszezyzna e, = pya, przechodzi przez punkty 4, i A,,
wiec da sie wyrazi¢ symbolem «,-= py4, lub ¢y =py4,. Podob-
nie dla plaszezyzn By, = poby 1 7o = poC, Otrzymamy symbole
By = poBy = poBs 1 7y = pyC; = pyC,. Skoro pek plaszezyzn

Po (@5, B0 Y0 005 ---) = (Po)

przetniemy dwiema danemi prostemi p,ip,, to otrzymamy lan-
cuch utworéw perspektywicznych

P1(4y, By, Gy, Dy, ...) N Po(@; Bos Yor Oy ---) N P2 (A, By, G, Ds,..),

ktéry dowodzi (ust 7), ze pomiedzy skonstruowaneml w ten
sposéb szeregami jednokre§lnemi
P1(4y; By, €y, Dy ) A ps(As, By, Co, D, ...

istnieje przynajmnie] jedna rzutowo§é, w ktérej
trzem danym punktom 4, B, C; prostej p, podporzadkowane
sa odpow. trzy dane punkty A4, B, C, prostej p,.

7 uwagi jednak na to, ze przez kazdy punkt 4, prostej
a, = 4,4, przeprowadzi¢ mozna jedna prosta p, przecinajaca
dwie dalsze proste skosne b,ic, (t. zn. krawedz plaszezyzn A4,b,
i Aycy), przeto istnieje nieograniczona ilo§¢ takich prostych p,.
Dla prostej np. p; otrzymamy nowy pek plaszezyzn

PJ (0‘51 16(;’ }’Sv (351--') i (p(:)
oraz nowy lancuch utworéw perspektywicznych
pl (Al’ B C D ) /\\ p() ((ZO, Id()? y()' ()’ ) A pg(Af)v B97 (4)1 D:v )
a tem samem zaleino§é¢ p,(4,,B,,C, D,,...) \ p,(4y By, C,, D;,...).
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Poniewaz peki plaszezyzn (py)i(p;) maja dwie rézne od
siebie osie p,ip;, przeto mogliby$my przypuszezaé, ze dowol-
nemu punktowi D, prostej p; podporzadkowany bedzie teraz na
prostej p, nowy punkt D;, rézny od poprzednio otrzymanego
punktu D, Poniewaz szereg (p,) jest jednokreslny wzgledem
obydwéceh szeregéw o podstawie p,, przeto (ust. 7) na prostej p,
otrzymaliSmy dwa szeregi rzutowe

0 A B G D R A B G DS

z trzema punktami zjednoczonemi 4,, B,iC,. Na mocy twier-
dzenia Staudta punkt D, zjednoczyl sie z punktem D] czyli
na prostej p, wystepuje ]eden tylko szereg p,(As Bs, Cs, DZ, ).
. WykazaliSmy w ten sposéb, ze: niezaleznie od potozenia prostej
| pomocniczej p, istnieje jedna i tylko jedna rzutowosé, w ktérej
\ trzem danym punktom A4, By, C; prostej p; podporzadkowane sa
| odpow. trzy dane punkty A4, B, C, na prostej p,. '/

Yis Dowiedli§my zatem prawdziwosci powyzej wypisanego twier-
dzenia w przypadku dwéceh rzutowych szeregéw punktéw o pod-
stawach skosnych p,ip, Za posrednictwem rzutéw i przecieé
(ust. 3) przejs¢ mozemy do pekéw prostych i pekéw plaszezyzn,
perspektywicznie odniesionych do danych szeregéw (p,)i(py).
Wnosimy (ust. 7) stad, ze rzutowosé: a) dwoéch pekéw prostych,
b) dwéch pekéw plaszezyzn, c¢) szeregu punktéw i peku pro-
stych, d) szeregu punktéw i peku plaszezyzn, e) peku prostych
i peku plaszezyzn, f) dwéeh szeregéw punktéw o wspdlnej pod-
stawie, g/ dwéch pekéw prostych o wspdolnym wierzeholku,
h) dwéeh pekéw plaszezyzn o wspdlnej osi — ustalona bedzie
wowezas, skoro dane sa trzy dowolne pary elementéw homo-
logicznych uwazanych utworéw.

18. Kryterjum perspektywicznosci utworow rzutowych.
Niechaj trzy dane pary 4,1 4,, B,iB,, C,iC, punktéw homolo-
gicznych wyznaczaja rzutowos$é dwdéceh szeregéw (p,) i (p,) o pod-
stawach skosnych p, i p,. Jezeli przez p, oznaczymy proste, ktére
przecinajg trzy proste skosne ay, = 4,4,, by= BB,, ¢, = C,C; i sa
rozne od podstaw py, p, — to wowezas (ust. 17) istnieje nieogra-
niczona liczba pekéw plaszezyzn p, (@, o, Vo,--.) perspektywiez-
nych réwnoczesnie do obydwéch szeregéw (p,)i(p,). Dla jednej
z tych prostych p, otrzymamy lancuch utworéw perspekty-
wieznych

P1(Ay, By, Cy,..) K po(@or Boy Yoy ) N Pa(dy, By, Cy,.0),
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z ktorego wynika, w mysl definicji ust. 6, Ze: uwazane szeregi
(p)i(py,) sa perspektywiczne

1)1 (Al’ B], Cl? ..

) N Pa(ds, By, C,...).

Z powyzszych i dwoiscie z niemi zwiazanych rozwazan wno-

simy o prawdziwos$ci twierdzen:

Dwa rzutowe szereqi punk-
16w, o podstawach skosnych, sq
szereqami perspeklywicznemi.

Dane niechaj beda dwie
prostes Ln——d LBtk /oe—""1 B
przecinajace sie w punkeie
C; = C,. Skoro punkty A, i A,,
ByiB,, CyiC, uwazaé¢ bedzie-
my za trzy pary elementéw
homologicznych, to one wy-
znacza nam dwa szeregi jed-
nokresine

11 (441, Bl’ C1 geo .) /'\7 12 ([{2, Bg, C2, . .).

Szeregi terzuémy z punk-
tu W, w ktérym przecinaja sie
prosteia; = A Ay by — B, B
Otrzymamy woéwezas (ust. 7)
dwa _rzutowe peki prostych

W(aov bO’ (0' Jahe Ly
/\ w (a07 bOv cov d2v . --)y

lezace na wspélnej plaszezyi-
nie 4 = [, 1 posiadajace trzy
proste zjednoczone a,, b,ic, =
= WC, = WC,. Poniewaz kaz-
de dwie homologiczne proste
dy = WDy i ds= WD tych
pekéw nakrywaja sie (ust. 17),
przeto: pek prostych

Wbt - )

jest réwnoczesnie perspekty-
wiczny do szeregéw (1) i (L).

Plamitzer, Geomelrja rzutowa.

Dwa rzutowe peki pta-
szezyzn, o osiach skosnych, sq
pekami perspektywicznemi.

Dane niechaj beda dwie
proste Iy = a8 1 b = af,
lezace na plaszczyznie y, = y,.
Skoro plaszezyzny e i a,, 8
1 By 7,19, uwazaé bedziemy
za trzy pary elementéw ho-
mologicznych, to one wyzna-
cza nam dwa peki jedno-
kresine

li(ay, By vy ) A by (@) Bey 755+ -)-
Peki te przetnijmy pla-
szezyzna o, ktéra przecho-
dzi przez proste’ a, = a,a,
i by = B,8,. Otrzymamy wow-
czas (ust. 7) dwa rzutowe peki
prostyeh L(ay, by, ¢y, dy,...) A
A Liaybes Cordy.)
0 wspélnym wierzcholku L =
= L, 1 o trzech prostych zjed-
noczonych ay, by i ¢y, = wy, =
= y,. Poniewaz kazde dwie
homologiczne proste d; = wd,
1 dy, = wd, tych pekéw nakry-
waja sie (ust. 17), przeto pek
prostych

L(ag, by, ¢5,..7)
jest réwnoczesnie perspekty-
w1czny do pekoéw plaqzczwn

() i (b
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A zatem prawdziwe sa nastepujace twierdzenia:

Dwa rzulowe szereqi punk-
tow, dla ktérych punkt prze-
ciecia sie ich podstaw jest ele-
mentem zjednoczonym, sq sze-
regami perspektywicznemi.

Badane szeregi punktow
(L) 1 (L) rzuémy z dowolnego
punktu S, nie lezacego na pla-
szezyinie A=l l,. Otrzyma-
my wowezas pek prostych
S (ay, by, ¢4,.. )2, lezacy na pla-
szezyznie 4, = Sl; i perspek-
tywiczny do szeregu punktéw
(l,), oraz pek prostych S(a,,
by, ¢s,...) 2, N2 plaszezyznie pod-
stawowej 4, = S, 1 perspekty-
wiczny do szeregu ().

Skoro pomocniczy pek
prostych W (ay, by, ¢,,...) rzu-
cimy z owego punktu §, to
otrzymany w ten sposéb pek
plaszczyzn -s (., 3, ¥,...) O 08l
s = SW, bedzie oczywiscie
spelnial. warunki:

S(ay, by, 4y--)24 1 S(@0 Boy Yoy ) A
RS (e15 b ottt A
Poniewaz: prosta‘c, =80, —
== 8SC, =¢y ., jest elementem
zjednoczonym pekéw o wspol-
nym wierzchotku S, przeto wy-

pisaé mozemy twierdzenie:

Dwa rzutowe peki pro-
stych o wspolnym wierzchotku,
dla ktérych krawed? ich pta-
szezyzn podstawowych jest ele-
mentem zjednoczonym, sq pe-
kami perspeklywicznemi.

Dwa rzutowe peki pta-
szezyzn, dla ktorych ptaszezy-
zna przechodzqca przez ich osie
jest elementem zjednoczonym,
sq pekami perspeklywicznemi.

Badane peki plaszezyzn
(l) 1 (L) przetnijmy dowolna
plaszezyzna o, nie przechodza-
cq przez punkt L = [ 1,. Otrzy-
mamy wowezas pek prostych
Li(ay, by, cq,...)s 0 wierzcholku
L, = ol, i perspektywiczny do
peku plaszezyzn (1), oraz pek
prostych L, (a,, by, ¢5...)a ©
wierzcholku L, = gl, i per-
spektywiczny do peku pla-
szezyzn (1)

Skoro pomocniczy pek
prostych L (ag, by, ¢y, ...)o prze-
tniemy owa plaszezyzna g, to
otrzymany w ten sposob sze-
reg punktéw s(A4y, By, C,...)
0 podstawie s = ow bedzie
spelnial oczywiscie warunki:

Ll ((11, bicl,. ..)0‘ TS(A(),B(), Co,. . .),=
A Ly(as, by, ¢, . )o.

Poniewaz prosta ¢, = oy, =
= oy, = ¢, jest elementem
zjednoczonym pekow (L,)i(Lsy)
0 wspolnej plaszezyznie pod-
stawowej g, przeto wypisa¢ mo-
zemy twierdzenie:

Dwa rzutowe peki pro-
slych o wspdlnej ptaszczyznie
podstawowej, dla ktérych pro-
sta tqczqcea ich wierzchotki jest
elemenlem zjednoczonym, sq
pekami perspektywicznemd.
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Uwaga: Cztery ostatnie twierdzenia tego ustepu nalezy poréwnac z czte-
rema ostatniemi twierdzeniami ust. 6.

19. Konstrukcyjne uzupelnienie rzutowych utworow zasad-
niczych gatunku 1-go. Niechaj dane beda trzy pary homologicz-
nych elementéw ea,iea, (18, y,1y, dwdch utworéw zasadni-
czych gatunku 1-go (U,)i(U,), ktére (ust. 17) ustalaja rzutowosé
tych utworéw. Konstrukeyjne wyznaczenie dalszych par homo-
logicznych elementéw: d,14d,, &1i&,... w utworach (U,)i (U,) na-
zywamy uzupetnieniem tychze utwordw.

W przypadku dwéch perspektywicznych utworéw (U;) 7
7 (Uy,) — jak to wynika z rozwazan ustepoéw 6, 17 i 18 — uzu-
pelnienie ich nie nastrecza zadnych trudnosci. Przejdzmy teraz
do uzupelnienia dwéch rzutowych '

szeregéw punktow [ pekoéw prostych

P1 (4y, By, Cppe) A ps (Ay, By, Co..) | Pi(ay, by, ¢y,...) N Py(ag, by, ¢5,..)
lezacych (rye.23) na plaszezyz- | lezacych (ryc. 24) na plaszezyz-
nie rysunkowej. W tym celu nie rysunkowej. W tym celu
wykreslmy prosta, laczaca dwa wyznaczmy punkt przeciecia
homologiczne punkty np: 4, sie  dwoéch homologicznych
i A, szeregéw (py) i (py), oraz prostych np. a; i a, pekéw (Py)
obierzmy na owej prostej A,4, i (P,), oraz poprowadzmy przez
dwa dowolne punkty W,i W,. 6w punkt a,a, dwie dowolne
(Punkt W, nie moze sie zjed- proste w,iw,. (Prosta w; nie
noczyé z punktem A4;; a punkt moze sie zjednoczyé z prosta
W, musi byé¢ rézny od punk- a,, a prosta w, musi by¢ roz-
tu 4,). Wyznaczmy nastepnie na od prostej a,). Wyznaczmy
proste. - W, 4, — a;;=W, B; —b; nastepnie punkty wja; = 4,,
i Waly = ¢, orag: proste wb, = B, i wc, = C;, oraz

WA, = a,, W;B, = b, punkty w,a, = 4;. wyby = B,
i WyCy = ¢,, to otrzymamy i wyc, = Cy, to ofrzymamy dwa
dwa peki prostych szeregi punktéow

Wi (ay; by, ¢45..) K (py) w, (4y, By, Cy, ) N (Py)

1 Wy (ay, by, ¢,...) N (po)- i wy(4y, By, Cy,...) 1\ (Py).
Peki te sa (ust. 7) jednokresl- Szeregi te sa (ust. 7) jedno-
ne, a poniewaz prosta W, W, = kreslne, a poniewaz punkt
= a, = a, jest elementem zjed- w,w, = 4, = 4, jest elemen-
noczonym, przeto (ust. 18) sa tem zjednoczonym, przeto (ust.
one perspektywiczne. Homo- 18) sa one perspektywiczne.
logiczne proste b, ib,, cjic, Homologiczne punkty B;iB,,

*
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tych pekow przecinaja sie
w punktach B = b,b, i € = ¢;c,
pomocniczego szeregu s(4, B,
C,..), przyczem A oznacza
punkt wspélny prostychs—=BC
i W, W.,.

Rye. 23.

Ci 1 Cy tych szeregéw wy-

_znaczaja proste b= BB, i

¢ = C,Cy pomocniczego peku
S(a, b, ¢,...), przyczem a ozna-
cza prosta, laczaca punkty
S = bc i ww,. :

P

Rye. 24.

UzyskaliSmy w ten sposob lancuch utworéw perspekty-

wieznych:

(py) 7~ (Wy) K () X (Wy) K (po),
ktory pozwoli nam uzupel-
nié szeregi rzutowe o pod-
stawach p; i p,. Dowolnemu
punktowi D, szeregu (p,) pod-
porzadkowana jest w peku
(W,) prosta d, = W,D,, tej
odpowiada w szeregu (s) punkt
- D = d;s, ktéremu znowu pod-
porzadkowana jest prosta
d, = W,D w peku (W,). Pro-
ste d,ip, przecinaja sie w ta-
kim punkecie 0, ktéry wraz
z danym punktem D, tworzy
pare elementéw homologicz-
nych rzutowych szeregéw (p,)

i (py)

(P 7 (wy) K (S) A (ws) T (Py)
ktéry pozwoli nam uzupel-
nic¢ peki rzutowe o wierzehol-
kach P, iP,. Dowolnej prostej
d; peku (P;) podporzadkowa-
ny jest w szeregu (w,) punkt
D, = w,d,, ktéremu odpowia-
da w peku (S) prosta d = DS,
tej znowu podporzadkowany
jest punkt D, = w,d w szere-
ou (wy). Punkty D, 1 P, wyzna-
czaja taka prosta d, ktéra
wraz z dana prosta d, tworzy
pare elementéw homologicz-
nych rzutowych pekéw (F,)
T E ) S : .
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_ W podobny sposéb wyznaczono na ryc. 23 dla punktu niewlasciwego Z s
szeregu (p,) homologiczny punkt Z, szeregu (p,). Element Z, jest (ust. 14)
punktem granicznym (zbiegu) szeregu (p,).

Na ryc. 23 uzyliSmy do konstrukeji uzupelnienia szeregéw
(py) / (ps) dwéeh punktow Wi W,, dowolnie obranych na pro-
stej A4, 4,. Przypuéémy teraz, ze na prostej 4,4, (wzgl. na BB,
lub na C,C,) obierzemy inne punkty Wi WJ. W podany poprzed-
nio sposob ustalimy nowy lancuch utworéw perspektywicznych:

(p) N (WK () R (W3) T(p,)

a tem samem dla danego punktu D, szeregu (p,) wyznaczymy —
za posrednictwem poszezegdlnych ogniw powyzszego laficucha —
w szeregu (p,) podporzadkowany mu punkt DI Mogloby si¢
zdawad, ze ofrzymany teraz punkt DJ jest r6zny od poprzed-
nio skonstruowanego punktu D,. Ot6z tak nie jest! Szereg punk-
tow (p,) jest rzutowy (por. rye. 23) do szeregu p, (Ay, By, Cy, D, . ..)
oraz szereg (p,) — jak to wynika z ostatniego lancucha — jest
jednokresiny do szeregu punktéw p, (4, B, C,, Dj,...). Na pro-
stej p, skonstruowali§my zatem (ust. 7) dwa szeregi rzutowe

Py(Ay By C, Dy..) T py(dy B, C,, DY),

a poniewaz punkty A4, B, i C, sa trzema punktami zjednoczonemi,
przeto (ust. 17) kazde dwa homologiczne punkty D, i DS,... tych
szeregOw tworza punkt zjednoczony D, = D),... WykazaliSmy
tedy, Ze konstrukcje podane na ryc. 23124 nie sa wecale za-
lezne od szezeg6lnego polozenia punktéw W, i W, na prostej
Ay 4, (wzgl. prostych w, i w,
przeprowadzonych  przez
punkt a,a,). — Zauwazyé
nalezy wkoncu, ze prawdzi-
wos¢ oméwionych konstruk-
cyj (a tem samem i niezalez-
nos¢ od polozenia punktéw
W,i W, na prostej 4,4,)
wynika tez wprost z rozwa-
zan ust. 17.

Do konstrukeyjnego u z u-
pelnienia dwdch rzutowych
szeregéw punktow

Pi(Ay, B, Cyy..) A p2(Agy By, Gy )
lezacych na plaszezyznie rysun-
kowej, uzyliSmy na rye. 25 takich
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punktow W;i W,, z ktérych pierwszy zjednoczyl sie z elementem 4,, a drugi
z punktem A;. Proste'b; = A, B, i bs = A; B, oraz.¢; = A;C, i ¢; = A,C; prze-
cinaja sie w punktach B = b;b, i C = c,c,, lezacych na prostej s. Za posred-
nictwem lancucha utworéw perspektywicznych: p, (4, B, C,,...) A\ W, (ay, by,
Cisns) TN S(AB, G i) TN Walds bapayass) TN paGAy; By Gaivss) kazdemuspunktowi
D, szeregu (p,;) podporzadkowaé mozemy w szeregu (p,) jeden i tylko jeden
punkt D,. OczywiScie proste d, = A,D, i dy, = A, D, przecinaja sie z pod-
stawa s w jednym punkcie D = dd,;, gdyz d; jest elementem peku (W,), a pro-
sta d, elementem peku (W,). Celem wyznaeczenia dwéch homologicznyeh punk-
tow D;iD, w szeregach (p,) /\ (ps), wystarezy zatem obraé na pomocniczej
prostej s = BC dowolny punkt D, wykresli¢ proste d; = A;D i d, = A, D,
a nastepnie punkty D, =d,p, i Do = d;p,. Zamiast punktu D wezmy pod
uwage punkt F = sp,. Otrzymamy wowczas proste fi = A, F i fo = A, F = p,,
oraz punkty F; = fip, = F i F; = f;p, = p;ps. Podobnie dla punktu E = sp,
otrzymamy proste e, = A;E = p,, e; = A E, oraz punkty E, = e,p; = p.,p,
i E, = e,p, = E. Z powyzszej konstrukeji wynika zatem, Ze punktowi p, p,
(przeciecia sie podstaw p,ip.) uwazanemu za element E, = p, p, szeregu (p,),
wzgl. za punkt F, = p,p. szeregu (p,), podporzadkowane sa w owych szere-
gach rzutowych odpow. punkty E, =sp, i F;, = sp;.
Na rye. 25 przeprowadziliSmy uzupelnienie szeregow

P (Al’ Bl) Cly"') El = P1P2 FI"") A\ p2(A27 BS, C2!"') E2) F, :plp2)"')r
przyezem do konstrukeji uzyliSmy pomoecniczych pekow perspektywicznych
o wierzcholkach W, = A, i W, = A,, oraz szeregu punktéw o podstawie
s = E, F,. Poniewaz punktowi E, = F, = p,p, podporzadkowane sa w owych
szeregach stale punkty E,iF,, przeto prosta s= E,F, nie jest wcale
zalezna od wybranej pary wierzcholkow W, = 4, i W, = A,. GdybySmy
zatem dwa homologiczne punkty np. B, i B, tych szeregow uwazali za wierz-
cholki W; =B,i W; = B; nowych pomocniczych pekéw perspektywicznych,
to wowezas ich homologiczne proste: By A, i B/ Ay, By Dy i By s,... przecinac
sie musza kolejno w punktach B, D,,... stalej prostej s = E,F,. Otrzymu-
jemy zatem nastepujace zaleznosei:

g

Dwa rzutowe szeregi punktow
pi(4y, By, C, Dy,..) 1 ps(4y By, G,
D,,...), lezace na wspoélnej plaszczyz-
nie, posiadaja te wlasnos¢, ze: pro-
ste A;B; i AgB;, A,Cy i A,Cy, A D, i
A, D,,..., B,C; i BsC,, B, D; 1 B, Dy,...,
C,D,iC;D,,... przecinaja sie w punk-
tach, lezqcych na jednej prostej s.
Owa prosta wyznacza na podsta-
wach p, i p, takie punkty F, = sp,
i E, =sp,, ktorym podporzadko-
wane sa w owych szeregach ele-
menty F, i E;, zjednoczone w punk-
cie F, = E, =Dip;:

Z latwoScia zauwazymy (ust. 6),

perspektywicznych szeregow
punktéw wymieniona powyzej pro-

Dwa rzutowe peki prostych
Pl (aly b17 Cyy dl)"-) i 1)2 ((12, b?) Cay d?)"')y
lezace na wspolnej plaszezyznie, po-
siadaja te wlasnos¢, ze: punkty a,b,
1 ashy raycya iy Clyca dsil aadyyic sy bics
1y bycy, ibids 15Byds oo eidy bocady e
wyznaczaja proste, przechodzqce
przez jeden punkt S. Ow punkt S
wraz z wierzchotkami P, i P, wyzna-
cza takie proste f; = SP; i e; = SP;,
ktérym podporzadkowane sa w o-
wych pekach elementy f, i e zjed-
noczone na prostej f;.= e, = P, P..

ze dla dwoeh

perspektywicznyech pekéow
prostych wymieniony powyzej punkt
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sta s przechodzi przez punkt p,p,, S lezy na prostej P,P,, laczacej
przeciecia sie podstaw owych sze- wierzcholki owych pekdw.

regow.

Zadanie: Dane sa na ryec. 26 punkt B,
oraz takie dwie proste p,ip,, ktorych punkt
przeciecia sie E = p;p, nie lezy w obrebie
plaszezyzny rysunkowej. Nalezy wykreslic
prosta s= BE, przechodzaca przez owe
punkty BiE.

Rozwiazanie 1: Przez punkt B po-
prowadzmy dwie dowolne proste A, B, i A;B,,
wyznaczmy nastepnie proste a = A, 4,, b =
B,B, i punkt W = ab. Prosta ¢, wykreslona
z punktu W, przecina sie z elementami p, ip, Rye. 26.

w punktach C, = cp, i C, = cp,. Jezeli przez C

oznaczymy punkt przeciecia sie prostych B,C, i B,C,, to wowczas prosta
s = BC rozwiazuje zadanie. Uwazajac bowiem punkty: A,i Ay, B, i B;, C, i C,,..
za elementy homologiczne dwdéch perspektywicznych szeregéw punktéw o pod-
stawach p;ip,, skonstruowaé mozemy punkty B, C,...; owe punkty lezeé¢ mu-
sza na prostej s, przechodzacej przez punkt E = p, p,.

Rozwiazanie 2: Inne uzasadnienie konstrukeji przeprowadzonej
na rye. 26 otrzymamy, jesli wezmiemy pod uwage dwa czworokaty zupelne
(ust. 13) o wierzcholkach A, A,, B, i B,, wzglednie B,, B,, C, i C,. Wiadomo nam,
ze dwa boki przeciwlegle p,.= A,B;, p, = A;B; i dwie przekatne s = EB
i EW = e pierwszego czworokata tworza grupe harmoniczng o stosunku
(p: pses) = —1. Podobnie boki p, = B,C,, p,= B,C; i przekatne EC, e = EW dru-
giego czworokata tworza rowniez grupe harmoniczng o stosunku (p,p,eEC) =
= —1. Wnosimy stad, ze proste s = EB i EC zjednoczyly sie na wspdlnej
prostej, czyli innemi slowy: punkty E, BiC leza na jednej prostej s.

Zadanie 1: Uzupelni¢ dwa jednokreslne szeregi punktéw
o wspdélnej podstawie p, ktérych rzutowos¢ wyznaczaja trzy pary
homologicznych punktéw A4,i 4, B;iB,, C;iC,.
Rozwiazanie 1: Na plaszezyZnie rysunkowej obierzmy
dwa dowolne punkty /i P, kiére nie przynaleza do podstawy p.
Skoro z wierzcholka P; rzucimy szereg p(4,, B, Cy,...), a z wierz-
cholka P, szereg p(A,, By, C,,...), to otrzymamy dwa rzutowe peki
prostych
Prtay, by, Cyils L0 Palts, Dy, €5520)
o elementach: a, = P, 4;, by = P, B,,..., ay = Py A4y, b, = P;B,,...
W poznany poprzednio sposéb (patrz ryc. 24) uzupelnimy peki
(Py)1(Py), konstruujac pary homologicznych prostych: d,id,,...
Podstawa p przecina sie z elementami d,id, w takich punktach
Dy =d;p i Dy = d,p, ktére sa punktami podporzadkowanemi
sobie w uwazanych szeregach jednokreslnych o wspdlnej pod-
stawie p.
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Rozwiazanie 2: Uwazajac dany szereg punktéw p (4,
B,, Cy,...) za ,uklad sztywny“, przesunmy go w nowe polozenie
Ps (4g, B, Cy,...). Z ust. 20 wnosimy, Ze szeregi punktéw

DAy, By €50 ) N Palidsy By, Cgy...)
sa jednokreslne. Uzupelniajac te szeregi (patrz rye. 23), wy-
znaczmy pare homologicznych punktéw np. D, i D, a nastepnie
wyznaczmy na podstawie p taki punkt ), ktéryby spelnial re-
lacje: A,Dy = A;Dy i ByD, = B,D,. Ow punkt D, wraz z punk-
tem D, tworzy pare elementéw homologicznych jednokresinych
szeregéw o wspdlnej podstawie p.

Inne rozwigzanie oméwimy w ust. 33.

Cwiczenie 1: Uzupeli¢ dwa rzutowe peki prostych o wspélnym wierz-
chotku W i wspdlnej plaszezyznie podstawowej, ktérych jednokreslno§é usta-
lona jest przez trzy pary homologicznych prostych a,ias, b,ibs, c;ic,.

Zadanie 2: Na plaszezyZnie rysunkowej dane sa trzy pro-
ste a;, b;ic, peku (W,), oraz trzy punkty 4,, B,1C, szeregu (p,)-
Uwazajac elementy a,;i 4y, b;iBs, ¢, 1C, za trzy pary elementéw
homologicznych, nalezy uzupelnié rzutowe utwory (W)) i (p,).

Rozwiazanie 1: Z dowolnego punktu W, plaszezyzny
rysunkowej, nie lezacego na podstawie p,, rzuémy szereg (p,).
Otrzymany w ten sposéb pek prostych

Wedg; by €5 .Y /N py (s, By, Coy..0)
jest jednokresiny do peku prostych (W,). Dla pekéw (W) A (W)
skonstruujemy pare prostych homologicznych d,id, a nastep-
nie wyznaczymy punkt D, = d,p. Prosta d; i punkt D, sa wéw-
czas homologicznemi elementami danych utworéw (W) A (p,).

Rozwiazanie 2: Pek prostych (W,) przetnijmy prosta p,
w szeregu p,(4,, By, Cy,...), to wowezas zadanie nasze sprowa-
dzimy do uzupelnienia jednokreslnych szeregéw punktéw

by (s B G L ) Pl Bor G ).

Zadanie 3: Dane sa trzy pary plaszezyzn homologicznych
@ iay 18 y11y, dwoch rzutowych pekéw plaszezyzn (1) i (1),
ktérych osie sie przecinaja. Nalezy uzupelni¢ owe peki.

Rozwiazanie: Przetnijmy peki (},) A (l,) dowolna pla-
szezyzna ¢ w pekach prostych ‘

Ly Gy by, o i el L lake by iiiias

Wyznaczmy nastepnie w pekach (L,)i (L) pare prostych pod-
porzadkowanych sobie d, id, to wowezas plaszezyzny: d, = ld,
i d, = l,d, sa elementami homologicznemi danych pekéw pla-
szezyzn (L) A (Ly).
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20. Rzutowos$¢ utworéw przystajacych. Na prostej p; nie-
chaj dane beda cztery punkty A,,B,,C,iD,, a na prostej p,
cztery takie punkty 4, B,, C,1D,, zZe sa sobie réwne dwustosunki

(4,B,C,D,) = (4,B,C,D,).

Zbadajmy teraz, czy mozna ustanowi¢ taka rzutowo§é po-
miedzy szeregami punktéw o podstawach p,ip, w ktérej ele-
mentami homologicznemi bylyby pary punktéw A,iA4,, B;iB,,
Cii O nonazy 1)

Poniewaz trzy pary homologicznych punktéw 4,1 4,, By i B,,
C,1iC, wyznaczaja (ust. 17) rzutowos¢ szeregéw (py) i(p,), przeto
dowolnemu punktowi I); szeregu (p,) podporzadkowany jest
w szeregu (p,) jeden §cisle okres§lony punkt. Oznaczmy
go symbolem DJ. Z jednokreslnosci szeregéw

DA B DL T (4, B DY )

wynika (ust. 11) réwnosé dwustosunkoéw: (4,B,C,D,) = (4,B,C,1D5),
a poniewaz wedle zalozenia (4,B,C,D,) = (4,B,C,D,), przeto:

‘ G0 R0 5 AR Wbt %08
(B CR) = LB, G b e e = o e
ety TARH i i BB 86, B,
: 4,D
7 uzyskanej réwnoci stosunkéw podzialu —— = —2_2 wno-
ol B,D,

simy (ust. 9), ze punkt /)] zjednoezyl si¢ z danym punktem D,.
WykazaliSmy tedy prawdziwo$é twierdzenia:

Jezeli dwustosunek czterech punktéw szeregu (p,) réwny
jest dwustosunkowi czterech punktéw szeregu (p,), to wéwezas
uwazane dwie czwoérki punktéw homologicznych wy7nacza]a
rzutowosé tych szeregow.

Za posrednictwem rzutéw i przecie¢ przej$é mozemy do
grup czterech prostych peku prostych, wzgl. do grup czterech
plaszczyzn peku plaszezyzn.

A zatem:

Jezeli dwustosunek czterech elementéw jednego utworu za-
sadniczego gatunku I-go réwny jest dwustosunkowi czterech ele-
mentéw drugiego utworu zasadniczego galunku 1-go, to wowczas
uwazane dwie czwérki elementéow homologicznych wyznaczajq
rzutowosé tych utworow.

Dany szereg punktéw p (4, B, (,...), o podstawie wlasciwej p,
uwazajmy za uklad sztywny i przesufimy go w nowe polo-
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zenie p' (4, B, (",...). Szeregi (p)i(p’), dla ktérych zachodza
rownoseci odcmkow (o dlugosciach skoficzonych): AB = A'B,
AC = AC,..., BC = B(,..., nazywa¢ bedziemy (ust. 14) szere-
gami pr~y.s[ajqcemi lub réwnemi.

Poniewaz dla tych szeregéw zachodza relacje:

G AD g B G Al IBCD B CD),
BC BD BiG . -~ B
przeto sa one szeregami rzutowemi o elementach homolo-
gicznych Ai A, BiB Ci(’,... Symbolicznie napisa¢ mozemy te
zwiazki w nastepujacej formie: Jezeli zachodzi relacja
Pl Bl ) = pA Byl )

gdzie ~ jest znakiem przystawania, to wowezas koniecznie spel-
niona musi by¢ zaleznosé
PR Gioay i pild B, G- )

Zauwazy¢ nalezy, ze dla prostych skosnych pip’ owe szeregi musza
by¢é (ust. 18) zawsze perspektywiczne.

Szeregi (p)i(p’) sa tylko szezegdlnym przypadkiem ,szere-
g6w podobnych, gdyz punktowi niewlasciwemu P, podstawy p
podporzadkowany jest (po dokonanem przesunieciu) réwniez
punkt niewlasciwy P, na podstawie p'.

Szeregi p(4, B, C,...) uwazajmy za uklad ,sztywny“, a ele-
ment np. A tego szeregu za punkt staly (nieruchomy). Obréémy
prosta p okolo punktu A jako $rodka tak, aby po dokonanym
obrocie (ryec. 27) zajela nowe polozenie p’. Réwnoczesnie po-
szcezegolne punkty B, C,... ,,sztywnego“ szeregu (p) zajma na
podstawie p’ nowe polozema B, C,..., przyczem zachowane beda
réwnosci odcinkéw: AB = AB, AC = AC,..., BC = B'C),... Wno-
simy stad, ze szeregi (p)i(p’) sa praysta]ace ijednokreélne.

Poniewaz jednak punkt
A = pp’ przeciecia sie¢ ich
. podstaw jest elementem
} T8 ¢ PRLRL

zjednoczonym A = A,

przeto (ust. 18) sa one

szeregami perspe kty-
wicznemi.

Ryc. 27. W szezegdélnym przy-

padku wykonaé mozemy

obrot szeregu p (4, B, C,...) dokola punktu 4 o kat 180, otrzymu-

jac (rye. 27) na podstawie p nowy szereg punktéw p (A" = 4, B”
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C”,...). Uzyskalismy tedy dwa przystajace i rzutowe szeregi punk-
téw o wspdlnej podstawie p. Szeregi te sa ,hiperboliczne“, gdyz
(ust. 15) posiadaja dwa (rzeczywiste i rézne od siebie) punkty
zjednoczone 4 = 4”1 Py, = P’ Punkty homologiczne B i B”,
C1iC”... tych szeregéw sa symetrycznie ulozone wzgledem
wlagciwego punktu zjednoczonego 4 = A”.

Przesunmy teraz prosta p po niej samej tak, aby punkt
A zajal (rye. 27) nowe polozenie A% Roéwnoczeénie punkty B,
C,... ysztywnego“ szeregu (p) zjednocza sie odpow. z punktaml
BUi Gl przyezen AB = A°B°, AC = A°C°,..., BC = B°CY,.
Na wspélnej podstawie p otrzymamy dwa przystajace i rzu-
towe szeregi punktéw p(4, B, C,...) i p(4% B°, (9,...), ktére po-
siadaja dwa punkty zjednoczone, schodzace sie w punkcie nie-

o s b AT 3 K1 : , . 5
\\lascn\ylp P, = P! ; szeregi te sa zatem (ust. 15) szeregami
,parabolicznemi¥.

Szeregi p(4,...) = p(4%...) o wspélnej podstawie wlasci-
wej p nazywaé¢ bedziemy szeregami wprost przystajqcemi lub
»wprost réwnemi“. Natomiast szeregi p (4,...) > p(4”,...) 0 wspél-
nej podstawie wlasciwej p nazywaé bedziemy szeregami odwrol-
nie przystajgcemi lub ,odwrotnie réwnemi“. Te dwa przypadki
przystajacych szeregéw odrézniaé tez mozna!) jako ,réwnosc
prosta“ i ,réwno$¢é odwrotna*.

Zanim zdefinjujemy przystawanie dwéch® szeregéw punk-
tow o podstawach ,niewlasciwych, zajmiemy sie najpierw przy-
stawaniem pekow prostych i pekéw plaszezyzn.

Dany pek prostych P(a,
b,¢c,...)o, 0 wierzcholku wla-

Dany pek plaszezyzn
p(a,B,9,...), o osi wlasciwej p,

Seiwym P i plaszezyZnie pod-
stawowej o, uwazajmy za u-
klad ,sztywny“ i przesunmy
go (wzgl. obréé¢my go) w no-
we polozenie P'(d,V,c,..)w"
Peki prostych (P) i (P’), dla
ktérych zachodza réwnosei
katéw : ab = a'l, ac = a'c,..

bc =b'c;..., nazywaé quue-
my pekami przystajacemi
lub ré6wnemi.

uwazajmy za uklad ,sztywny*
i przesunmy (wzgl. obréémy)
go w nowe polozenie p’ (e,

..). Pekiplaszezyzn (p)i(p’),
dla ktérych zachodza réwno-
smkqtow af =a'f, ay = ay,..
By = BY,..., nazywaé dene-
mprkami przystajacemi
lub ré6wnemi.

) Poréwnaj F. Enriques: Wyklady geometrji rzutowej, Warszawa 1917,

str. 100.
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Poniewaz dla pekéw prostych (P) >~ (P’) zachodza relacje :
:s%n—a—(;’ : h_m a_d = s?n Lk i an Eﬁ czyli (abed) = (a'b'¢’'d),
Sinsbc® sin bd' " sincbe’ s b'dl.
przeto z poprzednio dowiedzionego twierdzenia wynika, zZe owe
peki prostych sa rzutowe. Te same uwagi stosuja sie oczy-
wiscie do przystajacych pekow plaszezyzn (p) i (p'). Z zalez-
nosei przystawania pekoéw prostych (wzgl. plaszezyzn)

P(a,bi¢,...) 0 = P(a)b,¢,..) 0, P0si0, el Sip (e B ar )
wynika zatem zawsze jedno- wynika zatem zawsze jedno-
kreslnosé kreslnosé

Bab; e, e NEasbchi o peBy,..)AND @ 8,7,...).

Peki pla%zuym (p) >~ (p’) moga byé (ust. 18) perspektywiczne,
gdy: 1) osie p i p’ tych kaow sa prostemi skosnemi; 2) osie p i p’ wyzna-
czaja plaszezyzne zjednoczona pp’ = & = ¢ owych pekoéw. — Natomiast peki
prostych (P) ~ (P’) moga byé¢ perspektywiczne, gdy: 1) pek (P) przesuniemy
w plaq7(7ymle podstawowej o tak, ze wierzcholek P przesunie si¢ po pro-
stej np. a, a pozostale elementy b, ¢,... zajma nowe polozenia b // b, ¢’ [| ¢,...;
2) pek (P),, jako uklad ,sztywny“ obréecimy dokola prostej nieruchomej np.
a tego peku tak, ze plaszezyzna podstawowa o zajmie nowe polozenie o'.

Skoro dokonamy obrotu peku (P)» dokola prostej a (be-
dace] elementem tego peku) o kat 180° to wdéwezas (rye. 28),
otrzymamy dwa przystajace i rzutowe kai prostych

P ((1, bic. = P(a” =l bl e

o wspélnym wierzcholku wlagciwym P i o wspélnej plaszezyznie
podstawowej . Proste homologiczne b i b”, ¢ i ¢”,... tych pe-
kéw sa symetrycznie ulozone wzgledem osi obrotu a. Po-
niewaz prosta a = a” jest jednym elementem zjednoczonym
a prosta e | a jest drugim elementem zjednoczonym e = e”
tych pekoéw, przeto (ust. 16) owe peki sa ,hiperboliczne.

We wspélnym wierzcholku P uwa-
zanych pekéw prostych (rye. 28) popro-
wadZzmy prosta w prostopadla do pla-
szezyzny podstawowej w. Z owej pro-
stej w rzuémy te peki prostych (ust. 3),
to — jak z latwoScig stwierdzimy —
otrzymamy dwa przystajace i rzutowe
peki plaszezyzn o wspélnej osi w

Wi(afly ) i, B )
Plaszczyzny homologiczne g i 87, y i y”,... tych pekow sg sy-
metrycznie ulozone wzgledem plaszezyzny e = «”. Poniewaz
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plaszezyzna @ = «” i plaszezyzna do niej prostopadla & = ¢&”
sa elementami zjednoczonemi, przeto (ust. 16) uwazane peki
plaszezyzn sa ,hiperboliczne®.

Pek prostych P(a, b,¢,...)o, 0 wierzcholku wlasciwym P,
obréémy (jako uklad sztywny) w plaszcezyznie podstawowe] o
dokola wierzcholka P tak, aby element a zajal nowe polozenie
a’, rézne od prostej a. Otrzymany po tym obrocie pek P (a’ DS,
¢’ ..)o jest przystajacy i rzutowy wzgledem peku P(a, b,...)o.
Peki prostych

P(a, bie o P(ao, bO’ ey, .)m

o wspélnym wierzcholku wlasciwym P i wspdlnej plaszezyznie
podstawowej o, nie posiadaja wecale rzeczywistych prostych
zjednoczonych i sa (ust. 16) zatem pekami ,eliptycznemi‘.

Skoro owe peki prostych rzucimy z prostej w, poprowa-
dzonej w wierzcholku P prostopadle do plaszezyzny o, to otrzy-
mamy wowezas dwa przystajace i rzutowe peki plaszezyzn
0 wspélnej osi w

wile: By ) 2= wie? 8% 9% 5,

ktére nie posiadaja wecale rzeczywistych plaszezyzn zjednoczo-
nych i sa pekami ,eliptycznemi“. Do tego samego wyniku doj-
dziemy, gdy dany pek w (¢, 8,7,...) uwazaé bedziemy za uklad
,Sztywny“ i obrécimy go dokola osi wlasciwej w w nowe po-
lozenie .w (% 8% %9...).

Peki prostych
P (a, . .)(') = P(a”, . ..)(l)

o wspélnym wierzcholku wla-
seiwym i wspdlnej plaszezyz-
nie podstawowej, nazywac be-
dziemy pekami odwrotnie
przystajacemi lub ,od-
wrotnie réwnemi¢.

Peki prostych

P(a, .o .)m = P(a“, A% .)m

o wsp6lnym wierzcholku wia-
Sciwym i wspdlnej plaszezyi-
nie podstawowej, nazywac be-
dziemy pekami wprost przy-
stajacemi lub ,wprost row-
nemi¢.

Peki plaszezyzn

Wi ...y == wla’, .3

o wspoélnej osi wlasciwe] w
nazywac bedziemy pekami od-
wrotnie przystajacemi
lub ,odwrotnie réwnemi*.

Peki plaszezyzn
M (e sesea e T (s R

o wspélnej osi wlasciwe] w

nazywaé¢ bedziemy pekami
wprost przystajacemi

lub ,wprost réwnemi¢.
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Dany pek prostych P (a, b, c,...)o 0 wierzcholku wlasciwym
P uwazajmy za uklad sztywny. W plaszezyZnie o wykonajmy
taki ruch peku (P), aby wierzcholek jego zajal nowe poloze-
nie P;, a poszczegdlne elementy jego zajely nowe polozenia
a,//a, by//b,... Nastepnie otrzymany w ten sposéb pek prostych
P, (ay, by, cy,...)o obréémy (jako uklad sztywny) w plaszezyznie
o dokola wierzcholka P, w nowe polozenie P;(a,, b, C,,...)o.
Dwa przystajace i rzutowe peki prostych

P ((1, b, C, .. .)w ;: 1)1 (a2, bg, 62, .. .)[:)

o réznych wierzchotkach P, P; i o wspdlnej plaszezyznie pod-
stawowe] o, nazywac bedziemy pekami wprost przystajqcemi lub
»Wprost réwnemi¢.

Ofrzymany poprzednio pek P, (ay, by, ¢yy...)o Obréémy teraz
dokola prostej a; o kat 180° to uzyskamy nowy pek P, (a; = a,,
by, ¢s,...) 0. Peki prostych przystajace i rzutowe

P(a, b, C, .. .)(() z P1 (a3, bs, CS’ .o -)(l)
o réznych wierzchotkach P, P; i o wspdlnej plaszezyznie pod-

stawowe] o, nazywaé¢ bedziemy pekami odwrotnie przystajqcemi
lub ,odwrotnie réwnemi“.

Skoro dane peki pro- Skoro dane peki pla-

stych

P (a, b, 5 .)n) =l (a’, b .)w'
przetniemy plaszezyzna nie-
wlagciwa 0., to (ust. 3 i 11)
otrzymane rzutowe szeregi
punktow
8 kil ooy B i) /0 6o ki s B nes)
o podstawach niewlasciwych
(P (51, o B ) L e 02
zywaé bedziemy szeregami
przystajacemi lub roéw-
nemi.

Skoro dwa dane przy-
stajace peki prostych, o wspol-
nym wierzcholku P i1 wspdl-
nej plaszezyznie podstawowej
o, ktére sa: a) wprost przy-
stajace, b) odwrotnie przysta-
jace — przetniemy prosta nie-

SZCZYZN
p(ap,...) =p(,f,...)
przetniemy plaszezyzna nie-
wlasciwa 0., to otrzymane
rzutowe peki prostych nie-

wlasciwych

Stastasib sy S halaa b
o wierzcholkach S = poo
i S0 = p'0o nazywaé bedzie-
my pekami przystajacemi
lub ré6wnemi.

Skoro dwa dane przysta-
jace peki plaszezyzn o wspdl-
nej osi p, ktére sa: a) wprost
przystajace, bjodwrotnie przy-
stajace — przetniemy pla-
szezyzna niewlasciwa oo, to
otrzymamy : dwa peki pro-
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wlasciwa s (plaszezyzny o), | stych niewlasciwych o wspdl-
to!) otrzymamy : dwa szeregi nym wierzcholku
punktéow niewlasciwych

a) wprost przystajqce, a) wprost przystajqce,

b) odwrotnie przystajqce. b) odwrotnie przystajqce.

7 rozwazah niniejszego ustepu wynika prawdziwosé twier-
dzenia, odnoszacego sie tak do utworéw wlaseiwych, jak réw-
niez i do utworéw niewlasciwych, a mianowicie :

Dwa przystajgce utwory zasadnicze gatunku 1-go sq zawsze
utworami rzulowemi.

21. Potega pekow rzutowych. Wezmy pod uwage dwa per-
spektywiczne peki prostych W, (ay, b, c;,...) i Ws(a, = ay, by, ¢,...),
ktore sa (rye. 29) rzutami szeregu punktéw p(4, B, C,...). Na
cieciwie W, W, zakre§lmy kolo k, ktérego §rodek S lezy na pod-
stawie p, oraz wyznaczmy punkty NiM przeciecia sie tego kola
z prosta p. Proste n; = W N i n, = W,N, jak réwniez m; = WM
i my = W,M sa oczywiscie elementami homologicznemi per-
spektywicznych pekéw (W;)i(W,). Poniewaz nadto spelnione
sa warunki prostopadlosei:
n;. | mying | m, przeto:
Dwa perspektywiczne peki
prostych (o wierzcholkach
wlasciwych) posiadaja te
wlasnosé, ze w kazdym
z tych pekéw istnieje jedna
i tylko jedna para takich
prostych wzajemnie prosto- Rye. 29,
padlych, ktérej podporzad-
kowana jest w drugim peku réwniez para prostych prosto-
padlych.

Uwaga: Gdyby prosta p (ryc. 29) byla symetralng odcinka W, W,, to
kazdej parze prostych prostopadlych peku (W,) odpowiadalaby zawsze
para prostych prostopadlych w peku (W,). Owe peki perspektywiczne bylyby
wowezas (ust. 20) pekami przystajacemi.

Pek prostych (W,) uwazajmy za uklad sztywny i prze-
sunmy go w nowe polozenie W'y (a', by, ¢'y,...). Z lancucha pe-
kéw (W) A (W,) = (W’,) i rozwazan ust. 20 wynika jednokresl-
nosé pekéw prostych

Wik by ol 0) A W (@, Vs, €, i Ry s o )

1) F. Enriques, 1. c.
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‘- przyczem parze prostych n;, | m, pierwszego peku podporzad-
kowana jest para prostych ny | m’; w peku drugim?).

W wierzcholku W, wykre§lmy prosta s, prostopadla do
plaszezyzny podstawowej peku (W,), a w wierzcholku W', pro-
sta s, prostopadla do plaszezyzny podstawowej peku (W7,).
Skoro rzucimy z prostej s; pek prostych (W)), a z prostej s,
pek (W7,), to otrzymane w ten sposéb peki plaszezyzn o osiach
s; 185 sa jednokresine:

$1(@y, By Voo Vs o) A 8o (@ Blay Yooy 75 Wy ).

Plaszezyznom wzajemnie prostopadlym » = sn, i u, = sm,
peku (s;) odpowiadaja w peku (s,) dwie plaszezyzny prosto-
padle’wsi—s'oni 1wy — s'sms

Nie uwzgledniajac pekéw ,rzutowych i przystajacych*,
w ktérych kazdej parze elementéw do siebie prostopadlych
w jednym peku podporzadkowane sa w peku drugim tez ele-
menty wzajemnie prostopadle — wypowiedzie¢ mozemy naste-
pujace twierdzenia :

»

Dwa rzutowe peki pro-
stych (o wierzcholkach wla-
sciwych) posiadajq te wtasnosé,
ze w kazdym z tych pekéw
istnieje jedna i tylko jedna
para takich prostych wzajem-
nie prostopadtych, ktérej pod-
porzqdkowana jest w drugim
peku rowniez para prostych
do siebie prostopadtych.

Dwa rzutowe peki pta-
szezyzn (o osiach wlasciwych)
posiadajq te wilasnosé, ze w kaz-
dym z lych pekow istnieje jed-
na i tylko jedna para takich
ptaszczyzn wzajemnie prosto-
padtych, ktérej podporzqdko-
wana jest w drugim peku row-
niez para ptaszczyzn do siebie
prostopadtych.

Dla jednokreslnych pekéw prostych (W) i (W’,) zachodza
(ust. 11) réwnosei dwustosunkoéw (a, bynymy) = (a3 b'yn'y m’y) lub

sin a;n; sin a;m,

- sindyn’y sin d’ym’y

sin byn, sin bym,

SR N
sin b'yn’y  sin b'ym?’,,

Poniewaz proste n;im; peku (W),), oraz proste n’,im/,
peku (W’,) tworza dwie pary prostych wzajemnie prostopad-
Iych: n, | m; i ny, | m’y, przeto zachodza relacje (ust. 10) na-

stepujace :
cos nym; = 0,

cos n'ym’y = 0,

S A=l
sin rlgm'y = 11

Yy Poréwnaj Dr. M. Lazarski, 1. e. Tom I, str. 8.
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sin @, m; = sin (@, n; + nymy) = sin a, n, . cos n, m; +

+ cos a; n, . sin n; m; = cos @, n, . Sin n,; m,.

Mamy tedy:

sin @y m, = €o0s a, n, . sin n, m,, oraz dalsze zwiazki
3§ 1 s bk 2 1

sind, m; = eos b, n, . &sin nym,

SIna@’yn’e = COS.a Il SN n's m;
2 2 2 2 2 2

sin b, n’y = cos b’y m’y . Sin n’s m’,. y
Podstawiajac powyzsze wartosci w dwustosunkach (a, b, n, m;) =
= (dy b’y 0’y m’y), ofrzymamy :

sin a;n;  cos a;ny . sin n;my __cos dy m’y . sin n’ym’, sin @’y m',

sinbyn; cosbyn,.sinn;m; cosb,ym,.sinn’,m’, sinb’,m,

b sin a; ny _sin by ny A

2 ’ ’ = ’ ’
__sin b’y m’y sina’y m’y
cosa,ny - cosb,n, .cosb,m’s cosa,m,

czyli tg a;n, ;ig b,y n, = tg bom’, : tg a’ym'’y
wiec ostatecznie:
fan teasmy = teb n.tg by,

Zauwazy¢ musimy, ze symbol a;n, oznacza (ust. 10) jeden z czte-
rech katow, okreSlonych przez proste a, i n, peku (W,). Jezeli jeden z tych
katow oznaczymy przez ¢, to kat przylegly jest rowny katowi (e — 180°); dwa
pozostale katy sa katami wierzcholkowemi wzgledem katow & i (e — 180°),
Dla tych katéw zachodzi oczywiscie réwnosé: tg e = tg(e —180°). Powyzsze
uwagi stosuja sie tez do pozostalych katéow a’y m’y, byn, i b’y m’s.

Gdybysmy w miejsce prostych homologicznych b, i b’y przy-
jeli w pekach (W,) A (W’,) proste odpowiadajace sobie c,icl,
to wéwezas z réwnosci dwustosunkow (aq ¢, nymy) = (a'y ¢’y 0’y m'’y)
otrzymaliby$my iloczyn: tga,n; . tga'sm’y = tgc, n, . tg ¢’ m',.
Wnosimy stad, ze iloczyn tangenséw (styeznych trygonome-
tryeznych)

tga, n g a,ms—tgbn . tgb,nm, =tgcn,  tgc,ms=...
jest liczba stala dla jednokreslnych pekéw?t) prostych (W) i (W7,).
PrzejdZzmy teraz do rzutowych pekéw plaszezyzn (s;)i(s).
Poniewaz miedzy pekami (s;) & (W) i (s) A (W’,) zachodza
rownosei katow:

GV = A 1y fyvy = byng Ny =61y

a’Q !L’g 23t ‘112 n,ll2 [))12 /l/’2 S br2 n]r2 yr2 ‘u/’2 LA 0’2 mr2
NieDr. M. +fazarski: ). c:1; str. 0.

Plamitzer, Geometrja rzutowa.

L |
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przeto iloczyn tangensow

’

tga, v, . tg 6?2!/2 =tg 07 - tgFo 'y = t1Z Y 7, . 1 Vouy = ...

jest liczba stala.

Skoro w dwdéch rzuto-
wych pekach prostych (W)
i (W’)elementom n; | my pe-
ku (W,) podporzadkowane sa
w peku (W’,) proste n’y | m',,
to dla dowolnej pary homolo-
gicznych prostych q, i @', tych
pekoéw iloczyn:

tg.a,n, . tga’, m'y

. jest liczba stala.

Skoro w dwéeh rzuto-
wych pekach plaszezyzn (s;)
i(sy) elementom », | u, pe-
ku (s;) podporzadkowane sa
w peku (s'y) plaszezyzny »'y |
| w, to dla dowolnej pary
homologicznych plaszezyzn a,
i &y tych pekoéw iloczyn:

tg o, v . tg &'y iy

jest liézba stalg.

Powyzszy iloczyn nazywamy!) potegqg uwazanych jedno-
kreslnyeh pekoéw prostych (wzgl. plaszezyzn).

22. Elementy zjednoczone pekéw rzutowych o wspolnym
wierzchotku (wzgl. o wspdlnej osi). Niechaj dane beda dwa jed-
nokreslne peki prostych

W (@ B5Ces ey Bys Miys v o 7 - W (g Dy Cay v < vy Ty Mgy s v )

o wspllnym wierzchotku wlasciwym W i o wspélnej plaszezyiz-
nie podstawowej w. Niechaj prostym wzajemnie prostopadiym
n, | my pierwszego peku podporzadkowane beda (ust. 21) pro-
ste n, | my, w peku drugim. Potega tych pekéw rzutowych wy-

s

razi sie wowezas iloczynem

tga;n . tg a,my = ¢,
gdzie ¢, jest liczba stala.

Zbadamy teraz (ust. 16, uwaga), czy omawiane peki pro-
stych posiadaja proste zjednoczone. Skoro przez e oznaczymy
prosta zjednoczona e; = e, tych pekéw o wspélnym wierzcholku
W, to dla ich potegi otrzymamy relacje:

tg e, ny . tg e,m, = tg en, . tg em, = c,
Poniewaz kat em, = en, + n,m,, gdzie n, m, oznacza staly kat,
okre§lony prostemi n; i m, przyjetych pekéw rzutowyeh, przeto
po uwzglednieniu réwnoseci

) Porownaj R. Sturm, 1. ¢. 1. str. 70.
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tg en, + tg nym,

tg em, = tg (en; + nymy) = s
1 —tgen,.tgn,m,
dochodzimy do zwiazku

tgen, . (tgen, + tg n,m,) = ¢, (1 — tg en, . tg n, my)
lub tg2en, + (1 + ¢,).tg n,my . tg en, = c,.

OtrzymaliSmy tedy') réwnanie drugiego stopnia o jednej
zmiennej tgen,, gdzie en, oznacza jeden z czterech katéw okre-
§lonych szukana (nieznana) prosta zjednoczona e i danym ele-
mentem n,. Jezeli jeden z tych katéw oznaczymy przez ¢ to kat
przylegly jest réwny katowi (e — 180°); dwa pozostale katy sa
katami wierzcholkowemi wzgledem katéw ei (e — 180°). Ponie-
waz tg e — tg(e — 180°), przeto funkeji tg en; podporzadkowana
jest jedna i tylko jedna prosta e. Z powyzszego réwnania
wynika, ze

tg en, = — (1 +c).tgnm, i |/2(1 + o). tg” nymy + 4 %

Zaleznie od tego, czy wyrazenie: (1 & ¢,) .t mm, + 4 ¢, jest
wieksze od zera, réwne zeru, czy tez mniejsze od zera — oma-
wiane réwnanie 2-go stopnia posiada: a) dwa pierwiastki rze-
czywiste i rézne od siebie; b) dwa pierwiastki rzeczywiste i réwne
sobie; ¢) dwa pierwiastki zespolone sprzezone. Kazdemu pier-
wiastkowi podporzadkowana jest jedna i tylko jedna pro-
sta e w pekach o wspélnym wierzcholku W. Dla pierwiastka
Jrzeczywistego“ podporzadkowana mu prosta e nazywaé be-
dziemy prostq rzeczywislq; natomiast dla pierwiastka ,zespolo-
nego“ podporzadkowany mu element e nazwiemy prostq urojonq.
Dwom pierwiastkom ,zespolonym sprzezonym“ podporzadko-
wane sa dwie proste w pekach o wierzcholku (W), ktére nazy-
waé bedziemy prostemi urojonemi sprzezonemi. :

Uwazane peki prostych posiadaja zatem w przypadku:
a) dwie rzeczywiste i rézne od siebie proste zjednoczone e —
=e =e€ i [='; =[;; b) dwie proste zjednoczone i nakrywa-
jace sie na jednej prostej e = [; ¢/ dwie zjednoczone proste
urojone sprzezone.

W spos6b zupelnie analogiczny, korzystajac z potegi jed-
nokreslnych pekow plaszezyzn o wspdlnej osi, wykazaé mozemy,
ze te peki posiadaja: a) dwie rzeczywiste i rézne od siebie pla-
szezyzny zjednoczone ¢ =g ==& 1 ¢ = @, = ¢,; b) dwie pla-

) Poréwnaj rozwazania w ust. 15.
*
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szezyzny zjednoczone i nakrywajace sie na jednej plaszezyznie
e = @; c¢) dwie zjednoczone plaszezyzny urojone sprzezone. —
Powyzsze zaleznosci w formie twierdzen wypisane sa juz w ust. 16.

Niechaj dane beda dwa jednokreslne i hiperboliczne peki
prostych

Wi (b, G s e e W (o5t Do Co e S5 T M e

o wspélnym wierzcholku W i wspdélnej plaszezyznie podstawo-
wej w. Dla prostych zjednoczonych (rzeczywistych) e, = e, = e
i fy = [, = [, oraz dwé6ch par prostych homologicznych a, i a,,
b, i by, tych pekéw zachodzi (ust. 11) réwnosé dwustosunkow:

(e f1a;by) = (eaf3a505) lub (efasby) = (efash,) czyli

sin fa, “sinfb, sin fa, sin fb, sinfa; sinfa, sinfb; sinfb,
Dochodzimy tedy do réwnosci: (efaya,) = (efbib,). Zamiast ele-
mentéw b; i b,, weZmy pod uwage proste homologiczne ¢, i ¢y;
wykazemy woéwezas, ze dwustosunek (efa,a,) = (efcc,), czyli in-
nemi slowy: dwustosunek (efa,a,) jest liczbq slatq.

Celem wyznaczenia owej stalej liczby, weZzmy pod uwage
te pare prostych prostopadlych n, | m, peku pierwszego, kto6-
rej w drugim peku podporzadkowana jest (ust. 21) rowniez para
prostych prostopadlych n, | m, Wprowadzajac oznaczenia dla
katow:

sin ea; sineb, sinea, sineb, sinea, sin ea,

G R T T e B e (1)
an =43 [fn =2
otrzymamy dla kata ea, =en, + nja, =en, —an, =y — «a
i dalszych katow zwiazki:

ea,=y—a ety=y—f fo,=06—a f[fo,=06—4

a dla dwustosunku (efa;a,) wartosé
sinea; sinea, sin(y —e) sin(y —p)
sinfa, sinfa, sin(é—a) sin(d—p)
_sin(y—a).sin(@d—§)
A0 —gysinity — 8)
_ (siny.cosa—cosy.sina) (sind.cosB— cosd. sinp)
~ (sind.cosa—cosd.sine) (siny.cosf —cosy.sing)’

 (efaa,) =

Po uwzglednieniu réwnosei:
tg p 1

Sin Yt e COSTP— e e g
YTV T+ igty
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otrzymamy ostatecznie zalezno§é nastepujaca
(tgy —tga) (tgd— tgf)
(efa1a2) (tg PRYE tg a) (tgj/ e t()' ﬁ) ..... (2).

Na poczatku tego ustepu wykazaliSmy, ze dla prostych zjedno-
czonych e i f uwazanych pekéw mamy zwiazki:

tg en; = | [— (1 + ¢ temmy + V(1 + ) . tg* mymy + 4co]

tgfn, = : [_ 1+ ¢) . tgnym,—V (1 + ). tgz nym, + 400]-
Wprowadzajac oznaczenia:

— A +e).tgnm=—14c).tge=s

‘/(1 _TLC())2 tUZ 14y My +4C0 = l/Sg + 4¢ :1{0

oraz uwzgledniajac réwnosci pod (1), otrzymamy dla tg en,
i tg fn, wartoSci:

tgy = % (8o + Ry), tgo= ; (so — Ry).

Réwnanie (2) przedstawimy zatem w postaci

(38 + 3 Ry —tga) (38 — 3 R — tgp)
(%50 o ‘I*Ro — tga) (: So + -lRo — tgfh)
MnO/a‘C licznik i mianownik przez 2, oraz podstawiajac wartosé

za sh — Ri= _4e¢, dochodzimy (po wykonaniu zaznaczonych
dzialan) do réwnosei:

2tga.tgf — sy (tga +1gf) — 2¢ + Ry (tge — tgf)
2tga.tgf — s (tge + tgf) — 2¢, — Ry(tge — tgf)

Skoro za potege ¢, (ust. 21) badanych pekéw prostych podsta-
wimy wartosé

(efaay) =

(efaya,) =

Co=tgayn . tga,my = tga,n, . tg (ayn, + n,my) =

tgp + tge

:tga.tg(ﬁ—i—e):tga Wtds

to wowezas wyrazenie
2tga.tgf —sy(tga + tgpf) —2c¢, =

tga—t toe :
:<1g_tg§.ﬁ,);g§ -(tge . tgf + tga. tge + tgf . tge—1) =

t i
— (B IEDE [iga tgp + tg0) — (1t tge)] =



102 II. Rzutowos$ei pomiedzy utworami zas. gat. >1-g0.

= (tga—tgp) . tge|tga . tg(@ + &) — 1] =
= (tga —tgph).tge.(cg—1).
Dla badanego dwustosunku otrzymujemy ostatecznie liczbe
__(tga—tgph).tge(co,—1) + Ry(tga —tgf)
(tga—tgh) . tge(cy—1) — Ry (tga —tgh)
(1 —cy).tge—R,
iy ctme 4 Ry T

_(—cy).tgnmy — Y A+ )’ tg° nymy + 4c,
(1 —c).tgnymy + ‘/(1 + ). tg’ nym, + 4 ¢

Powyzsza liczba jest ,rzeczywista“ dla pekéw hiperbolicz-
nych, gdyz (1 + ¢))?.tg2n,my + 4 ¢, jest wieksze od zera.
Skoro zalozymy, ze: (1 + ¢)?.tg2n;my + 4 ¢, = 0, to wow-
czas dla parabolicznych pekéw prostych dwustosunek
dwéceh prostych zjednoczonych e = [ (nakrywajacych sie) i pary
prostych homologicznych a,, @, wyraza sie liczba (eeaya,) = + 1.
Jezeli wreszcie (1 -+ ¢y)2.tg2n,m, 4+ 4c¢, jest mniejsze od
zera, to dla eliptycznych pekéw prostych dwustosunek (efa,a,)

(efa,a,)

jest ,liczba zespolona“, gdyz l/(l + ¢)%. tg’n m, + 4¢, jest
liczba urojona.

Z dotychezasowych rozwazan naszych wynika, Ze bez
wzgledu na to, czy mamy peki prostych hiperboliczne, parabo-
liczne, czy tez eliptyczne — to dwustosunek (efa,a,) jest zawsze
liczba stala.

W sposob zupelnie analogiczny dowiedziemy, ze: dla dwéeh
jednokres§lnych pekéw plaszezyzn o wspdlnej osi — dwustosu-
nek (epaya,) dla dwoéch plaszezyzn zjednoczonych g ¢ i pary
plaszezyzn homologicznych e, @, tych pekéw jest réwniez za-
wsze liczba stala. A zatem?):

Dwa rzutowe peki pro-
stych, o wspolnym wierzchot-
ku i o wspdlnej ptaszczyznie
podstawowej, posiadajq te wta-
snosé, ze: dwustosunek ich pro-
stych zjednoczonych i dwdch
prostych homologicznych jest
liczbq slatq.

Dwa rzutowe peki pta-
szezyzn o wspolnej osi posia-
dajq le wtasnosé, ze: dwusto-
sunek ich ptaszczyzn zjedno-
czonych i dwoch ptaszczyzn ho-
mologicznych jest liczbq statq.

) Nalezy pordéwnaé z analogicznem twierdzeniem ust. 15.
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23. Rzutowos$¢ inwolucyjna utwordéw zasadniczych ga-
tunku 1-go. Dwa jednokreslne szeregi punktéow p(4y, By, Cy,...)
i p(4y, By, C,,...) 0 wspélnej podstawie p posiadaja (ust. 15) te
wlasnos§é¢, ze: dowolnemu punktowi N, = 4, podstawy p, uwa-
zanemu za element N; pierwszego, wzgl. za element 4, dru-
giego szeregu, podporzadkowane sa w ogdlnosei w owych sze-
regach dwa rézne od siebie punkty N, i 4,. Zbadajmy teraz
wlasnosei takich szeregéw rzutowych o wspélnej podstawie p,
w ktéorychby pewnemu punktowi N, = 4, podporzadkowany
byl jeden i ten sam punkt N, = A,.

Poniewaz rzutowo$é dwéch szeregéw wyznaczaja (ust. 17)
trzy pary homologicznych punktéw 4, i 4y, B; 1 By, C; i C,,
przeto na wspdlnej podstawie p obierzmy (ryc. 30) trzy dowolne
punkty A4,, B; i (; pierwszego szeregu,
oraz takie trzy punkty A, By i Cy w sze-
regu drugim, ze element A, = B, i punkt &

B, = A,. Dla jednokre§lnych szeregéw Ryc. 30.

PLARE B QSR eIoN D (A55B st

o wspolnej podstawie p homologiczne punkty: A, = Byi 4, = B, -
odpowiadajq sobie w sposob podwéjny (zamienny) i tworza pare
zamiennq, t. zn. punktowi 4, = B,, uwazanemu za element pierw-
szego lub drugiego szeregu, podporzadkowany jest w drugim,
wzgl. w pierwszym szeregu jeden i fen sam punkt A, = B,.

Celem zbadania wlasnoseci tych szeregéw, obierzmy w pierw-
szym szeregu punkt D; tak, aby sie zjednoczyl z elementem C,.
Dla uwazanych szeregéw zachodzi (ust. 11) réwno$é dwusto-
sunkow :

(A,B,CyD,) = (A,ByCyDy) czyli (4,B,C,D,) = (B,A,D,Dy),

a poniewaz (ust. 11) dla kazdego dwustosunku zachodzi relacja
(B{4,D,D,) = (A,B,D,D,), przeto:

=B v lo=Br V4
C2=D1

A4C, . AD, 4D,  AD,
B &b 80, BBy
A, A,D,

czyli ostatecznie : = ===
B.C; B D,

(A,B,C,D,) — (4,B,D,D,) lub

Z rozwazan ust. 9 o réwnosci stosunkéw podzialu wynika
jednak, ze punkty C; i D, muszg sie zjednoczy¢. Wykazali$my
tedy, ze: przyjecie jednej ,pary zamiennej“ elementéw ho-
mologicznych A, = B, i A, = B; w dwéch szeregach rzutowych
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o wspdélnej podstawie p, pociaga za sobg wystapienie i drugie]
spary zamiennej“punktéw homologicznych C, = D, i Cy = D,
w owych szeregach. Poniewaz jednak punkty C, i C, stanowia
dowolna pare elementéw homologicznych, przeto kazda para
punktéw podporzadkowanych sobie w owych szeregach rzuto-
wych odpowiada sobie w spos6b podwdéjny, tworzac pare za-
mienna Xo—¥ X5V A zatem:

Jezeli w dwdch rzutowych szeregach punktow o wspolnej
podslawie jedna para elementéw homologicznych jest zamienna,
to wowczas kazda para homologicznych punkiéw tych szereqow
jest parq zamienngq.

W podobny sposob wykazaé¢ mozemy prawdziwos$é naste-
pujacych twierdzen:

Jezeli w dwéceh rzuto- |
wych pekach prostych, o wspél-
nym wierzcholku i wspdélnej |
plaszezyZznie podstawowej,jed-

Jezeli w dwéch rzuto-
wych pekach plaszezyzn o
wspolnej osi jedna para ele-
mentéw homologicznych jest

na para elementéw homolo-
gicznych jest zamienna, to
wowezas kazda para homo-
logicznych prostych tych pe-

zamienna, to wowezas kazda
para homologicznych pla-
szezyzn tyeh pekow jest para
zamienna.

kéw jest para zamienna.

PoznaliSmy zatem (ust. 7) szczegdélny przypadek rzuto-
wosci, ktéra wystepuje pomiedzy homologicznemi elementami
dwé6ch jednokreslnych: a) szeregéw punktéw o wspélnej pod-
stawie p; b) pekow prostych o wspélnym wierzchotku W i wspél-
nej plaszezyznie podstawowe] w; ¢) pekow plaszezyzn o wspol-
nej osi L Kazda para homologicznych: a) punktéow A; i 4,
b) prostych a; i a,, ¢) plaszezyzn a, i ¢, tych utworéw rzuto-
wych odpowiada sobie w sposéb podwdjny (zamienny), tworzac
pary zamienne: a) A = Byi d, =By, b) 'a; =by1 ay= 0y,
¢) @y = Py 1 @y = P;. Ten szezegdlny przypadek rzutowosci zde-
finjujemy jako rzutowosé inwolucyjnq, wzgl. jednokreslno$é in-
wolucyjnq lub wprost jako inwolucje.

Powr6émy teraz do szeregéw rzutowych

Pl B Ol A p, B b

o wspdlnej podstawie p i o zamiennych parach punktéw: 4, = B,
i A4y =B, C;, = D, i C, = Dj,..., odpowiadajgecych sobie w spo-

s6b podwéjny. Dla punktéw homologicznych A, = B, i A, = B,
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zbyteczne jest odréznianie (za posrednictwem znaczkéw 1 i 2)
punktéw, przynaleznych do szeregu pierwszego lub do szeregu
drugiego; dlatego tez wprowadzamy dla tych punktéw nowe
oznaczenia: A i A. Na oznaczenie badanych szeregéw otrzy-
mamy wowezas symbol

PLLA C50 ) A B OG0,

w ktérym elementy homologiczne A i A, € i (7,... oznaczaja
pary zamienne punktéw, odpowiadajacych sobie w sposéb po-
dwéjny. Te dwa szeregi rzutowe uwazaé mozemy wprost za
jeden szereg, zlozony z nieskonczenie wielu par punktow
A1 4, CiC,... tego rodzaju, ze kazdy punkt podstawy p na-
lezy do jednej i tylko jednej pary. Taki szereg punktow
o podstawie p nazywaé¢ bedziemy szeregiem inwolucyj-
nym i oznaczaé¢ bedziemy symbolem :

DO C6 XX

Omawiane szeregi punktéw p(4,4,C,C,..) & p(4,4,C,C,..)
rzuémy z dowolnego punktu W, ktéry nie przynalezy do pod-
stawy p, to (ust. 3 i 7) z lancucha utworéw :

Wia a'e, ¢, .) A p(4 A, CC, ) AP AL A O Coo) i W (a4, ¢5¢.)
wynika rzutowosé pekéw prostych
Wolma'se ¢ ) W tal i a i)

o wspolnym wierzcholku W i wspélnej plaszezyZznie podstawo-
wej o = Wp. Proste homologiczne a = WA i ' = WA, c = WC
i ¢ = WC,.. tych pekéw odpowiadaja sobie w sposéb podwéjny
(zamienny). Te dwa peki rzutowe uwazaé¢ mozemy wprost za
jeden pek, zlozony z nieskonczenie wielu par prostych ai a,
c¢ic,.. tego rodzaju, ze kazda prosta peku (W) nalezy do
jednej i tylko jednej pary. Taki pek prostych o wierz-
chotku W nazywamy inwolucyjnym pekiem prostych
i oznaczamy symbolem :

Wilatt,-celvsy £xs5):
Powyzsza zaleznosé ujaé mozemy krétko w sposob nastepujacy :
Skoro szereg inwolucyjny p(44’, CC’,...) rzucimy z punktu W
(nie lezacego na podstawie p), to otrzymamy woéwezas pek in-
wolucyjny W (ad, cc/,...). Utwory takie nazywaé bedziemy (por.
ust. 6) perspektywicznemi, a zwiazek ten wyrazimy za-
pomoca symbolu :

pCAALCC Yy KW (ad), ecyi):
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Jezeli zamiast punktu W, weZmiemy pod uwage prosta w,
sko$na wzgledem podstawy p, i z owej prostej rzucimy szereg
inwolucyjny, to otrzymamy inwolucyjny pek plaszezyzn
0 0si w

wad, vy, .0) N p(AAECE, .
Jezeli prosta w przechodzi przez wierzcholek W, to 6w inwolu-
cyjny pek plaszezyzn spelnia tez warunek perspektywicznosci
wzgledem peku prostych, a mianowicie :

w (ea’, yy,...) N W{(ad, cc,...).

7 dotychezasowych rozwazan naszych wynikaja nastepu-
jace twierdzenia :

Dwa rzulowe szeregi punklow o wspolnej podstawie, ktére
posiadajq jednq pare zamienng punktow homologicznych, tworzq
szereqg inwolucyjny.

Dwa rzutowe peki pro-
stych, o wspélnym wierzchol-
ku i wspélnej plaszezyznie
podstawowej, ktore posiadaja
jedna pare zamienng pro-
stych homologicznych, tworza

Dwa rzutowe peki pla-
szezyzn o wspoélnej osi, ktore
posiadaja jedna pare zamien-
naplaszezyznhomologicznych,
tworza inwolueyjny pek
plaszcezyzn.

inwolucyjny pek pr.o-
Sty e b,

Poniewaz dwa szeregi punktow
p (A A, By BN PRAG A BB, )

tworza szereg inwolucyjny, a rzutowos¢ tych dwéch szeregow
o wspélnej podstawie p wyznaczona jest (ust. 17) przez trzy
pary homologicznych punktéw: A i A, A’i 4, Bi B, — przeto:
dwie rézne od siebie pary zamienne A i A, oraz B i B’ okre-
Slaja szereg inwolucyjny. To samo odnosi sie oczywiscie do in-
wolucyjnego peku prostych (wzgl. plaszezyzn). Dochodzimy za-
tem do podstawowego twierdzenia :

W ulworze zasadniczym gatunku 1-qgo istnieje jedna i tylko
Jedna rzutowosé inwolucyjna, do kiérej nalezq dwie dane (i rézne
od siebie) pary elementéw homologicznych.

24. Wlasnosci szeregéw inwolucyjnych. Z uwagi na to,
ze szereg inwolucyjny punktéw jest tylko szezegélnym przy-
padkiem dwéch jednokreslnych szeregéw o wspélnej podstawie,
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przeto z rozwazan ust. 15 wynika bezposrednio, Ze: szereg in-
wolucyjny posiada dwa ,punkty zjednoczone E = E’' i F = F".
Owe punkty nazywaé bedziemy punktami podwdjrremi sze-
regu inwolucyjnego. ,/

Szereg inwolucyjny punktéw posiada zawsze dwa (rzeczy-
wiste lub urojone sprzezone) punkty podwdjne.

Inwolucyjne szeregi punktéw nazywamy: hiperbolicz-
nemi, parabolicznemi lub eliptycznemi zaleznie od
tego, czy (ust. 15) one posiadaja: a) dwa rzeczywiste i rézne
od siebie punkty podwéjne E=E’i F= F’; b) dwa rzeczy-
wiste i nakrywajace sie ze soba punkty podwéjne; ¢/ dwa uro-
jone sprzezone punkty podwdjne. Szereg inwolucyjny punktéw

PCAAY B, ...\ 880

o podstawie wlasciwej p posiada nieskonczenie wiele par homo-
logicznych punktéw: A i 4, Bi B,...,S i S, ... tego rodzaju,
ze kazdy punkt podstawy p nalezy (ust. 23) do jednej i tylko
jednej pary. Punkt S, ktéry wraz z punktem niewlasciwym
S’ prostej p tworzy pare elementéw homologicznych, nazywa-
my srodkiem szeregu inwolucyjnego.

Poniewaz uwazany szereg inwolucyjny jest szczegbélnym
przypadkiem dwéch rzutowych szeregéw

p (A4 A, By B, 058 Seoii K {4 4, By Biisy 850§, 03)

o wspélnej podstawie p, przeto w Srodku S (ust. 14) zjednoczyty
sie obydwa punkly graniczne tych szeregéw, a ich ,potega“
wyraza sie iloczynem odeinkéw :

AS. AS=BS.BS =...=¢,
Odcinki (o dlugoéciach skoficzonych) AS i A'S wyznaczaja odle-
glosei punktéw homologicznych 41 4" od wlasciwe go Srodka
S szeregu inwolucyjnego. A zatem:

Jezeli $rodek szerequ inwolucyjneqgo jest punktem wtasciwym,
lo woéwczas tloczyn odlegtosci dwoch punktéow homologicznych
tego szerequ od jego srodka jest liczbq stalq.

Powyzszy iloczyn nazywamy potegq (lub cecha) uwaza-
nego szeregu inwolucyjnego.

Skoro punkty podwéjne E=E’ i I = I’ szeregu inwo-
lucyjnego oznaczymy przez E, i F,, to dla potegi otrzymamy
relacje nastepujaca: :

ES =FS'=6
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Zaleznie od tego, czy potega c, jest liczba : a) dodatnia, b) réwna
zeru, ¢) ujemna, to uzyskane réwnanie stopnia drugiego po-
siada: aJ dwa pierwiastki rzeczywiste i rézne od siebie, b) dwa
pierwiastki réwne zeru, ¢) dwa pierwiastki urojone sprzezone.
W pierwszym przypadku: szereg inwolucyjny hiperboliczny
posiada dwa rzeczywiste punkty podwéjne E, i I, symetrycz-
nie ulozone wzgledem $rodka S, gdyz
RS —sEate B S == e
W przypadku b) szereg inwolucyjny paraboliczny posiada
dwa rzeczywiste punkty podwéjne E,i Iy, nakrywajace sie
ze Srodkiem S. Wreszcie w przypadku ¢/ szereg inwolueyjny
eliptyezny posiada dwa punkty podwdjne urojone sprzezone.
Dla szeregu inwolucyjnego parabolicznego potega ¢, wy-
raza sie wzorem

S e S S el S
co=A8 AS=BS . BS=...=ES = FS§S =0.
Dla punktéw A, B,... szeregu parabolicznego, r6znych od srodka
S, ich homologiczne punkty A, B,... — jak to wynika z po-
wyzszego rownania — musza sie zjednoczydé ze Srod-
kiem S.

Dla szeregu inwolucyjnego hiperbolicznego potega
co = AS . A’S jest liczba dodatnia, przeto odeinki (o dlugosciach
skoficzonych) AS i A'S posiadaé musza (ust. 9) zgodne znaki
(+ lub —); wnosimy stad, Ze punkt S lezy ,zewnatrz¢ od-
cinka (o dlugosci skoneczonej) AA4'.

Dla szeregu inwolueyjnego eliptycznego potega ¢y =
AS . A’S jest liczba ujemna, przeto odcinki AS i A’S posiadaé
musza znaki przeciwne ; wnosimy stad, ze punkt S lezy ,we-
wnatrz“ odcinka A4’ :

Z relacji ¢, = AS . A'S = BS . B'S wynika, ze:

srodek szeregu inwolucyjne-
go hiperbolicznego lezy
zewngqlrz kazdego odcinka
(o dlugosci skonczonej), kto-
rego punktami koncowemi sa
dwa homologiczne punkty te-
g0 szeregu.

srodek szeregu inwolucyjnego
eliptycznego leiy we-
wnqlrz kazdego odcinka (o
dlugosci skofniczonej), ktérego
punktami koncowemi sa dwa
homologiczne punkty tego
szeregu.

Powréémy do ogdlnego szeregu inwolucyjnego
PR BE, . .. SNALS)

o (rzeczywistych lub urojonych sprzezonych) punktach podwdoj-
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nych E,=E = E’ i F, = F = F'. Poniewaz szereg inwolucyjny
jest szezeg6lnym przypadkiem dwoch jednokreslnych szeregéw
punktéw o wspdélnej podstawie p, przeto do niego stosuje sie
twierdzenie, podane na koncu ust. 15. Dwustosunek (E,F,AA’)
jest mianowicie liczba stala, a poniewaz punkty graniczne Z;
i G, schodza sie ze §rodkiem S, wiec odcinek Z,G, =0, a war-
tos¢é owego dwustosunku (ust. 15) réwna sie:

e 2 -t i)
Eran) - BV GG t46 _ —2Va _ V&

Tt | R | e i
A1(12 Sre l/[](]Q b 4 Co 37 2 V € 25 V Co
Dla szeregu inwolucyjnego hiperbolicznego lub eliptycznego
jego potega jest liczba ¢, >0 lub ¢, < 0, a dwustosunek

(EyFyAA) = —1. Dla szeregu inwolucyjnego parabolicznego
potega ¢, =0, a (na mocy ostatniego twierdzenia ust. 12) dwu-
stosunek (E;F,A4) = —1 réwniez i w poloZzeniu granicznem,

gdy punkty podwéjne E, i F, zjednoczyly sie z punktem A
(wzgl. 4"). A zatem:

Dwa (rzeczywiste lub urojone sprzezone) punkly podwdjne
E, 1 F,, oraz dowolna para punktéw homologicznych 4 i A’
szerequ inwolucyjnego lworzq grupe harmonicznq o stosunku
o FpAA) = 1,

Srodek § szeregu inwolucyjnego hiperbolicznego i jego punkt nie-
wlasciwy S'eo, oraz punkty podwdjne E, i F, tworza grupe harmoniczna o sto-
sunku (E, F,SS'>) = — 1. Z ust. 12-go wynika, ze: punkty E,i I, sa syme-
trycznie ulozone wzgledem Srodka S.

Korzystajac z powyzszego twierdzenia, rozwiaza¢ mozemy
nastepujace :

Zadanie 1: Dane sa dwa rzeczywiste punkty podwdjne E,;
i F, szeregu inwolucyjnego; nalezy uzupelni¢ 6w szereg hiper-
boliezny.

Rozwiazanie: Celem uzupelnienia szeregu inwolucyj-
nego, musimy skonstruowaé¢ pary homologicznych punktéw :
Ai A BiPB,... tego szeregu. Poniewaz dwustosunek

(EyFpA44') = —1,
przeto dla danego dowolnego punktu 4 skonstruujemy punkt
A’ z nim harmonicznie sprzezony w sposéb, oméwiony w ust.
12 1 ust. 13.
Zadanie 2: Dane sa punkt podwéjny E, oraz para punk-
téw homologicznych A i 4" szeregu inwolucyjnego hiperbolicz-
nego. Skonstruowaé nalezy $rodek S tego szeregu.
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Rozwigzanie: Z warunku (E;F;AA’) = — 1 wyznaczy-
my drugi punkt podwéjny F, szeregu, a nastepnie srodek S
odeinka (o dlugosei skonczonej) E, F,. Punkt § rozwiazuje za-
danie.

Zadanie 3: Dane sa dwie pary punktéw homologicznych
AA’ i BB szeregu inwolucyjnego. Nalezy skonstruowaé srodek
S oraz dalsze pary homologicznych punktéw tego szeregu.

Rozwiazanie: Na cieciwach A4’ i BB zakres§lamy kola
k, i k,, przecinajace sie (ryc. 31 i 32) w dwéch punktach rze-
czywistych P, i P,. Wiadomo nam z geometrji elementarnej, ze
»08 pierwiastna“ (potegowa) P; P, jest miejscem geometrycznem

Rye. 31. Rye. 32.

punktéw, posiadajacych réwne ,potegi“ wzgledem obydwu kol

Dla punktu S, przeciecia sie prostej P, P, z podstawa p szeregu

inwolucyjnego, owe potegi wyraza si¢ zapomoca wWzoru :
SA.S# —SB.SB.

Poniewaz wzor ten jest identyczny z poprzednio wypisanym

wzorem dla ,potegi“ szeregu inwolucyjnego, przeto punkt §

jest szukanym §rodkiem szeregu inwolucyjnego.

7 punktu S wykre§lmy (rye. 32) styczna S1 do kola k
(lub k) i odl6zmy na podstawie p odcinki SE, = F,S = §1. Uzy-
skane punkty E, i I, sa punktami podwomeml szeregu hiper-
bolieznego, gdyz %pelmona jest relacja:

SEO = FOS_ LRSS — SR SH - Co-
Skoro na cieciwie P, P, zakreslimy dowolne kolo k, to punkty
przeciecia sie tego kola z podstawa p tworza pare elementow
homologicznych X i X’ uwazanego szeregu inwolucyjnego.

Na prostej wlagciwej p niechaj dany bedzie taki inwolu-
cyjny szereg punktéw, dla ktérego punkt niewlasciwy P pod-
stawy p jest ,Srodkiem“ tego szeregu. Z definicji Srodka sze-
regu inwolucyjnego wynika bezposrednio, ze w punkcie Pe zjed-
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noczyly sie dwa homologiczne punkty P i P’ szeregu in-
wolucyjnego

PAB B CCT 1)
czyli innemi slowy: punkt P, jest jednym punktem po-
dwd6jnym uwazanego szeregu. Poniewaz drugi punkt podwdéjny
A = A" wraz z dowolng para elementéw homologicznych B i B”
tego szeregu tworzy grupe harmoniczna o stosunku

(PoABB') — —1,

przeto (ust. 12) 6w punkt. 4 = A4” polowi odcinek (o dlugosci
skoficzonej) BB”. Wnosimy stad, ze: Punkty homologiczne B
i B”, Ci (... szeregu inwolucyjnego hiperbolicznego, dla kté-
rego $rodek i jeden punkt podwéjny zjednoczyly si¢ z punk-
tem niewlasciwym P, — sa symetrycznie ulozone wzgle-
dem drugiego punktu podwéjnego A = A”. Z rozwazan ust. 20
wiadomo nam, Ze powyzsze wlasnosci posiadaja (ryc. 25) dwa
,odwrotnie przystajace“ szeregi punktow

PAA Bilnios o o= p A = A B G P o == D 53
o podstawie wlasciwej p. A zatem :

Inwolucyjny szereq hiperboliczny, o podstawie wtasciwej, kito-
rego jeden punkt podwdjny i srodek zjednoczyty sie z punklem
niewta$ciwym, uwazaé mozna za dwa odwroltnie przystajqce sze-
reqi punklow.

25. Wlasnosci pekow inwolucyjnych. Pek inwolucyjny pro-
stych W (aa’, bb',...) jest przykladem dwé6ch rzutowych pekéw
prostych

Wia a8 oy W s )

o wspolnym wierzcholku W i wspélnej plaszezyznie podstawo-
wej. Owe peki prostych uwazajmy za uklady sztywne. Pierwszy
z tych pekéw (rye. 33) przesufimy w nowe polozenie W, (a, = a,
ay, by,...) tak, ze wierzecholek W zajmie nowe polozenie W, na
prostej a = a;, a pozostale proste a’, b,... zajma odpow. polo-
zenia a'y // &', by // b,... Nastepnie drugi pek obréémy okolo wierz-
choltka W o taki kat & az prosta a' zjednoczy sie z prosta
a’y = a = a,; pozostale proste a, b',... peku (W) zajma wéwezas
odpow. nowe polozenia a,, 0'.,... Z lancucha utwordw :

Wy @b Y S We (: alih, o) N W {dd a5 i) = W i Bl sy )

oraz z rozwazan ust. 20 wynika rzutowo$§¢ koficowych ogniw
tego lancucha. Poniewaz nadto prosta W, W = a, = @, jest ele-
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mentem zjednoczonym tych pekow, przeto (ust. 18) owe peki
sa perspektywiczne :

Wold @, by, n) i WA@s, g 0oy o)

a homologiczne proste przecinaja sie w punktach 4 = a'; a,,
B = b, b,,... prostej p. Poniewaz proste a’y//a i a, nachylone
sa do elementu a pod ka-
tem ¢ przeto punkt A =
= a’; qy lezy na symetral-
nej odcinka WW,. Z punk-
tu A jako srodka zakresl-
my kolo & o promieniu
AW = AW, i wyznacz-
my punkty N i M prze-
ciecia sie tego kola z pro-
sta 'p = AB. Prostym
wzajemnie prostopadlym
e — PN — W M
peku (W) podporzadko-
wane sa w peku W (d,
ay,...) rowniez dwie pro-
ste do siebie prostopadle
Rye. 33. Ny Nt =M.
7 trojkata réwnoramien-
nego (W, WA) o katach AW, W = W, WA = <= ¢ wynika jednak,
ze kat W, AW = < (180° — 2 ¢). Poniewaz ten ostatni kat jest dla
kola k ,katem §rodkowym¢, wspierajacym si¢ na cieciwie W, W,
przeto ,kat obwodowy* W MW = <= (90° — ¢). Skoro pek pro-
stych W (dy, a,, V', ...) — zapomoca wstecznego obrotu o kat e —
sprowadzimy w poczatkowe polozenie W (a,a,b’,...), to wOw-
czas element m’y, = WM zajmie nowe polozenie m’ | my, a pro-
sta n'y = WN polozenie n’// m,. Przesunmy wreszcie pek W, (a,,
a'y, by,...) w poczatkowe polozenie W (a, @', b,...), to proste my | n,
zajma nowe polozenia: m// m; i n// n; czyli zjednoeza si¢ pro-
ste m= n" i n = m’. Jednokre§lne peki prostych

W a0l b, sl TG =R Wota s biy o i e I 0)

posiadaja zatem (ust. 21) takie dwie homologiczne pary pro-
stych prostopadlych m | ni m’ | n, ze elementy m i n’ na-
krywaja sie na prostej m = n’, a pozostale dwa elementy n i m’
na prostej n = m’. Z rozwazan naszych wynika, ze inwolucyjny
pek prostych ;
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Walaas bbb e L Gnl )
posiada jedna i tylko jedna pare homologicznych prostych
wzajemnie prostopadlych n | n.

W ‘wierzcholku W wykreslmy prosta w, prostopadla do
plaszezyzny podstawowej inwolucyjnego peku prostych. Rzu-
cajac ow pek z prostej w, otrzymamy (ust. 23) inwolucyjny pek
plaszezyzn

Wil ek B8 sy v Sl i)

o elementach: ¢ = wa, ¢ = wa’, 3 = wb,..., przyczem homolo-
giczne plaszezyzny » = wn i » = wn’ sa wzajemnie prostopadle.
Proste homologiczne n | n’ i plaszezyzny homologiczne

» | » nazywaé bedziemy elementami normalnemi uwazanych
pekéw inwolucyjnych. Dochodzimy zatem do twierdzef:

Kazdy inwolucyjny pek prbslych (wzgl. pek plaszezyzn) po-
siada zawsze przynajmniej jednq rzeczywislq pare homologicz-
nych prostych normalnych (wzgl. plaszezyzn normalnych).

Uwaga: W ust. 47 podamy inny dowod powyzszego twierdzenia, oraz
zapoznamy sie tam z takiemi pekami inwolucyjnemi, ktére posiadaé beda
dwie pary homologicznych elementéw normalnych.

Dla (wypisanych powyzej) jednokreslnych pekéw prostych
o wspélnym wierzcholku W ich ,potega“ wyraza sie (ust. 21)
iloczynem: tg an . tg a’m’. Poniewaz owe peki tworza inwolucyjny
pek prostych W(aa’,bb,...,n | n’,...) o parze prostych nor-
malnych n = m’ i " = m, przeto iloczyn tangenséw (stycznych
frygonometrycznych)

tgaﬁ.tgm:tgm.tgﬁz...

jest liczba stala i zwie sie!) polegq inwolucyjnego peku prostych.
Podobnie dla inwolucyjnego peku plaszezyzn w (e, g, ..
» | 2,...) jego ,potega“ wyraza sie iloczynem tangenséw

ko |

STk = ’ Thae ) - ’ !
tgav.tgav =tg v .tg v = ..

gdzie ar, fv,... sa katami nachylenia plaszezyzn: «iw 8 i »,...

Teraz wykaza¢ mozemy (w sposéb omoéwiony w ust. 22),
ze: inwolucyjny pek prostych (wzgl. plaszezyzn) posiada dwie
proste zjednoczone e =e¢' i = [ (wzgl. plaszezyzny zjedno-
czone ¢ = ¢ i ¢ = ¢’). Owe elementy nazywaé¢ bedziemy pro-
stemi podwdjnemi i plaszczyznami podwéjnemi peku in-
wolucyjnego.

1) Poréwnaj R. Sturm, 1. c. 1. str. 24.

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 8
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Skoro przez e, oznaczymy prosta podwéjna e = ¢ peku
inwolueyjnego, to dla jego potegi ¢, otrzymamy relacje
toan.tga'n=tgbn.tgbn—= ... =tgen.tgen =
= tgeyn . tg egn = tg eyn = ¢,.
7 rownania drugiego stopnia:
B
tg eon = ¢,
o jednej zmiennej tgeyn, gdzie e,n oznacza jeden z czterech

'katéw pomiedzy nieznana prosta podwéjna e, a dana prosta n,
wynika relacja

tg en = 1/ ¢.
Zaleznie od tego, czy potega ¢, jest liczba: a) wieksza od zera,
b) ré6wna zeru, c¢) czy tez mniejsza od zera — omawiane réw-

nanie drugiego stopnia posiada: a/) dwa pierwiastki rzeczywi-
ste i ré6zne od siebie;- b) dwa pierwiastki rzeczywiste i rowne
sobie; ¢/ dwa pierwiastki zespolone sprzezone. Kazdemu pier-
wiastkowi podporzadkowana jest (poréwnaj ust. 22) jedna
i tylko jedna prosta podwéjna e, w peku inwolucyjnym.

Zupelnie analogiczne rozwazania przeprowadzié mozemy
dla inwolucyjnego peku plaszezyzn. A zatem:

Inwolucyjny pek prostych Inwolucyjny pek pta-
posiada zawsze dwie (rzeczy- | szczyzn posiada zawsze dwie
wiste lub urojone sprzezone) (rzeczywiste luburojone sprze-
proste podwdjne. zone) ptaszczyzny podwdjne.

Peki inwolucyjne nazywamy : hiperbolicznemi, parabolicz-
nemi, wzgl. eliptycznemi zaleznie od tego, czy owe peki posia-
daja: a) dwa rzeczywiste i rézne od siebie elementy podwdéjne ;
b) dwa rzeczywiste i nakrywajace si¢ ze soba elementy po-
dwéjne; ¢) dwa elementy podwdjne urojone sprzezone.

Poniewaz inwolucyjny pek prostych jest szczegdélnym przy-
padkiem dwéch jednokreslnych pekéw o wspélnym: wierzcholku,
przeto do niego stosuje sie twierdzenie, podane na koficu ust. 22.
Dwustosunek (e, f, aa’) — dwéch prostych podwéjnych e, f i do-
wolnej pary homologicznych prostych a«, @ owego peku inwo-
lucyjnego — jest mianowicie liczba stala. Korzystajac z po-
tegi ¢, = tg an . tg a’n uwazanego peku inwolucyjnego, oraz
z warto$ci: tgen = + ¢, i tgfon = — ¢,, otrzymamy dla
dwustosunku :
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sin e;a sin @’ sin (en — an) . sin (fyn — a'n)
sin fya sin fy'  sin(fyn — an) . sin (e;n — a'n)

(e foaa) =

_(sineyn.cosan—coseyn . sin an).(sin fyn.cos a'n—cosfyn.sin a'n)

(sin fyn.cos an —cos fyn . sin an). (sine;n.cosa’n —cos fyn. sin a’n)y
Po uwzglednieniu réwnosei:
tg : 1
?gw_—r, CORMb ———r———e —
V1+tg?y Y1 +tg?y
ofrzymamy ostatecznie zaleznosé

Sl i —

(eofa ay B = Y (BT e
(tg fon — tg an) . (tg egn — tg a’n)
(e —tgan). (-~ c; — tg a'n) o
(—V ¢y —tgan). (Y ¢, — tgan)
—¢y +V ¢ (tgan — tg a'n) + tgan . tga'n
—co—V ¢ (tgan — tga'n) + tgan.tgan
—c+Vltgan —tgan+c _ +1
—c—Veltgan —tgdn)y +¢  —V e

Dla peku inwolucyjnego hiperbolicznego lub eliptycznego, t. zn.

dla potegi ¢, > 0 lub ¢, <Z 0, dwustosunek (e,f,aa’) = — 1. Dla
peku inwolucyjnego parabolicznego potega ¢, = 0, a (na mocy
ostatniego twierdzenia ust. 12) dwustosunek (e,fyaa’) = —1

rownieZz i w polozeniu granicznem, gdy proste podwéjne e, i f,
zjednoczyly sie z elementem a (wzgl. «). Korzystajac z tych
rozwazan i analogicznych dla inwolucyjnego peku plaszezyzn,
wypowiedzie¢ mozemy twierdzenia :

Dwie (rzeczywiste lub Dwie (rzeczywiste lub

urojone sprzezone) proste po-
dwdjne e, 1 [, oraz dowolna
para prostych homologicznych
a i a peku inwolucyjnego
tworzq grupe harmoniczng o
stosunku

(f’oﬁ)aa’)z— .

urojone sprzezone) ptaszczy-
zny podwdjne &1 ¢,, oraz do-
wolna para ptaszczyzn homo-
logicznych « i o peku inwo-
lucyjnego tworzq grupe har-
moniczng o slosunku

(& poae’) = —1.

Zadanie 1: Dane sa dwie rzeczywiste proste podwdjne e,
i f, peku inwolucyjnego hiperbolicznego; nalezy uzupelnié

ow pek.

*
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Rozwiazanie 1: Celem uzupelnienia peku inwolucyj-
nego, musimy skonstruowaé pary homologicznych prostych:
aia,bil,... tego peku. Poniewaz dwustosunek (e, fya a’) = —1,
przeto w uwazanym peku przyjmiemy dowolna prosta a i wy-
znaczymy — korzystajac (ust. 13) z wlasnosci czworokata zu-
pelnego lub czworoboku zupelnego — taka prosta a, ktéraby
byla harmonicznie sprzezona z elementem a.

Rozwiazanie 2: Dany pek inwolucyjny przetnijmy do-
wolna prosta p, nie przechodzaca przez jego wierzcholek W, to
otrzymamy na owej prostej p (ust. 23) szereg inwolucyjny
o punktach podwéjnych E; = e,p i I, = [, p. Skoro uzupelnimy
ten szereg (ust. 24 zad. 1) i jego homologiczne punkty A i A
polaczymy z wierzcholkiem W, to otrzymamy pare homologicz-
nych prostych a = WA i @ = WA’ peku inwolucyjnego.

Zadanie 2: Nalezy uzupelni¢ pek inwolucyjny prostych,
skoro dane sa dwie pary homologicznych elementéw a, a’ i b, I
tego peku.

Rozwiazanie: Prosta p, nie przechodzaca przez wierz-
cholek W, przetnie pek inwolucyjny W (ad’, bb',...) w szeregu
inwolucyjnym p (A4, BB,...). W omdéwiony w ust. 24 sposéb
(zad. 8) uzupelnimy 6w szereg, a przez jego homologiczne punkty
X i X’ poprowadzimy proste x = WX i o = WX'. Elementy
x 1« sa oczywiscie homologicznemi prostemi peku inwolucyj-
nego (W).

Uwaga: Inne sposoby uzupelniania szeregéw i pekow inwolueyjnych
poznamy w ust. 44.

Dwie proste prostopadle e, i f;, lezace na plaszezyinie o
i przecinajace sie w punkecie W, uwazajmy za elementy podwdéjne
inwolucyjnego peku prostych

W (aa’, bbs s, egyifors o) o

Poniewaz dwustosunek (e,foaa’) = — 1, a nadto e, | /[, przeto
(ust. 10 i 12) kazde dwie proste homologiczne a i a' sa sy me-
trycznie ulozone wzgledem prostych podwdjnych e, i f,.

W wierzcholku W poprowadzmy prosta w prostopadia do
plaszezyzny o i skonstruujmy inwolucyjny pek plaszezyzn

Wlma', B, i oy Pors s N W@ s DU, 5558 farviils

Plaszezyzny podwéjne g i ¢, tego peku sa wzajemnie prosto-
padle, a kazda jego para plaszezyzn homologicznych ai o jest
symetrycznie ulozona wzgledem & i ¢, — 7 rozwazan
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ust. 20 wiadomo nam, ze powyzsza wlasno$¢é posiadaja dwa
sodwrotnie przystajace“ peki plaszezyzn, wzgl. prostych. A zatem:

Inwolucyjny pek hiperbo-
liczny, o wierzcholku wlasei-
wym, ktoreqo proste podwdijne
sq wzajemnie prostopadte, uwa-
za¢ mozna za dwa odwrolnie
przystajqce peki prostych.

Inwolucyjny pek hiper-
boliczny, o osi wlasciwej, kio-
rego ptlaszczyzny podwdjne sq
wzajemnie prostopadte, uwa-
za¢ mozna za dwa odwrotnie
przystajqce peki ptaszczyzn.



ROZDZIAL III.

Stozkowe.

26. Utwory rzutowych pekow prostych i szeregow punk-
tow. Na dowolnej plaszezyznie wlasciwe] w obierzmy dwa rzu-

towe

peki prostych

P1(01, b], Cl"") o N\ Pg((12, 1)2, CQ,...) 0
ktérych rzutowosé wyznacza-
ja (ryc. 34) trzy pary homo-
logicznych prostych: a; i a,,
b, i by, ¢; i ¢y, Uzupelniajac
owe peki, skonstruowaé¢ mo-
~zemy (ust. 19) dalsze pary pod-
porzadkowanych sobie pro-
stych: d; 1 d,,... Jezeli pro-
sta a; peku (P;) obraca¢ sie
bedzie w stalym kierunku
okolo wierzcholka P, i nakry-
wac sie bedzie kolejno z ka z-
d g prosta bj e, di,... peku
(Py), to wéwezas (ust. 8) ho-
mologiczna prosta a, peku
(P,) obracaé sie bedzie tez
w stalym kierunku okolo
wierzcholka P, nakrywajac
sie kolejno z kazda prosta
by, ¢y, d, ... peku (P,). Réwno-
cze$nie punkt A = a,a, — prze-
ciecia sie homologicznych pro-
stych a, i a, uwazanych pe-
kéw rzutowych -— poruszaé
sie bedzie w plaszczyznie o

szeregi punktow

P1(A4, By, Gy )\ po( Ao, By, Coy.)r
ktérych rzutowosé wyznacza-
ja (ryc. 35) trzy pary homo-
logicznych punktéw: A, i A,,
B 1 By, Gy 1:C,. Uzupelniajge
owe szeregi, skonstruowaé mo-
zemy (ust.19) dalsze pary pod-
porzadkowanych sobie punk-
tow: D, i D,,... Jezeli punkt
A, szeregu (p,) poruszaé sie
bedzie w stalym kierunku .
po podstawie p, i nakrywacé
sie bedzie kolejno z kazdym
punktem By, Cy, Dy,... szeregu
(py), to woéwezas (ust. 8) ho-
mologiczny punkt 4, szeregu
(ps) poruszaé¢ sie bedzie tez
w stalym kierunku po pod-
stawie p,, nakrywajac sie ko-
lejno z kazdym punktem
By, Cy, D, ... szeregu ( p,). Row-
noczesnie prosta a = 4,4, —
laczaca homologiczne punkty
A; 1 A, uwazanych szeregéw
rzutowych — poruszaé sie be-
dzie w plaszezyzZnie o i nakry-
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i nakrywaé sie bedzie kolejno
z kazdym punktem: B=0b,b,,
C =6, D=idd,... prze-
cigeia sie poszezegélnych par
homologicznych prostych pe-
kow (Py) A (Py).

waé sie bedzie kolejno z kaz-
d'a: prosfa: b= B B; c— C;C,,
d = D,D,,..., laczaca poszcze-
g6lne pary homologicznych
punktéow szeregéw (p) A (ps)

Za posrednictwem dwdéch jednokresinych pekéw prostych,
wzgl. szeregéw punktéw, otrzymujemy nowe utwory geom e-
tryczne. Dla tych utworéw, ktérych badaniem wlasnoSci zaj-
miemy sie obecnie, wprowadzimy nastepujace definicje :

Ogdt punktow, w ktérych
przecinajq
proste dwéch rzutowych (ale
nie perspektywicznych) pekdw,
lezacych na wspélnej pla-
szezyznie 1 nie posiadajacych
wspdlnego wierzcholka, nazy-
wamy stozkowaq.

sie. homologiczne .

Ogot prostych, ktore tq-
czq homologiczne punkty dwdéch
rzutowych (ale nie perspekty-
wicznych) szeregow, lezacych
na wspélnej plaszezyznie inie
posiadajacych wspdlnej pod-

. stawy, nazywamy stozkowq.

Ryec. 34.

Moéwimy, ze punkty 4 =
= a,ay, B.—= b, by . D LZoy-1 a-
leza do stozkowej, ,naleza“

|

l

Rye. 35.

Méwimy, Ze proste a=
= A;Ay, b = B,B,,...przynale-
za do stozkowej, ,naleza“ do
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do niej lub lezq na stozkowej,
wzgl. Ze owe elementy 4, B,...
sa punktami stozkowej. O owej
stozkowe]j, ktéra oznaczac be-
dziemy symbolem S$2, mowi-
my, ze ona przynalezy
(nalezy) do punktow 4, B,...
lub' przechodzi ‘przez
punkty 4, B,...

27. Twierdzenia Steinera.
niechaj dane beda dwa rzutowe

peki prostych (P)) i (P,), kt6-
rych utworem jest (ryc. 34)
stozkowa S2.

Prostej v, —= PP, lgcza-
cej wierzcholki tych pekow
i uwazanej za element pierw-
szego peku (P,), podporzad-
kowana jest w peku (P,) jed-
na i tylko jedna prosta v,
ktéra nie moze zjednoczy¢
sie (ust. 18) z elementem v,.
Punkt V = p,p,, ktéry zjed-
noczyl sie z wierzcholkiem P,
jest zatem punktem ,przyna-
leZznym“ do stozkowej 52 —
Podobnie wierzcholek P, le-
zy na tej stozkowej S gdyz
jest punktem P, = W = w,w,
przeciecia sie dwéch homolo-
gicznych (réznych od siebie)
prostych w, i w, = P,P,; ba-
danych pekoéw. Innemi slowy:
wierzcholki P, i P, ,sa punk-
tami“ stozkowej Sz

niej, powticzq (obwodza) stoz-
kowa,wzgl.owe elementy a,b,...
sa proslemi stozkowej. O owej
stozkowej, ktéra oznaczac be-
dziemy symbolem S§2, mowi-
my, Ze ona przynalezy
(nalezy) do prostych a,b,...
lub jest obwiedniq prostych
e DRSS

Na plaszezyznie wlasciwe] o

- szeregl punktéow (p;) 1 (py),

ktérych utworem jest (ryc.
35) stozkowa S2. ;

Punktowi V; = p; ps,prze-
ciecia sie podstaw tych sze-
regéw i uwazanemu za ele-
ment pierwszego szeregu ( p,),
podporzadkowany jest w sze-
regu ( p,) jeden i tylko jeden
punkt V,, ktéry nie moze zjed-
noczy¢ sie (ust. 18) z elemen-
tem V,. Prosta v = V,V,, kté-
ra zjednoczyla sie z podsta-
wa p,, jest zatem prosta ,przy-
nalezna“ do stozkowej Sz —
Podobnie podstawa p; nale-
zy do stozkowej §2 gdyz jest
prosta p, = w = W, W,, lacza-
ca dwa homologiczne (rézne
od siebie) punkty W,;i W, =
= p;p, badanych szeregéw.
Innemi slowy: podstawy p,
i ps ,sa prostemi“ stozko-
wej S2.

7 dotychczasowych rozwazan wynika, ze

na ka:dej prostej a, peku (Py)
lezq dwa punkly stozkowej S2,
a mianowicie: wierzchotek P,

przez kazdy punkt 4, szerequ
(p;) przechodzq dwie proste
stozkowej S°, a mianowicie:




27. Twierdzenia Steinera. 15241

i element A, = a;a,. Réwniez
i na kazdej prostej a, peku
(P,) leza tez dwa punkty
stozkowej S?, a mianowicie :
wierzcholek Py i punkt A = a,a,.

Niechaj prosta a, obra-
ca sie w stalym kierunku
(wskazanym np. strzalka na
ryc. 34) okolo wierzcholka P,
i nakrywa sie kolejno z kaz-
da prosta by, ¢,, d, ... peku (P,).
Réwnoczesnie homologiczna
prosta a; peku (P;) obracaé
sie bedzie (ust. 26) w stalym
kierunku okolo wierzcholka
P, i nakrywaé sie bedzie ko-
lejno z kazda prosta by, ¢, d,,...
peku (P,), —a punkt A = a,a,
poruszaé sie bedzie ,po stoz-
kowej“ §2 i nakrywac sie be-
dzie kolejno z kazdym punk-
tem Bi=—=bibs, " Ci= 6o 1) =
= d,d,,. .. Jezeli ruchoma pro-
sta a, peku (P,) ,zjednoczy
sie“ z elementem w, = P,P,,
to réwnoczeénie prosta a, pe-
ka (P;) zjednoczyé sie
musi z prosta w;, a punkt
A=a,a, nakryé¢ sie musi
7 punktemi—"wi — B~
Owa prosta w, peku (P,) po-
siada te charakterystycznquta-
snosé, ze na niej lezq takie dwa
punkty P, i W =uw,w, sloz-
kowej S? kiore zjednoczyty
ste¢ z wierzchotkiem P, lego
peku. Prosta w, nazywa sie
.slyczng* w punkcie P, do
stozkowej S2

podstawa p, 1 element a= 4, 4,.
Rowniez i przez kazdy punkt
A, szeregu (p,) przechodza
dwie proste stozkowej S?
a mianowicie: podstawa p,
i prosta a = A,A4,.

Niechaj punkt 4, poru-
sza sie w stalym Kkierunku
(wskazanym np. strzalka na
rye. 35) po podstawie p, i na-
krywa sie kolejno z kazdym
punktem B,, Cy, Ds,... Szeregu
(ps).- Roéwnoczesnie homolo-
giczny punkt 4, szeregu (p,)
poruszaé sie bedzie (ust. 26)
w stalym kierunku po pod-
stawie p; i nakrywaé sie be-
dzie kolejno z kazdym punk-
temy By Gy szereoi (py),
a prosta a = 4,4, ,powldezyé“
(obwodzi¢) bedzie stozkowa S>
i nakrywaé¢ sie bedzie kolej-
no z kazda prosta b = BB,
6 € d = DD T el
ruchomy punkt A, szeregu (p,)
yzjednoczy sie“ z elementem
Wy =pypsy to réwnoeczednie
punkt A, szeregu (p,) zjed-
noczy¢ sie musi z punktem
W,, a prosta a = A,;4, nakry¢
sie musi z prosta w =W, W,=
= p.. — Ow punkt W, szere-
gu (p,) posieda te charaklery-
stycznq wtasnosé, ze przezen
przechodzq takie dwie prosie
p: 1 w= W W, stozkowej §2,
ktore zjednoczyty sie z pod-
stawq p, tego szerequ. Punkt
W, nazywa sie ,punktem stycz-
nosci“ prostej p, ze stozko-
wa S2




122 . ITI. Stozkowe.

Poniewaz prostej w, = P;F, — laczacej wierzcholki rzuto-
wych pekéw (Py), (P,) i uwazanej za element peku (P,) — pod-
porzadkowana jest w peku (£;) jedna §cisle okreslona (ust. 7

i 19) prosta w,, przeto:

badana stozkowa S? posiada
w wierzchotku P, jedng i tyl-
ko jedng stycznq w,.

badana stozkowa S* posiada
na podstawie p, jeden itylko
Jjeden punkt stycznosci W,.

W analogiczny sposéb wykazaé¢ mozemy, ze w wierzcholku
P, istnieje jedna i tylko jedna styczna v, do stozkowej S$2
Stycznej v,, uwazanej za element peku (P,), podporzadkowana
jest w peku (P,) prosta vy = P,P,. :

Dochodzimy zatem do dwdéch twierdzen Steinera, odpowia-
dajacych sobie (ust. 5) w mysl zasady biegunowej dwoistosci

na plaszezyznie, a mianowicie :

Stozkowa, bedqca utwo-
rem dwdch rzutowych (ale nie
perspektywicznych)pekow pro-
stych, przechodzi przez ich
wierzchotki i posiada w kaz-
dym wierzchotku jednaq ityl-
ko jedng slycznq. Owym stycz-
nym podporzqdkowane sq w u-
wazanych pekach takie proste,

Stozkowa, bedqca utwo-
rem dwdéch rzutowych (ale nie
perspektywicznych) szeregow
punktow, przynalezy do ich
podstaw 1 posiada na kazdej
podstawie jeden 1 tylko je-
den punkt stycznosci. Owym
punklom stycznosci podporzqd-
kowane sq w uwazanych sze-

regach takie punkty, kiore
zjednoczyty sie z punktem
przeciecia sie podstaw tych
szeregow.

ktére zjednoczyty sie z prosiq,
tqczqcqwierzchotki tych pekow.

Na ryc. 36 dane sa trzy pary prostych homologicznych:
a, i ay, b, i by ¢, i ¢, dwéch jednokreslnych pekow (Py) i (Py).
Celem uzupelnienia (ust. 19) tych pekoéw, wyznaczono punkty
A'=,0s B =5 bby G=cioy 1 W =¢b,;, oraz progte spy=ARE
i wy, = AC, a nastepnie za posrednictwem lancucha utworow
perspektywicznych

2y (gl, Dy, O ) 7w (A, BYE = oy, <) oWl by e o ) A
A Wy (4, By = bywy, C,...) X Py(ay by . ..)

skonstruowano dalsze pary homologicznych prostych: n; i n,,
ay id,,... pekow (P;) A (P,). Oczywi§cie na poszezegblnych pro-
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stych: n, a* ... pomocniczego peku (W) leza parami punkty :
Ny =mywy 1Ny = "nyws, A7— a'pw, 1945 —a’ Wy .-

7 rozwazan ust. 17 wiadomo nam, zZe rzutowos$¢ badanych
pekéw (Py) i (P,) ustali¢é mozemy przez trzy dowolne pary ho-
mologicznych prostych tych
pekéw. Na rye. 36 przyje-
liSmy poprzednio proste:
oy 10y, by, el Teraz
wezmy pod uwage inne
trzy pary homologicznych
prostych, a mianowicie: a’;
IS abitDs e it e TS tasu-
jac powyzej omowiona kon-
strukeje zauwazymy, ze za-
miast elementéow 4, w; i ws,,
wystapia teraz punkt A’ =
— ' diy i prosteiy — A'B;
w’y = A’C; natomiast wierz-
cholek W = ¢;b, pomocni-
czego peku pozostanie nie-
zmieniony. Laficuch utwo-
row perspektywicznych

PoAiDigCas el s

=\ ”)'1 (A', B, (:’1 — Clw,v...) /=\
X W (@, by, €y...) K Wy (4, By = byt's, C,..) & Py (@ by €...) ... (2)

Rye. 36.

pozwoli nam skonstruowaé dalsze pary homologicznych pro-
stych: n, i n,,... pekow (P;)) A (P,). Na prostyeh: n’,... peku
(W) leze¢ musza oczywiscie pary punktow: N, —=nw’; i N'y=
——

Utworem jednokreslnych pekéw prostych (P;) i (P,) — ktére
sa koncowemi ogniwami lanicucha (1), wzgl. (2) — jest stozkowa
S2, ktéra przechodzi przez wierzcholki P, i P, tych pekéw, oraz
prrez punkt¥in; A= a0, 'B= bbby C=ccois N=mns 4 =
= a’; d's,... W celu wykazania, ze wierzcholki P, i P, uwazanych
pekéw nie sa weale punktami charakterystycznemi stozkowej S2
wezmy (ryc. 36) pod uwage pek prostych W (n, n',..., by, ¢;, n® = WN)).
Przetnijmy ten pek prostemi n, = NP, i n, = NP,, a otrzymane
w ten sposéb dwa perspektywiczne szeregi punktéw

NN BB N Y Tomy (N N Py O NS
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rzuémy odpowiednio z wierzcholkéw B i €. Z lancucha utwo-
row perspektywicznych

D, e s B b it sy KNG NG L By PN L N
IV(\I”I, n’, b2, C],n, )Tn?'(L 2y :\72,..., 2 ,1\ )
TG iby g S ey Iy e

wynika, ze jego koncowe ogniwa sa (ust. 7) pekami rzutowemi:

B0 b, 0 s O SV R G @ B s 5 Gy T 12

Proste homologiczne tych pekéw przecinaja sie w punktach:

A= ww, &' = w\w,,..., P, = by, P; = byc;, N = nlnj,..., ktére
wraz z wierzcholkami B i C leza na stozkowej S3%, utworzonej

przez peki prostych (B) o (C). Poniewaz jednak poszezegdlne
punkty: 4, A’,..., P, P;,N,..., Bi C stozkowej S przynaleza réw-
noczesnie i do stozkowej S2 ktoéra byla utworem jednokresi-
nych pekoéw (P) i (P,), przeto stozkowa S} jest idenlyczna ze
stozkowa S°=.

Z rozwazan naszych wynika tedy, ze: stozkowa S2, bedaca
utworem pekow (P) A (Ps), mozZe byé uwazana za utwor dwéeh
innych pekow (B) A (C); wierzecholkami tych nowych pekéw sa
dwa dowolne punkty B i € stozkowej S2 a prostemi homolo-
gicznemi sg proste w, = BA i w, = CA, w'; = BA'i w’y, = CA,
przechodzace przez poszezegélne punkty A, A',... stozkowej Sz

“Dowiedliémy zatem prawdziwosci dwéch, odpowiadajacych
sobie dwoiscie (ust. 5), twierdzen Steinera:

Rzucajqc poszczegolne
punkty stozkowej — bedacej
utworem dwdéch rzutowych (ale

Przecinajqc poszczegolne
proste stozkowej — bedacej
utworem dwéch rzutowych (ale

nie perspektywicznych) pekow
prostych — =z dwdch dowol-
nych punktéw tej stozkowej,
otrzymujemy dwa jednokresl-
ne peki prostych.

nie perspektywicznych) szere-
géw punktéw — dwiema do-
wolnemi prostemi lej stozko-
wej, olrzymujemy dwa jedno-
kreslne szereqi punklow.

Z tych i z dwéeh pierwszych twierdzen Steinera wynikaja
bezposrednio nastepujace twierdzenia:

Stozkowa, bedaca utwo-
rem dwo6ch rzutowyeh (ale
nie perspektywicznych) pe-
kéw prostych, posiada w kaz-

Stozkowa, bedaca utwo-
rem dwoch rzutowych (ale nie
perspektywicznych) szeregéw
punktéw, posiada na kazdej
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dym swoim punkcie jednaq
i tylko jednag slyczng.

swej prostej jeden i tylko je-
den punkl stycznosci.

28. Twierdzenia Pascala i Brianchona.

Sze§¢ dowolnych punk-
tow 1,2,3,4,516 stozkowe]
S2 — bedacej utworem dwdéch
rzutowych pekoéw prostych —
uwazajmy (ryc. 37) za wierz-
cholki szeSciokata plaskiego
(1234506), wpisunego w stozko-
wa 52 Proste; a=12,b=23,
C=il ak s aauh e h e —
= 61, laczace kolejno pary
wierzecholkéw w wypisanym
porzadku, sa bokami owego
wielokata. Boki a =12ia =
—sahe— R hi —l G R oraz
¢ =34 1)¢"— 061 nazywac be-
dziemy ,bokami przeciw-
leglemi“ owego szeSciokata.
Na schemacie

TS
123496

Szes¢  dowolnych pro-
stych LILII 1V, ViVl stoz-
kowej $2 — bedacej utworem
dwdch rzutowych szeregéw
punktéw — uwazajmy (ryc. 38)
za boki szeScioboku plaskie-
go (I UIIVV VI, opisanego
na stozkowej S2 Punkty: 4 =
=P R s i HE G =4l TV,
A== IVY, Bre=¥ VI O =L
w ktérych przecinaja sie ko-
lejno pary bokéw w wypisa-
nym porzadku, sa wierz-
cholkami owego wieloboku.
Wierzcholki A=11II i A =
= TV:V, B==H 1 b= AV
oraz C =IlI1V i C’' = VIIna-
zywaé bedziemy ,wierzchol-
kami przeciwleglemi o-
wego szescioboku. Na sche-
macie

o e T
(1 arivvyvi

uwidocznione sa (za posrednictwem tych samych znaczkéw) trzy
pary bokéw przeciwleglych szesciokata (/234 56), oraz trzy
pary wierzcholkéw przeciwleglych szescioboku (IIIHIIV V VI).

Celem zbadania wlasnosci szesciokata (12345 6), wpisanego
w stozkowa S? weZmy pod uwage dwa jednokreslne (ust. 27)
peki prostych np.

Flesf. cray anEatilc hag b

o wierzcholkach % i 6, ktérych homologiczne proste przeci-
najg sie (ryc. 37) w punktach: = ec,, 2 = fh, 3 =¢cg, 5 = a’l,,...
stozkowej S2 Skoro pek o wierzcholku 4 przetniemy prosta
a =12, a pek o wierzcholku 6 prosta b =23, to otrzymamy
dwa rzutowe szeregi punktow:

a2 Ni— s oAy —aia =) K biM — ¢'b,i2, 30 B =il )
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Poniewaz jednak punkt 2 = ab, przeciecia sie podstaw a i b, jest
elementem zjednoczonym, przeto (ust. 18) szeregi (a) i (b) sa
perspektywiczne. Wnosimy stad, Ze punkty homologiczne tych
szeregow leza na prostych: ¢ = 1M,c = N3, p, = AyB,,..., prze-
cinajacych sie w wierzchotku €, pomocniczego peku.

Rye. 37. Rye. 38.

Z rozwazan naszych wynika, ze prosta p, = A4,B, przecho-
dzi przez punkt €, Zauwazyé¢ jednak musimy, ze punkty A,
ByiC,, przynaleine do prostej p, sa punktami przeciecia sie
trzech par przeciwleglych bokéw: aia, bib’, cic szeSciokata
(123456). W ten sposéb dowiedliSmy prawdziwosci slynnego
twierdzenia, odkrytego w r. 1639 przez 16-letniego mlodzienca
Pascala.

Stosujac zasade biegunowej dwoistosei (ust. 5), otrzymu-
jemy twierdzenie Brianchona (ogloszone dopiero w r. 1806), od-
noszace sie do szescioboku (I II... VI), opisanego na stozkowej $2
Twierdzenia te wypiszemy w postaci nastepujacej:

- Szesciokql wpisany w stoz- Szesciobok opisany nastoz-
kowq—bedaca utworemdwéeh | kowej — bedacej utworem
rzutowych pekéw prostych — dwéch rzutowych szeregdéw
posiada te wtasnosé, ze trzy punktéw — posiada le wita-

pary jego bokéw przeciwle- snos¢, ze lrzy pary jego wierz-
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gtych przecinajq sie w takich chotkéw przeciwlegtych wyzna-
rzech punktach, ktore lezq na | ‘czajq takie trzy prosle, ktore
Jjednej prostej (prostej Pascala). | przecinajq sie w jednym punk-

| cie (punkeie Brianchona).

Nat rye: 37 ipunkty £A; = aa’ By = bb%1, Cs =cc’ leza na
prostej Pascala p,. Na ryc. 38 proste a, =44, b, =BB’ i ¢, = CC’
przecinaja sie w punkcie Brianchona B, Celem skonstruowania
elementow p, i B,, poslugiwaé sie bedziemy nastepujacemi sche-
matami: :

(= Amal) [~ N
123456 vy vi
12[45... 4,) | HH|IVV... a)
23|56.. .Bo}po | I VVI.. b, { By
SR G | HIIV|VII ... ¢)

gdzie za posrednictwem tych samych znaczkéw: —~, A i1 —

uwidocznione sa trzy pary bokéw przeciwleglych szeSciokata
(123456) 1 trzy pary wierzcholkéw przeciwleglych szescioboku

(ILILITIV V VD).

7 latwoscia mozemy dowie$¢ prawdziwosci twierdzen od-

wrotnych :

Szesciokqt ptaski, kiérego
zadne trzy wierzchotki nie lezq
na jednej prostej i ktoreqo bo-
ki przeciwlegte przecinajq sie

“w trzech punktach, lezqcych na
jednej proslej, — jest wielokq-
tem wpisanym w stozkowaq.

Na rye. 37 przyjeliSmy taki szeSciokat (1234
@ =123 4.=46, D23 + 0 256 0=34

boki przeciwlegle:

Szesciobok ptaski, ktérego
zadne trzy boki nie przecinajq
sie w jednym punkcie i klérego
wierzchotki przeciwlegte wy-
znaczajq lrzy proste, przecina-
jace sie w jednym punkcie, —
Jest wielobokiem opisanym na
stozkoweyj.

56), ktérego

i ¢ =61 przecinajg sie¢ w trzech punktach A, = aa’, B, = bl’
i Cy = cc, przynaleinych do prostej p,. Oznaczmy przez Ni M
punkty przeciecia sie prostych ca = N i ¢’b = M, a nastepnie
wykreSlmy proste e= 141, f=142, g =063 i h = 62. Skoro pek
prostyeh’ Cyle, Coic ppi.) przetmemy prostemi a i b, to otrzy-
mamy dwa perspektywiczne szeregi punktow:

a(1,2, N, 4y..) A b(M, 2,3, B,,...).
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Pierwszy z tych szeregéw rzuémy z wierzcholka 4, a drugi
z wierzcholka 6, to uzyskane w ten sposéb dwa rzutowe peki
prostych:

4 (s Crtlanin )i 0/ (el g bhias)
utworza stozkowa (2 przechodzacg przez wierz-
cholki 1 =ec, 2= fh, 3= cg 15 = a'b, oraz przez wierzcholki
716 przyjetego na rye. 37 szeSciokata plaskiego (7...06).

Dla szeSciokata (12345 6), wpisanego w stozkowa S? skonstruowaliSmy
(rye. 37) prosta Pascala p,. Uwzgledniajac porzadek, w jakim nastepuja ko-
lejno po sobie poszezegolne wierzcholki tego wiolokata, i rozpoczynajac wy-
pisywanie tych wierzcholkéw od punktu np. 3, otrzymamy dla tego szescio-
kata dwie formy: (345612)1i (321654%). Podobnie, wychodzac np. z wierz-
cholka %, otrzymamy znowu dwie formy: (456123) i (432165). Wnosimy
stad, ze dla jednego i tego samego szeSciokata (123456) wypisaé mozemy
12 takich form.

Uwazajac owe punkty 71,2,...6 stozkowej S* za elementy stale (nie-
ruchome), mozemy teraz wziaé pod uwage inny szeSciokat np. (13456 2),
ktorego wierzcholkami kolejno po sobie nastepujacemi sa punkty: 1, 3,45,
612. Wielokat ten — dla ktorego w omoéwiony powyzej sposéb wypisaé mo-
zemy znowu 12 réznych form — posiada na mocey twierdzenia Pascala te
wlasno§é, ze trzy pary jego bokéw przeciwleglych: 13156, 34162, 45121
przecinaja sie w trzech punktach, lezacych na prostej Pascala, réznej od pro-
stej p,- — Dla uwazanych szeSciu stalych wierzeholkow otrzymamy tedy

' ) =
(uwzgledniajac wszystkie permutacje bez powtarzania) —(:-2 = }%’j:
= 60 roznych szeSciokatow, oraz 60 roznych od siebie prostych Pascalal).
A zatem:

Skoro szes¢ dowolnych punk-
tow stozkowej — bedacej utworem
dwoceh jednokresinych pekoéw pro-
stych — unwazaé bedziemy za ele-
menty state, to one wyznaczq 60 sze-
Sciokqtow wpisanych w owq stozkowaq,
oraz 60 im podporzqdkowanych pro-
slych Pascala.

Skoro szes¢ dowolnych pro-
slych stozkowej — bedacej utworem
dwoch  jednokreSlnych — szeregow
punktow — uwazaé bedziemy za ele-
menly slate, to one wyznaczq 60 sze-
sciobokow opisanych na owej stoz-
kowej, oraz 60 im podporzqdkowa-
nych punktow Brianchona.

29. Szczegoblne przypadki twierdzen Pascala i Brianchona.

Konfiguracja Mac Laurina. W przeprowadzonych powyzej do-
wodach, sluzacych do wykazania prawdziwoseci twierdzenia
Pascala itwierdzenia odwrotnego, wystepowaly pomocnicze peki
prostych (%), (6) i (Cy), oraz szeregi punktéw (a) i (D). Zwiazki,
zachodzace pomiedzy temi utworami, uja¢ mozemy (p. ryc. 37)
w nastepujacy schemat:

') W dziele .J. Steinera Vorlesungen ii. synthetische Geometrie Bd. 11
(bearbeitet von Dr. H. Schroeter), Leipzig 1876 (II Aufl.) S. 126 rozwazona
jest konfiguracja tych 60 prostych Pascala.
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CHE R R RT3 1
N I
QIS 2N A ) e bIME2 3B )
/\ CO (C', (4‘02, C, po, B ) A

Jezeli zalozymy, ze punkt 6 stozkowej S? zjednoczyl sie
z punktem 1, to wéwezas (rye. 37 i 39) prostej e=41 =46, la-
czace] wierzcholki 4 i 6 pekéw i uwazanej za element peku (%),
podporzadkowana bedzie w peku (6) prosta ¢’=61. Poniewaz
na elemencie ¢’ leza dwa takie punkty 611 stozkowej S2 ktére
zjednoczyly sie w punkcie 6 = 1, przeto ¢’ jest (ust. 27) styczna
do stozkowej S2 w punkcie 6 = 1. Powyzej wypisany schemat nie
ulega zmianie, wiec wypowiedzie¢ mozemy, jako szczegélne przy-
padki twierdzen Pascala i Brianchona, nastepujace twierdzenia:

Pieciokqt wpisany w stoz-
kowq — bedaca utworem dwéch
rzutowych pekéw prostych —
posiada te wtasnosc, ze punkt,
przeciecia sie stycznej do stoz-
kowej w jednym z wierzchot-
kow z przeciwlegtym bokiem
tego pieciokqta, lezy na jednej
prostej z dwoma punktami
przeciecia sie takich dwdch po-
zostatych par bokéw, z kiorych
zadna para nie przechodziprzez
ten sam wierzchotek uwazane-

Pieciobok opisany na stoz-
kowej — bedacej utworem
dwéch rzutowych szeregéw
punktéw — posiada te wtasnosé,
Ze prosta, tqczqca punkl stycz-
nosci ze stozkowaq jednego z bo-
kéw z przeciwlegtym wierz-
chotkiem tego piecioboku, prze-
chodzi przez punkl przeciecia
sie dwdéch prostych, tqczqcych
takie dwie pozostate pary wierz-
chotkow, z kiérych zadna para
nie lezy na tym samym boku

go pieciokqla.

uwazanego piecioboku.

Pieciokat (12345) wpisany w stozkowa S? uwazaé mozemy
(ryc. 389) za przypadek graniczny szeSciokata (6 =12345) wpi-
sanego w te stozkowa, ktérego dwa wierzcholki 6 i 1 zjedno-
czyly sie w jednym punkcie 6 =1, a bok 61 =c szeSciokata
jest styczna stozkowej S2 DowiedliSmy, ze punkty 4,=ada),
B, =bb’, Cy=cc (ryc. 39) leza na jednej prostej p,. Celem wy-
znaczenia elementéw 4,, B,, C, i prostej Pascala p, posluzyé
sie mozemy znowu schematem, ja-
kiego uzywaliSmy poprzednio (ust.

123 _/i:b 28) dla szesciokata (12345 6). Analo-
12 |45 Aol giczne uwagi stosowaé sie beda do
s s € e

' Po-  piecioboku(/IIII[IVV) opisanego na
34 |61=cC ... Co' stozkowej Sz

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 9
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Zalézmy teraz, ze punkt 6 zjednoczyl sie (p. rye. 37 i 40)
z wierzcholkiem 1, a punkt 3 z wierzcholkiem 4. Prostej 41 =

e =063 =g, uwazanej za ele-
ment e peku (%), podporzad-
kowana bedzie w peku (6)
prosta ¢’ = 6 1; natomiast pro-
stej g =063 peku (6) podpo-
rzadkowana bedzie w peku (4)
prosta ¢ =43. Poniewaz wy-
pisany poprzednio schemat
nie ulega zmianie, a nadto
proste ei=—=61"4 c—"%5 159
stycznemi do stozkowej S2
w wierzcholkach (ust. 13) 114
sezworokata zupelnego“(1245),
a prosta p,= 4,B, jest jego
prosta przekatna, przeto wy-

powiedzie¢ mozemy — jako szezegéllne przypadki twierdzen
Pascala i Brianchona — nastepujace twierdzenia:

Czworokqt zupetny wpi-
sany w stozkowq — bedaca
utworem dwéch rzutowych pe-
kéw prostych — posiada te
wtasnosé, z2e na kazdej jego
prostej przekqinej przecinajq
sie dwie styczne, poprowadzo-
ne do stozkowej w takich wierz-
chotkach czworokqta, kitére
lezq na jednym boku z pozo-
statym trzecim punktem prze-
kqtnym.

Czworobok zupetny opi-
sany na stozkowej — bedace]
utworem dwéch rzutowych sze-
regéw punktéw — posiada te
wtasno$é, ze przez kazdy jego
punkt przekqiny przechodzi
prosta, lgczqca punkty stycz-
nasei ze stozkowq lakich bokéw
czworoboku, ktore przecinajq
sie w jednym wierzchotku z po-
zostatq irzeciq proslq prze-
kqtnq.

Czworokat zupelny (12%5) wpisany w stozkowa §% uwa-

za¢ mozemy (ryc. 40) za przypadek graniczny szesciokata
(6 =123=145) wpisanego w te stozkowa, ktérego wierzcholki
6 i 1 zjednoczyly sie w punkcie 6 =1, a wierzcholki 31i 4 zjed-
noczyly sie w punkcie 3=4 Boki 61 =c¢" i 34=c tego sze-
§ciokata sa stycznemi stozkowej S%. — Poprzednio wykaza-
liSmy, Ze punkty 4,=aa, By=0' i Cy=cc (ryc. 40) leia
na jednej prostej p,. Celem wyznaczenia elementéw A, B, C,
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123|456 i prostej Pascala p, posluzyé
192 |45 Ao] sie mozemy znowu schematem,
23 |56 ek jakiego uzywaliémy poprzednio

Do- o S
e =B P Col (ust. 28).d1a szeselol.{acta(I 23 //-’.') 6')

Analogiczne uwagi stosowaé sie
beda do czworoboku zupelnego (/I IV V), opisanego na stoz-
kowej S2.

Uwaga: W ust. 42 po-
znamy wlasnosci trojkata wpi-
sanego w stozkowa S% oraz
tréjboku opisanego na tej
stozkowej, ktorego bokami sa
styczne do S®* w wierzchol-
kach owego tréjkata. Row-
niez i do nich stosowaé sie
beda twierdzenia Pascala i
Brianchona.

Na rye. 41 obierzmy
dwa jednokre§lne peki
prostych (4) A (B), kt6- Rye. 40.
rych utworem niechaj be- :
dzie stozkowa S2% Proste] 4B, ktéra przechodzi przez wierz-
cholki 4, B tych pekoéw i jest elementem peku (B), podporzad-
kowana jest w peku (4) jedna i tylko jedna prosta a. Wiadomo
nam (ust. 27), ze prosta a jest styczna w punkcie 4 do stoz-
kowej S — Cztery dowolne punkty 4, B, € i D stozkowej S2
obierzmy za wierzcholki czworokata zupelnego (ABCD), a na-
stepnie skonstruujmy punkty przekatne P, Q, R i proste prze-
katne p, = QR, q, = RP i ry = P(Q owego czworokata. Checac wy-
znaczy¢ styezne b, ¢ i d do stozkowej w trzech pozostalych
wierzcholkach czworokata, skorzystamy z poprzedniego twier-
dzenia. Styczna a niechaj przecina sie z bokami tréjkata prze-
katnego (p,q,r,) w punktach 1= ap,, 2=aq, i 3= ar, Prosta
b = 1B jest (na mocy ostatniego twierdzenia) styczna w wierz-
cholku B do stozkowej S2 Podobnie proste ¢ =2C i d= 3D sa
zadanemi stycznemi do stozkowej w wierzcholkach C i D. Z la-
twoscia stwierdzimy tez, Ze styczne b i d przecinaja sie w punk-
cie 4 = bd na przekatnej q, = PR, styczne b i ¢ przecinaja sie
w punkcie 5 = bc na prostej przekatnej r,= QP, a styczne ¢
i d przecinaja sie wreszcie w puncie 6 = cd, lezacym na prze-
katnej p, = QR.

Skonstruowane w powyzszy sposob styczne a, b, cid (rye.41)
wyznaczaja ,czworobok zupelny“, opisany na stozkowej S2

Ea
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Trzy pary wierzcholkéw przeciwleglych (ust. 13), a mianowicie:
116,214 315, wyznaczaja trzy proste przekatne p,=16,
Ggo=2% i ry=35, oraz tréjbok przekatny (p,q,r,). Z rozwa-
zan naszych wynika t. zw. konfiguracja Mac Laurin’a, ktéra
uja¢ mozemy w nastepujaca forme:

Czworokqt zupetny wpisany w stozkowq — bedaca utwo-
rem dwoéch rzutowych pekoéw prostych — i czworobok zupetny
opisany na lej slozkowej, kiéreqo bokami sq styczne w wierzchot-
kach czworokqta, posiadajq wspélny trojkqt przekqiny.

30. Fundamentalna wlasno$¢ stozkowych. Stozkowe jako
krzywe stopnia drugiego. Na ryc. 41 dana jest stozkowa S2
(bedaca utworem dwdéch jednokreslnych pekdéw prostych o wierz-
cholkach 4 i B), czworokat zupelny (4ABCD) wpisany w te stoz-
kowa, oraz opisany na niej czworobok zupelny (abed). Z kon-
figuracji Mac Laurin’a wynika, Ze na proste;j:

Po leza punkty 1, 6, Qi R
qO ” ” 2» 4, R 1 P
TR £ D=1

Punkty 4, B i C stozkowej S? uwazajmy za punkty stale (nie-
ruchome). Wéwezas styczne a, bi ¢ w owych punktach do stoz-
kowej S% sa prostemi stalemi, jak réwniez stalemi sa tez
punkty: 1 =ab, 2=ac i 5 =bc. Uwazajmy punkt D za element
ruchomy, poruszajacy sie ,po stozkowej“ S% i zajmujacy
(ryc. 41) kolejno polozenia D, I),... Poniewaz stozkowa S2 po-
siada (ust. 27) w kazdym swoim punkecie D jedna i tylko jedna
styczna d, przeto dla ruchomego punktu D jego styczna zaj-
mowa¢é bedzie kolejno polozenia d, d’,... Réwnoczes$nie punkt
3 = da porusza¢ sie bedzie po stalej stycznej a, punkt 4= db
po stalej stycznej b, punkt za§ 6 = dc po stalej stycznej c.
Dla czworokata zupelnego (ABCD), ktérego wierzcholek D
porusza sie po stozkowej S2, jego punkty przekatne P, Qi R
réwniez beda zmienia¢ swoje polozenia, a mianowicie: punkt Q
poruszaé sie bedzie po stalej prostej e = AC, punkt R po stalej
prostej f= BC, a wreszcie punkt P po stalej prostej g = AB.
Z uwagi na to, ze dla czworokatéw zupelnych (ABCD), (ABCD),...
wpisanych w stozkowa S2% oraz dla czworobokéw zupelnych
(abed), (abed’),... opisanych na tej stozkowej S* — zachowana
musi byé kazdorazowo konfiguracja Mac Laurin’a, przeto :
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przekatna p, = QR obracaé¢ sie bedzie dokola stalego punktu 7,

» Qo= RP » » » » » » 2’

» Iy = P Q ) » » » » » i
Pomiedzy szeregami punktéw o podstawach a, b, e = AC i f= BC,
a pekami prostych o wierzcholkach 1, 2 i 5 zachodza (ryc. 41)
nastepujace zwigzki:

a (3,30 K50 o) K €(Q Q) T 1(PoPare)
AfRR,..)DN2@Qnqwn--) Nb(&#,..).
4'% 5

Z powyzszego laficucha utworéw perspektywicznych wy-
nika rzutowo§é szeregéw punktéw :

a8, . )AbHY,..),

ktérych podstawami sa dwie dowolne styczne stozkowej S,
a elementami homologicznemi 3 i 3, 4 i #,... sa punkty prze-
cigcia sie¢ podstaw a i b z poszezegllnemi stycznemi d, d,...
stozkowej S2

DowiedliSmy zatem prawdziwosci dwéch twierdzen, odpo-
wiadajacych sobie dwoiScie :

Styczne w poszczegdlnych Punkty stycznosci poszcze-
punktach stozkowej — beda- golnych prostych stozkowej —
cej utworem dwéch rzutowych bedacej utworem dwéch rzu-

(ale nie perspektywicznych) towych (ale nie perspektywicz-
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pekéw prostych — przeciete
dwiema dowolnemi stycznemi
tej stozkowej, wyznaczajq dwa
rzutowe szereqi punktow.

nych) szeregéw punktow —
rzucone z dwdch dowolnych
punktéw stycznosci lej stozko-
wej, wyznaczajq dwa rzulowe
peki prostych.

Za posrednictwem poszcezegdlnych ogniw wypisanego po-

przednio lancucha z latwoScia stwierdzimy, ze: Punktowi 1 = ab
szeregu (a) podporzadkowany jest w' szeregu (b) punkt B,
a punktowi 1 = ab szeregu (b) podporzadkowany jest w sze-

regu (a) punkt A.

Ooolprostych a—A1 b=ilB d—3% d =3 4.5 19¢za-
cych homologiczne punkty szeregéw
aldily 3,355 Rb i, B 8%, 5)
utworzy (ust. 26) stozkowa S?, dla ktérej punkty 4 i B sa (ust.27)
punktami stycznosci jej prostych a i b.
7Z ust. 27 wiadomo nam, Ze omawiana

stozkowa S$? (ryc. 41) moze
by¢ utworem dwéch rzutowych
pekéw prostych

D(DA; DB,.) \ D' (D' 4, D'B,...),

ktérych wierzcholkami sa dwa
dowolne jej punkty D i D.

stozkowa S§? moze by¢ utwo-
rem dwdéeh rzutowych szere-
géw punktéw

d (da,db,..) ) d (d'a,dD,..),
ktorych podstawami sa dwie
dowolne jej proste d i d'

Proste d i d' stozkowej S? sa stycznemi odpow. w punk-
tach D i I¥ do stozkowej S2 W sposéb analogiczny — jak po-
przednio dla prostych a, b, oraz punktéw 4, Bi 1 =ab — wy-
kaza¢ mozemy, ze: Punktowi dd’ (przeciecia sie prostych d i d’),
uwazanemu za element szeregu (d), podporzadkowany jest
w szeregu (d’) punkt D', a punktowi dd’ szeregu (d’) podpo-
rzadkowany jest w szeregu (d) punkt D. Owe punkty D i Ir
stozkowej S2? sa oczywiScie (ust. 27) punktami stycznosci pro-
stych d i d' ze stozkowg S3.

Z rozwazan naszych wynika tedy, Ze pomiedzy omawia-
nemi stozkowemi S? i S? zachodza nastepujace zaleznosei :

Kazdy punkt stycznosci
D prostej d, przynaleznej do

Kazda styczna d w punk-
cie D do sltozkowej S? jest

prostq stozkowej Si, a kazdy
punkt D stozkowej S* jest
punktem stycznosci prostej d
ze stozkowq S3.

slozkowej S3, jest punktem
stozkowej 8%, a kazda prosta d
stozkowej S7 jest styczng sloz-
kowej S2.
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Wnosimy stad, zZe stozkowa

a2
kowa S1.

$? jest identyczna ze stoz-

Z powyzszych i dwoiscie z niemi zwiazanych rozwazan wy-
nika prawdziwo$¢ nastepujacych twierdzen podstawowych:

Stozkowa, bedqca ulwo-
rem dwdéch rzutowych (ale nie
perspektywicznych)pekéw pro-
stych, moze byé uwazana lez
za utwor dwdch jednokreslnych
(ale mnie perspektvwwzny(‘h)
s7elegow punkitow.

Stozkowa, bedqca utwo-
rem dwdch rzutowych (ale nie
perspektywicznych) szeregéw
punktow, moze byé uwazana
tez za utwor dwoéch jednokre-

“$lnych (ale nie perspektywicz-

nych) pekéw prostych.

O dowolnym punkeie D stozkowej S$2i o stycznej d w owym
punkcie do tej stozkowej méwimy, ze elementy D id ,przyna-
leza“ do stozkowej S2. Mowimy tez, ze stozkowa S2? ,przyna-
lezy“ do. punktu D i do prostej (stycznej) d, ze stozkowa S2
przechodzi przez punkt D i jest styczng w punkeie D do pro-
stej d, wzgl. ze stozkowa S? styka sie z prosta d w punkcie D.

~ Wiadomo nam'!), ze skoro na plaszezyznie przyjmiemy dwie stale pro-
ste prostopadle za osie ukladu odniesienia, to odlegloSei x i y dowolnego
punktu P tej plaszezyzny od owych osi (wziete z odpowiedniemi znakami)
sa spolrzednemi (prostokatnemi) kartezjuszowskiemi tego punktu. Wiadomo
nam rowniez, ze rownanie pierwszego stopnia Ax + By -+ C = 0 ze wzgledu
na zmienne x i y przedstawia zbiér punktéw uwazanej plaszezyzny, ktore
leza na pewnej linji prostej. Rownanie to nazywamy wprost rownaniem owej
prostej. Z powyzszego rownania linji prostej otrzymaé mozemy inne réwna-

C C
nie, ksztaltu: %: - —Z— =1, gdzie a = — X ib= —p 5 odcinkami, jakie

dana prosta wyznacza na osiach ukladu. W istocie bowiem dla x = 0 otrzy-
mamy spoélrzedna y = b, a natomiast dla y =0 spdélrzedna x = a. Kladac

1

; 35 1 .
wreszcie: u = — ”a‘ 10=— F otrzymamy rownanie

ux+vy+1=0
zwane rownaniem pliickerowskiem linji prostej.
Jak dwie spoélrzedne Kartezjusza x i y okreslaja polozenie punktu
P(x,y), tak dwie spélrzedne Pliickera

1 1

AT b

okreslaja polozenie prostej, w odniesieniu do ukladu dwdéceh osi wzajemnie
prostopadlych. Skoro w réwnaniu

uxr +vy +1=90

u=—

) Poréwnaj Dr. Placyd Dziwinski, Wyklady matematyki, Tom I,
Lwow 1902.
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uwazaé bedziemy spélrzedne x iy za stale, a natomiast spélezynniki uiv
(przedstawiajace spolrzedne linji prostej) jako zmienne, to wowezas owe
rownanie przedstawia pek prostych, przechodzacych przez staly punkt P(x, y).
Skoro mamy jaka§ prosta, ktorej spolrzedne uiv czynia zados§é row-

naniu

Au-+ Bv+C=0 :
to réwnanie tej prostej w spélrzednych x iy bedzie: ux + vy + 1 = 0. Z réw-
nan tych otrzymujemy nowe réwnanie ksztaltu: u(A — Cx) + v(B - Cy) =0,
ktéremu stanie sie zado$§é wowezas, gdy x = o=t Wnosimy stad, ze:
Wszystkie proste, ktorych spélrzedne Pliickera u i v czynia zado§é réwna-
niu pierwszego stopnia

Au+4+ Bv+C=0 i -
przechodza przez jeden staly punkt o spélrzednych x = T 1y = ¢ Row-
nanie powyzsze mozemy tedy uwaza¢ za rownanie punktu w spdélrzednych
u v linji proste;j.

Niechaj dane sa réwnania
A+ By+C=0
iAdx+By-+C=0
lub w formie symbolicznej
p=01ip" = 0 dwéch prostych

Au+ Bv + C=0
iAu+ Bv+C=0
lub w formie symboliczne;j
P=01i P =0 dwéch punktéw

w odniesieniu do ukladu dwéch wzajemnie prostopadlych osi,
ktére leza na dowolnej plaszezyzZnie.

Réwnanie ksztaltu Roéwnanie ksztaltu
p+ip =0 P+ AP =0

gdzie 1 jest dowolnym spélezynnikiem (parametrem),

przedstawia prosta, ktéra prze-
chodzi przez punkt S przecie-
cia sie danych dwéch prostych
p=0ip =0, (oraz lezy na
uwazanej plaszezyznie).

przedstawia punkt, ktéry ‘le-
zy na prostej s, przechodza-
cej przez dane dwa punkty
=i =0

Jezeli parametr 4 przybiera wszystkie rzeczywiste warto$ci

miedzy + « a — ~, natenczas:

p+4p =0 jest réwnaniem
peku prostych. Dla czterech
prostych p=0, p'=0, p+
+4p'=01p+ Z,p" =0 tego
peku dwustosunek jest

liczbg %
2

P+ AP =0 jest réwnaniem
szerequ punktoéw. Dla czterech
punktéw P=0, PP=0, P+
+ 4P =0i P+ 2,P = 0tego
szeregu dwustosunek jest

liczba %
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W istocie bowiem, skoro na prostej p + 4,p" = 0 obierzemy
dowolny punkt T, (x,y) o spélrzednych x iy, a przez T\ W
i T\ W’ oznaczymy odleglo$ci punktu 7 od prostych p = Ax +
+By-++C=01ip =Ax+ By+ C"'=0, to wowczas otrzymamy
znane zaleznosci:

; Ar Byt P
T\W =
V 42 + B? I/A2+BZ
Tw_AT+By+C___p

VAR+ BT AP+ B

Z trojkatow prostokatnych (ST, W’ W) i (ST, W) wymka]a, relacje
T,W=T,S.sinT,SW, T,W' =T,S.sin T,SW’, wiec dla sto-
sunku podziatu (ust. 10) trzech prostych p=0, p'=0
i p-+4,p =0 otrzymamy:

sin ,SW T,W _ p/A®+ B? VA? + B?
sin T,SW' _ T,W° p/L+B  VEFB
Podobnie dla stosunku podzialu trzech prostych p=0, p'=0
VA? + B>

i p+ Ap =0 otrzymamy liczbe — 4, , wiec osta-

VA1 B2
tecznie dla dwustosunku uwazanych czterech prostych p =0,

p=0,p+4p=01ip+ 4,p =0 liczbe —%, c. b. d w

Celem wyznaczenia dwustosunku czterech punktéw szeregu
P+ AP =0 o podstawie s, obliczymy najpierw stosunek po-
dzialu dla trzech punktéw: P= Au-+Bv+ C=0, PP=Au +
+Bv+C=0 i P+ P=AA+ 1 A)u+ B+ 4BWw+(C+
+ 4,C") = 0. Wiadomo nam, zZe dla owych punktéw spélrzednemi
Kartezjusza sa -

x—é i Hg :t:—i i s
T AT S et
At a4 B+ 4B

TFeEe e e

Poniewaz stosunek podzialu trzech punktéw P=0, P =0
i P+ 4, P"= 0 prostej s rowny jest stosunkowi podzialu trzech
rzutoéw prostokatnych owych punktéw na os§ x, przeto otrzy-
mamy liczbe

Athd 4) (A+hd A4y, C
.1‘1—.13 Cofe 207 T I Y T8 S

Podobnie dla stosunku podzialu trzech punktéw P =0, P =0
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T el 0

i P+ 24,P =0 prostej s otrzymamy liczbe = =
2

84,
wiec ostatecznie dla dwustosunku uwazanych czterech punktow

P=0, P=0,P4+4P=01iP4 4,P =0 liczbe %, c. b. d. w.
Na uwazanej plaszczyznie obierzmy teraz <

dwie dalsze proste g dwa dalsze punkty
Ax+By+Ci=0 | Au+By+C,=0
i 4+ By+ C,=0, ‘ i Ayu+ Bw+C,=0,
ktorych réwnania w formie *| ktérych réwnania w formie
symbolieznej sa r=01ir'=0, | symbolicznejsa R=0iR =0,

to wéwezas r—+ Ar=0 jest = to wowczas R+ AR =0 jest
rownaniem drugiego peku | rdéwnaniem drugiego szeregu
prostych. | punktow.

Dla kazdej wartoSci 4, parametru 4 otrzymujemy

réwnanie p 4+ 4p' =0 jednej | réwnanie P+ 4. P =0 jedne-
§cisle okreslonej prostej pierw- go $cisle okreslonego punktu
szego peku, oraz rdéwnanie pierwszego szeregu, oraz row-
r+ A’ =0 jednej i tylko jed- nanie R+ 4ZR=0 jednego
nej prostej, nalezacej do peku i tylko jednego punktu, nale-
drugiego. zacego do szeregu drugiego.

Uwazajac kazde dwie takie proste (wzgl. dwa takie punkty),
skonstruowane za poSrednictwem tej samej wartoSci para-
metru 4, za elementy homologiczne owych dwéch pekéw prostych,
(wzgl. szeregéw punktéw), to stwierdzimy z latwoscia; ze

|

dwustosunki eczterech pro- dwustosunki czterech punk-

stych: p=0,p'=0,p+4p'= | tow:P=0,P =0,P+ 1, P =
=0 i p+ 4,p'=0 pierwsze- =01 P + 4,P’ = 0 pierwszego
go peku, oraz czterech pro- szeregu, oraz czterech punk-
StyehiSr— 0 pt =t ar A e — tow: R=0,R" =0, R+ 4R =
=0 1 r + 4,r=0 drugiego =01 R+ 4R =0 drugiego
5 cha i , gl
peku sa roéwne liczbie % szeregu sa réwne liczbie v
Z réwnosci dwustosunkow wy- 7 réwnosci dwustosunkéw wy-
nika (ust. 20), ze rdéwnania nika (ust. 20), Ze réwnania
ksztaltu: ksztaltu:
P+Aip =0, s+ ir=0 P4AP=0,, R+ AR =0

sa réownaniami dwéch rzuto- sa rownaniami dwoéch rzufo-
wych pekéw prostych. wych szeregéw punktiow.
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Kazde dwie homologicz-
ne proste tych pekéw jedno-
kreslnych przecinaja sie wjed-
nym punkecie, ktérego spol-
rzedne x i y czynia zado$é
réwnaniom:

p+ip=0ir4iar=0
czyli réwnaniom

(Ax+By +C) + 4(4x + By +
+C)=0i(dx +By+Cy) +
+4(4yx +By+ C)=0.
Wyrugowawszy z tych réw-
nan parametr 2, otrzymujemy
réwnanie:

pr' =—p'r =10 czyli:

(Ar + By + C)(Ayx + By +
+C)—@Ax+4 By + 0) (A +
+ By + Cy) =0,
ktore zawiera spolrzedne xiy
punktéow przeciecia sie homo-
logicznych prostych dwdéceh
danych pekéw rzutowych. O-
g6l punktéw, ktoryeh spol-
rzedne iy czynia zados§é po-
wyzszemu rdéwnaniu, tworzy
pewna linje krzywa. Wy-
pisane powyzej réwnanie, kto-
re nazywamy wprost réwna-
niem tej krzywej, jest stopnia
drugiego w spélrzednych x i y.
Stopien réwnania linji krzy-
we] w spélrzednych x i y okre-
sla (w geometrji analitycznej)

rzqd tej krzywej.

Kazde dwa homologiczne
punkty tych szeregéw jedno-
kres§lnych wyznaczaja jedna
prosta, ktérej spélrzedne uiv
czynia zado$¢é réwnaniom:

P4+iPP=0i R+ AR =0
czyli réwnaniom

(Au+Bv+C) + 4(Au+Bv +
+C)=0i(Au+ Bw+C)+
+ A(A4u+ Bw +C)=0.
Wyrugowawszy z tych réw-
naf parametr 4, otrzymujemy

réwnanie:
PR — PR =0 ezyli:
(Au + Bv 4+ C)(A'yu + B'yv +
+C)— (Lu+Bo+C)(Au+
+ B+ C) =0,

ktore zawiera spoélrzedne uiv
prostych, laczacych homolo-
giczne punkty dwoéch danych
szeregéw rzutowych. Ogél pro-
stych, ktérych spolrzedne u
1 v ezynia zado$é powyzsze-
mu réwnaniu, tworzy pewna
linje krzywa. Wypisane
powyzej réwnanie, ktore na-
wamy wprost réwnaniem tej
krzywej, jest stopnia drugie-
go w spélrzednych u i v. Sto-
pien réwnania linji krzywej
w spolrzednych u i v okresla
(w geometrji analitycznej) kla-
se tej krzywej.

DowiedliSmy zatem prawdziwos§ci nastepujacych twierdzen:

Stozkowa, bedqca ulwo-
rem dwdéch rzutowych (ale nie
perspektywicznych)pekéw pro-

Stozkowa, bedqca utwo-
rem dwdch rzutowych (ale nie
perspektywicznych) szeregow
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stych, jest linjq krzywq rzedu
drugiego.

punktéw, jest linjq krzywaq
| klasy drugiej.

Jezeli pewna krzywa jest rzedu n-go i klasy n-tej, to wéw-
czas moéwimy, ze owa krzywa jest stopnia n-go. Poniewaz stoz-
kowa, ktéra jest utworem dwéch rzutowych pekéw prostych,
moze byé — na mocy twierdzenia podstawowego tego ustepu —
uwazana tez za utwér dwéch rzutowych szeregéw punktéw,
przeto: owa stozkowa jako krzywa rzedu 2-go i klasy 2-ej, jest
krzywq stopnia drugiego.

31. Proste sieczne i zewnetrzne. Punkty zewnetrzne i we-
wnetrzne. Stozkowa S§2 na ryc. 42-ej niechaj bedzie utworem
dwéch jednokreS§lnych pekéw prostych

Pi(ay, by, cyy..) A Py(ag by €y ..)
o wierzcholkach P, i P,, a stozkowa §% na ryc. 43-e] niecha}

bedzie utworem dwéch rzutowych szeregéw punktéw

P1(4y, By, Cyy...) A pg(Ag, By, Cy,...) 0 podstawach p; i p,.

Peki prostych (P)) A (Ps)
przetnijmy dowolna prosta w,
ktéra lezy na ich wspélnej
plaszczyZnie podstawowej i nie
przechodzi przez wierzcholki
P, i P,. Otrzymane w ten spo-
s6b (ust. 7 i 15) rzutowe sze-
regi punktéw

w(A = way,...) A
A w4, = wa,,...)
o wspélnej podstawie w po-
siadaja dwa punkty zjedno-
czone: £, = E, 1 F; = F,. Przez
punkty E; iZF, szeregu pierw-
szego przechodza oczywiScie
proste e = P, B 1 f, = P, F,
peku (P), a przez punkty E,
i F, drugiego szeregu prze-
chodzg proste e, = PyE, i f, =
= P,F, peku (Py).
Dla pekéw (Py) 7 (Py) u-
zyskaliSmy dwie pary homo-

Szeregi punktéw (p,) A
A (py) rzuémy z dowolnego
punktu W, ktéry lezy na ich
wspélnej plaszezyznie podsta-

- wowej 1 nie przynalezy do

podstaw p; i p,. Otrzymane
w ten sposéb (ust. 7 i 22) rzu-
towe peki prostych

W(a, = WA,,...)) R
A W(ay = WA4,...)

0 wspélnym wierzcholtku W
posiadaja dwie proste zjedno-
czone: e; = ¢ i f; = f;. Proste
e, 1 [; peku pierwszego prze-
cinajaoczywiscie podstawe sze-
regu (p,) w punktach E, = p,e,
i F, = pif;, a proste e, i f; pe-
ku drugiego przecinaja pod-
stawe szeregu (p,) w punktach
Ey = pye; 1 Fy = pyfs.

Dla szeregéw (py) 7 (p)
uzyskaliSmy dwie pary homo-
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logicznych prostych: e, i e,
oraz fi1f,, ktére (ust. 26) prze-
cinaja sie w punktach E=
egey=E =E i F=[f,=
= F, = F, stozkowe] $2 Punk-
ty E i F, ktére przynaleza
réownoczesnie do proste] w
i do stozkowe]j S? nazywac be-
dziemy punktami przeciecia sie
prostej w ze stozkowa S2

logicznych punktéw: E; i E,,
oraz F, i F,, ktore (ust. 26)

. wyznaczaja dwie proste e = -

=FElo=—e =0l f=FF=
= f, = f, stozkowej S% Proste
e if, ktére przynaleza réwno-
czesnie do punktu Wi do stoz-
kowej S? nazywaé¢ bedziemy
(ust. 30) slycznemi, poprowa-
dzonemi z punktu W do stoz-
kowej S2

Ryec. 42.

Punkty zjednoczone E, =
== O i D S R O i e oo
mocniczych szeregéw rzuto-
wych o wspdlnej podstawie w
sa (ust. 15) punktami: a) rze-
czywistemi i réznemi od sie-
bie, b) rzeczywistemi i nakry-
wajacemi sie w jednym punk-
cie,albo tez ¢) urojonemisprze-
zonemi. Uwazana prosta w
przecina stozkowa S2 w przy-
padku: a) w dwéch rzeczywi-

Rye. 43.

Proste zjednoczone e, =
=e,=e 1 fi=f,=f pomoc-
niczych pekéw rzutowych o
wspoélnym wierzchotku W sa
(ust. 16 i ust. 22) prostemi:
a) rzeczywistemi i r6znemi od
siebie, b) rzeczywistemi i na-
krywajacemi sie na jednej pro-
stej, albo tez c¢) urojonemi
sprzezonemi. Przez uwazany
punkt W przechodza do stoz-
kowej §2 w przypadku: a) dwie |
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stych i1 réznych od siebie
punktach, b) w dwéeh rzeczy-
wistyeh punktach i zjednoczo-
nych ze soba w jednym punk-
cie, ¢/ w dwéch punktach ,u-
rojonych sprzezonych“. Owa
prosta w nazywa sie w przy-
padku: a) prosta sieczng,
b) stycznq (ust. 27), c) prostq
zewnetrznq stozkowej S2

rzeczywiste i rézne od siebie
styczne, b) dwie rzeczywiste
styczne i zjednoczone ze so-
ba na jednej prostej, ¢) dwie
styezne ,urojone sprzezone‘.
Ow punkt W nazywa sie
w przypadku: a) punkiem ze-
wnelrznym, b) punktem stycz-
no$ci (ust. 27) lub punktem le-

_zacym na S% c¢) punktem we- .

wnetrznym stozkowej S2

Skoro stozkowa S% punkt W i prosta w leza na wspélnej pla-
szezyznie, to wowezas pomiedzy temielementami zachodza zwiazki,
ktore wypowiedzie¢ mozemy w formie nastepujacych twierdzen:

Kazda prosta w przecina
sie ze stozkowq S® w dwdch
i tylko w dwdch punktach.
Owe punkty sq albo rzeczy-
wiste (1 rézne od siebie, wzgl.
nakrywajace sie w jednym
punkcie), albo tez urojone
sprzezone.

Przez kazdy punkt W
przechodzq dwie i tylko dwie
styczne do stozkowej S2. Owe
styczne sq albo rzeczywiste
(i rézne od siebie, wzgl. na-
krywajace sie na jednej pro-
stej), albo tez urojone sprze-
zZone.

Na danej stozkowej S? obierzmy dowolny punkt E i oznacz-
my przez e styczna w owym punkcie do stozkowej S

Uwazajmy punkt E za
wierzcholek peku prostych
E(a,b,...,e...).- Prosta e jest
»styczna“, a kazda prosta a,
b,..., rézna od stycznej e, jest
ysieczna“ stozkowej S2. W isto-
cie bowiem prosta np. a, ktéra
przecina stozkowa w punkecie
E i jest r6zna od stycznej e,
musi — na mocy ostatniego
twierdzenia — przeciaé stoz-
kowa S2? jeszcze w drugim
punkeie rzeczywistym.

Uwazajmy prosta e za
podstawe szeregu punktoéw
e(4,B,..., E,..). Punkt styecz-
nosci E jest ,punktem leza-
cym na“ stozkowej S% a kazdy
punkt 4, B,..., ré6zny od punk-
tu E, jest ,punktem zewnetrz-
nym* stozkowej $2. W istocie
bowiem przez punkt np. A, kt6-
ry lezy na stycznej e i jest r6z-
ny od punktu stycznosei E,
musi — na mocy ostatniego
twierdzenia — przejs$¢ jeszcze
druga styeczna rzeczywista do
stozkowej S2
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Na plaszezyznie stozko-
wej S2 obierzmy dowolny
punkt zewnetrzny X, oraz do-
wolny punkt wewnetrzny Y.
Proste EX i EY przechodza
przez punkt E stozkowej §2
i sa r6zne od stycznej e, prze-
to musza by¢ ,siecznemi tej
stozkowej. A zatem:

Przez kazdy punkl, bez
wzgledu na lo, czy on jest
punklem zewnetrznym, we-
wnelrznym, wzgl. lezqcym na
slozkowej S?, mozna zawsze
wykresli¢ ,proste sieczne“ tej
stozkowej.

Na plaszezyznie stozko-
wej S2 obierzmy dowolna pro-
sta zewnetrzna x, oraz dowol-
na prosta sieczna y. Punkty
ex i ey leza na stycznej e i sa
rézne od punktu stycznosci E
owej stycznej ze stozkowa S2,
przeto musza by¢ ,punktami
zewnetrznemi“ tej stozkowej.

Na kazdej prostej, bez
wzgledu na lo, czy ona jest
prostq siecznq, prostq zewneltrz-
nq, wzgl. slycznq stozkowej S?,
mozna zawsze obraé ,punkty
zewnelrzne“ tej stozkowej.

32. Podziat stozkowych. Stozkowa jest utworem (ust. 30)
dwéch jednokreslnych (ale nie perspektywicznych)

pekéw prostych (P)) A (Py),
o réznych wierzcholkach P,
P, i o wspélnej plaszezyznie
podstawowej .

szereg6éw punktow (py) A (p,)
o réznych podstawach py, p,
i 0 wspélnej plaszezyznie pod-
stawowej w.

Rozwazy¢é mozemy dwa przypadki: a) plaszczyzna o jest
elementem niewlasciwym lub tez b) plaszczyzna o jest elemen-
tem wlasciwym. Dla plaszezyzny podstawowej niewlasciwe]
o> uwazane peki prostych i szeregi punktéw sa (ust. 2) ,nie-
wlasciwemi pekami“ i ,niewlasciwemi szeregami“. Na mocy de-
finicji, podanej w ust. 26, otrzymany:

0g6t punktow niewtasciwych,
w kitérych przecinajq sie ho-
mologiczne proste niewtasciwe
dwdéch rzutowych pekéw pro-
stych, lezacych na plaszezyi-
nie niewlasciwej i nie posia-
dajacych wspélnego wierzehol-
ka, nazywaé bedziemy stoi-
kowa niewtasciwag.

0got prostych niewtasciwych,
ktére tqczq homologiczne punk-
ty niewtasciwe dwdch rzuto-
wych szeregéw punkiow, le-
zacych na plaszezyZnie nie-
wlasciwej i nie posiadajacych
wspoélnej podstawy, nazywaé
bedziemy stoikowaq mniewta-
Sctwaq.
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W przypadku drugim, skoro plaszezyzna podstawowa o
jest elementem wlag§ciwym, uwazane peki prostych i przy-
najmniej jeden z szeregéw punktéw musza by¢ utworami ,wla-
Sciwemi“. Drugi szereg punktéw moze byé¢ albo wlasciwy, albo
tez niewlasciwy. Wierzcholki za§ jednokreslnych pekéw prostych
moga byé: obydwa wlasciwe, obydwa niewlasciwe, wreszcie je-
den wlasciwy a drugi niewlasciwy. Stozkowq, uzyskana w po-
wyzszych przypadkach, nazywaé bedziemy stoikowaq witasciwa.

Uwaga: Rozwazania, przeprowadzone w ust. 26—31, stosuja sie do
stozkowyeh wlasciwych, jak réwniez i do stozkowych niewlaSciwych.

Wiadomo nam z ust. 31, Ze kazda prosta plaszezyzny pod-
stawowe] o przecina stozkowa S® w dwdéch punktach. Prosta
niewlasciwa [* plaszezyzny wlasciwe] o przetnie si¢ ze stoi-

kowa wlasciwa S? rdwniez

ALNE~ s iy w dwdéch punktach, ktére

g S2 oczywiscie musza byé punk-
5 . tami niewla§ciwemi 4 i B.

52 Owe punkty niewlasciwe (ust.

31) moga by¢: a) rzeczywiste

Rye. 4. Rye. 45, Rye. 46. i rézne od siebie A>, B,

. b) rzeczywiste i, zjednoczone
(nakrywajace sie) w jednym punkcie A~ = B, ¢/ urojone sprze-
zone. Na symbolicznych rysunkach 44—46 podane jest zacho-
wanie sie stozkowej wlasciwej §2 wzgledem prostej niewlasciwe]
[ Stozkowa wlasciwa $2 nazywamy w przypadku: a) hiper-
bola, b) parabolq, ¢) elipsq. Prosta niewlasciwa [ jest (ust. 31):
a) dla hiperboli ,sieczna“, b) dla paraboli ,styczng“ w. punk-
cie niewlasciwym 4~ = B, ¢) dla elipsy ,prosta zewnetrzna“.
Mozemy tedy wprowadzié¢ nastepujace definicje:

a) Stozkowa wla$ciwa, ktéra posiada dwa rézne
od siebie punkty niewlasciwe, nazywa sie hiper-
bola.

b) Stozkowa wlasciwa, styczna do prostej niewla-
Sciwej, nazywa sie parabola.

c¢) Stozkowa wlasciwa, ktéra posiada dwa niewla-
gciwe punkty urojone sprzezone, nazywa sie elipsa.

7 rozwazaf ust. 27 wiadomo nam, ze stozkowa S2 posiada
w kazdym swoim punkcie jedna i tylko jedna styczna. Réwniez
i w punkcie niewlasciwym 4% posiada stozkowa wlasciwa S§?
(ryc. 44) jedna i tylko jedna styczna a, ktéra nazywaé bedzie-
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my asymptotq. Hiperbola (por. ryc. 44 i 47) posiada zatem dwie

rzeczywiste i rézne od siebie asymptoty a i b, ktére sa pro-
stemi wlasciwemi. Dla paraboli (ryc. 45 i 48) jej obydwie asymp-
toty zjednoczyly sie z jej
tomiast elipsa (ryec. 46 i 49) '

a8 . |
posiada dwie asymptoty ,u- S2
rojone sprzezone“; praw- :
dziwosei tego dowiedziemy Y428
w ust. 49.
kolo jestszezegdlnym przy-
padkiem elipsy. W tym celu weZmy pod uwage dwa ,wprost
przystajace“ peki prostych o wspélnym wierzcholku P i wspdlnej
plaszezyznie podstawowej o

Pilaebse v = P (a% 0% c% . o,

styczna niewlasciwa [°°. Na-
Wykazemy teraz, ze Rye. 47. Ryc. 48. Rye. 19.

ktére sa (ust. 20) pekami ,eliptycznemi“. Prosta niewlasciwa [
plaszezyzny o przecina sie z temi pekami w dwdeh ,wprost
przystajacych“ szeregach punktéw niewlasciwych

[ (4%, B, C>,...) ~ 1 (45, By, Co, ...,

ktore posiadaja dwa urojone sprzezone punkty zjednoczone.
W plaszezyznie o wykonajmy taki ruch ,sztywnego“ peku
P (a%...), aby wierzcholek jego zajal nowe polozenie P;,, a po-
szezegdlne proste polozenia a, // a% by //0% ¢, // ..., ezyli in-
nemi slowy, aby nowo skonstruowany pek prostych P, (ay, by, ¢y,...)
byl perspektywiczny do szeregu [ (4,>°, By>, Cy>,...). Peki
prostych P (a,b,c,...) i P;(ay, by, cy...) sa réwniez (ust. 20) pe-
kami ,wprost przystajacemi“, a zatem i rzutowemi. Ich utwo-
rem jest elipsa, gdyz owa stozkowa S przecina sie z prosta
niewlasciwa [ w dwé6ch punktach urojonych sprzezonych, ktére
sa elementami zjednoczonemi wypisanych powyzej szeregéw
przystajacych o wspélnej podstawie [*.
7 réwnosci katéw ab = a,b, (o ile punkty
A=aa; i B=>bb, leza po jednej i tej sa-
mej ,stronie“ odcinka PpP,) oraz katéw
wierzcholkowych ¢ (rye. 50) wvnlka réow-
nosé katéw obwodowych :

e PAR PRI = f

wspierajacych sie na cieciwie PP,. Stozkowa
S?jest zatem kolem. Wykazali§my tedy, ze:

Plamitzer, Geometrja rzutowa.
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Utworem dwdch wprost przystajqcych pekéw prostych o roz-
nych wierzchotkach, ktére nie sa perspektywiczne i leza na
wspélnej plaszezyznie, jest koto.

Korzystajac z twierdzenia Sleinera (ust. 27) oraz réwnosci
katéw obwodowych: <= PAP, = <~ PBP, = < ¢ wspierajacych sie
na cieciwie PP, kola S$? (ryc. 50), dowie§¢ mozemy z latwoscia
prawdziwos$ci nastepujacego twierdzenia:

Rzucajqc poszczegdlne punkty kota = dwdéch Jjego dowolnych
punktéw, otrzymujemy dwa wprost przystajqce peki prostych.

33. Stozkowe znieksztalcone. W dotychezasowych naszych
rozwazaniach, odnoszacych sie do stozkowych, przyjmowaliSmy
dwa rzutowe peki prostych o dwéch réznych wierzcholkach,
oraz dwa jednokreslne szeregi punktéow o dwéch réznych pod-

stawach.

WezZzmy teraz pod uwage dwa rzutowe (ale nie perspekty-

wiczne)

peki prostych

Py D,y n) N Plag, by, €50
o wspélnym wierzcholku P
i o wspélnej plaszezyznie pod-
stawowe] o.

Ogoét punktow, w ktérych
przecinajq sie homologiczne
proste dwoch rzutowych (ale
nie perspektywicznych) pekow,
posiadajqcych wspolny wierz-
chotelc 1 wspoélna plaszezyzne
podstawowa, zdefinjujemy ja-
ko stozkowaq znieksztatconq.

Wierzcholek P uwaza-
nych pekéw jest punktem cha-
rakterystycznym  stozkowej
znieksztalconej, gdyz w nim
zjednoczyly sie punkty: 4=
= Ao B— DD GE=CiCoy on s
przeciecia sie homologicznych
prostych owych pekéw. Peki
te posiadaja jednak (ust. 16
i 22) dwie proste zjednoczone

szeregi punktéw
p (4, By, Cy,..) A p (4y, By, Cy,...)
o wspdélnej podstawie p.

Ogot prostych, ktore tq-
czq homologiczne punkty dwéch
rzulowych (ale nie perspekty-
wicznych) szeregow, posiada-
Jjacych wspdlnq podstawe, zde-
finjujemy jako stozkowaq znie-
ksztatcongq.

Podstawa p uwazanych
szeregéw jest prosta charak-
terystyczna stozkowe] znie-
ksztalconej, gdyz z nia zjed-
noczyly sie proste: a = 4,4,
b= BB c—20.C,. ., faezace
homologiczne punkty owych
szeregOw. Szeregi te posia-
daja jednak (ust. 15) dwa
punkty zjednoczone E, =E,



33. Stozkowe znieksztalcone. 147
e, = ¢ if, = f,. Poniewaz kaz- i F;=F, Poniewaz kazdg
dy punkt, lezacy na prostej prosta, przechodzaca przez

e, =ey, (wzgl. f; =f,), uwazaé
mozna za punkt przeciecia sie
homologicznych prostych e,
ie (wzgl f; i [,), przeto: ba-
dana stozkowa znieksztalcona
rozpadasienadwie pro-
ste zjednoczone ¢ =e,

if1:f:z,

ktére (ust. 22 i ust. 15) moga
byé¢: a) rzeczywiste i rézne od

sieble, b) rzeczywiste i nakry-
prostej,
wzgl. w jednym punkecie, ¢) uro-
jone sprzezone. Natomiast wierz-

wajace sie na jednej

cholek P i podstawa p sa zawsze
elementami rzeczywistemi.

Pozostaje nam wkoncu do

perspektywicznych

pekéw prostych
Bifat, byicn) s B (as Usti0ss);

lezacych na wspélnej pla-
szezyznie podstawowej i nie po-
siadajacych wspélnego wierz-
cholka. Peki te niechaj be-
da rzutami szeregu punktow
wd, B, C,.:).

Ogot punktow, w ktorych
przecinajq sie homologiczne
proste owych dwoch perspek-
tywicznych pekéw prostych,
zdefinjujemy jako stozkowaq
znielksztatcong.

Stozkowa ta rozpada sie
na.prosta P P laezaca
wierzcholki pekéw, oraz na
prosta w, bedaca podstawa
pomocniczego szeregu punk-
tow.

punkt E, = E, (wzgl. punkt
F, = F;), uwaza¢ mozemy za
prosta, laczaca dwa homolo-
giczne punkty E; i E, (wzgl.
F,iF,), przeto: badana stozko-
wa znieksztalcona rozpada
siena dwa punktyzjed-
0 LTOH AL T eV Dy = D T e

przypadek dwéch

omowienia

szeregéw punktow
Pi(4y, By, Cy,.) K po(Ay, By, C..),

lezacych na wspdlnej pla-
szezyznie podstawowej i nie
posiadajacych wspélnej pod-
stawy. Szeregi te niechaj be-
da przekrojami peku prostych
W(ab,c,...).

Ogdt prostych, ktore tq-
czqhomologiczne punkty owych
dwdéch perspektywicznych sze-
reqéw punktow, zdefinjujemy
jako stoikowaq znieksztat-
conq.

Stozkowa ta rozpada sie
na punkt p,p, przeciecia
sie podstaw szeregéw, oraz
na punkt W, bedacy wierz-
cholkiem pomocniczego peku

prostych.
*
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Proste P,P, i w, oraz punkty p,p, i W sa zawsze (w na-
szych rozwazaniach) elementami rzeczywistemi.

Plaszcezyzna podstawowa o dwéch rzutowyech pekéw pro-
stych o wspélnym wierzcholku P, wzgl. dwéch rzutowych sze-
regéw punktéw o wspdlnej podstawie p, dwéeh perspektywicz-
nych pekoéw prostych lub dwdéch perspektywicznych szeregéw
punktéw moze byé: 1) plaszezyzna wlasciwa, 2) plaszezyzna
niewlasciwa. W przypadku pierwszym uzyskamy stozkowe znie-
ksztatcone ,wtasciwe*, a w drugim stozkowe znieksztatcone ,nie-
wiasciwe. '

Uwaga : W odroéznieniu od nich nazwaé moglibySmy te stozkowe (wla-
Seiwe i niewlaSciwe), ktére badaliSmy w ust. 26—31, ,stozkowemi niezniekszial-
conemi*.

34. Warunki, okreslajace stozkowa. Na plaszcezyZnie s
obierzmy (ryc. 53) pie¢ dowolnych punktéw A, B, C, P, i P,,
z ktorych zadne trzy nie leza na jednej prostej. Z dwéch da-
nych punktéw, np. P; i P, rzuémy trzy pozostale punkty,
a skonstruowane w ten sposéb trzy pary prostych: P,A = q,
i d==aP B=D"1 P.B = b, P,€ =¢. 1 ¥,C =", uwaiamy
za elementy homolagiczne dwdceh rzutowych pekéw prostych

Py (b ety 7 Ps (0 Uy Oy i)

Utworem tych pekéw jest (ust. 27) stozkowa S2, przechodzaca
przez dane punkty A, B, C, P, i P,. Ta stozkowa jest jedynq
stozkowa, ktéra przechodzi przez owe punk-
ty. Przypusémy bowiem, Ze jest dana inna
stozkowa §3, przechodzaca przez punkty A,
B, C, P, i P,. Rzucajac poszczegblne punkty
stozkowej $% z dwéch je] punktow Py i Py
otrzymamy (ust. 27) dwa rzutowe peki pro-
stych (P,) A (P,), dla.ktérych proste a; i a,,
Ryec. 53, b, i by, ¢; 1 ¢, sa oczywiScie elementami ho-
mologicznemi. Rzutowo$¢é ta jest zatem iden-

tyezna (ust. 17) z rzutowoscia, poprzednio skonstruowana, ezyli in-
nemi slowy stozkowa $? jest identyczna ze stozkowa $2 A zatem:

Pie¢ punktow dowolnej Pig¢ prostych dowolnej
ptaszczyzny, z kitérych zadne ptaszczyzny, z ktérych zadne
trzy nie lezq na jednej proslej, trzy nie przechodzq przez je-
okresla jednq i tylko jednq den punkt, okreslajedngq ityl-
stozkowq, przechodzqcq przez ko jednaq stozkowaq, dla kiérej
te punkly. e proste sq stycznemi.
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Obierzmy na plaszezyzZnie e cztery punkty 4, B, P, i P,
z ktorych zadna tréjka nie lezy na jednej prostej, oraz prosta
sy, przechodzaca tylko przez punkt np. P,. Punkty P;i P, uwa-
zajmy za wierzcholki dwéch rzutowych pekéw prostych, kto-
rych elementami homologicznemi sa proste: P4 = a; i PoAd= a,,
PiB—bii" PsB —h. sorazss, i PP — s -uStozkowa S2nibedaca
utworem tych pekow, przechodzi przez.dane punkty 4, B, P,
P, i posiada (ust. 27) w wierzcholku P, pierwszego peku styczna
si. W spos6b podany poprzednio wykazaé mozemy, zZe istnieje
jedna i tylko jedna stozkowa S? spelniajaca powyzsze
warunki. A zatem:

Stozkowa (nieznieksztal-
cona) jest okreslona, skoro da-
ne sq czlery dowolne jej punk-
ly, (z ktérych zadne trzy nie
leza na jednej prostej), oraz
styczna w jednym z nich, nie
przechodzqca przez zaden z po-

Stozkowa (nieznieksztal-
cona) jest okreslona, skoro da-
ne sq czlery dowolne jej stycz-
ne, (z ktérych zadne trzy nie
przecinaja sie w jednym punk-
cie), oraz punkt stycznosci jed-
nej z nich, nie lezqcy na Zadnej

zoslatych punktéow danych. . zpozoslatychstycznych danych.

Na plaszczyZnie ¢ niechaj dane bedg trzy punkty A4, Py
i P,, nie lezace na jednej prostej, oraz prosta s,, przechodzaca
tylko przez punkt P;, i prosta ¢, przechodzaca tylko przez
punkt. B, Skoro trzy pary prostych: PA=a, i PA=a,, s
i PPy =35, P Ps=1t 1 t, uwazaé bedziemy za homologiczne
elementy pekéw rzutowych

Py (ay, sy, tyy...) [\ Py (@y, 83 yy..)s

to utworem tych pekéw bedzie jedna i tylko jedna stoi-
kowa §% przechodzaca przez dane punkty A, P, i P, oraz po-
siadajaca styczna s; w punkcie P, i styczna f, w punkcie P,.

A zatem :

Stozkowa (nieznieksztal-
cona) jest wyznaczona, skoro
dane sq trzy dowolne jej punkly
(nie lezace na jednej prostej),
oraz styczne w dwu z nich,
nie przechodzqce przez zaden
z pozostatych punktow danych.

Stozkowa (nieznieksztal-
cona) jest wyznaczona, skoro
dane sq trzy dowolne jej stycz-
ne (nie przecinajace sie w jed-
nym punkcie), oraz punkly
slycznosci dwu z nich, nie le-
zqce na zadnej z pozostatych .
stycznych danych.
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Uwaga: W ust. 54-ym wykazemy, ze albo nie istnieje ani jedna stoz-
kowa, albo tez istnieja d wie takie stozkowe, ktére: @) przechodza przez
cztery dane punkty (z ktérych zadne trzy nie leza na jednej prostej)i sa
styczne do danej prostej, (nie przechodzacej przez zaden z danych punktow) ;
b) sa styezne do czterech danych prostyeh (z ktorych zadne trzy nie prze-
cinaja sie w jednym punkeie) i przechodza przez dany punkt (nie lezacy na
zadnej z danych prostych).

W ust. 55-ym wykazemy, ze albo nie istnieje ani jedna stozkowa, albo
tez istnieja cztery stozkowe, ktore: a) przechodza przez trzy dane punkty
(nie lezace na jednej prostej) i sa styczne do dwéch danych prostych (nie
przechodzacych przez zaden z danych punktéw); b) sa styezne do trzech
danych prostych (nie przecinajacych sie w jednym punkeie) i przechodza

przez dwa dane punkty (nie lezace na zadnej z danych prostych).

Inne sposoby wyznaczenia stozkowej oméwimy w ust. 52.

35. Zadania konstrukcyjne i ¢wiczenia. Korzystajac z do-
tychezasowych rozwazafi, rozwiaza¢ mozemy zadania konstruk-
cyjne, odnoszace sie do stozkowych.

Zadanie 1: Danych jest
na plaszezyznie pie¢ punktow
1, 2, 3, & i 5, ktore okreslaja
stozkowa S§% oraz prosta [
przechodzaca przez punkt 5.
Skonstruowaé nalezy drugi
punkt przeciecia sie prostej [
ze stozkowa S2

Rozwiazanie1: Punk-
ty Hinp. 1 uwazajmy za wierz-
cholki dwdéch rzutowyeh pe-
kéw prostych, ktérych ele-
mentami homologicznemi sg

prosig: H2=ail. 1Z=u,,
b33=b 1 A8=D0;; Sbk=c i
14=c¢. Skoro — w sposéb

poznany w ust. 19. — uzupel-
nimy dwa peki jednokreslne

D Cach & N Kby ot

i prostej [, uwazanej za ele-
ment peku (5), podporzadku-
jemy w peku (7) jedna Scisle
okreslona prosta [, to wéw-

Zadanie 2: Danych jest
na plaszezyznie pie¢ prostych
L1, II, 1V i V, ktore okre-
slaja stozkowa S2% oraz punkt
L, lezacy na stycznej V. Skon-
struowac nalezy druga stycz-
na stozkowej S2 przechodza-
ca przez punkt L.

Rozwiazanie 1: Stycz-
ne Vinp. I uwazajmy za pod-
stawy dwoéch rzutowych sze-
regéw punktow, ktérych ele-
mentami homologicznemi sa
punkty: V=4 i 1Tll=4,
VIll=BilIH =B, VIV=C
i IIV=C, Skoro — w spo-
s6b poznany w ust. 19 — uzu-
pelnimy dwa szeregi jedno-
kreslne

VA4, B, C,.. Yy (A4, By G- o)
i punktowi L, uwazanemu za
element szeregu (V), podpo-
rzadkujemy w szeregu (I) je-
den §ci§le oznaczony punkt
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czas punkt [, = 6 rozwiazuje
zadanie. W istocie bowiem pe-
ki (5) A (1) utworza stozkowa
$2, a punkt I, =6 tej stoz-
kowej lezy na danej prostej L

Rozwiazanie 2: Da-
ne punkty i szukany punkt 6
uwazajmy za wierzcholki sze-
sciokata (12345 6), wpisane-
2o w dana stozkowa S2

Korzystajac z twierdze-
nia Pascal a (ust. 28), skon-
struujemy z latwoscia zadany
punkt 6. Ze schematu, poda-
nego na rye. 54, wynika, Ze
prosta Pascala p = P,P, prze-
chodzi przez punkty P; i P,,
w ktérych przecinaja sie pary
prostych: 121 45, wzgl 23
i 56 =1 Prosta 34 i prosta
6 1, (faczaca nieznany wierz-
cholek 6 z punktem 1), prze-
ciaé sie musza w punkcie P,
na prostej Pascala p. Ponie-
waz punkt P; przynalezy do
prostych p i 34, przeto pro-
sta P41 =61 przechodzi przez
szukany punkt 6. Proste [ =
— SRS — 56 PO S pT.Z oG
naja sie w punkcie 6, ktory
spelnia warunki zadania.

L,, to woéwezas prosta LL, = VI
rozwiazuje zadanie. W istocie
bowiem szeregi (V) A (I) u-
tworza stozkowa S?% a stycz-
na LL; = VItej stozkowej prze-
chodzi przez dany- punkt L.

Rozwigzanie 2: Da-
ne proste i szukana prosta VI
uwazajmy za boki sze§ciobo-
ku (II1HII1V V VI), opisanego
na danej stozkowej S2

Rye. 55.

Korzystajac z twierdze-
nia Brianchona (ust. 28),
skonstruujemy z latwoscia za-
dana styczna VI. Ze schematu,
podanego na ryc. 55, wynika,
ze punkt Brianchona B = b,b,
lezy na prostych b, i b,, kto-
re lacza pary punktéw [I1I
iIVV, wzgl. ILIIT i V VI=L.
Punkt 111 I'Vipunkt VI I (prze-
ciecia sie nieznanego boku VI
z prosta I), wyznaczaja pro-
sta bs, przechodzaca przez
punkt Brianchona B. Poniewaz
prosta b, przynalezy do punk-
téw B i Il IV, przeto punkt
by = VII lezy na szukanej
prostej VI Punkty L= Vb, =
= V VIi b, = VII wyznacza-
ja prosta VI, ktéra spelnia wa-
runki zadania.
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Uwaga: Zadania 1 i 2, jak konstrukeje, wypisane obok siebie i sluzace
do rozwigzania tych zadan, podporzadkowane sa sobie (ust. 5) w mysl za-
sady biegunowej dwoistosei na plaszezyznie. Z tego tez powodu w dalszym
ciagu podawaé bedziemy rozwiazania zadan wypisanych po jednej (np. lewej)
stronie.

Zadanie 3: Stozkowa S? Zadanie 4: Stozkowa S§*
okreslona jest piecioma punk- okreslona jest piecioma stycz-
tamasle 25 ksivg iziikidry ch nemi I, II, III, IV i V, z kté-
zadna tréjka nie lezy na jed- rych zadna tréjka nie prze-
nej prostej. Skonstruowac na- chodzi przez jeden punkt.
lezy styczna e w punkcie 3 Skonstruowa¢ nalezy punkt
do stozkowej S2. . styezno$ei E stycznej I ze

\ stozkowa S2.
Rozwiazanie 1: Punkty 3 i np. 1 uwazajmy za wierz-
cholki dwéch rzutowych pekéw prostych, ktérych elementami
homologicznemi sa pary prostych: 32=a i 12=a,, 34=0
i14=0b, 35=c i 15=c, Prostej 13, laczacej wierzcholki tych
pekow i uwazanej za element peku (7), podporzadkowana be-
dzie w peku (3) prosta e; owa prosta (ust. 27) jest styczna
w wierzcholku 3 do stozkowej S$2 i rozwiazuje zadanie.
Rozwiazanie 2: Skoro dane punkty uwaza¢ bedziemy za
wierzcholki pieciokata wpisanego w stozkowa S? to korzystajac
(ust. 29) z twierdzenia Pascala, skonstruowa¢ mozemy szu-
kana styczna e. Pieciokat (1 2345) jest szczegllnym przypad-
kiem szeSciokata (123 =6%4J), ktérego dwa wierzcholki 3 i 6
zjednoczyly sie w jednym punkcie 3 =6, a ktérego bok 36=e
jest styczna stozkowej S2 7 wypisanego schematu wynika, ze
prosta Pascala p= P,P, przechodzi
przez punkty P;i P,, w ktérych prze-

123|645
l

12 164 ... P:l cinaja sie pary prostych 12 1 64,
23 hD ... Pyip wzgl. 23 1 4 5. Prosta 51 i nieznana
e=36 |51 ... P styezna e= 36 przecia¢ sie musza

w punkecie P; na prostej Pascala p.
Proste p=P,P, i 51 przecinaja sie punkcie P; a prosta
P,3 = 36 = e jest szukana styczna.

Cwiczenie 1: Rozwiazaé zadanie 3 wowezas, jezeli punkt 3 stozkowej
$2 jest punktem niewlasciwym 3oo, przynaleznym do danej prostej a. (Wy-
nikowa styczna e = 306, rownolegla do prostej a, jest asymptota stoz-
kowej S?). :

Cwiczenie 2: Parabola S? okre§lona jest (p. zad. 4) czterema stycznemi
wlasciwemi I, II, 1II i IV, oraz styczna niewlasciwg V . Skonstruowaé nalezy-
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punkt stycznosci E stycznej II1 z ta parabola: a) przy pomocy dwéeh rzu-
towych szeregéw punktéow o podstawach 111 i np. I; b) przy pomocy twier-

dzenia Brianchona.

Zadanie 5: Parabola S$?
okreslona jest frzema stycz-
nemi wlagciwemi [, 11, 111, stycz-
na niewlasciwa IV* i punk-
tem stycznosci A styeznej I
Skonstruowaé nalezy punkt
stycznosci E> stycznej IV
z parabola.

Zadanie 6: Hiperbola $2
okreslona jest trzema punk-
tami wlasciwemi 71, 2, 3, punk-
tem niewlasciwym 4 (przy-
naleznym do danej prostej [)
i styczna a w punkcie 2. Skon-
struowaé¢ nalezy asymptote
(styczna) w punkeie 4 hiper-

boli.

Rozwiazanie: Skoro dane styczne uwazaé bedziemy
(ryc. 56) za boki czworoboku (I II IIl IV*), opisanego na para-
boli §%, to korzystajac (ust. 29) z twierdzenia Brianchon’a
skonstruowa¢ mozemy zadany punkt stycznodci E«. Uwazany
czworobok jest szezegélnym przypadkiem sze§cioboku (I 1l =
= VII[ IV> = VI*), opisanego na tej paraboli, przyczem boki
Il i V zjednoczyly sie na’' jednej i
prostej, a punkt stycznosci A = II 'V i J
jest punktem przeciecia sie stycz-

nych II i V, oraz dwa boki niewla- AR LY |
sciwe IV i VI* zjednoczyly sie bé
na prostej niewlasciwej, a szukany B0 ‘?@ e
punkt’ styeznosci - E*® = 1V V] o 2 3 -
LIV\ V=T

jest punktem przeciecia sie stycz- e
[T IS by

Joo 1 Voo 7 w 1 ] :
nych I‘\ VI8 W ypisanego (na 2 27 TRES beb s
ryc. 56) schematu wynika, ze pro- /4 lyz«y ek
sta by //IIl i prosta b, //I przeci- Ryc. 56.

naja sie w punkcie Brianchona,

B = b;b;. Punkt stycznoSci 4= II V i nieznany punkt styczno-
Sei Ee = JV* VI* wyznaczaja prosta b, = AE*, ktéra koniecz-
nie przej$¢ musi przez punkt Brianchona B = b;b,, Wnosimy

stad, ze punkt niewlasciwy E* prostej b, = AB rozwiazuje za-

danie.

Zadanie 7: Dane sa a-
symptoty a, b i dowolna stycz-
na s hiperboli. Wyznaczyé
punkt stycznosei S prostej s
z hiperbola.

Zadanie 8: Dane sa a-
symptoty a, b i dowolny punkt
S hiperboli. Wyznaczy¢éw punk-
cie S styczna s do tej hi-
perboli. :
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Rozwigzanie: Uwa-
zajmy asymptote a za prosta,
na ktorej zjednoczyly sie dwie
stycezne I'i Il hiperboli. Punkt
styeznosci A4 asymptoty a
z hiperbola jest wowezas punk-
tem A% = [ II przeciecia sie
styeznych [ i II. Podobnie
z asymptota b zjednoczyly sie
dwie styczne II1i IV, a punkt
B = IV jest drugim punk-
tem niewlasciwym hiperboli.
Skoro zalozymy, ze na stycz-
nej s zjednoczyly sie dwie dal-
sze styczne V i VI hiperboli,
to ich punkt przeciecia sie
S = V VI spelnia warunki za-
dania. Korzystajac z szeScio-
bokus(l =l I =1V V="V
opisanego na hiperboli (ust.
43), z latwoscia skonstruuje-
my 6w punkt stycznosei S.

Cwiczenie 3: Hiperbola wy-
znaczona jest (ryc. 57) trzema punk-
tami wlasciwemi 1,2, 3 i asymptota
a (w punkcie niewlaseiwym prostej
a zjednoczyly sie punkty 40 i 5°° hi-
perboli). Skonstruowacé nalezy (przy
pomocey twierdzenia Pascala) styez-
na s w punkcie 2 do hiperboli.

Rozwiazanie: W punk-
cie stycznosei asymptoty a
z hiperbola zjednoczyly sie
dwa niewlasciwe punkty 1<
1 2% hiperboli. Asymptota a
jest wowezas prosta wlasciwa
a—1%>=2>=1aczaca punkty 1
i 2°. Podobnie w punkecie nie-
wlagciwym asymptoty b zjed-
noczyly sie dwa punkty 3
Lok Raprostas =g fC siost;
druga asymptota hiperboli.
Skoro zalozymy, zZe w punk-
cie S zjednoczyly sie dwa dal-
sze punkty 5i6 hiperboli, to
prosta laczaca owe punkty
56 = s spelnia warunki zada-
nia. Korzystajac z szesciokata
(1= 2 3= 4" 5=—6); wpisarie-
go w hiperbole (ust. 43), z lat-
woscia skonstruujemy owa
styezna s.

Cwiczenie 4: Hiperbola wy-
znaczona jest (ryc. 58) trzema stycz-
nemi wlasciwemi I, I1, I11 i asympto-
ta a (na ktorej zjednoczyly sie dwie
styezne IV iV hiperboli). Skonstru-
owaé nalezy (przy pomocy tw. Brian-

chona) punkt stycznosei S styeznej
IT do hiperboli.

Rye. 57.

Rye. 58.

Cwiczenie 5: Hiperbola okreslona jest dwoma punktami wlaSciwemi
1i2, punktem niewlasciwym 30, przynaleznym do danej prostej [, oraz asymp-
tota a =405, Skonstruowaé (przy pomocy tw. Pascala) druga asymptote

b =326 tej hiperboli.
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Cwiczenie 6: Hiperbola okreSlona jest asymptota a (zawierajaca
punkty 7c0 = 2c0) punktami 3 i 4%, oraz styczna s w punkcie wlasciwym 3.
Skonstruowaé nalezy druga asymptote b =4 5% tej hiperboli. — Do kon-
strukeji uzyé nalezy szeSciokata (100 =29 3 =6 4% = 5),

Zadanie 9: Dane sa a- Zadanie 10: Dane sa a-
symptoty a, b i dowolna stycz- symptoty a, b i dowolny punkt
na V hiperboli. Z punktu 7, 5 hiperboli. Przez punkt 5 po-
lezacego na prostej V, popro- prowadzmy prosta t i wyznacz-
wadzi¢ styczna VI do hiper- my punkt 6 przeciecia sie pro-
boli. stej t z hiperbola.

Rozwiazanie: Niechaj styczne [ i II hiperboli zjedno-
cza sie z asymptota a, oraz styczne IIli 1V z asymptota b. Ko-
rzystajac z szeScioboku (I=1II IIl = IV V VI), opisanego na hi-
perboli, z latwoscia skonstruujemy wynikowa styczna VL

Cwiczenie 7: Parabola okres§lona jest czterema stycznemi wlasciwemi
LILIIiIV. Z punktu 7, lezacego na prostej II, wykresli¢ styczna VI do pa-
raboli. (Skoro styczna niewlaSciwa paraboli oznaczymy przez Voo, to przy
pomocy szeScioboku (I II VI III1 IV Veo) wykreslimy prosta VI).

Cwiczenie 8: Rozwiazaé éwiczenie 7 wowezas, skoro parabola okre-
§lona jest: a) trzema stycznemi [, I1, IIT i punktem stycznosci C stycznej I11;
b) dwiema stycznemi I1i II, oraz ich punktami stycznosci A i B.

Cwiczenie 9: Parabola okreslona jest czterema punktami 1,23, 400,
oraz styczna niewlasciwa ace w punkeie 4. Przez punkt 2 wykresli¢ dowolna
prosta ! (nie zawierajaca zadnego z pozostalych punktéw danych) i wyzna-
czy¢ punkt 6, przeciecia sie prostej [ z parabola. (— Do konstrukeji uzyc
nalezy szeSciokata (126 340 5%0), przyczem aoe = 4 50),

Zadanie 11: Dane sa trzy punkty wlasciwe 1,2, 3 i asymp-
tota a hiperboli. Skonstruowaé¢ nalezy druga asymptote b tej
hiperboli.

Rozwiazanie: Przez punkt niewlasciwy asymptoty a,
w ktérym zjednoczyly sie dwa punkty 4 i 5% hiperboli, po-
prowadzmy prosta niewlasciwa [ Drugi punkt 6, przeciecia

sie prostej [>° z hiperbola, otrzy-

12382 =526 mamy przy pomocy wypisanego
12 |4o5°=aqa ...P, ] schematu.

23 |52 6°=1[ P>p Skoro zalozymy, ze z punk-
LR LS SRR p, | tem 6% zjednoczyl si¢ punkt nie-

wlaciwy 7°, to prosta wlasciwa
b= 6>7> bedzie szukana asymptota hiperboli. Prosta-b wy-
czymy za posrednictwem sze§ciokata np. (1 24>° =526 =7),
wpisanego w hiperbole.
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Zadanie 12: Dane sa trzy styczne wlasciwe [ IIilll, oraz
asymptota a hiperboli. Skonstruowaé¢ druga asymptote b tej
hiperboli.

Rozwiazanie: Stosujac dwukrotnie twierdzenie Brian-
chona wyznaczymy punkty styeznosci AiB styeznych [ill z hi-
" perbola. Nastepnie wezmy pod uwage szeSciokat (1 =2 3=/
5 6>), wpisany w hiperbole, ktérego dwa wierzcholki 712
zjednoczyly sie w punkeie styeznosei 4, dwa dalsze wierzcholki
314 zjednoczyly sie w punkecie stycznosci B, wierzcholek 5
jest punktem niewlasciwym asymptoty a, wreszcie wierzcholek
6 jest drugim punktem przeciecia sie prostej niewlasciwej
[ =5=6> 7z hiperbola. Stosujac twierdzenia Pascala do sze-
sciokgtow (1 =2 3 =4 5261 (1 =2 3 5> 6> =7%) skonstru-
ujemy najpierw punkt 6%, a nastepnie asymptote b= 67>,

Uwaga: Skoro porownamy szeSciokaty wpisane w stozkowa S? i sze-
Scioboki opisane na stozkowej S? jakiemi poslugiwaliSmy sie w tym ustepie
przy stosowaniu twierdzen Pascala i Brianchona, to zauwazymy, Ze nie wy-
pisywaliSmy w dowolnym porzadku wierzcholkow owych szeSciokatow, wzgl.
bokéw owyeh szesciobokow. Zawsze ,obok siebie“ wypisane byly te wierz-
cholki (wzgl. boki), ktore zjednoczone byly w jednym punkeie (wzgl. na jed-
nej prostej). — W zadaniu np. 3 obok siebie wypisaliSmy wierzcholki 3 i 6
przynalezne do stycznej e; podobnie w zadaniu np. 5 obok siebie wypisa-
liSmy boki IT i V, oraz IVe i VIe. Porzadek dalszych wierzcholkéw, wzgl.
bokoéw tych wielokatow byt juz dowolny. W zadaniu np.5 mogliSmy uzy¢
do konstrukeji szeSciobokéw: (I =V I Il IVeo=VIo), ([ III 1[>c =V
LV.o0'= YT ooy, tIIl FV.eo = Nijes [ I =.Vy i t. D,

W zadaniu np. 1 na danej prostej [ leza wierzcholki 5 i 6. Ot6z do
konstrukeji uzy¢ mozemy takich szeseciokatow, w ktoryehby wierzcholki 5i6
wypisane byly ,obok siebie“. A zatem: (135624%), (156324%), (165243),1t. p.

W zadaniu np. 2 styezne V i VI przecinaja sie w danym punkeie L.
Do konstrukeji postugiwaé sie mozemy szesciobokami np. (V= VI I IV III II)
(I V=VI I IIV), (I I1TV Il VI=V),... przyczem boki V i VI musza
byé¢ wypisane zawsze obok siebie.

Przy wypisywaniu wierzcholkéow szeSciokatow (wzgl. bokow szesciobo-
k6éw) nalezy baczyé na to, aby w schemalach uwzglednione byty wszelkie wa-
runki odnosnego zadania! W zadaniu 1 uzy¢ musimy do konstrukeji danej
prostej | =506; podobnie w zadaniu 2 uzyé musimy danego punktu L =V VL.
W zadaniu np. 5 uwzgledni¢ musimy dany punkt styeznosci A=II V i wy-
nikowy punkt stycznosei £oo = [Veo VI, W wymienionych tu zadaniach pro-
sta [, punkty L, A i E> sa ich ,warunkami“.

36. Konstrukcje Steinera. W ust. 19 poznaliSmy sposoby
konstrukeyjnego uzupelnienia dwéch rzutowych szeregéw punk-
téw o- wspdlnej podstawie, oraz dwdéch jednokresinych pekéw
prostych o wspélnym wierzcholtku i wspélnej plaszezyznie pod-
stawowej. Jednak dopiero teraz oméwié mozemy konstrukeje,
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sluzace do wyznaczenia punktéow zjednoczonych (ust. 15) i pro-
stych zjednoczonych (ust. 16 i 22) tych utwordw.

Na plaszezyznie rysunkowej dane sa (ryc. 59) trzy pary
homologicznych prostych a; i a, by i by, ¢; i ¢, dwéch rzuto-
wych pekéw prostych o wspélnym wierzcholku P. Przez 6w punkt
P poprowadzmy dowolna stozkowa $?; na rye. 59 uzyto kola
celem uproszezenia konstrukeji. Poniewaz wierzcholek P przy-
nalezy do stozkowej S2, przeto kazda prosta, przechodzaca przez
punkt P, przetnie sie (ust. 31) ze stozkowa S? jeszcze w jednym
i tylko jednym punkeie. Punkty, w ktérych proste ay, by, ¢, ...
i @y, by, sy ... przecinaja sie z kolem S$% oznaczmy odpow. przez
A, By, G- i Agy By, G, .- Skora elementy A4, B,, €,,... rzucimy
z punktéw P i A4, stozkowej S§%, to ofrzymamy (ust. 27) dwa
jednokreslne ) peki prostych P(ay, by,...) A\ Ay (a'y, b'y,...). Podob-
nie za posrednictwem punktéw A4,, By, C,,... stozkowe] S2, uzy-
skamy dwa inne peki rzutowe P (ay, by,...) ) A (@'y, V', ...). 7 lah-
cucha utworéw jednokresinych

A (0 U o) I Bt ibys i) KoPAays Doyt 7 A (@5 05 Clg0v)

wynika (ust. 7) rzutowosé pekow (4,) i (4,). Poniewaz nadto peki
(45) A (A,) posiadaja prosta zjednoczona A4, = d'y = 'y, Wige
sa one (ust. 18) utworami perspektywicznemi. Punkty B = b0,
C = ¢'\¢,,..., przeciecia sie homologicznych prostych owych pe-
kow, leze¢ musza tedy na pomocniczej prostej w. WykazaliSmy
w ten sposéb, ze pomiedzy pekami prostych o wierzcholkach
P, Ay, 4; 1 szeregiem punktéw o podstawie w zachodza zalezno-
sci, ktére wyrazi¢ mozemy symbolicznie zapomoca ogniw na-
stepujacego lancucha :

Pla, byep ) Nds@ sty YR w4 B, C,..)

Podstans b g e ) TR P (a6 D6y i)

Zadanie 1: Dane sa trzy pary homologicznych prostych
dwéeh jednokresinych pekéw prostych o wspélnym wierzcholku
P. Nalezy uzupehié¢ te peki, oraz skonstruowac ich proste zjed-
noczone.

Rozwiazanie: Cheac uzupemié¢ peki P (ay, by, cy,...) 7
A P (ay by, cyy...), skorzystamy z wypisanego powyzej lancucha
utworéw rzutowych. Dowolna prosta n, (ryc. 59) peku P(a,,...)
przetnie sie z kolem $* w punkcie N,. Element n’; = 4,N, peku
(4;) wyznaczy na podstawie szeregu (w) punkt N = n’;w, przez

) Poniewaz S? jest kolem, przeto owe peki prostych sa (ust. 32) dwoma
pekami wprost przystajacemi.
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ktéry przejdzie prosta n’s = A;N peku (4,). Przez punkt N,
przeciecia sie prostej n’y z kolem S2 przechodzi element wyni-
kowy n, = PN, peku (P), gdyz spelnione sa oczywiscie warunki:

PRu s ) R Al st b s WA NP A Al o 1 s) N2 (i TG,

Proste n, i n, tworza za-
tem pare homologicznych
elementéw uwazanych pe-
kéw rzutowych o wspélnym
wierzcholku P.

Oznaczmy przez E i F
punkty przeciecia sie pod-
stawy w pomocniczego sze-
regu z kolem S Jezeli za-
miast prostej n, = PN, wez-
miemy pod uwage prosta
ey = PE;— PE ¥ zastosuje-
my powyzej przeprowadzo-
na konstrukeje, to z latwo-

Rye. 59. Scia stwierdzimy, ze homo-

logiczny element e, = PE,

nakryje sie z prosta e,. Prosta PE = e; = e,, jak réwniez prosta

PF = f, = f, sa zatem (ust. 22) prostemi zjednoczonemi
pekéw jednokresinych o wsp6lnym wierzcholku P.

Poniewaz prosta w jest (ryc. 59) ,sieczna“ kola §? (ust. 31),
przeto proste zjednoczone PE i PF sa rzeczywiste i rézne od
siebie. Gdyby prosta w byla styczna kola S? to wéwczas pro-
ste zjednoczone nakrylyby sie na jednej prostej PE = PF.
Gdyby wreszcie pomocnicza prosta w byla ,prosta zewnetrzna“
kola 82, to proste zjednoczone bylyby elementami urojonemi
sprzezonemi.

Zadanie 2: Dane sa trzy pary homologicznych punktéw
A 1A, ByiB, C;iC, dwéch rzutowych szeregéw o wspélnej
podstawie p. Nalezy uzupelni¢ te szeregi punktéw i skonstruo-
wacé ich punkty -zjednoczone.

Rozwiazanie 1: Z dowolnego punktu wlasciwego P, nie
lezacego na podstawie p, rzuémy dane szeregi punktow, to otrzy-
mamy (ust. 16) dwa rzutowe peki prostych

Pabnienr o) N P(dg by Coiits)

o wspélnym wierzcholku P. Skonstruujmy nastepnie (p. zad. 1)
pare homologicznych prostych n, i n, oraz proste zjednoczone
e,=¢e, 1 fi;=/[, pomocniczych pekéw. Prosta p przetnie sie
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z owemi elementami w punktach: Ny, =mnp i N,=n,p, oraz
E,=E, =ep=-@ep 1 F, =F;, =4ip="»Fp, ki6re-rozwigznja
zadanie.

Rozwiazanie 2: Konstrukecje przeprowadzi¢ mozemy
tez bezposrednio, stosujac zasade biegunowej dwoistosci (ust. 5)
do konstrukeji Steinera, podanej na ryc. 59. W tym celu uwa-

as

R 2 %
Ai EaFe BrlN Gy Bz NoCoF=Fz Az

Rye. 60.

zajmy podstawe p danych szeregéw punktéw za styczna stoz-
kowej §%; na ryc. 60 przyjeto kolo, aby uprosci¢ konstrukeje.
Wykreslmy nastepnie z poszczegélnych punktéw A4, By, C,,...
i Ay, By, Cy,.:. podstawy p ‘styczne: ag; by, ey, ... i @y by Gy, 'O
kola §°. Przetnijmy owe styczne prostemi a, i a;, to uzyskamy
wéwezas dwa jednokreslne szeregi punktéw a, (A}, By, C'y,...)
ia;(A4, B, Cs,..), gdyz (ust. 27) zachodza relacje:

LA B Y R AL B D Ry, Byt B el B

Poniewaz nadto punkt 4y = 4’ = a;a, jest elementem zjedno-
czonym szeregéw (a,) A (@), przeto one sa (ust. 18) szeregami
perspektywicznemi.

Korzystajac z lancucha utworéw rzutowyeh:

BB R A s B € )y EWCa Die ) A
R (s Bloy Uy« IR P4 By Gosii)
— przyczem W jest punktem przeciecia sie prostych b= B, B,
i ¢= (,C, — z latwoscia skonstruujemy (rye. 60) dowolna pare
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homologicznych punktéw N, i N,, oraz punkty zjednoczone
E,=E, i F\ =F, uwazanych szeregéw rzutowych o wspélnej

podstawie p.

Zadanie 3: Stozkowa §?
okreslona jest piecioma punk-
tami 1, 2, 3, 41 5, z ktérych zad-

"ne trzy nie leza na jednej pro-
stej. Na plaszezyznie tej stoz-
kowej lezy dowolna prosta I,
ktéra nie przechodzi przez za-
den z danych punktéw. Skon-
struowaé nalezy punkty prze-
ciecia sie prostej [ ze stozkowa.

Zadanie 4: Stozkowa §2
okres§lona jest piecioma stycz-
nemi LIL I 1ViV, z ktérych
zadne trzy nie przechodza
przez jeden punkt. Na pla-
szezyznie tej stozkowej lezy
dowolny punkt L, ktéry nie
przynalezy do zadnej z da-
nych stycznych. Skonstruo-
wac nalezy styczne do stozko-

wej, przechodzace przez dany
punkt L.

Rozwiazanie: Stozkowa $? uwaza¢ mozemy za utwor
dwéch rzutowyeh pekéw prostych

lay, by, €5.5.) N2 (@ by Caein ),
ktorych elementami sa proste: q; =13, ay =23, by =14, by = 24,

¢ =15, ¢, =25,... Skoro owe peki przetniemy prosta I, to otrzy-
mamy dwa rzutowe szeregi punktow

B BC VA B e,

ktére posiadaja (ust. 15) dwa (rzeczywiste lub urojone sprze-
zone) punkty zjednoczone E =E, i F\=F, 7 rozwazah
ust. 31 wiadomo nam, Ze owe punkty zjednoczone sa szukanemi
punktami przeciecia sie prostej I ze stozkowa S2 .

Cwiczenie 1: Zadanie 3 rozw‘igzaé wowezas, jezeli stozkowa S* okre-
Slona jest: a) czterema punktami 1,2, 3,4 i styczna ¢, w punkeie 1; b) trzema
punktami 7,213 oraz.dwiema stycznemi ¢, i by, w punktach 71 2

Cwiczenie 2: Zadanie 4 rozwiaza¢ wowezas, gdy stozkowa S$2 okreslona
jest: @) czterema stycznemi [, I1, I11, IV i punktem stycznoSci C, stycznej I;
b) trzema stycznemi I, I1iIII, oraz dwoma punktami stycznoseci C, i B, stycz-
nych I'ill.

Uwaga: Jezeli dana prosta [ ‘
przechodzi przez jeden z danych
punktéw stozkowej S?% to 1

Uwaga: Jezeli dany punkt L
lezy na jednej z danych stycznych
stozkowej S? to

stosujemy wowezas konstrukeje, podane w ust. 35.

37. Badanie utworu pekéw rzutowych. Dane sa (ryc. 61)
trzy pary homologicznych prostych: a, i a, b, i b,, ¢; i ¢, dwoch
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rzutowych pekéw (Py) i (P,), ktérych wierzcholkami sa punkty
wlaséciwe. Zbadajmy, czy utworem tych pekéw jest elipsa, pa-
rabola, wzgl. hiperbola ?

W tym celu przez dowolny punkt wlasciwy P wykreslmy
proste:iat /fa, byllby ¢yl ey oraz.idl, /] ascbis ff by €yl e Uz y-
skamy wowezas (ust. 20) dwie pary przystajacych pekow :
Pla' e Vs € o) =Bl By 6,5 i Pl 5 Do O o Py (0, D9y €553
a zarazem dwa jednokreslne peki prostych

P b G i) I Pl 5 D 5, €55002)

o wspdlnym wierzcholku P. Za posrednictwem konstrukcji Stei-
nera (ust. 36) wyznaczmy proste zjednoczone ey =€, i f'y = [’y

Rye. 61.

tych ostatnich pekéw, a nastepnie wykreslmy przez punkt P,
proste e, // ey i fi// [, a przez punkt P, proste e, // e i fy ]/ ['s.
Poniewaz uzyskane w ten sposéb dwie pary prostych homolo-
gicznych e, i e, oraz f, i [, jednokre§lnych pekéw (P,) A (Py)
sa do siebie rownolegle, przeto punkty niewlasciwe: E> = e,e,,
F>~={f; przynaleza do badanej stozkowej. Utworem pekéw
(Py) A (Py) jest 'w tym przypadku hiperbola, ktérej asymp-
totami e, i f; sa oczywiscie (ust. 32) proste '), réwnolegle odpow.
do elementow e, // es, wzgl. fi // f5» @ tem samem réwnolegle odpow.
do prostych zjednoczonych e, =¢€, i [y =[". :
Pomocnicze peki rzutowe o wspélnym wierzcholku P na
ryc. 61 sa (ust. 16) pekami ,hiperbolicznemi¢. Zalézmy teraz,
zZe owe peki sa ,paraboliczne“, t. zn., Ze posiadaja dwie rzeczy-
wiste i nakrywajace sie ze soba proste zjednoczone e, = ¢, =
= ', = ['5,. Wéwezas nakrywaja sie ze soba proste e; = f; w peku
(P,), oraz proste e, = f, w peku (P,). Peki rzutowe (P;) A (P,)

) Sposoby konstrukcyjnego wyznaczenia asymptot podane sa w ust. 35.

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 11
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posiada¢ beda jedna i tylko jedna pare homologicznych pro-
stych réwnoleglych e, //e,, a ich utworem bedzie parabola,
styczna w punkcie niewlasciwym E* = e,e, = [, fo = F'>= do pro-
stej niewlasciwej.

Jezeli wkoficu pomocnicze peki o wsp6lnym wierzchotku P
sa yeliptyezne®, t. zn. posiadaja dwie proste zjednoczone uro-
jone sprzezone — to peki (P;) A (P,) nie posiadaja Zadnej pary
homologicznych prostych do siebie réwnoleglych. Utworem tych
pekow jest elipsa. A zatem:

Dwa rzulowe (ale nie perspektywiczne) peki prostych —
ktore leza na wspé6lnej plaszcezyzZnie podstawowej i maja za
wierzcholki dwa rézne od siebie punkty wlasciwe — utwor:q
hiperbole, parabole wzgl. elipse zaleznie od tego, czy owe peki
posiadajq dwie pary, jednq pare, wzgl. nie posiadajq zadnej pary
homologicznych prostych do siebie réwnolegtych.

Uwaga: Dwa rzutowe peki (P;) i (Py), ktére posiadaja trzy pary ho-
mologicznych prostych do siebie rownoleglych: e, /[ es, fi /| f2 1 95 /] g2, 52 OCzYy-
wiscie pekami perspektywicznemi. Utworem tych pekoéw jest stozkowa znie-
ksztatcona, ktéra (ust. 33) rozpada sie na prosta niewlasciwa i na prosta P, P..

Zamiast dwéch dowolnych pekéw jednokresinych (P)) i (P,),
wezmy teraz pod uwage (ust. 20) dwa ,odwrotnie przystajace“
peki prostych o wierzcholkach P, i P,. Skoro przez dowolny
punkt P wykreslimy (podobnie, jak na ryc. 61) proste odpow.
réwnolegle do poszezegélnych prostych danych pekéw, — to
uzyskamy (ust. 20) dwa nowe ,odwrotnie przystajace“ peki pro-
stych o wspélnym wierzcholku P. Z rozwazan ust. 20 wiadomo
nam, ze te ostatnie peki sa pekami hiperbolicznemi; ich pro-
ste podwéjne ¢, =¢, i [’y =[', sa wzajemnie prostopadle.
Utworem pekow (P;) A (Py) jest zatem hiperbola, ktérej asymp-
toty e, i f,, jako proste e,//€, i f,//[';, sa wzajemnie prosto-
padle. Hiperbole, ktérej asymptoty sa do siebie prostopadle,
nazywamy hiperbolq réwnobocznq. DowiedliSmy zatem prawdzi-
wosei nastepujacego twierdzenia:

Utworem dwdéch odwrotnie przystajqeych pekow prostych
o réznych wierzchotkach, — ktére nie sa perspektywiczne i leza
na wspolnej plaszczyznie — jest hiperbola réwnoboczna.

Na plaszezyznie wla§ciwe] o niechaj dane beda dwa rzutowe
(ale nie perspektywiczne) peki prostych o wierzcholkach nie-
wlasciwych P, i P,~. Utworem tych pekéw jest hiperbola,
edyz wierzcholki P;* i P,® przynaleza do tej stozkowej.



38. Biegunowa punktu i biegun prostej wzgledem stozkowej. 1632

Rozwazyé mozemy wreszcie przypadek, w ktérym wierz-
cholek P, jest punktem wlasciwym, a wierzcholek P,> elementem
niewladciwym. Prostej v, = P,P,>, laczace] wierzcholki danych
pekéw i uwazanej za element peku (Py), podporzadkujmy w peku
(Py>) jedna Scisle okreslona prosta v,. Owa prosta v, jest oczy-
wiscie (ust. 27) styczna w wierzcholku P, do stozkowej S? be-
dacej utworem rzutowych pekéw (Py) A (Py,°). Jezeli element v,
jest prosta ,wlasciwa“, to stozkowa S% jest hiperbola, a pro-
sta v, jest jedna z jej asymptot. Jezeli za§ element v, jest pro-
sta ,niewlasciwa“, to stozkowa S? (jako styczna do v,>°) jest
wowezas parabola.

Rye. 62

38. Biegunowa punktu i biegun prostej wzgledem stoz-
kowej. Na ryc. 62 uwidoczniona jest konfiguracja Mac Laurina
(ust. 99) Bok p= QR wspélnego tréjkata przekatnego (PQR)
przecina sie z prostemi = AB i l; = 4;B; w punktach N =pl
i N; = pl,. Przez wierzcholek P i przez punkty L=abilL,= aby,
lezace oczywiscie na boku p = QR tréjboku przekatnego (PQR) =
= (pqr), poprowadzmy proste n = PL i n,= PL,. 7 rozwazan
ust. 13 wiadomo nam, zZe

punkty N i N, sa harmonicz- | proste n i n, sa harmonicznie
nie sprzezone z punktem P sprzezone z prosta p w gru--
w grupach pach

(NPAB)=—1,(N,PA,B,)=—1. (npab) = —1, (n, pa, 1) R
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Przeprowadzimy teraz inna interpretacje rysunku 62-go.

W tym celu uwazajmy

stozkowa S§% i dowolny punkt
P za elementy dane. Przez
punkt P poprowadZzmy?!) do-
wolng ,sieczna“ [ stozkowej 5%
ktora (ust. 31) przecina stozko-
wa 82 w dwoch rzeczywistych
punktach A i B. Nastepnie
wyznaczmy styezne aib w o-
wych punktach do stozkowej
S2, punkt L = ab, oraz punkt
N harmonicznie sprzezony
z danym punktem P w gru-
pie (PNAB) = — 1. Otrzyma-
ne w ten sposéb punkty L
i N (ryc. 62) okreflaja jedna
i tylko jedna prosta p = LN.
Przeprowadzona konstrukcja
nie jest wcale zalezna
od drugiej ,siecznej“ [, = 4, B,
przechodzacej przez dany
punkt P.
Jezeli tedy przez punkt
P wykreslimy d o wolna siecz-
na [, przecinajaca stozkowa
S22 w punktach rzeczywistych
A, i B,, oraz na [, wyznaczy-
my punkt N; harmonicznie
sprzezony z punktem P w gru-
pie (PN,A,B))=—1, to ow
- punkt N, koniecznie musi le-
ze¢ na prostej p = LN.

Punkt P na rye. 62 jest
ypunktem zewnetrznym¢ stoz-
kowej 82, przez ktéry prze-
chodzg dwie rzeczywiste stycz-
ne e i e. Niechaj sieczna
l, = A,B,, obracajac sie kolo

stozkowa S21 dowolna prosta
p za elementy dane. Na pro-
stej p obierzmy?!) dowolny
ypunkt zewnetrzny“ L stoz-
kowej S? przez ktory (ust. 31)
przechodza dwie rzeczywiste
styczne a i b stozkowej S2
Nastepnie wyznaczmy punkty
stycznosci 4 i B owych stycz-
nych, prosta [ = 4B, oraz pro-
sta n harmonicznie sprzezona
z dang prosta p w grupie
(pnab) =—1.0trzymane w ten
spos6b proste [ i n (ryc. 62)
okreslaja jeden i tylko jeden
punkt P = [n. Przeprowadzona
konstrukeja nie jestwecale
zalezna oddrugiego ,punk-
tu zewnetrznego“ L;= a,b;,
lezacego na danej prostej p.

Jezeli tedy na prostej p
obierzemy dowolny punkt
zewnetrzny L, przez Kkitory
przechodza dwie rzeczywiste
styczne a, i b, stozkowej S?
oraz przez L, wykre§limy pro-
sta n; harmonicznie sprzezo-
ng z prosta p w grupie
(pnya;b,) = —1, to owa prosta
n, koniecznie przejs¢ musi
przez punkt P = [n.

Prosta p na ryc. 62 jest
ysieczna“ stozkowej S2, ktora
przecina ja w dwéch rzeczy-
wistych punktach E i E,. Nie-
chaj punkt zewnetrzny L, =
= a,b;, poruszajac sie po sta-

1) Mozliwe do uskutecznienia na mocy rozwazan ust. 31.
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stalego punktu P, zdaza do
poloZenia granicznego e, to
woéwcezas punkty A, i B, zda-
zaé beda do polozenia gra-
nicznego E,, przyczem E, jest
punktem stycznosci stycznej
e, ze stozkowa S% Réwnocze-
$nie punkt N;, harmonicznie
sprzezony z punktem P w gru-
pie (PN,A,B,) = — 1, poruszaé
sie bedzie po prostej p = LN, —
a poniewaz 4, i B; zjedno-
czyly sie w punkecie L), prze-
to (ust. 12) rowniez i punkt
N, zjednoczyé sie musi z punk-
tem stycznosei E,. Na prostej
p = LN leza tedy punkty stycz-
nosci E i E; stycznych e i e,
wykres§lonych z punktu ze-
wnetrznego P do stozkowej S2

Jezeli w punktach 4, i B,
stozkowej S? lezacych na
siecznej [, wykreslimy stycz-
ne a, i by, to ich punkt prze-
ciecia sie L; = a;b; leze¢ mu-
si na prostej p = LN.

Skoro przez dany punkt
P wykreslimy dwie dowolne
sieezne 1 =4AB i |, =4,B;, a
nastepnie dla czworokata zu-
pelnego (ABAB,), wpisanego
w stozkowa S2 skonstruuje-
my dwa jego dalsze punkty
przekatne Q i R, to one przy-
naleza do prostej p = LN.

WykazaliSmy tedy, ze

Skoro przez dowolny punkit
P, lezqcy na ptaszczyznie stoz-
kowej S* i nie przynalezny do
niej, wykreslimy sieczne L, 1,,. . .,

lej prostej p, zdaza do polo-
zenia granicznego E;, to wow-
czas styczne a; i b, zdazaé
beda do polozenia graniczne-
g0 e,, przyczem e, jest stycz-
na w punkcie E, do stozkowej
$2. Réwnoczesnie prosta ny,
harmonicznie sprzezona z pro-
sta p w grupie (pnja;by) =—1,
obracaé sie bedzie okolo punk-
tu P = In,— a poniewaz a, i b,
zjednoczyly sie z prosta e,
przeto (ust. 12) rowniez i pro-
sta n, zjednoczyé¢ sie musi ze
styezng e,. Przez punkt P =
= [n przechodza tedy stycz-
ne e i e;, wykreglone w punk-
tach I£1 E, przeciecia sie siecz-
nej p ze stozkowa S2

Jezeli na styeznych aq,
1 b, stozkowej S2 przechodza-
cych przez punkt zewnetrzny
Ly, wykreslimy punkty stycz-
nosci A, i By, to laczaca je
prosta [, = A,B; przejsé musi
przez punkt P = In.

Skoro na danej prostej
p obierzemy dwa dowolne
punkty zewnetrzne L = ab i
L, = a,b,, a nastepnie dla czwo-
roboku zupelnego (aba, b,),opi-
sanego na stozkowej S2, skon-
struujemy dwie jego dalsze
proste przekatne q ir, to one
przynaleza do punktu P=In.

Skoro na dowolnej pro-
stej p, lezqcej na ptaszczyzZnie
stozkowej S i nie przynaleznej
do niej, obierzemy punkty ze-
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ktore przecinajq te stozkowq
w punktach rzeczywistych A
1SBESA L (B aatiniasiepnie
skonstruujemy : '

1) punkty N, Ni,... harmo-
nicznie sprzezone z punk-
tem P w grupach

(PNAB) = — 1,
(PNAyBy) = —1,...,

2) punkty L, Ly, ..., przecie-
cia sie stycznych a i b,

a, i by,... w punktach A
LB, 4, i By, ... do ‘stod-
kowej S2,

3) punkty przekqtne Qi R,...
czworokqléw  zupetnych
(AB A By),..., wpisanych

w slozkowq S2,

%) punkty stycznosci E i E,
slycznych e i e, wykre-
slonych z punktu P') do
stozkowej S?

lowdweczas wszystkie owe punk-
ly lezq na jednej i tylko jed-
nej. prostej p.

Prosta p nazywamy wow-
czas biequnowq danego punk-
tu P ze wzgledu na stozko-
wg S2

/ Pl 5
p=a=a

Rye. 63.

dowolny punkt |
na stozko-
wej S2,

wnelrzne L, L,,. .., przez klore
przechodzq styczne rzeczywiste
aib,a,;ib,,... dotej stozkowej,
a nastepnie skonstruujemy:

1) proste n, ny,... harmonicz-
nie sprzezone z proslq p
w grupach
(pnab) = e 1’
(prnjasby) = —1, ...,

2) prostel,l,..., taczqce punk-
ly stycznosci A i B, A,
i By,... slycznych a i b,
a, i by,... stozkowej S2,

3) prosle przekqtne q i r,...
czworobokéw  zupetnych
(aba,b,), ..., opisanych na
stozkowej S

%) styczne e i e,, wykreslone

- w punktach E i E; prze-
ciecia sie¢ prostej p') ze
stozkowq S?, .

lo wowczas wszystkie owe pro-

ste przechodzq przez jeden

i tylko jeden punkt P.
Punkt P nazywamy wow-

czas biegunem danej prostej

p ze wzgledu na stozkowa S2

Dotychezas  przyjmowaliSmy

takie punkty P, ktére nie lezaly
na stozkowej S$2 oraz takie proste
p, ktére nie byly stycznemi owej
stozkowej.

Skoro na ryec. 63 obierzemy

| dowolna styez-
na p stozko-
wej S2

Y O ile punkt P jest ,punktem zewnetrznym¢, a prosta p jest ,siecz-

na“ stozkowej S2.
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a nadto zachowamy te same oznaczenia, co poprzednio na
ryc. 62, to stwierdzimy z latwoscia, ze:

punkty L, L,,... leza na pro-
stej p, ktéra jest styczna do
stozkowej S2 w przyjetym
punkcie P.

proste [, L,... przechodza przez
punkt P, ktéry jest punktem
stycznosci przyjetej stycznej

‘ p ze stozkowa S2

Poniewaz spelnione sa wlasnosci, wypisane powyzej pod 2),

przeto:

Biegunowq wzgledem stoz-
kowej S punktu P, lezqcego
na lej stozkowej, jest styczna
w owym punkcie P do sloz-
kowej S2.

Biequnem wzgledem stoz-
kowej S slycznej p lej sloz-
kowej, jest punkt stycznosci
owej prostej p ze stozkowq S

7 konfiguracji Mac Laurina (rye. 62) i dotychezasowych
rozwazah wynika nastepujaca zaleznosé:

Jezeli punkt P jest biequnem prostej p ze wzgledu na (nie
znieksztalcona) stozkowaq S?, to i naodwrot, owa prosta p jest
biequnowq uwazaneqo punktu P wzgledem tej stozkowej.

Uwaga: Jezeli stozkowa §* jest ,stozkowa znieksztalcona“ i rozpada

sie na

dwie proste (przecinajace sie) p; ips,
to na moey twierdzenia odnoszacego
sie do dwoch szeregow perspekty-
wicznych (ust. 19), kazdemu punkto-
wi W (ryc. 26) podporzadkowana
jest prosta s, przechodzaca przez
punkt przeciecia sie prostych p; ip,.

Poniewaz dla prostej s i dla
sane powyzej pod 1) i 3), przeto:

prosta s jest bieqgunowq punktu W

ze wzgledu na stozkowgq znieksztat-
conq p; p,.

Zadanie 1: Dany jest
punkt P oraz stozkowa (nie
znieksztalcona) $?% okreslona
piecioma punktami 7,2, 3, 41 5.
Skonstruowaé nalezy biegu-
nowg p danego punktu P ze
wzgledu na stozkowa S2

dwa punkty P, i Py, to na mocy twier-
dzenia, odnoszacego sie do dwdéch
pekoéw perspektywieznych (ust. 19),
kazdej prostej w podporzadkowany
jest punkt S, lezacy na prostej, la-
czacej punkty P, i P,.

punktu S spelnione sa wlasnosei, wypi-

punkt S jest biegunem prostej w ze
wzgledu na stozkowq zniekszlatconq
T

Zadanie 2: Dana jest pro-
sta p oraz stozkowa (nie znie-
ksztalcona) S2, okreslona pie-
cioma stycznemi [, I, III, IVi V.
Skonstruowaé nalezy biegun
P danej prostej p ze wzgledu
na stozkowa S2
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Rozwiazanie: PoprowadZmy proste sieczne [, = P71
l,= P2 i wyznaczmy (stosujac dwukrotnie twierdzenie Pascala)
punkty A4 i B, przeciecia si¢ prostych [ i l, ze stozkowag S2
Dla uzyskanego w ten sposéb czworokata zupelnego (1 4 2 B),
wpisanego w stozkowa S? skonstruujmy punkty przekatne
Q=1B.24 i R=12.A4B, to prosta p= QR jest biegunowa
punktu P.

Zadanie 3: Dany jest Zadanie 4: Dana jest pro-

punkt P i stozkowa S% okre-
§lona- piecioma punktami 1, 2,
3,415. Skonstruowaé styczne
eif z punktu P do stozkowej
S2, oraz punkty stycznosci E

sta p i stozkowa S2 okreslona
piecioma stycznemi [, I, I1I,
IVi V. Skonstruowaé¢ punkty
przeciecia sie¢ E i F' prostej p
ze stozkowa S§?% oraz styczne

i F owych styeznych. eif w owych punktach.

Rozwiazanie: Dla punktu P skonstruujemy najpierw
jego biegunowa p, a nastepnie punkty EiF przeciecia si¢ pro-
stej p ze stozkowa S? (p. ust. 36, zad. 3). Proste PE=ei PF= [
sg szukanemi stycznemi, ktére stykaja sie ze stozkowa S? w punk-
tach E i F.

Cwiczenie 1: Rozwiazaé zadania 1 i 3, jesli stozkowa S* okreslona jest:
a) czterema punktami i styczna w jednyin z nich; b) trzema punktami i styecz-
nemi w dwéch z tych punktéw.

Cwiczenie 2: Rozwiazaé zadania 2 i 4, jesli stozkowa S? okreslona
jest: a) czterema stycznemi i punktem stycznoSeci jednej z nich; b) trzema
styeznemi i punktami stycznosci dwoch z tych styeznych.

39. Twierdzenia Desargues’a. Na rysunkach 64 i 65 dane
sa czworokaty zupelne (4B A4, B;), wpisane w stozkowe S? oraz
ich tréjkaty przekatne (PQR).Z rozwazan ust. 38 wynika (p. wla-
sno$ci wypisane pod 3), ze: dla punktu przekatnego P jego
biegunowa jest prosta p = QR, laczaca dwa pozostale punkty
przekatne. Podobnie dla punktu przekatnego Q jego biegunowa
jest prosta ¢ = PR, a wreszcie dla punktu przekatnego R jego
biegunowa jest prosta r = P(Q. Tréjkat, ktérego kazdy wierz-
cholek jest biegunem (wzgledem pewnej stozkowej) przeciwle-
glego boku, a kazdy bok jest biegunowa przeciwleglego wierz-
cholka, nazywamy tréjkqtem biequnowym.

Punkty Q i R leza na prostej p, ich biegunowe ¢ ir prze-
chodza przez biegun P owej prostej p. Zbadajmy, czy powyz-
sza wlasno§¢ spelniona bedzie dla kazdego punktu, lezacego
na prostej p.
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W tym celu weZmy pod uwage dowolny punkt np. R,
przynalezny do prostej p = QR. Przez R, i przez punkt np. 4,
(przeciecia sie prostej [, ze stozkowa S?) wykreslmy prosta
sieczna R, A4,, kiéra niechaj przetnie stozkowa S* w punkecie B,.

Rye 64. Rye. 65.

Ow punkt B, oraz punkt P = ll, wyznacza sieczna l, — B,P, na
ktorej lezy jeszeze punkt 4, stozkowej S Dla skonstruowanego
w ten sposéb czworokata zupelnego (4, B, 4,B,), punkt P = [, jest
jednym punktem przekatnym ; dwa dalsze punkty przekatne R*
i QF otrzymamy, jesli wyznaczymy punkty przeciecia sie pro-
stych A4,B, i A,B,, oraz 4,4, i B,B,. Poniewaz jednak prosta
R* Q" musi by¢ biegunowa punktu przekatnego P ze wzgledu
na stozkowa S? przeto: punkty przekatne R* i " leze¢ musza
na biegunowej p = R(Q. Z uwagi na to, ze punkt R* lezy na
prostych p i A4,B,, a przyjety poprzednio punkt R, réwniez
przynalezy do prostych p i 4,B, wiec punkt R* zjednoczyl sie
z punktem R;. Drugi punkt przekatny Q" zjednoczyl sie z punk-
tem Q, (ryc. 64 i 65), przez ktéry przechodza proste 4,4,, BB, i p.

Na danej prostej p obraliémy dowolny punkt R, i skon-
struowaliSmy (ryc. 64 i 65) taki czworokat zupelny (A4,B,4,B,),
wpisany w stozkowa S§%, ktérego dalszemi punktami przekatnemi
sga elementy P i (. (Punkt P jest biegunem prostej p, a punkt
Qy lezy na prostej p). Dla punktu R, jego biegunowa wzgledem
stozkowej S? jest prosta r; = PQ,, laczaca dwa pozostale punkty
przekatne P i ;. WykazaliSmy tedy, Ze dla dowolnego punktu
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R,, lezacego na prostej p, jego biegunowa r; przechodzi przez
biegun P owej prostej p.

Stosujac zasade biegunowej dwoistosei (ust. 5) wykazaé
mozemy, ze dla dowolnej prostej ry, ktéra przechodzi przez dany
punkt P, jej biegun R, lezy na biegunowej p owego punktu P.
Dowiedliémy w ten sposéb prawdziwosci podstawowych twier-
dzen Desarqgues’a:

Dla poszczegolnych punk- | Dla poszczegolnych pro-
téow dowolnej prostej p, ktéra stych, ktore przechodzq przez
lezy na plaszczyznie stozkowej | dowolny punkt P ilezq na pla-
(nie znieksztalconej) S2, ich szczy#nie stozkowej (nie znie-
biequnowe wzgledem lej sloz- ksztalconej) S2, ich biequny
kowej przechodzq przez biequn wzgledem tej stozkowej lezq na
owej prostej p. | biequnowej owego punktu P.

40. Dalsze wlasnosci biegunéw i biegunowych. Wyzna-
czone poprzednio punkty 4, B, A,, B,,... stozkowe] S (ryc. 641 65)
rzuémy z dwoéeh stalyech punktéow A, i By tej stozkowej, to
wowezas (ust. 27) otrzymamy dwa jednokreslne peki prostych
(%) as A (4,4, A, B, A Ay, A,B,,...) N\ Bi(Bi4, B,B, B/ 4,, B\B,,...)
Skoro peki te przetniemy prosta p, to uzyskamy dwa rzutowe
szeregi punktow

i A p(QR O, Ri;:.) Ap(R, O R, 0Qy...)
a poniewaz szereg p(R, Q, Ry, Qy,...) jest perspektywiczny do
peku prostych P(q,r, gy, ry,...), przeto dochodzimy do rzutowosei

BT PO, Ry O Ry, YA PG, Gy Fayes)s
A zatem:

Szereq punktow i pek pro- : Pek prostych i szereg
stych, ktorego elementami sq punktow, ktérego elementami
biequnowe (wzgledem nie znie- sq biequny (wzgledem nie znie-
ksztalconej stozkowej) poszcze- ksztalconej stozkowej) poszcze-
golnych punkléow owego sze- golnych prostych owego peku,
requ, sq utworami rzutowemi. sq utworami rzutowemi.

Na prostej p skonstruowaliSmy (p. relacja 2% dwa jedno-
kreslne szeregi punktéw, ktérych elementy homologiczne Qi R
podporzadkowane sa sobie w sposéb zamienny. Wnosimy stad
(ust. 23), ze na podstawie p uzyskaliSmy szereg inwolucyjny:

p(OR, Q,Ry,...).
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Skoro szereg inwolueyjny (p) rzucimy z punktu P, ktéry (ryc. 64
i 65) jest biegunem prostej p, to otrzymamy (ust. 23) pek inwo-
lueyjny prostych (P) perspektywiczny do szeregu (p), a mia-
nowicie :

(4%) Zanann P{rq, r'igu-.-) A\ pCOR, QiR )

Pomiedzy para homologicznych prostych r i g, a para homo-
logicznych punktéw Q i R tych utworéw perspektywicznych
zachodzi ten zwiazek, ze biegunowa r punktu R ze wzgledu na
stozkowa S? przechodzi przez punkt (), a biegunowa ¢ punktu
) przechodzi przez punkt R. Jezeliby proste homologiczne ri q
peku inwolucyjnego (P) zjednoczyly sie na prostej e, to réwno-
cze$nie punkty homologiczne Q i R szeregu inwolucyjnego (p)
zjednoczylyby sie w punkeie E, przyczem prosta e i punkt E
bylyby elementami przynaleznemi do siebie, a nadto prosta e
bylaby biegunowa punktu E ze wzgledu na stozkowa S$% Wno-
simy stad (ust. 38), Ze: prosta e bylaby wdéwezas styczna
w punkeie E do stozkowej §2 Omawiana prosta e bylaby (ust. 25)
prosta podwdéjna peku inwolucyjnego (P), a punkt E bylby
(ust. 24) punktem podwdjnym szeregu inwolucyjnego (p).
Rozpatrzeé musimy trzy nastepujace przypadki:

a) Jezeli pek inwolucyjny (P) jest pekiem hiperbolicznym,
to wéwezas (ust. 25) posiada on dwie rzeczywiste i rézne od
siebie proste podwdjne e i [ (ryec. 64). Owe proste sa stycznemi,
wykres§lonemi z punktu P do stozkowej S2 a wierzcholek P
uwazanego peku inwolucyjnego jest (ust. 31) zatem punkiem
zewnelrznym stozkowej §2 7 relacji (4% wynika jednak, ze sze-
reg inwolucyjny (p) w rozwazanym przypadku jest réwniez
szeregiem hiperbolicznym i posiada (ust. 24) dwa rzeczy-
wiste i rézne od siebie punkty podwéjne E i F. Owe punkty
sa ,punktami stycznosci“ omawianych stycznych e i f, oraz
punktami przeciecia sie prostej p ze stozkowa $? a podstawa p
szeregu inwolucyjnego jest (ust. 31) prostq siecznq stozkowej S2

b) Jezeli pek inwolucyjny (P) jest pekiem eliptycznym, to
wowezas (ust. 25) posiada on dwie ,urojone sprzezone“ proste
podwéjne e i f. Owe proste sa ,stycznemi urojonemi sprzezo-
nemi“, wykres§lonemi z punktu P do stozkowej S? a wierzcho-
lek P uwazanego peku inwolucyjnego jest (ust. 31) punklem
wewnetrznym stozkowej S? (ryec. 65). Z relacji (4°) wynika jednak,
ze szereg inwolucyjny (p) w rozwazanym przypadku jest réw-
niez szeregiem eliptycznym, ktéry posiada (ust. 24) dwa
Lurojone sprzezone“ punkty podwéjne E i F. Owe punkty sa
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ypunktami stycznosci urojonemi sprzezonemi* omawianych stycz-
nych urojonych sprzezonych e i f, oraz urojonemi sprzezonemi
punktami przeciecia si¢ prostej p ze stozkowa S% a podstawa p
szeregu inwolucyjnego jest (ust. 31) prostq zewnetrznq stoz-
kowej S2

c) Jezeli wreszcie pek inwolucyjny (P) jest (ust. 25) pekiem
parabolicznym, to na mocy relacji (4% szereg inwolucyjny (p)
jest tez szeregiem parabolicznym. Z latwoscia stwierdzimy wow-
czas, ze punkt P lezy na stozkowej S% a prosta p jest stycznq
w punkcie P do stozkowej S2 W istocie bowiem (ust. 24 i 25)
proste podwéjne e i f owego peku inwolucyjnego, ktére sa
stycznemi wykreslonemi z punktu P do stozkowej §? zjedno-
czyly sie na jednej prostej, a punkty podwéjne E i F' szeregu
inwolucyjnego, ktére sa punktami przeciecia sie prostej p ze
stozkowa S2, zjednoczyly sie w jednym punkecie.

Z rozwazan pod a) i b) wynika bezposrednio twierdzenie
nastepujace :

Biequnowa punktu wzgledem (nie znieksztalconej) stozkowej
Jest prostq sieczng albo prostq zewnetrznq zaleznie od lego, czy
6w punkt jest punklem zewnetrznym, czy lez punktem wewnetrz-
nym lej stozkowej.

41. Zasada biegunowej dwoistosci. Korzystajac z rozwa-
zan trzech ostatnich ustepéw, mozemy sie teraz zaja¢ uzasad-
nieniem (ust. 5) prawa biegunowej dwoistosci na plaszezyZnie.

Na dowolnej plaszezyznie o niechaj dana bedzie stala
stozkowa (nie znieksztalcona) K2 t. zw. kierownica bieguno-
we] dwoistosci. Kazdemu punktowi 4 plaszezyzny o podporzad-
kowa¢ mozemy jedna i tylko jedna prosta, mianowicie :
biegunowa a owego punktu 4 wzgledem stozkowej K2 I na-
odwrét kazdej prostej a, lezacej na plaszezyznie o, podporzad-
kowany bedzie jeden i tylko jeden punkt, a mianowicie:
biegun 4 owej prostej a ze wzgledu na stozkowa K2

Skoro na plaszezyznie o obierzemy jaki§ utwér geome-
tryczny (figure) @,, to za posrednictwem kierownicy K? skon-
struowa¢ mozemy na plaszezyznie o drugi utwoér geometryezny
?,, podporzadkowany ,dwoiscie“ lub ,wzajemnie* utworowi @,
w tem rozumieniu tego slowa, ze:

Kazdemu punktowi 4; utworu @, podporzadkowana jest
w utworze @, jedna SciSle okre§lona prosta a, ktéra jest bie-
gunowa punktu A; wzgledem stozkowej K2 Kazdej prostej b,
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utworu @, odpowiada w utworze @, jeden i tylko jeden punkt
B,, ktory jest biegunem prostej b, ze wzgledu na stozkowa K2

Podobnie kazdemu szeregowi punktoéw p, (4, B, C,,...), nalezacemu do
utworu @,, podporzadkujemy w utworze @, pek prostych P, (as, b, ¢, .. .), kt6-
rego elementami sa (ust. 39) biegunowe punktoéw A,, By, Cy,... wzgledem kie-
rownicy K2 Roéwniez kazdemu pekowi prostych S, (ey, fi, g5,...) utworu @, odpo-
wiadaé bedzie w utworze @, szereg punktow s, (Es, Fs, G, ...), przyczem ele-
menty tego szeregu sa biegunami prostych ey, f, g;,... wzgledem stozkowej
K* Nadto spelniony jest (ust. 40) warunek rzutowosci, a mianowicie: szereg
(p) A (Pe), a pek (Sy) A (se)-

Za dalszy przyklad niechaj posluzy nam stozkowa §,2, bedaca utworem
dwoeh jednokresinyeh pekow prostych

Wi(ay, by, €1y . ) A Wy (ay, by eyt o)
e J Pekowi prostych (W) podporzadkujemy — ze wzgledu na
(Wl) : (W‘) kierownice K? — szereg punktéw w,(4,, B, Cs,...); podob-
nie pekowi (W’,) drugi szereg w’s(a’s,b’s, c’s,...). Poniewaz
(wy) (W)  zachodza relacje (wypisane obok w formie symbolicznej),
przeto koncowe ogniwa tego lancucha sa (ust. 7) utworami

rzutowemi, a mianowicie :
W, (As, Bs, G, .. ) A W' (A, B', (s, . . ).

/\

Homologiczne proste jedno- | Homologiczne punkty jedno-
\
i

A

kreslnych pekow (Wy) A (W) prze- kreslnych szeregow (w,) A (w's) wy-
cinaja sie (ust. 27) w punktach: 4, = znaczaja (ust. 27 i 30) styezne: a, =
0 By 0108 G i 1 C e e DY =S D BB, o (O SO
kowej S,° kowej S,

WykazaliSmy tedy, ze: dowolnej stozkowej §*%, ktora wraz z kierownica
K® biegunowej dwoistosci lezy na plaszezyznie o, podporzqdkowana jest druga
stozkowa S%,. Punktom stozkowej S% odpowiadaja styczne stozkowej S, Ko-
rzystajac zas z podstawowego twierdzenia ust. 30-go, wykaza¢ mozemy z la-
twoseia, ze styeznym stozkowej S,® podporzadkowane beda punkty na stoz-
kowej S;%. :

Zalozmy teraz, ze stozkowa S,? jest kierownica biegunowej dwoistosci.
Poniewaz wierzcholtki W, i W’; jednokreslnych pekow (ktorych utworem jest
S,?) leza na stozkowej S,% przeto ich biegunowe w, i w’, sa (ust. 38) stycz-
nemi w punktach W,, wzgl. W, do kierownicy S%. Podobnie punktom 4, =
=a,a’;, B;=0bb";,, C,=¢c'y,... stozkowej S;* podporzadkowane sa styczne
as = AgA’s, b= B;B’;, ¢, = C,C’s,.... stykajace sie odpow. w punktach 4,,B,,
C,,... ze stozkowa S, A zatem:

Stozkowa S,°, bedgca utworem dwdch rzutowych pekow (Wy) i (W),
Jjest zarazem tez i utworem dwoch jednokresinych szeregow punktow (wy) i (w’,).

Za posrednictwem prawa biegunowej dwoistoSci dowiedliSmy w spos6b
nader latwy prawdziwosci podstawowego twierdzenia (ust. 30) o stozkowych.

Wlasnosciom opisowym (str.1)i konstrukejom, odnosza-
cym sie do utworu geometrycznego ®@,, podporzadkowane beda
,dwoiscie“ (,wzajemnie“) wlasnosci opisowe i konstrukeje, od-
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noszace sie do utworu geometrycznego @,. Zwiazki te dla utworu
@, otrzymamy bezposrednio, jezeli w twierdzeniach (o wlasno-
Sciach opisowych) i konstrukejach, odnoszacych sie do utworu @,,
zamienimy elementy: punkt i prosta na: prosta i punkt.
Wymienimy na tem miejscu przyklady np. o twierdzeniach
Pascala i Brianchona (ust. 28), oraz o sposobach konstrukeyj-
nego uzupelnienia jednokreslnych pekéw prostych i szeregow
punktéw (ust. 19), ktére podporzadkowane sa sobie dwoiscie.

Zauwazyé musimy, ze wiasnosci miarowe (str. 1) wogéle nie
podlegaja prawu biegunowej dwoistoSci na plaszcezyznie. Jako
przyklady niechaj postuza nam: twierdzenie o potedze dwéch rzu-
towych szeregéw punktéw (ust. 14), oraz konstrukeja kola (ust. 32)
lub hiperboli réwnobocznej (ust. 37), ktére sa utworami dwdch
przystajacych pekéw prostych. Twierdzen, ani konstrukeyj pod-
porzadkowanych im dwoi§cie podaé¢ nie mozemy, gdyz wla-
snosci, odnoszace sie do punktéw granicznych i do réwnosei ka-
tow, nie maja swego odpowiednika w ukladzie biegunowym.

Istnieje przeciez pewna grupa wlasnosci miarowych, ktéra
podlega prawu biegunowej dwoistosci na plaszezyznie. Naleza
tu np. wlasnosci miarowe jednokresinych utworéw zasadniczych
gatunku 1-go, objete (ust. 11) twierdzeniem Pappusa, wlasno§ci
miarowe grup harmonicznych czworokata zupelnego i czworo-
boku zupelnego (ust. 13) i twierdzenie podstawowe Staudt'a
(ust. 17). ,

Wiasnosciami rzutowemi utworéw geometrycznych nazywaé
bedziemy takie wlasnosei, ktére nie ulegaja zmianom, przecho-
dzac na analogiczne wlasnosci utwordw, otrzymanych przez
rzuty i przekroje z utworéw zasadniczych. Wszystkie wlasnosei
opisowe i wymienione powyzej wlasnosci miarowe utworéw geo-
metrycznych naleza do jednej grupy: wlasnosei rzutowyeh. Mo-
zemy tedy powiedzie¢; ze:

Prawu biequnowej dwoistosci na plaszczyznie podleqajq wta-
snosci rzutowe (plaskich) utworow geometrycznych.

42. Punkty sprzezone i proste sprzezone wzgledem stozi-
kowej. Wiadomo nam (ust. 24 i 25), Ze:

dwa rzeczywiste lub urojone dwie rzeczywiste lub urojone
sprzezone punkty podwdéjne sprzezone proste podwdjne e
E i F, oraz dowolna para i [/, oraz dowolna para pro-
punktéw homologicznych Q stych homologicznych ri q pe-

i R szeregu inwolucyjnego kuinwolucyjnego P (rq, ryqy,...)
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p(QR, QiR,,..) tworza grupe | tworza grupe harmoniczna
harmoniczna o stosunku o stosunku
(EEQR) ==Y, ‘ {efrg)=-=1.

Dla szeregu inwolucyj- Dla peku inwolucyjnego
nego (p) punkty podwéjne E (P) proste podwdjne ei f (rye.
i F (ryc. 64165)sa (ust.40)— | 64 i 65) sa (ust. 40) — rzeczy-
rzeczywistemi lub urojonemi wistemi lub urojonemi sprze-
sprzezonemi— punktami prze- zonemi — stycznemi,wykreslo-
cigcia sie podstawy p ze stoz- nemi z wierzcholka P do stoz-
kowa S2 kowej S2.

Wprowadzimy teraz nastepujace definicje:

Dwa punkty Q i R, le- Dwie proste r i q, prze-
zace na dowolnej prostej p, cinajgce sie w dowolnym punk-
ktére wraz z punktami prze- cie P, ktére wraz ze styczne-
ciecia sie E 1 F — rzeczywi- mi e i [ — rzeczywistemi lub
stemi lub urojonemi sprzezo- urojonemi sprzezonemi — wy-
nemi — prostej p ze stozko- kreslonemi z punktu P do
wa 82 tworza grupe harmonicz- stozkowej S tworza grupe har-
na o stosunku (EFQR)=—1, | moniczna o stosunku (efrq)=
nazywaé¢ bedziemy: ,punkta- | = —1, nazywa¢ bedziemy:
mi sprzezonemi* wzqledem stoz- »prostemi sprzezonemi* wzgle-
kowej S2. . dem stozkowej S>.

Jezeli w grupie harmonicznej (EFQR) = — 1 punkt Q zjed-

noczy sie z punktem E, to wowezas (ust. 12) réwniez i punkt R
zjednoczy¢ sie musi z owym punktem. £ = (). Podobnie, jezeli
zjednocza sie punkty E i F, to jeden z punktéw () i R zjedno-
czyé sie musi z punktem E = I; element E jest (ust. 31) punk-
tem styecznodei prostej p ze stozkowa §2. A zatem:

S2 jest punktem sprzezonym S? jest prostq sprzezonq z sa-

Kazdy punkt stozkowej ’ Kazda styczna stozkowej
z samym sobq ze wzgledu na mq sobq ze wzgledu na le

te stozkowaq. stozkowq.

Dowolny punkt, lezqcy Dowolna prosta, przecho-
na stycznej do stozkowej S?, = dzqca przez punkt stozkowej
oraz jej punkt stycznosci sq S?%, oraz jego slyczna sq pro-
punktami sprzezonemi wzgle- = stemi sprzezonemi wzgledem
dem lej stozkowej. | lej slozkowej.

Korzystajac z relacji (4% ustepu 40-go (p. ryc. 64 1 65),
wypowiedzieé¢ mozemy nastepujace twierdzenia :
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Dwa punkty sprzezone
wzgledem stozkowej S* posia-

dajq te wtasno$é, ze biequno--

wa kazdeqgo z nich przechodzi
przez drugi punkt.

Dwie proste sprzezone
wzgledem stozkowej S* posia-
dajq te wtasnosé, ze biequn
kazdej z nich lezy na drugiej
prostej.

Prawdziwe sa réwniez twierdzenia nastepujace :

Jezeli dwa punkly posia-
dajq te wtasnosé, ze biequno-
wa— wzgledem stozkowej S —
Jjednego z nich przechodzi przez
punkt drugi, to woéwczas owe
punkly sq sprzezone wzgledem
lej stozkowej.

Jezeli dwie proste posia-
dajq te wtasnosé, ze biequn —
wzgledem stozkowej S — jed-
nej z nich lezy na prostej dru-
giej, lo wowczas owe proste
sq sprzezone wzgledem tej stoz-
kowej.

Celem wykazania prawdziwosci tych twierdzen, wezmy pod
uwage (ryc. 64 i 65) punkt (Q, jego biegunowa q ze wzgledu na
stozkowa S2 oraz dowolny punkt R, lezacy na prostej ¢q. Na
mocy twierdzenia Desarques’a (ust. 39) biegunowa r punktu R
musi koniecznie przejsé¢ przez punkt (), a biegunowa punktu
P = gr musi by¢ prosta p = QR. Wiadomo nam, ze szereg punk-
tow p.(Q, R, ...) jest (ust. 40) jednokreslny do peku biegunowych
P(q,r,...), a poniewaz ten pek jest perspektywiczny do szeregu
p(R,Q,...), przeto na prostej p otrzymaliSmy dwa rzutowe szeregi

DR A pil Q)
Elementy Q i R podporzadkowane sa sobie w sposob zamienny,
przeto (ust. 23) mamy szereg inwolucyjny p(QR,...), a nadto
pek inwolucyjny
PArg, ) plOieso):
Rzeczywiste lub urojone sprzezone punkty podwéjne E, IF (wzgl.
proste podwdjne e, [) tych utworéw i elementy Q, R, r, ¢ two-
rza grupy harmoniczne o stosunkach (EFQR)= (efrq) = — 1.
Wnosimy stad, ze uwazane punkty Q i R sa faktycznie punktami
sprzezonemi, a proste r i q sa prostemi sprzezonemi ze wzgledu
na stozkowa S2 c. b. d. w.
W ust. 38 wykazaliSmy, Ze

skoro przez dowolny punkt
P poprowadzimy siecznql (ryc.
62), przecinajaca stozkowa S2
w dwéch rzeczywistych
punktach 4 i B, to: punkt

skoro na dowolnej prostej p
obierzemy punkt zewnetrzny L
(ryc. 62), przez ktéry przecho-
dza dwie styczne rzeczy-
wiste a i b do stozkowej S2
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N, harmonicznie sprzezony
z punktem P w grupie
(PNABY—"— 1
lezy na biegunowej p.
Punkty N 1 P, lezace na
siecznej [, sa zatem ,punkta-
mi sprzezonemi“ wzgledem
stozkowej S2

to: prosta n harmonicznie
sprzezona z prosta p w grupie
(pnadb) = —1,
przechodzi przez biegun P.
Proste n i p, przechodza-
ce przez punkt zewnetrzny L,
sa zatem ,prostemi sprzezo-

- nemi“ wzgledem stozkowej S2.

Obecnie stwierdzamy na podstawie dwéch ostatnich twier-
dzen (str. 176) i twierdzen Desargues’a (ust. 39), ze i w tym przy-

padku,

gdy prosta [ = NP jest prostq
zewnelrznq 1 przecina stozko-
wa S? w dwdéceh punktach uro-
jonych sprzezonych, to punkty
N i P sa réwniez ,punktami
sprzezonemi“ wzgledem stoz-
kowej S2

gdy punkt L = np jest punk--
tem wewnelrznym, przez kté-
ry przechodza dwie urojone
sprzezone styczne stozkowej S?,
to proste n i p sa réwniez
yprostemisprzezonemi“wzgle-
dem stozkowej S2

Podkreslic musimy na tem miejscu waznos$é owych dwéch
ostatnich twierdzen, gdyz one umozliwily znaczne rozszerzenie

zakresu naszych rozwazan !

Korzystajac z relacji (4°), wypisanej na poczatku ustepu
40-go, wyslowi¢ mozemy nastepujace twierdzenia:

Punkly sprzezone wzgle-
dem (nieznieksztalconej) stoz-
kowej, kitére lezq na dowolnej
proslej, lworzq szereq inwo-

lucyjny.

Proste sprzezone wzgle-
dem (nieznieksztalconej) stoz-
kowej, ktére przechodzq przez
dowolny punkl, tworzq pek
inwolucyjny.

W ust. 31-ym omawialiSmy sprawy, odnoszace sie¢ do punk-
tOw przeciecia prostej ze stozkowa S2 oraz do stycznych z punktu
do tej stozkowej. Obecnie ustali¢ mozemy (ust. 40) zaleznoSci :

Punkty (rzeczywiste lub
urojone sprzezone) przeciecia
sie dowolnej prostej p ze sloz-
kowq S2 sq punktami podwdj-
nemi inwolucyjneqo szerequ
punktéow sprzezonych wzgle-
dem stozkowej S* ktorego pod-
slawq jest owa prosta p.

Plamitzer, Geometrja rzutowa.

Styczne (rzeczywiste lub
urojone sprzezone), poprowa-
dzone z dowolnego punktu P
do stozkowej S sq prostemi
podwdjnemi inwolucyjneqo pe-
ku prostych sprzezonych wzgle-
dem stozkowej 82 klorego
wierzchotkiem jest 6w punkt P.

12
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43. Tréjkat wpisany w stozkowa. Na plaszezyznie stozko-
wej (nieznieksztalconej) S niechaj dany bedzie szereg punk-
tow (A, B, C,...), ktérego podstawa jest dowolna prosta [
Oznaczmy przez L biegun prostej | wzgledem stozkowej S2
a przez a,b,c,... biegunowe poszczegélnych punktéw uwaza-
nego szeregu, to (ust. 40) zachodzi relacja:

LCABC e LCay by 6 )

Pek prostych (I) przetnijmy dowolng prosta n, ktéra nie prze-
chodzi przez wierzcholek L, a zatem nie jest sprzezona z bie-
gunowa [ wzgledem §?% to wowczas

Lia:b,c,..) 7 nAL B, Cy.i)
Zauwazymy, ze dla skonstruowanych w ten spos6b szeregéw
LA BC.. ) NR(A, B, (5.4

punkty homologiczne: Ai 4, BiB, Ci(/,... sa punktami sprze-
zonemi wzgledem stozkowej §%, gdyz elementy 4, B, (,... leza
(ust. 42) odpow. na biegunowych poszczegélnych punktéw 4, B, C.

Skonstruujmy teraz biegun N prostej n wzgledem S2, oraz
biegunowa a’ punktu 4. Poniewaz A" = na lezy na prostych n
i a, przeto (ust. 39) jego biegunowa a’ przejS¢ musi przez bie-
guny N i 4 owych prostych. Podobnie dla punktéw B’ = nb,
C’' = nc,... szeregu (n) ich biegunowe wzgledem stozkowej $*
sg prostemi: b’ = NB, ¢/ = NC,... Dochodzimy zatem do relacji:

n(d; B, C, . Y NN e e ) N LB G L)
a zatem dla szeregéw punktéw
n(A, B, QN A B E,...)

wykazali§my, ze ich podstawy n i [ posiadaja analogiczne wia-
snosci.

© Zal6zmy teraz, ze podstawy [ i n skonstruowanych szere-
gbéw przecinaja si¢ w punkeie P, lezacym na stozkowej 5% Punk-
towi P, uwazanemu za element szeregu (l), podporzadkowana
bedzie w peku (L) biegunowa p, ktéra jest styczna w punkcie P
do stozkowej S2 Homologiczny punkt P’ szeregu (n) jest ele-
mentem P’ = np, ktéry zjednoczyl si¢ z punktem P. Wnosimy
stad (ust. 18), ze szeregi () i (n) sa szeregami perspekiy-
wicznemi.

Dochodzimy zatem do dwdéeh, dwoiscie odpowiadajacych

sobie, twierdzen :
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Skoro na plaszczyznie | Skoro na ptaszczyinie
stozkowej (nieznieksztalconej) stozkowej (nieznieksztalconej)
S? lezq - dwie dowolne proste, $? lezq dwa dowolne punkty,
ktére nie sq sprzezone wzgledem ktore nie sq sprzezone wzgle-
tej stozkowej, i kazdemu punk- dem tej stozkowej, i kazdej
towi jednej prostej podporzqd- prostej, przechodzqcej przez je-
kujemy punkt z nim sprzezo- den punkt, podporzqdkujemy
ny wzgledem stozkowej S°, a prostq z niq sprzezonq wzgle-
lezqcy na drugiej prostej — to dem stozkowej S?, a przecho-
uzyskane w len sposéb szereqgi dzqcq przez drugi punkl — to
punkléw sq rzutowe. uzyskane w ten sposéb peki

prostych sq rzutowe.

Jezeli zas punkl przeciecia Jezeli za$ prosta, tqczqca
sie tych dwdch dowolnych pro- owe dwa dowolne punkty, jest
stych jest sprzezony z samym sprzezona z samq sobq (t. zn.
sobq (t. zn. lezy na stozkowej jest styczna stozkowej S2), to
§?), to uzyskane szereqi punk- uzyskane peki prostych sq per-
low sq perspektywiczne. speklywiczne.

Teraz dowie§¢ mozemy prawdziwosci nastepujacych twier-
dzen Staudla:

Tréjkqt wpisany w stoz- Tréjbok opisany na-stoz-
kowq (nieznieksztalcong) S° kowej (nieznieksztalconej) S2
posiada le wtasno$é, ze kazda posiada le wlasno$é, ze kazdy
prosta sprzezona (wzgledem S2) punkt sprzezony (wzgledem S2)
z jednym z bokéw teqo tréjkq- z jednym = wierzchotkow tego
la, przecina obydwa pozostate tréjboku, rzucony z obydwu po-
boki w punktach sprzezonych zoslatych wierzchotkéw, wy-
wzgledem stozkowej S2. znacza prosle sprzezone wzqle-

dem stozkowej S2.

Aby dowies¢ prawdziwoSci twierdzenia z lewej strony, wezZmy
pod uwage (ryc. 66) boki @’ = BC i V' = CA tréjkata ABC, wpi-
sanego w stozkowa S$? oraz styczne a, b w wierzcholkach 4i B
do stozkowej S2. Punkt C’'=ab jest biegunem boku ¢ = AB
wzgledem stozkowej S% a dowolna prosta [, przechodzaca przez
', jest ,sprzezona“ z bokiem ¢’ = AB. Wykazaé¢ mamy, ze punkty
P=1la'" i R= b sa sprzezone wzgledem S2

W tym celu boki a i ' danego tréjkata ABC uwazajmy
za podstawy szeregéw punktow, ktérych elementami niechaj
beda punkty sprzezone wzgledem stozkowej S2 Punkty 4, = aa
i 4, lezace na stycznej a, oraz B i B, = b’b, przynalezne do stycznej

*
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b, sa (ust. 42) punktami sprzezone-
mi, a nadto punkt C stozkowej §2
jest sprzezony z samym soba. Na
mocy poprzedniego twierdzenia uzy-
skaliSmy na podstawach a" i b’ dwa
perspektywiczne szeregi punktéw

@ (C, 4 B,..) R V(C, A, B,,..)),

ktérych elementy homologiczne wy-
znaczaja proste a = 4y4, b = BB,j,...
pomocniczego peku C’(a, b,...). Wno-
simy stad, Ze dowolna prosta [ tego
peku przecina podstawy a’id’ w dwéch
punktach sprzezonych P iR, c. b.d. w.
Prawdziwemi sa tez, odwrotne do
Ryc. 6. poprzednich, twierdzenia Staudta:

Tréjkal wpisany w sloz-
kowq (nieznieksztalcona) S2
posiada le wtasnosé, ze kazda
prosta, ktéra przecina dwa bo-
ki tego trojkqla w punktach
sprzezonych wzgledem lej stoz-
kowej, jest prostq sprzeionq
z trzecim bokiem owego réj-
kqta.

Trojbok opisany na stoz-
kowej (nieznieksztalconej) §?
posiada te wtasnosé, ze kazdy
punkt, ktéry rzucony z dwéch
wier:chotkow tego lréojkqla wy-
znacza dwie prosle spr:ezone
wzgledem stozkowej S? jest
punktem sprzezonym z trzecim
wierzchotkiem oweyo tréjboku.

W istocie bowiem, jezeli punktom C, Ay, B, P,... proste] a’
(ryc. 66) podporzadkujemy na prostej b’ punkty z niemi sprze-
zone wzgledem stozkowej S%, a mianowicie C, 4, By, R,..., to
otrzymamy dwa szeregi perspektywiczne (a’) A (0’). Pary homo-
logicznych punktéw tych szeregéw wyznaczaja proste a = Ay4,
b= B,B, |= PR,... pomocniczego peku C’'(a,b,1,...), ktérego
wierzcholkiem jest punkt C’ = ab przeciecia sie prostych a i b.
7 uwagi na to, ze elementy a i b sa stycznemi stozkowej S2
w punktach 4, wzgl. B, przeto punkt €’ jest biegunem boku
AB = ¢’ danego tréjkata a prosta | = PR peku ((’) jest sprze-
zona z bokiem ¢ wzgledem stozkowej S2% c. b. d. w.

Na ryec. 67 dany jest tréjkat 123, wpisany w stozkowa S2,
ktérego bokami sa proste a =23, b=31 i ¢=12 Niechaj
proste I, I1I i 1Il beda stycznemi do stozkowej S* odpow. w punk-
tach 1, 2, 3, to wowezas uzyskamy tréjbok [ Il IIl, opisany na
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tej stozkowej, ktérego wierzcholkami sa punkty A=1I11I, B= 111 |
i C = I Il. Wyznaczmy nastepnie punkty 4, = Ia, By=1Ibi C, =
= Illc, oraz proste
ag=714, by=2B i
Co—_—-3C.

Poniewazpunkt
C, lezy na prostych
IIl i ¢, przeto jego
biegunowa wzgle-
dem stozkowej S2
przechodzi (ust. 39)
przez bieguny 31 C
prostych III i c. Po-
dobnie prosta b, =
= 2B jest biegunowa
punktu B, = 1Ib, a
prosta a, =14 jest
biegunowa punktu
A=

Jezeli przez biegun C, prostej ¢, = 3C poprowadzimy pro-
sta CoC = e, to elementy ¢, i e sa prostemi sprzezonemi (ust. 42)
wzgledem stozkowej §% a zatem dwustosunek (cyel II) = —1.
Dla czworokata zupelnego 12AB punkty C, C i Py,=a,b, sa
wierzcholkami tréjkata przekatnego, a zatem (ust. 18) proste
PyC, e, 111l tworza grupe harmoniczng o stosunku (P,C, el II) =
= — 1. Poniewaz w dwéch otrzymanych grupach harmonicz-
nych elementy e, I i Il sa wspélne, przeto proste ¢, = C3 i P,C
musza sie zjednoczyé. DowiedliSmy tedy?!), ze trzy proste:
ay =14, by=2B i ¢, = 3C przecinaja sie w punkcie P,. Z uwagi
na to, ze punkty 4,, B, i C, sa biegunami prostych a, b, i ¢,
wzgledem stozkowej $2% przeto musza owe punkty lezeé¢ (ust. 39)
na prostej p,, ktéra jest biegunowa punktu P, A zatem:

Trojkqt wpisany w stoz-
kowq (nieznieksztalcona) S2
posiada le wtasnosé, ze irzy
punkly przeciecia sie poszcze-
golnych jego bokoéw ze stycz-
nemi, wykres$lonemi do stoz-
kowej S? w przeciwlegtych

Y) Por. F. Enriques, 1. c. str. 224.

T'réjbok opisany na stoz-
kowej (nieznieksztalconej) S2
posiada te wtasnosé, ze lrzy
proste, tqczqce poszczegélne
Jjego wierzchotki z punktami
stycznosci przeciwlegtych bo-
kow tego tréjboku ze stozko-
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wierzchotkach {lego tréjkqla, wq S?, przecinajq sie w jed-
lezq na jednej prostej. nym punkcie.

Troéjkat 123 (rye. 67), wpisany w stozkowa S2, uwazaé mo-
zemy za przypadek graniczny szeSciokata (I =4 2=, 3 =6)
wpisanego w te stozkowa, ktérego dwa wierzcholki 1 i 4 zjed-
noczyly sie w punkecie 1 = 4, podobnie wierzcholki 2 i 5 zjed-
noczyly sie w punkcie 2 =25, a wierzcholki 3 i 6 w punkcie
3=26:.Boki 14=125=1Ii 36 = Il tego szeSciokata sq sty cz-

nemi stozkowej S> .
WykazaliSmy, ze punkty Ay By i C, leza na jednej pro-
142536 stej Do Celem wyznaczenia owych punk-
YT TR téw i prostej p, (prostej Pascala) po-
o CO ! < ?,lui.yé sie moZt.amy Znowu scfhematem,
gE el BzJ ¢ jakiego uzywali§my poprzednio (ust. 28)

dla szesciokata wpisanego w stozkowa S
Analogiczne uwagi stosowaé sie beda do tréjboku I 11 ],
ktéry uwaza¢ mozemy (rye. 67) za szeSciobok (I=1IV II=YV
16Z r . . - 2
[IVII| VIIVI i —.\1), opisany na stozkowe] S:
Wypisany obok schemat pozwoli

I 1V YAl ooy

P,

v skonstruowaé trzy proste a, b,
v i I{I VI.... ¢ i ¢y, ktére przecinaja sie w jednym
X VIT ....b punkcie P, (punkecie Brianchona).
Uwaga: Z rozwazan naszych wynika, ze powyzej wypisane twierdze-

nia uwaza¢ mozemy za szczegdélne przypadki (ust. 28 i 29) ogélnych twier-
dzen Pascala i Brianchona.

44. Konstrukcyjne wyznaczenie elementow podwojnych
pekéw inwolucyjnych i szeregdw inwolucyjnych. W ustepach
23—25 oméwiliSmy wilasnosci szeregéw i pekéw inwolucyjnych.
PoznaliSmy tam réwniez pewne sposoby konstrukeyjnego uzu-
pelnienia tych utworéw. Teraz zajmiemy sie takiemi konstruk-
cjami, ktére pozwola wyznaczy¢ punkty podwdjne szereglw
inwolucyjnych i proste podwéjne pekéw inwolucyjnych.

Wiadomo nam, Ze inwolucyjny pek prostych

P (a,ay, byb,,...)
wyznaczony jest przez dwie pary homologicznych prostych
a,, ay i by, b,. Skoro prosta b, oznaczymy (ryc. 68) przez c,,
a prosta b, przez c,, to uwazany pek inwolucyjny jest (ust. 23)
szezeg6lnym przypadkiem dwéch jednokresinych pekéw prostych

PXay, by s i) KX P (ag by, Caivis)
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o wspélnym wierzchotku P i o wspélnej plaszcezyZznie podsta-
wowej.

Celem uzupelnienia tych pekéw (ust. 36, zad. 1) zastosu-
jemy konstrukcje Steinera, korzystajac przytem (ryc. 68) z na-
stepujacego lancucha utworéw rzutowych :

Piay, by, cyy o) Aidg @y, by, € ) R0 (LB, €, ) A
s, Digelors s N RLR s Bapesc i )
Dla dowolnej prostej x; pierwszego peku wyznaczymy prosta
a2y = 4,X; wpeku (4,), punkt X = x’;w szeregu (w), nastepnie
prosta x’s = 4, X peku (4,) i wreszcie prosta x, = PX, w peku
ostatnim. Otrzymana w ten sposéb para prostych homologicz-
nych x; i x, peku inwolucyjnego jest ,zamienng“, przeto dla
xy = z, podporzadkowany element z, zjednoczy¢ sie musi z pro-
sta x,. Dla prostych z; i z, zachodzi — wedle wypisanego po-
wyzej laficucha — ten zwiazek, Ze: proste z’;, = 4,7, i 2/, = A, Z,
przecinajg sie w punkeie Z = z’;z’, na pomocnicze]j prostej w = BC.

WezZmy teraz pod uwage czworokat zupelny A4,4,B,B,, wpi-
sany w stozkowa §2 (na ryc. 68 przyjeto kolo), oraz jego prze-
katna w = BC, laczaca dwa punkty przekatne B = 0,0, i C=¢',Cs.
Proste 4,4, =a i BB, = b przecinaja sie w trzecim punkecie
przekatnym tego czworokata.
Z rozwazan ust. 38 wynika,
ze prosta w jest biegunowa
punktu W = ab wzgledem stoz-
kowej §2 — Skoro weZmiemy
pod uwage drugi czworokat
zupelny A4, 4,Z,7Z,, to jego
punkty przekatne X = a2,
i Z=17,Z, leza na prostej w.
Trzeci punkt przekatny tego
czworokata, t. zn. punkt prze-
ciecia sie prostych 4,4, =a
\ Z,Zy =z, jest biegunem W
prostej w = BC = XZ. Wyka-
zaliSmy tedy, ze: proste a = Ryc. 68.
==l aGen B Be 8, 2, = 7,
przecinaja sie w jednym i tylko jednym punkcie W. Poniewaz
Z, 1 Z, sa punktami przeciecia sie stozkowej S2 z dowolng
para homologicznych prostych z; i z, peku inwolucyjnego (P),
przeto (ryc. 68 i ryc. 69) dochodzimy do nastepujacych twier-
dzen, podporzadkowanych sobie w mys$l zasady biegunowej
dwoistosei :
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Skoro poszczegolne pary
homologicznych prostych da-
nego peku inwolucyjneqo prze-
tniemy  stozkowq (nieznie-
ksztalcona) S2, kiora lezy na
ptaszczyznie tego peku i prze-
chodzi przez jego wierzchotek,
to pary owych punktéw prze-
ciecia wyznaczajq proste, prze-
chod:zqce przez jeden punkt.

Skoro przez poszczegélne
pary homologicznych punktéw
danego szerequ inwolucyjneqo
wykreslimy slyczne do stozko-
wej (nieznieksztalconej) S2,
ktora jest styczng do podsta-
wy lego szerequ, to pary owych
stycznych przecinajq siew punk-
lach, lezqcych na jednej pro-
slej.

Z latwoscia dowiedziemy prawdziwoseci nastepujacych twier-

dzen :

Skoro wyznaczymy pary
punktéw przeciecia sie poszcze-
golnych prostych danego peku
ze sltozkowq (nieznieksztalco-
na) $2, ktora lezy na plaszczyz-
nie tego peku i nie przecho-
dzi przez jego wierzchotek,
a nastepnie owe pary punklow
rzucimy z dowolnego punkiu

stozkowej S2 to uzyskamy -

wowczas inwolucyjny pek pro-
stych.

Pek prostych W(a,b,z,..

Skoro =z poszczegdlnych
punktéw danego szerequ wy-
kreslimy pary stycznych do
stozkowej (nieznieksztalconej)
82, klora wraz z podstawq tego
szerequ lezy na wspdlnej pta-
szczyZnie 1 nie jesl slycznq do
lej podstawy, a nastepnie owe
pary stycznych przetniemy do-
wolnq stycznq stozkowej - S
lo uzyskamy wowczas inwo-
lucyjny szereq punklow.

.) 1 stozkowa S2, ktéra nie prze-
chodzi przez wierzcholek W, leza (rye. 68) na wspélnej plaszezyi-
nie. Poszezegé6lne proste a, b, z,... tego peku przecinaja stoz-
kowa S? w parach punktéow: A, i 4y, B, i By, Z, i Z,... Dla
czworokatow zupelnych A A, BBy, i A, 4, 7, Z, skonstruujmy
punkty przekatne B=b b C—cle » OTaz Zi— 2N e
ktore leza (ust. 38) na biegunowe]j w punktu W wzgledem
stozkowej S2. Szereg punktow w (4, B,C, Z, X,...), gdzie A jest
punktem przeciecia sie prostych w i a, rzuémy z punktéw A,
i A, stozkowej S, to otrzymamy dwa perspektywiczne peki
prostych

R Ay 65 En e

Pek prostych (4,) jest rzutowy wzgledem peku P (as, by, ¢, 25, Tgye )5
gdyz homologiczne proste tych pekéw przechodza (ust. 27) przez
punkty Ay, By, Cy, Zs, X,,... stozkowej S%Peki(4,)i P(ay, by, ¢4, 24, 450.2)

A (@D @5 2 g o
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sq tez jednokreslne, bo sa rzutami
punktéw 4,, B,, C;, Z, X, ... stozko-
wej S2 Z relacji:

P by, € o Tgsoie) Py (@hs D'sy Es,
2o Tl A Wl B0 50X, . )R
NoAsaisbelz ey R Piag Dy
Clizii )

wynika (ust. 7) rzutowosé¢ pekow
o wspélnym wierzcholku P, a po-
niewaz nadto proste: b, =¢, i b; =
e L o D T s o
rzadkowane sa sobie w sposéb za-
mienny, przeto (ust. 23) dochodzi-

my do peku inwolucyjnego
Playas bibaziz i .

Rye. 69.

W ten sposéb wykazaliSmy prawdziwos§é twierdzenia, wypisa-

nego po stronie lewej.

Zadanie 1: Dane sa dwie
pary prostych homologicz-
nych a,a, i bb, peku inwolu-
cyjnego. Nalezy skonstruowaé
proste podwdjne tego peku.

Rozwiagzanie: Przez
wierzcholek P peku inwolu-
cyjnego poprowadzmy dowol-
ne kolo §? (rye. 69) i wyznacz-
my punkty 4,, 4,1 B,, B, prze-
ciecia sie tego kola z danemi
prostemi peku (P). Proste
a= A4, i b= B,B, przecina-
ja sie w punkcie W, ktéry jest
wierzcholkiem pomocniczego
peku W (a,b,...). Na mocy po-
przednich twierdzefi dowolna
prosta z peku (W) przetnie
kolo §? w takich punktach Z;
1-%,, Zeo proste z;=PZ, iz, =
= PZ, sa homologicznemi ele-
mentami peku inwolucyjne-
go (P).

Zadanie 2: Dane sg dwie
pary punktéw homologicznych
A4, 1 BB, szeregu inwolu-
cyjnego. Nalezy skonstruowa¢é
punkty podwéjne tegoszeregu.

Rozwiazanie: Nary-
sujmy kolo §? styczne do pod-
stawy p szeregu inwolucyjne-
go 1 wyznaczmy styczne ay,
a, i by, b, tego kola, przecho-
dzace przez dane punkty sze-
regu (p). Punkty A=a,a,
i B=b;b, leza na prostej w,
ktéra jest podstawa pomocni-
czego szeregu w (4, B,...). Na
mocy poprzednich twierdzen
styczne z; i z, wykre§lone
z dowolnego punktu Z szere-
gu (w) do kola 8%, przecinaja
prosta p w takich punktach
Zy = pz; | Zg= pz,, ktére =g
elementami homologicznemi
szeregu inwolucyjnego (p).
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Jezeli wierzcholek W jest
punktem ,zewnetrznym¢ stoz-
kowej 82 to sieczna z moze
zjednoczyé sie ze stycznag e,
wykres§lona z punktu W do
kota §2. Woéwezas punkty Z,
1 Zy zjednocza sie z punktem
stycznosci E, = E, a proste
homologiczne z; i z, peku in-
wolucyjnego zjednocza sie na
prostej podwdéjnej e, = e,.

Z punktu W wykres§lmy
styczne e i f do kola S$2 to
przez ich punkty stycznosei
przechodza proste podwéine
eg=¢e, i fi=1/, peku inwolu-
cyjnego (P).

Jezeli podstawa w jest
prosta ,sieczna“ stozkowej S2

* to punkt Z zjednoczy¢ sie mo-

ze z punktem E przeciecia sie
prostej w z kolem 82 Waéw-
czas proste z; i z, zjednocza
sie ze styczna e, = e, (W punk-
cie E do kola §?), a punkty
homologiczne Z, i Z, szeregu
inwolucyjnego zjednocza sie
w punkeie podwéjnym E; = E,.

Wyznaczmy punkty E
i I przeciecia sie¢ proste] w
z kolem S2 to styczne w tych
punktach przecinaja sie z pod-
stawa p w punktach podwdj-
nych E, = E; i F, =F, szere-
gu inwolucyjnego (p).

Uwaga: Zadanie 2 rozwiaza¢ mozemy réwniez w ten sposob, ze sze-

reg inwolucyjny p (4,4, BB,,...) rzucimy z dowolnego punktu P, a w otrzy-
manym peku inwolucyjnym P (a,a,, b;b,,...) wyznaczymy (por. zad. 1) pro-
ste podwojne e, =e, i f, = f;. Owe proste przetna podstawe p w punktach
E,=E, i F, = F,, ktore sa punktami podwéjnemi szeregu inwolucyjnego (p).

Korzystajac z rozwiazan powyzszych zadan, ustali¢ mozemy
nastepujace zaleznosei:

Jezeli wierzcholek W po-
mocniczego peku prostych
Wi(a,b,...) jest punktem ze-
wnetrznym,wewnetrznymstoz-
kowej 82, wzglednie lezacym

Jezeli podstawa w po-
mocniczego szeregu w(4, B,...)
jest prosta sieczna, zewnetrzng
stozkowej S2, wzgl. styczna tej
stozkowej, to wéwezas szereg

na tej stozkowej, to wéweczas
pek inwolucyjny P(a,ay, bybs,..)
jest (ust. 25) pekiem hiperbo-

inwolucyjny p (4,4, B,B,,...)
jest (ust. 24) szeregiem hiper-
bolicznym, eliptycznym, wzgl.

licznym, eliptyeznym, wzgl
parabolicznym.

parabolicznym.

45. Wspoélna para homologicznych elementéw dwoch sze-
regéw (wzgl. pekéw) inwolucyjnych. Na dowolnej plaszczyZnie
niechaj leza dwa peki inwolucyjne prostych P (a;a,, bib,,...)
i P(aay, b'by,...) o wsp6lnym wierzcholku £. Dowolnemu pro-
mieniowi x; = z’;, uwazanemu za element x, pierwszego peku
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podporzadkowana jest w tym peku prosta x,; natomiast prostej
x; = 73, uwazanej za element z’; drugiego peku, niechaj podpo-
rzadkowana bedzie w owym peku prosta z’,, W ogélnosei pro-
ste x, i z’, nie nakrywaja sie na jednej i tej samej prostej.

Zbadajmy, czy proste x, i zy, moga sie zjednoczy¢ na wspol-
nej prostej x, = z’, ¢ Innemi stowy: czy dwa uwazane peki inwo-
lucyjne o wspélnym wierzcholku P posiada¢ moga wspdlna
pare prostych homologicznych x; =2/, i &y =2/3?

W tym celu przetnijmy dane peki inwolucyjne dowolna
stozkowa (nieznieksztalcona) §2 ktéra przechodzi przez ich
wierzcholek P. Nastepnie, w sposéb oméwiony w ust. 44, skon-
struujmy pomocniczy pek prostych Wi(a,b,...) zwigzany Scisle
z pekiem inwolucyjnym P (a;as, b;b,,...), oraz drugi pek pomoc-
niczy W' (a,0l,...), podporzadkowany pekowi inwolucyjnemu
P(a'yd’s, b1, ...). Gdyby wierzcholki Wi W’ tych pekéw zjedno-
czyly sie w punkeie W, to — w my$l twierdzenia (z lewej strony)
ust. 44 — peki inwolucyjne o wspélnym wierzcholku P posia-
dalyby wszystkie wspélne pary prostych homologicznych,
t. zn. istnialby tylko jeden pek inwolucyjny. Wypadek ten,
jako sprzeczny z zalozeniem, musimy wykluczyé. Wierzcholki
W i W’ sa zatem dwoma réznemi punktami i okreslaja wspélna
prosta WW’=x =z pomocniczych pekéw. Prosta WW’ prze-
cina sie ze stozkowa S§? (ust. 31) w dwéch punktach (rzeczywi-
stych lub urojonych sprzezonych) X; =272, i X, =7, a proste
x =PX, = PZl, =2, i xy=PX,= PZ'y= 7'y stanowig wspé6lng
pare prostych homologicznych uwazanych pekéw inwolucyjnych.
A zatem dochodzimy do twierdzen :

Dwa inwolucyjne peki Dwa inwolucyjne szeregi

prostych o wspélnym wierz-
chotku (i lezace na wspdélnej
plaszezyZnie) posiadajq za-
wsze jednag 4 tylko jedng
wspdlnqg pare homologicznych
prostych (rzeczywistych, wzgl.
urojonych sprzezonych).

punktéw o wspolnej podstawie
posiadajq zawsze jedng i tyl-
ko jednq wspiolnq pare homo-
logicznych punktéw (rzeczywi-
stych, wzgl. urojonych sprze-
zonych).

Wykazemy ponizej prawdziwo§é twierdzen uzupelniajacych,

a mianowicie :

Jezeli przynajmniej jeden
z danych pekow inwolucyj-
nych jest pekiem eliptycznym,

Jezeli przynajmniej jeden
z danych szeregow inwolucyj-
nych jest szeregiem eliptycz-
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to owa wspdlna para prostych nym, to owa wspdlna para
homologicznych jest rzeczy- punktow homologicznych jest
wisla. | rzeczywisla. :

W tym celu weZzmy pod uwage dwa szeregi inwolucyjne
o wspélnej podstawie p, ktérych §rodki S i S, (ust. 24) sa do-
wolnemi punktami prostej p. Niechaj ¢ < 0 oznacza potege
(ust. 24) pierwszego szeregu inwolucyjnego, ktéry — wedle za-
lozenia — jest szeregiem eliptycznym, a symbol ¢, potega dru-
giego szeregu inwolucyjnego. Skoro punkty A, i 4, prostej p
tworza wspélna pare elementéw homologicznych tych szeregéw
inwolucyjnych, to dla ich poteg otrzymamy (ust. 24) zaleznosei :

4S.45=c 4,8y - 4,8, = ¢,
Podstawiajac (ust. 9) wartosei:
m:AdS‘*'S—So A‘zso:?gg—"s_so
otrzymujemy dla ¢, wartosé
(A3 +55) G5+ 55) = ¢, lub 45+ G5 =2==50 _p,
o 1

7 dwoéceh zwiazkow :
48 . 4S=c A4S+ 4,S=k
wynika, ze pierwiastki 4,S i 4,5 (wyrazajace odleglo$ci niezna-

nych punktéw A, i A, od Srodka § pierwszego szeregu inwo-
lucyjnego) spelniaja réwnanie kwadratowe, typu:

2 —ky.x+c=0.

Otrzymujemy tedy nastepujace wartoSci pierwiastkow powyz-
szego réwnania kwadratowego :

7 R ko + |/1;<2> U A V (e __c_ﬁ(f)?_‘ltc.gog
2.58S,

i k, —_I/l\‘g e Yl — ﬁ(f—l/(co—c—b&, )2—4c. bb
2 i 2 bAgo

Poniewaz potega ¢ <0, przeto jest wyrazenle (6= 88, )2
—4c¢.85, >0, a para odcinkéw A S i A,S jest ,rzeczywista“.
Wn031my stad, ze uwazane szeregi inwolucyjne posiadaja jedna
i tylko jedna rzeczywisiq i wspélna parQ homologicznych punk-
téw 4, i A5 e bdow,
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46. Wlasnosci punktow zewnetrznych i wewnetrznych,
oraz prostych siecznych i zewnetrznych. Niechaj dana bedzie
dowolna stozkowa (nieznieksztalcona) S oraz jakikolwiekbadz
puhkt ,wewnetrzny“ W tej stozkowej. Z rozwazan ust. 31
wiadomo nam, ze przez W wykredli¢ mozemy takie proste a,
b, ¢,..., ktore sa ,siecznemi“ stozkowej §2 i przecinaja ja w pa-
rach rzeczywistych punktéw: A, i 4,, B, i By, C; 1 C,... Owe
punkty rzucone z dowolnego punktu P stozkowej S2 wyzna-
czaja (ust. 44) inwolueyjny pek prostych P(aay b,b,,...); po-
niewaz nadto przez punkt wewnetrzny W przechodza dwie ,uro-
jone sprzezone“ styczne stozkowej S2, przeto (ust. 44) 6w pek
inwolueyjny (P) jest pekiem eliptycznym.

Na plaszezyznie stozkowej S2 obierzmy teraz dowolny
punkt ,wewnetrzny“ lub ,zewnetrzny“ W, i wykreslmy
przezen (ust. 31) proste ,sieczne“ a’, b, c,... stozkowej S2
- Punkbye dtsiide e BesniiBe = ) cia Clss s, W ktorych owe sieezne
przecinaja stozkowa S2 rzuémy z wierzcholka P, to otrzymamy
wowezas drugi pek inwolucyjny P (a';a’s, b'\b's,...).

Za posrednictwem punktu ,wewnetrznego“ W i dowolnego
punktu W, skonstruowaliSmy dwa inwolucyjne peki prostych
PR s, Dy bogeh ) AnRilal dlaibihis i)

o wspélnym wierzcholku P, z ktérych pierwszy jest pekiem
eliptyeznym, a drugi moze byé¢ albo eliptycznym, albo tez hi-
perbolicznym. Peki te posiadaja (ust. 45) jedna rzeczywista
wspélna pare homologicznych prostych z; i z,, Wierzcholek P
lezy na stozkowej S2, przeto (ust. 31) z; i z, sa ,siecznemi“ tej
stozkowe]j. Jezeli tedy przez Z; i Z, oznaczymy rzeczywiste
punkty przeciecia sie prostych z, i z, ze stozkowa S2 to one
musza lezeé¢ (ust. 44) na prostej Z,Z, — z pomocniczego peku
W i réwnoczes$nie na prostej pomocniczego peku W, Prosta
z = 7,7, przechodzi przez punkty W i W, Poniewaz punkty
W i W, sa dowolnemi punktami, przeto?!) dochodzimy do dwéch
bardzo waznych twierdzen, podporzadkowanych sobie w mysl
zasady biegunowej dwoistos$ci, a mianowicie : ‘

Kazda prosta, przecho- Kazdy punkt, lezqcy na
dzqca przez punkl wewnelrz- prostej zewnelrznej slozkowej
ny stozkowej (nieznieksztalco- (nieznieksztalconej) S§2, jest
nej) 8% i lezqca na jej pta- punktem zewnetrznym tej sloz-
zc:yinie, jest siecznq lej sloz- cowej.
kowej.

1) Por. F. Enriques, 1. c. str. 254.
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Na ryec. 70 dane sa stozkowa S2? i punkt wewnetrzny P.
7 ostatniego twierdzenia ust. 40-go wynika, Ze biegunowa p
punktu wewnetrznego P wzgledem stozkowej S2 jest prosta
»zewnetrzna“. Dowolny punkt Q, lezacy na prostej zewnetrznej
p, jest punktem zewnetrznym. Jego biegunowa q jest sieczna
(ust. 40), przechodzi przez punkt wewnetrzny P (ust. 39) i prze-
cina prosta zewnetrzna p w punkecie zewnetrznym R = qp. Bie-
gunowa punktu R = gp jest oczywiscie (ust. 39) prosta r = QP,
ktora jest sieczna stozkowej S2 Tréjkat PQR, ktérego kazdy
wierzcholek jest biegunem przeciwleglego boku wzgledem pew-
nej stozkowej S2 nazwaliSmy w ust. 39-ym tréjkatem bieguno-
wym. A zatem:

W kazdym (réjkqcie biegunowym wzgledem stozkowej (nie-
znieksztalconej) S2 dwa jego boki sq siecznemi, a trzeci bok jest
proslq zewnetrznq, oraz dwa jego wierzchotki sq punktami ze-
wnetrznemi, a trzeci wierzchotek jest punktem wewnelrznym
owej stozkowej.

Oznaczmy (ryc. 70) przez E i F punkty przeciecia sie siecz-
nej r = PQ ze stozkowa S2 Punkty P,Q i E, I’ tworza (ust. 38)
grupe harmoniczng o
stosunku(PQEF)=—1,
przyczem punkty PiQ
sa (ust. 12) ,harmo-

nicznie sprzezone“

wzgledem punktéw £
i F. Punkt P jest punk-
tem wewnetrznym, a
punkt Q jest zewnetrz-
nym punktem dla stoz-
kowej S2 Zbadajmy,
czy powyzsza wlasnosé
; spelniona jest dla kaz-
dej pary punktéw, lezacych na statej prostej siecznej r—= EF
i harmonicznie sprzezonych wzgledem punktéw E, F?

W tym celu obierzmy (rye. 70) na stozkowej S§2 dowolny
punkt 4 (rézny od punktéw E i F), wykre§lmy styczna a w punk-
cie 4 do S? i wyznaczmy punkt B = ra, przeciecia sie stalej
prostej r z owa styczna a. Poniewaz B lezy na stycznej a, przeto
(ust. 31) jest punktem zewnetrzny m stozkowej S2 Dla punktu
B = ra jego biegunowa b wzgledem stozkowej S2 przejs¢ musi
(ust. 39) przez bieguny R i 4 prostych r i a. Prosta b = RA —
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zawierajaca punkt A4 stozkowej §2% lub tez jako biegunowa
(ust. 40) punktu zewnetrznego B — jest sieczna stozkowej S2
i przecina prosta r w punkcie € = br. Zauwazy¢ musimy, zZe:
wierzcholki R i B tréjkata biegunowego RBC sa punktami ,ze-
wnetrznemi®, przeto trzeci wierzcholek C tego tr6jkata — na
mocy ostatniego twierdzenia —musi by¢ punktem wewnetrz-
nym stozkowej S2 Punkty B i C prostej r= EF sa harmo-
nicznie sprzezone wzgledem punktéw E i F, a poniewaz punkt
A 1 styezna a stozkowej §2 byly elementami dowolnie przyje-
temi, wiec: B'i C stanowia dowolna pare punktéw prostej r.

Jezeli punkt 4 poruszaé¢ sie bedzie po stozkowej S2 to
styczna a obwodzi¢ bedzie te stozkowa, a punkt zewnetrzny
B = ra przebiegaé¢ bedzie odcinek EQF (zawierajacy punkt nie-
wlasciwy proste] r= EF), a réwnocze$nie punkt wewnetrzny
C — harmonicznie sprzezony z punktem B wzgledem pary E
i F — przebiega¢ bedzie odcinek (o dlugosci skoniczonej) EPF
owej prostej r.

Skoro punkty B, C, E i F rzucimy z bieguna R prostej r,
to proste c= RB i b= RC s3 ,harmonicznie sprzezone“ wzgle-
dem stycznych e = RE i f= RF stozkowej §2 Nadto prosta ¢
jest prosta ,zewneirzna“, a element b prosta ,sieczna“ stozko-
wej S2 A zatem:

Punkly przeciecia sie da-
nej prostej siecznej r ze stoz-
kowq (nieznieksztalcona) §2
okreslajq na r dwa dopetnia-
jace sie odcinki o tej wtasno-
$ci, ze: punkty wewnetrznejed-
nego z tych odcinkow sq punk-
tami wewnetrznemi stozkowej
S2, a punkly wewnetrzne dru-
giego z tych odcinkéw sq
punklami zewnetrznemi stoz-
kowej S*

Styczne z danego punktu
zewnelrzneqo R do stozkowej
(nieznieksztalconej) S2 okre-
slajq dwa dopetniajqce sie kq-
ty o lej wtasnosci, ze: proste
wewnelrzne jednego z tych kq-
téw sq siecznemi stozkowej S?2,
a proste wewnelrzne drugiego
z tych kqtow sq prostemi ze-
wnetrznemi stozkowej S?2.

47. Proste normalne peku inwolucyjnego. Pek cykliczny.

Na rye. 69 dany jest pek inwolucyjny P (e,a,, bb,,...), oraz kolo
§2, przechodzace przez wierzcholek P tego peku. Punkty 4, 4,
i By, B,, przeciecia sie danych dwéeh par prostych peku inwo-
lucyjnego z kolem S* wyznaczaja proste a = A4,A;, i b= BB,
pomocniczego peku Wi(a,b,...). Zapomoca poszezegllnych pro-
stych peku (W) mozemy dokonaé uzupelnienia (ust. 44) peku
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inwolucyjnego (P). Przez wierzcholek W i przez Srodek O
kola §2 wykre§lmy prosta n = WO. Poniewaz punkt O — jak
to wykazemy w ust. 48 — jest punktem ,wewnetrznym“ kola,
przeto prosta n = WO jest (ust. 46) sieczna i przecina kolo S2
w dwo6ch punktach rzeczywistych N; i N,. Proste PN,=n,
i PN, = n, tworza (ust. 44) pare elementéw homologicznych
peku inwolucyjnego (P), a poniewaz ,kat w péltkolu“ <= N,PN,
jest katem prostym, przeto elementy n, i n, sa wzajemnie pro-
stopadle i stanowia (ust. 25) pare prostych normalnych peku
inwolucyjnego.

Prosta n= WO, przechodzaca przez §rodek O kola §2
i przez wierzcholek W — ktéry moze byé¢ punktem ,zewnetrz-
nym¢, ,wewnetrznym* lub. wreszcie ,lezagcym na“ kole S§2 —
przecina owe kolo zawsze w dwéch punktach rzeczywistych
N; i N,. Dochodzimy zatem do twierdzenia, ktérego prawdzi-
wos¢ wykazaliSmy juz w ust. 25-ym, a mianowicie :

Kazdy inwolucyjny pek prostych — bez wzgledu na to, czy
on jest pekiem hiperbolicznym, parabolicznym, czy tez eliptycz-
nym — posiada zawsze przynajmniej jednq rzeczywislq pare ho-
mologicznych prostych normalnych.

Na ryec. 69 weZzmy pod uwage pek inwolucyjny hiperbo-
liczny (P), ktérego proste podwéjne e, = e, i f; = f, przechodza
przez punkty stycznosci stycznych e i f, wykreslonych z wierz-
cholka W do kola S§2 Poniewaz prosta n= WO przechodzi
przez §rodek kola, przeto wystepuja réwnosci lukéw F;\g = E,N,
i F,N, = E,N; kola §2 Z réwnoSci tych wynika réwnos¢ katéw ob-
wodowych: << I, PN, = <c E, PN, lub < F,PN, = <= E,PN,. A zatem:

Prosle normalne peku inwolucyjnego hiperbolicznego sq sy-
metralnemi kqlow, jakie tworzq proste podwdéjne tego peku.

Wiadomo nam, ze pek inwolucyjny
wyznaczony jest (ust. 23) przez. dwie do-
wolne pary prostych homologicznych. Nie-
chaj dane beda na rye. 71 dwie wzajemnie
prostopadle proste homologiczne a; | a,
i by | b, pekuinwolucyjnego (P). Skoro 6w
pek przetniemy kolem §?2 przechodzacem
przez wierzcholek P owego peku inwolu-
cyjnego, to wéwezas proste 4,4, = a i B;B, = b przechodza przez
srodek W kola $2 Poniewaz wierzcholek pomocniczego peku

Ryec. 71.
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prostych W(a,b,...) jest punktem wewnetrznym kola S2, przeto
(ust. 44) pek inwolucyjny (P) jest pekiem eliptycznym. Po-
niewaz wierzcholek peku pomocniczego W (a,b,...) jest §rod-
kiem kola S§2, przeto wszystkie pary homologicznych prostych
peku inwolucyjnego (P) sq w:ajemnie proslopadte. Taki pek in-
wolucyjny eliptyczny nazywamy pekiem cyklicznym lub pekiem
kotowym.

48. Srednica i $rodek stozkowej. Skoro dana jest na pla-
szezyznie o dowolna stozkowa (nieznieksztalcona) S2 to (ust. 41)
kazdemu punktowi A4 plaszezyzny o podporzadkowana jest
jedna i tylko jedna biegunowa a wzgledem stozkowej S2
oraz kazdej prostej b, przynaleznej do o, podporzadkowany
jest jeden i tylko jeden biegun B wzgledem S2 Powyzsza
zaleznoéé zachowana bedzie réwniez i w tym przypadku, gdy
punkt 4 i prosta b beda elementami niewlasciwemi.

Jezeli przez o* oznaczymy prosta niewlasciwa plaszczyzny
w, a przez P> dowolny punkt prostej o, to wéwezas:

Biegunowa p punktu niewlasciwego P> wzgledem
stozkowej (nieznieksztalconej) S* nazywaé bedziemy
srednicq uwazanej stozkowej.

Biegun O prostej niewlasciwej o> wzgledem stoz-
kowej S2 nazywaé bedziemy s$rodkiem owej stozko-
wej Sz

Poniewaz punkt P lezy na proste] o>, przeto z rozwa-
zan ust. 39 wynika bezpoSrednio, Ze: $rednica p przechodzi
przez §rodek O. Podobnie dla dowolnych punktéw P> i T
prostej 0, ich §rednice p i { przecinaja si¢ w Srodku O = pt.
Wreszcie kazda prosta r plaszezyzny o, przechodzaca przez
§rodek O, jest $rednica, gdyz biegun R tej prostej leze¢ musi
(ust. 39) na biegunowej punktu O, t. zn. na prostej niewlasci-
wej 0. A zatem prawdziwe sa nastepujace twierdzenia:

Wszysthie srednice stozkowej (nieznieksztalconej) S2 lworzq
pek prostych, ktorego wierzchotkiem jest srodek lej slozkowej.

Kazda prosta, lezqca na plaszczyinie stozkowej (nieznie-
ksztaleonej) 2 i przechod=qca przez jej $rodek, jest $rednicq tej
slozkowej.

Wiadomo nam, ze : stozkowa S2 jest elipsa, parabola, wzgled-
nie hiperbola zaleznie od tego (ust. 32), czy prosta niewlasciwa

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 13
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o> jest prosta zewnetrzna, styczna, wzgl. prosta sieczna owej
stozkowej. Wiadomo nam réwniez, ze kolo jest (ust. 32) szcze-
g6lnym przypadkiem elipsy.

Srodek elipsy (wzgl. kola), jako biegun prostej zewnetrz-
nej o>, jest (ust. 40) punktem ,wewnetrznym, a kazda $red-
nica elipsy (wzgl. kola) jest (ust. 46) prosta ,sieczna“. Prosta
niewlasciwa o jest styczna do paraboli, a jej punkt styczno-
§ci O, jako biegun (ust. 38) prostej o, jest Srodkiem paraboli.
Wnosimy stad, Ze $rednice paraboli sa (ust. 31) siecznemi tej
stozkowej. Srodek hiperboli, jako biegun siecznej o> jest (ust. 40)
punktem ,zewnetrznym¢. Niechaj prosta o przecina sie z hi-
perbola w dwéch rzeczywistych punktach E* i F~. Styczne e
i f w owych punktach do hiperboli, t. zn. jej asymptoty (ust. 32),
sg biegunowemi (ust. 38) punktéw stycznosci E* i F'~. Asymp-
toty e i f sa — w mys$l naszej definicji — réwniez Srednicami
hiperboli. A zatem:

Srodek kota, elipsy i hiperboli jest punkiem wtasciwym.

Srodek kota i elipsy jest punklem wewnetrznym, $rodek za$
hiperboli jest punklem zewnetrznym tej stozkowej.

Srodek paraboli jest punktem niewtasciwym i lezy na tej
paraboli.

Styczna niewtasciwa paraboli styka si¢ z tq parabolq w jej
srodku.

Srednice kota, elipsy i paraboli sq siecznemi tej slozkowej.

Srednice paraboli sq prostemi réwnolegtemi.

Asymptoty hiperboli, jako jej srednice, przecinajq sie w srodku
tej hiperboli.

7 ostatniego twierdzenia ust. 46-go wynika bezposrednio:

Asymptoty hiperboli okre$lajq dwa dopetniajqce sie kaqty
o tej wtasnosci, ze: S$rednice wewnetrzne jednego z lych kqlow
sq siecznemi tej hiperboli, a srednice wewnelrzne drugiego z tych
kaléw sq prostemi zewnetrznemi owej hiperboli.

Te Srednice hiperboli, ktére sa jej siecznemi, nazywamy
$rednicami rzeczywislemi; $rednice zas, ktére sa prostemi ze-
wnetrznemi hiperboli, nazywamy s$rednicami idealnemi tej stoz-
kowej. Na rye. 72 dane sa asymptoty e, f, Srodek O, srednica
rzeczywista r i Srednica idealna p hiperboli.

Zajmiemy sie teraz konstrukcyjnem wyznaczeniem Srednic
i érodkéw stozkowych. W tym celu przez dany punkt niewla-
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§ciwy P> poprowadZmy (ryc. 72—74) dwie dowolne sieczne
l, // l,, ktére przecinaja dana stozkowa S2 w punktach rzeczy-
wistych 4,, B, i 4,, B,. Odcinek o dlugosci skonczonej, lezacy
na dowolnej siecznej, a ktérego punktami konicowemi sa punkty
przeciecia sie owej siecznej ze stozkowa S 2 nazywamy cieciwq
tej stozkowej. Dla cieciw A,B, i 4,B, wyznaczmy ich §rodki C,
i C,, a poniewaz stosunki (P> C;4,B,) = (P> Cy4,B,) = — 1, wiee
prosta p = C,C, jest (ust. 38) biegunowa punktu P i przecho-
dzi przez $rodki C,, C,,... wszystkich cieciw 4,B,, A,B,,... stoz-
kowej S?2 ktore sa réwnolegle do prostej siecznej L.

Ryec. 72. Rye. 73. Rye. 74.

Proste sieczne 1, //1,//1,//... przechodza przez biegun P
§rednicy p, wiec sa (ust. 42) prostemi sprzezonemi ze $rednica
p- Odcinki 4,B,, 4,B,, A3Bs,..., przynalezne odpow. do siecz-
nych I, /[, // 5]/ ..., nazywaé bedziemy ,cieciwami sprzezonemi*
ze Srednica p. Dowolna cieciwa A,B; stozkowej S2? i $rednica
C,0, Iaczaca $rodek C,; owej cieciwy ze §rodkiem O tej stozko-
wej, sa elementami sprzezonemi. A zatem:

Kazda srednica — nie bedaca asymptota — stozkowej (nie-
znieksztalconej) S2 posiada te wtasnosé, Ze przechodzi przez
$rodki cieciw tej stozkowej, ktore sq wzajemnie réwnolegte i sprze-
zone z owq S$rednicq.

Srodki réwnolegtych cieciw stozkowej (nieznieksztalconej)
S? lezq na jej $rednicy, sprzezonej z lemi cieciwami.

Jezeli Srednica p stozkowej S2 (ryec. 73 i 74) jest sieczng
1 przecina S? w punkcie rzeczywistym E, to prosta e= P*E,
laczaca biegun P« §rednicy p z punktem E, jest (ust. 38 i 39)
-styczna stozkowej S2 A zatem :

4
*
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Styczna slozkowej (nieznieksztalconej) S2, przechodzqca
przez punkl przeciecia sie lej slozkowej z jej Srednicq, jest pro-
slq sprzezonq z owq $rednicq.

Niechaj $rodek O stozkowej bedzie punktem wlasciwym.
Przez O wykreS§lmy dowolna sieczna, ktéra przecina uwazang
stozkowa w punktach E, F, a biegunowa 0> §rodka O w punkcie
niewlasciwym G . Punkty O i G= sa (ust. 38) harmonicznie
sprzezone wzgledem punktéw E i F, a poniewaz G jest ele-
mentem niewlasciwym, przeto (ust. 12) srodek O polowi odeci-
nek EF. Wnosimy stad, ze:

Srodek wiasciwy slozkowej (nieznieksztalconej) S2 potowi
ws:yslkie cieciwy tej stozhouej, przechodzqce przez 6w Srodek.

Innemi slowy: §rodek wlasciwy O stozkowej S? ]est §rod-
kiem symelrji¢ dla tej stozkowej.

Zadanie 1: Na plaszczyZznie dany jest punkt niewlasciwy
P> i stozkowa S2 okreslona piecioma punktami 1, 2, 3, 4 i 5,
z ktérych zadne trzy nie leza na jednej prostej. Skonstruowaé
nalezy Srednice p tej stozkowej.

Rozwigzanie: Proste réwnolegle P*1=1 i P*2=1,
przetna stozkowa S* w punktach 4, i 4, (p.ust. 35, zad.1). Nie-
chaj punkty C, i C, beda $rodkami cieciw 14, i 24,, to prosta
p = C,C,, jako blegunowa punktu mewlasmwego P, jest szu-
kang Srednica.

Zadanie 2: Stozkowa S? okreslona jest piecioma punk-
tami 1, 2, 3, 4 i 5, z ktérych zadne trzy nie leza na jednej pro-
stej. Skonstruowaé nalezy Srodek tej stozkowej.

Rozwiazanie: Punkty niewlasciwe prostych np. 12113
oznaczmy przez P> i R*. Srednice p i r stozkowej S2, t. zn.
biegunowe punktéw P i R, przetna sie w punkcie O = pr,
ktéry jest érodkiem owej stozkowej. '

Zadanie 3: Stozkowa S? okreslona jest piecioma stycznemi
I II 11, IV i V, z ktérych zadne trzy nie przecinaja si¢ w jed-
nym punkcie. Skonstruowaé Srodek tej stozkowej.

Rozwiagzanie: Przez punkt niewlasciwy P> stycznej [
wykre§lmy druga styczna VI do stozkowej S2 (p. ust. 35, zad.2).
Wyznaczmy nastepnie punkty stycznosei 4 i B stozkowej §2
ze stycznemi I i VI (p. ust. 35, zad. 4). Prosta AB jest Srednica,
a punkt O polowiacy cieciwe AB jest Srodkiem stozkowej S2

Cwiczenie 1: Wyznaczyé¢ §rodek paraboli, okreslonej czterema stycz-
nemi wlasciwemi I, II, 11l i IV. (Zastosowaé twierdzenie Brianchona.)
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Cwiczenie 2: Zadania 1 i 2 rozwiazaé wowezas, jezeli stozkowa okre-
Slona jest: a) punktami 1, 2, 3, 4 i styczna w punkeie 1; b) punktami 1,2, 3
i dwiema stycznemi w dwdch z tych punktow.

Zadanie 4: Dla paraboli, okreslonej dwiema stycznemi a, b

i ich punktami stycznoseci A, B — skonstruowaé nalezy jej srodek.
Rozwiazanie: Zastosujmy twierdzenie Brianchona

(ust. 43) do szeScioboku (a=c¢ 0*°=s* b=d) opisanego na
paraboli, ktérego trzy pary bokéw: a i ¢, 0° i s, b i d zjed-
noczyly sie ze stycznemi a, o> i b. Z wypisanego schematu
wynika, ze proste Ii Il — wy-

U2 —oRseida=ll .. w punkcie Brianchona B,=
=11I. Na prostej Ill= EB,
Iaczacej punkty E =ad i B, lezy srodek 0% owej paraboli.

Prosta 11l jest zatem §rednica paraboli.

aco®|s=bd kre§lone z danych punktéw
A=acis®b ... A i B réwnolegle do stycznej
cioskbidi—y Basve ] iBO b, wzgl. a — przecinaja sie

49. Srednice sprzeione, asymptoty, osie i wierzchotki
stozkowej. W ust. 42 podaliémy definicje ,prostych sprzezo-
nych“ wzgledem stozkowej, oraz dowiedliémy prawdziwos$ci na-
stepujacego twierdzenia: Jezeli dwie proste posiadaja te wla-
snos¢, ze biegun — wzgledem stozkowej $2 — jednej z nich
lezy na prostej drugiej, to wéwezas owe proste sa sprzezone
wzgledem tej stozkowej.

Obecnie, zamiast dowolnych prostych, wezZzmiemy pod uwage
Srednice stozkowej §? i wprowadzimy analogiczna definicje :

Dwie $rednice r i q stozkowej (nieznieksztalconej)
82, ktére wraz ze stycznemi e i f — rzeczywistemi
lub urojonemi sprzezonemi — wykreslonemi do S2 ze
srodka tej stozkowej, tworza grupe harmoniczna o sto-
sunku (efrq) = — 1, nazywac bedziemy srednicami sprze-
zonemi tej stozkowej.

Dla paraboli, ktérej Srodek O jest punktem stycznosci
proste] niewlasciwej o> z ta parabola, styczne e i f zjednoczyly
si¢ z prosta o*. Srednica g, sprzezona ze §rednica r paraboli,
zjednoczy¢ sie musi (ust. 12) réwniez z elementem o°. Mozemy
tedy powiedzieé, ze: Kazda $rednica paraboli jest sprzezona ze
slycznq niewtasciwvg o> lej paraboli.

Dla hiperboli jej asymptoty e i f sa (ust. 48) stycznemi,
wykreslonemi ze §rodka O do tej hiperboli; jezeli §rednica r
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hiperboli zjednoczy sie z asymptota e, to réwniez i §rednica ¢
z nig sprzezona zjednoczy¢ sie musi (ust. 12) z asymptota e.
Kazda asymptola hiperboli jest srednicq, ktéra jest sprzezona
sama z sobq.

Z twierdzenia, przytoczonego na poczatku tego ustepu, wy-
nika bezposrednio prawdziwo§é nastepujacego twierdzenia: ;

Jezeli dwie $rednice stozkowej (nieznieksztalconej) posiadajq
te wtasnosé, ze biequn jednej srednicy jesl punktem niewtasci-
wym S$rednicy drugiej, to wdowczas owe proste sq srednicami
sprzezonemi lej slozkowej.

Skoro dana jest $rednica r stozkowej S2 (ryc. 75 i 76),
to — na mocy powyzszego twierdzenia — prosta ¢ = R* 0, la-
czaca biegun R* owej §rednicy ze Srodkiem O tej stozkowej,
jest Srednica sprzezona z elementem r. Z konstrukeji tej
wynikajg tez wlasno§ci paraboli i hiperboli, ktére wyszczeg6l-
nione byly powyzej, a mianowicie : Dla paraboli §rednica r jest
sprzezona ze §rednica q* = R*>0>, ktéra zjednoczyla si¢ z nie-
wlasciwa styczna o>, Dla hiperboli jej asymptota e (ryec. 76)
i §rednica z nia sprzezona E>~ O zjednoczyly sie¢ na wspdlnej
prostej.

Prawdziwemi sa réwniez (p. ust. 48) twierdzenia :

Srednice sprzezone elipsy wzgl. hiperboli posiadajq le wta-
sno$é, 2e kazda z nich potowi tukie cieciwy tej stozkowej, ktore
sq rownolegte do srednicy drugiej.

Styczne elipsy, wzgl. hiperboli, przechodzqce przez punkty
przeciecia sie lej slozkowej z jej $rednicq r, sq prosltemi réwno-
legtemi do drugiej srednicy, ktéra jest sprzezona z owq $rednicq r.

j Na ryec. 75 i 76 dane sa Srednice sprzezone r i q elipsy
i hiperboli. Punkty niewlasciwe R* i Q< sa biegunami tych
Srednic sprzezonych. Styczne a; i a, wykreS§lone w punktach
A; i A, Srednicy r, sa réwnolegle do $rednicy ¢q. Styczne a,,
ay by i b, elipsy, przechodzace przez punkty A, i A, $rednicy r
i przez punkty B, i B, §rednicy ¢, tworza réwnoleglobok
opisany na elipsie.

Korzystajac z rozwazan ust. 42-go (p. ryc. 64 i 65) ustalié
mozemy nastepujace zaleznosei :

Punkty sprzezone wzgle- Srednice sprzezone stoz-
dem (nieznieksztalconej) stoz- kowej (nieznieksztalconej) two-
kowej, ktére leza na prostej rza pek inwolucyjny, ktérego

niewlasciwej 0%, tworza sze- | wierzcholkiem jest $rodek O
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reg inwolucyjny. Punkty (rze- | tej stozkowej. Styczne (rzeczy-

czywiste lub urojone sprzezo- | wiste lub urojone sprzezone)

ne) przeciecia sie prostej o | poprowadzone ze $rodka O do

ze stozkowq sq punktami po- ]’ slozkowej sq prostemi podwdj-
|

dwdéjnemi oweqo szerequ in- nemi owego peku inwolucyj-
wolucyjnego. nego.

Rye. 75. Rye. 76.

7 relacji (4°) ust. 40-go wynika perspektywiczno§é
szeregu o podstawie o> i peku o wierzcholku O. Wnosimy stad,
ze: proste podwéjne e i f peku inwolucyjnego (o) stykaja sie
z uwazang stozkowa S2 w punktach niewlasciwych E<« i F,
ktére sa punktami podwdjnemi szeregu inwolucyjnego (o).
Proste e i fsa zatem (ust. 32) asymptotami stozkowej S2 A zatem:

Proste podwdjne (rzeczywiste lub urojone sprzezone), peku
inwolucyjneqo $rednic sprzezonych stozkowej (nieznieksztalconej)
S2 sq asymptolami tej stozkowej.

Zaleznie od tego, czy omawiany

szereg inwolucyjny o podsta- | pek inwolucyjny o wierzchol-
wie o> jest szeregiem: ku O jest pekiem:

a) eliptycznym, b) parabolicznym, ¢/ hiperbolicznym, to (ust. 32)
stozkowa S2 jest wéwezas: a) elipsa, b) parabola, ¢) hiperbola.

WykazaliSmy tedy, Ze: elipsa posiada dwie asymptoty uro-
jone sprzezone, hiperbola dwie asymptoly rzeczywiste, parabola
za$ dwie asymploly zjednoczone ze slycznq niewtasciwg o .

Asymptoty e, f i para $rednic sprzezonych p, r hiperboli
tworzg (ust. 25) grupe harmoniczng o dwustosunku (efpr)= —1.
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Pary prostych ef i pr rozdzielajq sie, gdyz liczba (efpr) jest
(ust. 10) mniejsza od zera. A poniewaz asymptoty ef okreflaja
(ust. 48) dwa dopelniajace sie katy o tej wlasnosci, ze §rednice
wewnetrzne jednego z tych katéw sa siecznemi, a drugiego
z tych katéw sa prostemi zewnetrznemi (Srednicami idealnemi),
przeto : ;

7 dwdch S$rednic sprzezonych hiperboli jedna jest Srednicq
rzeczywistq, a druga Srednicq idealnq.

Dowolna cieciwe stozkowej S2? i taka jej Srednice, ktéra
przechodzi przez §rodek owej cieciwy, nazwaliSmy w ust. 48
elementami ,sprzezonemi“. Obecnie wprowadzimy nastepujaca
definicje :

Taka Srednice stozkowej (nieznieksztalconej), kto-
ra jest prostopadla do cieciwy z nia sprzezonej,
nazywac¢ bedziemy osiq tej stozkowej.

Z powyzsze] definicji wynika bezposrednio, Ze: 0§ stozko-
wej jest osiq symelrji prostokqlnej dla tej stozkowej.

Wiadomo nam, zZe wszystkie §rednice paraboli sa prostemi
réwnoleglemi, gdyz przechodza przez §rodek O tej paraboli.
Skoro tedy wykre§limy (ryc. 78) cieciwy paraboli, ktére sa pro-
stopadle do jej §rednic, to §rodki owych cieciw leze¢ beda
(ust. 48) na jednej i tylko jednej §rednicy a. Skonstruowana
w ten spos6b $rednica a jest oczywiScie osia owej paraboli.
A zatem:

Parabola posiada jednq i tylko jednq oS.

Celem skonstruowania osi elipsy i hiperboli, wezZmy pod
uwage pek inwolucyjny $rednic sprzezonych tej stozkowej S2.
Taki pek inwolucyjny, kt6-
ry dla elipsy jest pekiem
eliptycznym, a dla hiper-
boli pekiem hiperbolicznym,
posiada zawsze (ust. 251 47)
jedna rzeczywista pare
! homologicznych prostych

Rye. 77. Rye. 78. .79, normalnych a | b. Ponie-
waz proste a | b sa Sred-

nicami sprzezonemi tej stozkowej S2 przeto: $rednica a (ryec.
77 1 79) polowi wszystkie cieciwy tej stozkowej, réwnolegle do
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§rednicy z nig sprzezonej b, czyli prostopadle do a. Innemi
sfowy: Srednica a jest osia uwazanej stozkowej. Podobnie
i druga $érednica b jest réwniez osia tej stozkowej, gdyz polowi
wszystkie cieciwy stozkowej S2, ktére sa réwnolegle do Sred-
nicy a, a tem samem prostopadle do Srednicy b. WykazaliSmy
tedy, Ze:

Elipsa i hiperbola posiadajq dwie wzajemnie prostopadte osie.

Mozemy tez wyslowié (p. tez ust. 47) nastepujace twier-
dzenia :

Proste normalne peku inwolucyjnego Srednic sprzezonych
elipsy lub hiperboli sq osiami lej stozkowej.

Osie hiperboli sq symetralnemi kqtéw, jakie twor:q asymp-
toty tej hiperboli.

O$§ a hiperboli, ktéra jest sieczna i przecina te¢ stozkowa
(ryc. 77) w dwéch rzeczywistych punktach 4 i B, nazywa sie
osiq gtéwnq. Pozostala o§ b hiperboli nazywa sie osiq idealnq.
Dla elipsy (ryc. 79) mamy dwie osie a i b, ktére przecinaja te
stozkowa w punktach A i B, wzgl. C i D. Jezeli dla odcinkéw
(o dlugosciach skonczonych) AB i CD spelniona jest nieréwnosé :
AB < CD), to 0§ a = AB nazywa sie osig mniejszq, a 0§ b= CD
osiq wiekszq lub gtéwnq tej elipsy.

Wierzcholkami stozkowej nazwiemy punkty przeciecia sie
stozkowe]j z jej osiami. Z dotychczasowych rozwazan wnosimy, ze:

Elipsa posiada cztery wierzchotki rzeczywisle, hiperbola po-
siada dwa wierzchotki rzec:ywiste i dwa urojone sprzezone, na-
tomiast parabola posiada jeden wierzchotek wtasciwy i jeden
niewtasciwy.

Styczna do stozkowej (nieznieksztalconej) w jej wierzchotku
wtasciwym jest proslopadtq do osi tej stozkowej.

Zadanie 1: Stozkowa S2 okreSlona jest piecioma punktami
1, 2, 3, 4 1 5, z ktérych zadne trzy nie leza na jednej prostej.
Skonstruowaé dwie pary Srednic sprzezonych tej stozkowej.

Rozwiazanie: Dla punktu niewlasciwego A siecznej
[ =12 wyznaczmy (ust. 48, zad. 1) jego S§rednice a wzgledem
stozkowej S2 Podobnie dla punktu niewlasciwego B siecznej
m =13 jego Srednica niechaj bedzie prosta b. Punkt O=ab
jest §rodkiem stozkowej, a prosta a,, wykreslona przez O réw-
nolegle do prostej [, jest §rednica sprzezona ze $rednica a. Po-
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dobnie prosta b, //m i przechodzaca przez Srodek O jest Sred-
nicg sprzezong ze Srednica b.

Zadanie 2: Dla stozkowej nieznieksztalconej S2, ktéra
okreslona jest piecioma punktami 1, 2, 3, 4 i 5, skonstruowaé na-
lezy asymptoty, osie i wierzcholki.

Rozwiazanie: Wyznaczmy dwie pary S$rednic sprzezo-
nych a i a;, b i b, tej stozkowej, a nastepnie dla peku inwolu-
cyjnego O (aay, bby,...) skonstruujmy (ust. 44 i 47) proste po-
dwéjne e, f i proste normalne n | n,. Proste e i f sa asympto-
tami, elementy n | n, sa osiami, a punkty przeciecia sie osi ze
stozkowa S2 (ust. 36) sa wierzcholkami tej stozkowej.

Zadanie 3: Dla paraboli dane sa trzy jej punkty 1, 2, 3,
oraz kierunek osi. Wyznaczy¢ wierzcholek tej paraboli.

Rozwiazanie: Przez punkt np. 1 wykreS§lmy prosta !
prostopadla do danej prostej k, ktéra okresla kierunek osi
(Srednic) paraboli. Prosta [ przetnie parabole w punkcie 4, a przez
§rodek C cieciwy 14 przejdzie o§ paraboli a// k. Punkt prze-
ciecia sie osi a z parabola jest wierzcholkiem tej stozkowej.

- 50. Koto. Inwolucja bezwzgledna. Punkty kolowe i proste
izotropowe. W ust. 32 poznaliSmy sposéb syntetycznego two-
rzenia kola. Obecnie wykazemy prawdziwo$é nastepujacego
twierdzenia :

Kazda cieciwa kota i srednica z niq sprzezona sq w:zajem-
nie prostopadte.

Dla dowolnego kola S2 niechaj punkt wlasciwy O bedzie
jego $rodkiem, a odcinek AB, laczacy dwa dowolne punkty tego
kola, niechaj bedzie jego cieciwa. Przez $rodek C cieciwy AB
i przez §rodek O przechodzi érednica p= CO kola, ktéra jest
(ust. 48) sprzezona z owa cieciwa AB. Poniewaz zachodzi réw-
no$é odecinkéw (,promieni¢ kota): AO = BO, oraz AC = CB
i CO = CO, przeto tréjkaty: ACO i BCO sa przystajace. Z przy-
stawania wynika réwnosé katéw przyleglych <z ACO = << BCO,
a tem samem prostopadlo$é cieciwy AB i §rednicy p = CO, c. b. d. w.

Poniewaz §rednica r tego kola, wykreslona przez Srodek O
réwnolegle do cieciwy AB, jest sprzezona ze §rednica p, przeto:

Kazde dwie $rednice sprzezone kota sq wzajemnie proslopadte.
Prawdziwe jest rowniez (ust. 47) nastepujace twierdzenie:

Pek inwolucyjny srednic sprzezonych dowolnego kota jest
pekiem cyklicznym.
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Z rozwazan ust. 49 wynikaja bezposrednio nastepujace wla-
sno§ci kola: Kazda $rednica kota jest jego osiq (osia symetrji
prostokatnej), kazdy punkt, przynaleiny
do kola, jest jeqo wierzchotkiem, a dowol-
na styczna do kola jest prostopadtq do tej
$rednicy, ktoéra przechodzi przez punkt
stycznoSci owej stycznej. Pek ecykliczny
§rednic sprzezonych kola S2 lezacego
(ryc. 80) na dowolnej plaszcezyznie w, prze-
tnijmy prosta niewlasciwa o> tej plaszczy-
zny. Otrzymamy woéwczas szereg inwo-
lucyjny

Ryec. 80.

0% (4,° 4,%, B> By,..) 7 O (a,ay, bybs,...),

ktérego punkty homologiczne A, i A,©, B;* i B,”®,... sa
(ust. 42 i 49) punktami sprzezonemi wzgledem kola S2

7 latwoscia zauwazymy, ze kazde dwie proste prostopadle
Ly 1 1, lezgce na plaszezyZnie w (lub na plaszezyznach do niej
réwnoleglych!), przecinaja podstawe o> w dwéch punktach ho-
mologicznych L, i L,» wypisanego powyzej szeregu inwolu-
cyjnego. Uwazajmy bowiem poszczegélne punkty wlasciwe O,
0,... plaszezyzny o (wzgl. plaszezyzn do niej réwnoleglych)
za Srodki ko6l S2, §72... Skoro przez owe punkty O, O,... wy-
kreslimy proste wzgledem siebie réwnolegle: a, // a'y //...,
b, //b]]...,..., ktére sa odpow. §rednicami poszczegélnych kol
82 8'2%..., to wéwezas peki inwolucyjne S$rednic sprzezonych
tych kol, a mianowicie peki:

O (aas; bibeo) O(aidy, Oibs. ).

sa pekami cyklicznemi i przecinaja prosta niewlasciwa o> pla-
szezyzny o w jednym szeregu inwolucyjnym

02 (4‘1100 A200 ) Bloo B2°° g .).

Innemi slowy: Wszystkie peki cykliczne o wierzcholkach O,
0,..., ktére lezg na plaszezyznie o (i na plaszezyznach do niej
réwnoleglych!) sa perspektywiczne do szeregu inwolucyj-
nego (0*), ktérego podstawa jest prosta niewlaSciwa plaszczy-
zny o (i plaszezyzn do niej réwnoleglych). Ten wspdlny sze-
reg inwolucyjny (0*) ,punktéw sprzezonych“ wzgledem po-
szezegolnych kol S2, S2,..., — ktére lezg na plaszezyznach réw-
noleglych do @ — nazwiemy inwolucjq bezwzglednq plaszezy-
zny o (i plaszezyzn do niej réwnoleglych).
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Kolo S? jest (ust. 32) szczegbélnym przypadkiem elipsy
i przecina sie z prosta niewlasciwa o> w dwéch urojonych sprze-
zonych punktach niewlasciwych E& i F~. Owe punkty, ktére
sq (ust. 42 i 49) punktami podwéjnemi inwolucji bezwzgledne;j
o podstawie o0, nazywamy punktami kotowemi plaszczyzny o
(i plaszezyzn do niej réwnoleglych).

Dowiedli§my zatem prawdziwo§ci nastepujacego twierdzenia:

Wszystkie kota, lezqce na dowolnej ptaszezyznie o (i na
plaszezyznach do niej réwnoleglych!), przechodzq przez te same
dwa (urojone sprzezone) punkly kotowe E= 1 F uwazanej
plaszezyzny o.

Uwaga: Wnosimy stad, ze kolo — podobnie jak kazda stozkowa nie-
znieksztalcona (ust. 34) — okreslone jest piecioma punktami, a mianowicie:
dwoma (urojonemi sprzezonemi) punktami kotowemi i trzema rzeczywistemi
punktami wlasciwemi, nie lezacemi na jednej prostej. :

Pek cykliczny $rednic sprzezonych kola S§2 (ryc. 80) jest
(ust. 47) pekiem eliptycznym i posiada dwie proste podwdjne
urojone sprzezone. Poniewaz wierzcholek O tego peku jest bie-
gunem prostej niewlasciwej o>, przeto z rozwazan ust. 42-go
1 49-go wynika, ze: styczne, wykreslone ze §rodka O do kola S2,
sg urojonemi sprzezonemi prostemi podwéjnemi uwazanego peku
cyklicznego, przyczem owe styezne stykaja sie z kolem S? w punk-
tach kolowych E< i F inwolucji bezwzglednej o podstawie
0. Proste e;= OE# i f;= OF¢°, t. zn. urojone sprzezone pro-
ste podwdéjne peku cyklicznego o wierzcholku O, nazywamy pro-
stemi izolropowemi, przechodzgcemi przez punkt wlasciwy O
i lezacemi na plaszczyznie w. A zatem:

Kazde koto posiada dwie urojone sprzezone asymptoly, kio-
remi sq proste izolropowe, przechodzqce przez srodek owego kota.

WeZmy pod uwage wszystkie kola S2 §,2 S,%..., lezace
na plaszezyznie o i posiadajace wspélny srodek O. Poniewaz
pek cykliczny O (a;a,, byb,,...) Srednic sprzezonych kola §2 jest
zarazem tez i pekiem cyklicznym dla ,wspélérodkowyeh“ kél §,2,
S.%..., przeto proste izotropowe e; i f; stykaja sie z temi ko-
tami w punktach kolowych E~ i F~™. A zatem:

Kota wspétirodkowe, lezqce na dowolnej plaszczyznie, sq
styczne w punkiach kotowych E= i F° do prostych izotropo-
wych e; i f;, ktére przechodzq przez wspélny srodek owych kot.
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51. Konstrukcje stozkowych. Dwie proste a i b, przecina-
jace sie w punkecie C, niechaj beda podstawami dwéch ,szeregéw
podobnych“ (ust. 14). Proste, laczace homologiczne punkty tych
szeregéw rzutowych, powldcza
(obwodza) stozkowa S2 Ponie-
waz punktowi niewlasciwemu P *°
podstawy a podporzadkowany
jest na podstawie b rdéwniez
punkt niewlasciwy R, przeto
prosta niewlasciwa P>R> jest
styczna stozkowej S2 Wnosimy
stad (ust. 32), ze:

Ultworem dwdch szeregéw
podubnych — ktére nie sa per-
spektywiczne (i leza na wspdl-
nej plaszezyznie) — jest parabola.

Zadanie 1: Parabola okre-
§lona jest dwiema stycznemi g,
b i ich punktami stycznosci 4, B. Skonstruowaé¢ nalezy dalsze
styczne tej paraboli

Rozwiazanie: Jezeli punkt przeciecia sie (ryc. 81) stycz-
nych a i b oznaczymy przez C = ab, a odcinki (o dlugos$ciach
skonezonych) AC i BC podzielimy na te samg ilo§¢ réwnych
czesel, to uzyskane szeregi punktéw

(A I GG T2 8B,

sa podobne, gdyz (ust. 14) zachodzi nastepujaca relacja:

Rye. 81.

0 SRk R e
Dl ooy

Reaster 6= a, 151’7 22 33t B Bl b o 'Risa Recl_igool o L way)-
kanemi stycznemi paraboli. .

Zadanie 2: Parabola okreslona jest dwoma punktami A
i P, styczng a w punkcie 4 i Srednica p, przechodzaca przez
6w punkt A. Wykresli¢ nalezy dalsze punkty tej paraboli.

Rozwiazanie: Skoro przez dany punkt P (ryc. 82) wy-
kre§limy Srednice r//p paraboli, a nastepnie podzielimy od-
cinki AR i RP na te sama ilo§é réwnych czeSci, to uzyskamy
dwa szeregi podobne

a(A; 1,2, 3 R..., D= . )Ar(R, 1,2,8, P,.c.; B=..).
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Szereg (a) rzuémy ze Srodka B> paraboli, a szereg punktéw
(r) z punktu 4, to utworem otrzymanych w ten sposéb pekéw
jednokresinych

BN, b Uy D 450 o B LY R A Xy 0y, e, VAP PSS

jest parabola. W istocie bowiem elementowi p = AB<*, uwa-
zanemu za prosta peku (B =), podporzadkowana jest (ust. 27)
styezna a w punk-
cie 4 do tej stozko-
wej ; elementowi za$
p = AB*>, uwazane-
mu za prosta peku
(4), podporzadko-
wana jest styczna
niewlasciwa BoD>
w Srodku B do tej
paraboli.

a

CwiczenieI: Na rye.
83 dana jest o$ p, wierz-
Ryc. €2. eSS cholek A, styezna a
w wierzcholku i dowol-
ny punkt P paraboli. Skonstruowaé nalezy dalsze punkty tej paraboli.

Zadanie 3: Dane sg cztery punkty A, B i C, D elipsy, le-
zace na jej Srednicach sprzezonych p ir. Skonstruowaé nalezy
dalsze punkty tej elipsy.

Rozwigzanie: Wiadomo nam, Ze styczne a, b, cid elipsy,
przechodzgce przez dane punkty, utworzg (ust. 49) réwnoleglo-
bok, opisany na tej stozkowej, ktérego boki a i b (ryc. 84) sa
réwnolegle do Srednicy r, a dwa pozostale boki ¢ i d sa réw-

nolegle do grednicy p. Odcinek OC podzielmy np. na cztery
réwne czeSci, oraz odcinek EC tez na cztery réwne czesci, to
otrzymamy woéwczas dwa szeregi podobne i perspektywiczne

PO 12800, i T aa Aol P, 3, G S
gdyz punkt C = re¢ jest elementem zjednoczonym. Peki prostych
A(p;ay, ay ag, AC,..; a = AG>,..) \ B (b, by, by, b3, BC,..., p = BF%,...)

sa rzutowe, gdyz spelnione sa warunki perspektywicznosei:
(A)7R (r) i (B) X (c). Utworem tych pekéw jednokresinych jest
stozkowa S?2, styczna w punktach 4 i B do prostych a i b.
W istocie bowiem prostej 4B = p, ktéra laczy wierzcholki owych,
pekéw, uwazanej za element peku (4) podporzadkowana jest
styczna b w wierzcholku peku (B); a natomiast elementowi
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AB=p peku (B) podporzadkowana jest styczna a w wierzcholku
peku (4).

-Poniewaz styczne ai b sa réwnolegle, przeto prosta AB = p
jest Srednica a punkt wlasciwy O jest §rodkiem stozkowej S2.
Ale prosta r = OC, jak to wynika z konstrukeji, jest réwnole-
gla do stycznych a i b, wiec elementy p i r sa §rednicami sprze-
zonemi tej stozkowej. Srednica r = OC jest sieczna, a styczne
w punktach C i D do stozkowej S2 sa prostemi ¢ //d// p. Wno-
simy stad (ust. 49), Ze stozkowa S2 jest elipsa.

Ryc. 84. Rye. 85.

Cwiczenie 2: Na ryc. 85 dane sa wierzcholki A, Bi C, D elipsy. Na-
lezy skonstruowaé dalsze punkty tej elipsy. ;

Zadanie 4: Dane sa asymptoty i dowolny punkt hiperboli.
Skonstruowaé dalsze punkty tej hiperboli.

Rozwigzanie: W punkecie styeznosci asymptoty a z hi-
perbolg zjednoczyly sie
(ryc. 86) dwa jej punkty
niewlasciwe 1 i 2. Po-
dobnie w punkecie nie-
wlasciwym asymptoty b
zjednoczyly sie dwapunk-
ty 3% i 4 tej hiperboli.
Przez dany punkt 5 wy-
kreslmy dowolng sieczna
! i skonstruujmy punkt
6 przeciecia sie prostej [
z hiperbola. Korzystajac
7 szeSciokata:
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(1% = 2% 3% = 4} 6),

wpisanego w hiperbole, wyznaczymy (ust. 28 i 35) 6w punkt 6.

Z wypisanego obok schematu wynika, Ze prosta Pascala
p = AC jest réwnolegla do prostej [ =56, oraz A5//biC6//a.
Jezeli przez D i E oznaczymy punkty przeciecia sie siecznej /
z asymptotami b i a, to: na dowolnej prostej [ otrzymamy réw-
nej dlugodci odeinki 5D = E6. A zatem prawdziwe jest naste-
pujace twierdzenie:

Hiperbola posiada te wtasnosé, ze odcinki dowolnej siecznej,
(ktéra nie jest réwnolegla do zadnej z asymptot tej hiperboli),
zawarle pomiedzy hiperbolq i jej asymplolami, sq sobie rowne.

Uwaga: Korzystajac z tego twierdzenia, wyznaczono na ryec. 86 dalsze
punkty hiperboli, lezace na poszezegdlnych (kreskowanych) siecznych te}
hiperboli.

oefor O @ ; R
PDH| ABF DAE|BPT
POVABL L o 1) DAPBP. v 3|
d=DH|BF=b...2| p a=AE|PT=s...4} p
HATEE .05, 3J iy iy R 1)
Ryc. 87. Rye. 88

Zadanie 5: Dane sa cztery punkty A, B, C i D elipsy, le-
zace na jej Srednicach sprzezonych. Nalezy skonstruowaé do-
wolny punkt P tej elipsy, oraz styczng s w owym punkcie do
tej stozkowej.

Rozwigzanie: Proste ¢,d i a, b, wykre§lone przez dane
punkty réwnolegle do Srednic sprzezonych AB i CD, sa stycz-
nemi elipsy i tworza réwnoleglobok (ryc. 87), opisany na tej
stozkowej. Przez punkt np. D wykres§lmy dowolna sieczng I
i wyznaczmy punkt P elipsy, lezacy na owej prostej L. Stosujae
twierdzenie Pascala do szeSciokata (PD = HAB = F), otrzymamy
(z wypisanego schematu) prosta Pascala p = 12, punkt 3= HA . p,
oraz szukany punkt P, w ktérym przecinaja sie proste [ i 3F.
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Celem wyznaczenia stycznej s, ktéra przechodzi przez dwa
zjednoczone punkty P i T elipsy, weZzmy pod uwage (ryc. 87)
szeSciokat (DA=E BP=T). Z drugieoo schematu wynika, zZe
na prostej Pascala p =13 przecinajg sie w punkme 4 styezna
a = AE i wynikowa styczna s = PT.

Z powyzszych zwiazkéw wynika nastepujaca

Konstrukecja 1: Przez punkt 7, dowolnie obrany na
§rednicy AB elipsy, kreslimy proste [=D1 i p=21 (ryc. 87).
Prosta DA przecina sie z elementem p w punkcie 3, a prosta
3B wyznacza na prostej | punkt P elipsy. Jezeli przez 4 ozna-
czymy punkt przeciecia sie stycznej a = AE z prosta p, to pro-
sta s= 4P jest styczna do elipsy w wyznaczonym poprzednio
punkcie P. — Zmieniajac polozenie punktu ! na Srednicy 4B,
skonstruowaé mozemy dalsze punkty P i styczne s omawianej
elipsy.

Celem dalszego uproszczenla konstrukeji, narysujmy przez
punkt P elipsy (rye. 87) prosta réwnolegla do $rednicy CD.
Owa prosta przetnie sie z prosta C1 w punkcie (, lezacym
na elipsie. W istocie bowiem punkt niewlasciwy R* prostych
CD /] PQ jest biegunem S$rednicy 4B elipsy, ktéra przechodzi

it (ust. 38) przez punkt przekatn
PTQ‘C('D ) 1 = PD . QC -czworokata zupel}i
s=PT CG=c... 5 l nego PQCD, wpisanego w owa eli-

TQ|GD ....... Re o Py pse. — Skoro zastosujemy twier-

QCIDP ....... 1 J dzenie Pascala do szeSciokata
(P=TQC = GD), to (p. trzeci schemat) prosta Pascala p, = R~ 1
jest réwnolegla do Srednicy CD, a punkt 5=sc lezy na owej
prostej p;. Prawdziwa jest zatem

Konstrukeja 2: Przez punkt 1, dowolnie obrany na
§rednicy AB elipsy, kres§limy proste p=12 i p,// CD (ryc. 87).
Punkty 4 =pa i 5= p,c wyznaczaja styczng s=45 elipsy,
a proste s i [=1D przecinaja sie w punkcie P = sl owej
elipsy. — Zmieniajac polozenie punktu ! na Srednicy AB, skon-
struowaé¢ mozemy (ryc. 88) dalsze styczne s i ich punkty stycz-
nosci P z omawiana elipsa.

Cwiczenie 3: Dla elipsy, ktora okreslona jest wierzcholkami A, B
i C, D, nalezy skonstruowaé poszeczegoélne jej styczne i ich punkty styeznosci.
Zadanie 6: Stozkowa S2 okreSlona jest trzema punktami
A, B i P, oraz dwiema stycznemi a i b, w punktach 4 i B. Skon-
struowaé nalezy styczna s w danym punkcie P do tej stozkowej.
Rozwiazanie: Stosujac twierdzenie Pascala do szeScio-
kata (4= CB = DP = 1), wpisanego (ryc. 89) w stozkowa S¢2

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 14
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wyznaczymy (zapomoca wypisanego schematu) prosta Pascala

p =12. Przez punkty 3= pr i P przechodzi oczywiScie zadana

styczna s =3 P stozkowe]

S2 A zatem prawdziwa jest . b7/ et

nastepujaca
Konstrukeja: Przez

dany punkt P (ryc.89) kre-

Ryec. 89. Rye. 89 a.

slimy proste P4 i PB, ktére przecinaja sie z danemi stycznemi
b i a w punktach 2 i 1. Proste p =12 i r = AB przecinaja sie
w punkcie 3 = pr, a wynikowa styczna jest prosta s =3 P.

Rye. 90. Rye. 91.

Korzystajac z powyzsze] konstrukeji rozwiazaé mozemy
nastepujace
Cwiczenie 4: Dla stozkowej S® dane sa (ryc. 89 a) dwa jej punkty A i B, -

lezace na Sredniey r, styczne a i b w owych punktach, oraz dowolny punkt
P. Wykreslié nalezy styczna s w punkecie P do stozkowej S2
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Cwiczenie 5: Dane sa na ryc. 90 i 91 wierzcholki A i B, oraz dowolny
punkt P elipsy, wzgl. hiperboli. Skonstruowaé styczna s w punkeie P do tej
stozkowej.

Zadanie 7: Dla paraboli dane sa Srodek B, dwa dowolne
punkty A i P, oraz styczna a w punkcie A. Skonstruowaé na-
lezy styczna s w punkcie P do tej paraboli

Ryc. 92. Rye. 93.

Rozwigzanie: Powyzsze zadanie jest tylko szczegol-
nym przypadkiem zadania 6, gdyz punkt B> i styczna b
w owym punkecie sa elementami niewlasciwemi. Prosta Pascala
p =12 (ryc. 92) jest réwnolegla do prostej AP (p. schemat,
wypisany obok ryec. 89 a), a prosta PB* // r. Wnosimy stad, ze:
odeinki 7P i 3 4 sa sobie réwne i réwnolegle.

Wykreslmy z punktu P (ryc. 92) prosta n//a i przez 4
oznaczmy punkt 4= nr przeciecia sie owej prostej n ze §red-
nica r = AB* paraboli. Poniewaz 1P = A% i 1P = 3 4, przeto
zachodzi tez réwnosé odcinkéw 34— A4 Mamy tedy naste-
pujaca _

Konstrukecje: Prosta n, wykreslona z danego punktu
P (ryc. 92) réwnolegle do danej stycznej a, przecina sie ze §red-
nica r= AB* paraboli w punkcie 4 Skoro na §rednicy r od-
lozymy odcinek 3A = A4, to prosta s =3 P jest zadana styczna
paraboli.

\ Cwiczenie 6: Dla paraboli, ktéra okre§lona jest osia r, wierzcholkiem
A i dowolnym punktem P (ryec. 93), skonstruowaé nalezy styczna s w danym
punkcie P.

Zadanie 8: Dla paraboli dane sa dwie styczne a, b i ich
punkty stycznosei 4, B. Skonstruowaé dalsze styczne iich punkty
stycznoSci z ta parabola.

Rozwiazanie: Weimy pod uwage szeSciobok (a = co®b =
= ds), opisany na paraboli (ryc. 94), ktérego dwa boki a i. ¢
zjednoczyly sie na stycznej a, dwa dalsze boki b i d zjedno-
czyly sie na stycznej b, bok 0> jest styczna niewlasciwa, a bok
s jest szukana styczna tej paraboli. Z twierdzenia Brianchona

ES
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(ust. 28 i 29) wynika bezposrednio (p. schemat wypisany obok
ryc. 94) nastepujaca

Konstrukeja 1: Na proste] B —l oblerzmy dowolny
punkt B, (punkt Brianchona) i wykreslmy przezen dwie proste
f/laie//b. Punkty 1 =ae i 2= bf wyznaczaja styczna s=12
paraboli.

2007 0aE

A=ac | bd=5...l
Co®'as=2. . }Bo
o=b | sa=7...e

acs |tbad
A=dei|l thr2 s 1
1=ecsSbo=6 t4
P=st |da=8.0

Rye. 94.

Aby wyznaczyé punkt stycznosei P stycznej s=12 z pa-
rabola, zastosujmy (ust. 43) twierdzenie Brianchona do szescio-
boku (a =cs=1b= d), ktérego boki s i { zjednoczyly sie na
jednej prostej. Z drugiego pomocniczego schematu wynika, ze
trzy proste: 42=1, #s1 =111 P3 = [ll przecinaja si¢ w punk-
cie Brianchona 4. Prawdziwa jest zatem

Konstrukeja 2: Dane styczne ai b przecinaja sie (ryc. 94)
w punkcie 3 = ab, proste za§ [ = A2i Il = B1 w punkcie 4. Pro-
sta 34 = III, laczaca punkty 3 i 4, wyznacza na skonstruowa-
nej poprzednio stycznej s = 1 2 zadany punkt stycznosci P = IlIs.

52. Dalsze warunki!), okreslajace stozkowa. W ust. 34-ym
oméwiliSmy sposoby wyznaczenia stozkowej za poSrednictwem
elementéw rzeczywistych. Obecnie wykazemy, iz punkty uro-
jone sprzezone i proste urojone sprzezone réwniez sluzy¢ moga
do okre§lania stozkowych

Dowiedziemy najpierw prawdziwo$ci nastepujacych tw1er—

dzen:

Skoro homologiczne pro- Skoro homologiczne punk-
ste dwdch rzutowych jekow, ty dwdich rzulowych szereyow,
ktérych ulworem jest stozkowa kiérych utworem jest slozko-
(nieznieksztalcona) S?2, przet- wa (nieznieksztalcona) S2, rzu-

Yy Por. F. Enriques, 1. c. str. 212.
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niemy prostq, nie przynaleznq
do wierzchotkéw tych pekéw
a przechodzqcq przez biequn
(wzgledem S?) wspdlnej pro-
stej tych pekéw, — to uzyska-
my wowczas szereq inwolucyj-
ny punktéw sprzezonych wzgle-
dem stozkowej S*

cimy z punktu, nie przynalez-
nego do podstaw tych szere-
gow a lezqcego na biegunowej
(wzgledem S2) wspélneqo punk-
tu tych szereqéw, — to uzy-
skamy wowczas pek inwolu-
cyjny prostych sprzezonych
wzgledem stozkowej S2.

W istocie bowiem, niechaj dana bedzie (ryec. 95) stozkowa
S$2 i dowolny tréjkat (ABC) w nia wpisany. Przez biegun W
prostej w= AB wzgledem stozkowej S?2 wykres§lmy dowolna
prosta p (nie przechodzaca przez wierzcholki A i B), ktéra jest
oczywiScie sprzezona (ust. 42) z elementem w, to w my§l twier-
dzenia Staudta (ust. 43) owa prosta p przetnie dwa pozostale
boki AC i BC uwazanego tréjkata w dwéch punktach C; i C,,
sprzezonych wzgledem S2 Wierzcholki A i B tréjkata uwazajmy
za punkty stale, a trzeci wierzcholek € za punkt zmienny,
ktéry porusza sie po danej stozkowej S2 Proste ¢, = ACic, = BC,
dy = ADid, = BD,..., laczace poszezegélne punkty C, D, ... stoi-
kowej S2? z dwoma jej stalemi punktami A i B, utworza woéw-
czas (ust. 27) dwa jednokreslne peki

Aty sy ) NB ey, davs ),

Punkts: €. —=pc;i'i G = pcy Dy = pd"i Dy = pd,,. .., przeciecia
sie prostej p z homologicznemi elementami tych pekéw pro-
stych, utworza (ust. 42) szereg inwolucyjny p(C,C,, D,D,,...)
punktéw sprzezonych wzgledem stozkowej S2, c. b. d. w.

Nie korzystajac wecale z twierdzenia Staudta, mozemy tez
dowies¢ prawdziwosci powyzszego twierdzenia w nastepujacy
sposéb :

Niechaj dane beda dwa jednokreslne peki prostych (4) A (B),
ktérych utworem jest (rye. 95) stozkowa S2% Styczne a i b, wy-
kre§lone w wierzcholkach 4 i B tych pekéw do stozkowej S2,
przecinaja si¢ w punkcie W = ab, ktéry jest biegunem prostej
w = AB. Skoro peki prostych

A(usa, e,y ) A B (D, e dy i)
przetniemy prosta p — rézna od stycznych aib — sprzezona

wzgledem S2 z elementem w = AB, to otrzymamy dwa rzutowe
szeregi punktéw:

p (T W€, D,y YR DWW, TGy Dy i)
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Ale punkty T i W podporzadkowane sa sobie w sposéb za-
mienny, wiec (ust. 23) na prostej p wystepuje szereg inwolu-
cyiny p(TW, C,Cy, D\D,,...). Punkty homologiczne 7'i W sze-
regu inwolucyjnego sa ,sprzezone“ wzgledem S% gdyz 7T lezy
na biegunowej w punktu W. Aby wykazaé, Ze dowolna para
punktéw homologicznych C; = pc, i C, = pc, owego szeregu po-
siada te sama wlasno§é, wezmy pod uwage prosta c¢’, = BC,
(ryc. 95), ktéra przecina stozkowa S$* w punkecie €. Proste ho-
mologiczne ¢’; = AC’" i ¢y, = BC, = BC’ rzutowych pekéw (4) i (B)
przetna podstawe w dwéch punktach homologicznych szeregu
inwolucyjnego (p). Poniewaz jednym z nich jest punkt pc’y, = C,
przeto drugim musi byé punkt pc’y = C,. Elementy C, i C, sa
zatem punktami przekatnemi (ryc. 95) czworokata zupelnego
(ABCC’), wpisanego w stozkowa S2 Z ust. 38-go i 42-go wynika,
ze punkty €, i C, sa sprzezone wzgledem S2 WykazaliSmy tedy,
ze wszystkie pary homologicznych punktéw szeregu inwolucyj-
nego p(TW, C,Cy, D,D,,...) sa punktami sprzezonemi wzgledem
stozkowej S2 c. b. d. w.
Prawdziwe sa réwniez i twierdzenia odwrotne :

Skoro poszczegdlne punk-
ly szeregqu inwolucyjnego —
hiperbolicznego lub eliptyczne-
go — punktéw sprzezonych
wzgledem danej stozkowej (nie-
znieksztalconej) S? rzucimy
z lakich dwdch punktow lej
stozkowej, ktére wyznaczajq
siecznq, sprzezonq z podsltawq
owego szerequ, — lo kazde
dwie proste uzyskanych pekow,
przechodzqce naprzemian przez
homologiczne punkty owego
szerequ inwolucyjneqo, przeci-
najq sie w punkcie stozkowej S2.

Skoro poszczegilne pro-
ste peku inwolucyjneqo — hi-
perboliczneqo lub eliptyczne-
go — prostych sprzezonych
wzgledem danej stozkowej (nie-
znieksztalconej) S? przetniemy
takiemi dwiema stycznemi tej
stozkowej, klore przecinajq sie
w punkcie zewnelrznym, sprze-
Zonym z wierzchotkiem owego
peku, — to kazde dwa punkly
uzyskanych szeregoéw, lezqce
naprzemian na homologicz-
nych prostych owego peku in-
wolucyjneqo, wyznaczajqslycz-
nq stozkowej S2. :

Na ryc. 95 niechaj dane beda stozkowa $? i dowolna pro-

sta p, ktéra nie jest styczna do S Na prostej p obierzmy (ust. 31)
jakikolwiek punkt zewnetrzny W i wykre§lmy przezen dwie
rzeczywiste styczne a,b. Prosta w = 4B, laczaca punkty stycz-
noéci 4i B owych stycznych, jest (ust. 38) biegunowa punktu W
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wzgledem S% Wnosimy stad, zZe proste w i p oraz punkty W
i T'=pw sa (ust. 42) elementami ,sprzezonemi“ stozkowej S2
Przez dowolny punkt C
stozkowej S2?, nie lezacy
na prostych p i w, wy-
kre§lmy proste ¢; = CA
i ¢g=CB, a nastepnie
wyznaczmy punkty C, =
=¢p i C=cp. Otrzy-
mane w ten sposéb punk-
ty C,i C, sa w mys$l twier-
dzenia Staudta (ust.
43) elementami sprzezo-
nemi stozkowej S% —
Skonstruowane dwie pa- 1
ry punktéw sprzezonych Rye.1) 95.

W,TiC,, C, wyznaczaja

(ust. 42) szereg inwolucyjny, hiperboliczny lub eliptyczny

p(WT,C,C,..).

Wiadomo nam jednak (ust. 23), Ze 6w szereg inwolucyjny
jest szezegblnym przypadkiem dwéch szeregéw jednokresinych:

PIWGT s Y RB (T WGt )

Z punktu A stozkowej S% rzuémy szereg pierwszy, a z punktu B
szereg drugi, to otrzymamy woéwezas (ryc. 95) dwa rzutowe peki
prostych:

A{ayw, ey,.. ) NB(w, b, ¢...).

Utworem tych pekoéw jest stozkowa, ktéra przechodzi przez
punkty A= aw, B=wb i C = ¢;¢,, oraz posiada (ust. 27) dwie
styczne a i b w wierzcholkach owych pekéw. PoniewaZ powyz-
sze warunki okreslaja (ust. 34) jedna i tylko jedna stozkowa S2,
ktéra na poczatku naszych rozwazan przyjeliSmy na ryc. 95,
przeto: skonstruowane powyzej rzutowe peki prostych (4) A (B)
utworza te wlasnie stozkowa S2

Z rozwazan naszych wynika, Ze kazde dwie homologiczne
progte: g =AW 1w =BT, w=AT i'b=BW, ¢, = AC, 1 &= BC,,
¢;=A4C; i ¢, = B(C,,... pekéw jednokreslnych (4) A (B) — la-
cza ,naprzemian“ punkty homologiczne: WiT, Ti W, C,iC,,
C,iC,,... szeregu inwolucyjnego p (WT, C,C,,...) '

) Punkt pw oznaczyé nalezy przez T.
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punktéw sprzezonych wzgledem stozkowej S2. Owe proste prze-
cinajg sie w punktach 4 =aw, B=wb, C=c,c;, C’'=¢,Cy.--
stozkowej S2 c. b. d. w.

Niechaj teraz dane beda (ryc. 95) szereg inwolucyjny
p(C,Cy, D,D,,...), oraz dwa punkty P i A, nie lezace na podsta-
wie p. Na prostej w= PA weZmy pod uwage grupe harmo-
niczna punktéw P, T = wp, A4i B o dwustosunku (PTAB) = —1,
a nastepnie skonstruujmy pary prostych: ¢, = AC, i ¢, = BC,,
= AC Ve =B, dye= AN & = BD @ = Ay v iy = BDy; ..
Uwazajmy owe pary prostych za elementy homologiczne dwé6ch
jednokreslnych pekéw (A) i (B), ktérych utworem jest stoz-
kowa $2 Z latwoScia stwierdzimy, ze dany punkt P jest biegu-
nem prostej p, proste p i w= AB sa sprzezone wzgledem S?
a pary punktéw homologicznych szeregu inwolucyjnego (p) sa
punktami sprzezonemi wzgledem S2. A zatem:

Skoro na ptaszczyznie da-
ne sq szereq inwolucyjny (hi-
perboliczny lub eliptyczny)
na prostej p, oraz dwa dowol-
ne punkly P i A, nie lezqce na
tej prostej, to wowczas: isinie-
je jedna i tylko jedna stoz-
kowa (nieznieksztalcona) 82,
przechodzqca przez punkt A,
dla ktérej punkt P jesl biequ-
nem podstawy p, a homolo-
giczne elementy oweqgo szerequ
inwolucyjnego sq punktami
sprzezonemi wzgledem tej sloz-
kowej S>.

Skoro na ptaszczyznie da-
ne sq pek inwolucyjny (hi-
perboliczny lub eliptyczny)
o wierzchotku P, oraz dwie
dowolne prosle p i a, nie prze-
chodzqce przez ten punkt, to
wowczas: istnieje jedna i tyl-
ko jedna stozkowa (nieznie-
ksztalcona) S?, styczna do pro-
stej a, dla ktorej prosta p jest
biequnowq wierzchotka P, a ho-
mologiczne prosle owego pe-
ku inwolucyjnego sq prostemi
sprzezonemi wzqgledem tej stoz-
kowej S2

W przypadku inwolucji hiperbolicznej (ryc. 95) punkty po-

dwéjne E i F szeregu (p) sa (ust. 42) punktami rzeczywistemi
przeciecia sie podstawy p ze stozkowa S% a proste podwdjne
e i f peku inwolucyjnego (P) sa stycznemi rzeczywistemi, wy-
kreslonemi z wierzcholka P do stozkowej S2. Z rozwazah na-
szych wynika tedy prawdziwo$é dwdéch ostatnich twierdzef
ust. 34-go.

W przypadku inwolueyj eliptycznych (p) i (P), wymienione
powyzej elementy podwéjne sa urojone sprzezone. A zatem do-
wiedliSmy prawdziwosci nastepujacych twierdzen:
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Stozkowa (nieznieksztalcona) S? jest wyznaczona, skoro dane
sq dwa jej punkty urojone sprzezone, dwie jej styczne urojone

sprzezone w owych punktach,

oraz dowolny jej punkt rze-
czywisly, ktéry nie lezy na
prostej, tqczqcej dane punkty
urojone, ani lez nie zjedno-
czyt sie z punktem przeciecia
sie danych stycznych urojo-
nych.

oraz dowolna jej styczna rze-
czywista, ktéra nie przecho-
dzi przez punkl przeciecia sie
danych stycznych urojonych,
ani tez nie zjednoczyta sie
z prostq tqczqcq dane urojone
punkly stycznosci.

Uwaga: Niechaj dane beda (ust. 50) dwa punkty kolowe E,; i F;, przy-
nalezne do prostej peo, styczne w owych punktach, t. zn. proste izotropowe
e; i f, przecinajace sie w §rodku P, oraz dowolny punkt wlasciwy A, wzgl.
dowolna styczna wlasciwa a kola 3% Z ostatnich twierdzen wynika tedy, Zze:

Koto jest wyznaczone, skoro dane sq jego srodek i dowolny punkt wta-
sciwy (wzgl. dowolna styczna wiasciwa).

Z dotychczasowych rozwazan naszych wynika dla stozko-
wej S? nastepujaca

Konstrukcja 1: Dane punkty A i P przecinaja podstawe
eliptycznego szeregu inwolucyjnego (p) w punkcie 7. Punkt B,

harmonicznie sprzezony z A w grupie o stosunku (PTAB) = —1,
lezy na stozkowej S2: Proste: ¢,=AC i ¢,=BGC; cy=AC,
i-¢s = BC,,..., laczace naprzemian punkty A i B z homologicz-

nemi punktami szeregu inwolucyjnego eliptycznego p (C,C,,...),

przecinajg sie w punktach C = c¢,c, C’' = c'{Cly,...

stozkowej S%

Dowiedziemy teraz prawdziwosci twierdzen?):

Skoro na ptaszczyZnie da-
ne sq trzy punkty rzeccywisle,
nie letqce na jednej prostej,
oraz szereq inwolucyjny elip-
lyczny, ktorego podstawa nie
przechodzi przez Zaden z da-
nych punktéw, to wdweczas:
istnieje jedna i tylko jedna
stozkowa (nieznieksztalcona)
S2, przechodzqca przez owe
lrzy dane punkly, dla ktérej

Skoro na ptaszczyznie da-
ne sq trzy dowolne proste,
nie przecinajqce sie w jednym
punkcie, oraz pek inwolucyjny
eliptyczny, ktérego wierzchotek
nie lezy na 2adnej z danych
prostych, to wéwczas: istnieje
jedna i tylko jedna stozkowa
(nieznieksztalcona) S, dla kto-
rej owe trzy dane proste sq
stycznemi, a prosle homologicz-

1) Zbyteczne wypowiadanie twierdzenia dla inwolucji hiperbolicznej, bo
wowezas stozkowa S? wyznaczona jest przez 5 punktow rzeczywistych (ust. 34),
z ktorych dwa sa punktami podwéjnemi szeregu inwolucyjnego.
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punkly homologiczne szerequ
inwolucyjneqo sq punktami
sprzezonemi.

ne peku inwolucyjnego sq pro-
stemi sprzezonemi.

Na ryc. 96 dane sa trzy rzeczywiste punkty 4,B,C i do-
wolna prosta p, ktéra jest podstawa szeregu inwolucyjnego

p(N;N;, M\M,,...)

gdzie N, i M, sa punktami prze-
ciecia si¢ prostej p z prostemi
AB1i AC. Na prostej AB skon-
struujmy nastepnie punkt 7,
harmonicznie sprzezony z ele-
mentem N; wzgledem punktéw
Ai B. Podobnie na prostej AC
wyznaczmy punkt 2, sprzezo-
Ryc. 9. ny harmonicznie z M; wzgle-
dem punktéw A i C.
Przypusémy, ze istnieje stozkowa S2, spelniajaca warunki
podane w powyzszem twierdzeniu. Wéwezas pary punktéow: N,
iN,, Nyil, oraz M;iM,, M,i2 sa (ust. 42) ,punktami sprzezo-
nemi“ wzgledem owej stozkowej $2 Z rozwazan ust. 42-go i 39-go
wynika jednak, Ze: prosta n = N,1 jest biegunowa punktu Nj,
prosta m = M,2 jest biegunowa punktu M,, a punkt P = nm
jest biegunem podstawy p uwazanego szeregu inwolucyjnego.
Wiadomo nam, ze przez punkt A przechodzi jedna i tylko
jedna stozkowa S?, dla ktérej punkt P jest biegunem prostej p,
a homologiczne punkty szeregu inwolucyjnego p (N;Ny, M;M,,...)
sq punktami sprzezonemi wzgledem S% Poniewaz biegunowa
n = N,I punktu N, przechodzi przez punkt 7, ktéry spelnia wa-
runek (AB1IN,) = —1, przeto: dany punkt B lezy na owej stoz-
kowej S2 Podobnie biegunowa m = M,2 punktu M; przechodzi
przez punkt 2, sprzezony harmonicznie z punktem M, wzgle-
dem punktéw A4iC, wiec réwniez i dany punkt C przynalezy
do owej stozkowej S Ta stozkowa spelnia zatem wszystkie wa-
runki, c. b. d. w.
Powyzsze twierdzenie wyslowi¢ tez mozemy w nastepujacy
Sposéb :

N M2 Na M

Stozkowa (nieznieksztal- Stozkowa (nieznieksztal-

cona) S? jest wyznaczona, sko-
ro dane sq irzy jej punkly
rzeczywiste, nie lezace na jed-

cona) §? jest wyznaczona, sko-
ro dane sq trzy jej styczne
rzeczywiste, nie przechodzace
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nej prostej, oraz dwa jej punk- przez jeden punkt, oraz dwie
ly urojone sprzezone, przyna- jej styczne urojone sprzezone,
lezne do prostej, ktéra nie prze- przecinajqce sie w punkcie, kto-
chodzi przez zaden z trzech ry nie lezy na Zadnej z trzech
danych punktéw. ’ danych stycznych.

Uwaga : Skoro na prostej niewlasciwej peo dana bedzie inwolucja bez-
wzgledna i jej punkty kolowe (ust. 50), to z powyzszego twierdzenia
wypisanego po lewej stronie, wynika bezposSrednio:

Koto jest okreslone, skoro dane sq jego lrzy punkty rzeczywisle (nie le-
zace na jednej prostej).

Pon1ewa7 w inwolucji (pe°) punkty M, i N, sa niewlasciwe, przeto
(p. rye. 96) punkty 1i2 polowia odeinki AB i AC, a proste n = 1IN, i m=
= 2M;°, jako biegunowe punktéw N i M, sa (ust. 50) prostopadie od-
pow. do cieciw AB, wzgl. AC. Punkt P — mn, jako biegun prostej peo, jest
oczywiscie Srodkiem omawianego kola.

Z dotychezasowych rozwazan wynika dla stozkowej $? na-
stepujaca

Konstrukcja 2: Podstawa p szeregu inwolucyjnego elip-
tycznego przecina sie z prostemi AB i.4C w punktach N, i M,
(rye. 96). Wykreslmy na p takie punkty N, i M,,.ktéreby two-
rzyly (ust. 24) dwie pary homologicznych elementéw Ny, N,
i M, M, owego szeregu inwolucyjnego. Nastepnie skonstruujmy
punkty 1 i 2, ktéreby spelnialy warunki: (4BN,1) = (ACM,2) =
— —1, to punkt przeciecia sie prostych n= Ny1 i m = M,2 jest
biegunem podstawy p wzgledem szukanej stozkowej S% Sto-
sujac wkoficu poprzednio poznana ,konstrukeje 1 — wyzna-
czymy poszezegé6lne punkty stozkowej S2 .

7 latwoscia wykazemy?), ze prawdziwa tez jest

Konstrukcja 3: Proste AB i AC przecinaja (ryc. 97) pod-
stawe p w punktach Ny i M. Przez punkty N, i M, szeregu
inwolucyjnego eliptycznego p (N;Ny, M;M,,...) wykreSlmy proste
BN, i CM,. Punkt D przeciecia si¢ tych prostych przynalezy
do badanej stozkowej S2 Rdéwniez punkty 5 i 6, t. zn. punkty
przeciQeia sie prostych AN, i DN,, oraz AM, i DM,, leza na owej
stozkowej.

W istocie bowiem szereg inwolucyjny ehptyczny p (N;N,,
M.M,,...) uwaza¢ mozna (us‘r. 23) za dwa szeregi rzutowe

p Ny Ny My, M..) 7 p(Ny Ny My, M.

Y..Th. Reye, 1. ‘c. 1. str. 180.
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Skoro na ptaszczyznie da-
ne sq dwa szeregi inwolucyjne
eliptyczne i dowolny punkt rze-
czywisty, kléry nie lezy na pod-
stawach tych szereqow, ani nie
jest wierzchotkiem peku per-
speklywicznego do owych sze-
regow, lo wdwczas: istnieje
jedna i tylko jedna slozko-
wa (nieznieksztalcona) S prze-
chodzqca przez 6w dany punkt,
dla ktérej punkly homologicz-
ne kazdeqo z dwdéch danych
szereqgow inwolucyjnych sq
punktami sprze:onemi.

o wspélnej podstawie p. Pierwszy
szereg rzué¢my z punktu A, a drugi
Z wyznaczonego na ryc. 97 punktu
D. Otrzymamy wdéwezas dwa rzuto-
we peki prostych: (4) A (D), ktérych
utworem jest stozkowa S2, przecho-
dzaca przez punkty: 4, D, C, B, 5
i 6, oraz przez (ust. 31) punkty po-
dwéjne urojone sprzezone szeregow
rzutowych o wspélnej podstawie p.

Prawdziwe sg wreszcie nastepu-
jace twierdzenia :

Skoro na ptaszczyznie da-
ne sq dwa peki inwolucyjne
eliptyczne 1 dowolna prosla
rzeczywista, ktora nie przecho-
dzi przez wierzchotki tych pe-
kow, ani nie jest podstawq
szerequ perspeklywiczneqo do
owych pekéw, to wowczas:
islnieje jedna i tylko jedna
stozkowa (nieznieksztalcona)
S2, dla ktérej owa dana pro-
sta jest stycznq, a proste ho-
mologiczne kazdego z dwdch
danych pekéw inwolucyjnych
sq proslemi sprzezonemi.

Aby dowie$é prawdziwosei twierdzenia, wypisanego po le-

wej stronie, wezmy pod uwage (ryc. 98) dowolny punkt rzeczy-
wisty 4 i dwa szeregi inwolucyjne eliptyczne, ktérych podstawy
p 1 r przecinaja sie¢ w punkcie W = pr. Dla szeregu inwolucyj-
nego (p) niechaj punkty W i W, beda elementami homologicz-
nemi; podobnie W i W, niechaj beda punktami homologicz-
nemi szeregu inwolucyjnego (r).

Przypu$émy, ze istnieje stozkowa §2 spelniajaca warunki
podane w wypisanem powyzej twierdzeniu. Wéwczas pary punk-
téow Wi W, oraz W i W, sa (ust. 42) punktami sprzezonemi
wzgledem S2, a prosta w= W, W, jest biegunowa punktu W
wzgledem S2
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Zal6zmy najpierw, ze prosta w = W,W, nie przecho-
dzi przez dany punkt 4. Dane dwa szeregi inwolucyjne elip-
tyczne (p) i (r) rzuémy z punktu 4, to otrzymane w ten sposéb
dwa peki inwolucyjne
eliptyczne o wsp6lnym
wierzcholku A4 posia-
daja (ust. 45) jedna
»Wspllna“ i rzeczy-
wista pare prostych
homologicznych [, I.
Owe proste (i l' prze-
cinaja (ryc. 98) prosta
p w dwéch punktach
homologicznych N; i N,
szeregu (p), a prosta Rye. 9.

r w homologicznych
punktach M, i M; szeregu inwolucyjnego (r), a wreszcie pro-
sta w= W, W, w punktach rzeczywistych 7,1 Z,.

Zbadajmy zachowanie sie elementéw rzeczywistych: [, l,
Z, 1 7y wzgledem stozkowej S2 Gdyby [ byla styczna do stoz-
kowej §2 — ktéra przechodzi przez A — w danym punkcie A,
to biegunowa punktu N, bylaby (ust. 38 i 42) prosta ' = N,A4,
a biegunowa punktu M, bylaby réwniez ta sama prosta I’ = M, 4.
Poniewaz sprzeczne to jest z rozwazaniami ust. 38-go, przeto
prosta [ (jak réwniez i prosta ) nie moze byé styczna do stoz-
kowej S? w punkcie 4. Oznaczmy przez a styczna w punkeie 4,
do omawianej stozkowej S2 Proste [ i I’ przechodza przez bie-
gun A stycznej a, wiec bieguny L i I’ owych prostych wzgle-
dem S? leze¢ musza (ust.39) na stycznej a i nie moga sie zjed-
noczyé z punktem stycznosci 4. WykazaliSmy tedy (ust. 42), Ze:
proste [ i '’ nie sa ,prostemi sprzezonemi“ wzgledem stozko-
wej S2 a punkt A =1l jest punktem sprzezonym z samym
soba. Punkty sprzezone wzgledem S2 a lezace na tych prostych
lil' tworza zatem (ust. 43) dwa szeregi perspektywiczne

[(A, Ny, My,..) XU (4 Ny My,..),

ktére sa oczywiscie przekrojami peku prostych W (W4, p, r,...).
Jezeli tedy wyznaczymy punkty 2’ i Z'y przeciecia sie prostych
WZ, il oraz W/, i I, to otrzymamy na ryc. 98 dwie pary
punktéw sprzezonych wzgledem stozkowej S2 a mianowicie :
VAR B A S5 Y AT
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Biegunowa punktu Z; wzgledem S$2 musi przejsé (ust. 42)
przez punkt Z’;; poniewaz Z, przynalezy do prostej w= W, W,,
przeto owa biegunowa przejs¢ musi (ust. 39) tez i przez biegun
W proste] w. Prosta Z’,W jest zatem biegunowa punktu Z;
wzgledem S2 i przechodzi przez swéj biegun Z;. Wnosimy stad,
ze (ust. 38) punkt Z, lezy na stozkowej §2 a prosta WZ, =
= WZ, jest styczna w owym punkcie do tej stozkowej. Z tych
samych wzgledéw punkt Z, przynalezy tez do stozkowej S2
a prosta WZ', = WZ, jest styczna w punkcie Z, do S2

7 rozwazan naszych wynika, ze o ile istnieje stozkowa,
spelniajaca warunki podane w wypisanem powyzZej twierdzeniu,
a nadto o ile punkt A nie lezy na prostej w = W\W, = Z,Z, —
to wéwezas: owa stozkowa musi przechodzié przez trzy rze-
czywiste punkty 4, Z, i Z,, oraz posiadaé¢ dwie styczne WZ,
i WZ, w punktach Z, i Z,. 7Z ust. 34 wiadomo nam, Ze powyz-
sze warunki okreslaja jedna i tylko jedna stozkowa nieznie-
ksztalcona S?2.

Dla tej stozkowej S2 — jak to z latwoscia stwierdzimy —
styczne Z, W i Z,W przecinaja sie w punkcie W, ktory jest
(ust. 38) biegunem prostej w = Z,Z,. Element W jest tedy sprze-
zony z punktami W, i W, biegunowej w. Proste r i p, prze-
chodzace przez W, sa sprzezone z bokiem w = Z,Z, tréjkata
(4Z,7Z,) wpisanego w stozkowa S2 i przecinaja (ust.43) dwa po-
zostale boki AZ; 1 AZ, tego tréjkata w punktach M, i M,, oraz
N, i N, sprzezonych wzgledem S2 Rozpatrywana stozkowa S?2
czyni wiec zado$¢ podanym w twierdzeniu warunkom.

Pozostaje nam jeszcze do rozpatrzenia przypadek, w kto-
rym dany punkt rzeczywisty 4 lezy na prostej w= W, W,.
Skoro przypusScimy, Ze istnieje stozkowa S2 spelniajaca wa-

runki wymienione w twierdzeniu — to
WA wowezas Wi Wy, oraz Wi W, sa (rye.
99) punktami sprzezonemi wzgledem
owej stozkowej §% a prosta w = W, W,
jest biegunowa punktu W wzgledem
S2 Dla punktu 4 stozkowej S2 jego
biegunowa a jest oczywiscie (ust. 38)
styeczna w punkcie 4 do S2 -Ponie-
waz jednak A lezy na prostej w, prze-
to biegunowa a przej$é musi (ust. 39)
przez biegun W prostej w. A zatem
prosta a = WA jest styczna w punk-
cie 4 do stozkowej S2
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Przez A wykreslmy dowolna prosta d (rézna od w i a),
ktora (rye. 99) przetnie podstawy danych szeregéw inwolucyj-
nych w punktach B, =dp i C,; = dr. Dla szeregu inwolucyjnego
(p) niechaj B, i By, a dla szeregu inwolucyjnego (r) niechaj
C, i C, beda elementami homologicznemi. Gdyby prosta d =
= B,(, przechodzila przez punkt A, to z warunkéw:

p(WW, B,B,,..)T A(aw,dd,.. ) & r (WW,, C,Cy...)

wynikaloby — wbrew naszemu zaloZeniu — ze dany punkt A
jest wierzcholkiem peku perspektywicznego do szeregéw inwo-
lucyjnych (p) i (r). Prosta d’ = B,C, nie przechodzi zatem przez
punkt 4 i przecina sie z prostemi d=B,C, i a = AW w punk-
tach L = dd’ i N= ad’, nie przynaleznych do prostej w.

Zbadajmy teraz, czy proste d i d’ sa elementami sprzezo-
nemi wzgledem S$2? Gdyby tak bylo, to wéwezas biegun pro-
stej d wzgledem stozkowej S2 lezalby (ust. 42) na prostej d.
A poniewaz d przechodzi przez 4, przeto biegun prostej d musi
leze¢ (ust.38139) na stycznej a. Wowezas punkt N = ad’ bylby
biegunem prostej d = B,(;, a punkty Ni B;,, oraz N i C, by-
Iyby elementami sprzezonemi wzgledem S?2 Z ust. 42-go wyni-
kaloby, ze biegunowa punktu B, bylaby prosta B,N = d’, a bie-
gunowa punktu C; bylaby réwniez ta sama prosta d = C,N.
Z tej sprzecznosci (z rozwazaniami ust. 38-go) wynika, Ze : pro-
ste d i d nie sa prostemi sprzezonemi wzgledem S?2.

Punkty B, i By, C; i C,, oraz 4 1 N (jako punkt styczno-
Sci A stycznej a i dowolny punkt N tej stycznej) — sa punk-
tami sprzezonemi wzgledem stozkowej S2, lezacemi odpow. na
prostych d i d. Owe punkty tworza zatem (ust. 43) dwa sze-
regi jednokreslne i perspektywiczne do peku prostych W(p,r,
a,...). Wnosimy stad, ze punkt L = dd jest elementem sprze-
zonym z samym soba wzgledem S2 ezyli innemi slowy : punkt
L lezy (ust. 42) na stozkowej S2.

O ile zatem istnieje stozkowa, spelniajaca warunki podane
w powyzej wypisanem twierdzeniu, to ona musi przechodzié
przez punkt L, nie lezacy na prostej w= W, W, Z pierwszej
czeSci naszego dowodu wynika jednak, zZe istnieje jedna i tylko
jedna taka stozkowa S2 A tem samem dowiedliSmy prawdziwo-
§ci naszego twierdzenia.

Powyzsze twierdzenia wypisa¢ tez mozemy w nastepuja-
cej formie:

Stozkowa (nieznieksztal- | Stozkowa (nieznieksztal-
cona) S jest wyznaczona, skoro | cona) S? jest wyznaczona, skoro
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dane sq dwie pary jej punk-
téw urojonych sprzezonych, le-
zace na dwéch réznych pro-
stych rzeczywistych, oraz do-
wolny jej punkt rzeczywisly,
przyczem zadne trzy z posréd
danych punkiéw nie mogq le-
ze¢ na jednej prostej.

dane sq dwie pary jej slycz-
nych urojonych sprzezonych,
przechodzace przez dwa roéz-
ne punkty rzeczywiste, oraz
dowolna jej styczna rzeczywi-
sta, przyczem zadne trzy z po-
$rod danych stycznych nie mo-
gq przecina¢ si¢ w jednym

punkcie.

Z rozwazan naszych wynika nastepujaca

Konstrukcja 4: Skonstruujmy punkty W=pr i W, na
prostej p, oraz W i W, na prostej r, ktére sa elementami ho-
mologicznemi danych szeregéw inwolucyjnych (p) i (r). Jezeli
dany punkt rzeczywisty A nie lezy na prostej w— W, W,, to
z owego punktu rzucimy owe szeregi (p) i (r). Dla otrzyma-
nych w ten sposéb dwéch pekéw inwolucyjnych o wspélnym
wierzcholku 4 wyznaczymy (ust. 45) wspélna irzeczywista pare
homologicznych prostych [ i I'. Szukana stozkowa S2 wyzna-
czona bedzie (ryc. 98) punktami 4, Z, =wl i Z,— wl, oraz
dwiema stycznemi WZ, i WZ,

Jezeli jednak dany punkt 4 lezy na prostej w = W, W,,
to wykreslimy (ryc. 99) prosta d = AB;, gdzie B, i B, stanowia
dang pare elementéw homologicznych szeregu inwolucyjnego
(p)- Nastepnie, skoro dla szeregu (r) wyznaczymy pare ho-
mologicznych punktéw C;=dr i C,, to punkt L przeciecia sie
prostych d = B,C, i d’ = B,C, lezy na wynikowe] stozkowej S2
Ta stozkowa przechodzi przez punkty L i A, oraz posiada
styczng a = WA w owym punkcie 4. — Z latwoscia dowiedziemy,
ze punkt T = wd’ lezy na S2, a prosta t= WT jest styczna do
stozkowej S2

W istocie bowiem, z punktu L rzuémy szeregi inwolucyjne
eliptyczne (p) i (r), to wyznaczone poprzednio proste d i d’ sta-
nowia wspo6lng pare homologicznych prostych dwéch pekéw in-
wolucyjnych o wspélnym wierzcholku L. Proste d i d’ na rye. 99
posiadaja zatem te sama wlasno§é, co proste [ i I’ na ryc. 98.
Punkty 4 =dw i T=dw leza wiec na stozkowej S? a proste
a= WA 1it=WT sa stycznemi w owych punktach do S2

53. Twierdzenia') Desargues’a. Na ryc. 100 dana jest stoz-
kowa (nieznieksztalcona) S2, czworokat zupelny (1234%4) w nig

) Por. F. Enriques, 1. c. str. 228.



53. Twierdzenia Desargues’a. 225

wpisany, oraz sieczna p, przecinajaca S w punktach rzeczy-
wistych D; i D,. Prosta p niechaj przecina trzy pary bokdéw
przeciwleglych 12i 43, 13124, 141 23 tego czworokata
wipunktachscAdua Ay sBid By G 16,

Skoro punkty D,iD,, 314 stozkowej $* rzucimy z punk-
tow 112, to uzyskamy (ust. 27) cztery pary homologicznych
elementéw dwoéch rzutowych pekoéw prostych

(D T, 13 14, YR 22D, 205 2372%,.5).
Przecinajac owe peki prosta p, otrzymamy dwa jednokresine
szeregi punktow

p(Dy; Dy, By, Cy,.. ) N p Dy, Dy; Gy, By, ...1)
dla ktérych zachodzi oczywiscie (ust. 11) réwnosé dwustosun-
kéw: (DyD,B,C,) = (D,D,C,B,). Poniewaz jednak (ust. 11) dwu-
stosunek (D;D,C,B,) = (DyDyB,C,), wiec mamy tez rownosé
(D,DyB,C,) = (DyD,B,C,), z ktorej wynika bezposrednio (ust. 20)
rzutowo$é nastepujacych szeregéw punktéw

P Dy, Dy, By, Cy,...) N p(Dy, Dy, By, Co,...).
Punkty D, i D, tych szeregéw podporzadkowane sa sobie w spo-
s6b zamienny, wiec (ust.
23) dochodzimy do sze-
regu inwolucyjnego

P (DIDZ’ B1B27 Cl Cg, .e .).

Uwazajmy teraz
punkty 7 i3 za wierzchol-
ki pekéw prostych, kté- =
rych homologiczne ele-
menty przechodza przez
punkty Dy, D,, 214 stozkowej S2 Uzyskane w ten sposéb peki
prostych

TR A Do, 42 1400 3Dy, 3 D 32 3 55,45
przetnijmy prosta p w rzutowych szeregach punktow
piby Do, G D) R p (D Dey Cos day )

Korzystajac z rownosci dwustosunkoéw: (D, D,4,C)) = (D, DyC,A4,) =
= (D,D,4,C,), dochodzimy do jednokres§lnych szeregéw punktow

P DS G ) R Pl PG A O
a tem samem i do szeregu inwolucyjnego
BB A AL GG,

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 15

Rye. 100.
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WykazaliS§my w ten sposéb prawdziwos$é twierdzenia I-go:
punkty D;iD,, A;iA,, ByiB,, C,iC,, wktérych dowolna sieczna
p przecina stozkowa S* i trzy pary bokdéw przeciwleglych ezwo-
rokata wpisanego w te stozkowa, sq elementami homologicznemi
szerequ inwolucyjneqo o podstawie p.

Uwaga: Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe wowezas, gdy sieczna p
stozkowej S? nie przechodzi przez zaden z wierzcholkéw czworokata (1234).
Sieczna p przechodzié moze natomiast — jak z latwoscia stwierdzimy — przez
jeden, wzgl. przez dwa punkty przekatne uwazanego czworokata (1234%). Taki
punkt przekatny jest wowezas punktem podwdjnym omawianego szeregu
inwolueyjnego.

Niechaj dany bedzie czworokat zupelny (1 23 %), oraz pro-
sta p, nie przechodzaca (ryc. 100) przez zaden z jego wierz-
cholkéw i przecinajaca jego boki przeciwlegle 121 34, 131 214,
141 23 w punktach homologicznych szeregu inwolucyjnego

plddy BBy 6i0p 50

Wykazemy teraz prawdziwos¢ nastepujacego twierdzenia I1-go :
Skoro na prostej p obierzemy dowolne dwa homologiczne punkty
D, i D, wypisanego szeregu inwolucyjnego, rézne od kazdej
z trzech par 4,A,, BB, i C,C,, to woéwczas punkty: Dy, D,, 1,
2,31 4 lezag na jednej i tylko jednej stozkowej.

Oznaczmy przez S? stozkowa, przechodzaca przez (ust. 34)
pie¢ punktéw Dy, D,, 1, 2 i 3. Poniewaz przez punkt 4 wykre-
§li¢ mozna do stozkowej S2 conajwyzej dwie (ust.31) styczne
(rzeczywiste i rézne od siebie, rzeczywiste i zjednoczone na
wspolnej prostej, wzgl. urojone sprzezone) — przeto przynaj-
mniej jedna z trzech prostych: 41, 42, 43 nie jest styczna do
stozkowej S2 Przypusémy, ze prosta 4 1 nie jest styczna i prze-
cina sie ze stozkowa S2 w dwoch réznych od siebie punktach
11i 5. Prosta p — na mocy twierdzenia I-go — przecina stoz-
kowa S2 i boki przeciwlegle czworokata (1235) w nia wpisa-
nego w czterech parach punktéw homologicznych :

DDy A=t 2. p1 A =35.p;, By=13:,pi-By=25.p,
Co=10p=14upi Ci=23.p
szeregu inwolucyjnego p (D,D,, A4y, BB, C,C,,...). Ale pro-
sta p jest (w mys$l warunkéw twierdzenia II-go) podstawa sze-
regu inwolucyjnego p (DyD,, 4,4, BB, C,C,,...). Poniewaz jed-
nak dwie wspélne pary punktéw homologicznych D, D, i C,,
C, tych szeregéw wyznaczaja (ust. 23) jedna i tylko jedna
rzutowos$é inwolucyjna, przeto: punkt 4, zjednoczyé sie musi
z elementem A4,, a punkt B, z elementem B,. Z uwagi na to, ze
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punkt 35. p=A4,=A;=23%.p, oraz punkt 25.p=B,= B, ==
=24, wiec: punkt 5= 35.25, przeciecia si¢ prostych 35
i 25, zjednoczyé sie musi z punktem 4 =34 .24 przeciecia sie
prostych 34 i 24. DowiedliSmy zatem prawdziwosci twierdzenia
II-go, gdyz punkt 4 =5 wraz z punktami D;, D,, 1, 2 i 3 lezy
na stozkowej S2

Wykazemy teraz, ze twierdzenie I-e jest prawdziwe réw-
niez i wowezas, gdy prosta p jest styczna do stozkowej S2
Punkt styeznosei D prostej p, w ktérym zjednocza sie punkty
D, i D, (ryc. 100), bedzie punktem podwéjnym omawianego sze-
regu inwolucyjnego (p).

Niechaj prosta p jest styczna do stozkowej S2 w punkcie
D i nie przechodzi przez zaden wierzcholek czworokata (123 %),
wpisanego w te stozkowa. Przypus$émy, zZe dla szeregu inwo-
lucyjnego

p (A4, ByB;, C,Cs,...),

ktoérego wypisane trzy pary homologicznych punktéw sa (po-
réwnaj twierdzenie I) punktami przeciecia si¢ prostej p z bo-
kami przeciwleglemi czworokata (123%), punkt stycznoSci D
nie jest punktem podwdjnym. W takim razie punktowi D pod-
porzadkowany bedzie w owym szeregu inwolucyjnym jakis
punkt np. D,, r6zny od elementu D. Z twierdzenia II-go wy-
nika jednak, ze punkty D, Dy, 1, 2, 3 i 4 leza na jednej stoz-
kowej, ktéra jest r6zna od danej stozkowej S2 gdyz S2 po-
siada z prosta p tylko punkt styeznosci D wspélny. Dochodzimy
zatem do sprzecznoSci (ust. 34), gdyz przez pie¢ punktéw D,
1, 2, 314 nie moga przechodzi¢ dwie rézne od siebie stozkowe!
Innemi slowy: punkt D musi byé punktem podwéjnym sze-
regu inwolucyjnego (p), ¢. b. d. o.

.DowiedliSmy zatem prawdziwosci twierdzen, podporzadko-
wanych sobie wedle zasady biegunowej dwoistosci, a mianowicie :

Skoro dana jest stozkowa
(nieznieksztalcona) S2? i wpi-
sany w niq czworokqt zupetny,
lo wowczas dowolna prosta —
ktéra nie jest proslq zewnelrz-
nq wzgledem S? i nie przecho-
dzi przez Zaden z wierzchot-
kéw danego czworokqta —
przecina le stozkowq i trzy
pary bokéw przeciwlegtych te-

Skoro dana jest stozkowa
(nieznieksztalcona) S2 i opi-
sany na niej czworobok zupet-
ny, to wowczas przez dowol-
ny punkt, kiory nie jest punk-
lem wewnetrznym wzqgledem
S$2 i nie lezy na zadnym z bo-
kéw danego czworoboku —
wykreslone styczne do lej stoz-
kowej 1 proste, przechodzqce

*
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go czworokqta w czterech pa-
rach punktéw homologicznych
szerequ inwolucyjnego.

przez trzy pary wierzchotkow
przeciwlegtych tego czworobo-
ku, tworzq cztery pary pro-
stych homologicznych peku in-
wolucyjnego.

Wykazaé wreszcie mozemy prawdziwosé twierdzenia 1I-go
w wypadku, gdy na prostej p zjednocza sie punkty D, i D,
w punkcie D. Skoro przez S? oznaczymy stozkowa, przecho-
dzaca (ust. 34) przez cztery punkty D, 1, 211 3 i posiadajaca
w punkcie D styczna p, to wykazaé mozemy, ze: owa stozkowa
S2 przej$¢é musi réwniez i przez punkt 4. Dowiesé tego mozemy
w sposéb, oméwiony poprzednio przy twierdzeniu II-em. A za-
tem prawdziwe sa réwniez twierdzenia wzajemne do poprzednich:

Skoro boki przeciwlegte
danego czworokqta zupetnego
przelniemy dowolnq prosiq,
nie przechodzaca przez zZaden
z jego wierzcholkéw, w trzech
parach homologicznych punk-
low szerequ inwolucyjneqo, to
wowczas: przez dalsze dwa
(rézne od siebie, wzgl. zjed-
noczone) punkly homologicz-
ne teqo szerequ, nie lezqce na
bokach danego czworokqla,
i przez wierzchotki teqo czwo-
rokqla przechodzi jedna i tyl-
ko jedna stozkowa. é

Skoro wierzchotki prze-
ciwlegte danego czworoboku
zupetnego rzucimy z dowolne-
go punklu, nie lezacego na
zadnym z jego bokéw, i uzy-
skamy trzy pary homologicz-
nych prostych peku inwolucyj-
nego, to wowczas: dwie dalsze
(rézne od siebie, wzgl. zjed-
noczone) proste homologiczne
tego peku, nie przechodzqce
przez wierzchotki danego czwo-
roboku, i boki tego czworoboku
sq stycznemi do jednej @ tyl-
ko jednej stozkowej.

Rye. 101.

Rye. 102

W miejsce czworokata, wezmy pod uwage (ryc. 101) tréjkat
(123) wpisany w stozkowa S2 Tréjkat ten uwaza¢ mozemy za
przypadek graniczny czworokata (123 =14), ktérego dwa wierz-
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cholki 3 i 4 zjednoczyly sie w jednym punkecie, a bok 34 jest
styczna stozkowej S2 Skoro punkty D,, D,, 3 i 4 stozkowe] S2
rzucimy z punktéw 7 i 2, a uzyskane peki prostych (1) A (2)
przetniemy sieczna p, to wykazemy — w sposéb poprzednio omé6-
wiony — Zze prosta p jest podstawa szeregu inwolucyjnego
p (DyD,, B{B,, C,(,,...), a tem samem dowiedziemy prawdziwoseci
twierdzenia, ktére jest analogiczne do twierdzenia I-go. W spo-
s6b podobny, jak to uezyniliSmy poprzednio dla twierdzenia II-go,
wykaza¢ mozemy prawdziwo$é analogicznego twierdzenia. Teraz
udowodnié juz mozemy, Ze, o ile prosta p jest styczna w punk-
cie D, = D, do stozkowej S2 6w punkt stycznosci jest punktem
podwéjnym szeregu inwolucyjnego p (D, = D,, B{B,, C,C,,...).
A zatem wyslowi¢ mozemy nastepujace twierdzenia :

Skoro dana jest stozkowa
(nieznieksztalcona) S2 i wpi-
sany w niq lréjkqt, to wow-
czas dowolna prosta — ktora
nie jest prosta zewnetrzng
wzgledem S2 i nie przechodzi
przez zaden wierzcholek da-
nego tréjkata — przecina te
stozkowq, dwa boki danego
tréjkqta, oraz jego trzeci bok
[ stycznq do S® w wierzchot-
ku przeciwleqgtym w trzech pa-
rach homologicznych punkléw
szerequ inwolucyjneqo.

Skoro dana jesl stozkowa
(nieznieksztalcona) S2 i opi-
sany na niej trojbok, to wow-
czas przez dowolny punkt —
ktory nie jest punktem we-
wnetrznym wzgledem S2 i nie
lezy na zadnym boku danego
tréjboku — wykreslone stycz-
ne do lej slozkowej, oraz pro-
ste, przechodzqce przez dwa
wierzchotki danego tréjboku,
oraz dwie proste, z ktorych
jedna przechodzi przez trzeci
wierzchotek tréjboku, a druga
przez punkt styczno$ci prze-
ciwlegteqo boku ze stozkowq
S — tworzq trzy pary ho-
mologicznych proslych peku
inwolucyjnego.

Prawdziwos$é twierdzen odwrotnych wykazaé mozemy w spo-

s6b, zastosowany poprzednio do twierdzenia II-go. Ograniczymy
sie na tem miejscu do wypisania tylko jednego twierdzenia od-
wrotnego, ktére podporzadkowane jest twierdzeniu z lewej strony, |
a mianowicie :

Skoro dwie pary punktéw, w kiérych dowolna prosta — nie
przechodzaca przez wierzcholki danego tréjkata — przecina dwa
Jego boki, oraz bok trzeci i danq prosiq s, kiéra przechodzi przez
przeciwlegly wierzchotek tego tréjkqta, uwazaé bedziemy za punkty
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homologiczne szerequ inwolucyjneqo, to wowczas: przez dalsze
dwa (rézne od siebie wzgl. zjednoczone) punkty homologiczne
tego szerequ (nie lezace na bokach tréjkata danego) i przez wierz-
chotki danego tréjkqta przechodzi jedna i tylko jedna stozkowa,
ktora jest stycznq do proslej s.

Zalézmy teraz, ze wierzcholki 2 i 3 omawianego trdjkata
(12 3), wpisanego (ryc. 101) w stozkowa S 2, zjednocza sie w punk-
cie 2= 3. Skoro punkty D, D,, 3 i 4 stozkowej S2 rzucimy
(ryc. 102) z punktéw 1 =4 i 2=23, a otrzymane peki prostych
(1) A (2) przetniemy sieczna p = D,D,, to uzyskamy szereg in-
wolueyjny p (D,D,, C,Cy, By = B,,...), ktérego punkt podwdjny
B, = B, jest punktem przeciecia sie prostych 12 i p. Przepro-
wadzajac rozumowania analogiczne do tych, ktére stosowaliSmy
poprzednio dla czworokata (123%) i tréjkata (123 =14%), wyka-
za¢ mozemy prawdziwos¢ nastepujacych twierdzen :

Skoro dana jest stozkowa
(nieznieksztalcona) S2 i dwie
Jej styczne, to dowolna pro-
sta — ktéra nie jest prosta
zewnetrzna wzgledem S?2 i nie
przechodziprzezzaden z punk-
tow styeznosei danych stycz-
nych — przecina te stozkowaq
[ owe dwie styczne w dwdch
parach homologicznych punk-
low . szerequ inwolucyjnego,

a prostq, tqczqeq punkty stycz-'

nosci danychstycznych, w punk-
cie podwdjnym leqo szeregu.

Skoro dana jest slozkowa
(nieznieksztalcona) S* i dwa
jej punkly, to wowczas przez
dowolny punkt — ktéry nie
jest punktem wewnetrznym
i nie lezy na zadnej ze stycz-
nych w danych punktach —
wykreslone slyczne do lej sloz-
kowej, oraz proste, przecho-
dzqce przez dane dwa punkty,
tworzq dwie pary -homologicz-
nych prostych peku inwolucyj-
nego, ktérego prosta podwojna
przechodzi przez punkt prze-
ciecia sie stycznych do S* w da-
nych jej dwdch punktach.

Prawdziwe sa rowniez twierdzenia odwrotne. Dla twierdze-

nia z lewej strony, mamy nastepujace twierdzenie odwrotne:

Skoro przez dwa homologiczne punkly szerequ inwolucyj-
nego hiperbolicznego wykreslimy dwie proste a i b, a naslepnie
przelniemy je prostq, przechodzqcq przez punkl podwdjny tego
szerequ 1 réznq od jego podstawy, to wowczas kazda slozkowa,
styczna w owych dwéch punktach przeciecia do proslych a i b,
przechodzi przez dalsze dwa (réine od siebie, wzgl. zjednoczone)
punkty homologiczne uwazanego szeregu inwolucyjnego.
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Uwaga: Twierdzenie z lewej strony zastosujmy do hiperboli, ktérej
asymptotami (rye. 86) sa proste a = 10200 i b = 30 4co, Dowolna prosta [,
nie przechodzaca przez zaden z punktow stycznosci asymptot, przecina hi-
perbole w punktach 5 i 6, obie asymptoty w punktach D i E, a prosta nie-
wlasciwa so0 = 10 3% w punkecie Be. Na prostej [ otrzymujemy zatem sze-
reg inwolueyjny [ (56, DE,...), ktorego jeden punkt podwéjny jest punktem
niewla§ciwym Bee. Poniewaz punkty podwdjne Be i P oraz dowolna para
punktéw homologicznych szeregu inwolucyjnego (I) tworza (ust. 24) grupe
harmoniczna o stosunku (B«Pj6)—= (B~PDE)—= —1, przeto drugi punkt
podwéjny P tego szeregu polowi (ust. 12) odeinki o dlugosciach skonezonych
561 DE. Wnosimy stad o réwnosci odcinkéw: 5 D = E 6, a tem samem o praw-
dziwoSci twierdzenia, dowiedzionego w inny sposéb w ust. 51-ym, zad. 4.

Korzystajac z powyzszych twierdzen Desarques’a, rozwia-
za¢ mozemy nastepujace

Zadanie 1: Na plaszczyznie danych jest pieé¢ punktéow 1,
2, 3, & i Dy, ktoére okreslaja stozkowa S% oraz dowolna prosta
p, przechodzaca przez punkt D,. Skonstruowaé nalezy drugi
punkt przeciecia sie prostej p ze stozkowag S2

Rozwiazanie: Cztery pierwsze punkty dane (ryc. 100)
uwazajmy za wierzcholki czworokata zupelnego (12 34%), wpisa-
nego w stozkowa S2 Prosta p przecina przeciwlegle boki tego
czworokata w punktach szeregu inwolucyjnego p (4,4, BB,
C,C,,...). Na prostej p wyznaczmy (ust. 24, zad. 3 lub ust. 44)
taki punkt D,, aby D; i D, byly elementami homologicznemi
owego szeregu inwolucyjnego, to element D, rozwiazuje zadanie.

Inne rozwiazania podane byly w ust. 35-ym, zad. 1.

Cwiczenie 1: Stozkowa S? okres§lona jest piecioma stycznemi I, I1, 111,
IV i d,. Z danego punktu P, lezacego na stycznej d;, wykreslié nalezy druga
styczna d, do stozkowej S2

Cwiczenie 2: Rozwiazaé zadanie 1 woéwezas, gdy stozkowa S? okre-
Slona jest: a) czterema punktami 1,2, 31 D;, oraz styczna w punkeie 1 (ryc.
101); b) trzema punktami 1, 2 i D,, oraz dwiema stycznemi w punktach 1
i 2 (rye. 102).

Cwiczenie 3: Rozwiazaé éwiczenie 1 wowezas, gdy stozkowa S? okre-
Slona jest: a) czterema stycznemi I, II, III i d;, oraz punktem stycznosci
stycznej I; b) trzema stycznemi I, Il i d,, oraz dwoma punktami stycznosci
styeznyeh I i II.

54. Peki i pasma stozkowych. Na plaszczyZznie o niechaj
dany bedzie czworokat zupelny (1 23 #%), ktérego wierzcholkami
sa punkty rzeczywiste 1, 2, 31 4. Przez owe punkty i przez
dowolny punkt A4 plaszezyzny o przechodzi (ust. 34) jedna
i tylko jedna stozkowa, ktéra oznaczymy symbolem A2 Skoro
punkt A zmienia¢ bedzie swoje polozenie w plaszcezyznie o, to
rownoczesnie przez kazdy punkt 4 i przez wierzcholki danego
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: czworokata okreS§lona bedzie coraz to inna stozkowa. Dla po-

szezegblnych punktéw A, B, C,...

plaszezyzny o, otrzymamy

stozkowe : A2, B2, C2,..., przechodzace odpowiednio przez punkty
A, B, C,...-oraz przez stale cztery punkty 1, 2, 3 i 4

Ogdl stozkowych 42, B2
C?,..., ktore przechodza przez
cztery stale punkty 1, 2, 31 4
(z ktérych zadne trzy nie le-
za na jednej prostej), na-
zywamy pekiem stozkowych.
Punkty za$ 1, 2, 3 i 4 nazy-
wamy punktami podstawowe-
mi uwazanego peku stozko-
wych.

Ogol stozkowych 42 B2,
C?..., ktore sa styezne do
czterech stalych prostych I
II, ITi IV (z ktérych zadne
trzy nie przechodza przez je-
den punkt), nazywamy pa-
smem slozkowych. Styczne zas
L II, IIl i IV nazywamy pro-
stemi podstawowemi uwazane-
go pasma stozkowych.

Poszczegdlne stozkowe omawianego

peku sa opisane na czworoka-

cie zupelnym (1 234%), ktére-

go wierzcholkami sa punkty
podstawowe tego peku.

pasma sa wpisane W CZWOro-
bok zupelny (I I III IV), kt6-
rego bokami sa proste pod-
stawowe tego pasma.

Skoro na plaszezyznie o obierzemy taki punkt A4, ktéry
lezy na boku np. 12 czworokata (123 %), to wéwezas stozkowa
peku rozpada sie na prosta 12 i na prosta 34 A zatem:

Trzy pary bokéw prze-
ciwleglych czworokata zupel-
nego (123%) uwazaé mozna
za trzy stozkowe znieksztatco-
ne, nalezace do peku stozko-
wych o punktach podstawo-
wych 1;-2, 314,

Trzy pary wierzcholkéw
przeciwleglych  czworoboku
zupelnego (I Il I1I IV') uwazac
mozna za trzy slozkowe znie-
ksztatcone, nalezace do pasma
stozkowych o prostych pod-
stawowych I, II, 1II i IV.

W rozwazaniach tego ustepu ograniczamy sie do takich
pekow (wzgl. pasm) stozkowych, dla ktérych punkty (wzgl. pro-
ste) podstawowe sa elementami rzeczywistemi. Uwzgledniac¢

jednak bedziemy réwniez

a) pek stozkowych z trze-
ma punktami podstawowemi
1, 21 3 (nie lezacemi na jed-
nej prostej), przyczem wszyst-
kie stozkowe tego peku po-

a) pasmo stozkowych
z trzema prostemi podstawo-
wemi [, II i IIl (nie przecho-
dzacemi przez jeden punkt),
przyczem wszystkie stozkowe
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siadaja wspdlng stycznqg a
w punkeie podstawowym np. 1;

b) pek stozkowych z dwo-
ma punktami podstawowemi
11 2, przyczem wszystkie stoz-
kowe tego peku posiadaja
wspélna styezna a w punkeie
podstawowym 1 i wspdlna
styezna b w punkcie podsta-
wowym 2.

tego pasma posiadaja wspol-
ny punkt stycznosci A na pro-
stej podstawowej np. [

b) pasmo stozkowych
z dwiema prostemi podstawo-
wemi [ i II, przyczem wszyst-
kie stozkowe tego pasma po-
siadaja wspé6lny punkt stycz-
nosci A na prostej podstawo-
wej I i wsp6lny punkt styecz-
nosci B na prostej podstawo-
wej 1L

Uwaga: W przypadku b) omawiany pek stozkowych jest zarazem tez

i pasmem stozkowych.

Wymienione powyzej przypadki a) i b) pekow i pasm stozkowych uwa-

za¢ mozemy

za peki stozkowych z czterema
punktami podstawowemi 1,2, 3i#4
z ktorych :

a) punkty 1 i 4 zjednoeczyly
sie w jednym punkcie na danej
stycznej a;

b) punkty 71i4, oraz 2i3 zjed-

za pasma stozkowych z czterema
prostemi podstawowemi I, II, ITIilV,
z ktorych:

a) proste I i IV zjednoezyly
sie na jednej stycznej, przechodza-
cej przez dany punkt stycznoseci 4;

b) proste Ii IV, oraz IIi Il

zjednoezyly sie odpowiednio na
dwoéeh  styeznyeh, przechodzacych
przez punkty stycznosci A, wzgl. B.

noczyly sie odpowiednio na stycz-
nych a, wzgl. b.

Na plaszezyZnie o niechaj dany bedzie czworokat zupelny
(123 %), oraz dowolna prosta p, ktéra nie przechodzi przez Zza-
den z wierzcholkéw czworokata. Przez kazdy punkt A, prostej p
przechodzi jedna i tylko jedna stozkowa A2 nalezaca do
peku stozkowych o punktach podstawowych 1,2,3i% Prosta p
jest sieczng stozkowej A% i przecina ja (ust. 31) jeszcze w ja-
kim§ punkecie rzeczywistym A, Jezeli punkt 4, przyjmiemy na
boku np. 12, to stozkowa A2 jest znieksztalcona i rozpada sie
na proste 712 i 34, a punkt 4, przynaleze¢ musi do przeciw-
leglego boku 34 uwazanego czworokata.

Przez poszczegélne punkty A, B, C,,... prostej p przecho-
dza odpowiednio stozkowe 42, B2 (%, ... peku stozkowych (o punk-
tach podstawowych 1,2, 31%), a kazda z tych stozkowych prze-
cina podstawe p odpow. jeszcze w jednym punkcie A4, B,, C,,...
Pary punktéw: A,i4,, B,;iB,, C;iC,,... prostej p tworza (ust. 53)
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szereg inwolueyjny (p). Trzy stozkowe znieksztalcone, uwaza-
nego peku stozkowych, t. zn. trzy pary bokéw przeciwleglych
czworokata zupelnego (123%), przecinaja prosta p (ust. 53)
w trzech parach punktéw homologicznych szeregu inwolucyj-
nego (p).

Z rozwazan poprzedniego ustepu wiadomo nam, zZe oma-
wiany szereg inwolucyjny (p) wystapi réwniez wowezas, gdy
a) dwa punkty podstawowe 114 zjednocza sie¢ w jednym punk-
cie wspélnej stycznej a do wszystkich stozkowych peku; b) dwa
punkty podstawowe 11i4 zjednocza sie na wspélnej stycznej aq,
1 réwnoczesnie dwa dalsze punkty podstawowe zjednocza sie
na wspélnej styeznej b. A zatem twierdzenia Desargues’a
(ust. 53) wyslowi¢ mozemy w nastepujacej formie:

Skoro na ptaszczyznie da- Skoro na ptaszczyznie da-

ny jest pek stozkowych o czle-
rech rzeczywistych punktach
podstawowych (z ktérych dwa
moga sie zjednoczyé, a dwa
pozostale tez moga sie zjed-
noczyé) i dana jest dowolna
prosta, nie przechodzqca przez
zaden z punkléw podstawo-
wych, to wowczas: pary punk-
low przeciecia si¢ lej proslej
z poszczegolnemi stozkowemi
danego peku sq homologiczne-
mi punktami szeregu inwolu-

cyjnego.

ne jesl pasmo stozkowych o
czterech rzeczywistych pro-
stych podslawowych (z ktérych
dwie moga sie zjednoczyé, a
dwie pozostale tez moga sie
zjednoczy¢) i dany jest dowol-
ny punkt, nie lezqcy na Zad-
nej z prostych podstawowych,
tlo wowczas: pary stycznych,
wykreslonych z tego punktu do
poszczegolnych stozkowych da-
nego pasma, sq homologiczne-
mi prostemi peku inwolucyj-
neqo.

Jezeli istnieje w peku stozkowych taka stozkowa, ktéra

jest styczna do prostej p, to punkt stycznoSci jest oczywiScie
punktem podwéjnym omawianego szeregu inwolucyjnego (p).
Moze sie jednak zdarzyé¢, ze dwa boki przeciwlegle czworokata
(123 %) — stanowiace stozkowa znieksztalcona peku stozkowych —
przecinaja sie w punkecie P, lezacym na prostej p. Ow punkt P
jest wéwezas tez punktem podwéjnym szeregu inwolucyjnego
(p). Umé6wimy siel), ze kazda prosta, ktéra przechodzi przez
punkt przeciecia sie dwéch prostych ri s, jest ,slyczng“ do stoz-
kowej znieksztalconej, rozpadajacej sie na owe proste r i s.
Woéwezas mozemy powiedzieé, ze: kazdy punkt podwéjny

) Por. F. Enriques, 1. c. str. 234.
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szeregu inwolucyjnego (p) jest punktem stycznosci jakiej§ stoz-
kowej, nalezacej do omawianego peku stozkowych.

Przypusémy, ze szereg inwolucyjny p (4,4, B,B,,...) jest
szereqiem parabolicznym, to w jego punkcie podwéjnym E; = E,
schodza sie (ust. 24) punkty A4, B,,... tego szeregu. Wnosimy
stad, zZe przez punkt podwdjny E, =E,-—= 4, = B,=... prze-
chodzié¢ musza wszystkie stozkowe 42 B2%... uwazanego peku
stozkowych. Innemi slowy: punkt podwéjny E;, = E, jest wow-
czas punktem podstawowym peku stozkowych, a prosta p prze-
chodzi — wbrew naszemu zaloZeniu! — przez ten punkt pod-
stawowy.

Szereg inwolucyjny ( p) moze byé zatem szeregiem eliptycz-
nym lub hiperbolicznym.

Gdy stozkowe peku o dwoch punktach podstawowych 11 2 posiadaja wspolne
styczne w owych punktach 7 1i 2, to szereg inwolucyjny (p) jest wowczas
szeregiem hiperbolicznym. W istocie bowiem punkt przeciecia sie prostych
p i 12— jak to z przedostatniego twierdzenia ust. 53-go wynika — jest punk-
tem podwdjnym szeregu (p). W drugim punkcie podwéjnym prosta p jest
styeczna do jednej i tylko jednej stozkowej uwazanego peku. Stoz-
kowa ta okreslona jest — zgodnie z rozwazaniami ust. 34-go — dwoma punk-

tami 1, 2, styeznemi w owyeh punktach i dana styczna p.

7 rozwazan naszych wynikaja (p. uwage w ust. 34-ym) na-

stepujace zwiazki:

Skoro na ptaszczyznie da-
ne sq czlery punkly rzeczywi-
ste, z ktorych zadne trzy nie
leza na jednej prostej, oraz
dowolna prosta, nie przecho-
dzgca przez zaden z punktow
danych, to wowczas:
albo nie istnieje ani jedna stoz-
kowa, przechodzqca przez da-
ne czlery punkty i slyczna do
danej prostej,

albo tez istniejq dwie takie sloz-

kowe, a ich punkly stycznosci

z danq prostq sq punktami po-
dwdjnemi szerequ inwolucyj-
neqo, okreslonego trzema pa-
rami punkléw przeciecia sie

Skoro na ptaszczyznie da-
ne sq czlery proste rzeczywi-
ste, z ktérych zadne trzy nie
przechodza przez jeden punkt,
oraz dowolny punkl, nie le-
zacy na zadnej z prostych da-
nych, to wiwczas:
albo nie istnieje ani jedna stoz-
kowa, styczna do czterech da-
nych prostych i przechodzqca
przez dany punkt,

albo tez istniejq dewvie lakie stoz-
kowe, a styczne do nich w punk-
cie danym sq prostemi po-
dwdjnemi peku inwolucyjne-
go, okreslonego lrzema parami
prostych, tqczqcych ten punkt
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tej prostej z bokami przeciw-
legtemi danego czworokqta zu-
petnego.

Zauwazyé wreszcie nalezy,

prawdziwe, gdy zamiast

czterech punktéw dane sa
trzy punkty rzeczywiste (nie
lezace na jednej prostej) i
styczna w jednym z nich (nie
przechodzaca przez zaden
z pozostalych punktéw da-
nych).

z wierzchotkami przeciwlegte-
mi danego czworoboku zupet-
neqo.

7ze powyzsze twierdzenia sa

czterech stycznych dane sa
trzy styczne rzeczywiste (nie
przechodzace przez jeden
punkt) i punkt stycznosei jed-
nej z nich (nie lezacy na zad-
nej z pozostalych stycznych
danych).

55. O stozkowych, okreslonych trzema punktami i dwiema
stycznemi. W ustepie tym wykazemy, zZe nie istnieje ani jedna
stozkowa albo tez istnieja cztery takie stozkowe, ktére: a) prze-
chodza przez trzy dane punkty, nie lezace na jednej prostej, i sa
styczne do dwéch danych prostych, nie przynaleznych do zad-
nego z danych punktéw; b/ sa styczne do trzech danych pro- -
stych, nie przecinajacych sie w jednym punkecie, i przechodza
przez dwa dane punkty, nie lezace na zadnej z danych pro-
stych. Celem uzasadnienia tego, weZzmy pod uwage (ryc. 102)
trzy dowolne punkty D,, D, D, stozkowej S oraz dwie jej
styczne ai b w dwéch dalszych punktach 11i 2. Punkty D, i D,,
C,=ap i Cy=">p prostej p—=D;D, — jak to wynika z przed-
ostatniego twierdzenia ust. 53-go — tworza szereg inwolucyjny

DABD G Cor L Birm B LY,
ktérego punktem podwéjnym B, = B, jest punkt przeciecia sie
podstawy p z prosta 12, laczaca punkty styczno$ei 112 danych
stycznych a i b. Podobnie na prostej siecznej r — D,D, lezace
punkty: D, i Ds, N,=ar i N,-=br tworza szereg inwolucyjny

PO NN e s il = B o
ktérego punktem podwéjnym E, = E, jest punkt przeciecia sie
podstawy r z prosta 12 Wreszcie punkt F, — F,, przeciecia sie
prostej s= D,D, z prosta 12, jest punktem podwéjnym trze-
ciego szeregu inwolucyjnego

SGILD MM, .. o Fy=2 15000

o elementach homologicznych D, i Dy, M; = as i M, — bs.
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Uwazane szeregi inwolucyjne hiperboliczne o podstawach
p=DD,, r =D,D,is—D,D,, oprécz wymienionych powyzej punk-
té6w podwéjnych B, =B, E,=E, i F;=F,, posiadaja jeszcze
nastepujace punkty podwdéjne: B, E,i F,. Pierwszy z nich lezy
na prostej p, drugi na podstawie r, a trzeci na s. Celem zbadania
konfiguracji tych szesciu punktéw po-
dwéjnych zauwazyé musimy, Ze trzy
z nich, a mianowicie B, = B,, E, = E,
i F;,=F, leza (ryc. 103) na jednej
prostej 1 2. Na prostych p, r i s wyste-
puja (ust. 24) trzy grupy harmoniczne
punktéw o stosunkach (D,D,B;B,) =
= (DD E, Ey) = (D, Dy Fy Fy) = — 1.
Skoro pierwsza grupe punktéw rzu-
cimy z punktu podwéjnego F, na pro- ‘
sta rioznaczymy przez E* punkt prze- o
ciecia sie prostych KB, i r, to z per- :
spektywicznosci szeregéw punktow

pD D BBy ) R 1 {Dy, Dy, B B,

wynika réwno$é stosunkéw - (D, D,B;By) = (D;D;E\E”) — —1.
Punkty E, i E* sa harmonicznie sprzezone wzgledem D, i D,
a poniewaz poprzednio wykazaliSmy, Ze elementy E; i E, sa
tez harmonicznie sprzezone wzgledem D, i D;, przeto wnosimy
stad, ze: punkty E,i E* musza sie zjednoczyé w jednym punk-
cie. DowiedliSmy zatem, ze: punkty podwdijne Iy=F,, ByiL,
lezq na jednej prostej.

Skoro grupe (D,D,B;By) = —1 rzucimy z punktu podwdj-
nego E, — E, na prosta s (ryc. 103), to w analogiczny sposéb
wykazaé¢ mozemy, zZe punkty podwoéjne E, = E,, B,iF|, leza tez
na jednej prostej. W analogiczny sposéb stwierdzimy, ze punkty
podwéjne B, = B,, E,iF, réwniez leza na jednej prostej. Z roz-
wazah powyzszych wynika tedy, ze: punkty podwéjne uwaza-
nych szeregéw inwolueyjnych (p), (r) i (s) sa wierzcholkami
czworoboku zupelnego, a tréjkat (prs) = (D,D,D;) jest jego tréj-
bokiem przekatnym. v

Korzystajac z powyzszej konfiguracji, wykazaé mozemy,
ze oprécz stozkowej 82, istnieja jeszcze trzy dalsze stozkowe,
przechodzace przez trzy dane punkty D, D,i D, oraz styczne
do danych prostych ai b.

W istocie bowiem przez punkty homologiczne C; = ap
1 €y = bp szeregu inwolucyjnego (p), oraz przez homologiczne

\8' 03

Rye. 103,

‘t".
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punkty N;=ar i N,=br szeregu inwolucyjnego (r) — prze-

chodza (por. poczatek naszych rozwazan!) dane proste: a = C,N,
1 b=C,N,. Skoro przez punkty podwéjne B, i E, szeregéw in-
wolucyjnych (p) i (r) wykre§limy prosta BjE, a nastepnie wy-
znaczymy jej punkty przeciecia sie 31 4 z danemi prostemi a

ib — to woéwcezas: stozkowa 8,2 przechodzaca przez punkt
D, =pr i styezna w punktach 3 i 4 odpow. do prostych a i b,
musi przej$é — na mocy ostatniego twierdzenia ust. 53-go —

koniecznie przez punkty D, i D,, WykazaliSmy tedy, ze: pro-
sta B,E, laczaca dwa dowolne punkty z danych szeSciu
punktéw (ryec. 103) podwdéjnych i nie nalezace do jednego i tego
samego szeregu inwolucyjnego, przecina proste a i b w takich
punktach 3 i 4, ktére wraz z trzema danemi punktami Dy, D,
i Dy okre§laja stozkowa 8,2 styczna do prostych a i b.

Poniewaz takich prostych na ryec. 103 mamy cztery, przeto
istnieja cztery stozkowe, ktére przechodza przez trzy dane
punkty D, D, i D, oraz sa styczne do danych prostych ai b.

Z przeprowadzonych powyzej rozwazan wynika (p. konfi-
guracje na ryc. 103), ze skoro dwa szeregi inwolucyjne np. ( p)
i (r) sa hiperboliczne, to i trzeci szereg (s) musi by¢ tez hiper-
boliczny. Jezeli natomiast jeden szereg inwolucyjny np. (p) jest
eliptyezny, to wowczas jeszeze jeden szereg inwolucyjny (r)
lub (s) musi by¢ eliptyczny. W tym ostatnim przypadku nie
istnieje ani jedna stozkowa, ktéraby przechodzila przez punkty
D,, D,, Dy i byla styczna do danych prostych a, b.

Dowiedlismy zatem prawdziwosci dwomme podporzadko-
wanych sobie twierdzen :

Skoro na ptaszczyzZnie dane sq

trzy dowolne punkty, nie le-
zace na jednej prostej, oraz
dwie dowolne prosle, nie prze-
chodzace przez zaden z punk-
tow danych, fo wdwezas:
albo nie istnieje ani jed-
na stozkowa, przechodzqca
przez dane (rzy punkty istycz-
na do danych dwdéch prostych,

albo tez istniejq cztery
lakie stozkowe, a punkty stycz-

{rzy dowolne proste nie prze-
chodzace przez jeden punkt,
oraz dwa dowolne punkly, nie
lezace na zadnej z danych
prostych, to wéwczas:

albo nie istnieje ani jed-
na stozkowa, styczna do da-
nych trzech prostych i przecho-
dzqca przez dane dwa punkty,

albo tez istniejq cztery
takie stozkowe, a slyczne do
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nosci kazdej z nich z dwiema
danemi proslemi wyznaczajq
prostq, na ktérej lezq trzy punk-
tly podwdjne trzech szeregow
inwolucyjnych, z ktérych kaz-
dy okreslony jest dwiema pa-
rami punktow homologicznych,
a mianowicie: kazdq parq
punktow z posrod trzech da-
nych punktéw, oraz dwoma
punktami przeciecia sie proslej,
taczqcej owq pare punktow,
z dwiema danemi prostemi.

kazdej z nich w dwdéch danych
punktach przecinajq sie w punk-
cie, przez klory przechodzq
trzy proste podwdijne trzech
pekow inwolucyjnych, z kié-
rych kazdy okreslony jest dwie-
ma parami prostych homolo-
gicznych, a mianowicie: kaz-
dq parq prostych z posrod
trzech danych prostych, oraz
dwiema prostemi, {qczqcemi
punkt przeciecia sie owej pary
prostych z dwoma danemi
punktami.

56. Ogniska stozkowej. Skoro na plaszczyzZnie o dana jest

stozkowa (nieznieksztalcona) S2 to proste sprzezone wzgledem
S 21 przechodzace przez dowolny punkt P plaszczyzny o two-
rza (ust. 42) pek inwolucyjny. Proste podwéjne tego peku sa
(ust. 31 1 42) stycznemi, wykreslonemi z punktu P do stozkowej S2.

Wierzcholek peku cyklicznego prostych sprzezo-
nych wzgledem stozkowej (nieznieksztalconej) S2 na-
zywamy ogniskiem tej stozkowej.

Poniewaz pek cykliczny (kolowy) jest (ust. 47) pekiem in-
wolucyjnym eliptycznym, ktérego kazde dwie proste homolo-
giczne sa wzajemnie prostopadle, a proste podwdjne, t. zw. pro-
ste izotropowe (ust. 50), sa elementami urojonemi sprzezonemi,
przeto:

Przez ognisko stozkowej (nieznieksztalconej) S?2 przecho-
zq dwie urojone sprzezone styczne tej stozkowej, ktére sq pro-
stemi izolropowemi.

Wnosimy stad (ust. 31), Ze ognisko stozkowej S2 jest punk-
tem wewnetrznym tej stozkowej.

Z podanej powyzej definicji ogniska i rozwazan ust. 50-go
wynika bezposrednio, ze: srodek kota jest jego ogniskiem. Praw-
dziwe tez jest i odwrotne twierdzenie:

Jezeli srodek slozkowej (nieznieksztalconej) jest jej ogni-
skiem, lo uwazana stozkowa jest kotem.
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W istocie bowiem, skoro §rodek (wlasciwy) O stozkowej S 2
jest jej ogniskiem, to kazde dwie Srednice sprzezone tej stoz-
kowej sa wzajemnie prostopadle. Na danej stozkowej S2 obierz-
my dwa dowolne punkty A i B, a przez §rodek O poprowadzmy
Srednice a réwnolegla do cieciwy AB. Poniewaz prosta b, wy-
kre§lona z punktu O prostopadle do Srednicy ‘a, jest Srednica
sprzezona z elementem a, przeto b przej$é musi (ust. 49) przez
§rodek C cieciwy AB. Z warunkow :

0C 15AB, A= CB /1 0C=0C
wnosimy o przystawaniu tréjkatéw prostokatnych (OCA) i (OCB),
a tem samem i o réwnosei odeinkéw: OA4 = OB. WykazalisSmy
tedy, ze Srodek O stozkowej S2? jest réwno oddalony od dwéch
dowolnych punktéw 4 i B stozkowej S$2 a tem samem i od
wszystkich punktéw tej stozkowej. Innemi slowy: stozkowa S2
jest kotem, c. b. d. w.

WeZmy teraz pod uwage taka stozkowa (nieznieksztalcona)
S2 ktérej srodek O nie jest ogniskiem tej stozkowej. O ile uwa-
zana stozkowa S?2 posiada ognisko F, to przezen przechodzi
jedna i tylko jedna srednica OF tej stozkowej. Ognisko F jest
punktem wewnetrznym wzgledem S2, wiec kazda prosta, prze-
chodzaca przez F i lezaca na plaszezyZnie tej stozkowej, jest
(ust. 46) jej sieczna. Przez F wykreslmy prosta, prostopadla do
Srednicy OF, i oznaczmy przez N, N, punkty przeciecia sie tej
prostej (siecznej) ze stozkowa S2 Z definicji ogniska wynika,
ze proste NN, i OF sa sprzezone wzgledem S2 a poniewaz sred-
nica OF jest prostopadla do cieciwy z nia sprzezonej NN,, przeto
(ust. 49) prosta OF jest osig stozkowej §2 O ile zatem stoz-
kowa (nieznieksztalcona) S2 posiada ogniska, to: kazde ognisko
leze¢ musi na osi lej stozkowej. Prosta OF jest sieczna, wiec gdy
S2 jest hiperbola, to kazde jej ognisko leze¢ musi (ust. 49) na
osi gtownej tej hiperboli. — Wreszcie wykaza¢ mozemy, ze: pro-
sta FF,, laczaca dwa ogniska F i I, stozkowej S? jest osiq tej
stozkowej. Proste [ 1 [, wykre§lone odpow. w punktach F i F;
prostopadle do prostej FF), sa oczywiscie z nia sprzezone, a za-
tem przejSé musza (ust. 42) przez biegun P> = ll, prostej FF,.
Prosta ostatnia jest wiec $rednica stozkowej S2 a jako prosta
OF, laczaca Srodek O z ogiskiem F, musi by¢ osia stozkowej S2
cibads w

Skoro dla danej elipsy §2 punkty 4, B, Ci D (ryc. 104) sa jej
wierzcholkami, prosta 4B osia gléwna (wieksza), a prosta CD osia
mniejsza, to pomiedzy odecinkami (o dlugosciach skonczonych)
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AB i CD zachodzi (ust. 49) nastepujaca nieréwnosé: AB > CD.
Styczne a, i b, do elipsy w wierzcholkach osi gléwnej przecinaja
sie ze styczna ¢, przechodzaca przez wierzcholek C, w punktach
11 2. Dla tréjboku
(a;bscy),0pisanegona
el’g)sie $? jego wierz-
cholek E*° =a,b, jest
biegunem osi gl6w-
nej AB. Skoro tedy
dowolny punkt osi
ABrzucimy z dwoch
pozostalych wierz-
cholkéw 1 i 2 tréj-
boku (a;b,cy), to uzy- Rye. 104.

skane w ten sposéb

proste, w my§l twierdzenia Staudta (ust. 43), sa ,prostemi sprze-
zonemi“ wzgledem uwazanej elipsy. Jezeli odcinek 12 uwazaé
bedziemy za $rednice kola, ktére przecina si¢ z osia gléwna
AB w dwéceh rzeczywistych punktach F i Fy, to proste prosto-
padte 1F | 2F, oraz 1F, | 2F, tworza dwie pary prostych
sprzezonych wzgledem elipsy S2 Poniewaz przez punkt F osi
gléwnej AB przechodza dwie pary prostych prostopadlych
i sprzezonych wzgledem S2 a mianowicie: 1F | 2F i E>F | AB,
przeto F, jako wierzcholek peku cyklicznego, jest ogniskiem
elipsy. To samo odnosi sie tez i do punktu F,. WykazaliSmy
tedy, ze na osi gléwnej elipsy leza dwa jej ogniska F i F,, sy-
metrycznie ulozone wzgledem §rodka O i odlegle od niego o dlu-
gosé ¢ =/ a2 — b? jezeli przez 2a i 2b oznaczymy dlugosci
osi gléwnej i osi mniejszej owej elipsy.

Gdyby$my w wierzcholku D (ryec. 104) wyznaczyli styczna
d i do tréjboku (c;db,) zastosowali twierdzenie Staudta, a nastep-
nie z punktu B jako §rodka zakreslili kolo o promieniu r = B2,
to stwierdzimy, ze na osi mniejszej CD niema ognisk elipsy,
gdyz owe kolo nie przecina si¢ z ta osia w punktach rzeczy-
wistych.

Na ryc. 105 dane sa wierzcholki A, B osi gléwnej i asymp-
toty hiperboli. Styczne a, i b, hiperboli w jej wierzcholkach nie-
chaj przecinaja sie z asymptota s w punktach 1 i 2. Wierzcho-
lek E>~ = a,b, tréjboku (a,b,;s), opisanego na hiperboli, jest bie-
gunem osi 4B, skoro wiec poszczegdlne punkty tej osi rzucimy
z dwoéch pozostalych wierzcholkéw 1 i 2 owego tréjboku, to
uzyskane w ten sposéb pary prostych sa (w mysl twierdzenia

Plamitzer, Geometrja rzutowa. 16
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Staudla) prostemi sprzezonemi wzgledem hiperboli. Za posred-
nictwem kola o §rednicy 12, skonstruujemy na osi 4B takie
dwa rzeczywiste punkty F i F), ze proste prostopadle 1 F | 2F
i 1F, | 2F, tworza dwie pary prostych sprzezonych wzgledem
hiperboli. Poniewaz przez punkt I’ przechodza proste sprze-
gone P F 2 F i ESF 1 AR,
przeto F, jako wierzcholek pe-
ku cyklicznego, jest ogniskiem
hiperboli. Podobnie i punkt F;
jest réwniez ogniskiem tej stoz-
kowej.

Odcinek 4B =2a nazywa-
my dlugo$cia osi gléwnej hiper-
boli. Skoro wyznaczymy prosto-
kat (132%), ktérego dwoma bo-
kami sa styczne a; i b; w wierz-
cholkach osi gléwnej a prze-

Rye. 105. katnemi sa asymptoty, to punk-

ty C i D, przecigcia sig¢ osi ide-

alnej hiperboli z dwoma pozostaleml bokami 13 i 24 owego

prostokata, wyznaczaja odcinek CD = 2b, ktéry nazywaé be-
dziemy dtugosciq osi idealnej hiperboli.

Dla hiperboli réwnobocznej (ust. 37) asymptoty sa wzajemnie prosto-
padle, wiec dlugoseci obydwoch osi sa sobie réwne: AB = CD.

7 rozwazah naszych wynika, Ze ogniska F i F; hiperboli
sq (ryc. 105) symetrycznie ulozone wzgledem srodka O i od-
legle od niego o dlugo$é ¢ =}/ a? - b% Prawdziwe jest zatem
nastepujace twierdzenie :

Elipsa i hiperbola posiadajq po dwa ogniska, ktére lezq na
osi gtownej lej stozkowej i sq odlegte od jej Srodka o diugosé
a2~ b? (znak — odnosi sie do elipsy), jezeli przez 2a i 2b
oznaczymy dtugosci osi tych stozkowych.

Zbadajmy teraz, ile ognisk posiada parabola. Na rycinie
106 dane sa dla paraboli 0§ AB>, styczna a w wierzcholku A4,
styczna niewlasciwa b w wierzcholku B* i dowolna styczna s.
Wierzcholek E* = ab* tréjboku (a b*s), opisanego na tej pa-
raboli, jest biegunem osi AB*. Skoro tedy poszczegdlne punkty
tej osi rzucimy z dwé6ch pozostalych wierzcholkéw 71 i 2= uwa-
zanego tréjboku, to — w myS§l twierdzenia Staudta (ust. 43) —
uzyskane . pary prostych sa prostemi sprzezonemi wzgledem
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owej paraboli. W punkcie 7 = as wykres§lmy prosta prostopadia
do stycznej s, to owa prosta przetnie o§ paraboli w punkcie F.
Proste prostopadile 1 F' | 2= F sa oczy-
widcie sprzezone wzgledem paraboli.
Poniewaz jednak przez F przechodzi
druga para prostych prostopadlych
i sprzezonych wzgledem paraboli, a mia-
nowicie E*<F | AB*, przeto element
F, jako wierzcholek peku cyklicznego,
jest ogniskiem paraboli. A zatem:

Parabola posiada jedno 1 tylko
jedno ognisko, kiére lezy na jej osi.
Prosta, wykreslona z ogniska paraboli
prostopadle do jakiejkolwiek stycznej Y e
tej paraboli, przecina sie z tq stycznq 3
w punkcie, klory lezy na stycznej w wierzchotku paraboli.

57. Kierownice stozkowej. Skoro dana jest stozkowa nie-
znieksztalcona §2 to wowczas kazdemu punktowi P, lezacemu
na plaszczyznie tej stozkowej, podporzadkowana jest (ust. 38)
jedna i tylko jedna biegunowa p wzgledem S2 Wiadomo nam
réwniez, ze biegunowa p jest ,prosta zewnetrzna“ wzgledem
stozkowe] S2 o ile uwazany punkt P jest (ust. 40) ,punktem
wewnetrznym* dla stozkowej S2 Wprowadzimy teraz nastepu-
jaca definicje : ;

Kierownicq stozkowej (nieznieksztalconej) S2 na-
zywamy biegunowa ogniska tej stozkowej.

Ognisko I stozkowej S? jest (ust. 56) punktem ,wewnetrz-
nym¢“ i lezy na osi gléwnej AB tej stozkowej. Wnosimy stad,
ze biegunowa [ punktu F musi byé¢ ,prosta zewnétrzna“ wzgle-
dem S§?2 i przechodzi¢ musi (ust. 39) przez biegun E>~ osi 4B,
t. zn. przez punkt niewlaSciwy E* prostych prostopadlych do
osi AB. A zatem:

Kierownica stozkowej (nieznieksztalconej) S2 jest prostq
zewnelrznq wzgledem S? [ prostopadtq do osi gtéwnej tej stoz-
kowej.

Elipsa i hiperbola posiadajq po dwie kierownice, parabola zas
tylko jednq kierownice. Kierownicq kota jest prosta niewtasciwa.

*
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Kierownica f | AB przecina sie z owa osia w punkcie N
(rye. 104—107), ktéry jest (ust. 38) harmonicznie sprzezony
z ogniskiem F wzgledem wierzcholkéw 4 i B uwazanej stozko-
wej. Dla paraboli (ryc. 106) wierzcholek B jest punktem nie-
wlasciwym, przeto drugi wierzcholek 4 polowi odecinek NF.

Na ryc. 107 dane sa ognisko F, kierownica f, oraz dwie
dowolne styczne s; i s, stozkowej S2 Punkty stycznosei 1 i 2
tych stycznych wyznaczaja bie-
gunowa p = 1 2 punktu P = s,s,,
punkty za§ F i P biegunowg
(ust. 39) ¢ = FP punktu Q= /fp.
Skonstruowane proste ¢q i QF
sa (ust. 42) prostemi sprzezone-
mi wzgledem S2 a poniewaz
przechodza przez ognisko F,
przeto sa (ust. 56). prostemi pro-
stopadiemi: ¢ | QF.

Oznaczmy przez R punkt
przeciecia sie prostych p i q. Bie-
gun Q prostej q i punkt R (le-

Rye. 107. zacy na q) sa harmonicznie sprze-

zone wzgledem punktéw 1 i 2.

Laczac owe punkty z ogniskiem F otrzymamy czwdérke harmo-

niczna prostych o stosunku (FQ, FR, F1, F2)= —1, a ponie-

waz proste FQ i FR sa wzajemnie prostopadle, przeto (ust. 12)

sa one symetralnemi katéw, okreslonych prostemi F1 i F2. Do-
wiedli§my zatem prawdziwosci nastepujacego twierdzenia:

Proste, tqczqce ognisko stozkowej z punktami stycznosci
dwéch dowolnych stycznych tej stozkowej, sq jednakowo nachy-
lone do prostej, ktora tqczy to ognisko z punkiem przeciecia sig
owych dwdch stycznych.

W wierzcholku B elipsy (lub hiperboli), lezacym na tej osi,
ktéra przechodzi przez ogniska F i F;, wykre§lmy (ryc. 108).
styczna b i obierz-
my na niej dowol-
nie punkt P. Skoro
przez P wykreslimy
druga styczna sy
i oznaczymy przez 1
jej punkt styecznosci
z uwazana stozkowa
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S?2 to — na mocy poprzedniego twierdzenia — prosta PF jest
symetralna <= 1 FB, a prosta PF, jest dwusieczna <= 1 F}B. Punkt
P jest zatem réwno oddalony od ramion 1/ i BF pierwszego
kata, oraz podobnie i od ramion 1F, i BF, (= BF) drugiego kata.
Punkt P, jako punkt réwno oddalony od prostych 1 /i 1 F,, lezy
tedy na symetralnej jednego z katéw, okres§lonych owemi pro-
stemi. WykazaliSmy wiec, Zze prosta P1=s,, laczaca P z wierz-
chotkiem 7 tego kata, jest symetralna omawianego <= F'1F,.

W wierzcholku niewlasciwym B paraboli (ryec. 109) oznacz-
my styczna niewlasciwg przez b= i obierzmy na niej dowolnie
punkt P<«. Skoro przez P*= wykreslimy druga styczna s, i ozna-
czymy przez 1 punkt stycznosei z parabola, to — z poprzed-
niego twierdzenia wynika réwnos¢ katow: <c1 FP ® = 5z BeFP >,
przyczem wierzcholek F tych katéw jest ogniskiem paraboli.
Przez punkt stycznosci 1 wykre§lmy &rednice n// FB*, to z lat-
woscia stwierdzimy, Ze styczna s, jest symetralna jednego z ka-
téw, okreslonych Srednica n—=1B> i prosta 1F. A zatem:

Styczna do elipsy lub hiperboli w dowolnym jej punkcie
jest symetralnq jednego z kqtéw, jakie okreslajq proste, tqczqce
6w punkt stycznosci z ogniskami lej stozkowej. Styczna za$ do
paraboli w dowolnym jej punkcie jest dwusieczng jednego z kq-
tow, jakie okreslajq srednica paraboli, przechodzqca przez 6w
punkt stycznosci, 1 prosta, tqczqca 6w punkt z ogniskiem paraboli.

Celem zbadania dalszych wlasnosci ogniska ¥ i odpowied-
- niej kierownicy [ dowolnej stozkowej (nieznieksztalconej) S?
powréémy do rye. 107. Poprzednio wykazaliSmy, Ze proste 1F
i 2 F sa jednakowo nachylone do prostej PF (gdzie P jest bie-
gunem prostej p = 12), oraz ze punkty F i Q = fp wyznaczaja
prosta FQ | PF. Wnosimy stad (rye. 107) o réwnosci katéw na-
stepujacych: - 1F3 = <2F(Q, a poniewaz 13//2F, przeto
X13F=X2FQ= < 1F3 a odcinek 13 =1F. Z podobief-
stwa tréjkatow (7.3 ()) i (ZFQ) wynika

v

:2F=10:2Q
wiec po podstawieniu wartosci 13 = 1F mamy
1F:2F :_Q 2
Wykres§lmy nastepnie (rye. 1 odeinki 14 | fi 25 1 f,
to z podobienstwa tréjkatéw (14Q i (250Q) mamy :
10:20=1%:25
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a zatem ostatecznie dochodzimy do relacji:
TR IF=4§"25
Inb 1F: 7%= 3F 25
Prawdziwe jest tedy twierdzenie:

Stosunek odlegtosci dowolnego punktu stozkowej (nieznie-
ksztatconej) S2 od jej ogniska i od podporzqdkowanej mu kie-
rownicy jest liczbq statq.

Stosunek powyzszy nazywa¢ bedziemy mzmo.s‘rodem uwaza-
nej stozkowej Sz

Skoro, zamiast punktéw 112, weZmiemy pod uwage wierz-
cholek 4 paraboli (ryc. 106), to mimosréd e tej stozkowej réwna
sie: e= AF: AN, a poniewaz wykazaliémy poprzednio, ze wierz-
cholek A4 polowi odcinek (o dlugosci skonczone]) FN, przeto
mimosréd e = 1. Wnosimy stad, ze:

Kazdy punkt paraboli jest jednakowo odlegty od ogniska
i od kierownicy tej paraboli.

Skoro wezmiemy pod uwage \Vlelzcholkl A1 B osi gléw-
nej elipsy (rye. 104 i 107) lub hlperboh (rye. 105), to wéwezas
mimo$réd tej stozkowej e = AF: AN = AF, : AN, = BF : BN =
= BF; : BN,.

Jezeli przez 2a i 2b oznaczymy dlugo$ci osi gléwnej (wiek-
szej) i osi mniejszej elipsy, to jej ogniska F i Fy odlegle sa
(ust. 56) od §rodka O o dlugo$é y/a®— b2. Z ryc. 104 (lub 110)
czytamy (po uwzglednieniu tylko wartosci bezwzglednych):

A0 =B0=a, OC=b, FO= F,0 = ¢,

AF =40 —FO=a —¢, B—I’—()—B—i—m=a+c

AN=0ON— 40 =0ON—a, BN=0ON-+ OB=O0ON-a.
Dla mimosrodu elipsy mamy tedy

eZ—A_F:E—Flba—c:a—f—c
AN BN ON—a ON-+a’
a stad obliczy¢ mozemy dlugo§é odcinka
ON=",
¢
oraz mimosréd e elipsy
R e e T e g e b o el b
e e e =— = e, LD
ANy ON e BRI et M S ) a a
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Podobnie obliczyé mozemy mimos§réd hiperboli, kiérej os
gléwna AB=2a, o§ idealna (ust. 56) CD =2b, a odleglosé
ognisk od §rodka O wynosi ¢c=y a*>+ b% Z ryc. 105 (lub 111)
czytamy :

40 =80=a =0 70 =F 0=¢

AF=FO0—AO0=c—a, BFP=FO+0B=c+a

AN = 40 — ON =a — ON, BN =BO0 + ON = a + ON.

F
N

Dla mimos$rodu e =

TN S )
= —— hiperboli mamy tedy:
BN p ¥ Y

gL e 2
o N cta , astad ON = —
a—ON a-++ON

Dla mimosrodu e otrzymalismy tedy

e:ﬁ‘ c—a . e—a  e—a ¢ _yE+b
AN a—— N @ T a
AN a — ON a— s (c — a)
WykazaliSmy wiec, ze
dla elipsy mimosréd e:J/aLa_ & by |
(PR TR Y
» hiperboli 4 |/a j b §> |
» paraboli : e—1}

Rye. 110. Rye. 111.

Niechaj odcinki P71 i P2 (ryc. 110) wyrazaja odleglosci
dowolnego punktu P elipsy od jej kierownic f i f;, odcinki za$§
PF i PF, odleglosci owego punktu P od ognisk F i F, uwaza-
nej ehpsy Wiadomo nam, ze odleglosé ON Srodka O elipsy od

: : e e : : :
kierownicy [ wynosi e zatem odleglosé kierownic f i f; eli-
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SrE e A e A o 2
psy réwna sie' NN, = ON -+ ON, =2.0N = 2%. Z relacji, od-

noszacej sie do mimosrodu e, otrzymujemy nastepujace zwiazki:

¢ PF B
e = 3 6 R e T e
a 125 P2
a po uwzglednieniu znanego twierdzenia o proporcjach
ol he pp PR PR PR PR P
a’ P1--P2 12 NN,
a'zatems PF; A PR, - 4 NN, e 95 9y
e a c

a poniewaz dla elipsy o§ gléwna AB=2a, wiec ostatecznie mamy:
PF, | PF,— AB.
Skoro odcinek (o dlugosci skonczonej) PF, laczacy dowolny

punkt P elipsy z jej ogniskiem F, nazwiemy .promieniem ogni-
skowym*, to dochodzimy do twierdzenia :

Suma promieni ogniskowych dowolnego punktu elipsy jest
stata i rowna dtugosci osi gléwnej tej elipsy.

Na rye. 111 odeinki P1 i P2 niechaj wyrazaja odleglosci
dowolnego punktu P hiperboli od jej kierownic fi f;, a odeinki
PF i PF, odleglosci punktu P od ognisk F i F, tej hiperboli.
Dla mimosrodu e uwazanej hiperboli mamy relacje:

¢ PF PP, PF, — PF .
b=—, 6= —— == lub o e e iy g e eaan
a 1 P2 P2 —P1

92

a poniewai ON == ON, — -

i w przypadku P2 > P1 rézinica

NS

Sl i Ci 2

IPRe A D= e AN 2%—, przeto :
c PE —PF PF, — PF
e = — s — .
a’ P2.-PI 9 &

£
Dochodzimy zatem do réwnosei:

== B a’ S e
PP, PF=2—‘e=2—.-"="12q,
c s

gdzie 2a oznacza dlugo$é osi gléwnej AB omawianej hiperboli.
Jezeli odcinek (o dlugos$ci skofiezonej) PF, ktérego punktami
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koncowemi sa dowolny punkt P i ognisko # hiperboli, nazwiemy
ypromieniem ogniskowym¢, to dowiedliSmy prawdziwo$ei na-
stepujacego twierdzenia:

Réznica promieni ogniskowych dowolnego punkiu hiperboli
jest stata 1 réowna dtugosci osi gtéwnej lej hiperboli.

58. Zadania konstrukcyjne. Korzystajac z rozwazan dwaéch
ostatnich ustepdéw, rozwiazaé mozemy nastepujace

Zadanie 1: Dane sa wierzcholki 4 i B osi gléwnej, oraz
wierzcholki €1 D osi malej elipsy. Wyznaczyé ogniska tej stoz-
kowej.

Rozwiazanie: Uwazajmy wierzcholek C (ryc. 104) za
srodek kola, ktérego srednica réwna sie dlugosci AB osi glow-
nej. Punkty F' i F, przeciecia sie tego kola z osia AB rozwia-
zuja zadanie.

Zadanie 2: Dane sg asymptoty i wierzcholki 4, B (osi
gléwnej) hiperboli. Skonstruowaé ogniska tej hiperboli.

Rozwiazanie: W danym wierzcholku A wykreslmy
styezna a, | 4AB 1 wyznaczmy (ryc. 105) punkty 714 przeciecia
sie stycznej a, z danemi asymptotami. Jezeli przez O oznaczymy
§rodek hiperboli, to wéwezas kolo, o Srodku O i promieniu
01 = 0%, przecina o gléwna AB w ogniskach /i F,.

Zadanie 3: Dane sa wierzcholki 41 B, lezace na osi glow-
nej, oraz ogniska F i F, elipsy lub hiperboli. Skonstruowaé na-
lezy poszezegdlne punkty tej stozkowej.

Rozwiazanie: Na odcinku (o dlugosci skonczonej) FF,,
ktérego punktami koficowemi sa ogniska elipsy (ryec. 110),
obierzmy dowolny punkt R. Z ogniska /' jako Srodka zakreSlmy
kolo o promieniu r; = AR, a z ogniska F; jako Srodka zakreslmy
drugie kolo o promieniu r, — BR. Kola te przetna sie w punk-
tach P i (Q elipsy, gdyz suma promiemi ogniskowych PF - PF, =
= r; + ry = AB. Za posrednictwem owego punktu R wyznaczymy
jeszeze dwa dalsze punkty Q, i Q, omawianej elipsy.

Na ryec. 111 skonstruowaliSmy w analogiczny sposéb punkty
P, Q, Q;iQ, hiperboli. Do konstrukeji uzyliSmy punktu R, leza-
cego ,zewnatrz“ odcinka (o dlugosci skofczonej) FF1 Punkty
te leza na hiperboli, gdyz, o ile PF, > PF, r6znica PF, — PF —
S AR

Zadanie 4: Dane sa wierzcholek 4 i ognisko F paraboli.
Skonstruowaé nalezy kierownice, poszczegélne punkty i po-
szcezegdlne styezne tej paraboli.
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Rozwigzanie: Na osi AF paraboli wyznaczmy (ryc. 112)
taki punkt N, aby odcinek (o dlugosci skoficzonej) NA — AF.
Prosta f, wykreslona z punktu N prostopadle do osi AF, jest
oczywiScie kierownica paraboli. Poszezegélne punkty Q, Q...
paraboli otrzymamy, jesSli przez dowolnie na osi AF obrane
punkty R, Ry,... wykre§limy proste r, ry,... réwnolegle do kie-
rownicy f, a nastepnie z ogniska /' jako srodka zakreslimy kola
o promieniach FQ—NR, FQ, —NR,,...
Punkt Q, przynalezny do prostej r
i do pierwszego kola, lezy na para-
boli, gdyz jego odleglo§é od kierow-
nicy [ réwna jest odleglosci punktu
(O od ogniska F. Ta sama zaleznosé
spelniona jest réwniez i dla dalszych
punktéw Q...

A wierzcholku A wykreslmy stycz-
na a | AF i obierzmy na niej do-
wolny punkt 1. Z ostatniego twier-
dzenia ust. 56-go wynika, Ze prosta s,

Rye. 112, przechodzaca: przez punkt 1 i pro-
stopadla do prostej 1 F, jest styczna
omawianej paraboli. — Przez punkt 2, w ktérym przecinaja sie

proste 1F i f, poprowadZmy prosta ¢ | [ i wyznaczmy punkt
P —cs. Otrzymamy wdéwezas dwa przystajace tréjkaty prosto-
katne (F'1P) >~ (21P), gdyz 1P —=1P i 1F = 12. Z przystawa-
nia wynikaja réwnosci: PF=P2 i < FP1 = - 2P1. Wn081my
stad, ze element P jest punktem paraboli, a tem samem i punk-
tem stycznosci stycznej s z parabola. :

Zmieniajac polozenie punktu 7 na stycznej a — skonstru-
owaé¢ mozemy dalsze styczne omawianej paraboli, a zarazem
i ich punkty stycznoSci.

Zadanie 5: Dane sa wierzcholek 4 i ognisko /' paraboli,
oraz dowolny punkt zewnetrzny 7. Przez punkt 7' wykresli¢
nalezy dwie styczne s, s, do paraboli i wyznaczyé ich punkty
styeznosei P, P,.

Rozwiazanie: Niechaj f bedzie kierownica, a zas styczna
w wierzcholku paraboli. Uwazajmy dany punkt 7" (rye. 112) za
§rodek kola, o promieniu 7'F, i wyznaczmy punkty 2 i 4 prze-
ciecia sie tego kola z kierownicg f. Prosta F2 i a wyznaczaja
punkt 1, a prosta s = T'1 jest styczna paraboli. Podobnie proste
F4 i a wyznaczaja punkt 3, przez ktéry przechodzi druga
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styczna s, = T'3 tej paraboli. Punkty stycznosci P i P, otrzy-
mamy w sposéb, oméwiony w zadaniu poprzedniem.

Jezeli punkt T obierzemy na kierownicy f paraboli i za-
stosujemy powyzsza konstrukeje (por. ryc. 112) — to wéwezas
proste F2 i F4 (jako ramiona kata w pé6lkolu) sa wzajemnie
prostopadte. Poniewaz nadto T1 | F2 i T'3 | F4, przeto owe
proste s= T1 i s, —= T3 sa réwniez prostemi prostopadiemi.
A zatem:

Styczne paraboli, przechodzqce przez dowolny punkt jej kie-
rownicy, sq prostemi wzajemnie prostopadtemi.

Zadanie 6: Dane sa ogniska F, F, i wierzcholki A, B elipsy
lub hiperboli, lezace na jej osi giéwnej. Przez dowolny punkt
zewnetrzny T wykreslié nalezy styczne s,s; i skonstruowaé ich
punkty stycznosci P, P, z dana stozkowa.

Rozwiagzanie: Dany punkt T (ryc. 113) uwazajmy za
srodek kola K?2 a odcinek TF (przyczem F jest jednem z ognisk
elipsy) za promieni tego kola. WykreS§lmy nastepnie drugie kolo
K2 ktérego srodkiem jest drugie ognisko ¥ danej elipsy a pro-
mieniem odcinek r; = AB. Niechaj R i R, beda punktami prze-
ciecia sie k6l K2 i K,2 a punkty N i N, §rodkami cieciw RF
i RF kola K2 Woéwezas proste s= TN i s, = TN, sa stycznemi
elipsy, a punkty P i P,, przeciecia sie tych stycznych z pro-
mieniami RF, i R F, kola K2 sa szukanemi punktami stycznosei.

Celem uzasadnienia
powyzszej konstrukeji,
wezmy pod uwage naste-
pujace zalezno$ci: Odeci-
nek FN = NR, odcinek
za§ TF — TR (promiefi
kola K ?), wiec prosta s =
= TN jest symetralna od-
cinka FR. Wnosimy stad
(rye. 113) o réwnosei od-
cinkéw PF = PR. Ponie-
waz jednak dlugosé osi
gléwnej AB = F,R =
—F,P+ PR=F,P+ PF,
przeto punkt P lezy na danej elipsie, a odecinki F;P i PF sa
promieniami ogniskowemi, przechodzacemi przez 6w punkt P.
Skoro uwzglednimy réwno$ci odcinkéw PF — PR, FN = NR
i PN = PN, to z przystawania tréjkatéw (FPN)~ (RPN) wynika

Ryc. 113.
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réwnosé katéw nastepujacych: <z FPN = <= RPN. Prosta s jest
zatem symetralna << FPR, ktérego ramionami sg proste, laczace
punkt P elipsy z jej ogniskami. Innemi slowy prosta s jest
(ust. 57) styczna w punkcie P dg uwazanej elipsy. — Te same
zaleznosci stosuja sie oczywiscier do punktu P; i do stycznej
s, = TN,.
Na rye. 114 podana jest analogiczna konstrukeja stycznych
‘:i: TN i s;— TN, do danej hiperboli, oraz konstrukcja punk-
tow stycznosei Pi P; owych
stycznych. Prosta s = TN
jest symetralna odcinka FR,
gdyz spelnione sa réwnosci
FN=NR i TF—=TR. Ma-
my tedy PF = RP, a po-
niewaz PF, <~ PR, przeto
A - R -PR+.PF =
= PF — PF,. Wnosimy stad,
ze punkt P lezy na hiper-
boli. Z réwnosei odcinkéw
PF=RP, FN=NRiPN=
= PN wynika przystawa-
nie tréjkatow (FPN) =~
~ (RPN), a zatem i ré6wno§¢ <= FPN = < RPN. Prosta s = TN
jest wiec styczna hiperboli, c. b. d. w.
7 latwoscia dowiedziemy teraz prawdziwosci nastepujacego
twierdzenia :

Rye. 114,

Prosta, wykreslona = ogniska elipsy lub hiperboli prosto-
padle do jakiejkolwiek stycznej lej stozkowej, przecina sie z lq
stycznq w takim punkcie, ktorego odlegtos¢ od srodka uwazanej
stozkowej réwna sie potowie dtugosci jej osi gtownej.

W istocie bowiem §rodek O elipsy (ryc. 113) lub hiperboli
(ryc. 114) polowi odcinek (o dlugodci skonczonej) FF;, punkt
za§ N polowi odcinek FR. Z podobiefistwa tréjkatéow (FF,R) ~
~ (FON) wynika F,R: ON = FF, : FO lub F\R: ON =2.FO :FO =
—9:1, a poniewaiz 4R = AB = 2.A0 = 2. BO, przeto ON =
— A0 = OB. Odcinek FN jest prostopadly do stycznej s = TN,
odcinek za§ ON réwna sie polowie dlugo$ci osi gléwnej AB,
cahdeo:

Zadanie 7: Dane sa ogniska F, F i wierzcholki 4, B eli-
psy lub hiperboli, lezace na jej osi gléwnej. Skonstruowaé na-
lezy poszezegélne styczne tej stozkowej. \
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Rozwiazanie: Na odcinku 4B jako na $rednicy za-
kreslmy (rye. 113 i 114) kolo K,? i obierzmy na niem dowolny
punkt N. Przez N i ognisko F' wykreslmy prosta NF, a nastep-
nie przez 6w punkt N prosta s | NF. Uzyskana w ten sposéb
prosta s jest — na podstawie ostatniego twierdzenia — styczna
omawianej stozkowej. Przez punkt N przechodzi jeszcze druga
styczna s,, ktéra jest prostopadla do prostej NF,.

s

Waziniejsze omylki.
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Skorowidz alfabetyczny.

(Liczby oznaczaja stronnice).

Anharmoniezny stosunek 40, 46, 49
Asymptota stozkowej 145, 199

Biegun i biegunowa (stozkowej) 163,
166

Boki przeciwlegle czworokata zu-
pelnego 62, — szeSciokata 125

Brianchona twierdzenie 126, 128

Cecha pekdéw rzutowych 98, — sze-
regéow rzutowych 67, — szeregu
inwolucyjnego 107

Ciaglosé szeregu i peku 17, — ukla-
du plaskiego i wigzki 18

Cieciwa stozkowej sprzezona z jej
Srednica 195

Cremony definicja rzutowoseci 28

Czworobok zupelny 20, 62

Czworokat zupelny 20, 62

Czworokrawedz zupelna 21, 65

Dedekinda pewnik ciagloSei 17

Desargues’a twierdzenie 168, 224, 234
Dlugosé osi idealnej (hiperboli) 242
Dwustosunek 36, 40, 42, 46, 49, 54, 55

Element 8

Elementy wlasciwe i niewlaSciwe 4,
— zasadnicze 4, — homologiczne
23, 30, — normalne (peku inwo-
lucyjnego) 113

Elipsa 144

Euklidesa postulat 4

Grupa harmoniczna 57

Harmonicznie sprzezone (eiementy)
58

Harmoniczny stosunek 57

Hiperbola 144, — réwnoboeczna 162

Homologiczne elementy 23, 30

Inwolucja 104, — bezwzgledna (pla-
szezyzny) 203

Inwolucyjny szereg punktéw 105, —
pek plaszezyzn 106, — pek pro-
stych 105

Jednoimienne utwory 26
Jednokres§Inosé 29, —inwolucyjna 104
Jednokreslne (utwory) 28

Kat czworosScienny zupelny 21, 65, —
n-Scienny zupelny 21, — nachy-
lenia plaszezyzn 49

Kierownica stozkowej 243

Kierunek 4

Klasa krzywej 139

Kryterjum perspektywicznosci 80

Mac Laurina konfiguracja 128
Miara kata 43, — odcinka 38
Mimoérod stozkowej 246

Nie rozdzielajace sie pary elemen-
tow 35

Niewlasciwy (element) 4, 5, 7,
(utwor) 9, 10

N-bok zupelny 20

N-kat zupelny 20

N-krawedz zupelna 21

Ognisko stozkowej 239

0§ gléwna (wieksza) elipsy i hiper-
boli 201, — idealna hiperboli 201,
— mniejsza elipsy 201, — peku 9,
— stozkowej 200, — symetrji pro-
stokatnej (stozkowej) 200

Oznaczenia 4, 8

Pappusa twierdzenie 52
Parabola 144
Para zamienna (elementéw) 103
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Pary nie rozdzielajace sie 35, — roz-
dzielajace sie 35

Pascala twierdzenie 126, 128

Pasmo stozkowych 232

Pek cykliczny 193, — kolowy 193, —
plaszezyzn 9, — prostych 9, —
stozkowych 232

Peki eliptyczne 77, 114, — hiperbo-
liczne 76, 114, — odwrotnie przy-
stajace 93, 94, — odwrotnie réw-
ne 93, 94, — paraboliczne 76, 114, —
podobne 65, 68, — przystajace 91, —
rowne 91, — wprost przystajace
(réowne) 93, 94

Perspektywiczne (utwory) 14, 22

Perspektywicznosé 13, 14, 22, 23, 26

Pewnik ciggloSei 17

Plaszezyzna podstawowa (peku pro-
stych) 9, — podstawowa (ukladu
plaskiego) 10, — niewlasciwa 7, —
rzeczywista 76, — urojona 76, —
wlaSciwa 7

Plaszezyzny normalne i — podwdj-
ne (peku inwolucyjnego) 113, —
urojone sprzezone 76

Podstawa szeregu 8, — ukladu pla-
skiego 10

Podstawowe dzialania 1, 11

Podzial stozkowych 143

Ponceleta zasada dwoistosei 19, 21

Potega pekéw rzutowych 95, 98, —
szeregow rzutowych 65, 67, — pe-
ku inwolucyjnego 113, — szeregu
inwolucyjnego 107

Prawo biegunowej dwoistoseci 19, 174

P!é(;gliefl ogniskowy (stozkowej) 248,

Prosta niewlaSciwa 6, — przekatna

(eczworoboku zupelnego) 62, — rze-
czywista 76, 99, — urojona 76, 99,
— wlasSciwa 5

Proste izotropowe (plaszezyzny) 204,
— normalne i — podwdjne (peku
inwolucyjnego) 113, 191, — siecz-
ne (wzgledem stozkowej) 140,
142, — sprzezone (— —) 175, —
urojone sprzezone 76, 99, — ze-
wnetrzne (wzgl. stozkowej) 140,142,
— zjednoczone (pekow rzutowych)
26, 76

Przekro6j odeinka 17

Przeksztalcenie dwustosunku 41, 47,
53, — stosunku harmonicznego 59

Przestrzen 10

Punkt niewlasciwy 5, — przekatny
(czworokata zupelnego) 62, — rze-
czywisty 72, — stycznosSci 121, 134,
— urojony 72, — wlaSciwy 5

Punkty graniczne (szeregdéw rzuto-
wych) 66, 70, — kolowe (plaszezy-
zny) 204, — podwdjne (szeregu in-
wolucyjnego) 107, — sprzezone uro-

jone 72, — sprzezone (wzgledem
stozkowej) 175, — wewnetrzne (—
—) 140, 142, — wzajemne (szere-

g6w rzutowych) 66, — zbiegu (—
—) 66, — zjednoczone (— —) 70,
— zewnetrzne (wzgledem stozko-
wej) 140, 142

Rownania rzutowych pekow i szere-
gow 138

Roéwnos§é odwrotna 91, — prosta 91

Rozdzielajace sie pary elementéw 35

Roéznoimienne utwory 22

Rzad krzywej 139

Rzutowe utwory 28

Rzutowo§é 27, 29, — inwolucyjna
103, 104, — utworéw przystaja-
cych 89

Spoélrzedne Kartezjusza 135, — Pliik-
kera 135

Srednica stozkowej 193, — idealna
(hiperboli) 194, — rzeczywista 194

Srednice sprzezone stozkowej 197

Srodek peku 9, — stozkowej 193, —

symetrji (stozkowej) 196, — sze-
regu inwolucyjnego 107, — wiaz-
ki 10

Staudta twierdzenie 179, 180, — twier-
dzenie podstawowe 78

Steinera konstrukeje 156, — twier-
dzenie 120, 122, 124

Stopien krzywej 139

Stosunek anharmoniezny 40, 46, 49,
— harmoniczny 57, — podwdéjne-
go podzialu 40, 46, 49, — podzia-
lu 36, 38, 42, 45, 49

Stozkowa 119, — niewlaSciwa 143,
— nieznieksztalcona 148, — wlasci-
wa 144, — znieksztalcona 146, 147
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Styezna (stozkowej) 121

. Symbole (oznaczenia) 8

Szereg inwolucyjny punktow 105, —
punktow 8

Szeregi eliptyczne, hiperboliczne,
paraboliczne 72, — odwrotnie przy-
stajace (rowne) 91, — podobne 65,
67, — przystajace 68, 90, — row-
ne 90, — wprost przystajace (row-
ne) 91

Tréjbok 20

Tropkat biegunowy 164, — przekat-
ny 63

Trojkrawedz 21

Twierdzenia dwoiste 18, — wzajem-
ne 18

Uklad plaski 10

Ustawienie 4

Utwory jednoimienne 26, — rdzno-
imienne 22, — zasadnicze 8, 11

Uzupelnienie szeregu inwolucyjne-
go 109, — utwordéw rzutowych 83

Wiazka 10

Wierzcholek peku 9, — stozkowej
201, — wiazki 10
Wierzcholki przeciwlegle (czworobo-

ku zupelnego) 62, — szeScioboku
125
Wlasnosei geometryczne 1, — mia-

rowe 1, 174, — opisowe 1, 19, 173,
— rzutowe 174

Wyznaczenie rzutowosei 79, — rzu-
towos§ci inwolueyjnej 106

Zalezno§é perspektywiczna 13, 26

Zasady biegunowej dwoistoSei 18,
172

Zbior 8

Zjednoczone elementy 26

Znak dwustosunku 40, 42, 46, — ka-
ta 43, — odcinka 36, — stosunku
podzialu 388, 45, — zwrotu odcin-
ka 36, — zwrotu w peku 43

Zwrot peku 42, — prostej 36
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