[l

AGH

Akademia Goérniczo-Hutnicza
im. Stanistawa Staszica
w Krakowie

Dziedzina nauk Scistych i przyrodniczych
Dyscyplina: Matematyka

Rozprawa doktorska

Odwrotny problem Radona dla
funkcji holomorficznych

Paulina Pierzchata

Promotor rozprawy: dr hab. Piotr Kot, prof. AGH

Praca wykonana: Akademia Gérniczo-Hutnicza im. Stanistawa Staszica
Wydziat Matematyki Stosowanej
Katedra Matematyki Finansowej

Krakow 2023



Spis tresci

Streszczeniel . . . . . . . . . e 2
Abstract] . . . . . . . . . . 3
Wstep| . . . . . . e e e e e e e 5
[1. Oznaczenia i definicje|. . . . . . . . . . . . . . ... ... ... 8
[2. Odwrotny problem Radona na dysku jednostkowym| . . . .. ... ... .. 10
[2.1. Wiasnosci operatora Radona na dysku jednostkowym| . . . . .. . ... ... 10
[2.2.  Rozwiagzanie odwrotnego problemu Radona na dysku jednostkowym| . . . . . 17
[2.3.  Funkcje o rozbieznym szeregu wspotczynnikow Taylora] . . . . .. . ... .. 20
[3. Odwrotny problem Radona na obszarach kotowych $cisle wypuklych| . . 30
[3.1. Obszary Scisle wypukte kotowe| . . . . . . . . . ... 0oL 30
13.2.  Operator Radona na obszarach scisle wypukltych kotowych| . . . . . . . . .. 31
[3.3.  Lakunarne wielomiany K-sumujace| . . . . . . . ... ... ... 36
[3.4.  Wiasnosci wielomianéw K-sumujacych| . . . . . . ... .. .. ... .. 37
[3.5. Wiasnosci lakunarnych wielomianow K-sumujacych| . . . . . ... ... ... 43
13.6.  Rozwiazanie odwrotnego problemu Radona) . . . . . . . ... ... ... ... 47
[3.7. Funkcje o rozbieznym szeregu wspotczynnikow Tayloral . . . . . . ... ... 52
13.8.  Odwrotny problem Radona zadany przez funkcje poiciagte z dotu| . . . . . . 61
13.9.  Charakteryzacja zbiorow wyjatkowych|. . . . . . ... ... .00 oL 65
[4. Uogodlniony odwrotny problem Radona na dysku jednostkowym| . .. .. 68
4.1. Sciezki regularne na dysku jednostkowym| . . . . . . .. ... ... ... 68
4.2. Odwrotny problem Radona na dysku jednostkowym zadany przez Sciezki |
| regularne| . . . .. L L 70
4.3.  Odwrotny Problem Radona na obszarach jednospéjnych w C| . . . . . . . .. 79
[5. Odwrotny problem Radona na polidysku w C%. . . . . ... ... ... ... 81
5.1. Sciezki regularne i operator Radona na polidysku| . . . . ... ... ..... 81
5.2. Rozwiazanie problemu Radona na polidyskuw C% . . . . . . ... ... ... 90
Zakonczeniel . . . . . ... e e e e e e 93
Bibliografial . . . . . . . . .. e 95



Streszczenie

Przedmiotem rozprawy jest odwrotny problem Radona dla funkcji holomorficznych
na pewnych obszarach z jedno- i wielowymiarowej przestrzeni zespolonej. Jest to pro-
blem rekonstrukcji funkeji holomorficznej na podstawie wartosci catki z tej funkcji po
zadanym podzbiorze jej dziedziny. Gtéwna inspiracja do przeprowadzenia powyzszych
badan jest praca [20], w ktérej rozwazany jest odwrotny problem Radona dla funkcji
holomorficznych na ograniczonym obszarze éciéle pseudowypuktym W c C¢, d > 1,
gdzie operator Radona zadany jest za pomoca catki po krzywych wyznaczonych przez
punkty brzegowe obszaru W i niestycznie przecinajacych brzeg W. Przedstawione tam
rozwiagzanie zostato znalezione w n—prawie wszystkich punktach brzegowych obszaru
W, gdzie n jest zadana miarg probabilistyczna na brzegu obszaru W.

Celem rozprawy jest zbadanie rozwigzywalnosci odwrotnego problemu Radona
w pelnej wersji, tj. we wszystkich punktach brzegowych rozwazanych obszaréw. W
przypadku jednowymiarowym szukamy rozwigzania problemu Radona na dysku jed-
nostkowym zadanego za pomoca catek po jego promieniach oraz krzywych spetnia-
jacych pewne warunki regularnosci (np. niestyczno$é do brzegu). Drugie podejscie
umozliwia nam przeniesienie problemu Radona na ograniczone obszary jednospdjne
w C. W przypadku wielowymiarowym rozwazamy ograniczone obszary $Scisle wypu-
kte kotowe oraz operator Radona zadany jako catka wzdtuz odcinkéw z[0, 1], gdzie
z jest punktem brzegowym tych obszaréw. Na koniec dowodzimy rozwigzywalnosci
odwrotnego problemu Radona na polidysku jednostkowym, gdzie catkujemy po krzy-
wych bedacych iloczynem kartezjanskim wspomnianych krzywych zdefiniowanych na
dysku jednostkowym.

Jak pokazano w [20] rozwazanie odwrotnego problemu Radona dostarcza nam
narzedzi do rozwigzywania probleméw zwigzanych z charakteryzacja zbioréw wyjat-
kowych, waznych z punktu widzenia teorii funkcji wielu zmiennych zespolonych. W
rozprawie wykorzystujemy ten fakt dla ograniczonych obszarow Scisle wypuktych ko-
towych. Podajemy réwniez przyktady konstrukeji funkceji analitycznych o rozbieznym
szeregu wspotczynnikéw Taylora.

Stowa kluczowe

Odwrotny problem Radona, wlasnosci brzegowe funkcji holomorficznych, szeregi
potegowe, funkcje o rozbieznym szeregu wspotezynnikéw Taylora, funkcje wewnetrzne.



Abstract

This dissertation describes the Radon integral operator and the so called Radon
inversion problem for holomorphic functions on some bounded domains in C?, where
d > 1. In general, the Radon inversion problem is to reconstruct a holomorphic
function on the basis of the values of its integrals over some subset of submanifolds of
its domain. The main motivation to study the above problem is [20] which deals with
the Radon inversion problem on a bounded, strictly pseudoconvex domain W c C¢,
d > 1. There, the Radon operator is defined as an integral over curves given by
boundary points of W that crosses the boundary W non-tangentially. In the same
paper a solution to the above problem is found n—almost everywhere on 0W where
7 is a given probability measure on 0W.

The main goal of the presented dissertation is to examine solvability of the Radon
inversion problem in its full version, i.e. in all boundary points of considered domains.
In one-dimensional case we tend to find a solution to the Radon inversion problem
for holomorphic functions on the unit disc. There, the Radon operator is defined as
an integral over radii of the disc and curves satisfying some regularity conditions (e.g.
non-tangential curves). The second approach allows us to state the Radon inversion
problem on bounded simply connected domains in C. In multi-dimensional case we
consider bounded strictly convex circular domains and the Radon operator given by a
line integral over the intervals z[0, 1] where z belongs to the boundary of the domain.
Having solved the problem under consideration on the unit disc, we then show its
solvability also on the unit polidisc where the integrals are taken over curves that are
the Cartesian product of the curves in the unit disc described above.

As it has been shown in [20], solvability of the Radon inversion problem pro-
vides significant tools that can be applied in characterizing exceptional sets which
are important from the function theory of several complex variables point of view.
In the dissertation we use this fact for bounded strictly convex circular domains in
C?, d > 1. In addition, we show some examples of constructions of analytic functions
with divergent series of Taylor coefficients.

Keywords

Radon inversion problem, boundary behaviour of holomorphic functions, power
series, divergent Taylor series, inner functions.
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Wstep

W ogdlnosci odwrotny problem Radona polega na rekonstrukcji funkcji spetniaja-
cej pewne warunki regularnosci na podstawie znanych wartosci catki z tej funkcji po
zadanym podzbiorze (podrozmaitosci) jej dziedziny. Wspomniany operator catkowy
zwykle nazywamy operatorem Radona lub transformata Radona od nazwiska J. Ra-
dona, ktory w 1917 roku rozwazal problemy rekonstrukcyjne tego typu w przestrzeni
R? [28]. Juz w tej samej pracy zostalo podkreslone, ze mozliwe sa uogélnienia proble-
mu Radona réwniez na przestrzenie R?, gdzie d > 2. W pézniejszym okresie problemy
rekonstrukcyjne pojawity sie w wielu dziedzinach nauk medycznych i przyrodniczych,
zupelnie niezaleznie od wynikéw Radona, ktére do tamtej pory nie byty szeroko zna-
ne. Mianowicie, zaczeto sie zastanawiac jak uzyskac¢ informacje na temat wewnetrznej
struktury obiektu bez koniecznosci jego rozcinania, a tym samym uszkodzenia obiektu.
Przyktadowo, rozwazano jak odtworzy¢ informacje o ciele cztowieka na podstawie jego
zdje¢ radiologicznych otrzymanych za pomoca promieni Rentgena. Radon udowodnit
nastepujace twierdzenie: ,,Obraz obiektu dwuwymiarowego mozna zrekonstruowac na
podstawie nieskonczonej ilosci jego rzutéw jednowymiarowych”, ktore pézniej zostato
uogdélnione na przypadek wielowymiarowy. Znalezienie rozwiazania problemu Radona,
a takze opracowanie metod odwracania operatora Radona znalazlty wiele zastosowan,
gtéwnie w medycynie, astronomii i optyce [3]. W pézniejszych latach problem Radona
zostal uogoélniony na obszary w innych przestrzeniachﬂ Niniejsza rozprawa jest w pelni
poswiecona odwrotnemu problemowi Radona dla funkeji holomorficznych w pewnych
ograniczonych obszarach z jedno- i wielowymiarowej przestrzeni zespolonej.

Ustalmy p > 0. Niech Q bedzie gwiazdzistym i ograniczonym obszarem w C¢,
gdzie d > 1, a f € O(Q2) bedzie funkcja holomorficzna w 2. Wtedy operator catkowy
Radona R? dziatajacy na funkcji f okreslamy nastepujaco:

RP(F)(2) = /01 f(z0)|dt, = €00,

Dalej majac odpowiednio zdefiniowany operator Radona, mozemy postawi¢ nastepu-
jacy problem, ktéry w rozprawie bedziemy nazywaé¢ odwrotnym problemem Radona:
Niech bedzie dana funkcja H: 02 — R, $ci$le dodatnia i cigglta na 0. Znajdz
funkcje f € O(Q) taka, ze

RP(f)=H na 0S. (1)

1. Zainteresowanemu Czytelnikowi polecamy na przyklad [7].



Z racji, ze powyzszy problem jest zadany na brzegu obszaru €2 przez wartosci funk-
cji H ciagtej i Scisle dodatniej, mozemy zauwazy¢ pewne podobienstwo rozwazane-
go zagadnienia do nietrywialnego problemu istnienia niestatej funkcji wewnetrznej
w ograniczonych obszarach z wielowymiarowej przestrzeni zespolonej. Takie podo-
bienstwo pozwala na zastosowanie podobnych metod wykorzystanych w konstrukeji
funkcji wewnetrznej rowniez do rozwigzania odwrotnego problemu Radona. Zostato
to zauwazone i wykorzystane w pracy [20], gdzie rozwazano problem Radona na ob-
szarach $cisle pseudowypuktych. Jednakze otrzymane tam rozwiazanie podobnie jak
w przypadku funkcji wewnetrznej zostalo znalezione w prawie wszystkich punktach
brzegowych rozwazanego obszaru. W przypadku wielowymiarowym niestata funkcja
wewnetrzna o wszystkich granicach radialnych rownych 1 nie istnieje, natomiast funk-
cja RP(f) dana caltka jest dobrze okreslona we wszystkich punktach 0f2, co zostato
réwniez podkreslone we wspomnianej wyzej pracy [20]. Stad celem niniejszej rozpra-
wy jest konstrukcja rozwiazania odwrotnego problemu Radona w pelnej wersji, tj. we
wszystkich punktach brzegowych zadanych obszardw.

Podobnie jak w wielu pracach poswieconych konstrukeji funkcji wewnetrznych na
réznych obszarach ograniczonych w C?, d > 1 [2,[14} 20} 25] wszystkie rozwiazania
problemu (1)) zaprezentowane w niniejszej rozprawie w réznych obszarach € sa otrzy-
mywane indukcyjnie za pomoca tzw. generatoréw, tj. funkcji holomorficznych w 2
oraz ciggtych w Q o pewnych szczegdlnych wlasnoéciach. Indukcja przebiega naste-
pujaco: na poczatek znajdujemy funkcje, na ktérej dzialanie operatora Radona RP
jest ograniczone z géry przez funkcje H oraz z dotu przez dodatnia stata. Nastepnie
w kazdym kroku indukcyjnym dodajac generator do funkcji z poprzedniego kroku
bedziemy przyblizac sie do funkcji H o statg czes¢ tego, czego nam jeszcze brakuje od
dotu do rozwiazania nie tracac przy tym ograniczenia z gory.

Rozprawa jest zredagowana w nastepujacy sposob. Po przedstawieniu w rozdziale
podstawowych oznaczen i definicji wykorzystywanych w rozprawie, nasze rozwazania
rozpoczyna rozdzial 2, w ktérym rozpatrujemy operator Radona na dysku jednost-
kowym w C. Rozwiazanie uzyskujemy za pomoca catki Schwarza. Podajemy dwie
indukcyjne konstrukcje rozwigzania problemu Radona na dysku jednostkowym. Druga
z nich dostarczy nam pewne informacje dotyczace wspdétczynnikéw Taylora otrzyma-
nego rozwiazania. Rozdzial ten jest w peli oparty na pracy P. Kota i autorki [23].

W rozdziale |3| rozwazamy odwrotny problem Radona na obszarach $cisle wypu-
ktych kotowych w C¢, gdzie d > 1. Jest to zasadniczna czeéé rozprawy, ktéra dostar-
cza nam pewne wyniki z zakresu wtasnosci brzegowych funkcji holomorficznych wielu
zmiennych. Gléwnym narzedziem, z ktorego korzystamy w indukcyjnej konstrukeji
rozwiazania problemu Radona sa wielomiany jednorodne z pracy [18|. Historycznie
sa one uogollnieniem wielomianéw jednorodnych skonstruowanych przez J. Rylla i
P. Wojtaszczyka w 1983r. na sferze jednostkowej w C? [34], dzieki ktérym uzasad-
niono, ze operator identycznosci id: Hoo (By) — H1(B4) miedzy przestrzeniami Har-
dy’ego na kuli jednostkowej B; w C? nie jest operatorem zwartym. W pézniejszych
latach wielomiany jednorodne Rylla-Wojtaszczyka znalazty wiele innych zastosowarn,
wsrod ktorych znalazta sie kolejna konstrukcja niestatej funkcji wewnetrznej w kuli
jednostkowej w C? otrzymana przez A. B. Aleksandrova [2], znacznie prostsza od jego
pierwszej konstrukeji |1]. Co wiecej, wspomniane wielomiany pozwolily uzyskaé przy-
ktady funkcji analitycznych w B, oraz ciggtych na By, ktérych prawie wszystkie cie-



cia zespolone maja rozbiezny szereg wspotczynnikow Taylora [34]. Powyzszy rezultat
Rylla i Wojtaszczyka byt odpowiedzia na teze postawiona w [29]. Otéz pokazano tam
istnienie funkcji o powyzszych wlasnosciach w przypadku d = 2 oraz d = 3 dodajac,
ze dla d > 3 z pewnoscia takie funkcje réwniez istnieja, ale ich konstrukcje wymaga-
tyby innych narzedzi. Tymi narzedziami okazaly sie wielomiany Rylla-Wojtaszczyka.
Pé67zniej Wojtaszezyk w pracy [35] skonstruowal funkcje analityczna w B, oraz ciagta
na B, ktoérej prawie wszystkie ciecia zespolone maja rozbiezny szereg wspétczyn-

nikow Taylora z dowolna potega s < 2, tzn. jesli f = Z fn, gdzie kazde f, jest

n=0

wielomianem jednorodnym stopnia n, to » ‘ fn(C)‘s = oo dla dowolnego s € [0,2)
n=0
oraz prawie wszystkich ¢ € 0By. Powyzszy wynik zostal réwniez uzyskany, co wiecej

w elementarny sposéb, na ograniczonych obszarach éciéle wypuklych kotowych w C?
oraz rozszerzony o wszystkie ciecia zespolone w pracy [14]. Ponadto w tej samej pracy
zostalo pokazane, ze powyzsze wlasnosci moze posiadaé¢ rowniez funkcja wewnetrzna,
ktorej ciecia zespolone rowniez sg funkcjami wewnetrznymi w ID. W tym rozdziale
skonstruujemy rozwiazanie odwrotnego problemu Radona na obszarze Scisle wy-
puklym kolowym €2 oraz pokazemy jak z jego pomoca mozemy otrzymacé réwniez
funkcje holomorficzna w Q oraz ciagla na Q, ktérej wszystkie ciecia zespolone maja
rozbiezny szereg wspoélczynnikow Taylora z dowolna potega s < min{l,p}. Na ko-
niec podobnie jak w [20] wykorzystamy rozwiazanie odwrotnego problemu Radona do
scharakteryzowania zbioréw Wyjadtkowychﬂ na obszarach scisle wypuktych kotowych.
Treé¢ tego rozdzialu w wiekszosci bazuje na wspdlnej pracy P. Kota i autorki [26].

Nastepnie w rozdziale {4 uogélniamy wyniki otrzymane na dysku jednostkowym
w C. W miejsce promieni kota rozwazamy Sciezki spetniajace pewne warunki regu-
larnoéci, przyktadowo, Sciezki niestycznie przecinajace brzeg dysku jednostkowego.
Okazuje sie, ze dla takich Sciezek roéwniez mozemy skonstruowac¢ rozwigzanie proble-
mu Radona. Dodatkowo takie podejscie dzieki twierdzeniu Riemanna o odwzorowaniu
konforemnym w prosty sposéb umozliwia nam postawienie problemu Radona réwniez
na ograniczonych obszarach jednospdjnych w C.

Kolejnym naturalnym uogélnieniem wynikéow otrzymanych na dysku jednostko-
wym w rozdziatach [2| oraz [4] jest rozwazenie problemu Radona na polidysku w C¢,
gdzie d > 1, a zadane $ciezki, po ktorych catkujemy sa odpowiednio iloczynem karte-
zjanskim $ciezek regularnych w D opisanych w rozdziale 4l Wtedy dziatanie operatora
Radona na funkcjach holomorficznych jest odpowiednio okreslone na brzegu Shilova
polidysku. Taki problem rozwiazujemy w rozdziale [5]

Na koniec podajemy kilka ciekawych naszym zdaniem probleméw otwartych, ktore
w naturalny sposéb pojawiaja si¢ przy rozwazaniu problemu Radona.

2. Inne charakteryzacje zbioréw wyjatkowych na obszarach Scisle wypuklych kotowych znajduja
sie np. w [18], a na kuli jednostkowej np. w [8,/11,/13]



Rozdziat 1

Oznaczenia i definicje

W catej rozprawie bedziemy stosowaé nastepujaca notacje. Niech N oznacza zbiér
liczb naturalnych, tj. catkowitych dodatnich, a R, bedzie zbiorem liczb rzeczywi-
stych dodatnich. Ciato liczb zespolonych bedziemy standardowo oznaczaé przez C,
a C?, gdzie d > 2, bedziemy rozumieé¢ jako iloczyn kartezjanski d kopii zbioru C.
Algebraicznie, C? jest d—wymiarows przestrzenia wektorows nad C, a topologicz-
nie, jest przestrzenig euklidesowg R?? o wymiarze rzeczywistym 2d. Na tej przestrzeni
2d-wymiarowg miare Lebesgue’a bedziemy oznaczaé przez £2¢. Cze$é rzeczywista licz-
by z € C bedziemy oznaczaé przez Re(z), a cze$¢ urojona przez Im(z), analogicznie w
przypadku funkcji zespolonych. Standardowo dla przestrzeni wektorowych jesli a € C
oraz W C C% to mozemy zdefiniowa¢ nastepujacy zbiér aW := {az: 2 € W}. Po-
dobnie dla z € C? oraz U C C okredlamy zbiér 2U := {zw: w € U}. Zapis V CC W
bedzie oznaczaé, ze zbiér V jest zwartym podzbiorem zbioru W.

d
Przestrzeri C* wyposazona w iloczyn skalarny okreslony jako (z,w) := Y 2w,
k=1

gdzie z = (21,29, ...,24), W = (W1, Wwa, ..., wg) € C% z normy indukowana przez ten
iloczyn skalarny ||z|| = y/(2, z) jest przestrzenia Hilberta. Srednice zbioru W C C?
oznaczamy jako diam (W) := sup {Hz —w||: z,w € W}, a odlegto$é miedzy zbiorami
A, B C C? jako dist(A, B) := inf {||z — wl|: z € A, w € B}.

Kule w przestrzeni C? o érodku ¢ € C? i promieniu r > 0 definiujemy jako
Bay(¢,7) == {2z € C¢: ||z — (|| < r}, a polidysk w C? o $rodku ¢ € C? i promieniu
r > 0 jako Ag(¢,r) == {2z € C%: |z, — ¢| < r, i = 1,2,...,d}. Dla uproszczenia
przyjmiemy, ze By := By(0,1) jest kula jednostkowag w C?, a Ay := Ay(0,1) jest
polidyskiem jednostkowym w C¢. W przypadku jednowymiarowym dysk o $rodku
a € C i promieniu r > 0 oznaczymy przez D(a,r), a dysk jednostkowy bedziemy
oznaczaé przez D :=D(0,1) = B; = A;. Zgodnie z powyzsza notacja rD = D(0, 7).

Niech U C C% d € N. Przestrzen funkcji cigglych na U bedziemy oznaczaé
przez C(U). Dla k € N przez C*(U) bedziemy rozumieé¢ przestrzeni funkcji k razy
rozniczkowalnych na U, ktérych k—ta pochodna jest ciggla na U. Przestrzen funkcji
nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalnych na U oznaczamy przez C*°(U), a przestrzen
funkcji holomorficznych w U przez O(U). Dla L > 0 przez Cr(U) bedziemy oznaczaé



przestrzen funkcji ciagtych na U i ograniczonych przez stata L na U. Norme supremum
z funkcji f na zbiorze U bedziemy standardowo oznaczaé przez H f HU = supr (z)‘
zeU

W przypadku, gdy d > 1 bedziemy korzysta¢ z notacji wielowskaznikowej. Niech
a=(a1,q,...,0q), gdzie ; € Ndlai1=1,2,...,d, bedzie wielowskaznikiem. Wtedy
mozemy wprowadzi¢ nastepujace oznaczenia:

gl g gz 0
0z " 0z{1 0287 0254

O a0 Q2 aq
|04|-—041+042+"'+Oéd, 20 =2 eyt 2,

Stosujac powyzsza notacje wielowskaznikowa powiemy, ze wielomian @ jest rzedu
]

0
k € N, jesli 8—@(0) = 0 dla dowolnego wielowskaznika « takiego, ze |a| < k oraz
ZCM
zapisujemy ord(Q) = k.



Rozdziat 2

Odwrotny problem Radona na dysku
jednostkowym

Rozdzial ten jest poswiecony odwrotnemu problemowi Radona dla funkcji ho-
lomorficznych na dysku jednostkowym DD, gdzie operator Radona jest operatorem
catkowym zadanym catka z p—ta potega po promieniach dysku jednostkowego. Tak
jak we wstepie dla ustalonego p > 0 definiujemy dziatanie operatora Radona R” na
funkcji f € O(D) nastepujaco:

RP(f)(2) = /01 ]f(zt)\”dt, z € 0D

oraz stawiamy problem: Dla danej funkcji H: 0D —— R, Scisle dodatniej i ciagtej na
0D znajdz funkcje f holomorficzng w D taka, ze

RP(f)=H na 9ID. (2.1)

W tym rozdziale pokazemy rozwiazywalno$¢ powyzszego problemu oraz przed-
stawimy konstrukcje rozwigzania w postaci szeregu wielomianéw o odpowiednio du-
zych stopniach. Nastepnie w przypadku p = 2 modyfikujgc odpowiednio otrzymana
konstrukcje rozwigzania uzasadnimy, ze nasze rozwigzanie moze mie¢ rozbiezny szereg
wspotezynnikéw Taylora.

Niech A oznacza miare probabilistyczng na JD oraz niech s > 1. W tym roz-
dziale przyjmujemy nastepujace oznaczenia norm w przestrzeniach L*(ID, £%) oraz

L*(D, \) :
o= (L) 1] = ( [ ras?)

Rozdzial ten jest w pelni oparty na pracy [23].

1
s

Is

2.1. Wlasnosci operatora Radona na dysku jednostkowym

Dla p > 0 mozemy okresli¢ nastepujaca przestrzen metrycznag:

z€0D

HRP(D) = {f € O(D): sup RP(f)(z) < oo}
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1
z zadana metryka p(f,g) = sup <Rp(f — g)(z))q, gdzie ¢ = min{p,1}. Ponizej
ze0D

pokazemy, ze przestrzen ta jest zupeina, a w dowodzie skorzystamy z nastepujacej
wtasnosci funkcji holomorficznych w D.

Propozycja 2.1 (Wniosek 3, [6]). Jesli f jest funkcjg holomorficzng w D, to funkcja
|f|® jest subharmoniczna w D dla dowolnego s > 0. Zachodzi zatem nieréwnoscé

s 1

fE < S D (z.7)) /Dw) f1rde

(2.2)

dla dowolnych z € D oraz r > 0 takich, ze D(z,r) C D.

Propozycja 2.2. Niech p > 0. Przestrzen metryczna (”HRP(ID)), p) jest zupelna. Jesli
cigg funkcji { fn} N jest zbiezny do funkcji f w przestrzeni (’HRp (]D)),p), to cigg
funkcji {Rp(fn)} jest zbiezny jednostajnie do funkcji R¥(f) na OD.

neN

Dowadd. Niech { fn} N bedzie ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni HRP(D). Ustalmy

ne

e > 0. Wtedy istnieje N € N takie, ze

(Rp<fm - fn)(z)>q <e Vmn>=N VzedD,
co na mocy definicji operatora RP jest rownowazne z ponizszym
1
/ (fm = Fa)(D)]'dt <” ¥mn>N VzedD. (2.3)
0

Niech A bedzie miarg probabilistycza na 0D. Wtedy jedli powyzsza nieréwnosé scal-
kujemy po 0D, to otrzymamy nastepujaca zaleznosé

/am) /01 ‘(fm — fn>(zt)’pdtd)\(z) <e? Vm,n>N.

Z zatozenia funkcja f,, — f, jest holomorficzna w D, a zatem na mocy Propozycji[2.1
funkcja | f,, — fn|? jest subharmoniczna. Niech K C D bedzie zbiorem zwartym. WeZmy
dowolne w € K oraz r = 1dist(K, dD) takie, ze D(w,r) C D. Nieréwnosci (2.2)) oraz
prowadza do nastepujacego wniosku dla wszystkich m,n > N

=) € g [,

fn = fa] dg?

_ 7;2 /8 ) /0 ' (fn = £2) () tatdA(2)
<=5 [ [ (= ) ) dtarncz)
|’ i
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W szczegdlnosci oznacza to, ze

sup’(fm—f,L)(w)‘p <7€“Z VYm,n>N,

weK

a stad z kolei wnioskujemy, ze ciag { fn} . jest zbiezny lokalnie jednostajnie na

zwartych podzbiorach ID. Niech f bedzie funkcja graniczng dla ciggu { fn} N Z faktu,
ze wszystkie funkcje f,, sa holomorficzne natychmiast wynika, ze funkcja graniczna f
rowniez. Teraz wystarczy pokazaé zbieznos¢ ciggu { fn} o W metryce p do funkcji f,

tj. fn n_%;o f, oraz ze f € HRP(D). Z zaleznosci (2.3)) otrzymujemy, ze
5
/ (fu— fa)D['dt < V6€(0,1) Ymn>N VzedD.  (24)
0

Ciag { fm} . jest zbiezny lokalnie jednostajnie do funkcji f na zwartych podzbiorach
D, wiec przechodzac do granicy z m w (2.4) dostajemy, ze

5
/ ’(f_fn>(2’t)‘pdt <e? Vvoe(0,1) YVn=N VzedD.
0
Powyzsza nieréwnosé¢ zachodzi dla dowolnej § € (0, 1), a zatem réwniez
1
/ (F—fa)e'dt <e” Yn>N Vzeob,
0

co oznacza, ze f, jp> f. Znieréwnosci trojkata natomiast wnioskujemy, ze dla wszyst-
n o0
kichn > N

aup (R(1)())" < sup (R2(f ~ 1)) + sup (R2(A)(2))" <

2€0D z€0D z€0D

czyli f € HRP(D).
PrzejdZzmy teraz do drugiej czesci propozycji. Jesli f, 7&2 f, to p(f, fn) — O.

n—oo
Ponownie stosujac nierownosé tréjkata otrzymujemy, ze

(R(e) - (R1o)’

sup
z€dD

< sup (Rp(f— fn)(z)>é — 0.

z€dD n—00

1
Stad dostajemy zbieznosé jednostajna (Rp(fn)) i (Rp(f)) " na D, gdy n — oo,
a to z kolei oznacza, ze réwniez RP(f,,) = RP(f) na 0D, gdy n — oc.

Z racji, ze operator Radona zadany jest za pomoca catki po promieniach dysku
jednostkowego, to w naturalny sposoéb mozemy rozwazy¢ funkcje RP(f) na D, tzn.
okresli¢

RP(F)(2) = /01 f(zt)|'dt dlazeD.

Wtedy dla rozwigzania f problemu Radona na 01D mozemy podja¢ probg przedtuzenia
RP(f) do funkcji ciagtej na D.
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Twierdzenie 2.3. Niech p > 0 oraz f € C(D). Wtedy jesli RP(f) € C(ID), to
R(f) € C(D).

Dowdd. Rozwazmy ciag funkcji {cbn} . okreslony nastepujaco:

on(z) = [

gdzie {&n} N jest ciggiem liczb rzeczywistych rosnacym do 1. Z ciggtosci funkeji f w

f(zt)\pdt, z € 9D,

D wynika, ze {¢n} . jest niemalejacym ciggiem funkcji ciagtych na 9D. Co wiecej,
nlgrg(} on(2) = RP(f)(z) dla kazdego z € 9D. Stad jesli RP(f) jest funkcja ciagla na
dD, to na mocy twierdzenia Diniego (Twierdzenie 7.13, [32]) ciag {gbn} . jest zbiezny

jednostajnie do funkcji R?(f) na oD.
Ustalmy ¢ > 0 oraz z € 0D. Z powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze istnieje
0 > 0 taka, ze

‘Rp(f)(z) - Rp(f)(w)' < % dla dowolnego w € JD takiego, ze |z — w| < 2§
1 1 » c
1—5/1_5’f(m)’ dt 3 dla dowolnego w € 0

1 1
. (1 _ 1) / [t < % dla dowolnego w € AD.
Niech w E D bedzie takle ze |z —w| < 6. Wtedy istnieje w € ID takie, ze w = sw

dla pewnego s € (1 — 4, 1). Dalej mozemy oszacowaé
1

RI(@ R w)| = | [ |1t

-/ U (ae
0

1
pdt—/ f(wt)] pdt‘

[ e

~—

1
= | [ lranfa - ["|ranfad
0 s Jo
1 1 /1 1
< / Fait) pdt— - / f(wt)\pdt’ += / Fwt)[dt
O S Js
p 1 ! [P
25
< —.
3
Na mocy nieréwnosci tréjkata |z — @| < |z — w| + |w — @| < 2, a to z kolei prowadzi

do nastepujacej konkluzji:

RI(f)() = RANw)| < RN - ()@

)|+ [RD@) - R (D) < e

co byto do udowodnienia. O

W nastepnym lemacie pokazemy, ze mozna skonstruowac¢ wielomian taki, ze dzia-
tanie operatora Radona na tym wielomianie przybliza wartosci zadanej funkcji ciaglej
i Scisle dodatniej na 0D oraz wielomian ten przyjmuje wartosci dowolnie mate na
zwartych podzbiorach . Dodatkowo mozemy dowolnie zwiekszy¢ stopien tego wielo-
mianu nie tracac przy tym wspomnianych wtasnosci. Takie wielomiany beda pdzniej
generatorami naszego rozwigzania problemu Radona na dysku jednostkowym.
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Lemat 2.4. Ustalmy p > 0. Niech H bedzie funkcjq cigglq i scisle dodatnig na OD. Dla
dowolnych e1,e9 € (0,1) oraz zbioru zwartego K C D istniejg N € N oraz wielomian
Q takie, zZe Q@ # 0 na 0D oraz jezeli f,(z) = (np + 1);Q(z)z”, to dlan > N
nastepujgce warunki sq spetnione:

1. ‘fn(z)‘ < e dia ze K

2 H)(1-8) < R(f)(2) < H(z)(1+¢e) da zcadD.

Dowdéd. Na mocy twierdzenia aproksymacyjnego Stone’a - Weierstrassa (Twierdze-
nie 7.32, [32]) istnieje $cisle dodatnia funkcja v € C*°(ID) taka, ze

v(z)(l - ?) < H(z) < v(z)(l + 5;) dla z € OD. (2.5)

Wybierzmy funkcje u taka, ze v(z) = e?**) dla z € dD. Skoro funkcja v jest klasy C,
to funkcja u spelia warunek Héldera. Niech S(u) oznacza catke Schwarza z funkcji
u. Opierajac sie na jej wlasnosciach (przyktadowo opisanych w rozdziale 6 pracy [4]
albo w [15]) wnioskujemy, ze funkcja S(u) jest holomorficzna w D oraz ciagta w D),
a ponadto Re(S(u)) = u na dD. Stad istnieje r € (0,1) takie, ze

ep“(z)<1 — 552) < ePReSWE)) ep“(z)<1+ 852> dla t € [r,1] oraz z € JD. (2.6)
Funkcja e5™ jest holomorficzna w D oraz ciggta w D, a zatem na mocy twierdzenia

Mergelyana (Twierdzenie 20.5, [33]) istnieje wielomian @ taki, ze Q(z) # 0 dla z € D
aproksymujacy funkcje e w nastepujacy sposéb:

(1 _ 52>epRe<5(u><z>> < e < (1 n 52>€pRe<S(u>(z>> dla zeD.  (2.7)
5) )
Niech M := sup H(z). Zasada maksimum implikuje, ze
2€0D
Ee 5 SM

sup ePREEWE) — qup Pu) = sup w(z) < sup H(z) = . (2.8)

2D 2€0D 260D — &2 2€0D 5 — ¢
Dalej skoro funkcja H jest Scisle dodatnia na 0D, to istnieje stala C' > 0 taka, ze

oM

< CH(z) dla z € OD. Wybierzmy N; € N takie, ze r""™! < % dla wszystkich

n > N oraz rozwazmy nastepujacy wielomian:

fn(2) = (np + 1)%Q(z)z”, gdzie n > Nj.

Wtedy dla z € 9D oraz n > N; powyzsze nieréwnosci implikujg ponizsze oszacowania:

/Ol’fn(zt)‘pdt > (np+1) /1

T

£ b PRe(S(u)(21)) mp
(125 ) (o) [

ePul(?) (1 — 852)2(71]) + 1) /1 t"Pdt
H(z) (1 — 852)3(1 — r”pH)

€2

H(z)(l - 5>4 > H(z)(1-<)

Q(at)| "t

VE ME V3

WV
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oraz

/0 1 [ fulzt)|dt

(np+1) jgllcg(zt)’pt”pdt
(L+?>@p+gjﬂgmwMWWWﬁ
(np—%l)(l%—if)<5§_€2 ﬂwdt+—<1 )ef“@ th”%ﬁ)
55f222(1-+-i?> rP 4 H(z ( ) (1= rmet)
}{(z)( )(7rnp+1-+-f{ ( + ) (1=rmrtt)

() (1+2) <0r"p+1 (1+2) )

H(z) (1 + 52).

Teraz, aby wielomian f,, spelniatl warunek 1 tezy twierdzenia, wystarczy wybra¢ od-
powiednio duzg liczbe naturalng Ny > Ny taka, ze dla wszystkich n > Ns

N NE N

N

<

Ful2)] = (np + 1) Q)2 <e dla z€K.

Ostatecznie mozemy stwierdzi¢, ze wielomian f,, skonstruowany powyzej dla odpo-
wiednio duzych n € N spetnia warunki twierdzenia. O

Uwaga 2.5. Warunek 2 w Lemacie mozna zastgpic jednym z ponizszych

2. H(z)(1-2) < RY(f)(z) < H(z) dlaz€ 0D
2" H(z) —ea < RP(f)(2) < H(z) dla z € OD.

~ H _ €
Dowdéd. By uzyskaé warunek 2" wystarczy wzia¢ H = 1= oraz &g = 5 2w
— &2 — &2
. €
Lemacie . Natomiast zalezno$¢ 2" dostaniemy z nieréwnosci 2’ biorgc &5 := MQ’
gdzie M := sup H(z). O

z€0D

Dalej pokazemy, ze wielomiany skonstruowane w powyzszym Lemacie [2.4] o odpo-
wiednio duzych stopniach widziane przez operator Radona posiadaja tzw. wlasnosé
prawie dodawania, tzn. dobierajac odpowiednio duzy stopieri wielomianu z Lematu[2.4]
mozemy uzyskaé, ze suma operatoréw Radona dziatajacych na tym wielomianie oraz
na pewnej zadanej funkcji ciggtej i ograniczonej na D jest bliski dziataniu operatora
Radona na sumie tychze funkcji. Wtasnosé ta bedzie kluczowym elementem naszych
konstrukcji rozwiazan problemu Radona.

Lemat 2.6. Ustalmy p > 0. Niech L > 0 oraz Q) bedzie wielomianem takim, Ze
Q(z) # 0 dla z € ID. Dla dowolnego €3 € (0,1) istnieje N € N takie, ze dla

_ 1
n > N oraz wszystkich funkcji g € Cr(D) wielomian f,(z) = (np+ 1)”@(2)2’" spelnia
nastepujgce zaleznosci na 0D

RP(f) +RY(g) —e5 < RY(futg) < RP(fa) +RV(g) +en
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Dowod. Wybierzmy k € N takie, ze k > p. Z nieréwnosci tréjkata wynika, ze dla
z € 0D prawdziwa jest zaleznos¢
/ ‘fn zt dt+/ ‘g zt

RE(fE+ ) (2 /\f’“+g (21)
—Rp(fn)( )+ R (9)(2).

1
Niech 6 € (0,1) bedzie taka, ze / ’g(zt)‘pdt < %)’ dla z € OD. Wtedy z prostego
5

oszacowania

[ Nefar < e vl [ evar =[] Lo

J £
dla z € 0D, wnioskujemy, ze istnieje N; € N takie, ze / ’ fn(zt)‘pdt < §3 dla wszyst-
0
kich n > N; oraz z € 0D. Stad, ponownie opierajac sie na nieréwnoéci tréjkata
otrzymujemy nastepujaca zaleznosé dla z € oD

ya
Fdt

RE(fE+ ) () = [](78 +6) (=0
= [0+ ) nffar+ [](75+ o) et
>/ (zt)‘pdt—/é‘fnzt pdt+/1‘fnzt pdt—/l‘gzt Pt
= R(f.)(2) + R*(g) —2/ [ faet)[] t—Z/ g(=t)[d

> RY(f,)(2) + RP(g)(2) — 2.

b
Fdt

2

Zatem

RE(fi+9")(2) > RY(f)() + R(9)(x) = 5, dlazedD, k>p.  (29)

Jezeli 0 < p < 1, to wystarczy przyja¢ k = 1, by uzyskaé¢ tez¢ lematu. W prze-
ciwnym przypadku, gdy p > 1 potrzebujemy dodatkowych informacji. Oznaczmy

7)) = [ |3 () ()" (t0)"

7 ( fos g) (z) moze by¢ dowolnie male, poniewaz

D
kdt, gdzie z € dD i zauwazmy, ze

k

Ilf(fnag)(z) < ; ( )p/l fn(z2t) w g(zt)‘(kkm)pdt

N
m:lm

p(k—m)
E

N

QL 1) ¥ [

%
A et /f(np + 1)
D nmp + k

I
M
— —
N
S &
~
|
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Stad istnieje Ny € N takie, ze I,f(fn,g)(z) < %3 dla n > Ny oraz z € JD. Dlatego
jesli n = max{Nj, No} dochodzimy do nastepujacej konkluzji dla z € oD

R(fu+9)(2) = [ |(fu+ )t

- (‘(fnnLg)(zt)‘k)Zdt
_ /01

> (i) (Fulz0)" (g(z0)) "
/O1 )| dt + /01 ()] dt + T2 ( £, 9) (2)

D
k

dt

m=0

N

< RY(fu)(=) + R(g)(2) + 5

Ri(f+o)e) = [ (f NCI
= /01 ( ) fu(zt) (g(zt))kim %dt
> [V t) o) e = 22 (0 )
2 RIL)E) + R -
co nalezato udowodnié. O

2.2. Rozwigzanie odwrotnego problemu Radona na dysku
jednostkowym

W poprzedniej sekcji oméwilismy istnienie pewnych wielomianéw o odpowiednio
wysokich stopniach, ktére widziane przez operator Radona przyblizaja wartosci zada-
nej funkcji ciaglej i Scisle dodatniej na 0D oraz maja wlasno$¢ prawie dodawania. Dzie-
ki wspomnianym wtasno$ciom w tej sekcji bedziemy mogli skonstruowac¢ rozwigzanie
odwrotnego problemu Radona za pomoca tychze wielomianéw. Bedziemy postepo-
wac¢ indukcyjnie. Najpierw skonstruujemy wielomian, na ktérym dziatanie operatora
Radona aproksymuje zadana funkcje z pewna doktadnoscia. Dalej bedziemy chcieli
przyblizy¢ sie do rozwiazania, wiec korzystajac z tego samego lematu skonstruuje-
my wielomian, ktéry aproksymuje to, czego nam brakuje do rozwigzania, itd. Dzieki
wlasnosci prawie dodawania bedziemy mogli w kazdym kroku dodawac¢ z pewnym
btedem wielomiany pod znakiem operatora Radona. Odpowiednio kontrolujac btedy
z kazdego kroku otrzymamy rozwigzanie problemu w postaci szeregu wielomiandw.
Holomorficznos¢ rozwigzania bedzie natomiast zapewniona przez zagwarantowanie
odpowiednio matych wartosci wielomianéw na zwartych podzbiorach D.

Twierdzenie 2.7. Ustalmy p > 0. Niech G bedzie scisle dodatniq funkcjq ciggle na
OD. Istnieje funkcja f € O(D) taka, Ze

RP(f)(2) = G(z2) dla z € OD.
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Co wigcej, RP(f) € C(D).
Dowdd. 7 zalozenia, ze G jest $cidle dodatnia na D wynika, ze istnieje m € N ta-

kie, ze G > 27 na OD. Iteracyjnie bedziemy stosowaé¢ Lemat oraz Lemat
do skonstruowania ciggu wielomianéw < f,, o OraZ ToSnacego ciggu liczbowego

{rn}ooio C (0,1), dla ktérych zachodza nastepujace zaleznosci:

a) ‘fn(z)‘ < 2™ da z€r, D, neN

b) RP(ka>(Z) < G(z) =272 dla 2€ 9D, neN

k=1
Tn
0

Na poczatek wybieramy rq = 5 i z Lematu zastosowanego do zbioru danych

p
dt > G(z) =27 dla 2€ 0D, neN.

— 1
H =G - m+3)’ K = ToD, g1 = 5 Eg = 27(m+2)

otrzymujemy wielomian f; taki, ze

‘fl(z)’ < ; dla z € roD
o G(2)—27mtD) < RP(f)(2) < G(z) =2~ dla 2 € ID.
Nastepnie do wielomianu f; dobieramy liczbe m € (0,1) taka, ze r3 >
/O CaEn[d > Glz) - 27 dla 2 € oD

Postepujac indukcyjnie zalézmy, ze liczby ro < r; < ry < ...7, < 1 oraz wielo-

miany fi, fo,..., fn 0 wlasnosciach a)—c) zostaly juz znalezione. Stosujac Lemat
oraz Lemat [2.6] do danych:

147

B oraz

H:i=G- Rp(sz) ) g2y, K=1,D,
k=1

£ 1= 2—(71—‘,—1)7 £y 1= 2—(m+n+3)’ _ 2—(m+n+3)

SRR

dostajemy kolejny wielomian f, ., taki, ze zachodza nastepujace warunki:
‘fn-ﬁ-l ’ <270t) dla zer,D

o RP(fni1)>G — RP( > fk) — 9 (min+2) _ o=(m4nt3)  py 9D
k=1
o R¥(for1) <G — Rp( > fk) _g-tmint2) oo

(%fk) > RP(fut1) +Rp<2f> “mEnt8) - na oD

k=1

(%fk) < RP(fut1) +Rp<zn:fk> ~(mint3) pa 9.

k=1 k=1
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Powyzsze implikuje, ze na JD dostajemy nastepujace oszacowania:

w(Er) < ()i
< > fk> +G — Rp< é > —(m+n+2) | 9—(min+3)

k=1
= G — 27(m+n+3)

A\

oraz

Rp<;§ fk) > Rp( Zn: fk) +RY(fur) — 2709

k=1
> (S 0) + G- R (3 0) -
= G — 2 (minth),

n+1

Dalej wybieramy 7,41 € (H%,l) takie, Ze/ ka 2t) ’ dt > G(z)— 9—(mn+1)
0

dla z € 9D i tym sposobem indukcyjnie otrzymahsmy cigg wielomianow { fn} o OT8%

ciag liczbowy {rn}oo_o o pozadanych wtasnosciach.
Na mocy warunku a), ciag funkcji { Z fk} jest zbiezny jednostajnie do funkcji
= neN

f= Z fr na zwartych podzbiorach D, a tym samym f € O(D). Dalej zauwazmy, ze
k=1
dla wszystkich r € (0,1) oraz z € JD mamy zaleznos¢:

r p T n P
t) dt = li ‘ = 1l t’dt
fylrenfae = |7l |52 e de =l [737 ien)
(m+n+2)
< JH&( () —2m)
= G(2).

Stad RP(f)(z) < G(z) dla z € ID.
Niech ¢ = max{p, 1}. Dla wszystkich z € 0D na mocy warunkéw a) oraz c) otrzymu-
jemy

(Rue) > (/ > pdt)q
(S sla) - (1712 sof)
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Zatem RP(f)(z) > G(z) dla wszystkich z € 9D.
Powyzsze nierownosci prowadza do nastepujacej konkluzji:

RP(f) =G na OD.

Dodatkowo na mocy Twierdzenia wnioskujemy, ze RP(f) € C(D), a to konczy
dowdd. O

2.3. Funkcje o rozbieznym szeregu wspoétczynnikéw Taylora

Konstruujac wielomiany, ktére wykorzystaliSmy w dowodzie rozwigzywalnosci od-
wrotnego problemu Radona dla funkcji holomorficznych w D wspomnielismy, ze za-
wsze mozemy odpowiednio zwiekszy¢ stopien wielomianow, ktére byty generatorami
rozwiazania, nie tracac ich wtasnosci oméwionych w Lemacie oraz Lemacie [2.0]
Tym sposobem mozemy zapewni¢ sobie, aby wielomiany konstruowane w kazdym
kroku indukcyjnym mogty byé¢ wzajemnie ortogonalne. Co wiecej, jesli zatozymy, ze

[e.e]
rozwigzanie problemu Radona z p = 2 jest postaci f := Z a,z", to mozemy dokonaé

n=0
nastepujacej obserwacji:

oo

> Wl
on+1  JonJo

n=0

Zdtd)\(z) = HRz(f)HLaD < oo,

o0
Z a2 t"
n=0

poniewaz R?(f) jest funkcja ciagla na dD. Stad majac zbieznos¢ szeregu Z
n=0

‘an‘Q
2n+1

o0

2
. o L : |ay]
mozemy zastanowic S1¢ CO leQ]G S1¢ 7 szeregiem E o+ 1
n
n=0

zuje sie, ze mozna skonstruowac¢ rozwiazanie problemu Radona o rozbieznym szeregu

) , gdzie s € [0,1). Oka-

00 2 s
wspotczynnikéw Taylora, tzn. takie, by szereg Z (2’%1 1) byt rozbiezny dla dowol-
n=0 n

nego s € [0,1). W konstrukecji rozwiazania problemu Radona o rozbieznym szeregu
wspotczynnikéw Taylora bedziemy korzystac z ponizszego, dos¢ technicznego lematu.

Lemat 2.8. Ustalmy p > 0. Niech h € C(OD) bedzie Scisle dodatniq funkcjg na 0D,
¢ €C(D), M €N oraz a,0, € € (0,1). Wtedy istniejg N € N oraz cigg wielomiandw
ortogonalnych {Pn}ooio o nastepujgcych wtasnosciach na OD:

(53) R2<;PJ> >;a<h—R2<1§Pj>>+R2(kZle>, k=1,2,...
(s4) R2(§:P]>—§:R2(P]) <& k=12,
(55) R2(¢+fja)—fj7z2(a)—n2(¢) < e k=12
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(56) R2<§3Pj> > oh.

Jj=0

Dowdd. Na poczatek zauwazmy, ze Py = 0 spelnia warunki (s1) — (s2). Dalej stosujac
Lemat oraz Lemat do danych

)
H::éah, g:=¢, €y:=—, €3:=¢

1
mozemy otrzymac wielomian postaci P;(z) := (2n1 +1) *Q1(2)z™, gdzie ny > M oraz
@1 jest wielomianem takim, ze Q1 # 0 na JD, o nastepujacych wlasnosciach:
4

) iah < BH < R*(P,) < H < ah na 0D
o RA(P)+Rg)—c < R*(6+P1) < R*P)+R*¢)—c naoD.
Natychmiast powyzsze nieréwnosci implikuja warunki (s0) — (s5).

Nastepnie postepujemy indukcyjnie: Przypu$émy, ze wielomiany Fy, Pi,..., P, o
wlasnosciach (s0) — (s5) zostaty juz skonstruowane. Na mocy (s4) oraz (s5) istnieja
state p1, p2 € (0,1) takie, ze

. R2(§‘6Pj> —éRQ(Pj)
. R2(¢+§]Pj) - éﬁ(zﬂj) —R2(9)

Wybierzmy N; € N takie, ze N; > deg(Py). Ponowne zastosowanie Lematu oraz
Lematu [2.6] tym razem do danych

< p1 < € na 0D

< py < € na JD.

5 k k k 1
H:6a(h_R2(ZPJ))7 gl::ZPj7 inzzpj-i-(b, 522257
=0

J=0 J=0

1 -
€3 1= m1n{621€nafDa<h(z) —R2<§)Pj)(z)>,€—m,€—02}

1

pozwala nam skonstruowaé¢ wielomian Pyiq(2) := (2nk+1 + 1)2Qk+1(z)z”k+1, gdzie
ngy1 = Ny oraz Qryq # 0 na dD. Stad wielomian Py, jest ortogonalny do pozostatych
wielomianéw Fy, Py, ..., P;. Ponadto zachodza nastepujace zaleznosci na dD:

a) (1—e)H < R*(Poy) < H
b) R*(q1) + R*(Pps1) — €3 < R2(91 + Pk+1> < R*(g1) + R*(Prs1) + €3
) R*(g2) + R*(Prs1) — €3 < R2(92+Pk+1> < R*(g2) + R*(Prs1) + €.

Zauwazmy, ze powyzsze nieréwnosci na dD daja nam warunki (s2)

k+1 k
R2(2Pj) < R2(ZP>+R2(Pk+1)+83
=0

< R2<j§k%P])+ a(h R2<ZP>)+éa(h—R2(zk:Pj>)

J 7=0
< h
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oraz (s3)

k+1
R2<ZP]> > R2 ZPj)+R2<Pk+1>_53

> R P) +;a(h—n2<§13j>).

Co wiecej, wlasnosci a) — c¢) polaczone z zalozeniami indukcyjnymi prowadza do
uzyskania warunkéw (s4) — (s5), poniewaz na dD mamy nastepujace szacowania:

k+1 k k+1
R2(2Pj> < R2(ZP>+R (Pur)+es < YR (P) + o1+
Jj=0 J=0 7=0
+
= LR(R) b
oraz
k+1 k
RQ(ZPjJrgb) < R2(Z%+¢>+R2<Pk+1)+ag
=0 j=0

k+1

R2(¢) +ZR2( i)+ p2 + €3
R*(9) +R2(1§Pj) +e.

J=0

k+1 k+1
Podobnie otrzymujemy ograniczenie z drugiej strony: R2< Z PJ) > Z R? (PJ) —€
=0

k+1 k+1

=0
oraz R2< Z P; + gb) > R? (gb) +R? < Z P]) — ¢ na 0D, a to konczy indukcje.
=0 =0
ZauwaZmy, ze zalezmosci (s2) oraz (s3) implikuja, ze dla z € 9D mamy zbieznosé

lgm R? < Z P; > = h(z) oraz { (Z P ) } jest rosngcym ciggiem funkcyj-
n—00 neN

nym. Stad na mocy twierdzenia Diniego (Twierdzenie 7.13, [32]) ciag {R2 ( > Pj> }

j=0 neN
jest zbiezny jednostajnie do funkcji h na 0D. Z tej zbieznosci wynika, ze istnieje N € N
takie, ze

N
R 1) > 0h na oD.
=0

OtrzymaliSmy zatem ciag wielomianéw spehiajacych wszystkie warunki (s0) — (s6).
O

Korzystajac z powyzszego lematu przedstawimy dwie konstrukcje funkeji holomor-
ficznych w D o rozbieznym szeregu Taylora z dowolna potega s € [0,1). Pierwszy z
nich bedzie funkcja, dla ktérej dziatanie na niej operatora R? jest funkcja ciaglta w D,
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a nastepnie w kolejnym twierdzeniu dodatkowo zapewnimy, by konstruowana funk-
cja byta rowniez rozwigzaniem odwrotnego problemu Radona z p = 2 oraz zadana
funkcja ciagla i Scisle dodatnia na 0. Oczywidcie Twierdzenie jest uproszczona
wersja Twierdzenia [2.10] stad konstrukcja réwniez jest prostsza, skorzystamy bowiem
wylacznie z warunkéw (s1), (s2) oraz (s6) Lematu [2.8] Twierdzenie to stanowi wiec
wprowadzenie do gtéwnego wyniku tego rozdziatu.

o0

Twierdzenie 2.9. Istnieje funkcja f(z) = Z a,z" holomorficzna w D taka, Ze
n=0

' 00 2 s
2 ('“"' ) — o, sel0,1).

Dowéd Dla kazdego j € N zastosujmy Lemat |2 - 8 do danych ¢ =0, h =1, a := 277,

0 .= by otrzyma¢ N; € N oraz cigg wielomianéw ortogonalnych § Pj 0<k<N;, jEN

taklch, ze na JD zachodza nastepujace zaleznosci:
a) RQ(PJk) < 2_j, kZO,...,NJ‘

1 N
b) 5 < R’ ( > ij)
k=0
Dalej zauwazmy, ze jesli n > m, to

1
2

AP LY

oD ] m+1 8]]])1
n 2
S ( <Z >)

Jj= m+1 oD

j= m+1]

Stad wynika, ze { Z Z } jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni HR*(D),
j= 1

neN
a zatem na mocy PropozyCJl ci@g ten jest zbiezny w HR?*(D). Mozemy wiec zde-

finiowa¢ nastepujaca funkcje f := Z Z ik, ktéra jest holomorficzna w D.

j=1 k=0
Dla uproszczenia oznaczmy na chwile sume czesciowa P, := (Z Z ) . Jesli
7 1
n > m, to na JD zachodzi
N 1 N 1
1 1 no J 2 moq J 2
) -] - (R(E52m) - (R(EFz )
i=1J" k=0 i=1J" k=0
N; !

N

(Emzm) <,
= i lz RQ( .ij>

j=m+1 k=0

2
(e}

1
2

<
1
2

<

<

j=m+1J
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Stad istnieje stata C' > 0 taka, ze sup ‘77 ’ < C dla wszystkich n € N, a to
z€0D
prowadzi do nastepujacej zaleznosci:

Pulz) = Pulz) = (Pn 4 (P 5)(7% (P, )‘
SUp Pa(2) = Pn(2)| = sup |( (Pal2) 1 (Pm(2)) 1 (Pu(2)" = (Pu(2)
< 20 Pu(2))? = (Pn(2))? 0.
sup |(Pa(2))” = (Pu(2)*| 22,
n 1 Nj
7 powyzszego natomiast wynika, ze {R2 < Z j—z Z ij> } jest ciggiem Cauchy’ego
j=1 k=0 neN

w przestrzeni funkeji ciaglych na 0D, a zatem R*(f) € C(0D). W konsekwencji na
mocy Twierdzenia funkcja R2(f) jest ciggta w D.
PrzejdZzmy teraz do drugiej tezy twierdzenia. Niech

2) = Y Pign(2) = D ajpa”

nEljy neljy

bedzie rozwinig¢ciem jednorodnym wielomianu Pjj, gdzie [, jest zbiorem stopni jed-
nomianéw bedacych sktadnikami Pj,. Z definicji I, N Iy, = 0 dla (j,m) # (i, k).
Ustalmy s € [0,1). Warunek b) implikuje, ze

Iulls = IR0 < 2 =0,

a to oznacza, ze

2s

I 2) = 2 k=0

Hpjk 2D Hpjk

2

Dzigki ortogonalno$ci wielomianéw pjx, otrzymujemy, ze
[Pally = | 3 oim

neljy, Z Hpﬂm oD Z /8]1)/ ‘a’]knz t" ’ dtd\(z

2,2n |aﬂm|
- ¥ w2820 =S .
/ [jtn] 2n + 1

ne[jk nEIjk

Wykorzystujac powyzsze zaleznosci dostajemy nastepujace oszacowanie:

1|ajkn|2>s <1>< |ajkn|2>5 <« 1
Z<j42n—|—1 > 2|5 2 2n+1/) Zﬂs d

ko ik ]4 neljy, ik 2.0
1 N 2 i(1s)
= § ZH 0 > 3 i 2 [Pl 7
i 2 . © 1 .
_ 9i(1-9) 9i(1-9)
z_: — 2.0 ~ ;2743
= 00

dla s € [0,1), co konczy dowdd. H
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Twierdzenie 2.10. Niech ® € C(0D) bedzie Scisle dodatniq funkcjq. Istnieje funkcja
f(z) = apz" holomorficzna w D taka, Ze

n=0
1. R*(f) = ® na OD
2. R*(f) € C(D)
00 |anP s B
3. 7;)(271—1-1) = o0, s€]0,1).

Dowdéd. Bez straty ogdlnosci zatézmy, ze sup ®(z) < 1. Indukcyjnie pokazemy, ze
z€dD

istnieje ciag wielomianow ortogonalnych {Qk}zo_o o nastepujacych wtasnosciach:

Ny,
(pl) Qy := Z Py; jest sumg wielomianéw wzajemnie ortogonalnych F;
j=0
k—1 k
(p2) RA(Py) < |c1>—7z2(2 Qm> na dD, j=0,1,..., Ny
m=0 1,0D

(p3) R2<§0Qm> < ® na oD
(p4) Rz(zk:cgm) > i(@—R2<I§Qm)>+R2<:§)Qm) na oD
w5) [[@sll,, > H@ RQ(ZQm)

1,00

W konstrukeji wyzej wymienionych wielomianéw bedziemy wykorzystywac iteracyjnie
Lemat z nowymi danymi a, h, ¢,0,e w kazdej iteracji. Na poczatek wybierzmy
Qo = 0, a nastepnie zastosujmy Lemat do danych

1
.—Zle%fDCD() h:=® ¢=0, 9.—2.
W ten sposob otrzymujemy N; € N oraz wielomiany ortogonalne Py, Py, ..., Py,
takie, ze
o RY(P,) < H@HMD na oD, j=0,1,...,N;
N ’
o R Py)<® naoD
=0
N 1
RA(YPiy) > 5@ na oD,
=0
Ny
Teraz wystarczy zdefiniowaé¢ wielomian @ := Z Py, dla ktérego natychmiast zacho-
=0

dza warunki (pl) — (p5).
Kontynuujac indukcyjnie zatézmy, ze wielomiany ortogonalne Qg,Q1,..., Q% 0
wlasnosciach (pl) — (pb) zostaly juz skonstruowane. Ponownie zastosujmy Lemat

tym razem do danych
k+1 3 k
, h::4<¢—R2<ZQm)>7

(o)

m=0
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._k‘ 0._2 '—1'f o 22 k
Pi= O 0=y €~—8;e%m<<2>— (mzzoczm)u)),

by otrzymac liczbe Ny, 1 € N oraz wielomiany ortogonalne Py 10, Pri1,1; -5 Pry1,n 0
ktére sa réwniez ortogonalne do wielomianéw Qq, @1, . .., Qr. Dodatkowo dla wielo-
mianéw Pry10, P11, - -+ Prta,n,,, zachodzg nastepujace warunki na Ol:

@_R2<§:Qm) k+1

5 j:O’...,Nk+1
m=0 1,0D

b) R2<N§1Pk+1,j> < h= i(é_W(mZk:OQm))

Jj=0

)RQ(]\%IPM-LJ') > 0h = ;(q)_nz(mzk:oc)m))

7=0

Ni41 k Nt
|R2( > Qnt 3 Peig) =R X Qn) =R 3 Piosy)
7=0 m=0 j=0
Nk
Dalej okre$lmy wielomian Qp41 := Y Pji1; i zauwazmy, ze warunki (pl) — (p2) oraz
7=0
(p5) sa natychmiast spelnione dla tak zdefiniowanego wielomianu. Pozostate warunki
(p3) — (p4) wynikaja z prostych rachunkéw na 9D:

a) RZ(P]ﬂJrl’j) <

< 2e.

W(%QQ <W(i@@+n%%ﬂ+igxﬂa—ﬁ(i@@@ﬂ

m=0 m=0 m=0
w(Ea)oow(E0)
=

oraz

W(%@@ (i@@+R%%Q—M<M@—W(i@Q@Q

k

(S o) (e m(Sen)

Tym samym skonstruowalisémy ciag wielomianéw ortogonalnych {Qk}keN o wtasno-
Sciach (pl) — (p5).

Zauwazmy, ze jesli wielokrotnie skorzystamy z wlasnosci (p3) — (p4), to otrzymamy
nastepujaca zaleznosé na oD

<I>—R2<§:0Qm> < B i(@—R2<§Qm>> —R2<:§)Qm)

e (Sen) < ()
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Stad wnioskujemy, ze nh%rglo R2(Z Qk> = ® na JD. Co wiecej, jezeli n > m, to
k_

ap (R?(é@k—é@jk)@)% - s (2 3 @)e)

z€0D

N
w
=
T

N
[¢2]
o
T
N T
(]
b
[N}
/N
O
e
~——
O
N——
Nl=
N——————

k=m+1
< — H@ 2
> (%5) llls,
j=m+1
— 0
n,1M—00

Zatem { Z Qk} jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni HR*(D) i na mocy Pro-
neN
pozyCJl E jest zbiezny w przestrzeni HR*(D). Mozemy wiec zdefiniowaé funkcje

f= Z Qi holomorficzna w . Réwniez z Propozycji wnioskujemy, ze
k=0

R (f) = hmR(ZQk>z<I> na 0D,

n—oo

a ponadto na mocy Twierdzenia funkcja Rz( f) jest ciagta w D.
Pamigtajac, ze Q9 = 0 mozemy pominaé ten wielomian w funkcji f i zapisaé
00 oo Ng
= ZQk = Z Zij. Rozbieznosé szeregu wspoédtczynnikéw Taylora funkcji f
k=1 j=0
otrzymamy podobnie jak w poprzednim twierdzeniu. Wtasnosé (p2) implikuje, ze

k

1Pull, = [R2P, oy <

1.6D ) j:()a"'7Nk7

1,6D

’mﬁ(%%)

co jest réwnowazne z

—k
2 .
HijHQD < 1, ]:O,...,Nk.
1,0D ’

R (50

Jedli s € [0,1), to z powyzszej nieréwnosci otrzymujemy, ze

1 _k ) 1—s
Il > el (@—R2<2Qm>‘ HijHw)
m=0 1,0D ’ , ]:O,,Nk
k—1 k(s—1) 9
= H(D—R2<2Qm> HPk]HQD
m=0 1,0D

(2.10)
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Niech Pyj(z) = Y pujn(2) = D agjnz" bedzie rozwinieciem jednorodnym wie-
nGIkJ nEIk]—
lomianu Fy;, gdzie Ii; jest zbiorem stopni jednomianéw wystepujacych w Py; oraz
LN I =0 dla (m,j) # (k,i). Ortogonalno$¢ wielomianéw pyj,, daje nam nastepu-
jacy ciag rownosci:

2
HPMH;D = EZI HpkjnH;D = GZI /E)D /01 |akjnzntn|2dtd/\<2> = Z |22k¢|1
n€ly; n&lkj

nGij

7, powyzszego natomiast otrzymujemy oszacowanie:

s (el s s (3 ey S5 n;
Sa\2n+1 - v 2n + 1 P K

2,D
nelk]-

0o k—1 (S 1 Nk
> ‘P—R2<ZQm> >Rl
k=1 1,0D  j=0
k(s—1)
-5 H«D R[S @m) o
= 1,0D
k(s—1)+1
B
k=1 1,0D
I
> -
= 2~
dla s € [0,1), ktére konczy dowdd twierdzenia. ]

Na koniec wréémy na chwile do poczatku naszych rozwazan, gdzie wspomnielismy;,
ze odwrotny problem Radona jest w pewnym stopniu podobny do uogélnionego za-
gadnienia istnienia funkcji wewnetrznej, ktéry dla dysku jednostkowego D okreslamy
nastepujaco: Niech bedzie dana funkcja ® € C(9D) $cisle dodatnia na dD. Znajdz
funkcje g € O(D) taka, ze

lim ‘g (2t) ‘ ®(z) dla z € ID. (2.11)

Oczywiscie przyjmujac ® = 1 otrzymujemy standardowa wersje problemu istnienia
funkcji wewnetrznej. Rozwiazanie problemu ([2.11) moze by¢ tatwo znalezione korzy-
stajac z catki Schwarza. Mianowicie, istnieje rzeczywista ciagta funkcja ¢ taka, ze
® = e?. Wtedy rozwiazujac standardowy problem Dirichleta dla funkcji ¢ otrzymu-
jemy funkcje harmoniczna ugs € C(D) taka, ze uy, = ¢ na dD. Dalej, podobnie jak w
dowodzie Lematu [2.4] zastosowanie catki Schwarza do funkcji ug daje nam funkcje
S(uy) € O(D) taka, ze Re(S(ug)) € C(D) oraz Re(S(uy)) = ¢ na 9D. Nastepnie
wystarczy tylko zdefiniowaé¢ funkcje g := e5(“¢) ktéra jest rozwigzaniem problemu
. W tym miejscu mozemy zauwazy¢, ze jesli funkcje f, g € O(D) sa rozwiazania-
mi probleméw odpowiednio oraz (2.11)), to zaréwno |g| jak i RP(f) sa funkcjami
ciagltymi do brzegu 0D, co zostato pokazane w Twierdzeniu

Z drugiej strony rozwazajac liczbe miejsc zerowych w D otrzymanych rozwiazan
mozemy zauwazy¢ pewna réznice miedzy mozliwymi rozwiazaniami probleméw ([2.1))
oraz (2.11). Jesli g jest rozwigzaniem problemu (2.11), to ciaglo$¢ na D funkcji |g|



implikuje, ze g nie moze mie¢ nieskonczenie wielu zer. Natomiast lekko modyfiku-
jac rozwigzanie problemu Radona w Twierdzeniu [2.7] tatwo mozemy otrzymaé roz-
wigzanie o nieskonczeniu wielu zerach. Przypomnijmy, ze w Twierdzeniu nasze

rozwigzanie bylo postaci f := > fi, gdzie fi(z) == (ngp + 1)%Qk(z)z"’“, a Qr sa
k=1

pewnymi wielomianami takimi, ze Qx(z) # 0 dla z € dD. Wspomnieliémy réwniez, ze
stopnie n; mozemy dowolnie zwickszac¢ nie tracac waznych wlasnosci, dzieki ktérym
skonstruowaliSmy rozwigzanie. Mozemy zatem dokonaé nastepujacej modyfikacji: Dla
m € N, m > 1 wybierzmy r,, € (0,1) oraz n,, € N odpowiednio duze tak, aby

m—1

> (nkp + 1) %Qk(z)znk

k=1

< (nmp + 1) %r,’f{”

Qm(z)‘ dla z € r,,0D. Wtedy na mocy

twierdzenia Rouché wielomian (nkp + 1)%Qk(z)z”’“ ma taka sama liczbe miejsc
k=1

zerowych w dysku r,, D co wielomian (n,,p + 1)%Qm(z)z”m. Wybierajac odpowiednio
rosnacy ciag liczb {rm}meN C (0,1) oraz {nm}meN C N mozemy uzyskaé¢ funkcje f,
ktora ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych w D.

Na zakonczenie dodajmy, ze rozwiazanie f problemu Radona mozna tak zmo-
dyfikowaé, aby jego granice radialne byly nieskonczone, tzn. lgrll’ f (tz)‘ = oo dla
z € 0D. Podobnie jak powyzej, mozemy zwiekszy¢ jeszcze bardziej stopien n,, € N

oraz 1, € (0,1) tak, aby (nmp+ 1>%rﬁ{”‘Qm(2)‘ >m+ mz—:l (nkp—i- 1)%62;{(2)2"’“ dla
k=1

z € rp0dD. Wtedy dla z € 0D otrzymujemy szacowanie

> (nmp + 1)%r21m!@m(rmz)| -

m m—1 1
> filrmz) > (nkp + 1) PQr(rmz)rnk " > m.
k=1 k=1

Zatem lim
m—00

dla z € 0D.

kij: fr(rm2)

= oo dla kazdego z € ID, a to oznacza, ze %nrll ‘f(tz)‘ =00
—



Rozdziat 3

Odwrotny problem Radona na obszarach
kotowych $Scisle wypuktych

W tym rozdziale przejdziemy do problemu Radona w przypadku wielowymiaro-
wym. Jest to zasadnicza cze$é¢ rozprawy, ktora pozwala nam w pewien sposéb scha-
rakteryzowaé mozliwe zachowania brzegowe funkcji analitycznych na ograniczonych
obszarach kotowych $ciéle wypuktych w C?, d > 1.

3.1. Obszary scisle wypukte kolowe

Na poczatek przypomnijmy analityczna definicje obszaréw Scisle wypuktych w
wielowymiarowej przestrzeni zespolonej:

Definicja 3.1 (Rozdzial 3.1, [24]). Niech Q bedzie obszarem w C¢, a n jego funkcjq
definiujgcq klasy C?. Méwimy, ze Q jest obszarem Scisle wypuktym w punkcie P € 01,
jesli Hesjan rzeczywisty funkcji definiujgcej n w punkcie P jest dodatnio okreslony na
przestrzeni stycznej w punkcie P do zbioru €2, tzn.

0%n
82j8§k

d 8277 d
Plw. P\w.
Rel 3 50 Py ) + 32 S0 (oo

jk=1 jk=1

4.9
dla dowolnego w € C? takiego, ze w # 0 oraz Re(Z an(P)wj) =0.
j=1Y~J
Mowimy, Ze obszar ) jest scisle wypukty, jezeli jest scisle wypukty w kazdym punkcie

of.

Oczywiscie dodatnia okreslono$¢ powyzszego Hesjanu nie zalezy od wyboru funkcji
definiujacej obszar €.

Definicja 3.2 (Definicja 2.1.2, [29]). Mdéwimy, ze zbiér Q C C? jest kotowy, jesli dla
dowolnych z € Q oraz 0 € R zachodzi €z € Q.

Czesto wtasnosci brzegowe funkeji analitycznych wielu zmiennych warto analizo-
wacé rozwazajac tzw. ciecia zespolone funkcji holomorficznych. Sg to funkcje zawezone
do cie¢ zespolonych obszaru, tj. zbioréw zID, gdzie z € 0f2.
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Definicja 3.3 (Rozdzial 1.2.5, [29]). Niech Q bedzie ograniczonym obszarem $cisle
wypuktym kotowym w C? oraz niech f € O(Q). Dla ustalonego z € 9Q okreslamy
funkcje

f:: D3 wr— f(2w).
Funkcje tej postaci nazywamy cieciami zespolonymai funkcji f.

Ciecia zespolone funkeji okreslonych na obszarach z C? umozliwiaja nam na zasto-
sowanie faktow z teorii funkcji jednej zmiennej w analizie funkcji wielu zmiennych.
o0

Zauwazmy, ze jesli f = Z P, gdzie kazde P, jest wielomianem jednorodnym stopnia

n=0
n, to f.(w) = Y Pu(2)w", z € Q. Zatem powiemy, ze P,(z) sa wspélczynnikami
n=0

rozwiniecia f, W szereg potegowy. Stad tez otrzymujemy, ze ciecia zespolone funkcji
holomorficznej réwniez sa funkcjami holomorficznymi.

3.2. Operator Radona na obszarach scisle wypuktych
kotowych

W poprzednim rozdziale skonstruowalismy rozwiazanie problemu Radona na dysku
jednostkowym za pomoca catki Schwarza oraz jednomianéw z" odpowiednio duzego
stopnia. Jednakze w przypadku wielowymiarowym odpowiednik calki Schwarza nie
istnieje. Stad potrzebne jest inne podejscie.

W pracy [34] pokazano, ze na kuli jednostkowej B, istnieje ciag wielomianéw
jednorodnych {pn}neN stopnia n taki, ze dla wszystkich n € N zachodzi ‘pn(z)’ <1

2
dla z € 0B, oraz / ‘pn(z)‘ dv(z) > /727, gdzie v jest miara probabilistyczng na
OBy

0B,. Oznacza to, ze powyzsze ograniczenia nie zaleza od stopni tych wielomianéw jed-
norodnych. Sg to wspomniane we wstepie rozprawy wielomiany Rylla-Wojtaszczyka,
ktore wielokrotnie pdézniej byly wykorzystywane w badaniu wtasnosci brzegowych
funkcji analitycznych w B,;. Konstrukcje funkcji analitycznych o w pewnym sensie
ekstremalnym zachowaniu na prawie wszystkich cieciach zespolonych kuli jednostko-
wej znajduja sie na przyktad w [35]. Pokazano tam, ze istnieje funkcja analityczna
w B, i ciggla na B, taka, ze prawie kazde ciecie zespolone tej funkcji ma rozbiezny
szereg wspoOtczynnikéw Taylora z dowolng potega s < 2. Ograniczenie do prawie
wszystkich cie¢ zespolonych w powyzszym rezultacie wynika z faktu, ze wykorzystane
tam wielomiany Rylla-Wojtaszczyka maja zera na 0B, Stad aby mdc kontrolowaé
miejsca, gdzie wartoéci wielomianéw Rylla-Wojtaszcezyka sa mate, w pracy [36] zosta-
to pokazane, ze istnieje liczba K € N oraz ng € N, dla ktérych mozna skonstruowac
ciag wielomianéw jednorodnych {pn} . stopnia n taki, ze jesli n > ng, to ‘pn(z)‘ <2
K(n+1)—1 1 "
oraz Yy ‘pj(z)’ > 3 dla z € 0B,;. Takie wielomiany znalazly zastosowanie w
j=Kn

uzasadrjlieniu, ze istnieje funkcja holomorficzna w kuli jednostkowej By, ktéra nie jest
catkowalna z dowolng potega na kazdym cieciu zespolonym kuli B;. Inne ciekawe
zastosowania wielomianéw Rylla-Wojtaszczyka znajduja sie przykladowo w [9].
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Okazuje sie, ze wielomiany o powyzszych wtasnosciach istniejg réwniez na obsza-
rach kotowych écisle wypuklych w C%. Mianowicie w pracy [19] zostato udowodnione
ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.4 (Twierdzenie 2.5, [19]). Niech Q C C¢ bedzie obszarem kotowym
scisle wypuktym. Istnieje liczba K = K(0) € N, dla ktorej istnieje liczba Ny € N
taka, ze dla wszystkich liczb naturalnych N > Ny oraz ny,...,nxg € N takich, Ze
N < ny < - < ng < 2N istniejg wielomiany jednorodne uq, ..., ux o stopniach

odpowiednio ny, ..., ng takie, Ze — < max ‘uj(z)‘ < 1 dla wszystkich z € 0N2.
2 1<K

W konstrukeji rozwiazania odwrotnego problemu Radona skorzystamy z uprosz-
czonej wersji twierdzenia z [16]. Twierdzenie to méwi nam, ze majac dana funkcje
ciggta i Scidle dodatnig na brzegu obszaru kotowego $cisle wypuktego mozemy otrzy-
maé zbiér funkeji holomorficznych w tym obszarze i cigglych na jego domknieciu,
ktore w pewnym sensie razem jg przyblizaja. Warto podkresli¢, ze liczba elementéow
w tym zbiorze funkcji nie zalezy od funkcji, ktérg chcemy aproksymowac.

Twierdzenie 3.5 (Twierdzenie 3.2, [16]). Niech Q C C?¢ bedzie obszarem kotowym
scisle wypuklym. Istnieje N = N(0) € N takie, ze jezeli e € (0,1), T jest zwar-
tym podzbiorem §2, h jest cigglq i scisle dodatniq funkcjg na O0S), to istniejq funkcje

fi,--, [n € 0O(Q)NC(Q) takie, ze
1. Hmeng, m=1,...,N

2. Z< max ‘fm‘<hna8§2.

1<m<N

Jak to zostalo zaobserwowane w [21], funkcje w Twierdzeniu moga by¢ zastapione
wielomianami.

Przyjmujemy, ze do konca tego rozdziatu 2 bedzie oznaczaé obszar Scisle wypukty
kotowy w C?. Operator catkowy Radona definiujemy analogicznie jak w przypadku
jednowymiarowym. Ustalmy p > 0. Jesli f € O(R), to dziatanie operatora Radona
R? na funkcji f okreslamy jako:

Rqﬁ@y:AWﬂan,zeag

Podobnie odwrotny problem Radona standardowo stawiamy w nastepujacy sposéb:
Niech bedzie dana funkcja H: 02 — R, $ci$le dodatnia i ciggta na 0. Znajdz
funkcje f € O(Q) taka, ze

RP(f) =H na 0. (3.1)

W tym rozdziale rozwazymy réwniez nastepujacy operator:
Uk

k=1 = Ve + 1

gdzie uy sg wielomianami jednorodnymi stopnia np € N. Okazuje sie, ze powyz-
szy operator jest $cisle zwiazany z operatorem Radona. Zauwazmy, ze jesli u, jest
wielomianem jednorodnym stopnia n € N, to mamy nastepujaca zaleznos¢ miedzy
operatorami R? oraz SP:

€ O(Q)a

‘W@M@:AWMaWﬁZAWMMWWthﬁf:pmm@ﬁ.
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Operator SP pozwoli nam otrzymaé funkcje holomorficzng w Q i ciggly w Q, ktérej
wszystkie cigcia zespolone maja rozbiezny szereg wspotczynnikéw Taylora z dowolng
potega s € [O, min{1, p}) Takie funkcje zostaty réwniez skonstruowane na obszarach
Scisle wypuktych kotowych w |14], Sci$le pseudowypuktych kotowych w [10], a na kuli
jednostkowej w [35].

W ponizszych rozwazaniach, podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, przy-
datne okazg si¢ wlasnosci nastepujacej przestrzeni metrycznej

HRP(Q) := {f € O(Q): sup RP(f)(z) < oo}

z€00)

1

z zadana metryka p(f, g) := sup (R”(f - g)(z)) " gdzie ¢ = min{p, 1}. Przestrzen
z€01)

ta jest zupelna, co pokazemy ponizej, a w dowodzie skorzystamy z nastepujacej pro-

pozycji.

Propozycja 3.6 (Propozycja 1.5.4 oraz podrozdzial 1.5.3, [29]). Niech f € O(U),
gdzie U C C? jest zbiorem otwartym. Wtedy funkcja | f|° dla dowolnej dodatniej statej
¢ > 0 jest subharmoniczna w U. Zatem dla takiej funkcji spetniona jest nierownosé

c 1
< cd 2d 3.2
£2d(Bd(w, 7“)) /]Bd(w,r) ’f| < ( )

dla dowolnych w € U oraz r > 0 takich, ze By(w,r) C U.

f(w)

Propozycja 3.7. Przestrzen (HRP(Q),p) jest zupetna dla dowolnego p > 0. Ponad-
to, jezeli f, Tﬁo f wHRP(Q), to RP(fn) = RP(f) na 022, gdy n — oo.

Dowéd. Ustalmy p > 0. Niech { fn} N bedzie ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni
HRP(2) oraz niech £ > 0. Istnieje N € N takie, ze

(Rp(fm - fn)(2>)q <e Vmn=N Vzeon
Stad
1
L (=)t dt <t VmanzN vzeon (3.3)

Niech ¢ bedzie miara probabilistyczng na 0€). Jesli przecatkujemy stronami nieréw-
nosé (3.3)) wzgledem 052, to otrzymamy

! p
m — Jn)\Z o\zZ g m,n = .
/E)Q/o Kf f)(t)’dtd()< I Vm,n>N

Funkcja f,, — f, jest holomorficzna w €2, a zatem opierajac si¢c na Propozycji [3.6
funkcja ‘ fm — fn‘p jest subharmoniczna. Niech K bedzie zwartym podzbiorem (2,

w € K oraz r = %dist(K, 00), a wiec By(w,r) C Q. Istnieje stata m; > 0 taka, ze
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£2d (Bd(w, 7“)) = mar??. Istnieje réwniez stata C; > 0 taka, ze jakobian Jac, parame-
tryzacji ¢: 0Q x [0,1] 3 (2,t) — 2t € Q jest ograniczony z gory przez Cy. Wtedy
dostajemy nastepujace oszacowanie:

1
= 1) ) < gy Lo
12d [ | = ful g

S 7Td7“2d /dQ/ ‘ ’ dtdo(2)

fn = fo A

dla dowolnych m,n > N. W szczegdlnodci,

sup | (£ — £2) )] < 25

57 vm,n=N.
weK T™ar

Powyzsze implikuje, ze ciag {fn}nen jest zbiezny lokalnie jednostajnie na zwartych
podzbiorach Q. Niech f bedzie funkcja graniczna ciagu {f, }nen. Funkcje f,, sa holo-
morficzne, a zetem rowniez funkcja f jest holomorficzna.
Teraz pokazemy, ze f, -+ f oraz f € HRP(Q). Z nieréwnosci (3.3) wynika, ze
5
/ (fn = fa) @) dt <27 ¥6€(0,1) Vmn>N VzedQ  (34)
0

Z racji, ze f,, — f lokalnie jednostajnie, to mozemy przejs¢ z m do granicy w (3.4)),
by otrzymac, ze

s
/ (F=fa)et|'dt <t voe (1) ¥n=N Vzeon
0
Powyzsze nier6wnosci zachodza dla dowolnej § € (0,1), a zatem
1 p
N =r)enfde <=t vazN veeon
0

Co wiecej, na mocy nieréwnosci trojkata

Q=
Q|-

sup (Rp(f)(z)yl] < sup <Rp(f—fn)(z)) + sup (Rp(fn)(z)> <oo VYnx=N.

2€082 z€00 z€00

Stad f, Tﬁo foraz f € HRP(Q).

Jesli f, n_%o f, to p(f, fn) —= 0. Ponownie nieréwnos¢ trojkata daje nam

< sup <Rp(f— fn)(z)>; — 0.

z€00)

sup
z€090)

1 1
Dlatego (Rp(fn)) i (Rp(f)) * na 89, gdy n — 0o, a w konsekwencji mamy zbiez-
nosé jednostajnag RP(f,) = RP(f) na 09, gdy n — oo. ]
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Podobnie jak w przypadku dysku jednostkowego, w naturalny sposob mozemy
rozszerzy¢ dziatanie operatora Radona R? na funkcji f € O(£2) nastepujaco:

RP(F)(2) = /01 [zt dt, zeQ

Lemat 3.8. Istnieje stala ¢ € (0,1) taka, Ze dla dowolnych 6 € (0,1), z € 02 oraz
w € Q) jezeli ||z — w|| < 6, to istnieje w € ON) takie, Ze w = sw, gdzie s € (1 —0,1).

Dowdéd. Niech 7 := dist(0, 012). Dla dowodu nie wprost przypu$émy, ze stata ¢ € (0, 1)
taka jak w lemacie nie istnieje, tzn. dla wszystkich ¢ € (0, 1) implikacja w tezie lematu

nie zachodzi. Wezmy zatem dowolny cigg {cn} o © (0,1) taki, ze lim ¢, = 0 oraz
¢n, < 7 dla n € N. Wybierzmy réwniez ciggi {5n} oy © (0,1), {wn} oy © Q oraz

{zn} C 0 takie, ze ||z, — wy,|| = ¢,0, dla n € N oraz lim ¢, = 0. Dla kazdego
neN n—00

w, istnieja w, € 0N oraz s, € (0,1) takie, ze w, = s,w,. Skoro implikacja w tezie
lematu ma nie zachodzi¢, to s, < 1 — 4, a zatem ||W,, — wy|| = §,||W,|| = 76,. Jedli
W, = 2, to otrzymujemy sprzecznos¢, poniewaz ¢, < 7 dla n € N. W przeciwnym
wypadku otrzymujemy tréjkat o wierzchotkach z,, w, oraz w,. Oznaczmy miary
katow w tym trojkacie przez a,, = |z, Wpwy|, Bn = |LWpzpwpl, Yo = |£20wnW,].
W takim tréjkacie mozemy rozwazaé funkcje a,,: 0 X Q 3 (z,, wy,) — an(2n, wy),
gdzie ay(z,, wy,) == | £z, Ww,|. Zauwazmy, ze funkcja ta jest ciagla na 92 x Q oraz
min {an(z,w): |z —w|| <71, z2€0Qwe Q} > 0. A zatem skoro ||z, — w,|| < T, to
istnieje stala m > 0 taka, ze a,, > m > 0 dla n € N. Z drugiej strony z twierdzenia
sinuséw dla trojkata o wierzchotkach z,, w, oraz w, mozemy oszacowal

sinag,  ||zn — wy| CnOn Cn

sin o, < sin By, ||y — wa||  Gul|@a|| T T noeo

Stad li_>m o, = 0, co réwniez prowadzi do sprzecznosci i tym samym konczy dowdd.
n—oo

[
Twierdzenie 3.9. Niech p > 0 oraz f € C(2). Wtedy jesli RP(f) € C(0R2), to

RP(f) € C(2).
Dowod. Wezmy rosnacy ciag liczbowy {an} . taki, ze nh_}rrolo a, = 1. Dalej okreslmy

ciag funkcji {un} . nastepujaco:

Up: O D 2 —> /Oan ‘f(zt)‘pdt eR.

Biorac pod uwage ciagtos¢ funkcji f na €2, to tak zdefiniowany ciag funkcji jest nie-
malejacym ciggiem funkcji cigglych na 0 taki, ze Jim On(2) = RP(f)(2) dla kazdego
z € 08. Stad jesli RP(f) jest funkcja ciagta na 9L, to na mocy twierdzenia Diniego
(Twierdzenie 7.13, [32]) ciag {gbn}neN jest zbiezny jednostajnie do funkcji RP(f) na

9.
Niech D := max{l,diam(Q)}. Ustalmy ¢ > 0 oraz z € 0f). Ze zbieznosci jed-

nostajnej ciagu {gbn} o OTaZ ciaglosci funkeji RP(f) na 02 wnioskujemy, ze istnieje
0 > 0 taka, ze
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1
‘Rp(f)(z) —Rp(f)(g)‘ < % dla dowolnego ¢ € 02 takiego, ze |z — (| < 5(1 + D)
D 1
T& / L lrenfar < % dla dowolnego ¢ € 9
( — 1>/ ‘f (t t < E dla dowolnego (¢ € 0.
9
Wezmy stal@ c € (0,1) z Lematu Niech w € Q bedzie takie, ze |z — w| < %

Wtedy mozemy wybra¢ w € 0f) takie, ze w = sw dla pewnego s € (1 — %, 1). Stad
otrzymujemy, ze

RI(N@) - RN = | [ s

~—

/0 pdt—/ol\f(wt)‘pdt‘
/01 Flat pdt—/ol‘f(@st)‘pdt‘
_ /O flat pdt—i/os‘f(wt)‘pdt‘
/01 f(at ”dt—l/l\f @t) pdt'+1/:

< (N—l)/]fwt dt+D 5 1 ‘f(@t)‘pdt
2e
<.

Dalej z faktu, ze ||@|| < D oraz nieréwnosci tréjkata wynika, ze

~—

~—

f(@t)|"dt

~X

. co 5HwH
— —w|+ + — +1
|z —w| < |z —w| + |w—w| < ) D <6<D >,

a zatem [RP(F)(2) = RY(f)(@)
tréjkata prowadzi do nastepujacego oszacowania:
R - RAPW)| < R - R () (@ - RY(Nw)| < ¢

i to konezy dowdd. [

€ . L ;.
< 3 Na koniec ponowne zastosowanie nieréwnosci

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze majac dowolne rozwiazanie f € O(§2) pro-
blemu Radona na 02 funkcja RP(f) moze by¢ przedtuzona w sposéb ciagly na €.

3.3. Lakunarne wielomiany K-sumujace

Jak juz wczesniej wspomnieliSmy, gtéwnym narzedziem w naszym podejsciu do
skonstruowania rozwiazania odwrotnego problemu Radona beda lakunarne wielomia-
ny K-sumujgce. W tej sekcji podamy definicje, pewne przydatne wlasnosci oraz zba-
damy dzialanie operatorow RP i SP na tych wielomianach.

Definicja 3.10. Niech K € N. Wielomian Q) nazywamy wielomianem K -sumujgcym,
K

jezeli ma rozwiniecie jednorodne postaci () = Z uj, gdzie kazdy u; jest wielomianem
j=1

jednorodnym stopnia deg(u;) = n; € N, j =1,2,..., K, oraz posiada nastepujgce

wiasnosci:
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i) 1%33}(‘“1(2)‘ <1 dla z €00

i) 5 deg(Q) <ord(Q) =ny <ng < -+ <ng = deg(Q).

Ponadto wielomian Q) nazywamy lakunarnym wielomianem K-sumujgcym, jezeli do-
datkowo zachodzqg warunki:

1
i) max ‘uj z ‘ > 5 dla z € 09
w) f< L<2, j=1,2,...K—1.
]
Istnienie wielomianéw K-sumujacych wynika wprost z Twierdzenia [3.4 Réwniez ist-
nienie lakunarnych wielomianéw K-sumujacych otrzymujemy jako wniosek z tego sa-
mego twierdzenia zwickszajac odpowiednio N tak, by stopnie wielomianow jednorod-

nych tworzacych wielomian K-sumujacy dato sie odpowiednio rozsunaé¢, otrzymujac
tym samym warunek iv) definicji.

Whniosek 3.11. Istnieje K = K(02) € N, dla ktdrego istnieje N € N takie, ze dla
dowolnego N > Ny istnieje lakunarny wielomian K-sumujgcy stopnia N.

Dowéd. Wezmy K = K(9Q) € N oraz Ny € N z Twierdzenia Wybierzmy odpo-

wiednio duze Nx > 2N, takie, aby dla N > Nk istnial K-elementowy zbior liczb

naturalnych %N < n < ng < --- < ng = N, dla ktérych zachodza zaleznosci

V2 < % < 2, gdzie j=1,2,..., K —1.Dla takich N oraz ny,ns,...,ng na mocy

Twierdzenia [3.4] istnieja wielomiany jednorodne wy,us, ..., ux stopni odpowiednio
K

1
ni,ne,...,ng takie, ze 5 < 1maX lu;j| < 1 na 0Q. Wtedy zauwazmy, ze Zu] jest
j=1
lakunarnym wielomianem K-sumujacym stopnia N. O]

3.4. Wlasnosci wielomianéw K-sumujagcych

W tej sekcji przedstawimy kilka kluczowych wtasnosci wielomianéw K-sumujacych,
ktore pozwola nam skonstruowaé generatory rozwigzania odwrotnego problemu Ra-
dona.

Lemat 3.12. Niech T' C Q bedzie zwartym podzbiorem (), ¢ > 0 oraz K € N. Istnieje
Ny € N takie, zZe dowolny wielomian K-sumujgcy ) stopnia N > Ny spetnia warunek

v, <

Dowdéd. Zbior T jest zwartym podzbiorem €2, wiec istnieje r € (0, 1) takie, ze T C r{.
Pokazemy, ze wystarczy wybra¢ Ny € N takie, ze dla n > Ny zachodzi nieréwnosé¢
nKri" < e

Niech Zuj bedzie rozwinigciem jednorodnym wielomianu () o stopniach odpo-
j=1
wiednio nq,...,ng € N takich, ze %N <nyp < - <ng =N, gdzie deg(Q) = N oraz
N > Ny. Wtedy mozemy oszacowacd

NZUJ rz)| < sup (NZT”J
=1

[Vl < su sup

z€00

K
z)D < N;r"f < NKrsN

Z powyzszego wynika, ze jesli N > Ny, to HNQHT < g, co konczy dowdd. ]
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Dalej podobnie jak w przypadku jednowymiarowym pokazemy wspomniang juz
we wstepie wlasnosé prawie dodawania dla wielomianéw K-sumujacych odpowiednio
duzego stopnia.

Lemat 3.13. Niechp >0, ¢ >0, M >0 oraz K € N. Istnieje No € N takie, ze dla
dowolnego wielomianu K -sumujgcego @ stopnia N = Ny oraz funkcji f,g € Cp(£2)
nastepujgce zaleznosci

R ({/pNfQ) + R (g) —¢ < RY({pNfQ+g) < RY({pNfQ)+ R (g) +¢

zachodzg na 0.

1
Dowdd. Niech q := max{p,1}. Niech § € (0, 1) bedzie taka, ze / lg(zt)|Pdt < g dla

z € 002. Wybierzmy k € N takie, ze k > p. Istnieje Ny € N takie, ze dla dowolnego
N > Ny zachodza nieréwnosci
. KOs <
16 .
k-1 2 &
E\*F Np
-y < ) Mmekm()m <<
m (3N +k)" 2
Pokazemy, ze takie Ny spetnia kryteria, by by¢ wybranym dla lematu.

m=1

Z racji, ze @) jest wielomianem K-sumujgcym stopnia N > Ny, niech ) = Zuj

j=1
bedzie jego rozwinigciem jednorodnym o stopniach odpowiednio nq,...,ngx € N ta-
kich, ze %N < ny < --- < ng = N. Dla uproszczenia notacji na chwile oznaczmy

F:= {pNfQ. Wtedy dla z € 0f2 mamy nastepujaca zaleznosc:
s P 7 5 K 7
( /O [F(zt)| dt) :( f(mf)jzlt”juj(z) dt)
1, K p [0 :
< (Np) "My (‘uj(z)’ / tp”jdt>
j=1 0

K mn;+1 :

P Np(SpJJr q
<Z\4‘1§ _—
(pn]+1 >

g K Mpr q5p1\27;—1

<(5)°
2)"
0 P 5
Stad / F(t)|'dt < < dla = € 00 Skoro
0
otrzymujemy dla z € 92

I3

< 1, to na mocy nieréwnosci tréjkata

RE(F* + g*)(2) /‘F’wg)(zt) dt

/\th dt+/ e

RP(F)(2) + R (9)(2)
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oraz

E dt

R%(F’“—I—gk)(z) :/01 (Fk+gk)(zt)
:/06 (Fk+gk>( )idt—i—/;’(Fk—l—gk)(zt)

/61 F(zt)‘pdt—/(S’F ot pdt+/6]g ot pdt—/l‘g ot)[dt

— RP(F)(z) + RP(g —2/ |F(zt)] dt—2/ lg(=t)[d

E dt

WV

> RF(F)(2) + R"(9)(= )—2

Jesli 0 < p < 1, to dobierajac k = 1 dostajemy teze lematu. Jednakze w przeciwnym
przypadku, gdy p > 1 bedziemy potrzebowa¢ dodatkowych oszacowan. Dla uprosz-
czenia oznaczmy przez

T)(F.g)() = |

Dalej zauwazmy, ze gdy N > Ny, dla z € 0€2 prawdziwe jest nastepujace oszacowanie:

D
k

dt.

| :szl (Z) (F<Zt))m(g(zt)>k—m

(Fo)e) < Y (f;) [ [t oo ocen]

< S () enFareare (Sl [ Aa)
m=1
k=1 /1. z m K L m

< 3 (o) 00" (35)

< S (1) e LD
m=1 \" (%pN%—k)

<3
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RI(F+9)(2) = [ |(F+g)n)a
1 k k m k—m %
= /0 ZO <m> (F(zt)) (g(zt)) ' dt
> [M(F* 4+ o) o)t - 7 (F0) 2)
> /01 ‘F(zt)’pdt + /01 ‘g(zt)‘pdt —€
= RP(F)(2) + R (9)(2) —&.
Powyzsze zaleznosci koncza dowdd. O

Oprécez whasnosci prawie dodawania mozna rowniez pokazad, ze przemnozenie wie-
lomianéw K-sumujacych odpowiednio duzego stopnia przez dowolng funkcje ciggtly i
ograniczong pod znakiem operatora Radona jest bliskie iloczynowi dziatania operatora
RP na tym wielomianie K-sumujacym oraz modutu tej funkcji w p-tej potedze.

Lemat 3.14. Ustalmy p > 0. Niech ¢ > 0, M > 0 oraz K € N. Istnieje Ny € N

takie, zZe dla dowolnego wielomianu K-sumujgcego Q stopnia N > Ny oraz funkcji
f € Cy(2) zachodzg nastepujace zaleznosci na OS):

FPRP(YNpQ) — e < RP(YNpfQ) < IFPRP(¢/NpQ) +e.

Dowéd. Niech ¢ := max{p, 1}. Ciggla funkcja f na zbiorze zwartym € jest jednostaj-
nie ciagta, a zatem istnieje 6 € (0,1) taka, ze dla t € [, 1] oraz z € 92 zachodzi

€
4K1

< |renf < ol + g

p
HOIE (3.5)
Dla tek wybranej 6 € (0,1) istnieje Ny € N takie, ze dla dowolnego N > Ny mamy
ograniczenie MP K1) PN+ o Z. Pokazemy, ze dla tak wybranego N, teza lematu jest

spetliona.
K

Niech Z u; bedzie rozwinigciem jednorodnym wielomianu K-sumujgcego () stop-

7j=1
nia N > Ny, gdzie uy,...,ux sa wielomianami jednorodnymi stopni odpowiednio
ni,...,ng € N spetniajacymi warunek %N <ny < --- <ng = N.Na mocy nierow-
nosci tréjkata dostajemy, ze dla z € 0€) prawdziwe sg nastepujace oszacowania:

<Np/§1 ]Q(zt)]’%lt)é - <Np/51

N q
<K<p><K%.

1

K p % K 1 5
Zuj(zt)‘ dt) <Y (Np / tp"jdt>
=1 j=1 0

(3.6)
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oraz
1

(Np( eI /0 ' ‘Q(zt)‘pdty < M i (Np /O ' \uj(z)]”tpnjdt> '

j=1
K

< MZZ( Np 6pn]+1>
mi\png + 1

MPK1 Np 5§pN+1> (3.7)

Prowadzi to do ponizszych wnioskéw:
R(4/NpfQ) ) =N [ [pn@enfd > Np [ \f(zt)@(zt)!”dt

2 (|t 4Kq) p [ o)

> Np\f | [ e dt—Np\f(z)\ [leena -

oraz

R (N0fQ)() =N [ |70 d

1 P 4 P
— Np /5 FE0Qt)[dt + Np /0 FE0Qe)| dt
(

e + 4Kq> Np [ QG0 dr+

e /01 Qb [t + =
= 1) R (¢YNpQ) (2) +
dla z € 992, a to konczy dowdd lematu. n

Podobng wtasnosé chcielibyémy wykazaé dla operatora SP dzialajacego na wielo-
mianach K-sumujacych. W tym celu skorzystamy z ponizszego lematu.

Lemat 3.15. Ustalmy p > 0. Niech € > 0 oraz m € N. Istnieje N € N takie, Ze dla
n €N, jeslin > N, to

1 1
(2pn)% (pn e 1)” <pn ’ 1?”

(pn +pm + 1)%(pn—|—1>
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Dowod. Wybierzmy k € N takie, ze & > ]%, a wiec ﬁ < 1. Wtedy z nieréwnosci
tréjkata otrzymujemy, ze

((pm+pn+ 1)?1'“>k

N

(m)™ + )™ )

() ﬁpn%—l)%
1)+ 32 () () 1) 7.

Powyzsza zalezno$é¢ prowadzi do nastepujacego oszacowania:

IPARY S (4) () o+ 1)
(pg\(><>

*j

I
o M?r

S =

(2pn)i(pn+pm+1) 3 =1
(pn—l—pm—i—l)%(pn—l—l) (p7ll+pm+1>’1’<pn+1)’l’
» »
el ([
(pn—l—pm+1)p =1 \J
— 0.
n—oo

Stad istnieje N € N takie, ze dla n > N dostajemy teze lematu, tj.

(2pn) (pn—l—pm+1) i (pn—l—l?”
(pn—l—pm—l—l)p(pn—{—l)p
]

Lemat 3.16. Ustalmy p > 0. Niech K € N oraz € > 0. Dla dowolnego wielomianu f
istnieje Ny € N takie, Ze jezeli Q) jest wielomianem K-sumujgcym stopnia N > Ny,

to
S ({pNfQ) — 18" (YpNQ)| <& w Q.

Dowaod. Niech f = Zvi bedzie rozwinieciem jednorodnym wielomianu f o stopniach
i=1

deg(v;) = m; € Ny i =1,2,... L. 7 Lematu wnioskujemy, ze istnieje N; € N

takie, ze jezeli N > Njp, to dla kazdego m; oraz wszystkich n € BN , N} mamy

oszacowanie

( N) (pn—i—pmz + 1)% (pn—i— 1)% < (2 )% (pn—i—pmi + 1)% — (pn—i— 1)%
p on
(pn+pml+1)%(pn+1)% h (pn—i—pmi—l—l)%(pn—l—l)%
€
S KL 1ax |oillo
(3.8)

K
Niech @ = Zuj bedzie rozwinieciem jednorodnym wielomianu K-sumujacego ) o

j=1

stopniach deg(u;) =n; € N, j =1,2,..., K. Skoro () jest wielomianem K-sumujacym
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stopnia IV > Ny, ton; € [%N, N}, j=1,2,..., K. Oznaczmy na moment dla uprosz-
czenia W := {/pNQ. Wtedy mocy (3.§) w Q otrzymujemy nastepujaca zaleznosé:
L

Sp(Wf)_fSp(W)' _ 3p<\f/ﬁzgviug‘>—émsp<\’/ﬁ]§w>|

=1 j5=1

K 1 1
= [{pN iU B
b ZZUUJ<<)/P(m¢+”j)+1 \I/panrl)‘
FoN (¢fomy + 1= {fplms + ) + 1)
{fp(ms +ny) + Lgfn; + 1
£

L K
< . .
ZZ |UZ||U]|KL max ||vg||a

i=1j5=1 1<k<L

ktora konczy dowdd lematu. O]

Na koniec tej sekcji pokazemy, ze wielomiany K-sumujace dowolnego stopnia prze-
mnozone przez ten stopien i widziane przez operator SP sg ograniczone przez staty
niezalezng od stopnia tego wielomianu.

Lemat 3.17. Ustalmy p > 0. Niech K € N. Jezeli QQ jest wielomianem K -sumujgcym,
to na 0S) zachodzi oszacowanie

s ({frdes@Q)

Dowaod. Niech Zuj bedzie rozwinieciem jednorodnym wielomianu () o stopniach
j=1

deg(u;) = n; € N, j = 1,2,..., K. Skoro @Q jest wielomianem K-sumujgcym,

to %deg(@) < n; < deg(Q), j = 1,2,..., K. Dzieki wlasnosciom wielomianéw

K-sumujacych otrzymujemy wymagane oszacowanie na 02

s ({fpdes()

< K¥2.

i to konezy dowdd. [

3.5. Wilasnosci lakunarnych wielomianéw K-sumujacych

Te sekcje rozpoczniemy od do$é¢ ogdlnego lematu o pewnych wielomianach, ktéry
de facto postuzy nam do udowodnienia zasadniczej wlasnosci lakunarnych wielomia-
now K-sumujgcych. Mianowicie pokazemy, ze dziatanie operatora RP na lakunarnych
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wielomianach K-sumujacych odpowiednio duzego stopnia przemnozonych przez ten
stopien jest funkcjg ograniczong z géry i z dotu przez state niezalezne od stopni tych
wielomiandw.

Lemat 3.18. Ustalmy p > 0. Niech m € N, n € (1,2), § € (0,1). Istniejg ¢, € (0,06)

oraz l,, € N takie, Ze dla dowolnego wielomianu postaci P, (t) = Zajt"f, gdzie
i=1
n.
0 < max |aj| < 1, ngy = 1, orazn < St 9 i =1,...,m — 1, zachodzi
1<5<m n;

nastepujgce szacowanie z dotu:

/Olpnm}Pm(t)‘pdt > cp,.

Dowdd. Niech ¢ := max{p,1}. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny. W przypadku
m = 1 teza jest spelniona w sposéb oczywisty. Rozwazmy wielomian P;(t) = a t™,
gdzie |a;| > §. Wybierzmy [; € N takie, ze pn; > 1 dla dowolnego ny > [;. Wtedy

1 p pny 1
Py(t)| dt = P> =0y
/o pn1’ i )‘ pnl—l—l‘al‘ 2 “

W przypadku gdy m = 2 wybierzemy najpierw odpowiednig statg [, € N. Istnieje

a(n-1) )
stala a > 0 taka, ze e < 0 Stad mozemy wybraé stalg [, € N taka, ze dla
dowolnych ny, > I zachodzi
. pny <
pny+1 7 10

pny+1

<1 Oé) q >5_&
° - — Z —€e 1.
ny 9

n
Dalej rozwazmy wielomian Py(t) = ait™ + agt™, gdzie n < =2 < 2, ny > ly oraz
ny

0 < max{|a1\, ]a2|} < 1. Oznaczmy dla uproszczenia notacji Pa(t) = an‘PQ(t)‘p.

q
Jesli |ag| < (%5)p, a wiec |az| > §, to mamy nastepujace oszacowanie:

1
1 4 1
pn2 L pna P
t)dt > a  — ¢ q
</0 Pa(t) ) <pn2+1) |as)| (pn1+1> a1
9 pny p
> —0— lay]e
10 (pnl + 1) joa]
9 4
> —0— -0
10 5
)
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q
W przeciwnym przypadku, gdy |a;| > (%6) ?, otrzymujemy co nastepuje:

1 ‘ - 7

( / Pg(t)dt> > < / ! an‘Pg(t)‘pdt>
0 0 . )
17% q 1*% a

> </0 png\a1|ptp”1dt> — (/0 png\ag\pt’mdt>

1 1
q an ( o )pn2+1 q
— 1 _ p
(png +1 1 2]

-

pn; +1 1
pni1+1 pno+1
1 opn a P o 2
> P (1= ) - (1= 2)
pni +1 ny ny
>(5_E _pna _w(5 _WW40:>5 _pa
—e d —e @ =e a|=-—e d —e a.
5 5 ~ 10
Teraz wystarczy zdefiniowac staty ¢y := —e T

Postepujac indukeyjnie zatézmy, ze teza lematu zachodzi dla m = k — 1 ze stalymi

pB(n—1) 9 _
ck—1 € (0,9) oraz lp_; € N. Wtedy istnieje 5 > 0 taka, ze e~ i < 1()(1{:—611);2’“1’

Zatem mozemy wybrac liczbe naturalng [, > [, taka, ze dla dowolnego nq > [
pny B\t 9 _m
44444447( >

1 - — > —e <. Rozwazmy wielomian
pny + 1 nq 10 Y

spetniona jest nieréwnosc

k
N . Nyl
Pk(t):Zajtf,gd21e5<112]a<xk]aj\<1oraz77< T <2dlaj=1,....,k—1,

j=1 j
gdzie nq > [. Skoro lemat zachodzi dla m = k — 1 ze stalg c¢;_1, to w szczegdlnosci
oznacza to, ze jesli max |a;| > 6, to

2<j<k

1 k
/ PNy Z a;t"
0 =

p
dt 2 Ck—1-

Ponownie dla uproszczenia notacji oznaczmy na moment Py (t) := pnk‘Pk(t)‘p. Jezeli

q
e\ &
lay| < (;1> " <6, a wicc takze max la;| > 0, to korzystajac z zalozenia indukcyj-

k 2<5<
1
p q
dt

nego otrzymujemy nastepujace oszacowanie:
1 1
p q 1 q
dt) - (/ pnk\a1|ptp”1dt>
0

1 : 1
(/ Pk(t)dt> = (/ PN,
0 0 i
1 n % P
> ey = (2% )

k

4T
a;t
1

1
= (/ PN
0 —

k
ns
Cljt J
7j=2

pny +1
1
_ pny q P
>c._ﬁ1() alh
bl pny + 1 joa]
1
Z ~Ck_1.

2
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q
o\ &
Z drugiej strony, jesli |a;| > <’;kl>p, to

1 7 17% k ,
(/0 Pk(t)dt> > (/0 Pl ;ajt i

4 Ve peh
/ ! pnk|a1|ptp"1dt> — (Z/o ! pnk|aj|ptp”fdt>
k 17% q
=S () )

Q=

>

1=

. JoE
>(p7ini1)q(1—7i) oy}
¢ 1 pnj+1
_Z_:2<p7"ini1)q( —nﬁ) “ aj|e
> () =)™ el - G 0=
pnplnjr 1( B nﬂ )pnlqﬂ lay | — 22;9_]6%2
~ 1906 pfcgkl—(k—mk—?e”%"
> e (gt 02 e
9 s cp

Z 106 ! 9k+1"

Teraz na mocy powyzszych nieréwnosci wystarczy wybra¢ odpowiednio staty ¢ i to
konczy dowdd. O]

Whniosek 3.19. Ustalmy p > 0. Niech K € N. Istniejg stale cx € (O, %), Cg >1
oraz li € N takie, zZe dla dowolnego lakunarnego wielomianu K -sumujgcego Q) stopnia
N > lkg prawdziwe sqg nastepujgce ograniczenia:

1
o < /pN\Q(zt)\pdt < Ok, 2€09.
0

Dowdd. Niech Cy := 2K™>P1} oraz cx € (O, %), Ik € N beda stalymi otrzymanymi

K
z Lematu |3.18| zastosowanego do m := K, n := V2 oraz § = % Niech Zuk
j=1
bedzie rozwinieciem jednorodnym wielomianu (), gdzie kazdy wielomian jednorodny
u; jest stopnia n; € N. Zauwazmy, ze poniewaz () jest lakunarnym wielomianem

K-sumujacym stopnia N > g, to dla z € 090 wielomian ) spelia zatozenia Lema-

tu z aj = u;(z), a zatem

p
dt 2 Ck.

/ole‘Q(Zt)‘pdt B /ole’jf:lUj(Z)t”j
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Teraz, by pokaza¢ druga nieréwno$c¢ niech ¢ := max{p, 1}. Wtedy mozemy oszacowaé

K

</01pN’Q(Zt>’pdt>; B </ oy ;Uj(z)tnj pdt>;
é{:(/ PN )|”tp”jdt>q
SaE )

(1)’
%pNnLl

V2.

-

AN

=R

<
1

A stad / pN‘Q(zt)’pdt < Ck 1 to konezy dowdd. O
0

3.6. Rozwigzanie odwrotnego problemu Radona

W poprzednich sekcjach pokazaliSmy kilka wtasnoéci lakunarnych wielomianow
K-sumujacych widzianych odpowiednio przez operatory R? i SP. W ponizszym twier-
dzeniu pokazemy jak mozemy skorzystac¢ z tych wtasnosci, by uzyskaé¢ generatory, za
pomoca ktorych indukcyjnie bedziemy mogli skonstruowaé rozwigzanie odwrotnego
problemu Radona.

Twierdzenie 3.20. Ustalmy p > 0. Istniejg state 0 € (0,1) oraz k > 0 takie, Ze
jezeli W jest $cisle dodatniq funkcjg ciggle na 0SY, T jest zwartym podzbiorem ()
oraz £,0 € (0,1), Ng € N, My > 0, to istnieje wielomian F rzedu wiekszego niz
Ny o nastepujgcych wlasnosciach

(c0) ||F]| <o
(cl) OV < RP(F) < ¥ na 0N
(2) |RP(¢+ F)—Rr(¢) = RI(F)| <& na 09 dla dowolnej ¢ € Cryy ()

(¢3) Sp(F)‘ < /i(\lf)% na 0.

Dowdd. Wezmy N = N(0R2) € N, K = K(092) € N oraz N € N odpowiednio z
Twierdzenia oraz z Wniosku [3.11] Do wybranego K dobierzmy state cx € (0, %),

Ck > 1 oraz [ € N z Wniosku |3.19 Pokazemy, ze dla dowodu twierdzenia wystarczy
NK2+1

wybraé state 6 :=

NCk V2CK
Na poczatek na mocy Twierdzenia istniejg wielomiany f1, ..., fy takie, ze

oraz Kk ‘=

v
ﬁ < 1<m<N ‘fm’ < N na Of. (39)

1

inf \If(z)} oraz o := inf ( );. Na mocy Lematu |3.14

. ~ . CK
Niech £ := min<e, — i
ze

8N =z
oraz Lematu [3.16{ mozemy wybra¢ N € N taka, ze N > max {2N0, Ik, NK} oraz dla
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kazdegom =1, ..., N dowolny lakunarny wielomian K-sumujacy () stopnia wiekszego
niz N ma nastepujace wlasnosci dla z € 9Q:
S ({fpdes(@faQ) ()~ ful(2)S" ((fpdes(@)Q)(2) < £ (3:10)
p g
R ({fpde(Q)fn@) (2) — | () R (3o deg(@)@)(z) <w G
1

x </0 pdeg(Q)|Q(=0)|dt < ik (3.12)

oraz 5
[ deg(@)Q)|,, < ——— (3.13)

T P
[

Indukcyjnie pokazemy, ze mozna wybra¢ ni,no,...,ny € N oraz skonstruowaé la-
kunarne wielomiany K-sumujace (1, Qs,...,Qn rzedow odpowiednio co najmniej

ni,Na, ..., ny, takie, ze dlam = 1,..., N i dowolnej ¢ € Cypy, () zachodzi nastepujace
zalezno$ci na 0€2:

‘Rp<¢ i i {fpdes(Qi)f,Q;) = R R”(Z {fpde(@)) ;)

oraz

< —5 (3.14)

(3.15)

‘R%Z \/ijcgj> ZRP<\/Mf]Q])

Dla m = 1 wybieramy n; > N z Lematu zastosowanego do nastepujacych da-
nych: € := &, M := My, f:= f1. Wtedy na mocy Wniosku [3.11} istnieje lakunarny
wielomian K-sumujacy ()1 rzedu wiekszego niz ny taki, ze

‘Rp(qﬁ + {/pdeg(Q) Q1) — R”(¢) — R”({/p deg(Q1) /1Q1) < na o
Postepujac indukcyjnie, zatézmy, ze juz wybraliSmy ng, nq, ..., n, € N oraz lakunarne
wielomiany K-sumujace Q1,Qs,...,Q, o zadanych wtasnosciach dla 1 < m < N.
Wtedy ponownie mozemy zastosowa¢ Lemat do danych:

5
ei= 5o M= sup ([6(2)] +| X {pdeg(@)f;(2)Q5(2)| ), f = fns,
2N 2€08Q2 —1

by otrzymadé liczbe naturalng n,,+1 > N. Wtedy Wniosek pozwala nam skonstru-
owa¢ lakunarny wielomian K-sumujacy Q41 rzedu wiekszego niz n,, 1. Oznaczmy
dla uproszczenia na moment F; := {/pdeg(Q;)f;Q; dla j = 1,2,...,m + 1. Wtedy
mozemy zauwazy¢, ze na 0S) prawdziwe sg nastepujace nieréwnosci:

g

Rp<¢+?z:::Fj) >RP<¢+ZF> + RP ( m+1) ~ 5

> RY(0) +Rp(§Fj) + R (Fyen) -

mé _ E

N 2N
m—+1 1

>Rp(qb)—|—Rp<ZFj> —(m; )¢

Jj=1
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m—+1 m ~
R0+ S 1) <R (o4 B) + R (Fun) + 5y
Jj=1 j=1
< me g
<RP(¢)+RP( F'>+Rp F,, s
jZl j (Fusr) + = + 33
m—+1 ~
<o) (3R ¢ LS
j=1
oraz
m+1 m é\ m+1 (m+1)§
p(;@) >Rp<j§:1P}>+Rp<Fm+l)—2N >jz:1Rp(Fj)_N’
m+1 m =N ol ~
O(55) w(58) wlr) iy < Srln) s T
Jj=1 j=1

o/ P deg(Qm)
KCk
nieréwnosci (3.13) wielomian F' spelma Warunek (c0) oraz dzieki 1) zachodzi réw-
niez (¢2). Dla kazdego z € 02 mozemy wybra¢ indeks m, € {1,..., N}, dla ktérego

Zdefiniujmy teraz wielomian F := Z fm@m. Zauwazmy, ze na mocy

U(z
‘fmz(z>’p = max ’fm( ’ > Z(N) Wtedy dla z € 02 otrzymujemy co nastepuje:
d m P
RP(F)(z) = o2 eg Q pdeg(@m) o .o, (o) at
p

_ T o/ deg(Qr) (zt)Qm(zt)’ dt
b d (2)Qum(2t)| dt — inf W
> 2CK p €g Qm Z Qm z ‘ 16NCK ZEHQ (Z)
pdes(Qu)
> mZIW \ Lo [ Qn(en| de = o inf ()

> ‘fmz(z)‘ppdeg(QW/ ‘sz ‘dt— K inf U(z)

2CK NCK z€052
(13.12]) f \Ij
g QCK’fmz A _SNCK nf ¥)
(3-9) Cx CK
U(z) — o
o L@~ gve )
avo L)
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oraz

p
) pdeg Qm) gt

o Jm(2)Qm(21)

\/pdeg Qm) [ (28)Qm (21)

< 7 pdeg(Qm) fin(28) Qi (2t) dt—|— 16NCK Zlelr%)fQ (2)

e d (=)| at [0
QCKEZ:\fm( )|"p deg(Qn) / Q=) ‘ +8NCK;€%Q (2)

v,

< QCKCK+ 2\11( z)

= Y(2).

Z racji, ze dla @, zachodzi (3.10)), to dla z € 92 mamy réwniez oszacowanie

deg(Qm
S(F) () sp( Z Jrnly 0,0) 0
N
< aom X (8t dea(Qu)fnn ) )
e 1 & o des(Qn) ‘ 1
< W Z ’fm ’ Sp( pdeg Qm Qm) \/Tzle%fﬁ‘] (\IJ(Z)>
NK/2 1 :
< AV )+ o= (W)
V20K V20K
< m(\ll(z));,
a zatem pokazaliSmy, ze wielomian F' posiada wszystkie wtasnosci (c0) — (¢3) i to
konczy dowdd. O

Twierdzenie 3.21. Ustalmy p > 0. Niech ® bedzie $cisle dodatniq funkcjq ciggle na
0. Istnieje funkcja G € O(Q) taka, zZe

RP(G) = @ na 0.
Co wiecej, SP(G) € O(Q) NC(Q).

Dowdd. Wezmy 6 € (0,1) oraz k > 0 z Twierdzenia [3.20} Pokazemy, ze mozna skon-
struowaé indukcyjnie cigg wielomiandw {FJ} - spelniajacych nastepujace zaleznosci
]:

na OS2 - A
J— J
(1-2) (@-Rp( F>> > (I)—RP(ZE-) >0 (3.16)
=0 =0
oraz ‘
TR
S (Fy)| < /<a<1 - 2) |’ F=1,2.. (3.17)
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Wybierzmy Fy = 0 i zauwazmy, ze dla takiej funkeji warunek (3.17) zachodzi. Dla

j = 1 konstruujemy wielomian F} stosujac Twierdzenie [3.20[ z ¥ := ®. Wprost
obserwujemy, ze wiclomian Fj spetnia warunki (3.16|) oraz (3.17). Nastepnie zalz-
my indukcyjnie, ze udalo nam si¢ juz skonstruowa¢ wielomiany Fy, Fi, ..., Fj, gdzie

7 = 1, o wymaganych wtasno$ciach. Ponownie korzystajac z Twierdzenia tym
razem zastosowanego do ponizszych danych:

xp::i(@%p(gm-)), 5:—Zzie%fﬂ (fI)(z)—Rp(;Fi)(z)), My = sup gﬂ(z)

dostajemy wielomian Fj, dla ktérego na 9€) zachodza nastepujace zaleznosci:
j 3 J
o w(§) < o) < Yo w(5)
Jjt+1 0 J
2 (S 7) - (£ 1) - ()| < § g, (30w (£ )0

3. \SP(FJ»H)\ < li(i <<1> - RI’(E%FD) ;.

Z powyzszych warunkow wynika, ze na 0{2 mamy ponizsze oszacowania:

R(5) >R (5 R) e R - (0 R (5 7))
-r() + ple-m (S R)) - L (oo ()

=0 =0

3 J 0 |
2 _ 2 P N _ 7 P
> 49<I>+ <1 49) R <i:0 F2> 4’21€r(19{;2 <(I> R ( E F; ))

> §q>+ (1- G)RP<ZJ:FZ>

1=0

Z: <Rp<;ZOE)+i<<I>Rp(ijzoﬂ)>+21€%f;<®R”<;Z{:)FZ>>(2)
() Hfe-m(ER) o-w(En
<o

Zatem spelniona jest zaleznos¢ na 0f2

(1-2) (@-Rﬁ(éﬂ)) > @—R%jiﬂ) > 0.
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Dalej biorac pod uwage zatozenie indukcyjne otrzymujemy
g\ j+1 g+l
<1—2> P > CID—RP<ZE-> > 0 na 0.
i=0
Stad wprost wynika, ze

n—oo

lim Rp<§n:Fj>(z) = P(z), z€IN.

Ponadto, na Of).

rEi)] < /<;<<I>—R<ZF>> <w(1-9)7

Niech ¢ := max{p, 1}. Zauwazmy, ze jezeli n > m, to

o (v 5 Fj>(z)>z

z€00

ap (R(350,- $1)10))

Jj=n+1 )
<sw (3 RG]
z€00) j=n+1 X
m 7j—1 a7
<sp [ 30 (@(z)—np( E)(Z))
2€0Q \ j=n+1 \ i=0
u AT
< .jz: 1- 2) ¢ o0 n;;:iw 0’
Jj=n+1

a wiec {ZFJ} jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni HRP(€2). Na mocy Propo-

zycji aqg ten jest zbiezny w przestrzeni HRP(Q2). Zatem moZemy zdefiniowaé
funkcje G := Z , ktora jest holomorficzna w 2. Co wigcej, RP ( Z F; ) = RP(G)

7=0 7=0

na 092, gdy n — oo, z czego wnioskujemy, ze R?(G) = lim Rp(z F) = & na 0S.

n—oo
7=0

Na koniec zauwazmy, ze dla kazdego z € Q mamy nastepujace oszacowanie

S
j:

0

[e.o]

o0
<3 sup

=0 2€00

SP(F;)(2)

o0

Stad SP(G) jest funkcja ciggly w Q. Z racji, ze G jest funkcja holomorficzng w €,
to réwniez SP(G) € O(Q), a zatem SP(G) € O(Q) NC(D) i to konezy dowdd catego
twierdzenia. ]

3.7. Funkcje o rozbieznym szeregu wspotczynnikéw Taylora

Okazuje sie, ze konstrukcyjne metody rozwiazywania problemu Radona daja nam
swego rodzaju elastycznos¢. Otéz mozemy wyposazy¢ otrzymywane rozwigzania w do-
datkowe wtasnosci. W tej sekcji pokazemy, ze mozna skonstruowaé takie rozwigzanie
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f € O(Q), ze kazde ciecie zespolone funkcji SP(f) ma rozbiezny szereg wspdétcezynni-
kéw Taylora z dowolna potega s < min{1, p}. Co wiecej, dla p < 1, funkcja SP(f) moze
by¢ ciagta na Q, a dla p € (1, 2] catkowalna z kwadratem na wszystkich okregach jed-
nostkowych wyznaczonych przez punkty brzegowe obszaru, tzn. na 20D, gdzie z € 0f).
Aby méc skonstruowaé takie rozwigzanie, bedziemy potrzebowali nastepujacego dosé
technicznego lematu.

Lemat 3.22. Istnieje 0 € (0,1) oraz C' > 0 takie, ze jezeli h € C(0N) jest scisle do-
datnig funkcjq na 092, g jest cigglq i ograniczong funkcjg w Q, K zwartym podzbiorem
QM >0, a,cny,71€(0,1), to istnieje N € N oraz cigg wielomiandw ortogonalnych
{Pk}zo_o o nastepujgcych wtasnosciach:

( ) OI‘d(PQ) 2 M

(w2) RP(P.) < ah na 0S
(w3) ord(Py) > deg(Pr_1)
(wd)

RY ZP) < Rp(zlpj>+a<h—7zp<§jlpj>> <h na o0

Jj=0

(w5) Rp(zkjp) > Rp(

Jj=0

k-1

ZP)+ 9a<h RP(ZP)> na 99

(w6) Rp<zk:P]) Xk:Rp P)| < 7 naoQ
(w7) |RP <g + iP]) iﬂp RP(g)] < 7 na 0
(w8) |SP(P ‘ (Rp Py) )5 na OS2

<
) > ~vh na OS2

(w9) R (i

b

(w10)

2C 1

wll) jezeli p € (0,1], to <—hpa1’ L' na 00
(wll) j

(5r)

Dowdd. Wezmy state 6 € (0,1) oraz k > 0 z Twierdzenia [3.20] Pokazemy, ze takie
0iC = \;5 spetiaja warunki lematu oraz indukcyjnie skonstruujemy ciag wielo-
miandéw ortogonalnych o wymaganych wtasnosciach. Dla k& = 0 zastosujmy Twierdze-
nie 3.20|do danych ¥ := Zah, My = ||g|lo, No:=M, e:=7, T =K, § := ;c i tym
sposobem otrzymujemy wielomian Py taki, ze ord(Fy) > M oraz zachodza nastepujace
zaleznosci:

) [[B]], <3

1 1
b) §9ah < RP(Py) < §ah na of2
¢) RP(Py) + R (g) —7 < R(g+PR) < R'(Po)+R’(g) —7 naoQ

1 1

)_
Q) [s/(py)| < ﬁ(;ah)” < C(R*(R))” ma 0%
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Stad jasno widaé¢, ze wielomian Py spetnia warunki (wl) — (w2) oraz (w6) — (w8).
Przy zalozeniu, ze zachodzi zaleznosé ¢), mozemy wybraé takie 75 € (0,1), ze

‘Rp@ + PO) — R (Po) — Rp(g)‘ <19<T mna 0.

Dla k = 1 ponownie korzystajac z Twierdzenia zastosowanego do danych

= ia(h - RP<PO))7 Mo = HPOHQ +lglla,  No = deg(F) + 1,

o
5::m1n{421€%f;2a<h(z)—RP(PO)(Z)),T—TO}, T:=K, 0:=-c

1
dostajemy wielomian P, taki, ze ord(P;) > deg(F), P1HK < ;¢ oraz na o) wielo-

mian ten ma nastepujace wlasnosci:

. iea<h _ RP(PO)> < RY(P) < ia(h _ R”(PO)) < ah

« RUP)+RI(P)—c < R(Po+Pr) < RIPy) +RI(PY) +¢

e R(g+P)+R(P)—c < R(g+ P+ P) < R(g+P)+R(P)+e

. |enpy)| < n(ia(h—Rp(Po))>p < o(RI(P))".

Zauwazmy, ze z powyzszych zaleznosci otrzymujemy ponizsze oszacowania na 0f2

RP(Py+ ) < RY(Py) + RP(P) + £ < R¥(Py) + a(h - RP(PO))
oraz
RY(Py+ L) > RY(Py) + RV(PY) — & > RY(Py) + ;Ha(h _ RP(P0)>.
Biorac pod uwage, ze € < 7, dostajemy réwniez, ze

‘RP(PO + Pl) — RP(Py) — RP(Py)| <7 mna 0f.

Ponadto mozemy oszacowacé, ze
R¥(Py+Pi+g) < RP(Py+g)+RIP)+e
< R(g) + R (R) + RP(P1) + 10 +¢
= Rp(g)+Rp(P0)+Rp(P1)+T

oraz analogicznie R (PO + P —|—g> > RP(g9)+RP(Py)+RP(Py) — 7 na 092. Wszystko to
powoduje, ze wielomian P; jest ortogonalny do wielomianu P, oraz posiada wtasnosci

(wl) — (w8).
Dalej, by dokonczy¢ indukcje, postepujemy nastepujaco: Przypusémy, ze skonstru-
owalismy juz wielomiany wzajemnie ortogonalne Fy, Py, ..., Py, dla ktorych spetnione

sa warunki (wl) — (w8). Zauwazmy, ze na mocy wlasnosci (w6) oraz (w7) istnieja
71, T2 € (0,7) takie, ze
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)| <711 <7 mna df)

Rp<j§:Pj> ZR”

k
Rp<g+zpj> ZRP ~R(g)| < 72 < 7 na 00
j=0
Twierdzenie [3.20 zastosowane do danych

U= ia(h—Rp<ZkOPj>>, M,y =

k
+ lglle,  No := deg(Py) + 1,

J=0

o i
5::m1n{421€naf9a< RP<ZP) ) — T, T — 7'2}7 T:=K, §:=2 "¢

HK < 2=k+2)¢ oraz na

daje nam wielomian Pyq taki, ze ord(Pgy1) > deg(Fy),
0%} zachodza nastepujace nieréwnosci:

. iea<h—7zp<j§;a>> < R (Punt) < ia(h—Rp<jz;Pj>> < ah

. Rp(jiiﬂ) —Rp(jiéfy) —RY(Pe)| < e
. Rp<g+§Pj> —Rp(g+§Pj) — R (Po)| < e
o |87 (P < m(ia<h—7zp(gpj)>)p < C(Rp(PkH)).

Z powyzszego natomiast wynika, ze na 9€) mamy

R(’§P>< Rp(g)pj)mp(pkﬂpx R(Zk:P) (h Rp(ia))

Jj=0

oraz

k+1
w(3r) >
7=0

V
s
A/
U
N——
+
Ny
D>
S
A/~
>
|
3
A/~
o
~——
N~
|
=~
Q
/
>
|
=
A/
M=
U
N—
N~

=0 j=0 =0
k k
- RP<ZP]> + 29a<h—Rp(ZP]>>
=0 j=0

Ponadto na mocy zatozenia indukcyjnego otrzymujemy

k+1 k41 k+1
Rp(ZPg) <ZP)+RP(Pk+1 —I—€<Z’Rp +T1+€—ZR” )47 na 0N
j=0 7=0 7=0 7=0
oraz
k+1 k k41
RP(ZPj+g> < R”(ZP]-+9)+RP(PM)+5< R (g +ZRP )+ te
j=0 Jj=0

< RP(g)+R” PJ)+T na 9.
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k+1 k+1
Podobnie dostajemy ograniczenia z dotu na 0€2: R? ( > Pj> > Y RP(P;) — 7 oraz
=0 =0

k+1 k+1
RS Pi+g)> R+ R P) -7
Jj=0 Jj=0

Z powyzszych szacowan wynika, ze wielomian Py jest ortogonalny do pozostatych
wielomianéw Py, P, ..., P, oraz posiada wlasnosci (wl) — (w8).

Laczac warunki (w4) i (w5) wraz z twierdzeniem Diniego mozemy wnioskowad, ze
ciag Rp(z PJ) jest zbiezny jednostajnie do funkcji h na 0f). Stad istnieje N € N

j=0
N

> P .

J=0

N N
takie, ze Rp(z Pj> > vh na 0. Ponadto <Y 270fe <,
=0 =0

Wiasno$¢ (wbh) implikuje, ze
k 1 k—1 1 k
h-r (3R < (1-50a) <h - Rp(zpj)) < (1= 50a) h naon
i=0 2 i=0 2
Zatem jesli p € (0, 1], to mamy nastepujace oszacowanie na OS2

w9 XN

N w9
<X [s(p)]

(5r)

a to konczy dowdd. O

Tak, jak wspomnieliSmy na poczatku tej sekcji, powyzszy lemat postuzy nam do
udowodnienia gtéwnego twierdzenia tego rozdziatu.

Niech A bedzie miarg probabilistyczna na 0D, ¢ > 1 oraz z € 0€). Oznaczmy
norme w przestrzeni L?(z0D, \) nastepujaco:

4,20 (/ZB]D)“C | dA) '

Twierdzenie 3.23. Niech ® bedzie scisle dodatnig funkcjq ciggle na 0S). Istnieje

|—=

]

funkcja holomorficzna f = Z Dn, gdzie p, s¢ wielomianami jednorodnymi, taka, Ze
n=0

1. RP(f) = na 09
2. kazde ciecie zespolone funkcji SP(f) ma rozbieiny szereg wspotczynnikéw Taylora z

dowolng potegqg s < min{1, p}, tzn. Z ( [pn(2)|

n=0 Vppn+1
3. jeslip <1, to SP(f) € C(Q)
4. jeslip € (1,2], to SP(f) € L*(20D, \), z € 09.

) =00, s <min{l,p}, z € 0N
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Dowdd. Bez straty ogdlnosci zatézmy, ze sup ‘@(2)‘ < 1. Wezmy state 6 € (0, 1) oraz
2€0Q

C > 0 z Lematu [3.22] Indukcyjnie skonstruujemy cigg wielomianéw ortogonalnych
{Qk} ., © nastepujacych wlasnosciach:

N
(pl) Qr = Z Py ;, gdzie Py, Pya, ..., Py, sa wielomianami ortogonalnymi
j=0

(p2) Rp<zk: Qm) < ® na 00

m=0
k 1

k—1 k—1
(p3) Rp<mZ:0 Qm) > <<I> ; Rp<mZoka)> + Rp(mzo Qm> na 90
1
(pd) RP(P,,) < <q> _ Rp( T Qm>> na 99, j=0,1,..., N
m=0
15) |S°(Py)| < C(RP(Py))? wa 00, j=0,1,..., Ny
Ny, k—1 k
(#6) | LRI (Py) ~ RIQo)| < || @~ R (X Qn)
j=0 m=0

< na, 0f)
1 k—1
1) ||RP @], ,p > 2H<b - R( ) Qm>

o0

1,20D
2C

k—1 Ek+1
(p8) jezeli p < 1, to |S”(Qx)| < 9<c1> - Rp< D Qm)> na 9.
m=0

Indukcyjng konstrukcje ciggu wielomianow o powyzszych wtasnosciach rozpoczynamy
od wyboru @y =0, Ny :=0, Fyp = 0. Dla k = 1 stosujemy Lemat do ponizszych
danych:

a:= 216%%@(2), h:=®, 7:= Zle%fQCI)(z), V=g

W ten sposéb otrzymujemy liczbe N; € N oraz wielomiany wzajemnie ortogonalne
Ny

Pio,Pia,..., PN, takie, ze wielomian Q) := Z P, ; posiada naste¢pujace wiasnoSci:
=0

1
. §¢><R”(Q1) < ® na 0
. RP<P1,]‘)<(I> na@Q, j:O,l,...,Nl

 RQ) = 8], < SR < R@) + 0] 200
j=0

S (Pyy)| < C(RP(PLJ-))% na 0Q, j=0,1,...,N;

2C 2, 2C 1
- jedlip <1, to [SP(Qy)] < 7@3 l< 7@27 na 9.
Zauwazmy, ze tak zdefiniowany wielomian )1 spetnia warunki (pl)— (p8). Dalej zaldz-
my, ze juz skonstruowaliSmy wielomiany wzajemnie ortogonalne Qq, @1, . .., Q, ktore

posiadaja wlasnosci (pl) — (p8). Lemat zastosowany tym razem do danych:

k k 2
M :=deg(Qr) +1, a:= inf (@(z) — Rp( z_: Qm> (z)) , Y= 3

z€082
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3

= f(r-r(S ) roag (r0-m(Se)e)

pozwala nam uzyska¢ Ny, 1 € N oraz wielomiany Pry1,0, Pey1,15- -+ DPrr1,n,,, Wzajem-

nie ortogonalne, ktore sg rowniez ortogonalne do wielomianow Qg, Q1, ..., Q. Jesli
Nk

teraz zdefiniujemy wielomian Q1 = Z Py11,, to na 0f) spetnia on nastepujace
=0

warunki:

a) ord(Qr11) = deg(Qr) + 1
k k+1
b) Rp(Pk+17j)<<CI)—Rp(ZQm>> s jZO,...,Nk_H

m=0

¢) [8(Pry1y)| < C’(R”(PRHJ))%, j=0,...,Nep

Niy1 k k+1
d) | X RP(Piry) — Rp<Qk+l)‘ <||® - Rp( > Qm)
j=0 m=0 o0

3

¢) RP(Quy1) < h = 4(@ - RP(?OQm»
) R (Quir) > ;<c1> - Rp(éo Qm>>

20 i v
g) jezeli p < 1, to ’Sp(QkH)‘ 9<<I> - Rp( > Qm>>
m=0

k+1 &
h Rp(rnzz:o Qm) = Rp<mzzo Qm) + R (Qry1) + 27
) <Rp(i@m>+@—72p(§k:@m>:q)
k+1 m=0 m=0
k) Rp(mz:o Qm) - Rp(;() Qm) + R (Qry1) — 27

w(Sa) o (5 0))

Stad wprost otrzymujemy, ze wielomian Q1 posiad_a wilasnosci (pl) — (p8).

Dalej zauwazmy, ze z warunkéw (p2) i (p3) wynika, ze Lim RP<ZQk> =&
k=0
na 0f). Co wiecej, wlasnos¢ (p3) na 0f) implikuje nastepujace oszacowanie:

@—Rp<7n§kjoc2m> < @—i(@—R”(inm)) —RpCiQm)
_ i(@-RP(ZéQmD < (i)kcp.

Stad jasno widac, ze

3

RY(Qy) < (4)k_1\\q>\\69 na o). (3.18)
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Niech ¢ := max{1, p}. Z powyzszej zaleznosci dostajemy, ze jesli n > k, to

sap (R 3 Q- éﬂ@(z))é —sup (R7( 3 Qm)(2)>;

z€00 z€00) m=k41
n 1
< sup ( > (RMQw)(2) )
2€0Q \ m=f+1
BIs) 3\ = 1
< 3 (7)ol = o
it 4 n,k—00
a zatem { Z Qm} jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni HR(2). Na mocy Pro-
m=0 n=0
pozycji [3.7] jest on zbiezny w tej przestrzeni. Stad mozemy okresli¢ funkcje
00 oo Ng
[=2 Q=2 > P €0Q).
k=0 k=0 j=0

Co wiecej, RP<ZQk) = RP(f) na 09, gdy n — oo, a wiec f jest rozwigzaniem
k=0
odwrotnego problemu Radona zadanego przez funkcje @, tzn.

n—0o0

RP(f)(2) = lim Rp(kznj Qk> (2) = ®(z), = €I

PrzejdZzmy teraz do pozostalych punktéw tezy twierdzenia. Z warunku (p4) otrzy-
mujemy, ze dla z € 02

Jo-m( 5 0n)

Zatem dla z € 00 oraz s < min{1, p} dostajemy, ze

—k

p .
1,z8]D>HR (P’W)‘ 1,200

k—1 —k p—s
R > [RED (- (S )| R,
’ ’ m=0 1,20D ’
k-1 —k(p—s) »
= H@—R”(ZQm) HRP(P,CJ)HW, i=0,...,N.
m=0 1,20D '
(3.19)
Niech Py; = > pijn bedzie rozwinieciem jednorodnym wielomianu P ;, gdzie Iy, ;

TLEI}CJ‘
jest zbiorem stopni jednomianéw z rozwinigcia Py ;. Z zatozenia I, ; N Ix; = 0 dla

(m, j) # (k,i). Wtedy korzystajac z nieréwnosci trojkata szacujemy
1
p q
Z pk7j7n(zwt)‘ dtdA(w))

1 1
a = / /
1,20D
z omJo | e

) ( /8 ) /0 1 \pk,j,n(z)|ptmdtdA(w)>; (3.20)

TLEIk,j

[Prgn(2)]%
= b dla z € 01D
ng;’j Ypn + 1

[R?(Pej)

N
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Zauwazmy, ze jezeli s < min{l,p}, to M. Stad dla z € 99 oraz s < min{l, p}
p

mamy nastepujace oszacowanie:

59

[Pk jin )!) (Ipmn( )!’J)p < [Pk g ( )|q),,
sJ — %, 2 2
ka:n < Ypn +1 ka:n pn + 1 kz; nezlij pn +1
ZHRPUD’W) 120D
o ,

B-19) k-1 N
= le-r(Xan)| O S |RA)],
k=1 = 120D  j=0 ’
oo 7’6(?1;5) N
= 3 e~ ZOURIIS WRITR RS
-1 120D j=0"9D

k(p s)

(p6 s

o RP(ZQ

)
)

( RY Qo) (w2)dNw)
1,20D

sl

oo ’“(P 5) (k—1)ks
> sle-m(S o) R, -3 ()
k=1 1,20D

(p7 > —Mezo) 4 (= Dks
ZzH‘b ®(5 0 > (5)
k=1 1,20D k=1

) 3 (k ;)ks

> Y o-3(]) 7 =

k:>pfb k=1 4

|pk,j,n (Z) | 3

Powyzszy szereg jest rozbiezny, a zatem réwniez Z ( > jest szeregiem roz-

o NP1+ 1
bieznym.
Jezeli p < 1, to wlasnoéé (p8) pozwala nam oszacowaé w () nastepujacy szereg:

EOO
0

e} [ele} k—
S [s@u < <25 (3) e < o

co oznacza, ze SP(f) € C(Q).
7 faktu, ze wielomiany Py, Py1, ..., Prn, sa wzajemnie ortogonalne wynika, ze
wielomiany SP(Py), SP(Pgq), ..., SP(Py N, ) réwniez sa wzajemnie ortogonalne. Wte-
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dy dla p € (1,2] mozemy rozwazy¢ catke

oo Np

/6]]) ’Sp(f)(wz)fd)\(w) = /ﬁm k;)ZOSP(PM)(wz)

- gjojzo /8 ) [87(Pyy) (w2)| dAw)

oo Ng

Yy [ (R(Pes)2) N

k=0 35=0
oo N

<Y [ RPL)@)INW)

k=0 j=0

2d)\(cu)

k
69)

Stad SP(f) € Ly(20D, ) dla p € (1,2], z € 09, a to koniczy dow6d twierdzenia. [

ey (/BD RV (Qu) (w2)dA(w) + ||<1> e kz_jz@m)

k=1

(B-13) > 3\ F 3\ (k=1)k
2y <<4) 18llan+ (%) ) < o0.

k=1

Zauwazmy, ze dla p = 2 z uwagi na ortogonalnos¢ wielomianéw py, ;,, W nieréwnosci
(3.20) kazde ciecie zespolone funkcji S?( f) réwniez ma rozbiezny szereg wspotezynni-
kow Taylora z dowolna potega s < 2.

3.8. Odwrotny problem Radona zadany przez funkcje
polciggte z dotu

Z faktu, ze dla kazdej funkcji péiciagtej z dotu mozemy znalezé ciag funkcji cia-
glych zbiezny punktowo do tej funkcji, mozemy uogdlni¢ Twierdzenie zastepujac
funkcje ciggta Scisle dodatnig na 9€) przez funkcje pélciggta z dotu i Scisle dodatnig
na 0€). Okazuje si¢, ze mozemy skonstruowaé¢ rozwiazanie odwrotnego problemu Ra-
dona z zadang funkcjg Scisle dodatnig i potciggly z dotu, dla ktorej dodatkowo kazde
ciecie zespolone dziatania na nim operatora SP ma rozbiezny szereg wspotczynnikow
Taylora z dowolna potega s < min{1, p}, jednakze ze wzgledu na zbieznosé punktowa
wspomnianego ciggu w naszym podejsciu nie otrzymamy pozostatych wlasnosci z

Twierdzenia [3.23]
Twierdzenie 3.24. Niech ¥ bedzie scisle dodatniq funkcjg potciggle z dotu na Of).

Istnieje funkcja holomorficzna f = Z Pn, gdzie p, sq wielomianami jednorodnymi,
n=0
taka, Ze

1. RP(f) =V na 09

2. kazde ciecie zespolone funkcji SP(f) ma rozbieiny szereg wspdtczynnikow Taylora z

dowolng potegq s < min{1, p}, tzn. Y ( Pn (2)] > =00, $ <min{l,p}, z € 00N.

n=>0 pvpn+1

Dowadd. Niech {Tk}keN bedzie wstepujacym ciggiem zwartych podzbioréw obszaru (2,

takim, ze T}, C int(TkH), k € N oraz U T, = Q.
keN
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Dla funkcji ¥ potcigglej z dotu istnieje cigg {\I/k} scisle dodatnich funkcji

keN
ciagltych na 02 taki, ze dla kazdego z € 0f) zachodzi

0<U(2) < Uy(z) <--- < kh—>I£l<> Ui(z) = U(2).

Pokazemy, ze indukcyjnie mozna skonstruowac cigg {ka}keN Scile dodatnich funk-

cji cigglych na 02 oraz ciag wielomianéw wzajemnie ortogonalnych {Wk}
pujacych wtasnosciach dla k£ > 1 :

o
0 naste-
k=0

1 k-1
(s1) ¢r(2) ;== min {\I/k(z), 3 + Rp( > Wm) (z)}, z € 00
m=0
—k
(s2) || <2
Ny,
(s3) Wy = Z Py ;, gdzie Py, Py, ..., Py, sa wiclomianami ortogonalnymi
=0
k
(s4) Rp< > Wm> < ¢ na o)
" k-1 k-1
(s5) R”( 3 Wm> > (1-27%) (w —Rp< ) Wm>> +Rp< 3 Wm> na 92
m=0 m=0 m=0

k—1 k
(86) Rp(P]w') < <g0k—7—\),p< Z Wm>> na 0, 7=0,1,..., Ny

m=0

Ny, k—1 k
(87) ZRP(PkJ) > Rp(Wk) — 2_k| Yr — Rp< Z Wm> na oS}
Jj=0 m=0 o0
Ny, k—1 k
(8) S RP(Py;) < RP(Wi) + 27| op — Rp< 3 Wm> na 90
Jj=0 m=0 o0
1 k—1
(s9) [|[R7 || > =l - Rp( T Wm> 2 e
1,20D 2 =5 128D

Zauwazmy, ze dla wyzej zdefiniowanej funkcji ¢ prawda jest, ze
k-1
or(2) —Rp( > Wm>(z) <1l dla z€09, k=1,2,...
m=0

Konstrukcje rozpoczniemy od wyboru Wy =0, Ny := 0, Fyo = 0. Dalej dla k =1
skorzystajmy z Lematu [3.22] zastosowanego do danych:

. 1. 1 1
a:= Zle%fQ 01(z), h:=p, T:= i;gn@fQ 01(2), 7v:= 3 K: =T, c:= 3"
Stad uzyskujemy liczbe N; € N oraz wielomiany ortogonalne P, g, P 1, ..., Pi n, takie,
N,
ze wielomian Wy := Z P, ; spetnia nastepujace warunki:
j=0
1
. 1‘W1 <3
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o RP(P1;) <1 na 01, j_O ...,V
. RP(WY) —7H901H8Q<ZR” Py;) < RP(WL) + 2H¢1H na 0.

Zauwazmy, ze dla tak okreslonego wielomianu W; zachodza zaleznosci (s2) — (s9). Da-
lej zalézmy, ze otrzymalismy juz wielomiany wzajemnie ortogonalne Wy, Wy, ... Wy
o wlasnosciach (s2) — (s9). Okreslmy funkcje

k

¢Yr+1(2) := min {‘I)k+1(2), ; + Rp( > Wm> (Z)}, z € 0.

m=0

Ponownie stosujemy Lemat tym razem do danych:

2€082

k k
M = deg(Wy)+1, a:= inf <g0k+1(z) — Rp< Z Wm>(z)) . yi=1— 2 k)
m=0
k
K =Ty, c=2""" h.= (1 — 2_(k+3)> <S0k+1 - Rp( > Wm));

k k+1
=270 ZiE%fQ (‘szﬂ(z) - Rp<mz:0 Wm> (Z)>

i tak dostajemy liczbe Nyp1y € N oraz wielomiany Pri10, Pey11s -+ Pror1,n,, Wza-

jemnie ortogonalne, ktore sg réwniez ortogonalne do skonstruowanych juz wezesniej
Nk

wielomiandéw Wy, Wy, ..., Wy, takie, ze jesli okreslimy wielomian Wy, := Z Pyt j,
Jj=0

to na 0€) spetnia on nastepujace warunki:
a) ord(Wyy1) > deg(Wy) + 1
) el <20

Trt1

k k+1
c) RP(Pit1j) < <90k+1 - Rp( > Wm>> , 7=0,..., Nk

m=0

Ng41 k
S RP(Pryry) < RF (W) + 2%y — Rp( > Wm)
j=0 m=0 o0
Nit1 k k+1
> RP(Pes1y) > R Wia) — 275 o — Rp( > W
j=0 m=0 o0N
k
f) R (Wi ) < (127079 (sokﬂ - (Y Wm))
1n:0
Rp(Wk+l) > (1 l<:+3)> (@k L — Rp( Z W ))
k+1
( Wm> <R ( ) + Rp(Wk_H) + 27
h k
) < Rp( Z Wm) +(1-209) <¢k+1 _ Rp( 3 Wm)> Tor
m=0 m=0

< P41
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RP( kf Wm> > R”( f: Wm) + RP (W) — 27

m=0 m=0
k k
> Rp( Z Wm) + (1 - 2(k+3))2<%0k+1 - Rp( Z Wm ) - 27'
1) mk:() 72:0
> Rp( 3 Wm) T (1—27t) (wm _ Rp( S W) -2
m=0 m:0

k
> Rp( > Wm) + (1 - 2_(k+1)) <<Pk:+1 - RP( Z Wm)
m=0
Z powyzszych zalezno$ci wynika, ze wielomian W;, posiada Wlasnosm (s2) — (s9).

k
Z warunku (s2) wynika, ze ciag { > Wm} jest zbiezny jednostajnie na zwar-
o keN

tych podzbiorach €2, a zatem mozemy okresli¢ funkcje f := Z Wy, ktéra jest holo-
k=0

k
morficzna w 2. Ponadto dla kazdego z € 0f) cigg {Rp < > Wm> (z)} jest rosngcy
m=0

keN
oraz dla kazdego k € N zachodzi :

(1= 2)ent) < R Z W) (2) < u(2) < B(2),
Stad wnioskujemy, ze RP(f)(z) = ¥(z) dla z € 0.

Przejdzmy teraz do drugiej czesci twierdzenia. Z warunku (s6) wynika, ze dla

z € 0f)
k—1
(S
m=0

Stad dla z € 992 oraz s < min{1, p} otrzymujemy, ze

[Rr (P <1, j=0,..., Ny

H1 20D

1,20D

k—1 -k p—s
Ry > [RE (=R (Z )| [R20)),0)
’ ’ 1,20D ’
k—1 —k(p—s)
_ ‘(pk—Rp<ZWm> ReB|] e G=0 N
m=0 1,20D
(3.21)
Niech teraz Py ; = Z Dk,jn bedzie rozwinig¢ciem jednorodnym wielomianu Py ;, gdzie

nEIk’j
zbior I, ; sktada si¢ ze stopni wszystkich jednomianéw z rozwinigcia wielomianu Py ;.

Oczywiscie I, j NI, =0 dla (m,j) # (k,i). Wtedy mozemy oszacowaé dla z € 0
1
> Drjnl(zwi) ‘ dtd\(w ))

1
1,20D - </6]D)/ neln,
< ( / / [Prin(2)| P dtdA )) (3.22)
nely, oD

_ Z |pk3n )’
TlGIk qun+1

[R#(Pej)
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Na koniec podobnie jak w dowodzie Twierdzenia dla z € 9Q oraz s < min{l, p}
dostajemy nastepujace oszacowanie:

P

k.jn k.jn nely,
p AP
Z HR (Pk’j) 1,20D
k.
o k1 _kp=s)
> =R (X W) Pl
k=1 m=0 120D j=0 :
00 k—1 —p—s)
> o= R (3 W) Z/ R (P ) (w2)dA(w)
k=1 m=0 120D j=0

_k(p—s)

1 28; </6]D) RP (W) (wz)dA(w)

8Q>

wor(Em)

=0

(i) Z
k=1

k—1

= 2 e R W)
. k(p s) .
p . —k
Z ( Wm) ’R 1,20D Z 2
k= =0 1,z8JD> k=1
(s9) o 1 k—1 (p S)‘H [e'S)
> z\ (zwm) X
2 m=0 1,20D k=1
1 oo
> L —k _
R
>-L =
a zatem szereg Z (|pk”<2)|>s jest rozbiezny i to konczy dowdd. O]
o NP1+ 1

Oczywiscie, w przypadku p = 2 tak samo jak w Twierdzeniu [3.23| z racji, ze
wielomiany py, ; , w nieréwnosci (3.22)) sa ortogonalne, to kazde ciecie zespolone funkcji
S?(f) réwniez ma rozbiezny szereg wspétezynnikéw Taylora z dowolna potega s < 2.

3.9. Charakteryzacja zbiorow wyjatkowych

Jako zastosowanie skonstruowanych rozwigzan odwrotnego problemu Radona, po-
dobnie jak w [20] mozemy podaé¢ pewna charakteryzacje zbioréw wyjatkowych na
ograniczonych obszarach $cisle wypuktych kotowych. Przyjmijmy nastepujaca defini-

cje.
Definicja 3.25. Dia p > 0 oraz funkcji f € O(Q) zdefiniujmy zbior

E5(f) = {z € 00: R¥(f)(2) = oo}.

Zbior E C 092 nazywamy zbiorem wyjgtkowym, jezeli istnieje funkcja f € O(R) taka,
ze ES(f) =E.

W [20] pokazano, ze jesli W C C? jest obszarem $cisle pseudowypuktym, to dla
dowolnego zbioru E C OW typu Gy (tzn. zbioru, ktéry jest przekrojem przeliczalnej
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rodziny zbior6w otwartych) istnieje funkcja g € O(W) taka, ze El,(g) C E oraz
n(E \ EIZ/’V(g)) = 0, gdzie n jest miara probabilistyczng na OW. My korzystajac z
rozwigzania problemu Radona we wszystkich punktach brzegowych ograniczonego
obszaru $cidle wypuklego kotowego €2 pokazemy, ze dowolny zbiér £ C 9 typu Gs
jest zbiorem wyjatkowym. Podobnie jak w [20] skorzystamy z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 3.26 (Twierdzenie 2.6, |12]). Niech (X, p) bedzie przestrzenig metrycz-
ng. Jesli E C X jest zbiorem typu Gs, to istniejg ciggi {D;}jen oraz {Tj}en do-
mknietych i ograniczonych podzbiorow X takie, Ze

UDJ:X\E, DjCDj_H, j€eN

jEN

e p(T;,D;) >0, jEN

JEN k=j
Ponadto, jesli ox jest borelowskq miarg probabilistyczng na X oraz {t;}jen jest do-
wolnym ciggiem liczb dodatnich, to ciggi zbiorow {D;}jen oraz {1} jen moina wybrac

tak, zeaX(X\(EUD)) tj, jeN.

Twierdzenie 3.27. Niech E C 0S) bedzie zbiorem typu Gs. Istnieje funkcja f € O(Q)

taka, ze EG(f) = E oraz /(aQ\E)x[o,l] | f|PdL* < oco.
Dowdd. Niech o bedzie miara probabilistyczng na 0. Na mocy Twierdzenia
istnieja ciagi {D;}jen oraz {T}};en zwartych podzbioréw 0f2 o nastepujacych wlasno-
Sciach:

U Dj :aQ\E, Dj CD]'_H, jeN

jEN
« ;ND; =0, jeN

- E=NUT

JEN k=j
« o(0Q\ (EUD;)) <27, jeN
Dla tak wybranych ciggéw zbioréw zwartych istnieje ciag funkcji ciaglych {u;};en
taki, ze
e 0<uyi(2)<1, jeN
o u;(2) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy z € D;, j €N
o u;(z) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy 2 € Tj, j €N

Zdefiniujmy nastepujacg funkcje: h (= 1 + Zuj. Tak okreslona funkcja h jest
j=1
scisle dodatnia i pétciagta z dotu. Zauwazmy réwniez, ze

= 5(0Q\ E) — 0(0Q\ E) / 4
/m\Ehda o(0Q\ E) + o i Zuj o=0oc(00\ —I—Z Q\Eujda

(090\ E) +Z/ wdo < aQ\E +Z/

O\ (EUD;) OO\ (EUD,)

= g(00\ E) +ZU<39\(EUDj)) <o(0Q\ E) +Zz—ﬂ
< Q.



Na mocy Twierdzenia zastosowanego do funkcji h, istnieje funkcja f € O(Q)
taka, ze RP(f) = h na 0. Mozemy wiec oszacowad

1
/ |f|pd£2d:/ / [£(0)|dtdo(2) :/ hdo < oc.
(9O\E)x[0,1] o\E Jo OO\ E

Jesli z € E to RP(f)(2) = h(z) = oo. Z drugiej strony, jesli z € 99 \ E, to istnieje
takie N € N, ze z € D,, dla wszystkich n > N. Stad
N-1
RP(f)(z) =h(z) =1+ > uj(z) <N < 0.

J=1

W konsekwencji otrzymujemy, ze E = E5(f). O



Rozdzial 4

Uogoélniony odwrotny problem Radona na
dysku jednostkowym

W tym rozdziale ponownie rozwazymy odwrotny problem Radona na dysku jed-
nostkowym, gdzie tym razem operator Radona zadany jest za pomoca catki po krzy-
wych w D spetniajacych pewne warunki regularnosci. Okazuje sie, ze przy pewnych nie
bardzo restrykcyjnych zatozeniach dla wspomnianych krzywych, mozemy poprawnie
zdefiniowaé i rozwigzaé¢ odwrotny problem Radona. Dodatkowo takie podejscie dzie-
ki twierdzeniu Riemanna o odwzorowaniu konforemnym umozliwi nam rozwiazanie
problemu Radona zadanego na ograniczonych obszarach jednospojnych w C.

4.1. Sciezki regularne na dysku jednostkowym

Na poczatek zdefiniujmy Sciezki w dysku jednostkowym DD oraz $ciezki regularne,
dla ktorych bedziemy rozwaza¢ odwrotny problem Radona.

Definicja 4.1. Rodzing krzywych v: 0D x [0,1] — D bedziemy nazywad rodzing
sciezek lub po prostu Sciezkg w D, jezeli

e y(0D x [0,1)) C D

e v(0D x {1}) C OD

e yec(amx[o,1]).

Definicja 4.2. Sciezke v: 0D x [0,1] 3 (z,t) — v(2,t) € D nazywamy regularng,
jezeli istniejq stale c; = co > 0 orazr € (0,1) takie, ze

‘7(27 1) — v(z,t)\ <ca(l—t) dla te(rl], zcoD (4.1)

v(z,6)| <1 —ea(1—1t) dla te[r,1], ze€ ID. (4.2)

Zauwazmy, ze warunki i nie sa bardzo restrykcyjne. Przyktadowo, sciezki
niestyczne 7(z, t), tzn. $ciezki przecinajace brzeg 0D niestycznie, dla ktérych pochod-
na czastkowa 2 jest ciaglta na 0D x [0,1], spetniaja warunki i ([(4.2). Proste
uzasadnienie przedstawiamy w Lemacie [£.3] Najprostszym za$ przykladem $ciezki
regularnej na dysku jednostkowym sg promienie tego dysku, czyli rodzina Sciezek
v: 0D x [0,1] > (2,t) — 2t € D, dla ktérych rozwazaliémy odwrotny problem
Radona w rozdziale 2|
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Lemat 4.3. Sciezka ~v: 0D x [0,1] 3 (2,t) — (2, t) € D przecinajgca brzeg OD
niestycznie, ktorej pochodna czgstkowa %Z jest funkcjq ciggla na 0D x [0, 1] jest Sciezkq
reqularng w .

Dowdd. Pokazemy, ze istnieja stale ¢; > ¢ > 0 oraz r € (0, 1) takie, ze $ciezka ~

spelia warunki (4.1)) oraz (4.2)).

Funkcja % jest ciggta, a wiec réwniez ograniczona na 9D x [0, 1]. Istnieje wiec
c1 > 0 takie, ze ‘%(Z,t)‘ < ¢y dla z € 9D oraz t € [0, 1]. Zatem dla kazdego z € D
funkcja 7,: [0,1] 3 t — (2, t) € D spelnia warunek Lipschitza ze stala c;, tzn.

(z.1) =72 0)] = [7.(0) = 5.(0)| < cx(1 1), t€]0,1].

Z drugiej strony Sciezka ~ przecina brzeg JD niestycznie, zatem spelniona jest
nier6wnosé Re<g;’(z, 1),v(z, 1)> > 0 dla wszystkich z € dD. Z ciagtoéci pochodnej

% wynika, ze istnieje r € (0, 1) takie, ze Re<‘2¥(2,3),’y(z, s)> > 0 dla s € [r,1] oraz

wszystkich z € 9. Stad z kolei istnieje stata ¢co > 0 taka, ze Re<g;’(z, s),v(z, 3)> > ¢y
dla s € [r, 1] oraz wszystkich z € dD.

Ustalmy w € 0D oraz s € [r,1). Rozwazmy nastepujaca funkcje rzeczywista
Yw: [$,1] Dt — ‘v(w,t)r € [0,1]. Funkcja ta jest rézniczkowalna w przedziale
(s,1) oraz ciagta na [s,1]. Stad na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej
istnieje 7 € (s, 1) takie, ze

1= yw, ) a2

1—s ot (w, 7).

Prowadzi to do nastepujacego oszacowania

2
L=pws)| _1=hws)] 10 o
1—s T o2(l—-s) 2 Ot 7
R AP oy
- 2\ ot (w7 T)’}/(”LU, T) + ot (w7 7)7(w7 7—))

1— ‘v(w, s)‘

1—s
ustalonych s € [r, 1) oraz w € 0D w konsekwencji oznacza, ze

Z uwagi, ze T € (s,1) C [r,1) stwierdzamy, ze > ¢y, co z dowolnosci

’7(2,15)’ <1—cy(1 —t) dla dowolnych ¢ € [r,1) oraz z € ID.

Na koniec z definicji $ciezki mamy "y(z, 1)‘ = 1 dla wszystkich z € 9D, zatem nie-
réwnosé (4.2)) zachodzi réwniez dla t = 1 i to konczy dowdd. O

Dalej pokazemy wazng wtasnosé $ciezek regularnych, ktéra pomoze nam w roz-
wigzaniu odwrotnego problemu Radona.
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Lemat 4.4. Ustalmy p > 0. Niech v: 0D x [0,1] — D bedzie Scieikq reqularng w
D. Wtedy istniejg state C' > ¢ > 0 oraz N € N takie, Ze dla n > N spelnione sg
nastepujgce nierownosci

¢ < (np + 1) /01 "y(z,t)‘npdt <C, zedD.

Dowdd. 7, definicji $ciezki regularnej v oraz nieréwnosci trojkata wynika, ze istnieja
stale ¢; > co > 0 oraz r € (0,1) takie, ze

I—a(l-t) <[zt <T-el-1t) da telrl], zcab.

Ponadto z ciaglodci $ciezki v istnieje 6 € (0,1) taka, ze 7(8@ X [O,T]) c D(0,9).
Teraz mozemy wybra¢ N € N takie, ze dla dowolnych n > N zachodza oszacowania

np+1
(1 — (1 - r)) o < 3 oraz gnp + 1)6"” < 1. Stad dla takich n > N otrzymujemy

nastepujace ograniczenia niezalezne od wyboru z € 0D:

(np + 1) /01 )fy(z,t)‘npdt = (np +1 /OT

Co —co(1-7)

" + 1(1 — (1 —co(1 — r))an)

C2

)
)

= (np + 1)6”” L 1 /11 P du
)

oraz
np

(np+1> ; ‘fy(z,t)‘npdt > (np—i— 1) /Tl ”y(z,t)‘ dt
> (1) [ (1— et —0)"ar

= np+ 1 /1 u"Pdu
C1 1—c1(1—r)

_ 011(1 - r))"p“)

1 1
Teraz dla dokonczenia dowodu wystarczy wybrac state ¢ .= — oraz C := 1+ —. [J
C1 Co

4.2. Odwrotny problem Radona na dysku jednostkowym
zadany przez Sciezki regularne

Ustalmy p > 0 oraz niech v bedzie Sciezka regularna w . Wtedy mozemy okresli¢
dziatanie operatora Radona R? na funkcji f € O(D) w nastepujacy sposéb:

RE(f)(z) = /01 (for)0)fdt, =eoD. (4.3)
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Odwrotny problem Radona dla operatora RE stawiamy nastepujaco: Niech H bedzie

Scisle dodatnig funkcjg ciggta na 7(8]1)) X {1}) Znajdz funkcje f holomorficzng w D
taka, ze
RE(f)(z) = (Ho)(2,1), = €D,

Zauwazmy w tym miejscu, ze z tak postawionego problemu wynika, ze funkcja f
powinna spetniaé¢ (4.3)) na obrazie $ciezki 7(3@ X {1}), ktéry niekoniecznie musi by¢
rowny 0D. Stad tez w naszych rozwazaniach bedziemy chcieli dodatkowo zapewnié
pewng regularnos¢ brzegowa rozwiagzania f réwniez poza zbiorem 7(8]])) X {1})

Rozpoczniemy od ponizszego lematu aproksymujacego funkcje ciagte i $cisle do-
datnie na 0D wielomianami.

Lemat 4.5. Niech H bedzie scisle dodatnig funkcjq ciggle na OD. Dla dowolnego
e € (0,1) istnieje wielomian Q) taki, ze

H(z)(1-¢) < |Q(2)] < H(z)(1+¢) dlaz € oD.

Dowdd. Ustalmy € € (0,1). Z twierdzenia aproksymacyjnego Stone’a - Weierstrassa
(Twierdzenie 7.32, [32]) istnieje $cisle dodatnia funkcja v € C*(ID) taka, ze

H(z)(l — ;) < v(z) < H(z)<1 + ;) dla z € JD.
Skoro funkcja v jest Sci$le dodatnia, to mozemy zdefiniowaé funkcje u := In(v) na
OD. Jest ona klasy C*, a zatem spetnia réwniez warunek Holdera na 0D. Niech S(u)
oznacza catke Schwarza funkcji u. Z jej whasnosci (rozdzial 6, [4], [15]) wynika, ze
funkcja S(u) jest holomorficzna w D, ciagta w D oraz Re(S(u)) = u na dD. Korzy-
stajac wiec z twierdzenia Mergelyana (Twierdzenie 20.5, [33]) istnieje wielomian @),
ktory przybliza funkcje eS™ w D tak, ze

(1 _ ;)eRew(u)(z)) < o) < (1 + g)eRe@(u)(z)) dla zeD.

Stad dla z € dD otrzymujemy nastepujace nieréwnosci:

Q)| < <1+§)6Re<3<u><z>> - (1+§>eu<z> < <1+§)2H(z) < (L+e)H(2)

oraz

Q=) = (1—§>6Re<3<"><2>> — (1—5)6“@ > <1—€)2H(z) > (1-e)H(2),

ktore koncza dowdd. O

Dalej bedziemy potrzebowaé ponizszego lematu z [17], dzieki ktéremu otrzymuje-
my funkcje o pewnej regularnosci, ktéra przyjmuje wartos¢ 1 wytacznie na zadanym
wezesniej zwartym podzbiorze 0. Wtasnosé ta postuzy nam pdzniej do zapewnienia
wspomnianej regularnosci rozwigzania problemu poza zbiorem 7(8]]]) x { 1})

Lemat 4.6 (Lemat 2.2, [17]). Niech T C 0D bedzie zbiorem domknigtym. Wtedy
istnieje funkcjia h € O(D) NC>®(D) taka, ze
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1. |h(2)| < |z| dla z €D
2. |h(z)| = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy z € T
8. |W(2)| <2 dla z €D.

Lemat 4.7. Niech m € N oraz h € O(D)NC>(D). Istnieje stata M > 0 taka, Ze jesli
n>m, to

‘(h”>(k)(z)‘ éMnm’h”_m(z)‘ dla k=0,1,....,m oraz z € D.

Dowdd. Istnieje stala C' > 0 takie, ze sup ‘h(’“)(z)’ <C, k=0,1,...,m. Zauwaz-
zedD

my, ze poniewaz n > m, to kazda pochodna (h”)(m) jest sumg m! sktadnikow skta-
dajacych sie z iloczynu funkcji A"~ oraz m pochodnych funkcji h rzedu k, gdzie
k€ {0,1,...,m} istalych ograniczonych przez n™. Stad mozemy oszacowaé

’(h">(m)(z)’ < nmm!C'm‘h"_m(z) , z€D.

Teraz wystarczy zdefiniowa¢ M := m!C™. Dla k = 0,1,...,m — 1 powtarzajac to
samo rozumowanie i uwzgledniajac, ze k < m otrzymujemy, ze powyzsze szacowania
sa prawdziwe dla £ =0,1,...,m i to konczy dowdd. O

Majac juz wystarczajace informacje na temat Sciezek regularnych, mozemy przejsé
do konstrukcji generatoréw, ktére podzniej wykorzystamy do otrzymania rozwiazania
problemu Radona. Podobnie jak w poprzednich rozdziatach zapewnimy generatorom
wlasno$é¢ prawie dodawania. Z drugiej strony funkcja h z Lematu [4.6| wraz z Lema-
tem [£.7] pozwoli nam ograniczy¢ odpowiednio wartosci pochodnych generatoréw na
zwartych podzbiorach D \ 7(8]1) X {1})

Lemat 4.8. Ustalmy p > 0. Niech v: 0D x [0, 1] — D bedzie $ciezkq reqularng w D.
Istnieje stata 0 = 6(y) € (0,1) taka, Ze jezeli H jest $cisle dodatnig funkcja cigglq na
7(8ID) X {1}), a KccD)\ 7(8]1]) X {1}), meN, L>0 oraze,d € (0,1), to istnieje
funkcja f € O(D)NC>®(D) taka, Ze

z |[£®
2. 0(Hov)(-1) <RE(f) < (Ho7)(-1) nadD

8. RE(f)+RE(g)—¢e < Rg(f%—g) < RE(f)+RE(9)+€ na dD dla dowolnej g € Cr(D)

<6, i=0,1,....m
K

Dowdd. Sciezka + jest regularna, a zatem istnieja stale ¢; > ¢, > 0 oraz r € (0,1)
takie, ze

‘”y(z, 1) — ”y(z,t)‘ <c(l—t) da terl], 20D (4.4)

oraz
Wzt <1-e(1—t) da telrl], zcdD (4.5)
Pokazemy, ze dla lematu wystarczy wybrac 0 := 2 Na mocy twierdzenia Tietzego

C1
(Twierdzenie 20.4, |33]) funkcja H moze by¢ przedtuzona w sposéb ciagly na 0D tak,

ze sup {H(z): z € 8]1))} = sup {H(z): z € ’y(@]D) X {1})} oraz H jest Scisle dodatnia
na JD. Z Lematu [4.5] wynika, ze istnieje wielomian @) taki, ze

SeHE) < [Q)

1
10 < 8—02H(z) dla z € JD. (4.6)

100

‘ p
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Wezmy funkcje h € O(D) N C>(D) z Lematu [4.6{ 0 ponizszych wlasnoéciach:
o |h(z)| =1 wtedy i tylko wtedy, gdy z € (9D x {1})

o |R(2)| < 2| dlazeD

e |W(2)] <2 dlazeD.

Zauwazmy, ze funkcja h spetnia warunek Lipschitza na D ze stalg réwng 2, a stad i z
warunku otrzymujemy zalezno$é¢

((hor)(z)|21-20(1—1) dlate[r1], z€aD. (4.7)

Co wiecej, funkcja @ o v jest jednostajnie ciagla na 0D x [0, 1], a wiec istnieje takie
ry € (r,1), ze dla t € [r, 1] oraz z € 0D mamy

fol@(wz, D) <|e(rzn)| < f\@(wz, )" (4.8)
Istnieje Ny € N takie, ze dla n > N; zachodzi nastepujaca zaleznosé

np+1 1
(1=2e(1 =)™ < o (4.9)

Z definicji $ciezki v wynika, ze mozemy wybra¢ a € (0, 1) taka, ze 7(8]DD>< [0, 7’1]) C aD,

a stad
T1
(np + 1) /0

Z powyzszego natomiast wnioskujemy, ze istnieje Ny € N takie, ze dla n > Ny mamy

(np—i— 1) /Oh

v(z, t)‘npdt < (np + 1)r1a”p, z € 0D.

fy(z,t))"pdt < m@ngafD (H o ,y) (w,1), z € ID. (4.10)

1 _

Zdefiniujmy funkcje f, := (np + 1)th” € O(D)NC>®(D), gdzie n > max{Ny, Na}.
Jesli n > max{ Ny, No}, to powyzsze nieréwnosci implikuja nastepujace oszacowania
dla z € 0D

[ G = () (o) \Q( )!dt

29 (np—i—l ‘Q(fy z, 1 "t

V|

\VE

(np—i—l ‘Q(fy ‘ / 1—2¢ 1—t)) dt
72C2 np+1
00 H (=, ))( (1= 2e1(1 = 1)) >

4611{( 7(2,1))
= 0(H o7)(2,1)

V&l

VE
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[ 15 (e0)

oraz

(np+1) /l‘h zt)]"p]Q( zt)‘pdt

10(

5 np—i—l)‘@ (2 1)) ‘/‘7 Pat
+ (np+1) HQH/ ]yzt] dt
S )QGE D) [ (1-ai-n)"a
+110 inf (Hoy)(w,l)
190(1 ~(1-e0- rl))an) (Ho7)(z1)
+ 110([-[07)(2,1)

< (H o fy)(z, 1).

c
Tak otrzymalismy, ze funkcja f, spetnia warunek 2 z 6 = 4—2
C1
. N’ 12 k) i)
Ze wzoru na pochodna iloczynu mamy rownosé f,ﬁ’) = (np + 1) P Z (h") QIR
k=0
1 =0,1,...,m. Istnieje stata C; > 0 taka, ze “Q(i)“ﬂ) < Cydlat=0,1,...,m. Na

mocy Lematu [4.7]jesli n > m, to istnieje stata Cy > 0 taka, ze
‘(hn)(z)(z)’ < 02nm‘hn—m(z)‘7 zeD, 1=0,1,...,m.
Zatem

‘f,(ﬁ)(z)‘ < (i +1)C1Cyn™ (np+ 1)%

h(z)

’nm

7 powyzszej nieréwnosci i faktu, ze ‘h(z)’ < 1 dla z € K wynika, ze istnieje N3 € N
takie, ze jesli n > Nj, to qugﬂHK <ddlai=0,1,...,m

Teraz przejdziemy do warunku 3. Wybierzmy k € N takie, ze £ > p. Na mocy
nieréwnoéci trojkata otrzymujemy dla z € 0D

RE(E+ ) ) = [ |78+ %) (2(e0) P

\/0 ’fn v(z, 1) dt+/0 ‘g(v(z,t))’pdt

—RE()(=) + R2(9) ().

1

Niech b € (0,1) bedzie takie, ze / ’g(y(z,t))’p < % dla z € 0D oraz ¢ € (0, 1) takie,
b

ze 7(8]]) x [0, b]) C cD. Wtedy dla z € 9D tatwo mozemy oszacowad, ze

[Ntz (el [ ol a < (1)@
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Stad istnieje N, € N takie, 7e dla n > N, zachodzi / £ (vz0) [t < g dla

wszystkich z € 0. Powyzsze nieréwnosci prowadza do nast@pujabcego oszacowania
dla z € oD

RE (f;f +gk)(z) = /01 (f,’f +gk) (’y(z,t)) £t
= [0+ )G 0) e+ (546 (0e.0)

> [l 0) it = [ gt 0) i+ [ 1 (e 0) [
_/b1 ’g(y(z,t) pdt

= R2(f.)(2) + RE(g)( —2/ £ (1(2,1)

- Q/bl \g(v(zyt)

> RE(f)(2) + Ry(9)() = 5.

ya
Fdt

W przypadku, gdy 0 < p < 1 wystarczy wybra¢ k = 1 i dostajemy teze.

W przeciwnym przypadku bedziemy potrzebowaé¢ dodatkowych informacji. Na mo-
cy Lematu [4.4] istnieje stata C3 > 0 oraz N5 € N takie, ze dla n > Nj zachodzi

nmp
oszacowanie (nk + 1) / "y (2,t)| * dt < O3 dla z € OD. Nastepnie oznaczmy

I,f(’y, fn7 / ‘ > ( ) v(z t))) (g('y(z,t)))k_m‘zdt i zauwazmy, ze je-

slin > N5, todla z € G]D prawd@ jest, ze

k=1 /1. 7o mp (k=m)p
B tna)) < X (1) [ 1060 b))

< ¥ (Z) QlIF L o+ 1) ¥ [ |ne) [ e
m=1

< ¥ (Z) Q|| F (np+1)7’?/01 Ve t)| *dt
m=1
E=1 fpN\k | me Mk(]g(anrl)%

S m:1<m> QJDkL ' nmp + k
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Stad z kolei istnieje Ny € N takie, ze Z} (7, fn,9)(2) < % dla n > Ng oraz z € JD.
Prowadzi to do wniosku, ze jedli n > max{Ny, N5, Ns}, to dla z € 0D

Re(ft0)(2) = [ (fut0) (0)[ e |
- /01 (‘(fﬁg) (’V(z,t))\k)kdt
- /o1 mz:) (i) (f"(V(Zi)))m(g(v(z,t)))k_m

[5G ) e+ [ Jo(ate0)|de+ 7 (. £u0) 2

< RI(J)(2) + L) (=) + 5

k

dt

N

oraz

Re(fut )2 = [ |(fo+0) (30e0) [

- /01 Zk: (Z)(f”(V(Z’t)))m(g(v(z,t))>k‘m

m=0

> [ (#5006 0)[fat -7 (5 1. 9) )

k

dt

3

> [ [ o) 5 -

= RE(f)(2) + RE(9)(2) — &

Teraz wystarczy zdefiniowaé¢ f := f,, gdzie n jest odpowiednio duze i to konczy
dowdd. ]

Teraz mozemy juz przedstawié¢ konstrukcje rozwigzania problemu Radona w ogél-
niejszej wersji na dysku jednostkowym, tzn. dla krzywych regularnych.

Twierdzenie 4.9. Ustalmy p > 0. Niech vy: 0D x [0, 1] — D bedzie $ciezkq reqularng
w 0D oraz V bedzie scisle dodatniq funkcjg ciggle na ’y(@D X {1}) Istnieje funkcja
G € O(D) taka, ze

RE(G)(2) = (@oy)(z,l) dla z € 0D

oraz G € C* (D\fy(@]]) X {1}))

Dowdd. Wezmy 6 € (0,1) z Lematu . Niech {mj}éoo C N bedzie rosnacym do
j:
nieskonczonoéci ciggiem liczb naturalnych, a {T]} _, C @\7(8]]]) X {1}) bedzie wste-
J:
pujacym ciggiem zbioréw zwartych takich, ze T; C int (Tj+1>, g =0,1,..., oraz

U T; =D\ 7(8]])) X {1}) Pokazemy, ze indukcyjnie mozna skonstruowacé ciag funkcji
=0

{F J}oo 0 © O(D) N C*>*(D) o nastepujacych wlasnoéciach:
]:
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1.0 < g(\lloy)(z,l)—i-(1—2)722(;2;17})(2) < Rf;(zjjﬂ)(z) < (Wor)(1)

i=0
dla z € 0D, j=1,2,...

HF <2—J1 k=0,1,...,m;, j=01,2, ...

Niech Fy = 0. Dla j = 1 konstruujemy funkcje F; € O(D) N C>®(D) stosujac Le-
mat z H:=V, K =T, m:=m oraz 0 := 272, ktéra spelia wyzej okreslone
warunki. Dalej zatézmy indukcyjnie, ze juz skonstruowaliémy odpowiednie funkcje
Fo, Fy,...,F; € O(D)NC>(D) z zadanymi wlasno$ciami dla j > 1. Nastepnie zasto-
sujmy Lemat do nastepujacych danych:

3 J J
(Hom)()=3((Wen)e) =R R)). Li=sup| SR, K =T,
4 i= zedD | ;,—q
0 J -
— 3 P X 9]
€= 4w1€n(9f]D) <(\1107) (;}E) ), m = mjpi, 0:=2
Tak otrzymujemy funkcje Fj1 € O(D) N C>®(D) taka, ze HF H < 27972 dla
Tjt1
k=0,1,...,mjq1, oraz na 0D spetniajaca warunki:

1. 3(9((\1107)(~,1) —RP<Z;F>> <R (Fput) < i((\yw) Rp<§ij0F)>
2. R <XJ:F1> ( j+1>—5<Rp(]§F) < RP <ZJ:F,>~I—R ]+1)~|—5

=0 1=0

Stad mozemy uzyskaé nastepujace oszacowania dla z € 0I:
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oraz

Rf;(jfﬂ)(z) > R

=0 7

> Rﬁ(iﬂ)(z)Jri@((\Iloy)(z,l)—RQ(iE-)(z)) e
> ie(qf 07)(z 1) + (1 - ie)vzg (zjj F) (2)

(;
> g(\lfov) 2,1)+(1—2)R§(iﬂ)(z)
> 0.

Dlatego dla wszystkich z € 0D prawda jest, ze

Jj+1

0
(1 — 2) <<\Il 07) RP(ZF)> > (\If Ofy)(z, 1) — R’;(ZE) > 0. (4.11)
i=0
Powyzsze implikuje, ze
j+1 Jj+1
(1 — 6) <\Il oy)(z, 1) > (\If07>(z, 1) —RP(ZE) > 0 dla z € 0D.
2 N
Stad z kolei wynika, ze

lim Rp(i ) = (Wov)(z,l), z € OD.

n—oo
Jj=0

Szereg Y F} jest zbiezny na zwartych podzbiorach D\ 7(8]])) X {1}), a wiec mozemy
=0

okregli¢ funkcje G = Z F}, ktora jest holomorficzna w ID. Ciag {Rﬁ(z FJ>} jest
=0 =0

wige rosnacy i zbiezny punktowo do funkcji RY(G), a zatem na mocy twierdzenia
Diniego jest on zbiezny jednostajnie do R?(G) na dD. Stad otrzymujemy, ze

R(G) = lim R”(ZF) — (¥04)(,1) na oD,

n—oo

Niech kg € N, z € @\fy(@ﬂ) X {1}) oraz r € (O,dist(z,’y(é?]D) X {1}))) Wtedy
istnieje liczba N € N taka, ze m, > ko oraz D(z,7) C int(Tn) dla n > N. Stad

(o]
’ ‘ ’ ’ + Z 27771 < 0. Z dowolnoéci z i kg otrzymujemy, ze
Jj=n—1

Ge C°°< \ 7y (aD x {1})) i to koficzy dowdd.
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4.3. Odwrotny Problem Radona na obszarach jednospd6jnych
w C

Na koniec tego rozdzialu pokazemy, ze dzigki twierdzeniu Riemanna o odwzoro-
waniu konforemnym oraz twierdzeniu Carathéodory’ego o przedtuzaniu odwzorowan
konforemnych mozemy rozwiaza¢ odpowiednio zdefiniowany problem Radona na ob-
szarach jednospéjnych.

Niech U C C bedzie obszarem jednospdjnym ograniczonym krzywa klasy C*°.
Na mocy twierdzenia Riemanna o odwzorowaniu konforemnym (str. 4, [27]) istnieje
odwzorowanie biholomorficzne ¢: D —— U. Z twierdzenia Carathéodory’ego (Twier-
dzenie 2.6, [27]) wynika, ze odwzorowanie to moze by¢ przedtuzone injektywnie na D
do funkcji klasy C*°. Tak mozemy wprowadzi¢ nastepujaca definicje $ciezki regularne;j
w U.

Definicja 4.10. Krzywg v: OU x [0, 1] — U nazywamy $cieikq reqularng w U wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowanie konforemne p: D —— U takie, Ze funkcja
v: 0D x [0,1] 5 (2,t) — (go*l o F) (gp(z),t) € D jest $ciezkq regularng w D.

Ustalmy p > 0 oraz niech I' bedzie $ciezka regularna w U. Wtedy mozemy zdefi-
niowa¢ dziatanie operatora Radona zadanego przez Sciezke I' na funkcji f € O(D) w
nastepujacy sposob:

RE(f)(2) = /01 (for)ofd, =eou. (4.12)

Odwrotny problem Radona dla operatora RY. stawiamy standardowo jak w poprzed-
nich rozdzialach: Niech H bedzie SciSle dodatnia funkcja ciagta na I'(OU x {1}))
Znajdz funkcje f holomorficzng w D taka, ze

RE(f)(z) = (HoT)(z,1), z€aU.

Twierdzenie 4.11. Ustalmy p > 0. Niech U C C bedzie obszarem jednospojnym
ograniczonym krzywq klasy C*, a I': OU x [0,1] — U bedzie Sciezkq reqularng w
U. Jesli H jest scisle dodatnig funkcjg ciggle na F(@U X {1}), to istnieje funkcja
¢ € OU) taka, ze

RE(®)(2) = (HoT)(z1) dla =€ dU.

Ponadto ® € C*> (U\ I'(0U x {1}))

Dowdd. Sciezka T' jest regularna w U, a zatem istnicje odwzorowanie konforemne
¢: D — U takie, ze funkcja v: 0D x [0,1] > (w,t) —> (gp‘l o F) (cp(w),t) € D jest
Sciezka regularng w D oraz F(gp(w), t) = (gp o 7>(w, t), gdzie w € 9D, t € [0, 1]. Stad
réwniez F(@U X {1}) = (cpo'y) (8]]) X {1}), a zatem funkcja H o ¢ jest éciSle dodatnia

i ciggla na 7(3]1) X {1}) Opierajac sie na Twierdzeniu istnieje funkcja f € O(D)
taka, ze

R2(f)(w) = /01 (o, 0)dt = (H o por)(w,1), weaD



oraz f € C*® (ﬁ \ 7(0D x {1})) Teraz wystarczy zdefiniowaé funkcje ® := fo ™1
ktéra jest holomorficzna w U, a dla z € OU otrzymujemy

R2(®)(2) :/01 (@ol“)(z,t))‘pdt :/01 (fopor)(=0)

:/01 (foq/)((pl(z),t)’pdt = (Hopon)(¢'(2)1)
= (HoT)(z,1).

p

dt

Zauwazmy, ze z definicji $ciezki I' wynika, ze (90_1 o F) (8U X {1}) = fy(GJD) X {1}),
a zatem ® € C=(U \T(OU x {1})). 0



Rozdziat 5

Odwrotny problem Radona na polidysku
w C?

W ostatnim rozdziale rozprawy rozwazamy odwrotny problem Radona na poli-
dysku w C?%, w ktérym operator Radona jest zadany catka po krzywych bedacymi
iloczynem kartezjanskim $ciezek regularnych na dysku jednostkowym opisanych w
rozdziale [ Z uwagi na taka definicj¢ operator Radona bedzie okreslony tylko na
brzegu Shilova polidysku A = Ay C C?, ktéry bedziemy oznaczaé nastepujaco:

O, = {(zl,ZQ,...,zd) e C% |z =1, izl,?,...,d}.

Dla uproszczenia notacji w catym rozdziale przyjmiemy, ze piszac z € C? mamy na
mysli, ze z = (21, 22,...,24), gdzie z; € C, j = 1,2,...,d, i bez powtarzania tych
oznaczen bedziemy mogli bezposrednio odwotywacé sie¢ do poszczegdlnych wspotrzed-
nych z; wedtug potrzeb, analogicznie dla z € A oraz z € 0,A.

5.1. Sciezki regularne i operator Radona na polidysku

Sciezki regularne w polidysku A € C, ktére rozwazamy w tym rozdziale, definiu-
jemy jako iloczyn kartezjanski d sciezek regularnych w .

Definicja 5.1. Funkcje v: 0,A x [0, 1] — A nazywamy Sciezkq reqularng w A wtedy

4 tylkO thd% gdy ’7(27 t) = <’71(21, t)7 72(227 t)) s 77d(2d7 t))a gdZZ(i KIS aSAv te [07 1]7
a vy, sq¢ Sciezkami reqularnymi w D.

Zauwazmy, ze z powyzszej definicji wynika, ze dla wszystkich Sciezek regularnych
v, J=1,2...,d, mozemy wybra¢ wspdlne state ¢; > ¢y > 0 oraz r € (0, 1) takie, ze

i (w,1) = yi(w, )| < cl(1—1) dla tefrl], weab, j=12....d (5.1)

oraz
)| <1=e(1—t) dla telrl], wedb, j=12....d  (52)

Dla tak zdefiniowanych $ciezek regularnych v oraz p > 0 okreslamy dziatanie
operatora Radona R? na funkcji f € O(A) jako

R(F)(z) = /01 Foy(zt)dt, =€,
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Stawiamy réwniez nastepujacy problem: Niech H : fy(&gA X {1}) — R, bedzie dang
Scisle dodatnia funkcja ciggta na ’y(@A X {1}) Znajdz funkcje f holomorficzng w A

taka, ze

RE(F)(2) = (Hov)(z,1) dla 2 € dA. (5.3)
Zauwazmy, ze postawiony wyzej problem ze wzgledu na definicje $ciezki regularnej w
A jest okreslony wytacznie na brzegu Shilova polidysku A. Z drugiej strony podobnie
jak w rozdziale 4| nie zaktadamy, ze 7(8SA X {1}) = 0,A, stad bedziemy chcieli, by
konstruowane rozwigzanie speliato nie tylko , ale takze spetniato pewne warunki

regularno$ci na A\ 7(83A X {1})

Z racji, ze kazda funkcja ciggta na zbiorze zwartym jest jednostajnie ciagta, to
mozemy podzieli¢ ten zbiér na skonczong liczbe zwartych podzbioréow, na ktorych
funkcja ta jest prawie stata, tzn. jegli T C C¢ jest zbiorem zwartym, a g: T — R,
funkcja ciggla na T, to dla dowolnego € > 0 istnieje N € N oraz zwarte podzbiory
S1,52,..., 9y CC T takie, ze

‘g(wl) — g(wQ)‘ <e dlaw,wy €8, n=1,2,...,N.
Stad rozwazania nad problemem Radona na polidysku rozpoczniemy lematem aprok-
symujacym funkcje state na pewnych zwartych podzbiorach 0sA.

Lemat 5.2. Niechp > 0, av: ;Ax[0,1] — A bedzie $ciezkq reqularng w A. Istnieje
n =n(y) € (0,1) taka, ze jesli C,L > 0, m € N, T, T5,..., T, CC D, V CC J;A
takim, ze 7(V X {1}) ﬂv((Tl XTyx - xTy)x {1}) =0, W cC A\y(9,Ax{1}) oraz
€1,89,¢3 € (0,1), to istnieje funkcja f € O(A)NC>®(A) o nastepujgcych wlasnosciach:

< &1 dla wszystkich wielowskaznikéw o € N¢ takich, Ze |a| < m

H 0z%

Rif; H < &9
RE(f) < C na 0,A

4. Rp(f) > 770 na T1><T2X"'XTd
5. ‘R’W’(f) +RE(g) — R?;(f + g)’ < g3 na 9;A dla dowolnej g € Cr(A).

Dowdd. Sciezka v jest regularna, a zatem (z,t) = (fyl(zl,t) 9(29,1), . .. ,'yd(zd,t)),
gdzie z € 0,A, t € [0,1] oraz v; sa $ciezkami regularnymi w D, j = 1,2,...,d. Istnieja
wiec wspdlne state ¢; > ¢ > 0 oraz r € (0, 1) takie, ze

"yj(w,l)—’yj(w,t)‘écl(l—t) dla terl], wedDd, j=12,...,d (54)
oraz
‘yj(w,t)‘gl—@(l—t) dla terl], wedD, j=1,2,...,d. (5.5)

c
Pokazemy, ze dla lematu wystarczy wybrac¢ n := 8—2

c
Do kazdego zbioru zwartego T}, j = 1,2,...,d, dobierzmy z Lematu [£.6] funkcje
h; € O(D)NC>(D) taka, ze
hj(w)’ =1 < we ’yj(Tj X {1})
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hj(w)’ <|w| dlaweD
h;(w)‘ <2 dlaw e D.

Kazda z funkcji h; speinia warunek Lipschitza ze statg réwng 2, a stad dostajemy, ze
jesli w € Ty, t € [0,1], to

L= [(hs o) ()] = (s 0) . H(’NW 1)

<|(h o%) ) = (o) (w, 1)
2‘7 (w, )|,

Nastepnie biorac pod uwage zaleznos¢ ((5.4)) otrzymujemy, ze
(hjoy;)(w, )| = 1=2e,(1=1) dla te[rl], weTj j=12....d (5.6)

Dla n € N zdefiniujmy funkcje f,: A — C nastepujaco:

Z racji, ze wszystkie funkcje h; € O(D) N C*®(D), to réwniez f,, € O(A) N C>®(A).
Zauwazmy ponadto, ze jedli a = (ay,ag,...,aq) € N? jest wielowskaznikiem takim,

ze |a] < m, to
olelf, Ccy 5 4 0% "
n= 1 S
0z ( 2 (dnp—l— )) H 0z}
1

j
Wtedy na mocy Lematu .7 jesli n > «y, j = 1,2,...,d, to istnieja stale M; > 0,
j=1,2,...,d, takie, ze

Sl o] < (G2 (a4 )

Stad jesli z € W, to istnieje takie J € {1,2,...,d}, ze z; ¢ VJ(TJ X {1}), a zatem
‘hJ(ZJ)‘ < 1. Istnieje wiec takie N; € N, ze jesli n > Ny, to

B =

T a7 )]

ala\fn
0z%

(Z)’ < (CCQ(d p—f—l));‘hJ(ZJ ’n aJHMn i< e,

Podobnie, skoro V' C W, to mozemy wybra¢ N, € N takie, ze dla n > N, prawda
jest, ze jesli z € V, to

1fn<z>r:0;2(dnp+1)1j\ ) < C2 (dnp + 1) s ()] < e

Stad dla odpowiednio duzych n funkcja f,, spetnia warunki 1 — 2.

Niech § € (0,1) bedzie taka, ze 7; (9D x [0,7]) C 6, j =1,2,...,d. Wtedy istnicje

) dnp+1 1

N3 € N takie, ze dla n > N3 zachodzg nieréwnosci (1 —2c1(1—1) < 3 oraz
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(dnp + 1)5d"p < —. Wtedy dla z = (21, 29,...,2q) € Ty X Ty X -+- X Ty jesli n >

to otrzymujemy nastegpujadce oszacowanie:

RE(f)(2 / [(fuor) ()|t
> CQCQ(danrl)/r jll’(h]o%)(zj,t)‘ dt
C;Q(dnp—i—l)/T (12001 — 1)) "
_ ij(l (1-2¢:(1 - r))d”p+1>
> gccf: nC.

Z drugiej strony dla z € J,A ponownie jesli n > N3, to mamy:

RUGNE) = [ (o 7)(% t)\pdt

N

2 12 np
d +1 (/H‘fy]zj, dt—l—/H‘fysz, " )

OCQ

< 5dnp+/ H)% 2 t) dt)
& 02(61 +1)/ (1 - a1 — 1)) "at

(J

< _

2
C C dnp+1
o+ 2(1— (1-c(1 =) )

< C.

/A

N

N37

Zatem dobierajac odpowiednio duze n € N mozemy zagwarantowac, ze funkcja f,

spetnia warunki 1 — 4.

Podobnie jak w poprzednich rozdziatach pokazemy, ze zwiekszajac n € N funkcja

fn posiada wlasnos¢ prawie dodawania.

Wybierzmy k € N takie, ze k > p. Z nieréwnosci trojkata otrzymujemy, ze dla z € 9,A

prawda jest, ze

%(fk—l-g /1’ (fF+ 4" ’y)(z,t)%dt

; ’ fnoy pdt+/01‘(g0fy>(z,t)‘pdt
RE(S )()+Rp( )(2)-

1
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1
Niech a € (0, 1) bedzie takie, Ze/ ’g(y(z,t))‘p < % dla z € 9;A oraz niech b € (0, 1)
bedzie takie, ze v; (8]1]) x [0, a]) C WD, j=1,2,...,d. Latwo mozemy oszacowaé, ze

(dnp+1 / H‘ h; O%)(Z], >’nl’dt
dnp+1 / H"y] 2, t)

(dnp +1) bd"p

fn (7(2, t)) ’pdt

r

M‘QM‘Q M‘Q

Stad istnieje Ny € N takie, ze jesli n > Ny, to / ‘fn< )‘ dt < § dla wszystkich

z € 0sA. Powyzsze nieréwnosci prowadza do nast@pm@cego oszacowania dla z € J,A
i odpowiednio duzych n € N

E dt

RE(ri+ o)) = [
-
> [

(5 + ") (v(=1)
(4 ") (v(= 1) : (£ + ") (v(=1)
g(v(z,0)) [ dt - /0 [ ((z,0)) |t + /al ace

b
P dt

)| dt

_ /1 ‘g(y(z,t pdt

= RE(fu)(2) + RE(g

zt

1 g(v(zt))[[dt

€3

> RE(f)(2) + R2g)(2) — 2.

Zauwazmy, ze jesli 0 < p < 1, to wystarczy wybra¢ k = 1 i teza jest spetniona.
W przeciwnym przypadku bedziemy potrzebowaé¢ dodatkowych oszacowan. Na
mocy Lematu 4.4 istnieja stala C; > 0 oraz N5 € N takie, ze jesli n > Nj, to

(W—Fl)/’%(wt) Fa<C dawedDd, j=1,2,...,d
0
Nastepnie zdefiniujmy funkcje

k

k

dt,

Z

= [ (2) 0 6e0) " (60e )™

T (3 Jn:9) ()
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dla ktorej jesli n > Ns, to mamy nastepujace oszacowanie:

=1 /N F P
(s < 5 (5) [ nGe0)Foben) e

m=1

B e b
m=1 \" 2 P
k—1 m - . -

S 2 (Z)(?)k’:( dnp+ 1) /ljgl\%(zj Hl * dt
k—1 m .

S = (ri)k(c;@)kﬁ(k >(dnp+1) /1 (e, t)| *
E1ONF 2O\ B em) k(dnp—i—l)%

< X (o) (5) T

dla z € 9,A. Stad z kolei istnieje Ng € N takie, ze Z¢ (v, fn,9) < %3 na J9,A dla
n > Ng. Prowadzi to do nastepujacych wnioskéw dla z € 0,A:

k) / (fa+9)(
“ (\(WM tm )Zdt
— /01 Zkl <:L>(fn(v(z,t)))m(g@(z’t)>)k—m

m=0

< /Ol‘f (v(z,t))’pdw/ol 9(v(2.0))["dt + T (3, £ 9) (2)

P
k

dt

< RE(f)() + RE(9)() + 5

oraz

45+ a) A%n+@wwﬂww

i (1) GG 0)) " (a2.0))

(15 + %) (v(z.0)) Lar - (¥, far g)(Z)

Fu(r(z )|t + /01 (v 0))[[at — 2 -2

7 s
= RE(fa)(2) + RE(9)(2) — &3,

Jeéll n = maX{N4, N5, N6}
Na koniec zauwazmy, ze wystarczy wybra¢ f := f, z odpowiednio duzym n, a
otrzymamy funkcje o pozadanych wtasnosciach 1 — 5 i to konczy dowdd.

p
k

dt

ﬁ

>

S~

>

S~

]
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Niech N € N. Dla takiego N mozemy okresli¢ nast¢pujaca rodzine wielowskazni-
kow Ay = {(oq, coooq) ENG ;e {1,2,...,N}, j=1,2,... ,d}. W takiej rodzinie
mozemy wprowadzi¢ nastepujacy porzadek leksykograficzny 7 < 7.

Definicja 5.3. Niech a = (o, ..., aq) € An, B = (b1,...,84) € An beda réznymi
wielowskaznikami. Mowimy, ze o < B, jezeli cy < [y lub jesli istnieje | € {2,...,d}
takie, ze ay, = By dlam =1,2,...,1—1 oraz a; < f3;.

Dla ustalonych N € N, 6 € {0, %) oraz a = (ay,...,aq) € Ay bedziemy rozwazaé
nastepujace otwarte podzbiory zbioru d,A:

2 —1 2w
Usng = {ze@sA: arg(zj)6< W(a]jv )—9, 7;\?] —i—@), j:1,2,...,d}.

Zauwazmy, ze dla ustalonych N € N oraz 0 € (O, %) powyzsze zbiory pokrywaja caly
brzeg Shilova polidysku, tj. ;A = U Uanp, a dla 6 = 0 mamy pokrycie zbiorami

acAN
domknietymi U, o, tj. OsA = U Uanyo-
acAn
Dla zbioru U, ¢ okreslamy réwniez jego punkt srodkowy, ktéry nie zalezy od wartoSci
parametru 6:
im (2000 —1) im(2a9—1) in(2ag—1)
ZaN =€ N e N ,...,e «N .

Dalej pokazemy, ze brzeg Shilova polidysku jest pokryty zbiorami otwartymi U,
tak, ze przeciecie maksymalnie 2¢ tych zbioréw jest niepuste.

Lemat 5.4. Niech N € N oraz 0 € (0, %) Kazdy punkt z € 0;A nalezy do co

najwyzej 2¢ elementéw zbioru {Uamg: a € AN}.

Dowdéd. Niech a = (ay,...,aq), = (P1,-..,04) € Ay beda réznymi wielowskazni-
kami. Z definicji, zbiory Uy ne 1 Up v maja niepuste przeciecie wtedy i tylko wtedy,
gdy 8 € {oi—1, i, 0+ 1}, i = 1,2,...,d. Z drugiej strony, zbiory Ugs y g, dla ktérych
Bi € {a; — 1,y + 1}, nie maja czesci wspdlnej. Stad mozemy zawezi¢ nasza uwage
tylko do zbioréw Up n e, gdzie B; € {a;, o + 1} albo f; € {ay, 0 — 1}, i =1,2,...,d.
Zauwazmy, ze liczba elementéw zbioru {UﬁJ\[,@: Bi € {aj, a5+ 1}, i =1,2,... ,d}
wynosi 2¢ i to konczy dowdd. O]

Powyzszy lemat razem z Lematem umozliwi nam aproksymacje funkcji ciagtej
na 0;A przez dzialanie operatora Radona na pewnej funkcji holomorficznej.

Lemat 5.5. Niech p > 0, v: 0,A x [0,1] — A bedzie Sciezkq reqularng w A, L > 0
oraz | € N. Istnieje ¢ = c(y) € (0,1) takie, ze jezeli ® jest $cisle dodatnig funkcjq
ciggla na ”y((’igA X {1}), M > 0,61,05 € (0,1) oraz K CC E\”y(asA X {1}), to
istnieje funkcia F € O(A) NC®(A) o nastepujgcych wilasnodciach:

GIC A
028 HK
2. c(CID o 7)(2, 1) <RE(F)(2) < (@ o fy) (2,1) dla z € 0,A

3. ‘RQ(F) +RE(p) —RE (F + cp)‘ <&y na 9,A dla dowolnej funkcji o € Cpr(A).

< 6, dla dowolnego wiclowskaznika B € N? takiego, Ze |B| <1
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Dowdd. Wezmy n € (0,1) z Lematu [5.2, Pokazemy, ze dla lematu wystarczy wybraé

C = W

) L 3 o
Niech € : = i é%fA K(Doy) (z, 1)’ Z ciaglosci funkcji (CDOW) (,1) na O,A, istnieje
N € N oraz wielowskazniki a; < ag < -+ < apna € Ay w porzadku leksykograficznym

takie, ze zbiér ;A moze byé pokryty przez N¢ zbioréw otwartych U,, = U,, v, S
k=1,2,...,N% naktérych funkcja ® jest e—prawie stata, tzn. jezeli z,, jest punktem
srodkowym zbioru U, , to

(207) (e 1) —2 < (207)(2,1) < ($07) (20, 1) +& dlaz € Uy, k=1,2,..., N

Nd
oraz O;A = U U, -
k=1
Niech Ty, :=Ua, N0, k=1,2,..., N Stosujac wielokrotnie Lemat indukeyj-

Nd _
nie skonstruujemy cigg funkeji {fak}k_l C O(A)NC*(A) o nastepujacych wtasno-
Sciach: -

“8U3j;k
028

b) R2(fu,) < 2d1+1 (Cboy)(zak,l) na 9,A, k=1,2,..., N

¢) RE(far) > 2L1<®07>(2ak’1) na T,,, k=1,2,...,N?

d) RE(fuy) < ﬁ na A\ U,,, k=1,2,... N

) ‘R<Xk:f ) = Ro(fa) —Rf;(kzif% +)
j= j=

funkcji ¢ € Cy(A), k=2,3,..., N4

— dla dowolnego § € N? takiego, ze || < =1,2,...,N¢

doe .
< oNd 18 0sA  dla dowolnej

Na poczatek skorzystajmy z Lematu zastosowanego do nastepujacych danych:
1
C = (®09) (201, 1)y W= K, TyxTyx - xTyi=Ta, Vi=0A\Ua,

2d+1

01 € 09€ , .
1= yi 82 Sya 8T Sya L := M, m := [, by otrzyma¢ funkcje
Jar € O(A)NC>®(A) taka, ze

alﬂ\fal (51 ;
H 5.8 dla dowolnego wielowskaznika € N* takiego, ze |5 <
1

. R?;(fal) pYisY (@ov)(zal,l) na O;A

Ui
RE(for) > 57 (®07) (200 1) ma T,

€
Rg(fal) < W na aSA \ Ua1

dae ) . -~
RE(fon +0) = RE(fon) —R’W’(gp)‘ < gnd 12 J0sA  dla dowolnej funkeji ¢ € Cpr(A).

Postepujac indukcyjnie, zalézmy, ze funkcje fa,, fags---sfar € O(A) NCZ(A) o
wWYyzej Vﬁlienionych wtasnosciach zostaly juz skonstruowane. Ponownie zastosujmy

1
Lemat do danych: C' := Sar1 (@ 7>(Zak+1»1)> Ty xTyx - xTy =T,
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51 g 528
V= 85A\Uak+1, €1 = N €y 1= INd’ €3 = INd’ L= ZSGI(;PA M,
m :=1[. Tak dostajemy funkcje fa,., € O(A)NC>(A) taka, ze
o8l £,
. H LT dla dowolnego wielowskaznika 3 € N¢ takiego, ze |3| <
02P Nd

1
R (faper) < QHA@oﬂ@mﬂﬁanaaA
(fak) 2d+1 <(b o 7) (ZOék+17 1) na Tak+1
€
RE(farrn) < oya ba 0sA\ U,

k+1 k
‘R£<Z faj + (10> - Rg(fawrl) - Rg(zfo‘j + SO)
j=1 j=1
funkeji p € Cyr(A).
d
W ten sposob otrzymalismy ciag funkcji { fak}:[_l o pozadanych wlasnosciach a)—e).

k+1

doe .
< oNd A 0sA dla dowolnej

Né
Teraz okredlmy funkcje F:= > fo, € O(A) N C>(A). Funkcja ta spelnia waru-
k=1
LD, ol N? N 19I8 £, '
nek 1, tj. ‘ 825’ B 825 Z fo ) < k;l e k . < 61 dla dowolnego wielow-

skaznika 8 € N takiego, ze | B |
Nastepnie z wtasnosci e) zastosowanej do ¢ = 0 wynika, ze

<6226 na 0J;A,

Nd
RE(F) = LR (o)

co taczac z zaleznodcia

< 5;5 na 0,A dla dowolnej ¢ € Cy(A)

Nd
‘m@ww—znwm—mw>
k=1
prowadzi do wniosku, ze F' spetnia warunek 3 tezy twierdzenia, tj.

‘Rﬁ(F + go) — RE(F) = RE(p)| < 02e < 0 na O,A dla dowolnej ¢ € Cp(A).

Z Lematu wynika, ze dowolny punkt z € 9;A moze naleze¢ do co najmniej
jednego zbioru z rodziny {Tak: k=12,... ,Nd} oraz co najwyzej 2¢ sasiadujacych
zbioréw z rodziny {Uak: E=1,2,... ,Nd}.

Ustalmy dowolny z € 9,A. Wtedy istnieje j € {1,2,..., N} orazm € {1,2,...,2¢}
takie, ze z € To;NUq; NUay, N+ -NU,, dla pewnych ji, ja, ..., jm € {1,2, ..., N}, Z
definicji zblorow Uy, funkcja @ jest e— stala na zbiorach U,, , czyli zachodzi zaleznos¢
(@ o fy)(zak, 1)—e< (q) o 7)(2, 1) < (q) o 7) (Zays 1) + €, gdzie z,, jest punktem Srod-

. o . 1
kowym zbioru U,,, k € {j1,J2;- -, jm}. Ponadto R? (fak) (2) < Sar1 (CID o fy)(zak, 1)
dla k € {j1,Ja2,- .., Jm}- Z drugiej strony, skoro z ¢ U,,, gdy k ¢ {j1,J2,- - Jm}, tO
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RE(fo ) (2) <

g dak & {ji,j2,. .., jm}. Stad otrzymujemy nastepujace szacowa-

. 2N
nie
A e b 1™
RE(Y 1)) 2 SR ) @+ 5 3 (007 1) 4
k=1 k=1 =1
< ((@on)zn)+e) +e

< ;(QDOV)( 1)—1—% éan‘(q)oy)(z,l)‘
< (@07)(2,1).

Z drugiej strony, skoro z € T, to prawda jest rowniez, ze

Nd Nd
Rz(k;fak)(z) 2 SR (1) ()~ 5 > Rp(f%)< )2
2 %(qm) fa D)= 5> o ((@0)(z 1) —€) - §
> % (<I> ° 7)
> ph(2on)(en) - g e [(002) )
> %H(¢07y@1y
Zatem skonstruowali$my funkcje F' spelniajgca teze twierdzenia. O

5.2. Rozwigzanie problemu Radona na polidysku w C¢

W poprzedniej sekcji skonstruowalismy funkcje o pewnych wtasnosciach, ktére wy-
korzystamy jako generatory rozwigzania odwrotnego problemu Radona na polidysku.
Zapewnimy réowniez, by rozwiazanie byto klasy C* na zbiorze A\ ”y(asA X {1})

Twierdzenie 5.6. Ustalmyp > 0. Niechy: 0,Ax[0,1] — A bedzie $ciezkq reqularng
w A oraz H bedzie scisle dodatniq funkcjq ciggle na 7(85A X {1}) Istnieje funkcja
G € O(A) taka, ze

RE(G)(2) = (Hov)(z1) dia z€d.A

oraz G € C> (A\y(@sA X {1}))
Dowdd. Niech {K j}?oo C Z\v(@SA X {1}) bedzie ciggiem zbioréw zwartych takich,
J:
ze K; C int(Kj+1), j=0,1,..., oraz U K; = Z\v(@sAx{l}) Niech {mj}:io CN
Jj=0 -

bedzie rosnacym ciagiem liczb naturalnych. Dla $ciezki v wezmy stata ¢ = ¢(vy) € (0,1)

z Lematu . Indukeyjnie skonstruujemy cigg funkeji {FJ}OO ., C O(A) N C®(A)
j:

o nastepujacych wtasnosciach:
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Ia\F .
H < 277 dla dowolnego a € N? takiego, ze |a| <m; j=0,1,...

K;

o (SR 5 (neNen e o)

1=0

2. j+1
R’;(ZE)(Z) < (How>(z,1) dla z € 9,A, j=0,1,...
i=0

Niech FO = 0. Nastepnie dla j = 1 stosujemy Lemat [5.5]do danych: ® := H, K := Kj,
81 := &, m := my i tak otrzymujemy funkcje Fy € C*°(A) o powyzszych whasnosciach.
Dalej dla indukcji zalézmy, ze funkcje Fy, Fi,...,F; € O(A) N C*®(A) spelniajace
warunki 1 — 2 zostaly juz znalezione dla 7 > 1. Nastepnie stosujac Lemat do
nastepujacych danych:

(0on)iny = 3((Ho)( 0 - RY(SB)). =20, K K

c .
09 1= ZzgalfA <(H0fy) RP<ZF> ) M = supA

dostajemy funkcje Fjy; € O(A)NC®(A) taka, ze
oy
‘ 0z
3¢

- ((Hoy)( 1)— R:(iF)) < RE(Fjp) < i((Hoy)(~,1)—R§(iE)> na

< 27U dla dowolnego a € N takiego, ze |a| < M1

Kj+1

. Rg<§F> > Rg(giji>+Rg(Fj+1)—izé%fA ((Hoy)(z,l)—Rz(zj:E-) (z)) na

. Rp(ji:F) < Rp<§F>+R (Fyea)+7 inf, <<Hoy) R”(ZF) )

O,A.

Z powyzszych nieréwnosci mozemy otrzymacé nastepujace oszacowania na 0;A

(;
> RT;('_ 340 4
_Z<(Hoy)(,1)—ng<éﬂ>>
- ®(SE +;((Hov)<-,1>—7ez(iﬂ))



oraz

R{’/<§F> < R@(ép) FRY(Fypa) + 5 inf <(H0fy (z,1)—7zf;<§za>(z)>
< RI;(;ZOFZ-)+i<(Hoy)(-,1)—R§<:ZOE>>
+i( Hoy)(~,1)—7€§<§ﬂ)>
= (Hov)(,1)

Zatem skonstruowalismy cigg funkcji {FJ}OOO o wlasnosciach 1 — 2. Z warunku 1
]:

J )
wnioskujemy, ze ciag funkcji {Z E} jest zbiezny jednostajnie na zwartych pod-
i=0 7 J=0

zbiorach A \ 7((93A X {1}), a wiec funkcja Y Fj jest holomorficzna w A. Z drugie;
=0
j oo
strony z warunku 2 wynika, ze {Rg(ZE)} jest rosnacym ciagiem zbieznym
i=0 =0
punktowo do funkcji H na 0;A. Zatem na mocy twierdzenia Diniego (Twierdzenie
7.13, [32]) jest on réwniez zbiezny jednostajnie do funkcji (H o 7)(-, 1) na 0,A. Stad

funkcja G := ) F; € O(A) jest rozwigzaniem problemu Radona na polidysku A, tj.
=0

Rz (G) :Rﬁ(iFj) — (Ho7)(~1) na Q.A.

Niech k € N oraz 3 € N¢ bedzie wielowskaznikiem takim, ze |3| = k. Ustalmy
we A\ fy(GSA X {1}) oraz r € (O,dist(w,fy(asA X {1}))) Wtedy istnieje liczba
N € N taka, ze By(w,r) C int(Kn) oraz m, > k dlan > N. Stad

a\BIFj o
(w)‘ + ) 27 < 0.
028 i

olvlG n-1
]

=0

Z dowolnosci w i k otrzymujemy, ze G € C*® (A \ 7(6’3A X {1})) i to konczy dowdd.
[

Na koniec tego rozdzialu zwréémy uwage, ze wyniki otrzymane na polidysku A
w C? réwniez mozna zastosowaé¢ w przypadku jednowymiarowym na dysku jednost-
kowym D. Dostajemy tym samym inng metode konstrukcji rozwigzania odwrotnego
problemu Radona na D.



Z.akonczenie

W niniejszej rozprawie rozwazaliémy catkowy operator Radona dziatajacy w prze-
strzeni funkcji holomorficznych oraz istnienie rozwigzania odwrotnego problemu Rado-
na zadanego przez ten operator. PrzedstawiliSmy kilka konstrukcji rozwiazan odwrot-
nego problemu Radona dla funkcji holomorficznych na pewnych obszarach z jedno- i
wielowymiarowej przestrzeni zespolonej. Mimo ze przedstawione wyniki dostarczaja
nam pewnych informacji na temat wtasnosci brzegowych funkcji analitycznych, to
wcigz nie wyczerpujg poruszonego tematu, a wrecz prowadza do stawiania kolejnych
pytan i probleméw otwartych.

Na poczatek przypomnijmy wypowiedz Twierdzenia [3.23}

Twierdzenie 3.21. Niech () bedzie obszarem Scisle wypuklym kolowym. Niech p > 0
oraz ® bedzie Scisle dodatniq funkcjq ciggle na 0S). Istnieje funkcja holomorficzna

f= Z Dn, gdzie p, sq wielomianami jednorodnymi, taka, Ze
n=0
1. RP(f) =P na 00
2. kazde ciecie zespolone funkcji SP(f) ma rozbiezny szereg wspotczynnikow Taylora z

dowolng potegq s < min{1, p}, tzn. Y (M> =00, s <min{l,p}, z € 0N

o n=0 p\/ pn+1
3. jeslip <1, to SP(f) € C(Q)
4. jeslip € (1,2], to SP(f) € L*(20D, \), z € 09.

Ze wzgledu na ograniczenia narzucone na wartosci wyktadnika p, twierdzenie to jest
zrodtem kilku probleméw otwartych. Jak wspomnieli$my w rozdziale[3|dla p = 2 dzieki
ortogonalnosci konstruowanych tam wielomianéw, mozemy zapewnic¢, by kazde cigcie
zespolone funkcji S?*(f) miato rozbiezny szereg wspétezynnikéw Taylora z dowolng
potega s < 2. Pozostaje zatem pytanie: Czy réwniez dla pozostatych p > 1 wtasnosé
ta moze zosta¢ zachowana z dowolna potega s < p? Podobnie mozemy zastanawiac¢
sie czy mozna skonstruowaé rozwigzanie problemu Radona f spelniajace warunki 1 i
2 tak, by funkcja SP(f) byta ciagla do brzegu réowniez gdy p > 1. Oczywiscie w tym
przypadku warunek 4 réwniez bytby spetniony, gdyz wynika on wprost z wtasnosci
3. Jednakze nie majac odpowiedzi na powyzsze pytanie, réwniez zapewnienie stabszej
wtlasnosci dla funkceji SP(f), tj. catkowalnosci z kwadratem po okregach wyznaczonych
przez punkty brzegowe obszaru €2 w przypadku, gdy p > 2 byloby wzmocnieniem



twierdzenia. Na koniec w rozdziale |3 pokazaliémy, ze funkcje ciggta & w Twierdze-
niu [3.23| mozna zastapi¢ funkcja pélciagta z dotu zachowujac wtasnosci 11 2. Jednakze
w naszym podejsciu do rozwiazania problemu Radona straciliSmy pozostalte warunki
3 oraz 4. Stad pozostaje pytanie: Czy postugujac sie by¢ moze innymi technikami
jestedmy w stanie skonstruowaé rozwigzanie problemu Radona z zadang funkcjg &
potciagla z dotu, takie, aby zachodzity wszystkie warunki 1-47

Naturalnym zagadnieniem wynikajacym z rozwazan opisanych w rozdziatach
oraz [4] jest pytanie o istnienie rozwiazania odwrotnego problemu Radona na obszarze
scisle wypuktym kotowym €2, gdzie operator Radona jest okreslony jako catka po krzy-
wych innych niz proste v: 9 x [0,1] 3 (2,t) — 2t € §Q, przykladowo po $ciezkach
niestycznie przecinajacych brzeg obszaru (). Nastepnie mozna by sie zastanowi¢ na
uogolnieniem problemu na obszary scisle wypukte, niekoniecznie kotowe. Bytoby to o
tyle istotne, ze w przypadku pozytywnej odpowiedzi, korzystajac z twierdzenia For-
naessa o zanurzeniu obszaréw $cisle pseudowypuktych w obszarach scisle wypuktych
z przestrzeni wyzszego wymiaru (Twierdzenie 3.2.3, [24]) mogliby$my rozwiazaé pro-
blem Radona na obszarach $cisle pseudowypuktych podobnie jak w pracy [20], gdzie
problem ten zostal juz postawiony, ale rozwiazany jedynie w prawie wszystkich punk-
tach brzegowych tego obszaru. Stad istnienie rozwigzania problemu w pelnej wersji, tj.
we wszystkich punktach brzegowych obszaru $cisle pseudowypuktego wciaz pozostaje
problemem otwartym.

We wstepie wspomnieliSmy, ze odwrotny problem Radona jest w pewnym sensie
podobny do zagadnienia istnienia funkcji wewnetrznej w wielowymiarowej przestrzeni
zespolonej. Po tym jak przedstawiono pierwsze konstrukcje funkcji wewnetrznych w
kuli jednostkowej w C?, d > 1, zaczeto si¢ zastanawiaé jakie dodatkowe wtasnosci mo-
ga posiada¢ wielowymiarowe funkcje wewnetrzne. Okazalo sie¢, ze mozna skonstruowac
funkcje wewnetrzne bez zer wewnatrz rozwazanych obszaréw. Takie funkcje otrzymano
przyktadowo w pracach [22,30,31]. Podobnie mozemy zastanawia¢ sie czy rozwiazania
problemu Radona réowniez moga mie¢ taka wtasnosé. W rozdziale [2| pokazaliSmy co$
przeciwnego w przypadku jednowymiarowym, tj. istnienie rozwiazania problemu Ra-
dona o nieskonczenie wielu zerach wewnatrz dysku jednostkowego. Jednak istnienie
rozwigzania problemu Radona bez zer nawet w przypadku jednowymiarowym wydaje
sie by¢ problemem nietrywialnym.

Tych kilka przyktadowych probleméw (wedtug naszej aktualnej wiedzy) otwartych
moga stanowi¢ inspiracje do dalszych badan nad odwrotnym problemem Radona dla
funkcji holomorficznych na ograniczonych obszarach z wielowymiarowej przestrzeni
zespolonej.
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